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Для широкого круга интегральных и интегродифференциальных 

уравнений математической физики ядра интегральных операторов 

зависят лишь от расстояния между точками либо во всей области 

аргументов, либо в некоторой ее части. Поэтому матрицы, возни

кающие после дискретизации уравнений, могут содержать блоки, 

являющиеся теплицевыми матри~ами 1 Т -матрицы/ либо циркулянт
ными матрицами 1 С -матрицы/ 1 ~ Последнее обстоятельство сущест
венно уменьшает необходимую для хранения матрицы память ЭВМ 

и позволяет ускорить как прямые, так и итерационные методы ре

шения соответствующих систем алгебраических уравнений. 

В настоящей работе рассмотрим структуру матриц, возникающих 

при дискретизации гранич ных интегральных уравнений /ГИУ/ для 
оператора Лапласа в случае двух и трех пространственных п е ре

менных. 

Пусть в области П ~ Rn, n = 2,3, с границей Г, являющейся кривой 
Ляпунова , требуется найт и гармоническую функцию u(x) , L'.u = О, 

х ~ П,по ее значениям на границе либо по значениям ее нормальной 

производной. Если n содержит бесконечно удаленную точку, ТО за

дачу называем внешней. 

Обозначим через~ производную на Г по внутренней нормали, 
дn 

положим v(s) = _д_ u(s), s ~Г, тогда спра ведлива формула Грина 121 
дn 

· (Е + аК) u ( s) - а L v (s) = О ; s ~ Г , n = 2,3 , 1 О . 1 1 

где Е - тождественный оператор, а интегральные операторы К и L 
определены формулами 

Ku = I К(х, s) н(s)ds, 
г 

Lv = { ~ (х, s) v(s) ds, х, s ~Г, 
г 

К(х, s) = .!... ....}__ ln r-1 (х, s) , 
тт дn s /0.2/ 

~ (х, s) = ..!.. ln r- 1 (х, s), n = 2 , 
1Т 

2тт 
К(х, s) 1 

= --
д -1 

а;:- r (х, s) 
s • 

~ (х, s) = _!_ r- 1 (х, s), 
211 

n = 3. 

Значение а=-1 соответствует внутренней задаче, а а = 1 - внешней. 

При этом отыскание функций u(s) или v(s), s ~Г, сводится к обра ~ 
щению операторов Е + аК либо L. Рассмотрим оператор Е + а К. -- ·- .... ~.""' 

:J... · r.tкt!ш .. :·, 1:ш:mт:VУ .

1
. 
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П риближенное решение и h уравнения (Е + а К) и = f в случае n = 2 
ищем со г лас но / 2 / по методу коллокации 

иh (х. ) +а [ К(х. , s )и (s)ds = f(x ), 
1 г 1 h i 

xi ~ cu h , 

/0.3/ 

i = О, l , ... , m, Хо = x m • 

где ш ь - сетка, образуемая при разбиении границы Г точками 
xi с шагом h = f m- 1 

, е = mesГ. 
Рассмотрим для простоты дискретизацию порядка O(h) ,соответ

ствующую кусачно-постоянной функции иь (~. Равенство вида 

/0.31 для n = 3 запишем для сетки cuh, образуемой при некотором 

N 
разбиении поверхности Г на элементы Г . , Г = u Гi , mesГ. ~ h 2 

1 i =1 1 

d(Гi) s h. В обоих случаях систему /0.3/ запишем в матричном виде: 

N N N 
(Е + а В) иh = Ф h, В: R ... R , иh ~ R • /0.4/ 

Если не учитывать специфику матрицы В, то массив для хране

ния этой матрицы может существенно превосходить соответствующий 

массив неизвестных для сеточных методов. Например, для сеточного 

прямоугольника с числом неизвестных 2р и 2q на каждой стороне 

требуемая память для метода ГИУ составляет 16(р + q) 2 + О(р + q), 
а при учете двух сетей симметрии (р + q) 2 + О (р + q), в то время 
как аналогичные значения для метода конечных разностей состав

ляют 4pq +0(р) и pq + O(p) машинных слов соответственно. Для куба 
с р точками на каждом ребре и квадратной сеткой на каждой грани 

в методе ГИУ имеем величины 36р4 и ( : р2) 2 = ;
6 
р4 , в то время 

как аналогичные цифры для метода конечных разностей составляют 
3 

р3 и .Е..: . 
8 

Далее покажем, что для границ, получающихся параллельным 

переносом либо поворотом некоторой своей части, матрица · в имеет 
специальную блочную структуру, позволяющую существенно сократить 

требуемую память ЭВМ. 

§ 1 • СЛУЧАЙ n = 2 

Рассмотрим матрицу В для прямоугольника , большая сторона 

которого разбита на р отрезков длины h, а меньшая на q . q < р. 
Вектор неизвестных иh = и = !и . 1, i = 1, ... , 2(р + q) . разобьем на че-

1 -
тыре компоненты, соответствующие каждои стороне: 

т ( т v 1 = (и 1 , ••• , ир • О • •• •• О ) , v 2 = О, ••• , и Р + 1 , ••• , ир + q. О •••• , О) , 

2 

.., 

.. 

"f' 

v3 = (0, ...• 0, ир+q+ 1 , ••• ,и 2р+q ,о, ... ,о)т , 

т 
/1.1/ 

v4 = (0, ••. ,0, и 2р+ q+ 1'''''и 2р +2q) • 

Матрицу В представим в блочном виде: B =IAij !, i ,j = 1,4, где 
матрицы Aij соответствуют четырем компонентам вектора и. Если 

точки х,у лежат на одной стороне, то К(х, у) = О, поэтому Aii = 0 , 
i = 1, ••• ,4. Матрица А 12 ра змером qx р общего вида с элементами 

h 
12 (р - k + 1/z ~ h J ds _ (р - k+ 1'2) h 1 a k~ = = iJ • 

тт o (P- k+V2) 2 h 2 +((f -1) h +s) 2 тт /1.2/ 

k=l , .•. ,p, ~ = 1, ... , q, 

где для ядра используем формулу К(х, s) 
1 

=-
тт 

cosФxs Матрица А14 
r(x. s) • 

получается из А 1 2 перенумерацией строк и с толбцов ; 

А14 =ТрА12 Т q • 

где ТР и Tq - матрицы переста новак размером р х р и q x q, 

о 
1· . · 

Tk 1 Т; =Е, Tk : Rk ... R k. 

1 ·о 

Матрица А 13 есть симметрическая т-матрица размером р х р, 

р 

А 13 = 1 а J .. 
\ j-i + l l 1,J= 1 

/1 .3/ 

/1 .4/ 

/1 .5/ 

и определяется р числами а 
1

, ... , а , стоящими в первой строке. 

Рассмотрим блоки А 2 j, j = 1, ... ,4: Имеем 

21 
aek 

(е - Vz) h г ds 
тт 

о [ (р - k + 1) h - s] 2 + (е - 1'2)2 h2 

~ = 1, .. . ,q; k = 1, ... ,р. 

Нетрудно видеть, что 

1 ke = J k~ + о (h) • 

тт 

поэтому для элементов А 21 можно использовать интегралы l k€ 

/1 .6/ 

с со-
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хранением порядка аппроксимации. Но тогда 

• 1~ 

а21 = ( J - ) а 1~ , j < q, i $. р. 
j i р - i + 'h iJ - /1.7/ 

Обозначая C=lcij 1, i=l, ••• ,p ,j=l, ••• ,q,гдe cij = (j-'h)(p-i+ 'h)-1, 
и определяя операцию * между двумя рх q матрицами А и В как 

А * В = D , D = 1 d i j 1, dij = а ij • Ь i j , 

можно записать /1.7/ в матричном виде : 

т 

А21 = С* А12 • 

Отметим, что матрица С легко вычисляема и ее не требуется хра
нить при расчетах. Как уже отмечалось, A

22
-Q Аналогично /1.3/ 

имеем 

т 
А23 = Tq А21 Т Р = 'Iq (С * А 12 ) ТР • /1 .8/ 

Матрица А 24 - симметрическая теплицева размером q х q, 

q 

А24 = l b l j-i+ 11 l i,j= 1 

и задается q числами Ь 1 , ••. , Ь q. Далее нетрудно получить при i = 3,4 

А31 = ТР А 13 Т Р ' Аз2 = А14 ' 

Аз4 = А12 • А41 =А2з • A42 =Tq А24 Tq • 

А43 = А2 1 • А44= О, Азз =о. 

Обозначим для краткости р х q матрицу А 12 через D, а теплицевы 
матрицы А 13 и А24 - через А 1 и в 1 • Тогда матрица В имеет сле
дующую структуру: 

о D А1 т от IP р q 

с*от о Tq (С *D т) ТР в1 
lq в = 1 /1 .9/ 

А1 ТР DTq о D 

Т (C * DT)T q р В1 C* D т о 

и требует для хранения р х q + р + q машинных слов. Таким образом, 
представление /1.9/ позволяет реализовать итерационные методы 
решения /0 . 4/ с использованием р х q + О (р + q) машинных слов. 

4 

1) 

Основные вычислительные затраты связаны с умнЬжением матриц А 12 
и А21 на вектор, т.к. умножение Т-матрицы на р-вектор произ
водится согласно 131 за О(р lnp) действий, р = 2k + 1. 

Замечание_1_. Для квадрата матрица в имеет вид 

о D А TPDTP 

TPDTp о D А 
в = 1 1 /1.10/ 

А 'Ii> DTP о D 

D А TPDTP о 

является одноуровневой блочно-циркулянтной матрицей и требует 

для хранения Р2 + р ячеек памяти ЭВМ. 

Замечание 2. Дальнейшая экономия памяти возможна, если учесть 
одну или две оси симметрии прямоугольника при переходе к урав

нениям типа /3.1/ из /2 1. 

Замечание 3. Если область получается поворотом на угол ~ 

некоторой своей части, то матрица В является одноуровневой 

блочно-циркулянтной порядка m, обращается за О (m2p3) арифме
тических действий ;.41, где mp - число неизвестных на контуре, 

и требует для хранения (..!!!. -l)p2 + О(р) ячеек памяти ЭВМ при чет-
m-1 2 

2 
ном m и -

2
-· Р + О(р)- при нечетнам. 

Рассмотрим далее трапецоидальную область О, предполагая 
/не умаляя общности/, что проекция меньшего основания лежит на 
нижнем, а проекция разностной сетки меньшего основания является 

подобластью сетки большего основания. Обозначим соответствующие 

неизвестные на сторонах У 1 , У 2 , уз , У 4 , где У 1 .и у3 - со-
ответствуют параллельным отрезкам, так что у1 = (Yl, ... ,vj) т , 

3 ( 3 3 3 3 3 )Т 1 1 _ v = У1 , ••• , У , У , ••• ,У ~ , ••• ,У , причем точка у проекти 
k k+ 1 k+ L 1) 1 

руется на v~+ 1 • Тогда матрицы А 13 и А31 есть подматрицы Т -матри
цы А 1 из 11 . 51 для прямоугольника : 

а 1 а2 •. • ••••••.•.••• аР 

а 2 а1 . • ...••••••.. • •• ар-1 

А1= 

А 13 
ak + 1 а k • · • • · · • • • • • • · • ap-k 

~ + f a k+ f -1· · •• • • • • · • • ap- (k+ f - 1) 

ар 3р-1 .......... . ... а1 
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Поэтому умножение матри цы А 1 3 на р -вектор х = (х 1 , •.• , хр)тэкви
валентно умножению Т -ма т ри цы А 1 на х и выделению из результата 

компонент с номерами от k + 1 до k +е. Вследствие этого обращение 

матрицы А 13 прои з водится за О (р l np) операци й при р = 2 k + 1. 
О тмет им, что опера тор Е + а В легко обратим для дуги окружно

сти, т . к. ядро К для окружности радиуса R есть К(х, s) = ~. 

§2 . ПР ЕДСТАВЛЕНИЕ МАТРИЦЫ В ДЛЯ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 

Пусть поверхност ь па раллелепипеда П покрыта квадратной сет

кой с ша гом h, так что ребра содержа т р , q, rn отрезков длины h 
соот ветст ве нно , пр ичем р > q > rn. Пронумеруем неи звес т ные, ка к 

пока зано на ри сунке, u1 ~ и 2- , v 1 , v 2 , z 1 , z 2 , где неизвес т 
ные и i , v i и zi соответствуют проти воположным г раням : 

и 1 
= 1 u i~ ! , u 2 =1 и i~!, i = 1, .•• ,р • j = 1, •••• q . 

v k = 1 v. k ! , k = 1,2, i < р. j < rn, 
IJ - -

z k = 1 z .k ! , k = 1,2, i < rn, j < q, 
IJ .----------------:;t 

УУ1 

. 1 
/ ./r! 1 

zL-ll d' U.н 

1 1 ~~ l 
. L---l . 

~q_',yJ / v-:, / i 
/. 1L i 
li.or 

р 

~~~ ~ 

Матр и цу В разобьем на 36 блоков · в соответств и и с неизвестными 
на б граня х : В =I A i j !, i ,j = 1, ... , 6. Очевидно, A ii =0 , i =1, .•. ,6. 
Ра ссмот рим матрицы А 1,j. j = 2, •.• ,6. Имеем 

q 
А 12 =la l i - i+ 11! i,i= 1 • 

где am , rn = 1 •.. • ,q, 

р х р.Далее, 

А13 

6 

ь 11 

ь q l 

- симметр и ч ески е т епли це вы ма три цы 

ь 12 

bq2 

b·1m 

ь qm 

/2.1/ 
ра змером 

где bij, i = 1, .• . , q , j = 1 , ... , rn - симмет ри чес кие теплице вы (р х р)
ма т ри цы. Мат ри ца А15 имеет в ид одноуров не вой блочно-тепл~ цевой 
1 с симметрическим пер в ым уровн ем/ порядка ~ q, 

А 15 
q 

1 с 1 i - j + 1 1 ! i ,j = 1 ' 

где С 1 , ...• С q - rn х р- матри цы обще го в ида . Легко в идеть , что 

А14 = Т m А 13 • А16 = Т р А 15 • /2.2/ 
р m 

где матрица перестановак Т m разме ра rnp х rnp имеет в ид 
р 

Ер 
' 1 1 о • 1 о 

1 . 
Tm = 1 Ер о 1 

1 ЕР = 1 О . 
1 

Е Р : RP ... RP. 12 . 31 р . 
1 

ЕР 

Из приведенных формул видно, что первая блочная строка матри
цы В размером 2 (pq + qrn + rnp) х pq требует для хранения всего 
2pqrn + pq машинных слов. Аналогичные выводы можно сделать . отно
сительно остальных пяти строк , причем для хранения каждой сле

дующей строки требуется памяти ЭВМ меньше , чем для предыдущих , 
т.к. имеются блоки, легко выражающиеся через предыдущие /анало
гично случаю прямоугольника/. В итоге общая память, необходимая 
для хранения матрицы В, есть O(pqrn) . т .е. совпадает по порядку 
с соответствующей для сеточных методов. 

Естественно , что наибольшая экономия памяти в классе паралле
лепипедов достигается для кубической области (р = q = rn). Рассмот

рим этот случай более подробно . Согласно /2. 1/, /2.2/ имеем 
/обозначим А 2 = А 1 2 , В 1 = А 13 , С1 = А 15 / А 14 = Тр В 1 .~ А 16 =Тр С 1 , 
где между матрицами в 1 и с1 • опре.деленными вьrше' есть прJстая 
связь . Обозначим элементы В 1 = 1 Ь 1~ ! , i, j = 1, ••• ,р ; k, f = 1, ••• ,р, где 

" б kL " нижнии индекс означает номер лока, . ~ верхнии - номер элемента 

внутри блока. Аналог ично для С 1 = 1 с ~Jf ! . Учитывая нумерацию не
известных на гранях, легко получить 

i j 
c kf 

ь kf 
IJ ' k , е = 1 •.•. ,р ; i , j = 1 ... .. р. /2.4/ 

Пе рестановоч ные соот ноше ния /2.4/ обозначим С 1 = GB 1, матрицу 
перес танова к ТРр обознач им Т, тогда матр и ца В примет в ид 
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d А2 Bl тв 1 GB 1 TGB 1 

А2 о в 1т тв 1 т GB 1T TGB 1T 

Bl тв 1 о •д 2 G1Bl TG 1B1 

в 
тв 1т А2 о G1B1T TG 1В1 Т 1 /2.5/ в 1т 

. 
GB1 TGB 1 G2B 1 TG2 B1 о А2 

GB
1
T TGB 1T G2B 1T TG 2BT А2 о 

где 

ij kj ij i k 
G 1 В = С, { с kf ! = { Ь if ! , G 2 В = D , ! d kf ! = { Ь je ! . 

Так как преобразования перестановак Т, G , G 1, G2 выполняют-
ся лишь в процессе умножения матрицы на вектор, то для хране

ния В требуется массив размером р 3 + р 2 ячеек для элементов 
2 2 

матриц А 2 и В1 . Кроме того, справедливы формулы Т = Е , G = Е 

GI=E, G~ = E. 
Аналогич но предыдущему имеет место экономичное представление 

матрицы В, соответствующей, например, шаровому сегменту или 

правил ьному многограннику. Рассмотренные выше представления 

позволяют существенно ускорить прямые и итерационные методы об

ращения оператора Е +а В, а = ± 1. 
Отметим в заключение, что в случае интегрального оператора L 

из /0.2/, соответствующего задаче Дирихле, имеются аналогичные 
возможности для экономии памяти ЭВМ. 
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lидков Е.П., Хоромский 6.Н. Ptt-83-329 
О структуре матриц в методе граничных интегральных уравнений 
для оnератора Лаnласа 

Рассмотрена структура матриц, возникающих nри дискретизации граничных 
интегральных уравнений для оnератора Лаnласа в случае двух и трех nростран

ственных nеременных. Показано, что для ряда областей, граница которых 

содержит nараллельные элементы, соответствующие матрицы имеют сnециальную 

блочную структуру, nозволяющую существенно сократить необходимую для их 
хранения nамять ЭВН. Результаты могут быть исnользованы для ускорения как 
nрямых, так и итерационных методов решения возникающих линейных систем 

алгебраических уравнений. 

Работа выnолнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматиза
ции оияи. 
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Zhidkov Е.Р . , Khoromskij B.N. Ptt-83-329 
The Structures of Hatrices in the Hethod of Boundary lntegral Equations 
for the Laplace Operator 

The structure of matrices occuring at discretization of boundary 
integral equatlons for Laplace operator for the cases of one and two space 
variaЫes is considered. lt is shown that for some regions with Ьoundaries 
having parallel elements the correspondlng matrices have the speclal Ыосk 
structure, which allows one to decrease consideraЫy the memory volume 
necessary to store these matrices. The results may Ье used ~г acceleratlng 
the dlrect as well as iterational methods of solution of corresponding 
llnear systems of algebraic equatlons. 

The investigation has been performed at the LaЬoratory of Computing 
Technlques and Automatlon, JINR. 
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