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При численном решении эллиптических уравнений с сильно 

меняющимися коэффициентами нар~у с итерационными процессами 

для однородных разностных схем 1
•
2

/ в ряде задач удобно также 
использовать алгоритмы , основанные на методе альтернирования 

по ~одобластям без налегания. Для уравнения Пуассона в ограни­

ченной области, составленной из нескольких цилиндров, такой 

алгоритм построен и исследован в / 3/ . Случай сильно эллиптичес­
кого оператора для ограниченных областей альтернирования, раз­

деленных достаточно произвольной кривой, рассмотрен в рабо-

тах / 4,5/ , причем в / 5/ для уравнения Гельмгольца скорость сходи­
мости итераций оценивается геометрической прогрессией со зна­

менателем, не зависящим от шага дискретизации. 

В настоящей работе предложен итерационный процесс для эл­

липтического уравнения на всей плоскости, встречающегося, на­

пример, в магнитостатике. Скорос~ь сходимости альтернирующего 

процесса оценивается геометрической прогрессией со знаменателем, 

пропорциональным отношению предельных значений коэффициента 

уравнения на линии разрыва. Таким образом, эффективность ите­

раций возрастает с увеличением этого отношения. 

Алгоритм использовался как для конечно-разностной аппрокси­

мации исходных уравнений, так и в случае, когда внешняя задача 

решается при помощи граничного интегрального уравнения /ГИУ/ . 

Результаты по скорости сходимости итераций в расчетах дипольно­

го магнита типа "Оконная рама" и модельных задач приведены 

в §3. 

§1. СВЕДЕНИЕ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ К СИСТЕМЕ ГИУ 

Пусть замкнутая :f<РИвая Г класса С2 без самопересечений раз­
деляет плоскость R на внутреннюю и внешнюю области n i и П е . 
так Ч[О R2 

= n iu г u ne. Требуется найти функции ui (х), i =1 '2' 
х E- R, удовлетворяющие уравнениям 

~ u 1 (х) = f(x) • х ~ n е • u 1 ( "") = о, 

div(!L( I gradu 2 1)gradu2 ) =О, х<::П i ' 

u 1 (х) = u 2 (х) , х G. Г , 

/1 . 11 

а u 2 а u, 
IL ( 1 grad u 2 1 ) -- = --'--

д n д n 

х <;;; г. 

г:;-== == J 
,-. 'Ь <-: ,, , ~,· ~·· .\.J.I ·о • . • • ;. 
-~~ •_; -~--t.J• ! • .... • :.< r -' 

i 
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где Jn означает производную по внутренней нормали к области 
П; • Функции f(x) и 1t (t) заданы и обладают требуемой г ладкостью. 

Рассмотрим частный случай, когда ~t(t) = IL > О есть постоян­
ная величина. При этом функция u2 ~) - гармоническая в области 
П;. Преобразуем систему дифференциальных уравнений /1.1/ к си­
стеме граничных интегральных уравнений на контуре Г . 

Пусть функция uo(x) является решением задачи 

2 
~ u 0 = !(х) , х <;: R , u 0 ( оо ) = О; 

t (х) = о. х G;- n; . 

При условии 

J f(x)dx = О, 
R2 

вытекающем из формулы Грина 

д u1 
о = r--ds = Jf(x)dx, 

г дп ne 
функция u 0 (х) имеет вид 

u 0 (х) = Г f (у) fur(x,y)dy, r(x,y) = 1 х-у 1 
н2 

Функцию u 1 (х) представим в виде суммы 

/1 .2/ 

/1 .3/ 

u 1 = Uo + V1 ; ~V 1 =0,x <;; !} e • v 1 ( oo )=0, /1.4/ 

и запишем ГИУ для функций u2 (х) и v 1 (х) . Согласно формуле /1 • 5/ 
из работы/б / имеем 

(E-K)u 2 + L ~=О, 
дп- /1 .5/ 

дvl 
(Е + К )v 

1 
- L --· = 0. •Х <;: Г • 

дп 

где К и L - следующие интегральные операторы 

Ku = f K(x,s)u(s)ds; Lv = J ~ (х,в) v(s)ds, 
г г 

. 1 д -1 (.) 1 -1 
K(x,s) = - -fur ( x,s); oL (x,в) = -fur (x,s); 

" ~ s " 

x,s (:;. г. 

Согласно /1.1/, для решения задачи достаточно определить 

u(x) = u 2 (х) и v(x) = д u 2(x) , х G;- Г. Используя /1.4/, систему 
дп 

уравнений /1.5/ приводим к виду 

2 

дuо 
(Е + К) u - 1t L v = (Е + К) u 

0 
- L -- = Ф (х), х r;; Г , 

дп /1.6/ 

(Е - K)u + Lv = О, 

откуда можно найти неизвестные u(x) и v(x), х r;;Г. Умножая второе 
из уравнений /1.6/ на IL и складывая с первым, получим 

(1 + f.L) Е u + (1 - 1t) К u = Ф (х). /1 • 7/ 

Таким образом, система /1 .6/, а следовательно, и /1.1/, имеет 
единственное решение при тех же условиях, что и уравнение /1 .7/, 
т.е. если величина Л = (/L+1Х 11 -1)- 1 не является собственным 
числом оператора К, а. уравнение Lv = О имеет лишь нулевое решение 

(v ,1) = О. Например, в задачах магнитостатики О < IL ~ 1, откуда 
Л ~ -1, Л (/L) -> -оо, /l -> 1, 

Согласно/б/ , для выпуклого контура Г модули всех собственных 
чисел оператора К строго меньше 1, за исключением одного Л =1. 
Таким образом, в этом случае задача /1.6/ однозначно разрешима 
для всех О < IL ~ 1 при условии /1.3/. 

Наряду с системой /1 .6/ рассмотрим второй возможный случай, 
когда функция u 1 (х) определена в области n i • причем f(x) =0' 
х r;; П; , а u 2 (х) определена в Пе , u 2( оо) = О. В этом случае функ­

дu 2 
ции u(x) = u 2 (х), v(x) = --;rn-, х <;: Г удовлетворяют системе 

(Е + K)u - Lv = О, 

дu о 
(Е - K)u + ~tLV = ( Е- K)u 0 + L -- = Ф 1 (х), д п 

/1 .8/ 

-1 
которая однозначно разрешима, если величина Л 1 = (~t + 1 )( 1 - IL) 
не является собственным числом оnератора К. При 1t > О имеем 
Л1 (~t) > !,откуда также следует однозначная разрешимость задачи 
/1.8/ для выпуклого контура. 

В задачах магнитостатики имеет место либо случай /1 .6/, либо 
/1 .6/, /1.8/ одновременно, когда область П; неодносвязна. 

§2. ФОРМУЛИРОВКА ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА ДЛЯ УРАВНЕНИй 
/1.6/, /1.8/ И ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ 

Из систем /1 .6/, /1.8/ можно исключить неизвестную функцию 
v(x) ,после чего решить уравнение /1.7/ или ему подобное и 
найти u(x), а затем, обратив оператор L, найти v(x) . Однако 
такой алгоритм осуществим лишь при постоянном значении IL· В об­
щем случае второе из уравнений /1.1/ является нелинейным и его 
нельзя заменить граничным уравнением. Предлагаемый здесь метод 

альтернирования по подобластям без налегания П; и П е непосред­

ственно применим для случая достаточно произвольной функции /l(t). 

3 



Напомним, что если кривая Г принад~ежит классу ck, то опера­
тор Кдействует ИЗ Сlс(Г) в Сlс(Г),а Lиз сk,а(Г) в ck+ l , a(гy6~ 
а > О. Рас.смотрим систему /1 .6/. Пусть задано пJ)иближение uk, 

· тогда очередное значение vk+l и UJc+l определим последователь­

но из уравнений: 

(Е- K)ulc + Lvk+1 = О, 

(Е + K)u k+ -l. -~tLVk + 1 = Ф, 
2 

u k+ 1 = cиuk + (1-cи)uk + ]_' 
2 

/2.1/ 

о < си < 1. 

Этот процесс соответствует решению задачи Дирихле в области 

!1 i , и затем - реtuению внешней задачи Нейнана в области Пе , 
с последующей релаксацией. 

Для задачи /1.8/, наоборот, сначала решается внешняя задача 
Дирихле в области !1 е ' затем - задача Нейнана в П i , что при­
водит к процессу: 

(Е + K)u k - Lvk + 1 = О, 

(Е - K)u 1+ ll Lvk+l = Ф, 
k+ 2 

/2.2/ 

u k l = си u k + (1 - си ) u 1 • о < си < 1 . 
+ k+-

2 
В итерациях /2.2/ требуется решить уравнение с вырожденным 

оператором Е -К. Однозначная разрешимость соответствую/его урав­

нения имеет место, если положить, согласно лемме 2 из 61, 
(uk, g 0 ) =0, где (Е -К *) g 0 =0. Тогда (vk+l , 1) =0 и, кроме того, 
дuо 

<ап· 1)=0 в силу /1 .3/. Поэтому из той же леммы 2 следует 

д uо 
(Lvk+ l' g 0 ) = 0) ,(La;-, g 0)=0, а слагаемое (E-K)u

0 
в правой 

час:ти также ортогонально g o . 
Таким образом, второе уравнение в системе /2.2/ однозначно 

разрешимо на множестве ( u 1 , g
0
)=0, если (g 0 , 1 ) ~О, что имеет 

место согласно /В/ . k+ y 

Лемма 1. Пусть L g 0 ~0, число Л = (~t + 1)(1l- 1)-l не является соб­
ственным значением оператора к и выполнено условие 

2 ' -1 
..5:l::... !I K 1 11 = q < 1, К 1 = (Е + К) К, 
l + ll 

тогда итерационный процесс /2.1/ сходится к единственному ре-
шению u(x) системы /1 .6/ со скоростью 

! u k - u 1 ~ qk ! u 0 - u \, где u 0 - начальное приближение. 

• 

-1 
ЯеммёJ 2. Пусть Lg0 "0, а число Л=(1+рХ1-р) не является 

собственным значением оператора К.Если выполнено 
условие 

2р 11 ' 11 -1 --· К 2 = q 1 <1, К 2 =(Е -К) К, 
1 + IL 

-1 v 

где оператор (Е -К) деиствует в nодnространстве (u, g
0

) =0, 
то итерационный процесс /2.2/ сходится к единственному решению 
u (х) ~истемы /1.8/ со скоростью 1 uk-u1 ~ q~ 1 u 0 - u1. 

Доказательство условий однозначной разрешимости уравнений 
/1.6/, /1.8/ nриведено выше. Положим далее Ф(х) =0 и рассмот­
рим уравнение для nогрешности итераций /2.1/ 

(Е -1 -1 
u .l = -р +К) (Е- K)uk = -р(Е-2(Е+К) К) uk 

11::+-
2 

что с учетом релаксации дает 

u k l = си u k + (1 - си ) u 1 "' т 1 u k , + k+--
2 

где 

-1 
Т1 =(си -JL(l-cи))E+2JL(1-cи)(E +К) К. 

Для системы /2.2/ аналогично nолучаем 

Т2 = (си-р(1 -си))Е -2р(1 -сиХЕ- КГ1 К. 

В результате имеем 

IIT; (cи)ll ~ lси-р(1-си)1 + 2JL(1-cи)H К; 1\ = F; (си), i= 1"2. /2.3/ 

Правая часть в /2.3/ есть кусачно-линейная функция, nоэтому 

_rqjn IIT; (cи)ll ~min IF; (0), F; (си*), F; (1)}, 
Фt;[о ,1] 

где си* находится из уравнения 

си - JL (1 - си ) = О , си * = 1L (1 + IL Г 1 
• 

В силу равенств 

Fi (О) =p+21liiK; 11, Fi (1) = 1, 

F; (си*)= д_ IIKi 11, i = 1"2 
. 1 + IL 

/2.4/ 

при IL >О имеем F; (си*)< F; (О). При си=1 процесс зацикливается. Та­
ким образом, при си =си *nолучаем условия сходимости лемм 1, 2. 

ЗамечанИе 1. Аналогично /2/ -Р.J:б·; можно дать более точную 
оценку нормы оператора Т;,учитывая его самосоnряженную и не­

самосопряженную части, коТОР8Я будет точна для случая самосо~ 
пряженного К.Последнее имеет место лишь для окружности. В этом 
случае оценка /2.3/ и рав~нство /2.4/ · переходят в точные, т. к-. 
ТОГДСI 
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Анализ условия /2 . 9/ приводит к ограничениям: 

р( си*)<1 :;.. 11(2Л m ar 1) < 1, 

11(Лшах+ Лmin -1) 
си *= - · -• 

р ( си*) 

1 -11(Лmах+ Amin - 1) 

11 <-1\n ax- лmin) 

12. 10/ 

.1 -11(Лmax+Лmin - 1) 
1 

Отметим, что ~ля . уравнения /1.6/ и(К) содержит отрезок [ 0,1 ] , 
ПОЭТОМУ Л maxZO, 5, Л min <;j) • 

Обратимся к случаю 11 =1, который являе.тся самым неблагаприят­
ным с точки зрения сходимости итераций /2 . 1/ , /2.2/. Если 
контур Г выпуклый , а спектр оператора К вещественный и неотри­
цательный, то Л min =0, Л max =0, 5, и из /2 . 1 0/ получаем следующую 
оценку скорости сходимости итераций /2.1/ : 

' 1 
оо * = 1/.3 ., .~'''Р (си *) = - , 

. 3 

k 
1 u k - u 1 ~ (.р (си *) +f ) . 1 u о - u 1 • 

где ( > О- сколь угодно малое Положительное число/7/. Кроме того, 
при 11 =1 .и Jm ( u ( K)) =0 условие р( оо*) < 1, согласно /2. 10/, экви­
валентно 

лmах < ·1 • 

что всегда выполняется при условии и (К) с ( -1, оо ) в силу 
~~ . 

Л(1 + Л ~ <1, Л > -1 . 

Таким образом, итерации /2.1/ при 11zl сходятся со скоростью гео­
метрической nрогреесии для всякого контура, / подчиненного условию 

lm(u(K)) = О , и(К) С (-1,оо). /2.11/ 
Численные' р.асчетw показwва10т, что /2. 11 1 выполняется для . lllнро­
кого класса контуров. 

Замечание 4 . Аналогичный аналиs усл~чий сходимости можно 
провести для итераций /2.2/, где К 2-= <Е -К) К .в этом случае 
при ~L • 1 итер~ции /2.2/ могут не сходиться . Одной из возможнос­
тей выбора оптимального параметра в такой ситуации является 
метод минималt.нwх невязок . 

. 3 а меч а н и е 5 • Итерационнwй процесс /2 . 1 1 непосредственно 
об~ается на случай нелинейной зависимости !l(t) в области Di. 
В :атом случi!lе равенство (Е - K)uk +LVIt+l = О заменяется задачей 
Дирихле в области Di для квазилинейного эллиптического уравне­
ния. При этом параметр релаксации оо *~) из /2.4/ изменяется в 
зависимости от точки контура . Процессw /2.1/, /2.2/ также при­
менимw в слу:Чае ограниченной области О е• где при nаРё!lметре 

8 

релаксации w* /2.4/ скорость сходимости практически та же 
/см. табл.1/, что и для неограниченной области . 

§3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ ПО СХОДИМОСТИ 

АЛЫЕРНИРУЮЩЕГО МЕТОДА 

При дискретизации уравнений /1 .5/, /1.8/ ГИУ, соответствую­
щее области П i , всегда заменяется исходным дифференциальным 

уравнением 

div (11 grad u) = о. х ~ n i 

с последующей конечно-разностной аппроксимацией. ГИУ для внешней 

задачи в области П е можно либо непосредственно дискретизиро­
вать, либо также перейти к дифференциальной постановке. Выбор 

итерационных параметров и скорость сходимости для обоих подхо­

дов, как правило, одинаковы. Главным является то, что скорость 

сходимости практически не зависит от шага дискретизации. При­

ведем пример решения задачи /1.1/ по алгоритму /1.5/, /2.1/ для 
неодносвязной области ni 

n е = 1 х,у. 1 х 1 ~ а. 1 у 1 ~ ь 1 u 1 х,у ; 1 х 1 ~ а +С' - оо < у < 00 ] 

u 1 х,у : 1 у 1 ~ Ь + d , - ·оо < х <"" 1 , /3 . 11 

2 
П. = R '- П ; а, Ь, с, d > О . 

1 е 

Задача с такой конфигурацией возникает, _ например, при расчете 

дипольнаго магнита типа 11 0конная рама 11 • Если область П е ограни­
чить прямоугольником П достаточно больших размеров и положить 

un =0, а задачу в области П е решать методом конечных разностей, 

то получаются значения q,приведенные в табл . 1. Третий столбец 

таблицы соответствует нелинейной функции 11(t) и f(x) = 0,4 тт. 

Шаг 

сетки 

h 

h 

2 

11 =1 

q си* 

0,62 0,3 

0,53 0,3 

Таблица 1 

11= 1 о - 4 

q си* 

о 4· 10-4 _11_ 

' {.L + 1 

О, 4: I О -4 _11_ 

11 + 1 

10-4 + 
11(t) = --

1 + t 

q w* 

0,68· 10-3 _11_ 
IL + 1 

о 70·10-З 
' 

_ 11_ 

11 + 1 
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Таблица 2 

-
(jJ = -11-

q 

/1 + 1 
-l -2 -3 

11= 1 11 = 1 о 11 = 1 о 11 = 1 о 
1 0,37 о 62 ·1 о-1 о, п. 1 о-2 о 68·10-3 

h] = - ' ' 8 
-
1 -l -2 0,65•10-3 

h 2 = - 0,58 о,бз· 10 0,70·10 
16 
-
1 -l -2 

0,63· 10- 3 
hз = - 0,55 0,62· 1.0 0,68·1 о 

32 

При решении задачи в области П е методом ГИУ имеются анало­
гичные результаты, 

Приведем пример сходимости итераций для внешней задачи в пря­

моугольной -области и метода ГИУ с оптимальным выбором итера­

ционных параметров по формуле /2.10/. Для прямоугольника 
П =1 х,у: О ~х :::2 , О ::: у ::: 1 1 имеем а( К) с [ -0,42, 1], 

откуда, согласно /2.8/, Лmах =0,5, Лmin =-0,72, w* =--11---
0,81 + 11 

В табл.2 приведены значения q для сеток с шагом h,h/ 2 и h/ 4. 

Следует отметить, что во всех проведенных нами численных рас­
четах скорость сходимости итераций /2.1/, /2.2/ оценивалась 

" k 
величинои q . где q пропорционально 11 ,т.е. чем сильнее меняется 

коэффициент 11 при переходе в область Пi, тем быстрее сходится 

предлагаемый итерационный процесс. 

Приведем в заключение пример сходимости итераций /2.2/ при 
11=1, когда область П i есть прямоугольник, а внешняя задача 
рещается методом ГИУ. При 11=1 не удается подобрать постоянный 

параметр релаксации w , обеспечивающий сходимость итераци й /2.2/, 
поэтому расчеты проводились с переменным параметром wk, который 
для задачи с Ф(х)=О выбирался по формуле 

w k = (и k , и k - и 1 ) 1 (и -и k 1 , и k - и k 1 ) . 
k + -z k +-z + -z 

При этом за 25 итераций невязка уменьшается от <о =0,9 до 
( 1 =0 '7. 1 о-З . Однако уже при 11 :=Р' 1 процесс быстро сходится при 
постоянном значении w * == 11(1 + 11) , так что за 9 итераций невяз­
ка уменьшается ОТ<о =0,9 до 0,5·10-б. 
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