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1. ВВЕДЕНИЕ 
Солитоном назовем частицеподобное решение нелинейного урав

нения гиперболического типа,обладающее конечной энергией,им
пульсом, "зарядом", а также "правильными" асимптотическими свой-
ствами/1/.В двумерном пространстве - времени свойства солитонов 
изучены достаточно хорошо как аналитическими,так и численными 
методами. В пространстве-времени трех и более измерений ана
литические исследования часто весьма затруднительны, 
и поэтому основным инструментом для изучения свойств не
одномерных солитонов является компьютер. 

Настоящая работа посвящена исследованию поперечной устой
чивости солитона уравнения Кадомцева-Петвиашвили /КП/ '2-3/. 
Это уравнение описывает волны в слабо нелинейных и слабо 
диспергирующих средах, например, ионно-акустические волны 
в плазме, а также волны на мелкой воде. Важную роль в иссле
довании свойств солитонов играет теория устойчивости уединен
ных и бегущих волн / 4 /. При изучении поперечной устойчивости 
солитона уравнения КП с помощью различных аналитических ме
тодов обнаружилось некоторое расхождение в определении границ 
области устойчивости солитона в случае положительной диспер
сии /2.5-7/_ При исследовании поперечной устойчивости на солитон 
накладывались периодические возмущения с волновым числом к. 
Оказалось, что в пределе малых к солитон неустойчив, причем 
неустойчивость солитона носит пороговый характер и срывается 
при к > к п о р . Однако значения к п о р , полученные в работах / 5 / 

и/в,7/1 отличаются. Поэтому особый интерес представляет чис
ленный эксперимент с целью исследования границ области устой
чивости солитона уравнения КП. План статьи следующий: в п.2 
обсуждаются различные аналитические подходы к исследованию 
устойчивости солитонного решения, а также приведены выражения 
для лагранжиана и операторов Лэкса уравнения КП с произволь
ными коэффициентами; в п.З описан алгоритм численных расчетов 
для исследования устойчивости солитона. Результаты численных 
экспериментов обсуждаются в п.А, методика расчетов - в п.5. 
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2. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ К ИССЛЕДОВАНИЮ УСТОЙЧИВОСТИ 
СОЛИТОННОГО РЕШЕНИЯ 

Уравнение Кадомцева-Петейашвили запишем в виде 

tx 2 " " х х уу ' •' 

Область применимости уравнения /1/ определяется условием 
к« L. /2/ 

где к - волновое число рассматриваемого возмущения. При выпол
нении краевых условий 

U | r r = u I £ г =#-<#-> - 1 «1 с Г - 0 / 3 / 
х€-Г х x e r x <?y <Эх убГ у 

уравнение / 1 / сохраняет интегралы движения: 
Ij = / u 3dxdy, I^I 

I = / l 8 8 u 8 + [ / - ( ^ - ) - 1 u l 8 - f - u » ! d x d y . / 5 / 
« x ay ox 3 

Солитон уравнения KdV, соответствующего уравнению / 1 / , имеет 
вид _ 

uo(x.t) = | L B e c h 2 t ^ ( K - x o - v t ) ] / 6 / 

и является устойчивым в(x,t) -пространстве. Для исследования 
поперечной устойчивости на солитон /6/ накладывается в началь
ный момент (t=0) периодическое поперечное возмущение. Если 
амплитуда таких возмущений неограниченно растет со време
нем, то солитон неустойчив. В работах / 2 , 5 - 7 / рассмотрены част
ные случаи уравнения /1/, соответствующие конкретным значени
ям а и S. В работе , ь ' в правую часть уравнения добавлен член 
и , отвечающий следующему приближению по дисперсии. Слу
чаи очень малых к исследован в / 2 / с помощью метода Крылова-
Боголюбова. В работе/6/используется метод обратной задачи 
теории рассеяния /ОЗТР/. В работе / 5 / задача решена методом 
варьирования действия с лагранжианом, проинтегрированным по 
продольной координате х, причем пробные функции имеют соли-
тоноподобную форму. В работе / 7 / для исследования устойчивости 
солитона использован метод функционала Ляпунова''10/. 

Проделав соответствующие выкладки, найдем выражения для 
лагранжиана и операторов Лэкса уравнения КП с произвольными 
постоянными коэффициен1<_ми а и 5. Ниже приведены основные фор
мулы и результаты. 
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1 / Метод Крылова-Боголюбова. Спектр возмущений при малых к 
не зависит от о и 5: 

8 —4-vk 8 

3 ы~ , - - - у « - . / 7 / 

2/ Метод ОЗТР. Уравнение /1/ совпадает с операторным урав
нением 

А, Л-

причем операторы Лэкса для этого уравнения имеют вид 
? 8S2 дъ д д _ i * л , L = - + и — + — и + -*=- J nix', 

1 9 дх* дх дх &J3 о ^ 

2 <Эх2 2 
/9/ 

/Операторы Лэкса для уравнения Кадомцева-Петвиашвили с конк
ретными значениями а и 8 приведены в работах'и, 12/ /. В со
ответствии с формализмом Захарова-Шабата/12/ решение уравнения 
/1/ можно записать в виде 

»= —-T-K(*.*;y.t), /ю/ 
а ах 

где K ( x , z ; y , t ) и F ( x , z ; y , t ) связаны через уравнение Гельфан-
да-Левитана и F(x,z;y,t)является решением системы линейных диф
ференциальных уравнений 

F + 4 S E ( F + F ) = 0, 
i ххх zzz / 1 1 / 

± iF +5V3"(F - F ) =0. у v xx zz 
Возмущенное решение ищем в виде 

U = u 0 + V u r e i u , t + i k y . 
При этом получаем следующее выражение для спектра поперечных 
возмущений: 

3/ Метод вариации действия. Уравнение / 1 / можно получить, 
варьируя действие 

S- / Цв) dxdydt; 6»(x,y,t) = / u(x',y,t) dx' 
о 
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с плотностью лагранжиана 
L(6)=0 0 + — OZ+2SZ0 в +&02 -[0*-0Нх= ± ~)] . / 1 V 

х ' х t з х х х х х XI У У / '3/ 

Выберем пробные функции солитоноподобной формы 

u = i £ A - sech2[4-(x~M)] /\k/ 
s a o 

и проинтегрируем лагранжиан по координате х. Варьируя действие 
по переменным А и М , т.е. полагая 

А = А„+8А, А = £ Г . SA~e i < u t + i k>' , О о 2 

М = М +SM, M=vt, S M ~ e i u , t + i k y 

О о 
получим следующее выражение для спектра поперечных возмущений: 

3 3v 2 / , 5 / 

В пределе к-»0 формулы /12 / и / 15 / совпадают с / 7 / . 

4 / Метод функционала Ляпунова. Функционал Ляпунова / 7 / для 
уравнения / J / можно построить из интегралов движения I j и 1 г : 

L - # d x d y | S 2 u 2 + Ц - 2 - Г 1 u l 2 - a . u 3 + v u a _ 
* дх У з / 16 / 

- S V + £ - u 3 - v u 2 ! . 
Ох 3 О О 

С учетом / 16 / введем норму 
| |* | |* - tfdxdy|S8<£2

 + [ ( J _ ) - 1 л ] 2

+ V 0 s I . 
* ОХ У 

Функционал L представим в виде L = Ц + L где 

Ц = / /dxdyfaHa + ЬНЬ] . 

Здесь а ,Ь - четная и нечетная части возмущения и-и 
X X Q 

H = S 2 4r + a A . ( u n - ^ - ) - v - ^ + k 2 . 
ох д* ° дк „ Х 2 

L 2 = - | - t f < * x d y ( u - u 0 ) 3 

представляет собой вклад членов более высокого порядка по воз
мущению, чем L| . / 7 / 

Наименьшее собственное значение оператора Н равно 

16 5 й / , / ' 
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v' 3 у 
При k > * j — т - функционал Lj положителен и может быть выра
жен через норму. Можно показать, используя неравенства Шварца 
и Соболева, что вклад членов более высокого порядка по возму
щению (L„) не меняет знака функционала L. Следовательно, при 

V3~v k> солитон устойчив. 
4 8 

3. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА РАСЧЕТОВ 
В качестве численного метода для решения уравнения /1/ 

использовался хопскотч-метод, который ранее успешно применялся 
для решения уравнения KdV / . Этот метод позволяет сочетать 
достоинства явных и неявных разностных схем. При этом с уче
том условия устойчивости разностной схемы накладывается более 
слабое ограничение на шаг по времени, чем в случае явной схе
мы. Пространственная сетка состоит из N x точек по оси \ 
и N точек по оси у. Производные в уравнении /1/ аппроксими
руем следующими выражениями: 

m+l ш и -и 
и „ и - ч ш

 u „ i+i i-a 
1 " , 

c„*) ("м^-го^+Оч-вР 
4h2 

х 
u _ U R 3 - 2 » H 2 - ui +i^ 4 ui -"i-i-g'WHa 
xxxx 4 h4 ' /18/ 

X 

„ V * - g B J + "j-1 
УУ h 2 

У 

Здесь h f , h x , h y - шаги разностной сетки по переменным t.x.y 
соответственно.Как показали расчеты,выбор второй производной 
в виде /18/ соответствует тому,что разностная схема в одномер
ном случае переходит в разностное уравнение KdV и не искажает 
невозмущенный солитон, соответствующий уравнению KdV. Введем 
разностные операторы по пространственным переменным: 

и. = и . . -и. 1 Ш i-
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" • « - ' " • M . J > - 2 ( u u ) + ( u i - 2 . i ) | -

- p [ U i + 3 . j ~ 2 \ + 2 > i " % ! . ] - 4 U 1 J - U . - 1 . J - 8 U I - 2 . J + U I - 8 . J l f 

+ q[ u - S u +u I, 
l.j+1 U i J - l 

где 

г = 
« h r 8 2 h r 2h r h, 
— — . P = — — , q = — — 

4 h

x 2h 2 h 2 

x у Как известно' ' , в хопскотч-методе необходимо использовать 
явную и неявную схемы, соответствующие исходному уравнению. 
В приведенных выше обозначениях разностные схемы, реализующие 
хопскотч-алгоритм, запишутся следующим образом. В точках, 
где i+ j+m четные, расчет производится по явной схеме: 

L u m + l - L u r a = M u m , / 1 9 / 
ij U ij 

а в точках, где i + j + m-нечетные , - по неявной: 

L u m + 1 - L 11ra =M u , n + 1 . / 2 0 / 
U U О 

Краевые условия /З/ аппроксимируем следующим образом: 
u = u = u = u =u =ц =0. /21/ 
Ц a.i 3j N X-2,J N X-I.J N X ,j I e - 4 

По оси у накладываем периодические краевые условия: 
u = u . /22/ 
i.l i,N y 

Точнее говоря, по оси у схему замыкаем в кольцо, так что при 
решении разностного уравнения значения сеточных функций на 
правом и левом концах по у оказываются зависящими друг от 
друга. Уравнения /20/ решаем методом последовательных прибли
жений. Отметим, что при решении уравнения KdV хопскотч-
методом необходимости в использовании метода итераций не возни
кает, т.к. нелинейные члены, присутствующие в неявной схеме, 
оказываются известными из явной схемы. На каждом шаге после
довательных приближений применяем матричную прогонку. Урав
нения неявной схемы при фиксированном j запишем в виде 
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[ -2p + ru< B ) ] u ( s + 1 ) - + I 4p+Sq - 2 r u ( s > ] u ( s + 1 ) + 
j - 2 i - 2 ' ' 

/ 2 3 / 
4 [ -2p+ru< 8> ] u ( s + 1 > =D. . 

v i+3 i+Й > 

Из уравнения / 2 3 / найдем значения сеточных функций на (s+1) 
шаге итераций. Правая часть уравнения / 2 3 / определяется явной 
схемой: 

D . = ц т _„m _ u m+l + ц ш + 1 _ р [ u

m + 1 

1 i-H.j i - l , j i+l , j i— 1 ,j i+3,j 

_ „ m + l _ u m + l + u m + l ] + q [ u m + l + u t n 4 1 ] _ 
i+l , j i - l , j i - 3 , j i , j+l i . j - l 

Прогоночные коэффициенты вычисляются из следующих рекуррентных 
соотношений: 

B (sH) = 2y-in\s) 

f 4p+2q-2ruJ s ) 

c ( s + l ) =

 D f 
f 4p+2q-2ru(s) 

( j 5, если j+m четное, 
А, если j+m нечетное, 

, ... 2 р - г н < в ) 

B ( s + i ) =

 y i+a 

С 
1 

4 P 4 2 q - 2 r u ( s ) - B ( s + 4 2p + r i / s ) 1 
i i - £ i - 2 

< s + l ) , i~\ , 
(841) D, - С , _ 4 [ 2 p - r u \ l > g ] 

4 p + 2 q - 2 r u ( . s ) - B ( f 1 „ ) [ 2 p + r u ( s ) 1 
l 1-й r j-2 

С учетом введенных обозначений уравнение / 2 3 / запишем в виде: 

u(s+l) = „<«+« „(•+» + C(e+I) { < g . 
i i i+2 i 0 ' 
(s+1) N x - 4 , j4m - четное, 

0 N x ~ 3 , J + m _ нечетное, 
Условие устойчивости разностной схемы найдем исходя из тре
бования невозрастания со временем фурье-компонент решения. 
Для множителя перехода g, на который умножаются при переходе 
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к следукхцему слою по времени отдельные фурье-моды с волновыми 
числами к х и k v соответственно, получим уравнение: 

' m 
2 А - С и и 

где k h 

А= 4p[cos ekxhx-acosakjjh х - с о 8 к х Ь х +2] + 8 q sin — 

B = 2 sin k x h x , 
a С =8r sin k.hr . 

* * ra 
A-Cu u 

Из требования i К I ̂  1 следует |—5=-—| -~ 1 • Таким образом, ус
ловие устойчивости разностной схемы определяется неравенством 

з 2л 
h xsin ( - — h x ) 

ill L i 
h r* 1г^~ъ . ,...»,&_ ~°— • / 2 5 / w „ . . _ £ + S a B l m - . h ^ j x I u , , 

Для явной схемы /19 / m 
g = 1+ i-

A - Cu,j 
"~2B 

T.e.'sl •>_ 1 и, следовательно, явная схема всегда неустойчи
ва. 

Ц. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 
В первом численном эксперименте начальные возмущения, на

кладываемые на солитон, удовлетворяют линеаризованному по 
возмущению уравнению КП и могут быть получены методом ОЗТР 

_ 12А~ е^2'<'-'/>е1 -<',а-ч2 )е 1-8^ а е (. 2,-((. ц,)ев, | / 2 б / 

е 1 
где — 

V v 

" = ТТ • 
e=e a" x . е ^ е 8 " * ,1. 

а ,, = cos ky e 
и +4 
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Рис.1.Зависимость от вре
мени амплитуд возмущений, 
удовлетворяющих при t =0 
линеаризованному уравне
нию. 

Рис.2. Зависимость от времени 
координаты х максимумов решений, 
удовлетворяющих при t=0 линеари
зованному уравнению. 

i-16.6 

Рис.3. Изменение во времени 
картины линий уровня решения, 
удовлетворяющего при t = 0 
линеаризованному уравнению 
для £ = 0,2. 

Константа '^ выбрана 
так, чтобы амплитуда 
возмущения и составля
ла примерно 20% от ам
плитуды исходного соли-
тона u 0 . Результаты чис
ленного эксперимента 
представлены на рис.1-3. 
На рис.1 приведена зави
симость амплитуды возму
щенного решения от вре
мени. Видно, что при £=1 
и £= 2 амплитуда решения 
осциллирует в пределах 
между амплитудами возму
щенного и невозмущенно
го солитонов. В теорети
чески неустойчивой обла
сти (£-0,2) амплитуда 
возмущения нарастает 
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быстрее, чем по экспоненциальному закону. На рис.2 показана 
зависимость координаты максимума решения *ш,_ от времени. 
При £=1 и £=2 эта зависимость близка к теоретической, опре
деляемой из условия х = x..-ivt. В случае £=0,2 максимум 
возмущенного решения движется быстрее, чем невозмущенный со-
литон. Таким образом, численный эксперимент подтвердил наличие 
порога устойчивости солитона уравнения КП. Вместе с тем даже 
в области неустойчивости солитона картина линий уровня возму
щенного решения меняется слабо /см. рис.3 для £=0,2/. 

Во втором численном эксперименте исследована временная 
эволюция возмущенных решений, которые при t =0 солитоноподоб-
ны. Для исследования влияния возмущений плоский солитон и 
подвергался изгибу по оси у /возмущение фазы/, а также из
менялась его амплитуда г.* гармоническому закону /возмущение 
амплитуды/в соответствии с формулой /1'!••', где 

А = —(1+ t cosky) , 
2 А 

M=vt+ I A 1 _ V — f ( — ^ -И cos(ky+0), 
io v £ 

4>V 3 S_ 
„2 ~ 2 
T-2 

o, £<£ 0. 
n 
2 

k = !f, «д-од. 
Результаты расчетов представлены на рис.А-7. На рис.к,5 при
ведены зависимости от времени амплитуды и координаты макси
мума возмущенного решения по оси х. Видно, что в случае £=0,2 
амплитуда решения растет со временем и максимум решения уско
ряется. При £=1 и £= 2 амплитуды решений совершают неболь
шие колебания, а скорости движения максимумов близки к скоро
сти солитона. Таким образом, значение k = l-v/<5 принадлежит 
области устойчивости солитона по поперечному волновому числу. 
Это указывает на ошибочность значения порога устойчивости, 
полученного методом вариации действия. По-видимому, это связа
но с выбором пробной функции. Предполагается, что пробная 
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л г/^х-х.лд 

Рис.4. Зависимость от вре
мени амплитуд солитонопо-
добных /при t=0 / решений. 

Рис.5- Зависимость от времени 
координаты х максимумов солитоно-
подобных /при t=0 / решений. 

функция сохраняет солитоноподобную форму в процессе эволюции. 
Между тем, как показывает численный эксперимент, вид пробной 
функции искажается со временем /см. рис.6/. Это можно объяс
нить, проследив за эволюцией начальной функции /14/ на краях 
области интегрирования по х. Вблизи границ второй и третий 
члены в уравнении /1/ экспоненциально малы. Поэтому 

1 прав. <мк 1 
u,(x=x n_, B) - ; u dx'=-si^ - L A A thz + 
t прав.' J y y a A 2 y y 

лев. + -*-AA zsech2z + A 2 ( z sech2z - z 8 sech8 z) + 
2 yy у / 27 / 

+-2-A 2 A M (zthzsech 2z +th 2z) + - i -A 3 M t h 2 z -
8 y y 2 8 y y 

. 4 2 2 , Z = ^ ( x n p a B . - M > 1 2 S 

--^-M^thzsech^z! „ i l ? A (thz - t h z n e B ) . 
S2 y A . .. v « УУ прав. л е в -

г = Х ( х л е в Г М > 
Значение, полученное по формуле / 2 7 / , хорошо согласуется с ре
зультатом численного эксперимента. Следовательно, если А £0, 

Л УУ-
11 



X-COORDINATE 
Рис.6. Изменение во времени 
солитоноподобной формы решений: 
I - начальный профиль при 
£=1 и £=0,2, II - профиль 
при £= 
(-0,2. 

III профиль при 

W2 

-йпгзгт ж 
У 

Ф О Q5 1 1Д 

Рис.7. Изменение во времени 
картины линий уровня солитоно-
подобного /при t=0/ решения 
для f = 1. 

на конце отрезка, по на
правлению к которому про
исходит численное интег
рирование, возникает воз
мущение краевого условия. 
Несмотря на малость воз
мущения, накладываемого 
на солитон (_( ),это воз
мущение не убывает при 
х-.** ,и тем самым наруша
ется условие асимптотичес
кого затухания решения при 
X-»<V.3TO меняет саму по
становку задачи об эволю
ции уединен.юй волны. Хотя 
солитоноп^добная форма 
решения со временем пор
тится, однако, как видно 
из рис.4-6, решения сохра
няют отдельные свойства 
солитонов. Амплитуда реше
ния и скорость движения 
максимума увеличиваются, 
в то время как скорость 
движения минимумов решения 
уменьшается. С увеличени
ем амплитуды и скорости 
возмущенного солитона его 
полуширина уменьшается. 
При этом сформированный 
волновой пакет не расплы
вается. В случае устойчивых 
возмущений в процессе эво
люции солитона его макси
мум перемещается вдоль 
оси у/см. рис.7/, что со
ответствует наличию в ис
ходном выражении /1*t/ и в 
точном решении /26/ зави
симости cos(ky + ojt).Bce это 
указывает на то, что в рас

смотренных случаях сохраняется "солитонный" баланс нелиней
ности и дисперсии. Таким образом, результаты численного экс
перимента качественно подтверждают значение порога устойчиво
сти, найденного нами в соответствии с методикой,приведенной в 

12 



5. МЕТОДИКА РАСЧЕТОВ 
Вычислительная процедура организована следующим образом. 

На каждом временном слое / m - номер слоя/ пространственная 
сетка в шахматном порядке делилась на две части / i,j - номера 
узлов по осям х иу соответственно/. В точках, где i+j+m чет
но, вычисления проводим по явной схеме /19/. При этом в слу
чае, когда j+m четно, интегрирование проводим слева направо 
и используем левое краевое условие /23/. При нечетном j + m 
интегрирование ведем справа налево. Пока отсутствовала такая 
симметризация направлений интегрирования, в процессе расчетов 
происходило систематическое накопление ошибки на одном из 
концов области интегрирования. В точках, где i+j+m нечетно, 
используем неявную схему /20/ и значения сеточных функций, 
вычисленные по явной схеме. Критерием близости двух последо
вательных приближений является условие: 

m+i(s+i) m+i(s) 
тех | -bi ^ 1< 0,01. 
i u m + i 

ij 
Как показали расчеты, численные результаты не зависят от вы
бора направления матричной прогонки. Для контроля правильно
сти расчетов проверяем сохранение интеграла движения /'ч/. Во 
всех приведенных расчетах относительная погрешность 

1/1=0) 
Отладка алгоритма проводилась в два этапа. Вначале коэффициент 
при производной по у в разностной схеме полагаем равным 0. На
ходим значения параметров разностной схемы, связанных с интег
рированием по х, при которых невозмущенный солитон /6/ не ис
кажается. Затем "включаем" вторую производную по у и исследуем 
влияние на солитон /6/ граничных условий по у. Когда задача 
связана в кольцо по у, солитон не искажается. При этом он про
ходит > 20% интервала интегрирования по х без изменения формы 
и размеров. Численное интегрирование уравнения /1/ проводилось 
в области 

G = {(x,y); х &[ -1.44;0.96I ; у G [ - - 2 _ . ЛЕ.] |, 
2к 2к 

где к - поперечное волновое число, которое в расчетах прини
мало значения k=£v/S, при этом £=0,2; 1;2. Скорость невозму
щенного солитона и коэффициенты уравнения /1/ выбраны равными 
v = a =0 >0225; 8= 0,0075. При этом полевая функция невозмущенного 
солитона асимптотически стремится к нулю при х-»«.В силу огра
ниченности области G на границе области и О Гр^10~ 7. Число то
чек сетки вдоль оси х равно Nx=101. Как показал расчет, имеет 
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место слабая зависимость картины эволюции решения от числа 
точек сетки вдоль оси у. В расчетах N y принимало значения 
N y « 9 ; 21; 31. Из условия устойчивости /25/ видно, что при 
выбранных значениях параметров сетки шаг по времени h r зависит 
от величины шага h y вдоль оси у. Значения параметров разност
ной схемы, использованные в расчетах, представлены в таблице. 

Таблица 

f 0,2 1 2 
N y 9 21 31 9 21 31 9 21 

h y 1,3 0,5 0,3 0,26 0,1 0,07 0,113 0.05 

h r 6,2-10-8 6.0.10" 8 5 ,6 .ur 8 5 ( 5.10- 3 3,2 .10- 3 2.MO - 34,0-МГ 8 1 ,3 -10 - 3 

N y 3 * 

h y 0,03 

h r 5,4 -10" 4 

Для проведения одного численного эксперимента требуется 
20 минут времени центрального процессора ЭВМ CDC-6500 при 
указанных в таблице значениях параметров разностной схемы. 
За время эксперимента программа выполняет более 2000 шагов по 
времени. Пакет программ для проведения расчетов требует 20К 
слов оперативной памяти ЭВМ CDC-6500. 

Авторы считают своим приятным долгом выразить благодарность 
профессору Е.П.Жидкову за интерес к работе и стимулирующие дис
куссии . 
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