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Введение 

Современные эксперименты в физике частиц дают все больший объеы информации , 

подлежащий обработке и численному анализу, поэтому алгоритмы анализа данных , 

позволяющие сократить число вычислительных операций, имеют важное прикладвое 

значение . 

В столкновениях ядер на ускорителе RHIC (BNL, США) рождаются сотни и тыся
чи частиц. В таких столкновениях исследуется возможность проявления различного 

рода коллективных эффектов, которые могут проявляться в виде корреляций ки

нематических характеристик рожденных частиц. В настоящей работе показава воз

можность существенно сократить время при вычислении "корреляторов", которые 

рассматриваются в работах [1 , 2]. 
Рассмотрим произвольную статистическую выборку х 1 , х2 , ... , XN· 

Обозначим математическое ожидание или среднее по выборке 

Тогда если у; = х; - i, то 

Определим также величины 

DL= .L 
l $ i1< ··< iL 'S N 

1 
х= N 

N 

N 

2::>-
i=l 

L Y;=O . 
i=l 

N N 

SL = _L(x;- i) 1" = _L yf, 
i=l i=l 

(х;, - i) · · · (x;L - i ) = .L 
l'Si1 < .. < iL $. N 

Yi, . . ·y;L. 

(1) 

Величины D L используются при вычислении "корреляторов" , которые определя

ются ниже. Простые соображения подсказывают, что DL можно выразить 'Iерез SL. 
Давайте расмотрим случай , когда у нас выборка состоит из 3-х переменных у 1 , У2 и 

Уз· 

Воспользуемся соотношением (1) 

(YI + У2 + Уз) 2 = (yi + Yi + yj) + 2(yt · У2 + Yr · Уз + У2 · Уз) = О. 

Отсюда мы получаем соотношение 

( ) 1 2 2 2) 
Yt · У2 + Yr ·Уз+ У2 ·Уз = -2(Yr + У2 +Уз , 

или , что то же самое, 

1 
D2 = - 2S2. 

Если в правой части соотношения (1) будет не О , а константа К , то связь между 

DL и SL усложнится , но тем не менее останется . Так , для D2 мы получим соотношение 

1 2 1 
D2 =-К - -S2. 

2 2 



В Приложении 1 показано, что для любой выборки значение величины DL мож
но выразить через величины 5,, i = 2 ... L, что является следствием соотношения (1). 
Выполняются соотношения: 

1 
D2 = -252, 

1 
Dз = 35з , 

1 1 2 
D4 = -454 + 852 , 

1 1 
D5 = 555 - 6525з, 

1 1 1 2 1 3 
Dв = --Sв + -5452 + -5 - -S. 

6 8 18 3 48 2
' 

1 1 1 1 2 
D1 = -57 - -5552 - -545з + -5з5 

7 10 12 24 2
' 

D _ - ~ _2_ _2_ _2_ 2 _ _2_ _ _2_ 2 _1_ 4 
в- 8 5в + 12 5в52 + 1 5 555з + 

32
54 32

5452 
36

53 52 + 
384

52. 

Вычисление DL по формулам (2) имеет по крайней мере три существенных 
преимущества перед прямым вычислением: 

1. Меньшее количество операций. 

(2) 

Так как при вычислении 5L суммируются всегда N членов, а при вычислении 
D1, суммируются Ck = L!(;~L)! ' то при больших N и L прямое вычисление DL 
требует неоnравданно много вычислительного времени в сравнении с вычисле

ниями через 5L. Так , например , прямое вычисление D3 при N = 1000 nотребует 
суммирования Clooo = 166167000 членов . В то же время расчет через 53 тре
бует суммирования всего 1000 членов, что потребует на 5 порядков меньше 
процессориого времени. Число оnераций при фиксированном L и большом N 
будет порядка N nри исnользовании формул (2), и порядка NL операций nри 
прямом вычислении в соответствии с определением. Таким образом, прямое вы

числение DL при N > 1000 и L > 4 становится nрактически невозможным и 
предложенный подход является единственно возможным. 

2. Меньшие ошибки округления . 

Накопленные ошибки округления при выполнении операций с плавающей точ

кой nропорциональны их количеству, nоэтому nри вычислении DL по формулам 
(2) накопленные ошибки существенно меньше. 

3. "Правильная" асимптотика. 

Формулы (2) дают "nравильную" асимптотику роста "корреляторов" в пределе 

при N --t оо. Исходя их них получается, что DL растет как N[~J (т. е . как N в 
стеnени целая часть от~) , в то время как по nрямой формуле может nоказать
ся, что DL растет как С~ (число сочетаний из N no L) , что асимптотически 
эквивалентно NL. 

В работе 11/ предлагается исследовать асимnтотическое nоведение величин 

где L ;;, 3. 

IKLit 
fL = --тк;! ' 

2 

(3) 

Рассмотрим случай , когда величины J(L выражаются через DL следующиы обра
зом: 

- коррелятор порядка L , где 

- 1 
J(L = DL = CLDL 

N 

N' 
С~= L'(N - L)! 

- число слагаемых при вычислении DL . 

(4) 

В данной работе мы в качестве примера применения соотношений (2) провели 
численное исследование поведения величин (3) для простого распределения плотно
сти вероятности. 

Численное моделирование 

Для численного моделирования и оценки асимптотического поведения величин (3) 
было выбрано распределение 

1л ,, f(x) =- - · е-2Ч1. 
Т] 7r 

Как следует из формул (2) , для исследования асимnтотического поведения nри 
больших N величин fL необходимо и достаточно знания асимптотики величин 5; . 
Через 5L определяются центральные моменты 

- 1 
5L = N5L. 

На рис.1-4 nостроены центральные моменты S3 , S4 , S5 , S6 модельной выборки 
в зависимости от её длины N . Видно , что для выбранного распределения величины 
5з , 54 , 55, 5в nри больших N пропорциональны длине выборки , так как централь
ные моменты при больших N выходят на константы. 
На рис. 5-8 nредставлены зависимости от N отношений / 3 , / 4 , / 5 , fв. Фитирование 
гистограмм pl'c. 1-4 проводилось степенной зависимостью вида 

F( N) = Pt NPO + Р2· 

Полученные численные значения показателя степени р0 можно сравнить с "аналити
ческими оценками" , которые следуют из формул (2), если S; ~ const при N » 1. 

Таблица, приведеиная ниже, демонстрирует согласие " аналитических" и числен
ных оценок асимптотики fL· 

IL 

/з 
!4 
/5 
!в 

"аналитическая оценка" 

fз~N-! , 
/1 ~ const, 
/5 ~н-~, 
!в~ const, 

Ро = 0.33 
Ро =О 

Ро = 0.20 
Ро =О 

3 

численная оценка 

Ро = - 0.338 ± 0.03 
Ро = 5 · 10- 5 ± 3 · 10-в 
Ро = -0.202 ± 0.005 

Ро = 1 · 10-4 ± 6. 10- 6 



Заключение 

В ;щнной работе ~ r ы обсудил н алгорит~r, rюзволяющий сущf'ственно сократить uре~!Я 

вычис.;rеинr1 так называе~rых "корреляторов". Показано, как нровРсти оцен ку асюrпто

ТИ'Iеского rюведения "корреляторов", исследуя nоведение центральных моментов . 

Приложение 1 

Пусть х,, ... ,:ел·- действнтель ные ч исла (статистическая выборка) и 

- 1 N 

х = N l.:: x, 
·i=l 

обозначюt среднее (математическое ожидание). Введем для удобства новые nереыен
ные у; =т; - i. Для каждого L :? 1 рассмотрим ве.;шчины 

и 

N 

S~., = :2.:: Y;L 
i=l 

D L = :2.:: у; , . .. YiL ' 
t=:;;it < ··· <iL~N 

где сумма берется по вcc:vt комбинациям L различных и ндексов, nричем каждая ком

бинаци я у• rиты вается только однажды . 

Важ но также заметит1") , что 

Yr + · · · + YN = 0. 

Возведен ие в квадрат этого уравнения дает 

2 

:2.:: yJ + 2 :2.:: YiYi = О . 
i:::: l i<j 

Отсюда nолу'Iаем соотношение 

S2 + 2D2 = О , 

которое и есть искомая зависимость для L = 2. 
Теперь рассмотрим случай L :? 3. Прежде всего замети м, '!ТО 

1 
DL = L! :2.:: У;, . . . YiL> 

itf. ···#iiJ 

(5) 

(6) 

где сумма взята по всем комбинациям с L различными индексам и i 1 , .. . , iL (потому 
что число nерестановак L различных индексов равно L! ) . Суммирование по iL дает 

:2.:: YiL - -у;, - ... - YiL -1 
iL~{iJ , ... ,iL- 1) 

4 

"' 

~ 

в силу уравнения (5). Это nозволяет нам сократить суммирование в (6). Это и есть 
основной nринцип вычислений . Для L = 3 мы nолучаем : 

Dз = 1 
3! :2.:: YiYiYk = 

i#j# 
1 
3! :2.:: YiYi ( -у; - Yi) = 

i#j 

1 "" 2 1 "" 2 - 3! L Y;Yi-3! L Yi Yj· 
i#j i#j 

Теперь мы используем (5) снова, чтобы вычислить 

и 

:2.:: Yi = - у; 
#i 

:2.:: у; = -щ . 
i#j 

Таким образом , 

что дает 

1 N 1 N 

Dз =б :2.:: yf +б :2.:: у] , 
i = l j= l 

1 
Dз = -Sз. 

3 
Вычисления для L = 4 и более нем ного длиннее, но очень похожи . 

Соотношения дл я D L более высоких порядков можно получ ить , используя про

грамму на языке символьных вычислений REDUCE 13, 4] , приведенную в приложе

нии 2. 
В качастве примера резульrdта подобны х вы числений можно привести соотношение 

для D,з: 

1 1 1 1 12 1 1 1 
D,з = 1 3 S,з- 22

S ,tS2 - 30 StoSз -
36

S9S4 + 
72

SgS2 - 40 SвS5 + 48 SвSзS2-
42

S1S6 + 

1 1 2 1 3 1 1 1 2 + 
56

s1S4S2 + 126 S1Sз - 336
s 1s 2 + 

60
s6s5s2 + 

72
s6s4 s 3-

144 
S6SзS2 + 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 4 1 2 + 150 S5 Sз + 
160

s 5S4 -
160

s 5s4s2-
180

s 5S 1S2 + 
1920

s5S2 - 192 B4 SзS2 -

1 3 1 3 1 3 2 1 5 
- 648S4Sз + 57654 5352 + 1 296SзS2 - 11 520 SзS2 . 

5 



Приложение 2 

Здесь :vtы приводим программу на языке IlEDUCE [3 , 4[, которая вычисляет соот
ношения типа (2) для любого порядка. Для этого определена процедура D (n). На
пример , для того чтобы получить соотношение для D 13 , приводившсеся выше , до

статочно после загрузки в REDUCE файла с текстом приводимой ниже программы 
выполнить команду D(l3); 
Ниже следует текст програ~ tмы: 

input_case nil$ 
operator S; 
S(l) :=0$ 

procedure pЗ(x,l,r); 
if r={} then s(reverse(x.l)) 
else if first(r)>x then s(append(reverse(x.l) ,r)) 
else pЗ(x,first(r) .l , rest(r))$ 

procedure p2(x,l,r,z) ; 
if r ={} then z 
else p2(x,first(r) .l,rest(r),z-pЗ(x+first(r),l,rest(r)))$ 

procedure s(l); 
if rest( l )={} then S(first(l)) 
else p2(first (l),{} ,rest(l),if first(l)=l then О else S(first(l))*s(rest(l)))$ 

procedure D(n) ; 
s(for i:=l:n co llect 1)/fact orial(n); 

end; 

Програ~ша на языке REDUCE, реализующая алгорит~ t выч исления D1,, приведен
вый в приложении 1, наnисана А.Г.Грозиным (БИЯФ СО РАН , Новосибирск). 
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