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1 Введение

Вопросам построения разностных схем для краевых задач для обыкновенных
дифференциальных ураипсниП посвящено внушительное количество работ. Отметим
классические монографин А.А. Самарского |1| и Г.Н. Марчука [2| (гм. также рабо-
ты [3| — (6|). Среди многочисленных работ, выполненных в ОИЯИ, Дубна, отметим
статьи |7| - |10|.

Метод коллокации обоснован в классической работе Канторовича [11|. Погреш-
ность аппроксимации метода коллокации с использованием полиномиальных и три-
гонометрических базисных функций изучалась в работе [12|. Ввиду ряда причин
практическое применение традиционного метода коллокации затруднительно. Одна-
ко метод коллокации с использованном финитных функций и, ь частности, силаПпон
|13| — |15) дает возможность построения широкого класса схем, реализация которых
не сложнее классических разностных I-.\CM, имея в то же прем» ряд существенных
преимуществ. Основное отличие метода сплайн-коллокации от традиционных раз-
ностных методов заключается в возможности найти приближенное аналитическое
решение в виде некоторого сплайна на всем интервале интегрирования.

Для практических применений развивались преимущественно схемы метода сплайн-
коллокации с использованием Я-сплаппов (см., например, |16| — |17|, |8|, а также
список литературы в книгах |14| — |1С|).

В настоящей работе рассматривается схема силайп-коллокации, использующая
кубические сплайны, для краевых задач для обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка. Численная реализация схемы приводит к системе алгебраиче-
ских уравнений с блочпо-диагоналыюй матрицей. Для решения системы предложен
метод, обобщающий классический метод прогонки.

Предлашемая схема имеет следующие преимущества:

• получение приближенного аналитического решения в виде сплайна па всем ин-
тервале интегрирования;

• высокая точность O(h4) па равномерной сетке с тагом h для достаточно гладких
решений;

• простота реализации па равномерных и неравномерных сетках;

• простое обобщение па задачи с разрывами производных.

Схема может быть использована при решении широкого класса нелинейных задач
в розных областях физики. В частности, она применялась с успехом при решении
ряда задач физики джозефсоноискнх переходов |18| — |20|, теории Сезонных |21| и
смешанных бозопно-фсрмиониых звезд |22|, а также физики черных дыр с массив-
ным днлатопом |23, 21).

При решении нелинейных красных задам схему можно применять в рамках неко-
торого итерационного, например ньютоновского [25|, процесса. Хороню известно, что
устойчивость и сходимость разностного решения нелинейной задачи прямым обра-
зом связаны со свойствами аппроксимации возникающей линеаризованной задачи.
При условии устойчивости разностной схемы, а также обычных условий гладкости
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коэффициентов линеаризованной задачи соответствующая разностная схема для
нелинейной задачи имеет в некоторой окрестности изолированного точного решения
дифференциальной задачи единственное решение, которое при измельчении сетки
сходится к непрорывному точному решению.

2 Сплайн-коллокационная схема

Рассмотрим двухточечную краевую задачу для линейного ДУ

a(x)y" + b(x)y' + c(x)y = f(x), x e ( 0 , L ) , (la)

с краевыми условиями

где а(х), Ь(х), с(х) и f(x) — заданные непрерывные па интервале [0,/,] функции, а
постоянные |КЬ| + |УО| > 0, |^| + |^| > 0.

Для численного решения задачи (1) иведем на отрезке [О, L] сетку

nN = {xe+\=xe + he, e=\,2,...,N-l, x\=0,xN=L}

из N узлов с переменным в общем случае шагом he. Приближенное решение на эле-
менте [дге,дсе+]] отыскивается в виде кубического сплайна

S(x) = ф(()и++Ч/(г)1гет+ + ф(г)"ё+\ + V(')hem~^ , (2)

где через / = (x — xl,)/he, t G [О, 1] обочначена локальная координата, {и*, от*} — значе-
ния справа и слева сплайна Sf*) н'его производной т(х) =S'(x) в узлах е = 2,3,. . . ,N—
1 сетки. В граничных узлах с номерами 1 и N определены соответственно пары
{и^,т^} и {uy,my}. Базисные функции ф(() и \jf(t) удовлетворяют условиям (точ-
кой сверху обозначено дифференцирование по локальной переменной/)

а остальные значения функций и их производных в узлах элемента равны нулю.
Явные выражения для величин ф(1) и \f/(t) приведены, например, в книге [14J:

ф(0 = (1-020+20, V(t)=t(l-t)2. (3)

Для функций <(>(t) и у(0, участвующих в (2), выполнены соотношения

ф(/) = ф ( 1 - / ) , v/(/) = - V (l-/). (4)

Введем в рассмотрение невязку fia элементе е:

5e(x)=a(x)S"(x) + b(x)S'(X)+c(x)S(x)-f(X). (5)



Для отыскания 2N неизвестных {uf,m^} определим 2N — 2 точек коллокации xej,
j = 1,2, по формулам

Xej =Xe + tjhe .

Здесь t] = (1 - l/v3)/2 и /2 = О + 1/\/3)/2 — узлы Гаусса — Кристоффеля на ин-
тервале [0,1] (ниже через uej будем обозначать значение функции и(х) в точке xej.
т.е. uej = u(xej). Введем 2-векторы OQ = (KQ, VQ), (XN = (KL,VL), Ui = (и/,/»,-)71 и Яе =
(Je\:feL)T-, а также 2 х 2-матрицы Ае = (/(eji) и Ве = (Bcjk), k = 1,2, с элементами

где с учетом свойств симметрии (4)

Далее потребуем, чтобы в точках коллокациихеу- невязка, определяемая формулой
(5), обращалась в ноль, т.е. 8e(xej) = 0. Это приводит к двум уравнениям, соответ-
ствующим двум точкам коллокации j = 1,2 па интервале [хе,лсе+|]:

На отрезке [0,£] уравнений вида (7) ровно 2(N — 1) и они содержат 4N неизвест-
ных. Потребуем дополнительно, чтобы в каждом узле сплайн 5(х) и его производная
были непрерывными. Это означает, что

При этих предположениях условия коллокации сводятся K2N — 2 линейным алгебра-
ическим уравнениям для 2N неизвестных {м,,/и,}. Система замыкается добавлением
двух граничных условий (1Ь) в точках коллокациилг = 0 и х = L.

Введем 2^-вектор неизвестных U = {t/,}r, а также 2^-вектор правых частей
R = {~fy,fej, YL] Т, где индекс е=\,2,... ,N— 1. В итоге реализация сплайн-разностной

Значения базисных функций 0(/у) и y ( t j ) и их производных в точках коллокации
приведены в таблице.

01
01

01

0.8849002
-1

-3.4641016

02

02

02

0.1150998
-1

3.4641016

VI
VI
Vi

0.1314458
0.2886751
-2.7320508

V2

V2

V2

0.0352208
-0.2886751
0.7320508



схемы эквивалентна следующей двухточечной системе пекторных линейных алгеб-
раических уравнений

WU = R.

Матрица W системы имегт блочно-диа:-опалы-то структуру |1б], причем каждой
внутренней точке коллокацпн соответствует блок р а ч м г р а 2 х 4

В более подробной форме система алгебраических у р а в н е н и й чаписывается следую-
щим образом:

В классической книге |4] системы вида (8) решаются сведением к трехточечным
векторным уравнениям с последующим применением стандартного метода матрич-
ной прогонки. Здесь мы нгполыуом простои ч и с л е н н ы м алгоритм, у 'штмпающип
особенности линейной системы (8). Будем искать решение в виде

где Хе ~ искомые 2-вскторы. а <7(. — искомые 2 х 2-.матрицы. Далее предположим, что
все матрицы А? невырождены, т.е. det^4t, ̂  0. Подставляя во вторую группу уравнений
(8). приходим к последовательности уравнений

АеХе = Ъ- АеОе = -Ве. (10)

Пусть решение системы (10) найдено. Для каждого? = 1,2 , / V - l введем числа
ус и 2-векторы а,, при помощи выражений

Тогда для 2-вектора t/w получаем систему ir.i двух с к а л я р н ы х ураннений:

«jv-1 I/N = W-1 , aNUN = -yL, (12)

которая при i T V - i l + lyt l Ф 0 имеет единетпепное решение.
Таким образом, для решения системы (8) может быть применен следующий ал-

горитм:

W =



1. По формулам (10) вычисляем векторы^ и матрицы ае, е= l , 2 , . . . , j V — I;

2. По рекуррентным формулам (11) вычисляем число YN-I и вектор cc,v_i:

3. Решаем систему (12) относительно вектора L/д/;

4. По формулам (9) находим пскторы UN-\,UH^,...,U\.

Условия (1) — (3) определяют прямой ход решения, а пункт (4) — обратный ход.
Ясно, что предложенный метод решения является обобщением метода прогонки [1,
4, 14] на системы вида (8).

Легко проверить, что число арифметических операций для решения системы (8)
в соответствии с рассмотренным алгоритмом составляет 35W — 24.

Рассмотрим теперь случай, когда п некоторой сданной точке* =xj решение у(х)
задачи (1) является непрерывной функцией

y(xd-G)=y(xd + Q),

но производная у'(х) терпит разрыв первого рода по формулам

y'(xd + 0)=Jdy'(xll-0)-rd, (13)

где Jd и rd — некоторые заданные постоянные. Выберем сетку П^ так, чтобы точка
xd являлась узлом, и пусть 1 < k < N есть помер этого учла. Тогда учет разрыва
производной сводится к переприсвоешпо элементам Л*, /2 и правым частям RI,J блока
с номером k значений

Отметим, что при этом структура матрицы W линейной системы сохраняется
неизменной.

Обобщение предложенной сплайн-коллокациоиной схемы на случай системы диф-
ференциальных уравнений не вызывает "затруднений. Пусть в (I) у(х) есть вектор-
ная функция размерам и, соответственно, коэффициенты а(х), Ь(х) и с(дг) являются
Мх А/- матрицами, f ( x ) есть Л/-вектор. Предположим, что на левом конце при* = 0
задано А/о граничных условий, а на правом копне при х = L число граничных усло-
вий равно MI, причем А/о+А/£ = 2А/. Тогда размер постоянных матриц KQ, VQ равен
А/о х-М, размер матриц к/, и VL есть ML х А/. л размер векторов уо и YL есть соответ-
ственно А/о и Mi.

Приближенное решение такой краевой задачи снова ищется в виде сплайна (2)
по каждой переменной, что приводит к двухточечной системе векторных алгебраиче-
ских уравнений, аналогичной (8). При этом (У,- = (и,,т,)г, /= 1,2, . . . , /У, есть 2А/-вектор
неизвестных в узле (', элементы Леду и Ве^ являются А/ х М-матрпцами.

Для решения ачгебраической системы может быть применен алгоритм, естествен-
ным образом обобщающий изложенный ныше алгоритм. Каждому подынтервалу сет-
ки отвечает блок размера 2А/ х 4М в матрице W а,;1гебраической задачи. За счет
краевых условий число уравнений (строк) в первом и последнем блоках равно соот-
ветственно 2А/Ч-А/0 и 2А/ + ML. Тогда размер векторов %е и матриц ае равен соот-
ветственно 2А/ и 2А/ х 2А/, вектора уц-\ » матрицы а^-} — А/о и А/о х 2М. Таким
образом, система (12) состоит из 2Л/ уравнений для 2А/-иектора UN-



3 Численный тест

В качестве тестового примера рассмотрим линейную краевую задачу для линей-
ного уравнения (см. [14|, стр. 307):

у" = lOOsgnM + <?v (14)

на интервале х € ( — 1,1) с разрывной правой частью и граничными условиями

:0 . (15)

В этом случае имеется точное аналитическое решение [14]

,, - 1-99* „ , , , г (1+х)е х-\
(16)

z *. .̂е-

Для численного исследования точности задача (14), (15) решалась на последова-
тельности равномерных сеток с N = 17, 33 и 65 узлами. При этом на самой грубой
сетке с шагом А = 1/16 абсолютная ошибка вычисленного решения в точке х — О
оказалась 8abs(0) = [/(О) -S(0)| < 9.2 10~8, а относительная ошибка 8ге/ = 2[/(0) -
5(0)|/ИО)|<2.210-6.

В таблице приведены значения численного решениям,,,,-,/ = 5(0) и его производной
т „а =5"(0) в точке л: = О

N

17
33
64

"mid

-0.043080726814197
-0.043080640568738
-0.043080635174884

m
mid

-49.67520144921120
-49.67520120962573
-49.67520119464273

По этим данным вычисленные показатели Рунге

"А - "А/2 _ m - mh/1

"А/2 - "А/4

соответственно равны ги % 15.99 и г,„ и 15.97. Это означает, что рассматриваемая
сп.пайн-коллокационная схема имеет по])ядок точности О(Л4) на равномерной сет-
ке. Таким образом, сплайн (2) с коэффициентами, вычисленными по формулам (8),
очень хорошо приближает не только само решение краевой задачи (1), но и произ-
водную этого решения.

В качестве второго примера рассмотрим па интервале х б (0,2) дифференциаль-
ное уравнение, определяемое выражениями

' = 4=, * е ( о , 1 ) ,<ух
(17а)

(17Ь)

с краевыми условиями

Х0)=0, (17с)



Ищем гладкое на ( 0 , 1 ) U ( 1 , 2 ) решение граничной задачи (17). которое удовлетворяет
условию

/(!-£) = 10/(1+е) при е->0.

0.00-

— -0,05-
X
| -0,10-
3

<% -0,15-

-0,20-

\ / 0,4 -

\ ^^ § o.o-
\ .Г"' I'

\ / «
\ / .£ -0,4-

/ 1

,

/ —

/

/
\ У /

—^ -0,8 J /

5.0 0,5 1,0 1,5 2,0 o,0 0.5 1,0 1,5 2.C

Distance x Distance х

Рис. 1: Численное решение задачи (17) Рис. 2: Производная решения

Точное решение у*(х) выписывается в явном виде (значения параметров: а =
16/21. с, = -200/231, с2 = -208/1155)-.

У'(Х)=

Задача (17) решалась численно с использованием предлагаемой схемы. При этом
на равномерной сетке с 21 узлами (шаг 0.1) относительная точность численного ре-
шения (см. рис. 1 и рис. 2) в точке х = 1 разрыва производной составляет 8rei к
9.05 х 10~5, что гарантирует 3 верных знака после десятичной запятой.
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