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1. ВВЕДЕНИЕ 

При решении задач на собственные значения 
А 

DУ-ЛУ=О, (1) 

где D - линейнь1й оператор, опредеnеннь1й на некотоrом 

функщшнальном пространстве У , Л.В.Канторовичем / / 

было предложено присоединять к уравнению ( 1) условие 
нормировки собственного элемента у 

F(Y)-0. (2) 

где F - функционал. Полученную систему уравнений ( 1) 
(2) можно рассматривать как нелинейное уравнение 

[ бу-лу] ф (,\,у)= =о 

F(Y) 
(3) 

относительно пары z =(,\,У). 
Известно, что для численного решения задач на соб

ственные значения в такой постановке наиболее эффек

тивцыми являются метод Ньютона 121 и полученные с 
помошью его непрерывного аналога /З/ модифицированные 
вычисnитепь.ньiе схемы 14 •51 . 

Дополнительное условие (2) Фиксирует собственный 
элемент У , который определяется уравнением ( 1) с точ
ностью до постоянного множителя. Изменеаие функцио

нала F в (2) приводит к изменению свойств оператора 
ф в уравнении (З), для которого рассматривается непре
рывный аналог метода Ньютона 

з 



ф; (z(t))=-Ф (z(t)), ( 4) 

где O~t<= и z(O)=z 0 = (Л 0 ,у 0 ) • Это обстоятельство 

используется в данной работе для построения и числен

ного исследования новых итераuионных схем с двухсто

ронней сходимостью по собственному значению, реализую

щих процесс ( 4) в задачах, связанных с решением ра

диального уравнения Шредингера. 

2. ПОСТРОЕНИЕ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА 

Рассмотрим задачу на собственные значения для 

дифференuиа11Ьного уравнения второго порядка 

~ d2 
(D-,\ )У=(--+q(х)-Л)у(х) =0, 

dx 2 

гдехЕ=[а,Ь] с граничными условиями 

а. (,\)у= d .(х. ,,\)у '(х .)+ f .(х .. л )у(х .)=о. 
1 1 l 1 l 1 l 

(5) 

(6) 

В качестве дополнительного уравнения для задачи (5)
(6) выберем следующие нормировочные условия: 

ь = 
F

6 
(z) = Г у(х)(D-Л )y(x)dx+ Г у(,\ ,x)(D-,\)y(,\,x)dx=0,(76) 

а Ь 

где у(Л,х) 

при х -+ = . 
- известная асимптотика собственной функции 1 

1 
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В такой постановке зада Чу (5 )-(7) можно рассматри
вать как аппроксимацию задач непрерывного /5/ и дискрет
ного /4/ спектров для радиального уравнения Шредингера 
на полуоси [а, ~ ) • 

Итерационный процесс решения задачи (5)-(7) строится 
с помощью метода Эйлера /6/ для непрерывного аналога 
метода Ньютона. При заданном начальном приближении 

(Л 0 ,у 0 (х)) в окрестности искомого решения ( Л * , у *(х)) 
этот итерационный процесс состоит в последовательном 

нахождении приближений (Л п•У п(х)) • Если на n -шаге 
итерационного процесса известно (,\ п , У n (х)) прибли

жение к искомому решению, то для определения следую

щего приближения необходимо: 

1. Решить краевые задачи относительно v(l) ) <2)( ) n \Х ,v n х . 
л (!) л 

(D - Л ) v \ х) = -( D - Л )У (х) , 
n n n n 

(8) 

G .( Л ) v< 1( х) = - G ( Л ) у (х), 
inn inn 

(D - ,\п )v (2 )(Х)= у (х), 
п n 

(9) 
(2) ~ 

G.(Л )v (х)=-[--"-G.(Л )]у (х). 
1 n n ал n 1 n n 

2. Определить µ n с помощью соотношений 

(а) Ь 2 ~ Ь (1) 
µ =l-1/2[ f Yndx+fy 2(Л )dx-1]-f YnVn dx !х 

п а Ь n а 
(10 а) 

~ -1 
fY (Л )у' (Л )dx\, 
Ь n Лn n 

5 



ь (1) А 00 А 
µ(Ь)= ! - f v (D-\, )У dx- f у(,\ )(D-Л )у(,\ )dx !х 

n an n Ь n n n 

ь(2)А ОО А 
х! fvn\D-Лn)Y dx+ ([Ул'(,\ )(D-Л )У(Л )+ (!Об) 

а n Ь 0 n n n 

где 

у =У (х) v(l)= v(l)(x)=-Y (х). 
n n ' n n n 

3. С помощью соотношений 

yn+l (Х)= у (х)+ r (v(l)(x)+ µ v(
2

) (х)). 
n n n n n 

(11) 
,\ 

n+l 
= ,\ 

n 

найrи следующее приближение: (,\ n+ 1 . У n+l (х )). где 
т n - дJ-Iскретный параметр, выбираемый из усповия ми

нимума невязки 

А 

8 = min llD У Л У 11 n т n+! - n+l n+l С · 
n 

Заметим, ч:rо 
операrора D 
мулам (!Об), 

для самосопряженного 

выражение для Л n+! , 
(11),(12), 

(12) 

на оrрезке [а ,Ь ] 
полученное по фор-

ь А ь 2 1 
,\ =Л +т [ fY (D-,\ )У dx].[ fY dx]- (!Ов) n+1 n n а n n n а 
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ь 2 
совпадает при r n = 1 и f У n d х = 1 с функционалом 
Репея 121 • Если счита:ь, чrо ·Л n+l на n -шаге итераци
онного процесса определяется как минимум функционала 

(!Ов) на множестве цопустимых функций у(х), то рас
сматриваемый итерационный процесс представляет собой 

обобщение вариационного метоца Релея-Ритца 121 для 
рассматриваемой задачи. На самом деле собствениые 

значеНJIЯ Л и собственные функции У находятся в резуль

тате рещения системы нелинейных уравнений (5)-(7), 
причём окончанием итерационного процесса служит до

стижение минимума функционала ( 12), более сильного, 
чем минимум функционала (!Ов). 

Особенность данной вычислительной схемы состоит 

в том, что в ней поочередно используются оба опреде

ления, (!Оа) и (!Об) ,для 1-'n , которые прецставляют 
собой конечноразностную производную от собственного 

значенJt:я Л по параметру t • Это соответствует измене

нию в ходе итерационного процесса математической 

формулировки исходной задачи, что пОзволяет получить 

более гибкий итерационный процесс, который. как пока

зывают приведенные в п. 4 данной работы численные 
расчёты, дает двухстороннюю сходимость к собственному 

значению Л. 

В данной работе полное дискретное представление 

итерационного процесса осуществляется на основе метода 

конечных разностей на равномерной сетке узлов с шагом 

h с точностью порядка h 2 и квадратурной формулы тра
пеций того же порядка точности. 

Согласно оценкам, приведенным в монографии 171 , 

решение такой конечноразностной задачи Штурма-Лиу

вилля отличается от точного решения (Л*,у*) на величину 
O(h2 ) 

З. СВЯЗЬ С ТЕОРИЕЙ ВОЗМУЩЕНИЙ 

/8/ 
В монографии показана связь метода Ньютона с 

теорией возмущений. 

Мы рассмотрим один из вариантов реализации этого 

подхода для задачи (5)-(7), в которой проявляются разли
чия в нормировочных условиях а) и б). 
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В такой схеме потенциал q представляется в виде 
суммы 

( 13) 

Основная идея модификаuии схемы 1 ), 2), 3) п. 2 состо
ит в том, что в граничных задачах (8), (9) рассматривае
мой нами схемы слагаемое Лqvn=Лq(v~l) +µnv~2 )) 
заменяется на Л q v n-l из предыдущего шага. Это це-
лесообразно при построении вычислительных схем с ис

кусственным усилением свойств потенциала q , обеспечи
вающих устойчивость вычислительного проuесса 19/. 

Представление ( 13) для q(x) возможно, например, в 

.Форме 

q
0
(x)= (l+G)-q(x), 

Лq(х) =-G-q(x), 
( 14) 

о.:; G.::: 1. 

Модифицированная таким образом вычислительная схема 

отлиLiается от рассмотренной выше тем, что в пункте 1) 
необходимо решать вместо краевой задачи (8) задачу 

А (1) А 

(D0 -Лn)v n (х) =-(D-Л 11 )У/Х) -Лq (x)v n-l (х), 

Gi (Лп )v~)(x )~ -G i (Л 11 )У n (х), 

ct2 
= -- + q 0(Х)' 

ctx 2 

а вместо определения ( 106) использовать формулу 

/l (bn) =1 (b[-v(l)(D-Л )У +У /\q(v 
1
-v(l))]dx-

n n n n n- n 
а 

ь 
= А (2) А 
f У ( ,\ )(D -,\ )У(,\ )dx 1 • 1 f[ V n (D -,\ n )у + 

n n n n 
Ь а 
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(2) 00 

+Yn Лqv n ]dx + J [ул' (Л )(D-Л )у (Л ) с 
Ь n n n n 

(10'6) 

+У(Л 0)(D-Л )Ул' 1 11 

4. ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В качестве примера рассматривалась задача (5)-(7) 
с потенциалом Морзе /lOl(cтp. 431) 

-2a(x-xJ -а(х- х0 ) 
q(x)~-2MD[e -2е ] . 

(15) 

Этот потенциал, для которого существует аналитическое 

решение рассматриваемой задачи, при определенном под

боре параметров использовался .r:~:.ля пр»ближенных расчё

тов уровней энергии квантово-механической системы трех 

тел, взаимодействующих по закону Кулона 1111 • Частным 
случаем такой Задачи является вычисление эuергии свя

зи мезомолекул, причём реальный потенциал мезомолеку

лы хорошо аппроксимируется потенциалом Морзе ( 15) 
/12/ 

путем подбора параметров М , D , а , х 0 • В на1uих 
численных исследованиях были выбраны два набора па

раметров для потенциала ( 15), соответствующих основно
му и первому возбужденному состояниям мезомолекул 

ррµ. и ddµ соответственно. Их значения приведены 

в табл.!. 

Граничные условия (6) были поставлены с использо
ванием известного аналитического решения задачи с 

uелью исключить ошибку в их аппроксимации. 

В расчётах была использована конечноразностная 

сетка с постоянным шагом h = OtOl:l~; а =О; Ь =20, 

что дает апрзорную оuенку абсолютной точности резуль

татов порядка - 10 - 4 • Подсганов:К~ начальных прибли
жений в исследуемую конечноразностную задачу давала 

9 



Таб,;ица 1 
Параметры потенциала Морзе для меэомолекул * 

РРµ. (v = O,J= О) ddµ. (v =1.J =0) 

м 4,69 9,13 

а 0,67 0,67 

D 0,1055 0,1040 

хо 2,15 2,09 

* Состояния мезомолекул характеризуются вибрацион
ным квантовым числом v и орбитальным квантовым 

числом J 

невязку -10. В итерационном процессе параметр т вы

бирался автоматически в соответствии с условием ( 12) 
и на всех шагах был равен 1. Итерации прекращались 
при уменьшении невязки до величины -10-7• 

Результаты численных .исследований сходимости мо

дифицированного итерационного процесса, в котором 

µ, n-+e.onst,npи различных начальных приближениях приве

дены в та б п. 2 и З. Проведенное исследование пока

зывает, что двухсторонняя сходимость двух независимых 

итерационных процессов (а) и ( б), соответствующих 
двум определениям 1'-n по формулам ( 1 Оа) и (!Об), по
лучается для обпасти начапьных приближений 

Л· >' * о - " . ( 16) 

При этом искомое собственное значение Л * захватыва
ется в вилку, начина~ со второго шага исследуемых 

итерационных процессов. 

для обычного метода Ньютона двухсторонняя сходи
мость получена в области Л 0 <А*. 

Особый интерес представляет цроuесс, предложенный 

в п.2, в котором поочередно используются формулы 

10 



Табпиuа 2 

Сходимосrь иrераuионных процессов а) и б) or раз
личных начальных приближений л 0 к собственному зна

чению ,\ *= 0,4353 задачи (5) - (7) с поrенциалом ( 15) 
дпя мезомолекулы РРм ( v =О, J=O). 

\J =0.8 л о= О.6 ,\о= 0.4 
n 

,\(а) ,\ ( ь) ,\(а) ,\ (Ь) Л (а) ,\ (Ь) 

1 0,3724 О, 1010 0,4050 о, 1340 0,4412 0,1840 
2 0,4476 0,4164 0,4449 0,4301 0,4324 0,4350 
3 0,4369 0,4328 0,4361 0,4351 0,4352 0,4353 
4 0,4354 0,4349 0,4353 0,4353 0,4353 0,4353 
5 0,4353 0,4352 0,4353 0,4353 0,4353 
6 0,4353 0,4353 

(! Оа) и ( 1 Об) для определения /l n 4Const, чrо coorвer
crвyer оuредепениям (7а} и (7б) для нормировочного 
функuионала. Пример сходимости по собственному значе

нию Л такого проuесса представлен в та б п. 4. При вы
полнении того же условия (16) собственное значение 
А* захватывается в вилку, начиная со второй итерации. 

Сходим·ость рассмотренных модифицированных итера

ционных процессов б.ыла исследована также в схеме 

теории возмущений, которая была промоделирована для 

основного состояния меэомолекулы РРµ с теми же 

парамеrрами Морзе ( r а б л. 1) при G= 0.1(О.1)0,6 ,опре
деленном сооrношением (14). При эrом проявились разли
чия в характере сходимости этих итерационных процес

сов а) и б). В часrносrи, при малых G процесс а) схо
дится быстрее, что иллюстрируется та б п. 5. Однако 
при больших а этот проuесс расходится, в то время ка.к 

процесс б) сходится, что видно из табл. 6. Отметим, 
что некоторые качественные исследования условий схо

димости итерационного процесса а) для возмущенного 
оператора приведены в 113 1. 

11 



Таблица 3 
Сходимость итерационных процессов а) n: б} от различ-
нь1х начальных приближений л 0 к собственному значению 

Л * = 0,1389 задачи (5) - (7) с потенциалом (15) для 
мезомолекулы ddµ (V =1 , J =О). 

0,0989 0,0192 0,1110 0,0173 
2 О, 1495 О, 1248 0,1465 0,1311 
3 0,1406 0,1387 0,1401 0,1388 
4 0,1390 0,1389 0,1389 0,1389 
5 0,1389 О, 1389 0,1389 0,1389 

n 
Ло= 1,6·10-1 л =l,4·10-1 

Л (а) Л (Ь) Л(а) Л (Ь) 

О, 1239 0,0158 0,1381 0,0146 
2 О, 1431 0,1363 о, 1391 0,1389 
3 О, 1396 0,1389 0,1390 0,1389 
4 О, 1389 О, 1389 0, 1389 О, 1389 
5 О, 1389 0,1389 0,1389 о, 1389 

Ло =1,2·10- 1 
n 

Л 0 = 1 ·10-! 

Л (а) Л(Ь) Л{а) Л{Ь) 

1 0,1544 0,0140 0,1748 0,1383 
2 О, 1345 0,1349 0,1291 0,1127 
3 О, 1380 0, 1389 0,1361 0,1382 
4 О, 1389 0,1389 0,1387 0,1389 
5 0,1389 0,1389 0,1389 0,1389 

12 



Таблица 4 
Двухсторонняя сходимость модифицированного итерацион

ного процесса с поочередным использованием формул 
(!Оа) и (!Об) ог начального прибnижения Л о= 0,6 к 
собственному значению Л * = 0,4353 задачи (5) - (7) 
с потенциалом (15) для мезомолекулы ррµ (v=O, J=O). 

n 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

0,4050 
0,4301 
0,4497 
0,4353 
0,4361 
0,4353 
0,4353 

·Таблица 5 

Сходимость итераuион.ных процессов а) и б) от началь
ного приблих<ения Л 0 =0,6 к собственному значению 

Л*= 0,4353 при консгаиге G=0,2 в потенциале (14),(15), 
где q- потенциал Морзе мезомолекулы ррµ (v =0,J =0). 

n а 

n n h n 

1 0,4097 4,3· 10-2 0,3797 9,2· 10 - 2 

4 0,4377 4,5· 10- 3 0,4435 1,2·10-2 

7 0,4353 1 О· 10-4 
• 0,4344 1 7·10-3 

• 
10 0,4353 7,3 ·10 - 6 

0,4352 1,6 ·10 - 4 

11 0,4353 5,8·10 -? 0,4353 7,5·10-5 

14 0,4353 7,2•10-6 

17 0,4353 69°10-7 
• 
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Таблица 6 
Сравнение итерационных цроцессов а) и б) с начальным 
приближением >"о =0,6 к собственному значению Л * = 
= 0,4353 при константе G =0,6 в потенциале ( 14), ( 15), 
где q - потенциал Морзе мезомолекулы ррµ (v=O,J=O). 

n 

1 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

,\ 
п 

0,4252 

0,4516 

0,4504 

0,4507 

0,4504 

0,4507 

0,4503 

0,4507 

0,4503 

0,4507 

0,4503 

а) 

9,8·10-2 

4,3 ·10-2 

4,1 ·10-2 

4,1 ·10 - 2 

4,1.10-2 

4,1·10-2 

4,1·10-2 

4,1.10-2 

-2 4, 1. 1 о 

41.10-2 
• 

4, 1 • 1 о - 2 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

0,58243 

0,43256 

0,43587 

0,43582 

0,43569 

0,43560 

0,43552 

0,43547 

0,43543 

0,43540 

0,43537 

б) 

оп 

2,2· 10-1 

1,9·10 - 2 

1,7·10-2 

1,2·10 - 2 

9,1·10-3 

6,6·10 - 3 

4,6 ·10 - 3 

3,4°10-3 

2 ,5 .10 - 3 

1,8 .10-3 

1,з.10-3 

Представленные в данной работе численные исследо
вания сходимости построенных итерационных __ процессов 
демонстрJ-Jруют новые возможности применения непрерыв

ного аналога метода Ньютона для получения двухсторон

них оценок собственных зн.ачений в задачах ТRПа Штур

ма-Лиувилля. Предлагаемый итерационный процесс вто

рого порядка обладает определенными преимуществами 

по сравнению с известными (см., например, /14/ ), в ко
торых получаются лишь односторонние оценки для собст

венных значений. 
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Кроме того, в резупьтате выпопнен.ных в дан.ной ра

боте исследований появилась возможность разработки 
.новых вычислитепьных схем на ос.ноБ:е непрерывного 

аналог·а метода· Нью'Тона в теории возмущений. 

Авторы выражают благодарнос.ть Л.И •. Пономареву и 
П.Г .А'киш:ину за полезные обсуждения и Т .П.Пузыниной 

за помощь в работе. 
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