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Введение 
В последнее время искусственные нейронные сети находят все большее примене
ние в экспериментальной физике высоких и промежуточных энергий при постро
ении систем, предназначенных для быстрого отбора событий в ходе реального 
эксперимента [1]. Кроме того, наряду с традиционными методами математи
ческой статистики, они с успехом используются в задачах массовой обработки 
накопленной информации [2]. 

Одна из таких задач состоит в классификации отдельных событий, пред
ставляемых эмпирическими выборками конечного объема в соответствии с их 
принадлежностью к одному из парциальных распределений, образующих ана
лизируемый спектр. В работе [4] рассмотрены два различных подхода для ре
шения указанной проблемы с использованием одного из типов искусственных 
нейронных сетей - многослойного перцептрона (MLP1) [3, 1] и непараметри
ческих критериев согласия и* [5]. Критерии ш* относятся к классу критериев, 
основанных на эмпирической функции распределения, построенной на упорядо
ченной выборке исследуемых величин (вариационном ряде). В работе [4] пред
ложено использование вариационного ряда в качестве входных данных также и 
для MLP. 

В настоящей работе анализируются результаты обучения многослойного 
перцептрона для различных представлений входных данных, исследуются при
чины, приводящие к эффекту "мгновенного" обучения нейронной сети и по
вышения ее мощности для данных в форме вариационного ряда, обсуждается 
проблема сокращения числа нейронов в скрытом слое без увеличения ошибки 
распознавания. 

'MLP - Multi-Layer Perceptron. 
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1 Классификация данных при помощи MLP 
Общие принципы работы многослойного перцептрона и его применение для за
дач классификации удобно рассмотреть на примере из работы [1]. Пусть требу
ется построить классификатор событий, принадлежащих либо классу "а", либо 
классу "б" (см. рис.1). Этой цели отвечает разделяющая функция следующего 
вида: 

D = 0 [0(а ,х + b,i/ + с,) + 0 ( а 2 х + Ь2у + сг) + &(а3х + Ь-Лу + с3) - 2] , (1) 

где Q(x — х') - пороговая функция, равная 0 при х < х' и 1 при х > х'. 
Параметры а,,Ь, и с„« = 1,.. .3 подобраны так, что функция (1) принимает 

аначоние, равное 1 в области, включающей границы класса "б", и значение.ра-
тю<л 0,в остальной области. 

Рис.1: Области событий, отвечающие двум разным классам: "а" или "б" 

На рис. 2 изображена возможная схема классификатора, реализующая фун
кцию (1). На входы х а у подаются случайные величины, отвечающие текущему 
событию. Эти величины умножаются на коэффициенты а, и 6,, i = 1 , . . . 3, опре
деляющие веса линий, связывающих входы схемы с первым слоем пороговых 
дискриминаторов (ПД). На входы ПД, кроме того, подаются пороги С\, с2 и 
с-л, отвечающие за параллельный сдвиг соответствующей разделительной линии 
на плоскости. Сигналы с выходов первых ПД умножаются на новые коэффици
енты, равные в нашем примере 1, и вместе с порогом, равным —2, подаются на 
выходной ПД. 

Рассмотренная схема дискриминирующей функции является упрощенной мо
делью трехслойной нейронной feed-forward сети, в которой роль нейронов вы
полняют пороговые дискриминаторы. Указанная сеть содержит два входных 
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выход 

ВХОДНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 

Рис.2: Схема дискриминирующей функции 

нейрона, три нейрона в скрытом слое, выходной нейрон и нейрон, задающий 
пороги. Коэффициенты а\, 6Ь . . . образуют матриц}' весов сети. В многослой
ном перцептроне каждый j - ый нейрон осуществляет преобразование tj = 
g{Yli <••}(],i)tt + 0j), где t} - выходной сигнал рассматриваемого нейрона, w(j,i) 
- вес связи между i-ы и j - м нейронами, д - переходная функция (в рассмотрен
ном выше примере она совпадает с функцией 0 ) , а 0, - соответствующие пороги. 
Обычно в нейронной сети вместо ступенчатой функции используют переходную 
функцию спгмоидного типа, в частности: 

д{х) = tanh{x). (2) 

Такая функция существенно расширяет возможности нейронной сети, позволяя 
проводить коррекцию весов 2 межнейронных связей и строить гладкую границу, 
разделяющую альтернативные распределения. 

В общем случае разделения классов в п - мерном пространстве решающая 
граница приобретает форму сложной гиперповерхности, устанавливаемой MLP 
в процессе итерационнной процедуры, называемой обучением [7]. Очевидно, что 
преобразование исходных классов, приводящее к упрощению характера решаю
щей границы, сокращению ее протяженности, должно вести в целом к ускорению 
процесса обучения и уменьшению ошибки классификации. 

2Для этих целей обычно используется алгоритм back-propagation, требующий вычисления пер
вых производных от функции д(х) (см., например, [6]). 
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2 Выбор входных данных для M L P 
Рассмотрим падачу классификации событий, которые представлены выборками 
.г,, i —• 1 г; объёма от п = 2 до 9. принадлежащими гауссовскнм распре
делениям с совпадающими средними значениями N(0,1) и iV(0,0.3)3[4]. Будем 
считать, что события, отвечающие распределению N(0,1) относятся к I типу, а 
Л*(0,0.3) ко II типу. Для классификации событии использовалась трехслойная 
feed-forward сеть ио пакета JETNET 2.0 [7], содержавшая п входных нейронов, 
скрытый слой из 16 нейронов и один выходной нейрон. Все нейроны имели одну 
и ту же переходную функцию вида (2). При обучении MLP для событий I типа 
сигнал на выходе сети полагался равным — 1, а для событий II типа + 1 . Класси
фикации было подвергнуто около 8000 событий I типа и 2000 событий II типа. 
На рис.3 представлено суммарное распределение для смеси выборок обоих рас
пределений. 

Л* 

х 

Рис.3: Суммарное распределение для смеси выборок ио двух распределений N(0,1) и 
Л"{0,0.3): вклады от I и II распределений выделены соответствующей штриховкой 

Все события были разбиты на две равные по количеству группы. Первая 
группа использовалась для обучения сети, вторая - для её тестирования. Иден
тификация событий осуществлялась по величине выходного сигнала у - если 
она не превышала заданное пороговое значение yt, то рассматриваемое собы
тие приписывалось I типу, в противном случае - II типу. 

В каждом примере выполнялось необходимое для настройки на решаемую 
задачу количество обучающих циклов (эпох). При этом в каждом цикле на вход 
сети подавались одни и те же данные, а по его завершении проводилась коррек
ция весов межнейронных связей. По окончании обучения фиксировались веса и 
пороги-смещения нейронов. 

' N(a,<r) - гауссовское распределение со средним а и дисперсией а1 
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Рис.4: Кривая вероятности распознавания событий нейронной сетью в зависимости от 
номера обучающего цикла для п = 5, когда входные данные представлены: а) выборками 
случайных величин, б) выборками, преобразованными к вариационному ряду 

Рассмотрим случай, когда на вход нейронной сети подаются выборки случай
ных величин x-i. Для выборки объема п = 2 сеть начинает идентифицировать 
события, принадлежащие разным распределениям, только после 485 эпохи. С 
увеличением п для достижения хорошего уровня распознавания требуется все 
меньшее количество тренировочных циклов. На рис.4 а в качестве примера при
ведена кривая вероятности распознавания событий в зависимости от номера 
обучающего цикла для п — 5. 

Перейдем от исходной выборки к упорядоченной выборке .г, (вариационному 
ряду), образованной из элементов .г,: 

.Ti < х2 < ... < .гп . 1 = 1 п. (3) 

На рис.4 б приведена соответствующая кривая вероятности распознавания 
событий для случая, когда на вход сети подаются упорядоченные выборки (?) — 
5). Характер кривой говорит о том, что обучение сети происходит практически 
мгновенно4. Сопоставление зависимостей рис.4а и б показывает, что после за
вершения процесса обучения вероятность распознавания событиц для варианта 
с упорядоченной выборкой оказывается выше. 

На рис.5а представлены спектры величин у выходных сигналов сети, получен
ные в результате обработки классифицируемых событий: "чистая" гистограмма 

4Отметим, что для выборок £, объема п=2 этот момент наступает уже на 5-ой эпохе n 
отличие от 485-ой эпохи для случайной выборки лч. 
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отвечает выборкам i-, из первого распределения, а штрихованная гистограмма 
из второго распределения. На рис.56 для событии II типа приведена зависимость 
функции накопленной вероятности F{yt) = Рг{у < yt), равной доле неверно клас
сифицируемых событии этого типа (ошибка второго рода $), и зависимость 
1 — F(yt) — Рг{у > lit} для событий I типа (ошибка первого рода а). 

Сопоставление указанных зависимостей для двух вариантов входных данных 
показывает, что в точке пересечения кривых а = /3 уровень распознавания со
ставляет: 

а) для неупорядоченных входных данных — 0.929, 
б) для упорядоченных входных данных — 0.960, 

т.е. во втором случае эффективность классификации событий нейронной сетью 
оказывается выше. 

Таким образом, в случае использования в качестве входных данных для MLP 
вариационного ряда существенно сокращается время обучения сети, а также 
возрастает ее мощность. 

N 

• : i 
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| 
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Рис.5а: Спектры величин выходных си
гналов сети, полученные в результате 
обработки классифицируемых событий: 
"чистая" гистограмма выборки ио 
I распределения, штрихованная гисто
грамма - выборки из II распределения: в 
качестве входных данных используются 
выборки упорядоченных случайных ве
личин £, 

Рис.56: Кривые зависимости величины 
накопленной вероятности F(yt) = Pr{j/ < 
i/(} в случае выборок объемом п = 5 из 
II распределения и зависимости 1 — F(yt) 
для I распределения: в качестве входных 
данных используются выборки упорядо
ченных случайных величин х; 
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3 Обсуждение результатов 
При байесовской классификации с минимальным уровнем ошибки для разделения 
v классов u-'j, j — 1,2,. . . и событий, подчиняющихся многомерным гауссовским 
распределениям с ковариационными матрицами И3 и векторами средних зна
чении fij, используются разделяющие функции следующего вида (см.,например. 
[И]): 

9](х) = - 1 ( £ - £ ) ' Е - 1 ( х - £•) - | l n | £ j | + h ? ( W j ) , ( l ) 

где Р{и.'3) априорные вероятности, отражающие первоначальное знание о со
отношении разделяемых классов, |Е_,| - определитель ковариационной матрицы. 

Исследуемой в данной работе задаче отвечает случай двух классов u>i и ш2. 
Для простоты положим P(u>i) = Р(ш2), что означает выбор соотношения между 
классами 1 : 1 и позволяет пренебречь членом 1пР(ы,) в выражении (1). Кроме 
того, для рассматриваемой задачи предполагается, что ковариационные матрицы 
Ej имеют диагональную структуру, т.е. Е ; = <т*1, j — 1,2, где / - единичная ма
трица. 

Поверхность решений, удовлетворяющая условию 

ffi(z) = 92{х), 

определяется следующим уравнением 

.=1 i = i 
(2) 

где 
<т\ци - а\цъ 

о, = j 2 — ' с —~2^2 ~ ~2 II/'i + 1 - п 1 п 

<т; — ст. а , — <т; 
1 1 
o- i ' 

Следуя классификации поверхностей второго порядка в п - мерном евкли
довом пространстве [13], можно показать, что уравнение (2) определяет гипер
сферу с центром в точке (-bi,-b2,... ,-Ьп) и радиусом R — y/ — \Ai\, где 

Ах = 

( 1 
0 

0 
U 

0 .. 
1 .. 

0 .. 
ь2 .. 

. 0 

. 0 

. 1 к 
с ) 

(3) 

Детерминант матрицы (3) определяется равенством |Ai| = — £"= 1 Щ + с, и, сле
довательно, радиус гиперсферы равен 

R 
_ {а\ст1 \\?1-?2\\2-2по\о\{ст1-ст1)]п%} 

1/2 

И 
(4) 
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Для плоского случая (п = 2) с /Г, = 0, г = 1,2 решающая поверхность при
обретает характер окружности с центром (0,0) и радиусом 

R = 2 CTI<72 (5) 

На рис.6а представлены области, содержащие 95% событий, образуемых слу
чайными выборками объема п = 2 из распределений N(0,1) и JV(0,0.3). Отме
чена также решающая окружность, радиус которой вычислен по формуле (5) для 
случая CTJ = 1, ст2 = 0.3 и составляет R = 0.6901. Классификация относительно 
этой границы обеспечивает предельный уровень распознавания 0.8586. 

Рис.ба: Доверительные области (95%) 
для двумерных распределений, образуе
мых случайными выборками объема п = 
2 ио N{0,1) и ЛГ(0,0.3). Области, от
носящиеся к разным классам, выделены 
штриховкой. Жирной линией отмечена 
байесовская решающая окружность 

Рис.66: Доверительные области (95%) 
для двумерных распределений, образуе
мых упорядоченными выборками объема 
п = 2 из N(0,1) и ЛГ(0,0.3). Области, от
носящиеся к разным классам, выделены 
штриховкой. Жирной линией отмечена 
байесовская решающая граница. Схема
тически представлены также распределе
ния, определяющие входы нейронов 

Рассмотрим что происходит с байесовской границей в случае п = 2 при переходе 
от случайной к упорядоченной выборке. Геометрически процедура упорядочива
ния означает отражение точек плоскости, для которых х > у, относительно 
прямой х = у. При этом плотность вероятности результирующего двумерного 
распределения в области х > у равна нулю, а в области х < у представляет 
собой удвоенную гауссову плотность. Поэтому в области х < у выражение для 
разделяющей функции не меняется и, решающая кривая представляет собой по-
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луокружность того же радиуса R (рис.66). На обоих рисунках области, относя
щиеся к разным классам событий, выделены штриховкой. 

Рассмотренное преобразование приводит к тому, что решающая граница 
перестает быть замкнутой, и это значительно упрощает поиск минимума со
ответствующего функционала в процессе обучения сети (см., например, [8]), 
увеличивая тем самым скорость этого обучения. Другой причиной являтся со
кращение "площади" границы, приводящей к уменьшению ошибки в процессе 
настройки сети. 

Рассмотрим теперь, как статистически меняется ситуация при переходе от 
случайной к упорядоченной выборке. В этом случае элементы хт вариационного 
ряда .I'l < ,i'2 < • - • < .г,„ < • • • < .гп перестают быть независимыми и принадле
жать одному и тому же распределению. Их плотности описываются выражением 
(см., например, [9]): 

[В{т,п - ш + l)]-1[F(.r)l '"-1[l - F ( . r ) ] - ' " / ( х ) , (6) 

где F(x) - распределение, которому принадлежит эмпирическая выборка, /(л1) -
его плотность, а В- биномиальные коэффициенты. 

На рис.66 схематически представлены плотности распределении для элемен
тов упорядоченных выборок (??» = 1 и 2) из распределении Д'(0,1) и Лг(0.0.3), 
в соответствии с которыми события разделяемых классов подаются на входы 
нейронной сети. Хорошо видно, что эти распределения имеют заметный сдвиг 
по среднему. Величина этого сдвига может быть вычислена с использованием 
выражений для центральных моментов распределения (6), приведенных в работе 
[10]: 

' = / ' И . З / ' 2 - / / " 2рд(д-р) 
fH Хр 2 / 3 п + 2+ б/5 (п + 2 ) ( п + 3 ) 

Ю / / 7 " - РГ" - 15 / , э ЗрУЛГ + Зрд(2 - Ърд) 
24/" ' (n + 2)(n + 3 ) ( n + 4 ) ' 1 " 

= i_ pq г 2pq(q ~рЛ> 

^ р' п + 2 + f*' (гс + 2)(п + 3) + 

+ 
5/'2 / " 
4 / 6 З/5 

ЗрУJV + Зрд(2 - 5pq) f2 p2q2 

(n + 2)(n + 3)(n + 4) 4 / 6 (n + 2)2 (S) 

где xp = F~l{p), / ( i ) = f{i){xp), p = m/(n + 1), q = 1 - p. Формулы (7) и (8) ис
пользовались для вычислений средних значений и дисперсий соответствующих 
распределений для разных объемов эмпирической выборки 7? = 2 , . . . 5 и двух ти
пов распределений N(0,1) и iV(0,0.3). Так, для случая, представленного на рис.7. 
на первый вход сети подаются величины имеющие распределения с параметрами 
соответственно у. = -0.5477, «г = 0.7477 и р = -0.1643, а = 0.2243, а на второй 
с р. - 0.5477, <т = 0.7477 и р - 0.1643, а - 0.2243. Таким образом, подаваемые на 
каждый из входов распределения имеют сдвиг по среднему величиной d = 0.3S34. 
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Таблица 1 

п 
Д 

2 
0.5422 

3 
0.8459 

4 
1.0980 

5 
1.3160 

При переходе к большим выборкам п величина d растет, а кроме того,рас
тет и величина расхождения Д средних значений результирующих п - мерных 
распределений. В таблице 1 приведены результаты вычислений величины Д для 
разных объемов эмпирической выборки п = 2 , . . . 5 и двух типов распределений 
ЛГ(0,1)иЛГ(0,0.3). 

Таким образом, в случае упорядоченной выборки на т ый вход сети (7?г = 
1,2, . . . , гг) подаются хорошо разделяемые распределения5. Эта особенность изу
чаемого преобразования является еще одной причиной того, что сеть значи
тельно быстрее "устанавливает" искомую разделяющую границу. 

Следует отметить, что сокращение "площади" разделяющей гиперповерхно
сти, приводя к увеличению скорости обучения и улучшению качества распозна
вания, имеет также и другое важное следствие, состоящее в том, что для до
стижения примерно одинакового уровня распознавания для упорядоченной вы
борки необходимо существенно меньшее число нейронов в скрытом слое. Этот 
факт становится понятным, если воспользоваться упрощенной моделью сети 
со ступенчатой переходной функцией, согласно которой каждый нейрон отве
чает отдельной гиперплоскости, аппроксимирующей часть разделяющей гра
ницы. Выше было показано, что при подаче на вход сети случайной выборки ре
шающая граница представляет собой гиперсферу определенного радиуса. Легко 
показать, что в случае упорядоченной выборки указанная граница представляет 
собой часть той же сферы с площадью поверхности в п! раз меньшей, поэтому 
в предельном случае достаточно большого числа аппроксимирующих гиперпло
скостей соотношение числа нейронов скрытого слоя, определяемого отношением 
площадей решающих границ, также равно п!. С другой стороны, оптимальное 
количество нейронов скрытого слоя для MLP, оцениваемое как ~ а" - 1 [12], на 
практике не очень велико, и поэтому для реальной сети преимущество в числе 
нейронов не столь значительно. 

Заключение 
В работе рассматриваются некоторые аспекты выбора входных данных для 
многослойного перцептрона при решении задач классификации событий, пред
ставляемых эмпирическими выборками конечного объема в соответствии с их 
принадлежностью парциальным распределениям, образующих эксперименталь-

5 В случае эмпирической выборки на каждый вход подаются распределения с совпадающими 
средними для обоих классов 
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нын спектр. Покапано, что преобразование входных данных для MLP к вари
ационному ряду, предложенное в работе [4], приводит к заметному ускорению 
процесса обучения сети, а также улучшению качества распознавания. Дается 
теоретическое обоснование изменениям в работе сети при переходе в простран
ство новых переменных с точки зрения байесовской классификации с минималь
ным уровнем ошибки и особенностей статистических распределений элементов 
вариационного ряда. Показано также, что такая форма представления данных, 
кроме того, позволяет сократить количество нейронов в скрытом слое без по
терн в точности классификации. 

Эта работа поддержана комиссией Европейского Сообщества в рамках со
трудничества ЕС Россия согласно контракту No. ECRU002. 
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