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А н н о т а ц и я 

Решена плоская задача форм ирования магнитного поля в зазоре сим-

м етричного магнита из идеального магнетика , ограниченного nроизвольным 

к о нту~ом . Рассматривается краевой эффект nри формировании магнитного 

поля прямоп~неАным током е зазоре магнита с nрямоугольным краем • 

Abstaract 

The two-di:nensional proЬlem is solved of for:ning the magnetic field in the gap 

of the SY!Тlmetrical magnet :nade of ideal magnetic material limited Ьу an arbltrary 

contc.:ll' . The edge effect is considered in formmg the magnetic field Ьу the recti­

linear current in the :nagnet gap with а rectiangular edge. 

' 
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1. В в е д е н и е 

11 21 
В работах ' решаются идеализированные задачи формирования маг-

.~r ' ~ ... 

нитиого поля в зазоре магнит а с бескон ечными плоскопараллельными полю-
... ·~. 

сами. В реальном случае необходимо учитывать влияние к ая магнита, т.е. 

краевой эффект. Краевой эффект характеризуе тся различием магнитных по-
• 

лей, создаваемых одним . и .тем же э.r1ектрическим током, лежащим на по-

ве,рхности полюса, в завис,имости от расстояния тока до края полюса или 

различием ра .спределений тока, соз д ающих одно' и то же магнитное поле, в 

зависимости от формы полюса. Су ществование краевого э ффекта в зазоре 

магни.та следует из характера распред·еления.· магнитного поля прямолиней­

ного тока, расположе.нного вблизи· вершины прямого двугранного угла, за-

. / 3 4/ 
пол ленног о идеальным магн етиком ' ·• В этом случае магнитное по~ тока 

на l / 3 меньше поля того ж е \ок:а, находящегося вдали от края полюса. К о­

личественные опенки краев о го · эффекта в зазоре магнита до сих пор не про­

изводились, хотя практи~еская необходим ость та~их опенок возникает до-

вольно ч а сто. Нашей цель ю является р.асчет краевого эффекта в двухмер­

ной задаче формирования маг.нитного поля. 

. 11 2 1 
С учетом результатов ' дл я симметричных полюсов из идеального 

м аг не тик а 1 fl = 
/ 2 5/ 

бр~жений ' • 

1 решение зада чи получается методом конформных ото-

2. П qста новка и решение _з адачи формирования заданного 

маг ни тного поля 

Пу,сть фо!?ма магнита и ра спределение электрич еских токов, текущих 

вдоль оси . z и создающих на пл ос кости У = О заданну ю. У -компо ненту 

магнитного поля Н у (x, o,z) "' Н (х) , н е зав ~сят qт д екартовой координ.а-

ты z , а зависят только от д ву х координат х и у , прич ем магн ит сим-

метричен относительно плоскости у= о • Будем рассматривать плос кость 
x l 

( х , у) как плоскость ком п л ексной п еременной z 

x l Поскольку и нте ресую щ: 1 ! н а с величины не завис я т от д е ;<а ртовой 

координаты z , в дальнейшем -~о на нигде не буде т упоми натьс я и п оэтому 
обозначение 1 I l не мQжет . привести к пута ниuе. Компл ек с ное сопряжен ие 
обозначается чертой пал буквой. 
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Z•X+iy. 
/11 

~се •awa рассу~децg относsтсs х хомпnехсноl ilnocxocтв /11, на 

которой маrннт вэображаатсs заwтрвхоаанвоl обnаст~ею, оrранвченноl хонту­

ром С (z) /рве. 11. 
у 

•'t 

.х 

о ® 

Рве. 1. Поаеречныl разрез маrаu&та. С - rранвu 
маrнвта, L - естестаеннu хоордвнатнаs 

nвu•, адоn~е хотороl pacupeдensю1'Cs еnех­

трнчесхне токи. 

Требуете• ulтв расаредеnенве еnехтрнческвх токоа, nежащвх 

иечво тонким сnоем адоn~е естестаеввwх коорднватнwх nннвl L (z) 

в со3д&IОI,ЦНХ •• осв х 3&дакную у -хомаоневту маrвнт~оrо aons 

беско­

в L(i) 

Н (х) 

П о ватке естестаенвоl хоордвватноl nвввн об~ sсвsетс• •••• ори рассмотре­

нив метода реwевв• задачи. 

Относвтеn~око доаусткм ых форм маrнвтноrо поn• Н(х) , дn• которых за· 

дача имеет peweнile, можно сказать сnедующее. Cornacнo усnоавsм задачи, 

источники маrнвтноrо поn• распредеnе.ilы иа хонтурах L(z) в )...(z) • По•~ 

ТОМ)' 1 I ON ПIIIXCIIOI OCSIIICTII D(z) между конутрамв L (z) в L(z) мarliвт­
NI)t ПOIII 8111881'0 8 I'IPWOII8'180KOI фувхЦвtl 8 ОПКСЫ8&8ТСI KOWIIII8XCKЬIM сха-

1 

IIIIJ) NIIIW ПO'I'88ЦNIIIOW 12•Э,В '/ 
f ( 1 ) • U( х, у) + 1 v ( х, у) • /2/ 

' В обnаота D(z) фувхцв• f(z) 81118ето8 акапвтвчеокоl в •• имеет 
особеииоотеl. 

_. 
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Мы будем рассматривать симметричный относительно плоскости У= О 

магнит и сим метричные распределения электрических токов. В этом случае 

х -компонента магнитного поля в плоскости симметрии У = О исчезает. 

Аналитическое продолжение Hn (z) функции ·-iH(x) , описывающей при 

у = О заданную У -компоненту магнитного поля, является полным комп-

лексным полем в области D( z) 

/31 

причем 

/ 4 / 

если u~гнитное поле в зазоре gпределяется как градиент скалярного по-

тенi:хиала V ( х , у ) 

н 
х 

av 
дх 

av Ну=--- • 
д у 

/5/ 
1 

Таким образо~, Н ( х) -произвольная фун кция, аналити ческа я в области 

D ( z) • 

П р и антисимметричном распределе нии тока в плоск ости У =О исчеза­

ет У · -компонента магнитного поля. Метод решения зад а чи в этом слу ч а е 

принципиально тот же. 

В случае, если в средне й пл ос к ости У = О заданы обе к ом понент ы 

магнитного поля Hx.f.O 
/ 

и , задачу м ожно разбить на две ука-

занные более простые ~адачи, если воспользоваться принципом суп ерпозиции 

для магнитного поля и распределен и я т ока. 

Для решения задачи уд обно заменить иском о е распред еление эл ектри­

/ 11 
ческих токов распределением эквивале нтной намагниченно сти , нап равлен-

ной по нормали к координатно й л ин ии L ( z) и располо ж е: н н о й вд оль нее 

бескон е чно тонким слоем . В этом случае уравнен ия М акс в .. нша , оп исываю­

щие магнитное поле в зазоре магни т а , м ожно предст авит ь в в иде 

Н . = дНk --~ = 0 
rk д х1 iГТ / 6 / 
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nЧ 1 .д& дМ .. ·t = Чs - 47Т a •v•t 
ах-г т axr -w , /7 1 

б; ( х, у) !! 1 l ~t ( х, у) ) 
2 

х = у' i, k = 1,2; х = х, 

Н1 -вектор наnряженности магнитного nол~ 
М1 -вектор nлотности эквивалентной намагниченности. 

Пусть теnерь функция z {w) осу ·ществляет конформное отображение 

nолосы комnлексной nлоскости w ==и + iv /рис. 21 

Rlc. 2. 

-у 0 < Im w < у 
0 

-- -- ;· .. / ---JY -- ----·- ! 
,...:..-

/ 

/ / С-

'::Jo L: 
и .g 

о 

)~ 
Qоnеречный разрез магнита в координатах и , v. 
С- nреобразованная граница магнита, L - nреобразо­
ванная естественная координатная линия. 

/8/ 

на неэащтрихованную часть комnлексной nлоскости z /рис. 11. Примем в 

качестве 2Уо -минимальный зазор между nолюсам и магнита. Под естест­

венной координатной линией L(z) будем nонимать такую линию L{z) , кото­

рая nолучается nри конформном отображении z ( w) из nрям ой 

Im w=a•const ,лежащей в nолосе O<Imw<yo • Физический смысл 

отобр~жения z (w) состоит в том, что в криволине й ных координатах (и,v) 

рассматриваемый магнит имеет зазор с бесконечными nлоскоnараллельными 

111 
границами. Для такого зазора решение nоставленной нами зад ачи известно 

в . 161 
данном случае это решение оnределяет коварнактные комnоненты 

намагниченности, так как в криволинейных координатах (и,v) уравнения М акс• .. 
велла, связываю-щие коварнактные комnоненrы магнитного nоля Н1 и намаг-

ниченности 

.. 
М t no виду не отличаются от уравнений /6/ и /71 в д екарто-

1 
вых координатах, т.е. 

' 

.,. 

1 
1 
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/9/ 

__i_&_ 
д ql 

.. rJ ~ д мl. --,..-- н i --. - 477 --;;-::! 
'"' дql дq 1101 \. 

1 2 
г д е q = u; ч= v. 

111 
По аналогии с работой 

1 
решение 

.. 
"'(u, а, Уо ) 1 определяющее мощ-

ность магнитного листка, расположенного при v = а и создающего на оси 

• 
заданную v -компоненту магнитного лоля 

· может быть 

н 2 ( u, v ) 1 = н ( u ) ' 
v=O 

представлено в виде 

/коэффициент а= ~оложен равным 1, так как IL = оо. 

'П о ( u, а) о пpeдe~sief.f'cя интегралом 

/71 
/см. , уравнение /4,51/. 

a lpl + ipx 
е 

1 р 1 

/11 1 

1, где функция 

/121 

Коэффициент 2 при 'П о (u, а) соответствует ·случаю симметричного 

распределения токов на обеих линиях L (z) и L(;), 

Для дальнейших вычислений удобно ввести функцию 

При этом получим 

или 

~ о (u,a) 

H(pJ 
-1-PI-

l оо .. alpl + ipu 
2 ( 2~r)3/ 2 I dp g ( Р) е . 

_.,. 

/13/ 

1141 

1 w u + ia черта над w означает комплексное сопря ж ение /, где 



А 

• 

'• 

"' g+ (w) 1 
.../ 2тr 

8 

оо "' ipw 
fg(p)e dp 
о 

g (w)"' 1 о", . ~ r g(p)elpw d 
-00 р • 

/151 

/161 

Функции g+ (w) и g _ _ ( w) аналитичны в верхней и нижней полуплоскостях 

соответственно. 

Функция H(u) выражается через функции ~ (u) и g (u) равенством 
+ 

.. d .. .. 
Н (u) = i = [ g (u) -g (u)]. 

du - + /171 

Аналитически продолжая функцию H(u) на комплексную плоскость w=u+iv, 

учитывая равенство Hn(w)=i df[~(w)] 
dw 

и сравнивая /17/ с /4/; находим, 

что функция -i[g (w)- g (w)] тождественно совпадает с комплексным скаляр-- + 
ным потенциалом магнитного поля в зазоре 

f[ z (w)] = (g (wt- g (w)] (-i) • 
- + 118/ 

_ по-этому можно обозначить 

- i g (w) = f [ z ( w)] - - · /191 

.. .. 
i g+ (w) = + f+ [ z (w)]) /20/ 

где f+ (z) и f_ (z) являются частями функции f (z) , анапитичными в 

JJерхней и нижней полуплоскостях соответственно, причем f (z)=f+ (z) + f _ (z). 

Соотношения /14/ и /17/ можно переписать в следующем виде 

~о (u,a)=_i_ [f (z)-f (;)],z .. z(u+ia) · 
4тr - + 

/211 

__!L_ [ f (z) + 7 (z)]=- ~), z = z (u), 
~ + - du 

Н (u) /22/ 

Поскольку f {z) является скаляром, т.е, не меняется при преобразованиях .. 
координат f = f , то можно также написать 



/ 

. rде z иапкетсs точхой хонтура L и 

0'1'CIDД8 

Н ( х) = _ d f (х) 
dx· 

f ( х) = - J Н (х) dx + const 

f± (х) = ~ J Н±(х) dx + const. 

/23/ 

/24/ 

/26/ 

/26/ 

Подстамка аwра•евие /23/ в /11/, nопуч·им оховчатепьвыl результат 

дns мощиости ехаваапевткой иамагничекиости 1 (х, у) , формирующей задан-

ayiD У -хомпоиеиту магвитиого поля Н (х) в зазоре симметричного маг-

ив та 

/27/ 

где z -то'lха на хонтуре L , попучающаяся из соответствующей точки 
"' w ва хонтуре L , а точха zc no1Jylfaeтcя из точки w - 2 iy 0 

смещенвой Qтноситепьио • вдоль мнимой оси. 

Дпа вычисления вехомой nоверхвоетной nлотиости тока необход имо 

продифференцировать фуихцию 1 (х,у) вдоль хоитура. Тогда попучим 

(х,у) • dJ{(x,y) = _ 1 _ l [Н (z) eia(z) -Н (;)i:(z) 
ds 8" i + 

]- /28 / 

-[Н_ ( z c )eia(zc) - Н+ (~с )ei~ ( zc ) ] 1> 

где a(z) -угол иахпона контура L (z) к оси х в точке z ds 

•пемеит дуги хонтура . ds = y dx2 + dy 2 

Эвачеки и вамагиичевиости и тока на · коитуре L(z) в сипу с имм е трии 

эадачи совпадают с /27/ и /28/ соответственно. 

Дпа прахтичесхого исполЬзован ия формул /27 / и /28/ нео бход имо 

зват.ь хо.вхретвый вид фувхции ареоб разовани я z (w) • В час тном случае, 

хогда хонтур L совпадает с границей магнита С а смещенный кон-



\ 

тур L ( Zc ) совпадает · с С (z) , формулы / 27/ и / 28/ упрощаются и 
преобрета ют вид 

m ( х, у) = _i_ ( f (z) - f (z) ] 
811 

(х,у) = _ 1_. (H(z)eia(z)_H(;) е ia(z)] 
87Т1 

' / 

/ 

/27/ 

128
1

1 

Для практического применении формул /27/ и /28/ не требуется знать 

вид функции преобразования z( w) • 

Рассмотрим конкретный пример. П усть магнитное поле Н(х) задано в 

виде 

( ±) (±) l + ___ l n 
Н (х) = Н ( (x-z

0
)n - (х -Z

0
) / 29/ 

z о = х о + ia, а > у о , n > О • J 
При этом 

(±) 
f (z) 

н (±) + . - 1 
- ( - - - /30 / 

при соответствующем выборе постоянной интегрирования в /25/. Намагни-

ченность 'R(x, у) и плотность токов определяюlся в этом случае равенст-

вами 

( ±) i н ( ±) 1 1 1 1 
"!! ( х, у) = t ( - Z:. ] - ( - - + - ] 1 13 11 

8 7Т ( n- 1 ) ( z- Zo р-1 ( z- z о ) n-1 ( z- z о ) n-1 ( z - Zo )n-1 

н(±J 
t

ia( z)( r 1 ] ia(z)( 1 1·· ]1 
е + -е +-- , 

(z-;o )n- (z-z o )n (i-zo)n-(z- zof 32/ 
/±)(х,у) 

8 7Т i 

1 1 

Таким образом, согласно формулам /27/, 1281, /.311 и / 32 ~ мощность 

магнитного листка m (х, у) или плотность тока J (х,у) 
1 
необходимые длЯ 

формирования заданной (у) -компоненты магнитного поля Н(х) J опреде-

n я ютс я только формой полюса, если известен аналитический вид функции 

Н(х) • Практически широкий класс плоских задач рассмотренного типа 

можно свести к аппроксимации заданной функции Н(х) линейной комбина­

uие$1 функций /29/ и использованию формул /311 и 132/. 
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3 . Поле - nрямолинейного тока 

Магнитное nоле ток а, nротекающего по nрямолинейному nроводу, ра.с-

nоложенному между двумя nар·аллельными nлоскостями - границами желе­

/2 1 
з а, рассчитано в работе • Исnользуемое нами обозначение для комnлек с-

ного магнитного nоля отличается знаком комnлексного соnря ж ения от оnоз­

/ 2 1 
на чения· ра боты • Учитывая это , имеем следующее выражение для комn-

лек с ного м аг нитного nоля . в координатах u,v 

sin тт( v.;. Уо + h) sin тт( v+Уо -h) 

"' 
ттJ 1 [ 2Уо + 2У о ] + 
У о 

ch 17 ( u- uo) _ соs тт (v+у0 +h) ch тт(u-Uо ) - cos тт ( V +Уо -h) 
2 Уо . 2Уо 2У о 2 У о 

sh тт ( U - Uo ) sh 
тт(u-u о ) 

+i[ 2Уо + 2У о ] 1, /33/ 
ch тт ( u- u о ) . -cos тт ( v + Уо + h) ch тт( u-uo) - cos тт ( V + У о- h) 

2Уо 2У о 2У о 2Уо 

где h -расстояние тока J от нижней nоверхности nолюса в координа-

та х u , v 

Комnлексное nоле Hn(z) в координатах х , · у в ыражается через Hn( w) 

с nомощью уравнения / 4 / . Особый nрактич еский интерес nредставляет связь 

между. nолями Hn (z) и Hn(w) в сред ней nлоскости зазора . В этом случае 
dz 

dw 
с вя зь 

является действительной величиной и nоэтому имеет место nроста я 

н х ( х,о) "' н u ( u, о) l 1 

Н.у (х,о) "'Hy(u, o) 1/ 

d z(u) 
du 

dz(u) 

du 
/34 1 

Для конкретных вычислений nоля Н х Ну через Hu, Н v необходиыо 

зн а ть функцию z (w) , осущ ествляющую рассмотренно е нам и ко нформное 

отображение областей • 

. 1. 

' . 

' 



' 

Рассмотрим, например, магнитное поле прямолиней}fого тока, если 

полюс имеет вид прямЬго дllугранного угла /см. рис. 31. 

у 

0 1 Х 
® -

Рис. 3. Магнит с прямоугольным краем. Ток J 
находится в точке х0 ,у 1 • 

/ 

Пусть ток находи·тся в точке х0 у1 , причем х 0 < О • Нас интересует 

отношение величины магнитного поля в точке 1 х 0 , о 1 к величине поля 

в точке х "._.., , у=О как функция координаты 
о . х 0 • Это отношение оп ре-

деляется равенством 

~ \=Т/ (хо) =1/ dz(u) 
Н(- ао) du ' /35/ 

причем 
(, 7ТU dz(u) =у н е -y;:;-

du 
/36/ 

и 

x=z(u)=~ IJl+e 11
yu + fu (J}+ elLlLy -1 )-~ 

о 7Т о о Уо 
/371 

/5/ 
/см. , стр. 175-l'itl/. 
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Зависимость ТJ (хо ) , рассчитанная по формулам /35/ , /36/, /З111 пр и­
на рис. 4. 

7 
· \ 1 

1 

Q95 

0,9 

0, 85 

0.8 .Хс 

-1 о :io 

FИс. 4. Эqqективность прямолинейного электрического тока 

в зазоре идеального магнита как функция координаты х0 • 

1 . Н ( х 0 ) 

Н ( -оо) 

. ' 

71(О) "' 0,83 , т .е. вл ияни е края уменьшает магнитное пол е 

1 

тока на 1~. Краевой эффект заметен на расстояниях. от края поряд ка пол у-

зазора магнита. При Х0 "' -У 0 'f/ ~ 0,99,) т.е. краевой эффект меньш е 1'%. 

п ризеденные результаты справедливы для пол юсов из идеального маг'iетика 
4 

(IL"'"") . В реальных магнитах при больш их зн ачениях поля (H> lO эр стед 

края магнита насыщаются, nрич ем IL · падает с nрибли же ние м к краю . 

Это приводит к увеличению краевого эффекта, которое тру дно оцунить 

аналитич ески из-за нелинейности уравнений Максвелла в нер авноме рно на-

маг н ичен~;~о м железе. В . этом случае в кривую ТJ ( х 
0

) необхо д: .имо вводи ть 

эмпирические поправк и, р астущие с увеличением поля. Предел ы rрпмени- · 

мости формулы /35 / по величине магнитного пол я зависят от ачества д ан­

но~о магнита и могут быть установл ены экспе риме нтал ь но . 

В заключение я сч ита ю своим прия .,- и ым долгом вы разит ь и сг:ю ннюю 

благодарность В.В. Бабякову за пол езну ю дискусси о и ценны е совет ы . 

1 

\ 
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