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1. В неда вних работах Мандельштама [1] и Тарекого [2] было установ­

лено, что амплитуда Фейнмана Т , соответствующая общей диаграмме чет­

вертого порядка /рис. 11 и рассматриваемая как функция двух инвариантов 

8::: ( р1 + Р~) ~ и t"' ( Р1 + ~) ~ допускает двойное спектральное представление 
ВИ 'J, а 

. 00 

r rs)iJ~ 1 j 
е/ e..t 

где спектральная функция ~ 

-f(1:-l/) ds'dl:' 
( s'-!){-t'- i) 11.1 1 

и пороги е/ и вещественны. 

р~ 

Рис. 1. 

х/ Другими словами, функция j: ( S, t) 
ние на комплексные значения J и 

допускает аналитическое продолже-

-/; , причем областью аналитичности яв-

ляе тся произведение двух плоскостей комплексных переменных 

выключенными разрезами вдоль вещественных осей соответственно: 

Rtt ~ e.tt xxl; кроме того, продолженная функция должна стремиться к нулю 

при приближении к бесконечно удаленным точкам, причем это стремление долж­

но быть равномерным во всякой области, отстоящей от разрезов не меньше, 

чем на fJ при любом 5 > Оjне медленнее, чем (S Н-~ о(> 0}/. 

х/ Под аналитичностью мы понимаем однозначность и голоморфность. 

хх/ 
Область указанного вид а рассматривается, конечно, на том листе римано­

вой поверхности продолженной функции 'f , где . она принимает положител~-
. ные значения при J.:. е, и i:,-<. e.t. Такие области в физической. литературе 
иногда называют физическими листами. 
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В методе Мандельштама [1] явно вычислялась мнимая часть амплитуды 
~ ' v , после чего аналитические свойства последней усматривались непосред-

ственно. Им получено также явное выражение для спектральной функции J 
и приведены ограничения на массы, при которых представление 11.11 имеет 

м ест о. 

Другим методом представление 11.11 было доказано в работе Тарекого 

[2] при тех же ограничениях на массы, что и у Мандельштама. Тарский, ис­

ходя из параметрического представления амплитуды Фейнмана, изучает струк­

туру еА /комплексных/ особенностей. При этом он опирается на результаты 

работы Карплюса, Зоммерфильда · и Уичмена [з} , где исследованы вещественнь'l!е 
особенности функции J: . Оказывается, что при упомянутых выше ограничениях 
на массы, функция J: аналитична на физическом листе. Поэтому для получе-

ни я представления /] .11 в этом случае остается дважды применигь теорему 

Коши. в этой схеме доказывается существование спектральной функции f 
ее явное аналитическое выражение не вычисляется. 

В этой работе, не. основе параметрического представления амплитуды 'j:, 
другим путем выводится представление /1.1/ и вычисляется соответствующая 

спектра пьная функция . Для этого при массовых переменных Ji >1. /см.ниж е 

формулу 12.3/1 исследуются аналитические свойства мнимой части амплитуды 

относительно одной из комплексных переменных, в то время как другая остает­

ся вещественной, и устанавливается представление 11.11 в этом случае. Далее 

производится аналитическое продолжение равенства 11.11 по массовым перемен-

ным. Это продолжение можно, однако, осуществить лишь в некоторой области 

переменных ~;, , определенной неравенствами /2.5/ и /2.71. Эта область сов-

падает с областью, найденной ранее Мандельштамом [1] и Тареким (2] • 

2. Амплитуда Фейнмана для диаграммы четвертого порядка /рис. 11 с 

точностью до постоянного ~ножителя приводится к интегралу вида /см. [з] /: 

f ( XJ у ; j i) = 1 JJ 'j' г [j (l -J., -о(.~ -ц, -&., )do<, d«, Jo~, clo~., 
о о о о A).t 

l. 

/2.1 1 

х/ 
Как из вест но, амплитуда рассеяния допуС J{ ает аналитическое продолжение, 

полиномиально ограниченное на бесконечности. В этом случае представление 

11.1 1 претерпевает соответствующ.ее изменение. 
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где 

v ~ 

1:)1. = ~ o(,i + 1- J.-Ld.-J. 3!-f. !l«-:Lct6 ~ + .t~.ft~3 JJ + -Z"'v ~l j~+o(,.t Х + ЦJ Jv}, 
.t. .t. :/.. 

5 i "" т,_ + mJ- Pt J 
. :.. ""1. Jn-~ J .t::: 

J. .t ( ~ щ"_,_,. ~»-у- ~+Р~) 

~ Jnr.t щ,. 'f 

111 ~ + Lи .t_ р~ t ~,.,., .. 

9, м, ",., 

щ,t+ ,.,." ~- (Р. -f Р..) .t, 
1 .i 1 3 

Переменн ые Х и ~ линейно выражаются через J и -t 
Предполага ем, что массы удовлетворяют условиям устойчивости 

/2,2/ 

/2.4/ 

/2,5/ 

Теорема, При условиях /2,51 функция имеет двойное спектраль-

ное представление 

тогда и только 

J 1 1 1 
( ( qX ()(J 

J ( Х, ff i J J • ~ ) ) ---:-( Ж---:,_---:Х-) (-1f~1-..__1j J-V:-r=1c=( Х=,,==-у-~ J-i )-г1 
'1) 

тогда, когда выполнено условие: либо одно из чисел 

/2,6/ 

Ji. боль ... 

ше единицы, либо,-в противном сл учае, когда Lc e эти числа меньше едини-

ц ы, - они удовлетворяют неравенству 

е!= :н(, /2,71 

где 6).,. @1 t @J. + @3 +О") fY(= aJt и-о& J i.) О~ ~· f: 7/. 

В /2 ,6/ функция 1(, задается формулой 

i -3!: 3-t 
51. f. 53 Jc. 

~ 5з 1 3 v 

~~ .t 3У t /2,8/ 

= ~g~x~-y":. "-EVJc1.-t~Xf3+~f+d, 
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где 

o(, .... 3t Jv+J~~J 1 f>•jL~.t.+333Y' f"'3,)s1-~.t.~., 
/2.9/ 

~ ~ ~ .t { ).{, 0'=-i-~t-J.t-~.s-J.,+ 5J~Y-~.t~.J • 

Область интегрирования ~ в /2.6/ ограничена той ветвью кривой 
X(x:y 1;3i)-=-O, которая заключена между касательными :к; 1с'i1 ,!' .. «:!.~. 

/см.рис. 4,5 и 6/: 

, 1 ) ;k ( х} у j J i ? о J '1): 
1 1 

х ~ 'i i , 3 ~ 'i. J. , 1 о /2.10/ 

где nороги :L 1. и ':f .t оnределяются формулами 

~1: IЖ);е [:i (3t, !J,), ~ (J,, ~,], /f,~= hy(JX, [i (3,, ~.i) :/, (Jl.) J,J 1 2.111 

{ 

-1 

i ( k ~/ !А!, ( ei +(~j) 
если ~i + Ji 7 О 

/2.12/ 

еспи ~ . 4- -; . -< О 
~L ::JJ , 

......, 
Функция Y(:r.J У) 3 i) аналитична 

точек: комnлексные nеременные .t-
в области G , сQстоящей из следующих 
и J nробегают соответствующие nло-

скости с разрезами 

'j 111 х =о} flex ~ 'iJ.j 'fm- У=- о , P.R- r ~ '~:.-, 
/2.13/ 

а точки {3l) nробегают вещественнуюх/ область G, 
ствами: 

, оnределяемую неравен-

G: 3i ;>-1, е. -< t 1i. /2.14/ 

3. Докажем сформулированные в n.2 утверждения. 

х 1 Следовательно, аналитич ность 
окрестности области G . 

имеет место и в некоторой. комnлексной 
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Выражение /2.1./ для функции ~ можно записать в вид е: 

где функция ~ определена пр,и всех .А>- i формулой 

где 

') 

~..t (х, ff; c;(,i)c .А +~J,1 tA,:z. {~,- J.)+J,r~.,o(,3 (y-l}+~ o1.,~ol3 {3 
3
-1) + 

+ Q (i -~t -<~. g_ -~J) {с<,1 (~"- 1)-trl:1 (x-i.)+ol~ (5 у -i)]. 

/3.11 

/3.2/ 

/3.3/ 

Через ri'L- мы будем обозначать единичный симплекс в J1,. -мерном про-

странстве, 

т . 

"'' 
Будем теперь считать, что J и 3 L. фиксированы и удовлетворяют 

н еравенет вам 

у > i J 3 i ;;> i } i ... 1_, . . . • lt . /3,41 

Тогда при всех (<~,!,tl".t, 1'(,.3) из 7'3 функция 1J;.-I. (х, ~; o(i) 
аналитична в плоскости комплексного перемениого Х с выключенным раз-

резом вдоль вещественной оси te .:t f i- fl.A 

Действительно, ~.А f. О , если только Х не вещественно, и ~.А "?0 

при Х >-.Л; последнее утверждение следует из неравенств /3,4/, в силу 

которых 

Отс юда, с помощью теорем Морера и Фубини следует аналитичность 

функции ~ в той же разрезанной Х -плоскости /на том листе римано-
вой поверхности, где она принимает положительные значения при 

Для всех l, Of С,< + 
ти ческих функций в раз~езанной 

, введем поЬледовательность 

х. - плоскости, 

1. 

о! ot,, d ol.o~. d r;{ 3 /3.5/ 

~"' 
) 
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где ~.t -множ ество точек (rJ.,,,a,~.., с(,5) из т3 'удовлетворяющих неравен-

ству "'-а. (!-J.,1 -r~.,A. -ti(,~J ~ l. . Ясно, что nри l. -+О 

~,t (х1 у/ 3t·)-- ~ (х,у; ~~-) /3,6/ 

равномерно во всякой замкнутой области разрезанной Х. -nлоскости. 

Наконец, при всех ( tl.,11 <'(,.t, ct!) из ~.l. имеет место оценка 

1. с"' (t, os.,y) 
< 

,'~.А. ( х) у ;d..;.) 1 i + !~/ 
всякий раз, когда точка .:С удалена от линии разреза не меньше 

nри любом д;,')" О /см.рис. 2/. 

Считая (r~., 1 ,..{..t, o~.,3 )G т;,t' nрименим к функции~~!{х,у;"'-<) 
Коши, выбрав в кач естве контура интегрирования линиюr/рис. 2/ 

1 

1 

/ 
1 

1 

/ 
/ 

/ 
/ 

"",....-- ----
@ 

' ' ' ' \ 
\ 

\ 

1 --- ---1 -- -s-~ ~\ 
i-!). Jl 

~1 !t 1 

~ :r 
г---

1 
\ 

\ 
...... 

...... 

' .............. ..._ ____ , 

Рис. 2. 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

1 
1 

/ 

1 
1 

1 

13.7 1 

чем на Бt 

теорему 

Если теnерь устремить R, к Оо , то , в сипу /3,71, интеграл no криво-

линейной части nути будет стремиться к нулю. Таким образом, nолучим 

1 
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/3.8/ 

f-t.A+.2.0.t. 

-

11~i-1 ·•~ & х ~ i(J',_ -.t: )%!~ /х '+ iO,, ~ '""')-{Х ~ iб,-z )~~ (ж ~i"i, У'~';;~ (:с }J .t: '+ 
1>0 

1 j 2 (х,') 'г(Х- 1) 
t д,1ft·_ о.. { х ~ i~-xJ:o~{xf.iбt) yj~i) -(.t~io;'-ж) t.л (:r/-iд,, у; (Ji >} olx ', 

'1 . 1 ~ 
где ~ (:JJ)-:- неnрерывная функция. равная 1 .nри x~l-!A.+o.a и равная о nри 

X~l-~.A+tд2 1 ~>о любое!. 

Первый и второй интегралы в /3.8/ стремятся к нулю nри ~~О в силу 
аналитичности функции . ~А-' (х: у; ol.ti) nри Х 1> l- ~.Л, • Вычислим nредел 
третьего интеграла в /3.8/ nри ~-+О . Отметим nредварительно, что равно-

' 1 мерно no Х - 00.( Х "' оо 
1 

t ( :х-') i (х') 
~'- х 1 

К ром е того, учитывая nредnоложение 

имеем 

nри ~__,..о_ 

:f = i . . - . ~ 1 .J. -11 
~.А (х '± t'~, ~ ;tk;) 1).А ( х; y;o/,i) t iO,o<t1 (s.~,~t--~&) .....".. + t:rS С'.А {:t;, У' ')j + 

l. +'! • 
1)"' (~.'у j ,.J,t) 

nри чем стремление к nределу nроисходит в смысле слабой сходимости. 

/3.9/ 

/3.10/ 

Устремим в /3.8/ ~ к +О 
ниям и /3.9/ и /3.10/. Устремляя 1 далее, 

и восnользуемся nредепьными соотноше­

~ , к т- О и nользуясь оnределением 
функции 2 , nолучим 

Jx' 
х'-х ) /3.11/ --nричем nоследний интеграл необходимо интерnретировать как знач~ние функциа-

нала ~ на соответствующей ос~овной функции. 
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Проинтегрируем равенство /3.11/ по области ~,е и устремим 

И с пользуя соотношения /3.5/ и /3.6/, выводим 

с К.tО. 

1-.t.A+O' о/ 1 

t;c~.~;Ji)~-Jdt~vld~J,J"'!)J Б'fJ.A(x:y;o(,i)] ~ · 
.,.!> -ос> 

"Меняя" порядок интегрирования в /3,12/, наконеu, получим 

где 

l-1.A +О . f 

cr ( ) j · · r. ' clx 
J). х, 1; ~ i = .1 ~ (ж, у) --

-оо 

1 

д~ (х;у)=- j д L~ (х; yjtli)] Jr~., о/-," dtL6 ; 

~ ~ Функuия .1 <J; отличается лишь множителем tJi от м кимой части Л. 

4. Вычислим функuию .1 'Jj, при следующих предположениях: 

x'.fi -~.A, ~>i-r(~+&'J~ ~,i':t, i=i, .. . , lt. 

Используя /3,3/, представим ~.А в виде: 

, ~ 

ti.A r~, у j ol,i ) =- с3 .(,5 + '), ~i-3 ~a.!J ' 
где 

а~"' .л+~ rJ-, "'~ ( J1 - i) + g, (1-о~,, -ot.~) ft, ( It- i )+ "'.t (х ~ 1.), 

~ь= (i-J.-t-d.t~)(3y-:1 _~-~-c~,,(~-3L)+c~..t(J3-x), c,=-.t(~.,-i). 

/3.12/ 

/3.13/ 

/3.14/ 

/4.1/ 

/4.2/ 

/4.3/ 

Лемма 1. При предположениях /4.1/ 1J.A ';!"О в той части ~ , где 
0.,~"70 /рис. 3/. Если же a,3 :fO ,то~.;. обращается в нуль на поверхности 

+ о(,ъ.,. d,J , где использовано обозначение 

± i ( /) -v ~ ') 
о(,~ = ~ - ь3 !- &3 -с3аз ) .. . /4.4/ 

Для доказательства леммы предварительно отметим неравенства 

с~ .t.. о, j 5 :." о , С~- с! tt5 i' о /4.5/ 
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при всех (.~vi ,o(,.%-) из 1;_ , Пе рвые два нераве нства в /4 ,5/ вытекают из /4 .1 1. 

Тр етье из неравенств /4 .5/ с л едует из н еравеР- ст в 

g~J.-- (,3 CJ,-!> /11. = О = [ (1 -o/J.)( S'l - i ) т cvll. {:t ~3~-~)] ~~,Л (3у -1)-lfci.;, (~3-f )(x~i ) > 0, 
1 

(С,"-с,а-.)/._, . о ~ LJ+(~ +~ )} 

[y-1-{~-~/J~o. 
+ 

Таким образом , оба к орня J..3- вещес тве нны . 

Приним ая во вним ани е_ н еравенство 

... /е.з.:._е-3<.\-:J ==-- le'~c а-' > tt '! /4 .6/ v vc3 3 ~ 1 3 , 

где r Г 

a!>-==-J. 7 !l,J.,,a-.t (3
1
-t)+ rL{t-.<,, -otg_) L.t, (~ - 1)+o(,:t (з3-t)]>o 

С3' = ( i- dr t - cL-t- ) { 3 У- 1) +о(,, ( 3:. - ~) + d- ~ (:х/-- ~~ ) , 
заключаем , что корень d.-3- уд овл ет воряет н еравенству о/. 3 >i -o(,J. -ol.t • 

при а~ ~ о корень d.,: о трицат ельн ЫЙ , Только п ри а.-3 ~ о корен ь ~3 + 
-f 

н еотриuательный и уд овлетвор яет н ераве нст ву c/v 
3 

..( l- ci.,
1

- о(,~ , Последнее 

неравенство опять след ует из / 4.6/ . Лем м а д оказана . 
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Область интегрирования ~~ (J (а,~ i: О) заштрихована на рис. 3. Эта область 
определяется сЛедующими нерав.енствами: 

о L 1 L 1 о 1 .- L.. 1 L ) + 
- uv, - CN! ' ov L - <>v.z. - ~.t 1 /4.8/ 

+ 
где dvJ.,- корни уравнения Q,.A <=-О 

.).; : - о-/ --r-J \ [ ( i -~ t) ( i -х ') +с{,~ ( ~ .t- J) :!: « 1 1 /4.9/ 

d ~ {(i-<t,){!-x'j+cl1 (~.L-3,)] ;.tJ (i-i}-t'tJ.t (1-~~.J(x'-!.)(JJ.-J.) 14.101 

и ~: наименьший корень уравнения d .. o 

где 

J. . 
~ 

! 

о ""~ 

а~ ,.о 

1 о(,1 

Рис. 3. 

5. Вычислим интеграл /4.7/. Принимая во внимание . /4,3/, запишем 

р'.! .t, 
1? 3 -с. за:, ~ с"_~ .z + JJ,J. d.4 -га-.1..,' /5,11 

С11 ~ [(i-<ii){j.,-i)+ii (~-~.,.)];J.A {Jv-i)+4ott. (i.-ot.i)(J~-1.)(f,-f)>qr5.21 
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~1 = ( ~3- Зv- Х '-t 1) [ {i -~t){3v-1 )+oti (~-~.t)]+.t{31-1)[(f-ot1 )(x~t)-t /5.3/ 

+ с\-,(~,-3tl] 1 

/5,4/ 

Продифференцируем выраж ение 13.13/ 

Так как J.,,
0 
.. 0 и J..

1
+ .. tJ(,; = j2 при ) :. i + () 

по )., и под ставим .Ас i +О 
1 

и Х,.- i , то на основании 
13.11 и /5,5/ будем иметь 

где 

-l.+o 

'[ (~.~; !;)= j ~ 'J (х,'у) :~~ 
-ое 

о 
а,, 

~ 'l (х/ у)., _f_ !2_ ~ ,;с: С3 (о~.~,+ J~ c.t q(,/ +f~ / J, 
i. ,Jё; 'd.A - с(,~ • 

"vC; t~ (t!..~ )+CLoi"~ +Cl.. 1 J 
о л~~+о 

/5.6/ 

/5.71 

Ф о рмула /5.6 / справедлива при всех комплексных Х. , лежащих вне разреза 

fJn Х-=0 ) RR_x '-1. /5,8/ 

Используя / 4.3/, /4,9/, /5.2/- /5,4/, подсчитаем подинтегральное выраже-

н и е в / 5, 7 / . После сокращений получим 

... (,) ja,/ (x~1Jf(x)'v,«,1)dr;~,~. 
!J. 'j х - - -=---:----------;--:::--;::===::::;-- } 15.91 

)У- о [f~(x~~,ctt)- c~(x')ol{x:d.rt)},jd(x;J,t) 
CJ. и о/ опред.елены формулами /5.4/ и 14.101 соответственно и г д е 

f= (~3 - §у-Х 1+ 1) [{i-ol1){ :t-~ l }tti-1 (Jt -J.J}f.t(x!J.)ffi-d1){J.,-1)+~1 (J-3~U. /5. 1 о 1 
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Имеет м есто тожд ество 

где 

jt_c~J - e:-C.:_Q..:t. t 

д, (х'- !) = 9, (~у- t) = С1.,(,:1 + flt olt +Q,f 1 

Q,-
1 

.. t(x.~i)(5~~ i)(~., - i)-c<J. <о 

gi: ( х ~i) { у- ~.2-3v + i )(J!>+~y -Х-'-1 )-(~.,- t)(xi-5~- ~c.1)(~3-~v+.x ~J)­
- ".t (~~,-t). 

/5.11 1 

/5.12/ 

/5,13/ 

i с1 = (~v- i}(t
1

+3~- !j- i);. с~'- i){y- ,J.-~ .,+ i) ~­
/5.14/ 

- ( 3j- ~у-х '-t i)( х '.,. J~- ~[ 1. )("-5~-Jr + :1.)+ с" ("5:r-l). 
х / 

Из / 4.2 / , /5 .1 / и / 5. 1 1/ с л ед ует с оотношение 

..gi!ct а,~ -= c.t К, /5.15/ 

г де функци я х опред елена формулой /2.8/. 

Cl 1 ) . 
6 . И с след уем аналити ч еские свойства функции · д 'J { Х~ 'J относительно 

1 
переменно й ~ • Мы по~преж нему считаем, что Х и fl· удовлетворяют 

перав енетвам /4.1/ : Х!: -! 
1 
3i >1. 

±( ') - + Обоз на чим через J Х , ~ ~ "J 1 вещественные корни уравнения 

У (i,y; ~i) = o. 16.11 

1 
Нижg, п ри доказательстве лемм ы 2, будет видно, что при .X.<-i эти корни 

всегда вещественн ы. 

x l 

Имеет м есто 

1 
Лемма 2, Пусть Х. <. - i . Если 1J > 1J , то уравнения 

f ( ~; у, J-1.} ± ,jcJ. (х ') r1 (х~ o~,ty' ~О /6.2/ 

Проще всего соотношение / 5.15/ можно nолучить, ес ли восnользоваться 
од но й алгебраической л еммой, касающейся квадратичных форм /см.напри­

м ер, Тарекий [2] , лемма 181. 

11 

J 
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не имеют корней в nромежутке [о) Jv~] 
J 1: 

ния имеют только по одному корню {1\,.:l 

если же ~ < 'fJ , то эти уравне-
в nромежутке [ ОJ-Л-1.0), 

J., :tc.J_ {- ~i ± _fgL_C а,') 
J. Ct V ~ f. t 1 . 

Доказательство. Принимая во внимание /5,111, заключаем, что уравнение 

f': cj, d= о /6.3/ 

имеет корни ~:: Так как f!:.c.~o/-= 2,a,t {X~i} ]'О nри о(,~ =О 
и ~~cJ,d=/~::::.0 nри dvt•d.; , то в интервале [о~с<~} может быть либо 
два, либо ни одного корня dv

1 
t 

Из /5,12/- /5,14/ выводим nри/~· ~~~ асимnтотические равенства 

t !9.-а.1 cJ. .. о { ~J. (х'': i)c~J >о) 
/6.4/ 

Приняв еще во внимание неравенст во /5.12/, а.~,< О ., заключаем отсюда, что 
~: nринадлежит nромежутку { 0,~ А. 1°] , если ~ ~- с::>о • Так как, в силу 
/5.10/ и /5.11/, 

/~c1,J= ia,t (i-f),.o, j ... (x~1)(3/J,~:r~J) <о nри с(. 1. =О 

то всегд а 

/6,6/ 

К роме того, f nоложительно nри у....., - оо • Таким образом , nри v--Oo 
/6,71 

Неравенства /6.6/ и /6.7/ nоказывают, что уравнения /6.2/ nри у~-~ имеют 

только по одному корню в nромежут~<е [ Q. J, ~] , nричем уравнение {+-~а: о 
имеет своим корнем м еньшее число J.,; , а уравн.ение f- ,jё;;i':: 0 

имеет своим корнем большее число o{,i 
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-r ') xl Эта ситуация сохранится при всех y:f у Х , где у меньший 

из/двух/ корней- уравнения -€:-c,~1 =f , т.е. в силу /5.15/ уравнения 16.11. 

Действительно, так как при~<~- корни D<j" различны, то, при допущении противного, 

возникло бы такое положение, когда один из этих корней еще останется в про­

межутке [О, о(.~] , в то время как другой уже вышел из него. Это положе­
ние, как отмечалось выше, не может иметь места. 

- + 
При У ~ r ~У +­

оба корня J., i + • 
комплексны. При J ~ 'J оба корня о/1 -

отрицательны, так как, в силу /6.5/, они отрицательны при f -+ D<> , а, в 

силу a:t. L. о J они не могут непрерывно перейти через нуль из отрицатепьной 

полуося в положительную. Лемма доказана. 

Изучим теперь аналитические свойства функции 

1 tf (;r,, ~,d.} 9 ( х', ~. J.,! ) = 1 ~ r х: 1• d,i J --CJ. r х 'J J r:Jt:ri~.J 

по переменной ~ для всех Х 1 
< ! и О f c(,t !:: о/.,1.

0 

/6,8/ 

1 

Функция ~ {x,J ~~ a(,J.) аналитична в плоскости комплексного пер ем ениого 

~ 
с выключенным разрезом 

'Уж-~= о !и у ~ ~- (х'). /6.9/ 

Ясно, что, в силу симметрии Х. 
1 

и J в задаче, порог у при всех 

~ ..(- 1 удовлетворяет неравенству 

у- r~'J ~ -1 /6.10/ 

/см. рис. 4 наПомним, что пока массы удовлетворяют нерввенетвам 3i >i. /. 

Действительно, ~~е." о! f о . если J - невещественно. 

х/ Такое ~ ~!! непременно наступит; иначе при ~~+ оо 

что находится в противоречии с /6.5/, из которого следует 

• 
было бы d"i->О ) 

+ 
d,t- L. о 



Для вещественных 1 
Отсюда следует 

9 -nлоскости. 

Рис. 4. 
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1 
J·i о 

- =.i_ 

достаточно восnользоваться леммой 2. 

анапитичность функuии it1 {ж~ V) в . той же 

Наконеu, из /6.8/ и /5.10/ nри всех 

такая опенка: 

. ~~ 

разрезанной 

, следует 

/6.1 1 1 

всякий раз, когда точка у 

nри пюбом ~ ,.. О. 
удапена от пинии разреза не меньше, чем на бt. 

7. Считая J.,, ~Е.,.. О , nрименим теорему Коши к функuии ~(:t:~,«.t), 
выбрав в качестве контура интегрирования пинию, аналогичную r 1 рис. 2/. 

Устремляя R, к бесконечности и nопьзуясь /6.11 1 , nопучим 

НАУЧНО-~ :·:хничвскля r­
Бивл ·r .. ~)ТЕКА 

'· . оияи 
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01 1 . 

1 , :1. 1 j_ (Х, ~+~+t,~,;.,i)-
1 { х, ~ , о<. 1 ) ... - 9v '!/ ~ -+ о1- + i т-'j 

-д~ 

<L r~· 

ff +.Zб;._ - r 1 . 

f 1 
9 (x-,ff+UJL,J.i) 

- ffl+io;_-y 
9 'f'd.t . 

~ (x:y'- i o;_,o~v,~J 
j'-iif,_-у i~JJ;/+ 

00 

+ ~~i J [ 
- 00 

~ {х)' у '+ L·a;_,<Lt) ~ (~) 

J'+(й;_ -у 
ff (х,' ~~ tt,,~J 2 (}')/о/ у', 

j'-iд;_ -у ] 

/7 .1 / 

где ? (%') - непрерывная функuия , равная 1 при }j~}j -+ J'R- и равная О при 
i >у -+:Z ~ ; ~- любое положительное число. 

Принимая во внимание / 6 .1 / , / 5.10 1 и предположение tf, ~Е , имеем при 

Б;.-+ 0 

Q ( 't,
1 
~ 

1 

± L ~ • oLi ) = 1 7 , 
J f (х , ~ ' ~1) + vc;J ± flt .oi.,1 : х'- 1) dt + 

{ 

i 
. f !'-: y:.,,)- N :t Q_ ,",, сх '- 1) ~ ~ ± 11'д{!+ Р)± tia (1-N) + 

1 
t ' q> ' г. + c:t --, i --

1 + v' с.JГ 1 _ ,;c;;;r 

17,2 / 

Стремлени е к пределу в / 7 . 2 / происход ит в смысле спабой сходимости . Устремляя 

в 17.1 / J1. к нулю и рассуж да я к ак и в n . З , при всех }! вне разреза/6 . 9/получим 

f 
~ -г о . . d ' 

g (х ;у, "'•)· [д(/+ -(c,J') +О (f -Д)} ft · 
- оо 11 J - ~ 

17. 31 

Умножая рав енство 17.3 / на 72" (i -X)J , и нт е грируя по J.i в п ределах 

от f..- до о( ; , уст рем л яя с 

п ользуя / 5.9 1, 

:о;(:: у) " 1 
- Со 

к +О , мен я я п о ряд о к инте грирования и ис-

~ - (х.')т ор ( х ~у') o!'f! 1 

~ '- 1{ 
(, (/ 

17 ,4/ 
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где о 

J.1. 

J' (~:J')= t~x'j[s(f+vf:l)+i(l-vf:J]-$7. 
/7.51 

о 

Используя пе~му 2, вычислим спектральную функцию f . Имеем 
1 . , 

1 1 1 -х . 1-ж. 

f (:v,y )· Щ•,f,j (ж;J.:) 'т Vc;.' d' (:t,' -.: )/ + J!l /d(:-;o.;)-..fё;, J'( х; ~i.)/ = 

1 17.61 
=--~(_1-_x~)~~~c~~-----

/J..('{ (х; ~: ,.{,; )-cJ.J'(z:J.; )/ 
+ 

(1-Х') '1t§ 

где 

Поэтому, в также на основании /5.11/ и /5,15/, имеем: 

Принимая это во внимание, попучим из /7.6/ 

/7.71 

а. T.a..IUIM образо~. на ооювании /5.6/' /7.4/ и /7.7/, доказано двойное 
спектральное представnение /2.6/: 

Т(х . . ) 1 ах ;;3 J ~~ 1 J ~-(з:.1 1 

)')~( :~ ;t'-~ (~'-~)Vf /8,1 1 
-оо -о.. 

1. 



- 20-

Мы отбросили здесь в верхних пределах бесконечно малые положительные 

"'" -У~ добавки +О , так как функция .1\. суммируема по области"%> • Область 

интегрирования ~· эаштрихована на рис. 4. 

Равенство /&1~ однако, доказано пока при условиях /4,1/ 1 

~ )' i + ( VJ.t-1
1 

+ -IJ.,-t')J.., ~i '>! > Lc i, ... , 't, 

для всех комплексных Х , не лежащих на разрезе /5,8/. Так как 

/8.2/ 

rrx,y;1) 
есть аналитическа~ функция всех своих аргументов в этой области /см,п.3 при 

.Л=i 1, то , в силу принц и па аналитического продолжения, равенство /8.11 

сохраняется и для тех у , для которых правая часть этого равенства анали-

тична по ~ , т.е. заведомо для всех коi,;rплексных ~ , не лежаших на раз-

резе /см, /6.9/ и /6.10//: 

1ту=о, J{fJ~-1. /8,3/ 

9, Теперь осталось аналитически продолжить равенство /2,6/ по массо-

вым переменным 3 i со значений ~i )' :1 на в.сю область ~ /см ,/2.14/1. 

Предварительно докажем лем'му. 

Лемма 3, Правая часть равенств-а 1 2,61 есть аналитическая функция -
всех своих аргументов в области G i , состоящей из следующих точек 

1 Х, ~ 1 3i /: комплексные точки (z,~) пробегают произведение плоскостей с 

разрезами /2.13/, а точки {~i) пробегают вещественную область G;i , со-
стоящую из таких J i , для которых найдется такой единичный вектор 

n=(cc5f, ~ tf) ' что 
iк{ /lly;/ 

( х~ у') fJ::J ' /9.1 1 

где область tJ определена неравенствами /2.10/ и 

11 Ч' ;:: - ;, i{ j '1;~ о! 'iC = ~ 1 '* f. + ~ f 1с .t,) 
/9,2/ 

1\L. ! 'дt ~ 
.!t. = -- - · -=-Xlf+X+o<U-& 

1 ~ ~~ 4 d /) 

о{_; 1 дХ: :, 
~L =- .t 0% =-ух +'j+tiX-~ • 

/9,3/ 

1 
1 
1' 

1 

J 

t 

~ . 
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Доказательство. Будем обозначать nравую часть 12 .611 nо-nре жнему, б уквой 

'F . Пусть (3;0
) t С, i . Тогда, в силу . 19.11, найдутся такой вектор j(. (~~ ~) 

число t. ~О и окрестность .~у{~ f) тоЧки (J l) , что nри всех (Ji) и з 
.!Y{J;.0 } 1:1 (х; ~ 1} из с.() будет выnолнено нера венство /А'{/ 1- t . / Наnомним , 
что ~ зависит от ~ i /, 

Вычислим nроизводные f no ~ ,· из .I((J/'). Непосредственное дифферен­
циро~ание nравой части /2.6/ невозможно. Пользуясь формулой Грина, nереnи­

шем /2.6/ в виде 

r ( ..... ~' ~ i )-+ 1/-li' "7 -.мJ 11" r:'-tXi'-yJ JitiJ/. 10.41 

~ 

Теnерь уже можно дифференцировать /9,4/ no Ji один раз. Дифференцируя и 

nользуясь оnять формулой Грина, nолучим 

где обозначено 

,.у' i ;. 1_ () 't 
J1, i 11~i 

L ""'i,1,3,lt . 

И, вообще, если 

( е) Г\ lf.+rtt+l(+l <Г JJ 
11- ,~И-, к, и 3' L ..,/--, r = -д !-~~.---v-~ ."-O-J -" J-J -t ~ "i; 1е 

1 А. 3 ., ~ 

J 'J 1 <f ~~..т. к, е х :t J 

При етом, в силу /9.71, необходимо, очевидно, nоложить 

i 

/9.5/ 

19.61 

/9.71 

19.81 

/ 9,9/ 

Принимая во внимание рекурентную формулу /9,8/ 1 а также форм улы . 

/2,8/ 1 /2,9/, /9.2/, /9,3/ и /9.111, nри всех ( J i} из .А' {J/} и(.х/1 ' ) из ~ выво-
дим такие оценки: IJ 

1 ( 1 ~+,.,_н:. н( ' ' -.t. / r~,m,~v,e ~ ~+~+IC-+f) . 13 :t У) 
1 /9 , 10/ , 
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гре & . некоторое достаточно (:)ольшое число , ~ависящее от .AI (~ i) , но не за ви-
CS'J_щ ee . 

1 1 J от (х_,у, ~ · • Стало быть , д л я производных /9 .71 справедливы оценки 

jcr ( lfr,hi-Jt-,e) jt. c1. (tt-н~-+1\,+{)/ 5 *ttn,.,.к+e. 
/9; 1 11 

Прои:З водные по переменным Х и ~ изучаютс я тривиально. 

Таким образом, функция Т бесконечно-дифференцируемая по всем шести 
аргументам (х, ~~ '5i) 1 и все е е ПР9ИЗ:еодные r(кJ в некоторой окрестности 
каждой точки области G, i удо вл етворяют неравенст вам 

,- (н)/ 1 х - . 1 'J < н. с 7 к- о) 1, .. . 
/9.12/ 

при достаточно большом С • Это и значит, что функция j: аналитична в G, i • 

Лемм а доказана • 

10. В силу лемм ы 3 правая часть /2.6 / есть аналитическая функция всех 

сЕоих аргументов в области G.1 /и, следовательно, в некоторой ее комплексной 

окрестности/ . Левая часть /2..6/ , амплитуда 'F , аналитична в области Х >i 

при А ::: 1. 1 и совпадает с правой частью при этих ~>i. ' 3 i ~ i /см. п.3 

1 Х;~, ~i 1 /см. п.8 1 . В с~лу принципа аналитического продолжения функция 

'Г аналитична в области at и в ней имеет место равенство /2.6/. 

Для завершения доказат ельства утверждений , сформ улиреваиных в п.2 , 
~ -

осталось показать , что (11..::: G • Для этого достаточно установить равенст во 

G-t "" G • 1 10.1 1 

Прежде всего отм етим , что точки { !i) , которые расположены на уч астке 
границы (} = iv 1Г области G , не принадлежат .G,t • Действительно, в этом 

1 1 
с луч а е, в с илу /2.11 1, / 2.12/ и / 9.3/, точка (:t,y )= (:1,, IJ.J.) является особой 

для кривой 'jc =-О , так как в ней ~7--CU1{, Х= О /см . рис. 5 . в работах 
·[2, 1, ::iJ дано подробное описание криаой 'Jc= О 1. Поэтому в этой точке llf=O 

и н е р а венст во /9 .1 1 не может быть выполнено ни при каком f . Таким обра­
зом, справедли во вкл ючение G! С .Gi · 
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1 

:· J 

Рис. 5. 

1 1 

1
// ,,. 
~ 

1 

1 
-~1r0 

1 

----
~.t. 
о 

-i 

1 
~ 

Для доказательства обратного включения изучим nоведение кривых 'JC=O 
t 1• О и 'XJ,-:. О в nлоскости { х.: W 1) nри различных ( f i) из области 
/см.формулы /2,8/,/9,3/ и рис. 4, 5, 6/. Мы не будем здесь оnисывать nол­

ную структуру этих кривых, а рассмотрим только те из их ве~вей , которые ле-

жат в квадранте :t'f 'it, 'N 1 ~ 'i~ . Кривая 'Jc '"'О имеет две асимnтоты, 
:t'=-i ии'-=--1 ,и, если -;i;_,.-i 'касательные х~ 'it t ~'~ ~.t. 

t 1 1 Кривая 1."'0 имеетдвеасимnтоты, ~""0 и!f-=-/.. ,и,nри ;:,!>-!1 

nересекает кривую ic а. О в точке касания ее с nрямой Ж~ "!f.t , Анало-
гичными свойствами обладают и кривая it;.t= О • Кривая :1/~ "'О nри любом 
'f~ O<.<fi. o/:t имеет асимnтоты Х1=0 и J'-=o. 
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1 
1 ~ .. 
1 

1 

- -L--

CJ' 
D 

~~ 

-t 

1 
х 

Докажем обратное включение, G-c Gri .Пусть {3)fC,, 
Рассмотрим случай, когда 

dv+(3 ~ (3
1 
+fJ(~.?,+3.,)7oJ o(,tf=(J,rJ.J(33+J.,) 7 o. /10.2/ 

В силу у слови я 9 < ~ 1[ , неравенства 110.2/ эквивалентны н еравенетвам 

3, -t 3 3 /' о , 3 .t т 3 v /' о) 3, + ~ ~ /' о J ~ J + J r > о. 

Откуда по формулам /2,111 и /'2,12/ nолучаем /l...t"'i-t.=-1 
лежат вне~ • При nриближении к асимnтоте: z'--i-0 
и 'ic.J-"J.,+j'!, > 0 ; nри nриближении к асимnтоте: ff'-,._ :f..- О 

'JV
1 

-•Nl+j' /'О и "t"_""""" + ое • Поэтому условие /9.11 здесь 

бом f, О f t{ f ~ 

/10.3/ 

; кривые 
1( . .. 0 

t 

J 9 ,__ 001 t,_,.,.o. 
1 

х --с::>о 

выnолнено nри лю-

Рассмотрим теnерь случай, когда c(,+f5'0 , r4,+f~O • Здесь~1 ~-i 
и 'i., J.. =- i ; кривая "Jc.t =О лежит вне области 1J • Так как nри nри-

' 1 ,.J" ближении к асимnтоте Х --~-О , у-- 00 , ,..,.t~c:<.+~>O 1 то условие 

/9.2/ будет выnолнено nри f:. "% , Ан.алогично рассматри.вае_тся и случай 
rlvtf> .f о о(,+(>О 
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Таким образом, перечисленные точки (~i) принадлежат области а1 . . 

Докажем, что и остальные точки (~;) из (;.. , т.е. точки, уд овлетворяющие 

неравенствам 

110.41 

также при'Надлежат (], 1. • 

Возьмем точку { 3i} , принадлежащую области G, и удовлетворяющую 

неравенствам /10.4/. Соединим ее непрерывной кривой С. , целиком лежащей 

в С, , с какой-либо точкой ( 3/) . из G , для которой условие /9.1 1 вы­
полнено при некотором t{o , О" <fo .С. o/'.t. • Может случиться, что н еравенство 
/9.11 при с.р .. fo выполнено в точке . (~i}) и тогда (~i)GC"1 Пусть, напро-

А х/ 
тив, это не так. Так как функция н'f непрерывна , то на кривой С най-

(t,')' " д ется первая точка ::>.. в которой 

mi Jf, /1 f(o :: о 
1 10.51 , c x;~'J€~. 

Так как точка с~ . ) первая, в которой условие /9.11 нарушается, то имеют 
t 1 1 

только две возмож ности: 11 либо найд ется такая точка {:t, ~) внутри мес;:то 

"7J , в которой 9-r.Щ "XsO · ; 2/ либо, в случае, когда 

в ~~ кривая 1/jo"" О лежит вне ~ , имея, по крайней мере, 
или на границе 

~~"К,f:о 
од ну общую точку с границей 'fc .. О 

Первая возмож ность при 

отмечалось выше, при 

/рис. 5, см. также {j ,i} 
, когда 

области t 

не реализуется; она наступает, как 

~·им/ "Jc.,O при :С 1с i, 1 'J'=- i.~ 

Осталось рассм отреть вторую возмож ность. Так как асимптоты кривых 't · О 
и ~о =- О различи ы, то точки ( Х ~ ';/ J кри вой , где реализуется равен-

ство /10.5/, 

/10.61 

' 1 приближ ении к асмптотам : x~-f+O, j--oo 
1 

Х-...,.-оо 

х/ J.f......, + oQ при 
1 

и ~ ---?-i-t-0, 
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образуют компакт /ограниченное и замкнутое множ ество/. Обозначим его через 

S • Так как ~-e-fWI "kf О в 't , то предположим, для пр им ера, чт о в какой-

либо точке компакта S к,.~ о • Это неравенство, в силу /10.4/ и 0 -< !J,fГ, 

сохраняется и для всех точек U!J S .х/. Пусть ~ достато чно мал ое положи-
тельное число. Прин: им·ая во внимание /9.2/ и /10.6/, в точках к омпакта ~ 

имеем 

4fo+~ "'сс-нfо t1. +!#tcf" t,i+г (~cf" 'tc~~ ~:t.)т о (г~.,. 

.... -г ~.t с, с <fo + () r~ :) '7 г 1 7 о . 110.71 

Н еравенство /10.71 сохранится также и в векоторой окрестности .#" ком иак-

та S . В силу /10.5/ и /10.6/ на множестве ~-4 выполнено нера венство 
1 :fl{. '70 . Так как при приближении к асимnтотам Х -::-1. 

i{.fo _ + 00 , то найдется такое ~.t, 
и 

, 
~ --f 

, ЧТО /1 fo ~ ? ~ во вс ех точках 

1:) -.!{ . Но тогда последнее неравенство сохранится и при достаточно м а-

лом 1. • Отсюда и из /10.7/ будет следовать, что ilr.fo+2 >?~ 70 при JScex 

1 с, с ') (~ ~ ) из "t) , если г и г 11 достаточно малы. Это значит, что точка j i 
вместе с векоторой своей окрестностью nринадлежит (J,J. • 

Совершая, в силу леммы Гейне-Бореля, конечное число таких шагов по 

кривой С , выводим, что и точка (3i) принадлежит облас ти ~i , Таким 
образом, nоказано включение (j, с ~t , а с ним и равенст во / 10.1 1. 

Как отмечалось выше, представление /2.6/ справедливо при всех {~i) 
из области G • По непрерывности оно еще сохраняется и при g = R-1i • При 
().,2!; представление /2.6/ уже не имеет места. Тарекий [2J показал, что 

в этом случае функция '! имеет особенности, лежащие внутри физи ческого 

листа. Таким образом, поверхность В-=9,1/ действительно является носите-

л ем особенностей /точек ветвления/ функuии ~ • 

Пользуясь случаем, благодарю Н.Н, Боголюбова за постоянный интерес 

к работе и обсуждение результатов. 

xl 

Рукопись поступила в изд ательский отд ел 

28 декабря 1959 г ода . 

В этом случае одно из чисел 1, 1 или % .L непременно отрицательно. 
кривых /(=О и IJ.'/,:: О может происходить либо на участке J 1 8 1 на участке А~.. вL lptc. 6/. 

Касание 

, ли бо 
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