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Аннотвuия 

Доказано, что волновые уравнения с ненуле~;,ой 

массоА: покоя инвариантны относительно 15-параметр1-1 · 

ческой группы nреобраэоваииА 1 яnпя 1ошеnся nредствn­

ло1шем конформной группы. 



Введение 

Уравненuя К.'1ейна-Гордонв и Диракв инваривнтны относитопьно 10-nара­

метрнческой rр;·1111ы преобраэованttй • яе.11яющеRся предств.вl(еннем t{еоднородноА 

группы Лоре11тuа L10 

В рдботах. К аннпнгх.ама I Бейтмена 2 
1 Дирака 3 

1 
Бв.бв 4 • П е~ули 5 • 

1,:, в.к Леннзнв 6 н друrих было установлено, что в случае нулевой массы покоя , ., 
вол11овые урuенешнt инввриатнъ1 относителы-10 боnее широкой, 15 -лврвметриче-

ской, rрупп ы 

rpyn 1tы СЧ 
nреобраэозаний, которая образует nредстае11е11ие конформной 

, включающей. L10 • Урвnхенио Д тtра.к.а для нейтр11но 1 кроме 
тоrо , инварив.нт.110 относ11те.тtьно 4 - пв.рамотрическоn Группы Паули. 

Приня-rо счктвть, что эти свойства ~нвариа11тности присущи То11ько воnно· 
еым уравнениям с нулевой массой покоя. 

Однако, t:1иже будет ноказано, •1-ro и урае.пе11J1я Кпейнв-rордонв 11 

Диракв с ненулевой массой покоя твкже инвврнвнтиы относите."'lьно 15-парв.­

метркческоА группы преобразова11иА G-1s , являющейся nредств.зпею1ом 

к.оифор мной rpynnы C.lt • .l]ля уравнения Дирака J1меется также внв.лоr 
rрj,•ппы Паули. Онервторы всех этих. преобрвэоваш1n содержвт в качестве 

параметра массу rn. 

ра·rоры. 

и n пределе m s:i. O переходят & J1звестныо опе-

В группе ~ ts для некоторых onepaтopon nредст-авпения групrrы 
Лорентuа L.0 пркх.одится прttнять оТ.'1ИЧtiь~ tl от обычноrо 1щд . 

Это nрНВ(')дит к тру.uности: при лорентuевых вращениях 11мпj,•лъс частицы 

не будет преобрв.эовываться как 4-вектор . 
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Вывод преобрsэованиn- п.ля М #,О , буnет сушественно опирвться на npe• 

обраэов&ния при m =0 

D этой связи в О 1 рассматриваются nре.аставления конформной rpyпnьr 

для нулевой массы покоя" 

В О З устанавливается способ вы:во.а а соотвотствуюwих nреобраэ --. ов1-1иn 

для ,n + о. 
В следующом пврuграфе даются инфинитезимальные oneparopЬI группы 

<;-,
1 

длR волновых урв.внениn с m.r/=-0 и в.нвлог группы Паули. 

2. КонФормнв.я группа я водноnые уравнения С цуnР.1\ОЙ 

массой покоя 

Как укаэывапось в ввод ении, докаэвтеnьству конформной инвариантности 

~~ оnновых уравнений с нулев:.й массой покоя быnо посвящено большое коли-
1 - 6 чсство работ • В этом параграфе бу.ает дана своцко основных резуль-

татов. относящихся к хонформной гpynne и к nиварнантности уравнений КпеАна· 

Гордона и Дирака с нуnевой массоА покоя, частично соаоржаwихся в ра.бо -

З-8 С тах • 15- параметри,1еская конформная rруппа 'с состон'l' кэ группы 

Лоренuа L,
0 

/сдеиrя и &ращения/, преобрв.эоеания сжатия и 4-х. собственно­

конформных преобразований /см.первую строку табл, 1 /, Собственно-конформ-

ные nреобраэоеаиия Предстввляют собой nроиэвеленве инверсии n единичном 

1 / 1. гиперwаре )(,. • )(!4 )( • затем с.а вига и снова инверсия. Три из них 
9-13 

/пространственные/ сеязаны с переходом в ра&ноускоренную систему отсчета. .. 

В З и 4 строках табnицы 1 приведены законы преобр11зоеания дnя решения 

ураанениА Клейна-Гордона и Дирака с нулевой массоа покоя 

1. О 'fo (1С) = О 111 

"r~)(rч'.l1r-)=0 . /2 / 

Ках BRLI.HO из табnи uы 1 .ааже решение уравнения КлеА11а-Гордона не 

является скаляром относительно преобразований сжатия и собствонноА-конформ"" 
ных" 



1-13 

иА 

5 

Функ,tии. преобразj,ющкеся по кв.ким-пибо 11редств.nнениям конформной 

х/ группы нри инфинитеэu).1й."1J"ЪJН,1х преобраэонаниях . и.эменяются по за1<онам 

tr '(x) = (i + ~a..rPr) (у (х~ 

'1'' ()() = ( 1 + ~ Qr" Mt'~ i.y (х) 

~'()() ::- (i + t:. 1) 1\-' (к) 

'1'1 (х) = ( i. + ,L r1rJ lt1(x), 

/3/ 

14 1 

151 

/6/ 

rде .Pt' , Mt'", 1 u l t' - К}lфиннт еэ1-Jмалыr1;,1е операторы лрэобраэоВаниn 
сдеиrа, врвшениS:1 1 сжв.тия и собственно-конформных , а 

и J... t' соответству1ощие бесконечно малые параметры прообрээований. 

И нфи11 итезкма,1ьпые операторы к:онформной rpynn1;,1 и ос представлею1й 

удовлетворяют следующнм соотношениям структуры 

[Pr,Pv1= О /7 / 

[Pr,Hv)..1 = - i. ~t'" Р).. - ь t').. Р") 1в1 

[нt"' ,М>-11 = .;,(ьt').М-1, +'ъv,t-\,1--ъrJM")..-'i>v>--'°"\.~ 191 

[1 r 'М,1,-1 =- -i.~t<vl).. - )f''I-.I.,') 11 о1 

[Ii-,I") = О 

(J>r ,11 ~ pr 

/ 11 / 

/ 12/ 

х/ В качестве pr И мt' ... взяты физические опер~торы и~.н,упьса 11 мо­
мента, иэ-за чсrо nоя»илась мнимая единица '\.. • 



Таблица I . I\ОI1ечн,1е ПГ;СООРаЗОВuЮ1Р. . . 

с;:виги :Jращения СЕатие Соостnенно ,:он~;ор;.rние 

(4 парш~етр. ) ( 6 ш1ра.1.~етр . ) ' I преооразов . ( 4 парutетр) " пара1,1стр, 
к) 

1 1-' - у. .. -J.r J(t. 

Преобразование 1 )( 1" ::. о.. "" х.., х1 ::.1 
координат 

)( 1'::. )f,_!'-CI." 
C.cs.""Q.."1'=Ъ,.,-) 

t' Q.. r- i-1.(.L.)()+.L.1.x1. 

Преооразовани е \ 
~'(f~= ~(о:~.,Уч) ~'(J(;)=- Кс,."~ t(x ~-t~ "r- +.lrxt. ~ 

с калярноii t')унк- ! (i~:½l'+c,.~ r - i + .t(;t,<) +J..1.x: 
ции 

. 
Преооразование 

хх,1) ·' 
решений ура.вне- ':(~ =io~r+O.,.J 

, §' ~ х +L,c
1 

ш1я кле:\на-Гор- 'f ),х 1')::. ~ о ( <1.-:~" vJ ~ ~ :o..':fi <tY-~ i~~•~•1'1,,."•.t.tx ~. i+~~•; 
дона с 1'1\." О ф 

Лреобразоваюtс хх) 1'<'.•~~• 1•i(.lx)4'6'iC'!i~ ~k х,.+ ~ реwе~шН уравне-
~:{.):~ ='1'.(!-r +<t~ lf: ~t'"): ~'l'.l Cl~")(~ 

'f~=:_;,.y.(o..~~ 
ния ;,.Ирака с 

• ~+ 1(,l,(~+~)(~1 +7.(#. 
m= l) 

х) J<. t. = ,i:r"'r '.Lt. ::.Ll'.J..,. ,<...J..") ::. .lt' "t- ' t' = i,1., '!.,¼ 
:.<х) ~ - оператор преооразо1Н1!ШН диракоuс1,оru сш1норг. пр:: uрацен:rях. 

ххх) Численное значение показателя степени у а.. при 'S.( ((.)(') и \\'.(~,<) ;;п~,туетсн 
треооваю1е11 , чтобы 'S. и Ч'о преuоразовываr.ись по пре;~:ставлени~ rpymш С" 
в цело;.1 н 1.:оt;ет . оыr ь на,1дено из соотно:.1енш1 стру,;туры ( _5). 

'< ~ J:I -:! '< .,, _, >, ~ 
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[Ir)lJ == -It' / 14 / 

[Pr,1~1=- .1. lиr,, + i 'ьr...,1). 1151 

В табл1tuе 2 лрнвс,11.сны инфинн'Т'езималъные операторы uдя реu..еннА урав-

иония l<:~еnив-Гuрдонq и Дирака с m = О в ><- и: 

/ 'fCr) =(.1,r)-s.. j e.,,..f(:-ir><) '-t'(x) J.~ / · 
r - ПреnСТ&81"1ениях 

в то врамя кв.к оnераторы Р r . Mr" коммутиру1O,- с опсрв.торвми 0опно· 
вых ура0нениn, соответст0уюwие коммутвторы для операторов I и 1 t4 рввньr 

/ 8 r - пре.:JСТ8.Вilенин/: для уравнения :Клейна-Гор.а.она 

/\ 61 

/17 / 

для уравнения Д ирака 

/18 / 

/19 / 

Таким образомt в пр1н. .. 1ен:ении к решениям noлJJonыx уравнений эти коммутаторы 

раnны .ну,,ю. и 11оэтому прсобрв.эованные функции также б)•дут решениями этих 

уравнений. 

и I , операторы 

/20/ 

то (:оотношени~ /7 / - /15/ можно эв11иса-rь е вил с соотношений структурь1 груn­

nы врв.щеюrй в 6-мер»ом пространстве. т.е. & в~1де /9/ с tA , V 1 )\ , ~ = 

1, 2, 3, 4, 5, 6. Конформная rpynoз и 11нва.риантность относите.ТJьно нее волновых 

уравнений с мв.ссой нупь путем n.ерех.ода в 6-мерное пространство изучв.пись 



Таблица ё. Ин,~•июrте:щмальные оп ·~ратори D х - и р - прс __ ,.; 'l'ЫJ,1ени,;;;.: 
~~ 

llнфинитезиыаль-
Сдnиго, ..Зрацений сжати1 Соостuенно кон:;юрм-

j1.ля 
ые операторы 

ных прсо:_, раэоnани,i 

преобразования pt' м"" I Ir - --·-

-

Скалярноа J... .l.. 1~) ~ J ') t.1 1. ') :,, ~)(\" '\. "t<)i, -)("-ъ;;,- xr ъr,. _х -•~r - ""')1."~ 
функции 

r"' 1~) )) 
т r'ъf,, -r"i; .. 

') 

'"fr)fr -¼ ·~ Qt. 1[: , J) ! _,, fr,r: Lt +f,,r/ 1fr 

1 'Ъ 1.~• ":) ) 

)\t.*I' -t"t'""1. -1xt< 
Решения -r ')J(t' -:r "r~,, -""•"r "r~ +i 
tравнения 1' 
,лейна-Гор-

о, 

дона с m=- v 
fr 1~ • ) J '"fr1. -~ -i{rr-~} -~+f "~rJ~fr \ ~ rt'ofv - r"-ъrr 1 fr 

~ "' 1 ') )_ о 1. 1- ъ t.) ') 
Решения 

1 
-- ~~"~-J(-11"~+ t \,~ Хr-ь~ + 1. jx ')xr-Ьt'""~-1,<r-'&r(ix) '\, '))(t' 

Jравнения 
., ,ирака 
с \'tl=: L) 

' ~ ") 1 ~\ t l о 'Ъ 1 -Ъ S' • ) 'Ъ l.+ ') Pr r,v,, -f,,~+-rб~ ir~14- Т fr~·~+f.J)fr 1r~-1~1 

х/ о""= -i. (" r"" -ъr,) 
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рядом авторов З, 4 , J 4 

3. вяэь меж волновыми Авнениями с "1 ~ )J "'1 =. 0 . 

Дока.зв.те.1ьство н1-1nаµивнтнос1'и ураанениА Клеliнэ-Гордона и Дирака с 
~ассой относительно 15-пв:раметрическоА r-руллы будет осушеств.1Jено путем 
установпения С8ЯЗJf между урвв.нениями с массой и без массы . Все рассмотре· 
ния будут Гlроводиться в имnулосном пространстве. 

Ес:щ в уравнеии11 Клейна-Гордона 

сдслвть замену 
/21 / 

' /22/ 

/23/ 

то урав1-1енне /21 / при~,ет nнд уравнения К леi1на-Гордона без массы 

/24/ 

Анл.r1ог11чно уравненле Дмрака 

/25/ 

с помоu1ью .:замены /22/ 11 преобрв.зованlfя функuuи 

где 
/26/ 

' ' /27 / 

нриводится к ВИ.':lу уравнения ДJJракп без массы 

/28/ 
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1"ак как 

,5--1. ( i.1y +m)~ -~ = i "61' 1291 

Можно укв.эать ue,,ыn кпасс такого род& r1реобразованиn ,>·равнеm1й Клей­

на-Гордона и Дирйка к массе t,\. = О • Вес они liеко.еарнантны. О..:1~0 113 них. 

с уиитв.рным 5, использовано n работе 15 

Уравнения /25/ и /28/ инвариантны относитепьно 15-парамотрической 

конформной группы. Законы преобрвэованиЯ" решений этих ураnнешtй пр11веп.ены 

в § 2. 15-пэрв.метрическа.я группа прсобрвзоnаниА (:,L~ t остаnляющttя инвL1р11ант ... 

ным уравнение с нснулеnоfl массой. может быть получена спедующ1н .. , образом: 

1/ nри nомощи /22/, /23/ для уравнения К,1ей"а-Гордон" \1 /22/ , 1261 

для уравнения Дирака совершаем псрсхол. к мвсс-е нуль. 

2/ nроиэводим какое-либо из преобразо0а1:н1.й 15-параметр,r че-скоИ rpynnм 

ДЛЯ m = 0. 

3/ совершив nepexonы, обратные / 22/, /23/ и /221, /26/, пахолпм опера­

торы 15-параметрическоА груu11ы для ненулевой мзссы. 

4. И 1-rфинитеэи:маnьные операторы }5-nвраметричсс;коА группы 

для ур9nненяй КлеА.нв.-[орgона и Дирака с m :1.Q. 

Консчnые преобразования 15-пврв.метрwческой группы G,5 nрп h1.,/: О 
чрезвычайно громоздки. Но так кв.к ою1 полность10 определяются сео11 ~и н11фи­

нитезимальными: операторами , то будут 11риведе11ы только nосnеднио, nычисиеи­

ные выu~е ука~н1нным способом. 

х/ Инф11нuтеэимапьные операторы :имеют следующий вид: 

а/ В сnучве уравнения К nеRна-Гор,аонв: 

о}(_ f / р1:._ r t. t. 
L 't. - f't. 't-.111 1'> 0 - ~fo -lt\ 1301 

xl 
Для простоты ниже расС}l.•1атривв.ется топь:ко с,1у•(ай попож11телыrых 

частот f'o ~ m . 



1 J 

/3 1 / 

/32/ 

/33/ 

8 случае урв.nнения Дирака 

/36/ 
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l ~ ::.l~ + ',t~(.~~-m~)lll'lf•f't-lf'l.)'l~f!--m~ +1.,'6,.~.t(f.-~,.~ -

- , ~ (" 1.. -+ щ 2. \ + ;."'"" (. 'о ') \ 
,_ \. !'')f1' f• 'Ъfо} У•{ \.f1.,f• + f•~..J 

D 11'. 'W\ Гt• r, t. t.\ 1 I. = 0 + 4 ~ ~ L.: '6"~fo-m)+mpo1+ 
f• ff-mt. 

/37 / 

+ '~".. lD - Wl + ~ .. p .. r.'6 2.. + ~ 2. \ 
р. ~v!--mf. ~ ~!--mt. ~~0 \'r r0 0 i0J 

Инфl(НJ!1'<ЭЗ lf М8ЛЬНЫе 011ераторы /30/- /33/ )! /341- /37 / Y.::IOJ\,1C'f80J'ЯIOT 

с:;отноше1шям струк.туръ1 / 7 -15/. СледоnвтеJ1ьно 1 опре.аеняемыl~ J~},.IН 

1:н111пя образуют 11редставnение конфор~ной Г'руппы (.~ • В прс-дс.1@ 
преобразо­

,м: О 

ою1 перехо.аят n СОО1'ветс1· вую1uие опервторы дпn ур1н}нениn без t,/.зсс1.,1, выписан­

ные в твб:)иuе 2. 

Вес nриnеденJJые \f нфинит-езимв,,ьные онера'Горы либо вообще коr✓.мутируют 

со свон)..1И волновыми уравиениями, либо комму1· uру10т n пр1•~н~нст1и к реше­

н11щ,,.1 ЭTJfX ураn.нен.u..А.., подобно cny'-1810 f't\ t O /см . формj•,rrы 1161- /19/1, нйпри­

мер, 

[ID, itp+m) = - -~+'6~ ~-J~1f~) 
1381 

Отметим, что все коммутаторы , равные нулю для 

'1\. :/: О , за искл ю•101-1ием 

W\ = О 1 panнh1 нулю н при 

см~~ ,i,y+m1= ? lf't.",,-~,,-ь~C5,~+m) 
У• p}-mt. /39/ 

И так, уравнения К леnна-Горлонв и Дирака с МАССОЙ ннвариflнт1-1ы относи­

тельно 15-парйметрическоА группы G,5 

Одн&ко LLЛЯ того , чтобы ПО-'JуЧить nредстав.'1ение конформной rry1111ы cl.t 
в uе.т~ом при111лось изм.ен~1ть nредставлоюrе неод11оро11110А гpyrrnы JJoptч1тua L ,о 



/uэменил1(сь операторы Р0 
для 4 -импульса •1встиuы 

и 
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н"t.~ /. Ввиду этого Э8KOfl nреобрдЭОВВIIИЯ: 
, /несовnадающего, вообще rоворя. с олсрв-

тором бсс1<оне•шо малоrо сдвиrв Pt' / будот о·т.111.rчен от закона nреобраэо­
х/ 

овииs. 4-nектора • Это трулность. АнА.лоrичные трудности MOl"'.)T иметь 

J..H:tcт~ и для пругнх физических: величин. 

В заключеш1с отметим, что сnособом • укаэвн»ым в § 2 • можно 

нв.Атн в.нв.л:ог ГР)'ППЫ ПауJ)И: для уравнения Дирака с ненулеоой мвссоА. Напри­

мер, одrюп~реметрическая группа такова: 

/ 40/ 

rде 

' /41 / 

Гs является порентц12nым псеnдосквляром в рвссмотре11ном выше nредств.в·­
лею1н группы С,,_ • 

Автор~• благодарны проф,. М.А. Маркову '"' интерес к работе " Л.Г.За­

ствеенко .:зв нопезные обсуждения. 

x.l 
К ах 4-еектор преобразуется 
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