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OBIUAJI XAPAKTEPI1CTI1KA PAB0Tbl 

AKTyaJibHOCTb TeMhl. B 1987 r. IT.BaR, q_TaHr II KBII3empem,,n: 

rrpe,n:JIO}I{IIJIII Teopmo CaMoopraHII30BaHHOH RpIITII'lHOCTII ,n:JIJI 061>JICHeHIUI 

IIOBe,n:eHIIJI 6oJII,IIIIIX ,n:IIHaMII'leCRIIX CIICTeM. CorJiaCHO 3TOH TeopIIII, MHO

rIIe ,Zl;IIHaMII'lCCRIIe CIICTCMhl CCTCCTBCHHhlM o6pa30M 3BOJIIOTI;IIOHIIPYIOT I( 

orrp~,n:eJieHHOMY RpIITII'leCROMY COCTOJIHIIIO, B ROTOpOM OHII TepJieT xapaR

TepHhle MaCIIITa6hl RaR· ,Zl;JIIIHhl, TaR II BpeMeHII, T.e. IIX RoppeJIJITI;IIOHHhlll 

pa,n:IIyc CTaHOBIITCJI paBHhlM 6ecROHC'1HOCTII, a RoppeJIJITI;IIOHHhle ipymru;IIII 

IIMCIOT CTCIICHHhlC aCIIMIITOTIIRII. cho RpIITII'lCCROe C:OCTOJIHIIe He 3aBII

CIIT OT Ha11am,Horo COCTO8:HIIJI CIICTCMhl, II, B OTJIII'lIIe OT o6hl'1HhlX RpII

TII'lCCRIIX JIBJICHIIH, He Tpe6yeTCJI HIIRaROH TO'lHOH rro,n:rOHRII rrapaMeTpoB, 

'1T06hl ,n:OCTII'lI, ero. B 3TOM COCTOJIHIIII MaJioe co6hlTIIe Bhl3hlBaeT n;errHyIO 

peaRTI;IIIO, ROTOpaJI MO}I{eT IIOBJIIIJITI, Ha JII06oe '1IICJIO 3JieMeHTOB CIICTeMhl. 

RaR CJie,n:yeT II3 TeopIIII RpIITII'lHOCTII MaJihle co6hlTIIJI o6ycJIOBJieHhl TOM 

}KC MeXaHII3MOM, '1TO II RpyrrHhle. BoJiee Toro, CJIO}I{Hhle ,n:IIHaMII'leCRIIe CII

CTeMhl HIIRor,n:a He ,Zl;OCTIIraIOT paBHOBCCIIJI, a 3BOJIIOTI;IIOHIIpyIOT .OT o.z:uwro 

MeTaCTa6IIJil>HOro COCTOJIHIIJI R ,n:pyroMy. 

B IIOCJie,z:urne ceML JieT 3RcrrepIIMCHThl Ii MO,n:eJILHhle pac11eThl IIORa-

3aJIII, '1TO MHorrre ,n:rrHaMrr11ecRIIe CHCTeMhl, CTOJI:W:IIe B n;eHTpe HCCJie,n:oBa

HHH B reoJiorIIII, 3ROHOMHRe, 6rroJiorrrII II MeTeopoJiorrrII, o6Hapy,rurnaIOT 

rrpH3HaRII caMoopraHII3OBaHHOH RpHTH'lHOCTH. RaR IIOJiaraIOT, 3TO JIB

JICHIIe TaR}I{e ,n:OJDKH!) Jie}I{aTI, B OCHOBe OIIIICaHHJI RpHTH'leCRIIX JIBJieHIIH, 

CBJI3aHHhlX C ,lUiOCIIIIaTHBHhlM TpaHCIIOpTOM B OTRphlThlX crrcreMax, TaRIIx, 

HarrpIIMep, RaR cpmnmep-IIIyM B rrpoBO,z:uIIIRe. 

Ha11IIHaJI c IIIIOHepcRIIX pa6oT IT.BaRa c coaBTopaMII, 6hlJIO rrpe,n:Jio

}I{eHo orpOMHOe ROJIII'leCTBO pa3JIII'1HhlX ROMIIbIOTepHhlX MO,n:eJieH ,n:JIJI OIIH

caHIIJI. caMoopraHII3OBaHHOH RpIITII'lHOCTII. 8TO rrpem,n:e Bcero Mo,n:eJIII rre

CRa (sandpile models),
1
Mo,n:eJIII 3eMJieTpJicemiil:, Mo,n:eJIII JieCHhlX rro}I{apoB, 

Mo,n:eJIII RpIITII11ecRor'H~~•~n~11HhlX CRBM,[l;ax II 

Oll6JUIOTeKa 
OHSIH 



rpaHyJTIIponaHHhlX cnepxrrpono.n:mmax, 3HaMemn~11 IIrpa ")l{II3Hh", rrpe.n:

JIO)KeHHaJI RoHneeM n 1970 r., II MHOrIIe .n:pyrIIe . . 
A6eJieBa MO.IJ:eJih cm.rnopraHII30BaHHOH KpIITII'IHOCTII, XOTJI II 1IBJI1IeTC1I 

rrpocTeHIIIell II3 B03MO)I{HhlX, HO, IIO-BII.IJ:IIMOMY, CXBaThlBaeT DCC OCHOBHhlC 

CTOpOHhl 3TOro JIBJieHIIJI. Tio3TOMY IIOIIhlTKa aHaJIIITII'IeCKOro pacCMOTpc

HllJI 3TOH MO,n:eJIII II cpaniieHIIe C 6oraThlM 'IIICJieHHhlM II 3KCIICpIIMCHTclJih

HhlM MaTepIIaJIOM rrpe,n:cTaBJIJieTCJI BeChMa aKTyaJihHOH. 

QeJib pa60TbI. U:eJihIO HaCTOJIIIJ;ell .IJ:IICCepTaD;IIII JIBJIJieTCJI pa3BIITIIC 
. , 

yfile cym;ecTBYIOIIJ;IIX II coa,n:aHIIe HOBhlX aHaJIIITII'IeCKIIX MCTO.IJ:OB IICCJie,n:o

BaHIIJI a6eJieBOH Mo,n:eJIII caMoopraHII30BaHHOH KpIITII'IHOCTII. 

HayqHaJI H0BH3Ha H rrpaKTHqecKaJI QeHH0CTb. 

Paapa6oTaHHhle B .n:uccepTaU:IIII MeTO.IJ:hl MoryT 6hlTh IICIIOJih30BaHhl .IJ:JIJI 

IICCJie,n:oBaHMJI IIIIIpo_Koro KJiacca MO,n:eJie:tl: caMoopraHII30BaHHOH KpIITII'IHO

CTII. TioJiy11eHHhle B .IJ:IICcepTaD;IIII peayJihTaThl II03BOJI1IIOT IIOHJITh OCHOBHhle 

CBOHCTBa pa3JTII1IHhlX nap'IIaHTOB a6eJieBOH Mo,n:eJIII caMoopraHII30BaHHOH 

KpIITII'IHOCTII II MoryT CJIY)KMTh OCHOBOH .IJ:JIJI ,n:aJihHeii:nrnx IICCJie,n:onaHIIii 

B 3TOM HarrpanJieHIIII. Tipe,n:JIO)KeHHhle B .IJ:IICcepTaD;IIII IIOHJITIIJI IIp1IMOH II 

o6paTHOM BOJIH OChlIIaHMJI 1IBJI1IIOTCJI OCHOBOM .IJ:JIJI 6oJiee r.ny6oKoro IIOHII

MaHIIJI .IJ:IIHaMII'IeCKoro IIOBe,n:eHMJI 3TIIX MO.IJ:eJieii:. 

Ha 3a:I~HTY BbI,Zl;BHraIOTCJI CJie.n;yIO~He pe3yJILTaTbI. 

- paapa6oTaH HOBhlM MeTO.IJ: Bhl'IIICJieHMJI rpaHII'IHhlX KoppeJIJI:U:IIOHHhlX 

<pyHKU:IIM, OCHOBaHHhlM Ha rrpe,n:CTaBJieHIIII KOH<pIIrypau;IIii: Mo,n:eJIII 11epe3 

IIOKphlBaIOm;IIe .n:epeBhJI Ha peIIIeTKe; 

- Ha OCHOBe rrpe,n:JIO)I{eHHOro MeTo,n:a Bhl'IIICJieHhl BCp01ITHO'CTII BhlCOT Ha 

rpaHIIU:e II rrapHhle KoppeJIJID;IIOHHhle <pyHRD;IIII KaK .IJ:JIJI 3a,n:a11II Heii:MaHa, 

TaK II .IJ:JIJI 3a,n:a1III ,[(IIpIIXJie; 

- Ha OCHOBe rrpe,n:IIOJIO)KeHIIJI O rrpIIMeHIIMOCTII KOH<pOpMHOM TeOpIIII 

IIOJIJI K HerrpephlBH011Y pp~.n:e.rry,_,3TOii MO.IJ:eJrn' IIOKa3aHO, 'ITO o6'bCMHhlC 

KoppeJIJITophl .IJ:OJI)I{H¥;,Jn0:.zt-qlililIT:6cn:'. '.toMY' ,me· cnirieHHoMy aaRoHy 11To II 
;~~ .. ,.- ., .,. ~ -~ .;,p .;,:" .; ) : # f 1 ' 

; 
I 
' 

fl f{~_§ t) 
t .,.., ........... ,.~ . ~,,,.,.,, ...... ,.,..,~, - .. ,,~--. 

rpaHII'IHhle; 

- II3y1IeHhl rrorrpaBKII KOHe'IHOro pa3Mepa .IJ:JIJI pacrrpe,n:eJieHIIH e,n:IIHII'I

HhlX BhlCOT II rroKa3aHO IIX IIOJIHOe corJiaCMe C rrpe,n:cKa3aHMJIMII KOH<pOp

MHOH TeopmI IIOJIJI, 'ITO orrpaB.IJ:hlBaeT BhlBO.IJ:hl, c,n:eJiaHHhle B rrpe.IJ:I,I.n:ym;eM 

rryHKTe; 

- Bhl'IIICJieHhl TO'IHO rpaHII'IHhle IIH,n:eKChl JiaBIIH KaK .IJ:JIJI .n:nyMepHOM 

a6eJieBOM MO,n:eJIII CaMOOpraHII30BaHHOH KpIITII'IHOCTII, TaK II .IJ:JIJI ee MHO

roMepHhlX aHaJioron, rrpII1IeM Bhl'IIICJieHIIJI 3TII OCHOBaHhl Ha TOM Ha6JIIO,n:e-
' 

HIIII, 'ITO .IJ:IIHaMIIKa MO.IJ:eJIII ecTeCTBeHHO rrpe,n:cTaBJIJieTCJI B BII.IJ:e IIOCJie,n:o-

BaTeJihHhlX IIIaron, Ha3BaH:(IhlX B .IJ:IICCepTaD;IIII BOJIHaMII OChlIIaHIIii:; 

- rroJiy11eHhl ou;eHKII aHaJIOrII'IHhlX o6'beMHhlX IIH,n:eKCOB, xopoIIIO co

rJiacyrom;IIeCJI C pe3yJihTaTaMII KOMIIhIOTepHoro Mo,n:eJIIIpOBaHIIJI MeTO.IJ:OM 

MoHTe-RapJio. 

Arrpo6aQHJI pa6oTbI. Pe3yJihTaThl ,n:IIccepTaU:IIII ,n:oKJili.IJ:I,IBaJIIICh Ha: 

International Conference on Dynamical Systems and Chaos, Tokyo, May 

1994; XI-th International Congress of Mathematical Physics, Paris, 

July 1994; International Congress of Mathematicians, Ziirich, august 

1994; International seminar "Strongly Correlated Systems", Dubna, 

September 1994; 34-th Schladming Winter School on Theoretical 

Physics, Austria, March 1995; CeMIIHape Ka<pe,n:phl "TeopIIJI nepoJIT

HOCTII" MrY, MocKna; CeMIIHape oT,n:eJia "CTaTIICTII11ecKaJI MexaHIIKa" 

Jla6opaTOpIIII TeopeTII11ecKoii: <pII3IIKII OI1RI1, ,[(y6Ha. 

I1y6JIHKaQHH. OcHOBHhle pe3yJihTaThl .IJ:IICCei>TaD;IIII orry6JTIIKOBaHhl B 

pa60TaX [1-6]. 

O6'beM H CTPYKTypa .n;nccepTaQHH. ,[(IIccepTaD;IIJI COCTOIIT II3 BBe

,n:eHIIJI, Tpex rJiaB, rrpIIJIO)KeHMJI II 3aKJII01JeHIIJI. 06m;II:i1: o6'beM .IJ:IICCepTa

U:IIII 81 CTpaHIIU:hl MaIIIIIHOIIIICHOro TeKCTa, BKJIIO'IaJI 12 pIICYHKOB II CIIIICOK 

JIIITepaTyphl II3 61 HaIIMeHOBaHIIJI .. 

3. 



CO.[(EP)KAHllE PABOTbI 

Bo BBe.n;eHllll o6ocHOBIJBaeTCJI aI<Tyam,HOCTI, TeMhl, .uaeTCJI RpaTirnii 

o63op pa3BIITHJI OCHOBHhlX npo6JieM, 3aTpOHYThlX B .UIICCepTaUIIII, a TaR}Re 

OIIIICaHhl CTPYRTypa .n;rrccepTaUIIII II ee OCHOBHhle pe3yJII,TaThl. 

B nepaoii rJiaBe "Bepo,im1wcmu B'btcom u 1wppeAR'll,U01-1,1-1,1,ie <fiy1-1,

'IC'll,UU" .uaeTCJI onpe.n;eJieHIIe a6eJieBOll MO.UeJIII caMoopraHII30BaHHOll RplI

TII'IHOCTll II CTaBIITCJI OCHOBHaJI IIp06JieMa Bhl'IIICJieHIIJI ee RoppeJIJID;IIOH

HhlX <pyHRUIIH. EcTeCTBeHHaJI <popMyJIIIpOBRa MO.UeJIII caMoopraHII3aUIIII 

.uaeTCJI B TepMIIHaX ueJIO'IIICJieHHOll <pyHRUIIII BhlCOT Zi IIpIIHIIMaromeii 3Ha

'!eHIIJI Ha RBa.n;paTHOll peIIIeTRe £. <PII3II'IeCRII Z; MO}ReT 6hlTI, IICTOJIRonaHa 

RaR BhlCOTa CTOJI6IIR~ necRa n TO'!Re i, a npaBIIJIO II3MeHeHIIJI 3TOll nepe

MeHHOll RaR npaBIIJIO ochlnaHIIJI necRa. CJiy'IaiiHoe .uo6aBJieHIIe necRa n 

CIICTeMy Bhl3hlBaeT ee 3BOJIIOUIIIO BO BpeMeHII. IIec'!IIHRII .n;o6aBJIJIIOTCJI 

B CJIY'IaHHO Bhl6paHHhle Y3Jlhl peIIIeTRII II .uo6aBJieHIIe neC'IIIHRII yneJIII

'IIIBaeT BhlCOTY B 3TOM Y3Jie Ha e.n;IIHIIUJ. EcJIII 3Ta- BhlCOTa npeBhlIIIaCT 

HeRoTopoe RpIITII'IeCROe 3Ha'!eHIIe !:iii, TO 3Ta TO'!Ra OChlnaeTcJI; B pe3yJII,

TaTe ee BhlCOTa yMeHbIIIaeTCJI Ha f::iii, a BhlCOThl Ra}R.Zl:oro II3 ee 6JIII}RaHIIIIIX 

coce.ueii j yneJIII'IIIBaIOTCJI Ha -!::iii· 3.ueci, f::i 3TO MaTpIIua .UIICRpeTHoro 

JianJiacIIaHa peIIIeTRII £, co cJie.n:yromIIMII 3JieMeHTaMII 

~;; -{ ~I 

Z=J 

Ii - jl = 1 

otherwise 

(1) 

r.ue CIIMBOJI Ii - jl o6o3Ha'!aeT paccTOJIHIIe Me>R.n:y TO'IRaMII i. II j. 

Ll:.im TOro, 'IT06hl c<popMyJIIIpOBaTI, npaBIIJia OChlITaHIIJI Ha rpaHIIUC 8£ 

peIIIeTRII, Mhl CTaBIIM .tiBe CTaH.n;apTHhle rpaHIIqHhlC 3a.n;aqII .UJIJI JianJiacII

aHa Ha ROHe'IHOll peIIIeTRe £. 

l. 3aaa'IJ,a ,4upux.11,e. OTRphlThle rpaHII'IHhle ycJIOBIIR, Ror.ua !:iii = 4 

.UJIJI i E 8£, II, CJie.n;oBaTeJII,HO, nec'!IIHRII MoryT ITORII.UaTI, CIICTeMy 

4 

qepe3 rpaHIIUY. 

2. 3ada'IJ,a Heii.Ma1-1,a. 3aRphlThle rpam1qHhle ycJionIIJI, Ror.ua t:::i;; = 3 

.UJIJI i E 8£, II necqlIHRII He ::-rnryT IT0RII,UaTb CIICTCMY qepe3 8£. 

EcJIII nee rpaHIIUhl 3aRphlThl, TO HIIRaR0C ycToiiq1Inoe COCTOJIHIIC CIICTe1Ihl, 

R0HCqHo }Re, HCn03110}RH0. CJie.n;onaTeJII,HO Mhl npe.unoJiarae11, qTO XOTJI 6hl 

O,UHa rpaHIIUa peIII_CTRII JinJIJICTCJI OTKphlTOll. 

CocTOJIHIIJI, n K0TOphlX HII o.n;Ha nhlC0Ta HC npenhlIIIclCT RplITIIqecKyIO, 

Hcl3hlnaIOTCJI ycToii:qlinhlMII C0CT0JIHIIJIMII. I1x q1ICJI0, RclK HCTPY.UHO nlI

.n;eTb, panHo 4N_", r.ue N -: pa3Mcp peIIIcTRII. B rrpouecce cnocii: cToxa

CTIIqecRoii 3nOJIIOUIIII 3Ta MO,UeJII, rrpoXO.UIIT no MH0}RCCTny ycTOM'IIInhlX 

ROH<pIIrypan;IIii, HO n ROHUe ROHUOn 3aMhlRaeTCJI n HCROTOpOM ero no.u

MHO}RCCTne ( aTTpaRTOpC ), ROTopoc yme _He MO}RCT IIORIIHYTb. 8TOT npo

UCCC Hcl3hlnacTCJI caMoopraHII3clUIICii, a MH0}RCCTnO COCTOJIHHii: aTTpaRTOpa 

- pcRyppeHTHhlMII COCTOJIHIIJIMH' HJIII COCTOJIHIIJIMH caMoopraHII30naHHOii: 

RplITIIqH0CTII (COK). KaR 6hlJIO rroRa3aHo Ll:.Ll:xapo.M nee 3TII cocT0JIHIIJI 

n npouecce .uaJII,HCiiIIIeii 3nOJIIOUIIII MO.UCJIII no3HHRclIOT C panHoii ncpOJIT

H0CTbIO, a IIX 'IIICJI0 .uaeTCJI CJie.uyromcii rrpocToii qi6pMyJioii: 

Nu= dct f::i (2) 

KaR H3necTHo, q1IcJio rr0Rphlnarom1Ix .ucpeni,en Ha :➔Toii pcIIIcTRe, corJia

cHo MUTpliqHoii TCOpCMC K1Ipxroq>a, .uacTCJI ToqH() TclRIIM }RC nhllHllliCHIIe11. 

BcRope C.H.Ma}Ry1map II Ll:.Ll:xap .n;oRa3aJIHn3alIMH0 o.n;Ho3Haqnoc cooT

ncTcTnlic MC}R.n:_y .ucpcnhJIMII Ha rpmpe II COK cocTOJIHIIJIMII :➔roii 110.ucJIH. 

TcopcMa K1Ipxroll>a rrpc.ucTanJIJICT co6oii :➔ llHl>eRTHnHOl' q>c.ucTno .UJIJI nc

cJic.n;onaHIIJI cTaT1IqccRIIX xapaRTCJ>IICTIIR a6cJicnoii M0.UCJIII, 6om•e Toro :➔ra 

TcopcMa 06m1py}R1IDcleT TclR}RC 6JIII3ROC CP. po.n;cTn0 (' .upyrlIMH T0qHo perna

CMhlMII MO.UCJIJIMII CTclTIICTIIqccRoii MCXclHIIRII THRII11ll RclR M0,U('Jll, TioTTCa, 

MO,UPJI_I, ,UIIMCJH>D H T.,U. 
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ITpoeTpaHeTneHHaJI eTpyI<Typa eoeTOJIHllfi ea1wopraHlI30BaHHOfi RplI

TllqHoeTlI POJIHOeTI>IO xapaRTepH3yeTeJI RoppeJIJIUlIOHHhlMlI cpyHRUlIJIMlI: 

nepoJITHOeTI>IO Pa, a E {1,2,3,4} o6HapymHTI> BhleOTY z; =an .n;aHHofi 

TQqI{e peIIIeTRlI i, .n:nyxTOqeqHofi RoppeJIJIUlIOHHOfi <pyHRUlle:ii Pab(r) ,ll;JIJI 

JII06hlx ToqeR i,j E £ e BhleOTaMlI a H b eOOTBeTeTBeHHO, paerroJiomeHHhlMlI 

Ha paeeTOJIHlllI r' lI T . .n;. 

.ll:JIJI e,n;HHllqHofi BhleOThl ofrI,eMHhle nepoJITHOeTlI lI rrapHhle ROppeJIJIUlI

OHHhle cpyHRUHH 6hlJIH nhlqlleJieHhl C.H.MamyM.n;apoM II .LJ: . .LJ:xapoM . .ll:JIJI 

Toro, qTo6hl BI,IqlleJIHTI, nee oeTaJII,Hhle nepoJITHOeTlI BhleOT, B.B.I1pHe3men 

He,n;aBHO pa3pa6oTaJI ,ll;OBOJII,HO eJiomHyIO TeXHlIRY' oeHonaHHYIO Ha rrepe

qlleJieHlllI 0-rpacpon. OH o6HapymHJI, qTQ HeeMoTpJI Ha JIORaJII,Hhlll xapaR

T~P rrepeMeHHhlX (nhleOT) B MO,ll;eJIH eaMoopraHH3aUHlI, lIX rrpe,n;eTaBJieHHe 

rroepe.n;eTBOM .n;epen1,en eyrn:eeTBCHHO HeJIORaJII,HO, 3a lleRJIIOqeHlleM rrpo

eTefiIIIero eJiyqaJI e,n;HHllqHofi BhleOThl. I{ eomaJieHHIO, MeTo,n; rrepeqlleJie

HlIJI 0 - rpacpon qpe3nhlqafiHO Tpy.n:Ho ( a MomeT 6hlTI, lI HeB03MOmHo) He

rroepe,n;eTneHHO o6o6rn:HTI, ,ll;JIJI BhlqlleJieHlIJI aeHMIITOTlIRlI rrapHoro Roppe

JIJITOpa. 

:VbneeTHO, o,n;HaRo, qTo ROH<popMHaJI TeOplIJI IIOJIJI o6eerreqHnaeT Te~ 

eHyIO eBJI3I, Mem.n;y rpaHllqHI,IMlI lI ofrI,eMHhlMlI enofieTBaMH .n;nyMepHhlX 

MO,ll;eJiefi. ITo3TOMY, peIIIlIB rpaHllqHyIO 3a,n;aqy, Mhl MomeM Ha,n;eJITI>eJI IIO

JiyqlITI, eooTneTeTnyrorn:yro lIH<pOpMaUHIO lI 06 ofrI,eMHhlX RoppeJIJI:U:lIJIX B 

MO,ll;eJIH. l1MeHHO 3TOMY rro.n;xo.n;y R lIJyqeHlIIO RoppeJIJI:U:lIOHHhlX <pyHR:U:llfi 

noenJirn:eHa rrepnaJI rJiana ,n;HeeepTa:U:HlI. 

OeHonHaJI H,n;eJI MeTo,n;a nhlqHeJieHHJI rpaHHqHhlX RoppeJIJITopon eno

.n;HTeJI R eJie,n;yrorn:eMy. CHaqaJia, eJie.n;yJI H,n;ee B.B.I1pHe3mena, Mhl Haxo

.n;HM rrpe.n;eTaBJieHHe BhleOT Ha rpaHHUe qepe3 HeJIORaJII>Hhle .n;peneeHhle ,ll;lI

arpaMMhl. 3aTeM, rrpll IIOMOIIl:ll TeopeMhl RIIpxrocpa Mhl BhlqlleJIJieM HeRo

TOphle JIORaJII>Hhle .n;HarpaMMhl. 0Ra3hlBaeTeJI, qTO OHlI MoryT 6hlTI, pa3JIO

iReHhl B eyMMhl RaR pa3 TeX HeJIORaJII>HhlX ,n;HarpaMM, ROTOphle BeTpeqaroTeJI 
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B orrpe,n;eJieHlllI nepoJITHOeTefi BhleOT. IToJiyqarorn:aJieJI n pe3yJII,TaTe ell~ 

eTe1rn JllIHCHHhlX ypaBHeHllfi ORa3hlnaeTeJI IIOJIHOfi lI II03nOJIJieT BI,IqlleJllITI, 

nee HeJIORaJII>Hhle .n;HarpaMMhl ll, TeM eaMhlM, HafiTlI nee RoppeJIJI:U:lIOHHhlC 

<pyHRUlllI. ITplI 3TOM ORa3aJioe1,, qTo nee rpaHllqHI,Ie rrapHhle RoppeJIJITOphl 

HMCIOT o.n;Hy H TY me 3RerroHeHTY :i:11 = 2. CJie,n;onaTeJII,Ho, OHM ,n;oJl)I{Hhl 

orrHehlnaTI>eJI n eRefiJIHHronoM rrpe.n;eJie O.n;HHM lI TeM me <pJIYRTYIIPYIOIIl:lIM 

IIOJICM, T.e. nee nhleOThl ,ll;OJl)I{Hhl 6hlTI, enJI3aHhl e O,n;HlIM lI TeM me ROH<pop

MHhlM IIOJICM B eooTneTeTByrorn:e:fi ROH<popMHO:fi TeOplllI IIOJIJI. Terrep1, JieHo, 

qTo ,ll;JIJI Toro, qTo6hl OIIHeaTI, rrone.n;eHlIC neex 061,eMHhlX ROppeJIJITOpon, 

.n;oeTaToqHo ,n;eTaJII>HO lI3Y~lITI, TOJII>RO O,ll;lIH II3 HlIX. RaR yme yrroMHHa

JIOel> C.H.MamyM.n;ap lI .LJ: . .LJ:xap BhlIIOJIHlIJilI 3TY pa6oTy ,n;JIJI RoppeJIJITopa 

e,n;HHllqHI,IX nhleOT, II ero aelIMIITOTlIRa TaRme ORa3aJiae1, r-4. 

0TeIO,n;a Mhl MomeM 3aRJIIOqlITI>, qio !IC TOJII>RO rpaHllqHhle, HO lI nee 

061,eMHhle ROppeJIJITOphl lIMeIOT TaRyro me aelIMIITOTHRy. l1HTepeeHO 3aMe

TlITI>, qTo n 0-ROMIIOHCHTHOfi MO,ll;CJllI IToTTea, nee ROH<pllrypa:u;Hll ROTOpofi 

TaRme HaXO,n;JITeJI BO B3alIMHO O,ll;H03HaqHOM eOOTBCTeTBlllI e IIORphlnaro

rn:HMlI .n;epenI>JIMlI, RoppeJIJITOp 3HeprlIJI-3HeprlIJI TaRme lIMeeT 3ReIIOHCHTY 

X = 2 Ha oeHone 3Toro MomHo rrpe,n;IIOJIO)I{IITI,, qTo orrepaTop 3Heprllll B 

0-ROMIIOHCHTHOfi MO,ll;eJllI IToTTea eOOTneTeTByeT nhleOTe n a6eJieno:fi MO,ll;CJllI 

eaMoopraHH3aUHH. 

Bo BTopoii rJiane "K01-1,e'IJ,11,o-pa3.Mep1l'btU a11,a.1,u3" Mhl <paRTHqeeRH 

rrponepJieM e,n;eJiaHHoe n rrpe,ll;hl.n;yrn:efi rJiane rrpe,n;rroJiomeHHe o rrpHMeHH

MOeTH ROH<pOpMHOfi TeOplllI IIOJIJI R 3TOfi 3a,n;aqe_ .ll:JIJI 3TOro Mhl nhlqlleJIJieM 

ROHeqHo-pa3MepHhle rrorrpanRH' R nepOJITHOeTlI o6HapymeHlIJI e,ll;lIHllqHofi 

BhleOThl lI R eOOTBeTeTByrorn:HM RoppeJIJI:U:lIOHHhlM <pyHRUlIJIM Ha IIOJioee 

IIIllplIHOfi £ ,ll;JIJI Tpex TlIIIOB rpaHllqHI,IX yeJIOnH:fi: OTRphlThlX, 3aRphlThlX 

lI 'rrepHo,n;HqeeRHX. 3HaqeHHe rpaHHqHoro rroRa3aTeJIJI xii, eorJiaeHo rrpe.n;

eRa3aHHJIM ROH<pOpMHO:fi TCOplllI IIOJIJI, ,ll;OJl)I{HO 6hlTI, eBJI3aHO e aMIIJllITy,n;ofi 

A o6paTHofi RoppeJIJI:U:lIOHHo:fi ,n;JIHHhl ~-l = A/ L, ROTopaJI eooTBeTeTByeT 
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3KCIIoHeHn;HaJII>HOMY y6J.rnaHHIO acHMIIT0THKH napHoro Koppemnopa D.llOJih 

6ecKoHeqHo .UJIHHHOH nonochl nrnpHHhl L. A HMeHH0, aMIIJIHTy.Ua H noKa-
• 

3aTeJII> ,U0JDRHhl 6bITb CBH3aHhl C00TH0IIIeHHeM 

{ 

1rx11 , 0TKphlThle rpaH. ycJI0BHH 
A-

21rx , nepH0.llHqecm1e rpaH. ycnoBHJI 

(3) 

B 3Toii: rnaDe HaMH nonyqeHhl cne.uyromHe pe3yJihTaThl: B cnyqae 6ec

KoHeqHo ,U.rrHHHOH II0JI0Chl IIIHpHHhl L, -y6hlBaHHe napHoro }{OppeJIJITOpa 

Pn ( T) B,U0JII, n;eHTpaJibHOH JIHHHH II0JI0Chl npoHCX0,UHT TIO 3aK0Hy 

. 4 

Pn(r; L) =. -Pf(L/2) ~
4 
e-2

1rr/L + ... (4) 

KaK B cnyqae 0TKphlThlX, TaK H B cnyqae 3aKphlThlX rpaHHqHhlX ycJIODHll. 

3.uecb KcrneqHo-pa3MepHaH nonpaBKa K Bep0HTH0CTH e,UHHHqHoii: DhlCOThl D 

cep.e,UHHe II0JI0Chl Pi(L/2) panHa: 

7f2 

Pi(L/2) = Pi(oo)(l ± 4p + · · ·) (5) 

BepxHHll 3HaK COOTBCTCTByeT 0TKphlThlM, a Hll)KIIHH 3aKpbIThlM rpaHnqHbIM 

YCJI0BHHM 

.ll:JIH nepH0,UHqecKHX rpaHHqHbIX ycJIOBHii Haii:,neHHhlll HaMH napHhlll 

K0ppeJIHT0p HMeeT cne.uyromIIii: BII,U: 

Pu(r; L) = -Pf(L/2) 
8
{

4
\~

4
1rr/L +... , (6) 

r.ue 
47r5 

Pi(L/2) = Pi(oo)(l - 15(1r _ 2)L4 + · · ·) (7) 

8TII pe3yJibTaThl npeKpacHO cornacyIOTCH C npe,ncKa3aHHHMll KOH<popMHOH 

TeopIIII II0JIH. .IJ:eii:CTDIITCJibHO, KaK 6hlJIO noJiyqeH0 n npe,nhl.uym;eii: rJiaDe 

rpaHIIqHbIH KpIITIIqeCKHII IIH,UeKC paDeH x11 = 2, a H3 ( 4) Mhl IIMeeM 

A = 21r, D cornacIIII c C00TH0IIIeHIIeM ( 3) . .UJIJI nepII0,UIIqecKHX rpaHIIqHbIX 
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ycJIOBIIll ypaDHeHHe (6) .uaeT .4 = 47f' a 061,eMHhlll IIH,UCKC ,UJIJI KoppeJIJI

Topa e,nHHIIqHhlX BhlCOT, DhlqIIcJieHHhlfi C.H.MamyM,napoM II .U . .UxapoM 

paDeH x = 2, qTo 0IIJITb me cornacyeTCH c C00TH0IIICHIIeM (3). 

B TpeTeii rJiaBe ",l(uua.M.U'l{,CC%Ue 1,,pumU'l{,CC%UC uuae%C'bt" Mhl H3y

qaeM .UHHaMIIKY namrn D a6eneDoii ~rn.uenH ca1rnopraHH3aD;IIII. CDoii:crno 

a6eJICDOCTII M0,UCJIH .uonycKaeT npoH3BOJibHhlll nopJI.UOK 0ChlITaHIIJI HeycToii:

qIIDhlX T0qcK D np0D;C'CCe cxo.ua JiaBHHhl. :tVlhl Dhl6HpaeM cnen;HaJibHhlii:, HO 

mrn6onec ecTCCTDCHHhlfi cnoco6 cpe.uH Dcex :no3MOiKHhlX. A II1IeHHo, .uo-

6aDJIHJI qacTIID;Y D ,UaHHYIO T0qKy C 11:aKCHMHJibHOll DhlC0Toii:, Mhl 0ChlIIaeM 

ec T0JibK0 O,UHH pa3 II He ;UaeM eii 0ChlllaTbCJI DTopoii pa3 mma Bee .upyrHe 

ToqKH He CTaHyT ycToiiqHDhlMH. OKc-l3hlBaeTCJI, qTO DCC OCTaJibHhlC ToqKH 

peIIIeTKII npH '.:HOM HC 1HlrYT 0ChlITHTbCJI 6onee qc11 0,UHH pa3. Ochlna

DllllICCJI ToqKH Mhl Ha3BclJIH ncpnoii DOJIHOii OChlilclHHii. Ilocne 3Toro 1'1hl 

0CbIIIaCM DbI6paHHYIO HclMII T0qKy nrnpoii pa3, CH0Ba npc.uoxpaHJIJI C'P OT 

IIOCJIC,UyIOill;lIX OChlIIHHIIll. TaKHM o6pa30M Mhl CTp0HM DTopyro, TpeTbIO 

H.T;,U. D0JIHhl OChlIIaHHii. Kor.ua HCXO,UHaJI ToqKa CTaHCT ycToiiqHDoii, npo

D;CCC OCTclH0DHTCJI. TaKHM o6pa30M Mhl nonyqacM npe,UCTclBJICHHe .llIIHa

MHKH JiaBHHhl D DH.UC Il0CJIC,U0DaTCJibH0CTII D0JIH 0,UHOKpaTHhlX OChlllclHIIii. 

IlpH 3T0M HCTJ>Y.UH0 3aMCTIITh, qTo npon;ccc ochlnaHHJI Kam.uoii DOJIHhl 

D T0qH0CTH C0Dml,UaCT C npon;c.uypoii II0CTp0CHlIJI Il0Kphlnaromcro .ucpcna 

no ,naHHOii KOH<pIIrypan;HH, qT() CCTCCTBCHH0 npIIB0,UHT K rpa<lrnqccKoMy 

npe,ncTaBJICHHIO D0JIH 0ChlITHHHii KaK .llDYK0pHCDhlX .llCI>CDbCD Ha pCIIIPTKC. 

8TH .uepeDbJI C0CT0JIT H3 .llDYX HC CDJI3aHHhlX MClli.llY co6oii KJiaCT<'J)0D, npH

qeM nepDhlii: DKJII(JqacT D ce6JI ToqKH, 0ChlllclBIIIHCCJI D pe3yJII,TaTP cxo.ua 

D0JIHhl, a BTopoii: DCC 0CTaJihHhlC ToqKH pcIIICTKH. 

C .upyroii CT0pOHhl, .llDYK0pHCDhlC .ucpCDbJI ,Ual()T ('CTCCTDCHH0C IlJ)P.ll

CTaDJICHHe pcIIIernqmJii rpIIHODCKoii q>yHKD;HH G ij · Mhl .uoml3aJIH, qTO G ij 

CTporo nponopn;H0HaJII,H0 qllcJiy .unyKopHCDhlX .ll<'J)CDI,CB TclKHX, qTo T0qKH 

i II j IlJ>HHcl)lJIC)KaT 0)lH0MY KJiaCTPpy. TaKHM o6pa30M. KapTIIH
0

a D0JIH ()('bl-
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namrii ,n:aeT TeopeTnKo-rpaqmt1ecKoe 061,JicHeHne npocToro HO rJiy6cmoro 

pe3JJIIJaTa ,[(.,[lxapa tITO G;j panHo oarn.n:aeMm.1y tIHCJIY oc1maHnii n TOtIKe . . 

j npn ycJIODllll 'ITO JiaDHHa 61rna llHHUllllpOBaHa .n:o6anJieHlleM tiaCTllUhl D 

TOtIKC l. 

IIapaJIJieJibHOe "paCCMOTpeHHe DOJIH OChlIIaHHii, .n:nyKopHeDhlX .n:epeDbCD 

ll rpHHODCKOH q>JHKUllll no3DOJIJieT npOJICHllTb MHOrne oco6eHHOCTll npo

uecca OChlnaHHJI. B tiaCTHOCTll, MO)I{HO nocTpOHTb npocTyIO npoue.n:ypy 

DOCCTaHODJieHllJI npe.n:11.n:yme:rr DOJIHhl ll3 nocJie,n:yIOIIIllX ll, noo6me, llCXO

.D:HOH ycTOHtillDOii l{OHq>Hrypaunn no l{OHetIHOH. 

I1cnOJib3JJI ll3DeCTHhle acnMnTOTllKll q>JHKUllll fpnHa JierKo HaHTll ne

poJITHOCTHOe pacnpe,n:eJieHne paJMepon DOJIH; KOTopoe ne,n:eT ce6JI KaK 1/ s 

npn 6oJibIIIllX s. 8TOT CTeneHilOH Jal{OH, noo6me ronopJI, He MO)I{eT 6hlTb 

Henocpe,n:CTDeHHO CDJIJaH c acnMnTOTlll{Oll pacnpe,n:eJieHHJI JiaDHH. O,n:HaKo 

npn paCCMOTpeHllll JiaDHH, llHllUHllponaHHhlX Ha rpaHnue peIIIeTKll, CHTya

UllJI MeHJieTC/I pa.n:nKaJibHO. B 3TOM cJiytiae JiannHa, Kai{ HeTpy,n:HO nOHJITb, 

COCTOHT TOJibKO ll3 o,n:HOH DOJIHhl. Ilo3TOMY _,pacnpe,n:eJieHllJI' DOJIH ll JiaDHH 

n 3TOM cJiyt1ae conna,n:aIOT. M11 paccMaTpnnaeM Han6oJiee o6mnii cJiytian, 

Kor.n:a ,n:na JIJtia rpaHHUhl o6pa3JIOT yroJI a. 113 Teopnn q>YHKUHH KOM

nJieKcHoro nepeMCHHOro llJDeCTHO, 'ITO rpHHODCl{aJI q>JHKUHJI onepaTOpa 

JlanJiaca n o6JiaCTH, orpaHHtieHHOH yrJIOM a HMeeT Dll.ll: 

1 ~ 
G(x, y) = -Im(z-;;) 

27r 
(8) 

r.n:e z = x + iy, (x, y) npJIMoyroJihHhlC Koop,n:nHaThl Ha peIIIeTKe. TaK~iI 

xapaKTCp acnMnTOTlll{ll rpHHODCl{OH q>JHKUllll npnno,n:nT K CJie.n:yIOIIIeMy 

pacnpc,n:eJICHllIO rpaHlltIHhlX JiaDHH 

V(s) ~ s-I-i, (9) 

'ITO .n:acT HHJJ:Cl{C Ts = 1 + 2:. 

8TH pc3JJibTaThl 6hlJill nponepeHhl Ha:Mll C nOMOIIIbIO tillCJieHHhlX 31{C

nepnMeHTOD MCTO.ll:OM MoHTe-KapJio. Mhl paccMoTpeJin peIIIeTirn paJMepa 
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DnJIOTb .n:o 100 c yrJiaMH a = 1r /2, 1r, 37r /2, 21r npn CTaTHCTlll{e DnJIOTb .n:o 

106 JiaDHH. 

TABJIHUA 1.- fpaHHtIHhlC mrnaJaTCJIH .D:JIJI yrJion KpaTHhlX 1r /2. 
a 1r/2 7r. 31r/2 21r 

T.s 

exact 

1.9 

2 

1.51 

3/2 

1.32 

4/3 

1.21 

5/4 

Ta6Jinua 1 noml3hlDaCT, 'ITO .D:HHHhlC, n0JIJtICHHhlC HaMH tillCJieHHO, Ha

XO,n:JITCJI Il xopOIIICM corJiaCllll C HclllillMll TCOpCTlltICCKllMll npe,n:cKa3aHH

JIMll. 

Oco6hl:rr llHTCpcc npc.n:cTaDJIJICT yroJI 21r. I3' 3TOM CJIJtiac JiaDHHa Ha

tillHclCTCJI C nepIIIHHhl pa3pc3a Ha nJIOCl{0CTll. l'vioarno npc.n:noJI0)I{llTb, 'ITO 

IlJillJIHlle pa3pc3a HC .D:OJI)I{H0 npnno,n:HTh I{ CllJihH011Y IICl{cl)I{('HHIO r<'0.:11('

TJ)lllI JlclDIIHhl no cpaDHCHllIO C cc pacnpocTpaHCHllC1I n 061,c11e peIIIeTl{II. 

Ilo3TOMY MO)I{HO 0)I{ll.ll:c1Th, 'ITO KpllTlltICCl{llC llHJJ:Cl{Chl n o6cux :➔TllX CJiy

tiaJIX JJ:0JI)I{Ha 6hlTh 6JIH31{ll .. ,[(cHCTilllTCJihHO, pa3HHUa M<'lli.ll:Y till('Jl('HHhl11 

pc3yJihTaT0M C. MaHHhl· Ts = 1.22 n noJiytICHHhlM mum no1-aJaTPJI<'.:II 

Ts= 5/4 .D:JIJI yrml o: = 21r HC npCDhlIIIaCT 3%. 

B IlpllJIO}KeHllll T0tIHO IlhltIIICJICHhl HCl{(JT0phl<' IWPP<'JIJITOphl Il 110-

,n:cJIH DCTDJIIIIHXCJI n0JillMCp0D. l{ompopMHaJI TC0l)llJI noJIJI C 3cll)Jl.ll:011 (' = 
-2 npe.n:<_:Kcl3hlDaeT KpllTlltICCl{IIC IIHJJ:Cl{Chl ,n:JIJI·3TOH MOJJ:C'JIII, 0.D:H0DJ)C1H'HH0 

.n:onycmlJI HaJintinc Jiorapml>MHtICCKHX nonpamrn K cTcneHHOMY JaKoHy 

y611naHHJI K0ppcJIJIUHOHHhlX <l>YHKUHH. I3 TO )I{C npc1rn, pC3JJlhTHThl. no

JIYtICHHhlC Ha 0CHODC pCH0pMrpynnODhlX coo6pameHHH II TCXHlll{ll KYJI0H0-

DCl{0r<) raJa, ,n:aIOT tillCTO CTCnCHHOH xapaKTep acnMnT0TllK. I3 :➔TOH tia<'TII 

pa6oThl HaM y,n:aJioch, ncnoJih3YJI TC0J>eMy l{npxro<l>a, T0tIHo DhltIIICJIIITh 

H<'KOT0J)hl(' KoppeJIJIT0J)hl n '.➔TOH 110.ll:C'JIU ll o6'bJICHllTh nplltillHhl Il03HU:KH0-
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Bemrn JiorapncpMnqccmi:x rrorrpanoK. 

B 3aRmo11eHHH Kpanw ccpopMyJinponam,1 rroJiyqcHHhlC n ,n:ncccprn

UHH pc3yJII>TaThl, KOTOphlC ll IlhlHOCJITCJI Ha 3aIUHTY. 
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