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1. ВВЕДЕНИЕ 

Понятие обобщенной обратной матрицы /о . о .м./ над полем ком
плексных чисел С введено Mypoмll / . О.о.м. л+ к произвольной 
mхn-матрице А удовлетворяет свойствам 

1) АА +А = А, 2) А+ АА + = А+, З)(АА+)* = Ад+, 4)(А+А)* = А+ А, /1/ 

где ( ) * - оператор эрмитовоА сопряженности. Пенроуз 1 2/ пока
зал, что условия /f/ являются характеристическими, т.е. через 

эти условия может быть дано определение о.о.м. 

Эти о.о.м. называют о.о.м Мура-Пенроуза. 

Понятие о-.о.м. можно распространить на матрицы над некоторы

ми более общими алгебраическими системами /над полями характе

ристики ~ 2 с инволюцией и над регулярными кольцами с сильной 

инволюцией/ / 3/ . 
Рассматривались матрицы, которые удовлетворяют лишь некото

рым из условий /1/: /1/ - обратная,или матрица, удовлетворяю

щая первому из условий /1/; /2,4/ - обратная, или матрица, удов
летворяющая второму и четвертому из условий /1/, и т.д. Такие 

матрицы определяются неоднозначно. 

Рассматривались также матрицы, однозначно определяемые сис

темой услоний, получаемой заменоА некоторых условий /1/ другими 
условиями / 4-8 / . 

О.о.м. Мура-Пенроуза нашли большое применекие в линейной ал

гебре в задачах, связанных с реl!lением систем линейных уравне

ний над полем с. Однако при решении задач, связанных с решением 

систем лин.ейных неравенств над полем R, их примене·ние было весь

ма ограниченным. В та-кого рода задачах, например в задачах ли

нейного программирования,находят применение о.о.м. другого ти
па / 4-8/ . 

В данной статье нас будут интересовать задачи, связанные с 

решением систем линейных неравенств над частично упорядоченными 

кольцами. Зде~ь о.о.м. Мура-Пенроуза не находят применения. Од

нако подобные задачи nоявляются сейчас в разных обЛастях, на

пример, в квантово~ механике /9/ , Рассматриваются и задачи мате
матического программирования с матричными переменными. 

Пример. В квантовой статистике равновесная матрица плотности 

системы Ро определяется как решение следующеА задачи: 

O."ffte;.ili ~_' ·~ :..-. ~;_: -~; .+-;:-rryr ~
llefiiiiШ I.JI"' ~ i':JORiHd 

6WБJiv• ..:.: ~ ТёКА 
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Найти 

max 1-Tr(p lnp) 1 /2/ 

при ограничениях 

р ~ 1 р 1 (Tr р = 1) л (р 2' О) л (Тr (р (Х f - а f)) = О 1 , f = 1, .. . , m . 131 

Здесь af - измеряемая физическая величина /энергия, импульс, 
число частиц, спин электрона и т.д./, Xf- соответствующий опе

ратор. Постоянная Больцмана для простоты приравнена к единице • 
В этой задаче значения оптимизируемой функции и функцийогра

ничений принадлежат полю комплексных чисел, а аргумент р - не

которому кольцу бесконечных матриц над этим полем. 

Переформулируем задачу так, чтобы и значения и аргументы 

функций принадлежали некоторому кольцу матриц над полем комп

лексных чисел. Пусть Е - единичная матрица. 

Имеем Tr р • Е = I. f . . р Е . . , где f . . - элементарная матрица с 
j ,j 1) Jl 1) 

элементом 1 на пересечении i -о~ строки и j-го столбца. 

Тогда задачу можно записать так: 

Найти max 1-I. с . р lnp с . 1 при ограничениях 
.. 1) Jl 
'•! 

р ~ 1 р 1 ( I. f . . р f . . = Е) л (р ~ О) л 
i,j 1) Jl 

Л ( I, f . . р(Хо -aoE) f .. =O), f= 1, .•. ,ml. 
. • 1) L L )1 
' •! 
Это задача с линейными ограничениями. Поэтому перейдем к 

вопросам обратимости матриц с более общей точки зрения и рассмот

рим некоторые приложения. 

Для этого понадобятся некоторые новые понятия. 

2. ДЕСИГНАНТЫ 

Рассмотрим множество ~К) прямоугольных матриц над К, где 
К - ассоциативное кольцо с единицей, и пусть mm~K) обозначает 
подмножество mхn-матриц. Введем на m(IO частичную функцию, на
зываемую десигнантом / 10/ . 

Определение 1. Десигнантом 1х1-матрицы 
вем злемент 1'1 1 = а 11 С- К. Десигнпнтом 

( 

all ... a 1 ) 
... . .... . n ~ mnn(К) назовем элемент 
an1"'ann 

1'1n = -1'1n-2(n, n- 1)1'1~~11'1n-2(n- 1, n) + 1'1n_2(n, n) 

2 . 

(all) ~ - m11(К) 
n xn -1-1атрицы 

назо-

прИ предположении существования и обратимости в · к десигнантов 
1'1 k (k = 1, ... , n - 1), причем 1'1 k (s, t) обозначает десигнант под
матрицы, стоящей на пересечении строк с номерами 1 , ••• , k , s 
и столбцов с номерами 1, ••• , k, t и 1'1 0 (s,t) = a

8
t. 

Определение 2. Назовем матрицу А~ mmn(K) матрицей с r -цепоч
кой десигнантов, если десигнанты 1'1k (k = 1, ... ,r) существуют 
И обраТИМЫ В К, а ВСе ДеСИГНаНТЫ nорядка I+1 раВНЫ НУЛЮ. 

Пусть матрица А становится матрицей с r -цепочкой десигнантов 
после некоторой перестановки /перенумерации/ Р ее строк и столб
цов. Полученную матрицу обозначим АР. В дальнейшем для удобства, 
если перестановка Р известна, то обозначение Ар будем заменять 
на А 

/ 10 / ~~nmn ~ 
Теорема 1 . Всякая матрица А~ Jll (К) с rA -цепочкои десиг-

нантов для любых целых р А, q А s r А разлагается в произведение 

нижней унитреугольной mхрл-матрицы, диагональной Рл хqА-матрицы 

и верхней унитреугольной qАхh-матрицы: 

А = V(v ji) · D(d il) · U(uij ), /4/ 

где d;; = 1'1i , 
чае i .s r А и 
случае i > rA. 

vii = 1'1н (j, i) · Aj1 , uii = 1'1j 1 · 1'1;_ 1 (i! j) в слу-
d ii = .о, v ji , u ij - произвольные элементы из К в 

На основе понятия детерминанта матрицы над кольцом к 111 / так
же можно, хотя и более громоздко, сформулировать приведенный ре

зультат. 

3. УНИВЕРСАЛЬНЫЕ ОБРАТНЫЕ t\АТРИЦЫ 

Пус'ть К - ассоц·иативное кольцо с единицей, регулярное и с 

сильной инволюцией( т.е. 1/ для каждого элемента а~ К сущест
вует элемент а- с:; К такой, что аа-а = а и 2/ опреде~ен инволютив- . 
ный антиавтоморфизм ( ) *, обладающий свойством: из· I. а . а,.*= О 

i= 1 1 

следует V i (а; = О)). 
Для матрицы А~ m"'n (К) введем систему сопрово~ений для строк 

и столбцов, . определяемую векторами Л = (Л 1 , ... , Лm) ~К mи 11 
= (J1. 1 , ... , lln) т ~ К n , ( ) Т - оператор транспонирования 1 если К -
поле действительных чисел и Л , 11 > О, то векторы сопровождений 
называются векторами предпочтений или весов/7 -8/j.Обозначим А* 
матрицу, полученную из матрицы А трансгюнированием и инволюцией 
ее элементов. 

Определение 3. Универсальной обратной матрицей /у.о.м./ А~ 
к матрице А~ mmn(К) с системой сопровождения Л и ll будем назы
вать матрицу 
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A7
11
=U* (V* CU* )-1 V* L, 

~r е е е е Ре =Q·c=rc, /51 

где С= LAMU* (V* MU* Г 1 V* 
м м м м. Рм = Чм = rм· 

( 

л. о ) 
L = •• 

о ·• лm . М=(> .. :.) 
Выделим два частных случая: 

А - . · U* (V* AU* )- 1V* А+ 
.(l, ••• ,l)т,(l, .. • ,l) Т = А А А А = 

л- л<-•> 
(1, .•• ,1,0, •.• 0) Т, (l, ••• ,l,O, ••• ,O)T = • !6! 
'--v--""' ~ 

r r 

Формулы /6/ могут служить конструктивt1uми определениями ма
триц л+ и л<-0. 

Матрица л<-0 может быть определена также следующим образом: 
в разложении /4/ возьмем рА = m , qA = n. Тогда/ll/ 

<-о u-• D+v-• А = А А А 171 

где D+ - диагональная nxm -матрица с элементами . 

d-~ { с' i $. r, ••• 
11 = 

О, i > r. 
!8! 

Матрица А (-1) к матрице А с r -цепочкой десигнантов над произволь
ным /не обязательно регулярным и с инволюцией/ кольцом К с еди
ницей определяется однозначно и удовлетворяет как первому и 
второму условиям /11, так и условиям: АА <-•> - нижняя, а л<- 1Л -
верхняя унитреугольные матрицы. Эти свойства предопределяют вы

бор этих матриц в задачах, связанных с решением систем лине.йных 
неравенств /12/. 

4. ЛИНЕйНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ВЕКТОРОВ 

Рассмотрим систему векторов 

al, а2, ••••.•• • а о 191 

над кольцом К . 

4 

Определение 4. Система векторов /9/ называется слева линейно 
зависимои, если хотя бы один Из векторов этой системы является 

левосторонней комбинацией остальных векторов. 

Система векторов /9/ называется слева линейно независимой, 
если соотношение k 1 а 1 + •• ... + k

0 
а 

0 
= О, k; <; К выполняется 

только в случае k1 = .... = k
0 

=0. 

Определение 5. Будем говорить, что система векторов /9/ удов
летворяет условию Хаара, если существует натуральное число r та

кое, что всякая ее подсистема изr векторов слева линейно неза

висима, а всякая ее подсистема из r + 1 векторов слева линейно 

зависима . 
Исследование систем линейных неравенств или уравнений значи

тельно облегчается, если левые части удовлетворяют условию Хаара. 

5. ЛИНЕйНЫЕ НЕРАВЕНСТВА НАД ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕНН~~ КОЛЬЦОМ 

Применим введенные понятия к решению систем линейных нера

венств. Пусть дана система неравенств в матричной форме 

Ах $. Ь, /10/ 

где А - mxn -матрица с r -цепочкой десигнантов над К ассоциативным 
частично-упорядоченным кольцом к с единицей, ь~ кn. 

Очевидно, если система уравнений 

Ах= Ь /11/ 

совместна и xfl - ее некоторое частное решение, а z - общее реше

ние системы неравенств 

Az S О, /12/ 

то общее решение системы /10/ представимо в форме 

X = Xo+Z. /13/ 

Частным ~ешением совместной системы /11/ будет, например, 
л< -I>ь. Т.о.,если система /11/ имеет реwение, то вопрос о решении 
системы /10/ сводится к решению системы /12/. 

Если К - произвольное поле, то решение системы /12/ выража
ется через векторы фундаментальной системы решений / 1 3/ . Этот ре
зультат можно распространить и на случай, когда К - произволь-

. но е тело /14/ . В общем же случае, когда К - кольцо, этот вопрос 
решается сложнее. 

5 



Опре~еление 6 / 13 • 1 ~. Решение системы /12/ называется фунда
ментал~ным /ф.р./, если существует слева линейнонезависимая 
подсистема r неравенств системы /12/ такая, что данное решение 

обращает в нуль левые части ровно r- 1 неравенств этой подсис
темы . Два ф.р. называются существенно различными, если не су
ществует r- 1 слева линейнонезависимых неравенств таких, что 
оба ф.р. обращают в нуль их левые части. Максимальная система 
попарно существенно различных ф.р. называется фундаментальной 
системой решений /ф.с.р./. 

Рассмотрим вопрос о снижении размерности системы и о связи 
решений исходной и новой систем неравенств. 

Теорема 2 / l
4

/ . Две системы линейных неравенств: система /10/ 
и система 

Ау ~ь. у~ О, /14/ 

где 

_ (-l)~Er ) А=-0 Е АА ( m-r, r ' m-r) 0 
m-r, r 

, Ь = (А, Em-r)b /15/ 

одновременно совместны или несовместны. 

Общее решение системы /10/ мо~ет быть записано в форме 

х = A(-I}b- A(-l)( Er ) у+ (Е 
Om-r, r 

(-1) ( Or, n-r ) -А А) w, 
En-r 

/16/ 

где у -общее решение системы /14/, а w- произвольный вектор из 
кn-r. /Здесь Ев означает единичную sхs-матрицу, Oij -нулевую 
ix j -матрицу/. 

Определение 7. Системунеравенств /14/ будем называть произ
водной системой к системе неравенств /10/. 

Предположим для производной системы существование ф.с.р., че
рез которую линейно выражаются другие решения. 

· теорема 3. Пусть матрица А производной системы неравенств к 
системе неравенств /10/ есть матрица с r1 -цепочкой десигнантов; 
произвольная систе~а имеет ф.с.р., вектора которой являются 

столбцами матрицы Q и Er -А< О А~ О. Тогда ф.с.р. системы не ·· 
равенств /10/ может быть определена множеством столбцов матрицы 

-А(-1 )( Er ) (Q, (Е 
om-r, r ( 

о ........ l ) ~(-l)A)) 
-А Er- r

1 
/17/ 
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а общее решение системы /12/ имеет вид 

X=-A(-I)(Er \(Q,(Er -А(-1~)) (or,,r-rl)a t 

~.:-·· (·)о,,,_,) Е.-. 1 
/18/ 

+ (En -А А) w, 

\ En-r . 

где а - произвольный вектор с неотрицательными компоненами со

ответствующей размерности, а w- произвольный вектор из кn-r. 

Доказательство. Общее решение системы /12/ имеет вид /16/. 
Далее, 

у = Q 8 + (Е - А А) v , ~ ~( -l) ~ (Or1, r-r ') /19/ 
r Е 

r-r 1 

где v - произвольный вектор с неотрицательными компонентами раз

мерности, равной числу столбцов матрицы Q, v с; к•-•1. Выделим 

некоторое ф. р. q G Q. 
Предположим без потери общности, что минор порядка r 1 , стоя

щий в верхнем углу матрицы А и отличный от нуля, выделяет и те 
строки, r1 - 1, из которых определяют левые части неравенств, 

которые данное ф.р. q обращает в нуль. 

Из сопоставления формул /19/ и /16/ замечаем, что ф.с.р. мо
жет быть выбрана так, что в матрице Q последние r -r1 строк бу- · 
дут нулевыми. Тогда вектор v будет произвольным вектором из 
(кr-r 1 )+ и 

( 
Er ) ( Er ) ( ( Or 1,r-r 1 ) ) - A<-I> у= -А (-l> О Q 8 +(Е r -- л<-I)А) Е v = 

om-r, r m-r, r \ r-rl 

о -А(-1)( Е, ) (Q. (Er - f..<-I)A) 
\ om-r, r 

( 

0
r1,r-r1))a, 

Er-rt 

где a= (liт,vт?. 

(-l) (Er ) ~ Р ас. ...:нснрим ,.,,а трицу -АА Q. 
om-r, r 

В этой матрице каждый столбец среди последних m - r элементов 

содержит хотя бы r 1 - 1 нулей и хотя бы один отрицательный эле

мент, что следует из определения ф.р. Далее среди первых r эле

ментов в каждом столбце содержится r- r 
1 

нулей, т. к. подматри-

7 



(-1) 
ца матрицы АА , расrюложенная на пере{;ечении строк с номера-

ми r 1 + 1, ••• , r и столбцов с номерами 1, ••• ,r 1 , является, 
как было отмечено выше, нулевой. 

Рассмотрим подматрицу матрицы -АА <-О {Е, ) Q, состоящую из 
Оm-т, r f 

строк с номерам11 r 1 + 1, ••. ,r и r 1 ранее выделенных строк среди 

последних т- r строк. Т .к. все выделенные r строк слева линей-

но независимы, то -AA{-I) { ~· )q есть ф.р. системы /12/. Дейст-
. \ m-~r 

вительно, среди r выделенных слева линейно независимых 

':'астей системы /12/ r-1 (::>(н;: (r-)1 = (r-r 1) +(r1 -1)) 

ращается в нуль решение А 
0 

q · 
m-r, r 

левых 

об-

Рассмотрим матрицу 

Р = -AA{-l){E, ) (Е r- f.<-1JA) ( 
Om-r, r 

0,1 ,r-r 1) 
E,_,l 

/20/ 

В ней последние т- r строк нулевые. 

Действительно, 

(

1 ) 
·. о Е -к-ол Р=- ·.1 (Е,-Л<-l~\) ( •

1
··-·

1
) =- ( ·- ~··· -~ -·(::!~) 

·.••.• Ет-r 1 К- АЛ >л 
Л 

1 ~(-1)~ ) 

= ( .~:~ .~ •.• -~. ( :·~,r-r 1 ) • 

om-r, r r '1 

( 
0,1,r-r1 ) 

Е,_,1 

Далее, в подматрице, составленной из первых r строк матрицы р 

/20/ /слева линейно независимых/, каждый столбец имеет, по край
ней мере, r - r1 - 1 нулей и, по крайней мере, один элемент, 

отлr.чный от нуля. Это следует из того, что в подматрице Е, -
- А ;-0 А r на пересечении строк и столбцов с номерами r 1 + 1, ... ,r 
стоит единичная матрица. 

Так как (т-r) + (r-rl -1) = т-r 1 -1 ~(r+r 1 )- r 1 -1 
= r- 1 и так как последние r- r 1 строк среди первых r строк 

и r 1 строк среди последних т- r строк матрицы Р все вместе сле

ва линейно независимы, то столбцы матрицы Р лвляются ф.р. Таким 

образом, в каждом столбце матрицы AS, где S -матрица /17/, не 

менее r- 1 нулей и не менее одного отрицательного элемента. Те

орема доказана . Qормула /18/ показывает, что среди столбцов 
матр.ицы /17/ находятся все векторы ф.с.р. 

8 

""22 Пример. Рассмотрим задачу над JJI (R). 
Найти 

\( ( -2-1) (-2 1) 3-1) 1 тах f х) = -2 1 х1 + . -1 1 х2 + (_2 -1 х 3 

при ограничениях 

12 10 11 0-3 
(0 1)Х1 +(2-1)Х2 +(11)Х3 S(2-3), 

с12)х +(22)х +(2-1)х < (11), 
1 о 1 -3 3 2 1 2 3 - -4 1 

(-2-6) ,-5 4 > {-3 -6 > с-3 16 > 
О -6' х1 + ~13 6 х2 + -3 2 х 3 .f -13 10 ' 

-16 о 1 о -1 о т 
х::::«-10 -2), (-2-1), (О -1)) · 

Решение соответствующей /22/ системы уравнений будет 

~-Оь + (Е3 - л-1 (
г1 · 31> 

0-21 

A)w = ( 1 8) 
0-2 

\ <о о> 
о о 

+ 

( 14 31 ) 
-9 20 

( 3 8) 
-2-3 

<1 о) 
о 1 

где А - матрица системы /22/. 

о о 
Приняв w = ( 0 _1 ), получаем частное решение 

о -1 о 1 о о о т 
х = « О-1>. <о 1 >. < О-1 >> · 

w, 

/21/ 

/22/ 

Общее решен~1е системы неравенств /22/ будет х = х 0 + z, где 
z - общее решение системы однородных неравенств, соответствую

щей системе /22/. 
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Используя понятие десигнанта, по формулам /4/ и /7/ находим 

( 6 -18) ( 3 - 8) 1 EI Он Он\ - 3 11 -3 5 

A(-l)= 1 ( 1 -4) ( 1 -2) 0 11 1 лл'-"·(Е') = 1 
011 Е 1 

-1 2 о 1 012 

011 011 0111 \ (3 -2 > < 1 о> 
-1-2 -1 2 

Поэтому матрица производной системы неравенств /14/ будет 

~ 3 2 - 1 о 
А ~ (( 1 2 ) ' ( 1 -2 ) ) . 

При перенумерации столбцов по правилу i-+ 3- i получаем 

( 

011 ) ~ (-1) 

А - ( -~;2 -1~2) 
~~(-\) " 

Т.к. АА = Е 1 то ( с точностью до положительных множителеи 
• 1 1) -

и слагаемых вида (Е 2 -А- A)v) ф.с.р. производной системы бу-
дет с ~с толть из стол~цон матрицы -А 1 - 1 1 или матрицы 

( 

Он ) 
( ~ ~ ) . ,Далее, 

( 

El 
~(-\) ~ 

Е2 -А А = 3 2 
(2 2) 

011) 

011 
~ 022• 

Поэтому на основании теоремы 3, ф.с.р. исходной системы /12/ 
это множество столбцов матрицы 

( l )(E2 ) ~ ~( 1 )~ ( 011 
Q = -А- (Q, (Е - А - А) 

О12 2 Е1 ( 

( 2 8) 
-1-5 

) = ( о 2) 
- 1- 1 

0\l 

10 

128) ( - 1 -17) 

( о 6 ) 
- 1-4 

011 

Вычислим матрицу Т = (En - A(-l)A) ( Or,n-r) 
En-2 

/см. /18/1 

для рассматриваемой задачи: 

Т = (Е3 _ A (-l )A) ( 
0 21

) = ~ 14 31 ), ( 3 8 ), (1 О~ Т. 
Е 

1 
\

1 
-9 20 -2-3 О 1 'j 

Значит, общее решение системы /22/ будет 

г1 о > 2 8 1 28 ( 14 31 ) 
0-1 (_1 - 5) ( -1 - 17) -9 20 

х = 1 ( 1 о) + (о 2) ( о 6) а+ ( 3 8) 1 w. 
о 1 -1-1 - 1 -4 - 2-3 

<о о) 
0-1 

< о о) 
о о 

< о о) 
о о 

< 1 о) 
о 1 

Подставив это выражение в целевую функцию /21/, получаем 

r(x) = < о 3) _ fc 3 11 )О + с 1 39 ) 8 ) _ 
1 1 \' 5 21 1 3 79 2 

/23/ 

_((1 s ) 8 +( 116) 8 ) - (24 60)w, 
\ 1 3 1 1 10 2 44 92 

где 81 , 8 2 ~ :»! 22 (R+), w ~ :»~ 22 (R). 
Задача /21/ с водится, таким образом, к более простой задаче, 

к задаче линейного программирования над R, в которой 12 неизвест
ных /элемент матриц 8 1 , 8 2 и w 1, на 8 из · которых наложено усло
вие неотрица тельности. Рассматриваемая задача решается просто. 

Из последнего условия, наложенного на в ектор х /см./22//, нахо
дим для третьей компоненты 

( О О) + ( 1 О l w > ( 1 О ), г де w = • 
(

wll w\2) (w\1 

0- 1 О 1 - О -1 w21 w22 W21 

w 

Та ким образом, w11 .? 1, w12 , w 21 , w22 .? О . 
Из /23/ находим , что для максимизации f (x) 

(1 О) . Также находим , что 
о о 

8 = 8 = ( о о ). 
1 2 о о 

w\2) 

W22 

> с 1 о) 
- о о 

необходимо взя т ь 
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Итак, 

maxf(x) = ( О 3) _ ( 24 60) ( 1 О) = ( -24 3) 
1 1 44 92 о о -43 1 

достигается при х = х * , где 

т 

* {, -13 о 4 о 1 о .\ 
х. = \( -9 -1 ), ( -2 1 ). ( о -1 >; 

6.ВЫЧИСЛЕНИЕ О.О.М. ДЛЯ МАТРИЦ, БЛИЗКИХ К ИСХОДНОй 

В ряде случаев требуется вычислять о.о.м. для матриц вида 

А+ Л, мало отличающихся от исходно1·1 матрицы. А, для которой 

о.о.м. А(-1) уже найдена. Это можно иногда сделать без повтор
ного псевдообращения. 

Пусть дана mхn-матрица А= (а ij) с r -цепочкой десигнантов над 
кольцом :)ПРР(С} рхр-матриц над полем комплексных чисел или телом 
кватернионов С и r = minlm, n !. 

Пусть далее, 

( 

ij ij) а 11 ......... а 1_Р 

а .. = . . . . ........ ... . . - ее произвольный элемент, а 
J.) 

aii ........... а ij -
pl рр 

(
а -ii ......• a-ij ) 11 lp 

(-1) 
.. . ·...... ... . . . . - произвольный элемент матрицы А 

-·~- -·· ар 1 .•.• • •• аРР 

aii 

Обозначим la;i 1 = :.if 'v
1 li~~fЗ 11. г де ; 1 а ~ifЗ ; ! - норм<.! кватерниона 

/или квадрат модуля кш1плексного числа/ а~~ 

Теорема 4. Для лпбоi1 mхn-матр11ЦЫ i\ = (o .. ) 
1) 

в и ем 

1 
maxll8; i 11 < --~~~pr~.;;;;Ji~ -:-i Тi 
i,j m i,j • 

12 

над :)ПРР<С) с уело-

матричный ряд 

ф(/'!)= А(-1)_ А<-Оц(-1)+ А(-l>м_<-О,м<-0_ ...... 

(-1} 

/24/ 

-сходится и -его сумма равна (А + !'!) • 

ДоказатеЛьство. Обозначим 

maxl la:-: l l=maxvl\a-~ 11 =а, 
i,j ' 1 a,{З,i,j а 

maxl l8 .. 11 = 8. 
. . IJ .. , 

Матрицу, все элементы которой равны а. будем обозначать (а). 

Рассмотрим ряд 

((а)) + ((а)) ((8)) ((а))+ ((а)) ((8)) ((а)) ((8)) ((а))+ .•.•• /25/ 

где (а) , (8) - рхр -матрицы, ((а)) - mxn -матрица, ((8)) - nxm -
матрица. 

Если ряд /25/ сходится, то и ряд /24/ сходится. Ряд /25/ пред
ставим в ви:-.е 

2 2 - • 
((а)+ mn(a) (8) (а)+ m n (а) (8) (а) (8) (а)+ •••• ) = 

=а ((1 + mn р2 а8 + п?- n2 p4 a2 8 2 + •.••• )). 

Этот ряд сходится, если mnp2 a8 .< 1 или 8 < 1/mnp2 a. 
Таким образом, ряд /24/ при выполнении условий теоремы 4 схо

дится. 

Далее, если m .(: n. то (А + !'!) ф(/1) = 1:, а если m ~ n, то 

ф(/1) (А + /':!.) = Е • 
1 Окончательно получаем (А+ /':!.)(- ) = ф(!'!). 

Пример.Рассмотрим матрицу 

( 

( 1 ~ 
о 1 

A+l1= (0-f) 

о f 

со f > с1 о>) о~ о -1 

cto> с1 2> 
о 1 о о 

• где 
(

(1 О) (О О) (1 О)) 
о 1 о о о -1 

А= cg g> с~ ~> <~ g> . 
Е< 1. 
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На основании /24/ 

<л+ м<-I >= 

( 1 о) ( оо ) 
о 1 о о 

( 00 ) ( 10) 
о о о 1 

(о о) (о о) 
о о о о 

( O~ ( O c )J 
о о о-( 

(О -с ) ( О О) + 
о ( о о 

<оо) <oo)J 
00 00 

( 1 н 2 (2 
о 1 ) 

о -() 
( о ( 

1 = -----
1 + ( 2 

,{) ( ) 
~о -f 

( о о) 
00 
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