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В последнее время в ядерной физике возросли требования к га­

рантированной точности рекомендованных величин, полученных в ре­

зультате обработки экспериментальных данных /см., например, / I, 2ij. 
Точность оценок таких величин зависит от полноты информации 

о распределении погрешности измерений . Если метод оценивания 

· основан на неточной априорной информации, то истинная точность 

оценки может быть значительно ниже теоретической. В связи с этим 

в работах последних лет много внимания уделяется методам, осно­
ванным на более достоверной, хотя и менее полной предваритель­

ной информации. 

Распространенной ситуацией является присутствие в эксперимен­

тальных данных некоторой доли выбросов, полученных при различ­

ных нарушениях процесса измерения. Для довольно широкого класса 

измерений такого типа можно предположить , что измерения 

xl• х2, .... , xn /1/ 

независимы, одинаково распределены, и плотность распределения 

каждого х i определяется формулой 

х-а х-с р(х, а, с) ~ (1 - с)р0 (-) + ср0 (-). 
и0 и1 

/2/ 

где р 0 ~) - плотность стандартного нормального распределения 
с параметрами /0, 1/; с -доля "выбросов" в /1/, вообще говоря, 
смещенных /при с,;, а 1 относительно основной част·и распределения. 

Предполагается, что ~ >> и0 • Предположим далее, что параметры с 
и0 , и 1 известны и требуется оценить значение а. 

В настоящей работе для случая с ~ а сравниваются асимптотиче­

ские дисперсии и 2 ~ fim n М (а*0 -а) 2 нескольких оценок параметра 
n -o oo 

а, получаемых различными методами; эти дисперсии могут служить 

мерой эффективности соответствующих оценок. Кроме того, оцени­
вается влияние смещенности выбросов ~~а) на асимптотические 

дисперсии в том случае, когда данные обрабатываются без учета 

такой смещенности. Так как теоретические результаты имеются не 

для всех рассматриваемых оценок , то выводы частично основывают­

ся на статистическом моделирова нии; такой подход в настоящее 

время широко распространен /см., наnример, обзор модельных экспе­
риментов в задачах регрессии / З / /. Проведенные исследования по­
зволяют дать некоторые предварительные рекомендации по выбору 

методов оценивания. 
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1 . МЕТОДЫ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРА ПОЛОЖЕНИЯ 
"ЗАГРЯЗНЕННОй" ВЫБОРКИ 

Располагая априорной информацией о наличии "загрязнения" 
в выборке, мы можем либо пренебречь этой информацией, либо брать 

устойчивые к нал~чию выбросов оценки, либо в той или иной мере 

учитывать эту информацию. Приведем ряд оценок параметра а, ко­

торые можно найти по выборке /1/ с плотностью распределения 
элементов выборки /2/ при с =а. 

1.1. Выборочное среднее 
Свойства оценки 

* 1 ~ а = -- х . w n i=l 1 
/3/ 

хорошо известны /см., например (41 , гл.27/. Известно также, что 
эта оценка чувствительна к наличию выбросов. В рассматриваемом 

случае величина а~ асимптотически нормальна с параметрами 

(a,a~/n), где 

(,2 
w 

2 
(1-с)ао 2 

+ са! 

1.2. Выборочная медиана 

/4/ 

Расположив выборку /1/ в вариационный ряд 

найдем медиану 
~(1) s ;::; x(n) • 

а * = х 
М <ln/2] + 1)' 

где [ ]- целая часть числа. Оценка а м 
на 1141, г л. 28/ с параметрами (а, а~ 1 n), 

2 
а м 

1 

4 р 2 (а, а, а) 
тт 1-с с )- 2 
-(--+-- . 
2 а0 а1 

/51 

асимптотически нормаль­

где 

/6/ 

Изв~стно, что а * - устойчивая оценка, но при отсутствии выбросов 
ее эффективностьм уступает эффективности а ; . 

1. 3. Оценка по урезанной выборке 
Очевидный путь повышения устойчивости оценок к наличию "вы­

бросов" состоит в том, чтобы основывать их на • •центральной" 

части выборки, отбрасывая некоторые наблюдения. В случае выборки 

с обычным нормальным распределением чаще всего используются две 
группы критериев. Первая из них основана на проверке гипотезы 

2 

• 

о равенстве средних и вычислении такой статистики , как размах 

или нормированное ма ксималь ное отклонение /см. , на п ример , / 5 ,6 / / . 
Второй тип критериев основан на проверке гипотезы о том, что 

выборочная дисперсия не превышает некоторой заданной величи ­

ны / 71 . Для нашего случая, видимо, целесообразно воспользовать ся 
2 D - 2 2 

этим подходом. Поэтому составим статисти t<У Х = ~ (х. - х ) f а 
i = 1 1 о 

которая при с = О имеет х2 - рас~ределение с n - 1 с тепенью свобо ­
ды, и зададимся уров нем зна чимости а . Если окажется , что Х 2 

превышает кри тичес кое значение х 2 
1 

, то из выборки / 1/ выбра ­
сывается значение , соответствующе~' nmахll х i -il !. Для урезанной 

i 
выборки находятся х, Х, и процедура повторяется до тех пор, по-
ка выборка не окажется однородной . Теоретических резул ь татов для 

оценки а х /среднего по усечен ной выборке/ нет, и величина 
асимптотиЧЕfской дисперсии а\ .а будет оценена на модельных 
эксперимент ах . 

1 .4. Оценка Хубера 

Еще одной возможностью повышения устойчивости оценок явля­

ется уменьше ние влияния больших от клонений от среднего. В час т­

ности, следуя Хуберу / 8/ , в качестве оценк и а~ параметра а еле-
. n 2 

дует принимать оценку ,минимизирующую не ! (х i -а ) , а более об-
n i = 1 

щую функцию ~ F(x i -а),где 
i = 1 

{ 

х2 12 , если 1 х 1 ~ k • 
F(x) = 

. k 1 х 1 - k 21 2 , если 1 х 1 > k • 

Величина k есть то ~начение отклонения от среднего, по достиже­
нии которого вклад подобных от клонений уменьшается . Она может 

быть выбра на эвристИчески /по правилу типа ••трех сигм"/, оцене­
на численно /см., например, 191 /,а в рассматриваемом здесь слу ­
чае может быт ь найдена как решение уравнения 

_1 k 2p
0

(k) 
(1 - с ) = f р (х) d х + --

- k о k 
171 

Получаемая оцен ка а * асимптотически нормальна 1 6 1 с параметра-
ми (а, а2 1 n ) , где н 

н k 
2 1 2 2

00 
k 2 

ан = ~( f х р(х, а, a)dx + k f р(х, а, a)dx) / (f р(х, а, a)dx) 
о k о 

В рассматриваемом случае получаем 
2 

а 2 = ..!_ (1-c) A+ cB + k [(1- l) C+cD] 

н 2 k k 1 2 
[ (1- с) Ф (-- ) + сФ(- ) --] 

а0 а 1 2 

/ 8/ 

где 

3 



1 . МЕТОДЫ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРА ПОЛОЖЕНИЯ 
"ЗАГРЯЗНЕННОй" ВЫБОРКИ 

Располагая априорной информацией о наличии "загрязнения" 
в выборке, мы можем либо пренебречь этой информацией, либо брать 

устойчивые к нал~чию выбросов оценки, либо в той или иной мере 

учитывать эту информацию. Приведем ряд оценок параметра а, ко­

торые можно найти по выборке /1/ с плотностью распределения 
элементов выборки /2/ при с =а. 

1.1. Выборочное среднее 
Свойства оценки 

* 1 ~ а = -- х. w n i=l 1 
/3/ 

хорошо известны /см., например/41 , гл.27/. Известно также, что 
эта оценка чувствительна к наличию выбросов. В рассматриваемом 

случае величина а~ асимптотически нормальна с параметрами 

(a,a~/n), где 

а2 
w 

2 
(1-с)ао 2 + са1 

1.2. Выборочная медиана 

/4/ 

Расположив выборку /1/ в вариационный ряд 

найдем медиану 
~(1) s iS x(n) • 

а * = х 
М <ln/2] + 1)' 

где [ ]- целая часть числа. Оценка ам 
на 1141, г л. 28/ с параметрами (а, а~ 1 n), 

2 
а м 

1 

4 р 2 (а, а, а) 
тт 1-с с )- 2 
-(--+-- . 
2 а0 а1 

/51 

асимптотически нормаль­

где 

/6/ 

Изв~стно, что а * - устойчивая оценка, но при отсутствии выбросов 
ее эффективностьм уступает эффективности а;. 

1. 3. Оценка по урезанной выборке 
Очевидный путь повышения устойчивости оценок к наличию 11 вы­

бросов" состоит в том, чтобы основывать их на "центральной" 

части выборки, отбрасывая некоторые наблюдения. В случае выборки 
с обычным нормальным распределением чаще всего используются две 

группы критериев. Первая из них основана на проверке гипотезы 

2 

.. 

о равенстве средних и вычислении такой статистики, как р_азмах 

или нормированное максимальное отклонение /см.,например ,/ 5,6 / / . 
Второй тип критериев основан на проверке гипотезы о том, что 

выборочная дисперсия не превышает некоторой заданной величи ­

ны /71 . Для нашего случая, видимо, целесообразно воспользоваться 
2 D - 2 2 

этим подходом. Поэтому составим статистикУ Х = I. (х . - х) f a
0 i = 1 

1 

которая при с= О имеет х2-рас~ределение с n -1 с тепенью свобо ­
ды, и зададимся уровнем значимости а . Если окажется, что Х 2 

превышает критическое значение х 2 
1 

~ то из выборки /1/ выбра­
сывается значение , соответствующе~'nmахllхi -il \ . Для урезанной 

i 
выборки находятся i, Х, и процедура повторяется до тех пор, по­
ка выборка не окажется однородной . Теоретических ре зуль татов для 

оценки а х /среднего по усеченной выборке/ нет, и величина 
асимптотиЧЕfской дисперсии а\.а будет оценена на модельных 
экспериментах . 

1 .4. Оценка Хубера 

Еще одной возможностью повышения устойчивости оценок явля­

ется уменьшение влияния больших отклонений от среднего. В част ­

ности, следуя Хуберу /8 /,в качестве оценки а ~ параметра а еле-
. n 2 

дует принимать оценку ,минимизирующую не ! (х i -а) , а более об-
n i = 1 

щую функцию I. F(xi -а),где 
i = 1 

{ 

х2 12 , если 1 х 1 ~ k • 
F(x) = 

. k 1 х 1 - k 21 2 , если 1 х 1 > k • 

Величина k есть то ~начение отклонения от среднего, по достиже­
нии которого вклад подобных от клонений уменьшается. Она может 

быть выбрана эвристИчески /по правилу типа "тр.ех сигм"/, оцене­
на численно /см., например, 191 /,а в рассматриваемом здесь слу­
чае может быть найдена как решение уравнения 

-1 k 2 
(1 -() = f p0 (x)dx + ~(k) 

- k k 
171 

Получаемая оценка а* асимптотически нормальна 1 6 1 с параметра-
ми (a,o2 / n), где н 

н k 
2 1 2 2

00 
k 2 

а н = ']'" ( f х р (х, а, а) dx + k f р(х, а, а) dx) 1 ( J р(х, а, а) dx) 
о k о 

В рассматриваемом случае получаем 
2 

а 2 = ..!_ (1-()A+ f B + k [(1-()C+cD] 

н 2 k k 1 2 
[ (1- с)Ф (-- ) +сФ(- ) --] 

а0 а 1 2 

/8/ 

где 

3 



-- lt 2 k 2 k - - и А=и Ф(-)-и у-- е ио _ _Q.. 
о и0 о 2rrи0 2 

В=и 2 Ф(i)-и2 у k 
1 и1 1 2rrи1 

k С= 1- Ф {-), 
и о 

k D = 1-Ф(-. ), 
и1 
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' 
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е 

о1 
-т· 

1.5. Оценка максимального правдаподобия 

Эта оценка в полной мере использует априорную информацию 
и находится из уравнения правдаподобия 

д. logL 
--=о. /9/ 
да 

Получаемая оценка at асимптотически нормальна с параметрами 
(a,иf / n), где 

2 оо др(х,а,а) 2 ] 
1
-1 

и L = 1 f ( ( д а ) 1 р(х, а, а) dx • 
•оо 

/10/ 

причем иt- минимальная возможнаЯ дисперсия. Явные формулы в на­
шем случае довольно громоздки, и мы их не выписываем. 

Для иллюстрации сказанного выше приведем некоторые численные 

значения теор~тических асимптотических дисперсий оценок а /см. 
табл.1/. 

Таблица 
Теоретические асимnтотические дисперсии (и0 = · -1, и 1 = 10) 

IDO·t { 2 з . 4 . .... 5 . .... 6 . · -- 7 - - - -8 - - --- 9 - . .. 10 

6'2 
• 1,99 2,98 3,97 4,96 5,95 6,94 7,93 8,92 9,91 {0,9 

~~ .. 1,60 1,63 I,бб !,69 !,72 !,76 !,79 1,82 I,86 {,94 

Е)2 
. 11 {,Об f,IO I,I5 I,I9 {,23 {,27 I,3I !,35 {,39 !,43 

E)t ... {,02 !,04 i,Об 1,09 I,П I,fЗ I,Iб { ,{9 1,22 {,25 

... 

2. МОДЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ С НЕСМЕЩЕННЫМ ЗАГРЯЗНЕНИЕМ 

Задавшись законом распределения /2/ при с = а и используя 
генератор случайных чисел, получим N выборок вида 1 1 1: 

xil ,xi2 , ••• ,xin' i = 1,2, ... , N. /11/ 

По i-ой выборке одним из описанных выше методов находим оценку 

aj параметра а и вычислим величины Z; = n(a~ - а)2 , i "; 1,2, •• ~,N. 
Тогда оценка s 2 асимптотической дисперсии и2 может быть найдена 
просто как среднее 

N 
2 1 ~ z .• s =-"" 1 

N;=1 

оценка В* дисперсии Dr;i вычисляется как 

1 N 2 2 
В *=-- ~ (z . - s ) , 

N-1 i=1 
1 

/12/ 

/13/ 

а дисперсия D s 
2

, т. е. точность вычисления и2 по формуле 112/ 
имеет порядок B*/N. 

Для ряда оценок можно провести исследование точности форму­

лы /12/. Так, для метода выборочного среднего /раздел _1.1/ имеем 

2 1 n 2 2 
Mz . = M(n(a*w · - а) 1=-М( ~ (xlt- а) ]=иw• 

1 ,1 n lt = 1 

1 n 4 1 
-,д-М( ( ~ (х lt- а)) ] = --:-!М( 
n k=1 n 

Mz~ 
-1 

n 4 
~ (х lt- а) + 

lt = 1 

+С42 ~ (х,_-а)2(х -а.)2+ 
lt ~ m "' m 

4 ' 1 
Зиw + 0(0 ). ••• ] = 

Отсюда 

2 
Mzi = иw , Dzi 

4 1 
Зиw + O(n). 

и, следовательно, 

Ms2 = и 2 • w 
2 1 2(. 2 2 

Ds "' ~2и4 ", s ) 
N W N 

/14/ 

/15/ 

Аналогичное исследование для оценок максимального правдапо­

добия можно провести, если воспользоваться сходимостью моментов 
величины (at -a)yn к моментам нормального распределения /см / 1 0/j 

На ЭВМ ЕС - 1060 были получены выборки типа /11/ с n= 100, 
N = 400 при и0 = 1 и и1 = 3,1 О, 1 00. Находились оценки, описан­
ные в разделах 1.1-1.5 и по формуле /12/ определялись оценки 
;; 2 ' и~ ' ;; 2 ' и -i и ii( соответствующих асимптотических 
д~сперсий . ~езульта~ вычислений приведены в табл.2. 
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Таблица 2 
Оценки асимптотических дисперсий, найденные в модельнь~ 

экспериментах (и0=.1,и 1 = 3, 10, 100) 

fOO·E i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

~ 
li.~ 1,0 I,I I,3 1,5 1,4 1,5 1,7 1,7 1,6 1,8 

w 6',=!0 2,0 3,0 4,4 5,0 6,2 6,1 8,3 9,1 9,{ 10,2 
6',al.OO 100 2!0 350 З8О 5!0 6'00 720 940 820 иоо 

~1=3 I,4 1,7 !,8 1,8 r,8 !,8 . 1,6 I,8 !,8 1,8 
"'Z 
~ 'alO {,5 !,6 1,9 1,8 !,7 !,7 !,7 1,7 !,8 1,8 ... 

6',8{00 {,6 1,7 1,7 !,7 !,8 1,6 2,0 I,9 f ·,6 2,0 

""Z 
6',=3 1,0 1,! {,{ 1,3 1,2 1,2 1,2 1,3 1,2 1,4 

6'" 6', =10 1,0 I,! 1,4 1,2 1,3 !,2 I,3 1,4 1,3 1,4 
li1..roo 1,1 !,{ 1,2 !,2 !,3 !,2 1,5 1,4 1,3 1,5 

""'l. Е>, .а I,O . 1,! I,I 1,3 [,2 1,2 1,2 !,3 1,! 1,4 ~х. . 
6;&10 I,O I,I !,3 I,I !,2 I,O !,2 . 1,2 1,! 1,2 

O(:O,ot 
5;=100 I,O 1,0 !,О i,O 1,1 !,0 {,2 1,! !,О 1,2 

-t 6',=3 I,O !,{ 1,1 1,4 !,2 1,2 1,3 1,4 1,2 !,5 €)Х,с< 
6'1=1.0 1,0 {,2 1,3 1,2 1,3 !,1 !.,2 !,2 !Д 1,3 oc::o,os 
6',=100 i,O 1,0 I,O I,O l,i I,O 1,2 1·,r 1,0 {,2 

-2. 6'1=3 1,0 1,0 I,l 1,3 1,1 !,2 1,2 1,3 {,{ 1,4 
~1.. . 

~=-10 1,0 I,! 1,3 !Д !,2 I,O !.,! !,2 I,l 1,2 
б;~оо I,O I,O {,0 r,o l,I !,0 !,2 1,0 !,0 1,2 

3. ВЛИЯНИЕ СМЕЩЕННОСТИ ВЫБРОСОВ 

Для оценки влияния возможной смещенности выбросов были полу­
чены выборки, соответствующие распределению /2/ при с ,;, а. Эти 
данные обрабатывались так же, как и ~разделе 2, т.е. без учета 
смещен~сти. Исключение составила оценка максимального правдапо­
добия аL,полученная для истинного распределения /2/. Резуль ­
таты вычислений для нескольких значений "параметра смещения" 
С= (с- а)/и0 приведены в табл.З. 
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Таблица 3 
Оценки асимптотических дисперсий 

(а0 = 1; и1 = 3; смещения С = 3; 9) 

~ 2 з 4 5 6 7 8 9 

С& 3 1,0 1,6 2,0 3,0 3,8 5,0 6,3 7,2 8,6 

Са 9 1,9 .4,5 8,8 15 . 22 . 00 4I 54 67 

С= 3 !,4 1,7 !,9 1,9 2,0 2,{ 2,0 2,3 2,1: 

С=- 9 1,5 1,7 2,0 2,0 2,0 2,3 2,6 2,7 2,9 

С:: 3 I,O I,I 1,2 1,5 1,5 1,7 1,8 2,0 ~.9 

С= 9 l,t 1,2 ' {,б 1,6 I,9 2,1 2,6 3,0 3,4 

С= 3 1,0 1,0 1,2 1,4 1,4 t,4 1,4 1,6 1,3 

С= 9 1,0 t,i 1,3 t,o 1,2 1,1 1,2 1,2 .{,1 

С: 3 1,0 lд 1,3 1,5 1,6 1,7 .r,7 1,9 1,6 

с .. 9 I,O 1,2 r,3 {,.2 !,4 1,2 1,4 1,3 1,2 

С= 3 !,0 I,O r,r !,3 1,1 1,2 1,2 I,З r,o 
С= 9 1,0 I,I -i,2 I,O I,i . I,O 1,2 . I,I i:,O 

- · ---

4. НЕКОТОРЫЕ ВЫВОДЫ 

m 

9,9 

82 

2,6 

3,4 

2,4 

3,8 

1.,7 

1,2 

Ж,9 

1,3 

1,4 

{,{ 

Из рассмотрения табл.2 и З видно, что наилучшие результаты 

дает метод максимального правдоподобия. Однако практическое его 

использование затруднительно, так как обычно нелегко сделать 

определенное заключение о виде функции распределения выбросов. 

Поскольку дисперсия оценок и~ и и~ существенно больше дисперсии 
оценок а i и а~ , предпочтительно использовать метод усечения вы­
борки или метод Хубера. Их сравнительные характеристики приведе­

ны в табл.4. 
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Таблица 4 

Метод Хубера Метод 

усечения выборки 

Теоретическое 

обоснование 

Алгоритм 

Устойчивость 

к возможному 

смещению 

2 2 
Отношения иL 1 и 
/эффективность/ при 
( • 1 00 = 1 ; 5 ; 1 о 
fио = 1; и 1 = 10/ 

ЛИТЕРАТУРА 

Хорошее 

Сложный 

При очень больших 

смещениях ниже, 

чем при малых 

1,0 ; 0,91; 0,88 

Отсутствует 

Простой 

Есть при 

любых 

смещениях 

1 ,О; 0,91 ;0,9 1 

/оцененная, 
а= 0,05/ 
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