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1. Метод исследования свойств конденсированных- сред с по

мощью поляризованных положительных мюонов основан на возмож

ности наблюдать корреляции между средними Значениями спина мюони 
в момент его попадания в исследуемый образец /t = 0/ и в момент 
распада мюона /время жизни мюони т ll = 2, 2 ·1 О -б с/ ~ В интервале 
между этими двумя событиями спин мюона взаимодействует с локаль

ными магнитными полями кристаллического образ.а . Характер наблю

даемых в эксперименте временных корреляций среднего мюонного 

спина определяется пространственно-временными распределениями 

этих полей в образце l l l . 

Развитие теории данного метода идет по двум направлениям. 

в-о-первых, выясняются дета'ли микроскопической картины взаимо
действий мюона с кристаллами различной природы, во-вторых, ве

дется поиск общих теоретических схем и моделей, позволяющих 

описывать релаксацию спиновой поляризации мюонов с учетом дета

лей их взаимодействий со средой/2~/ . В данной работе развивает
ся теория мюонной спиновой релаксации в сильномагнитных метал

лических кристаллах . Предполагается, что магнитное поведение 

кристалла обусловлено системой обменно взаимодействующих маг

нитных моментов, локализованных в узлах решетки кристалла.В ре

зультате получена зависимость наблюдаемых в эксперименте коJпо
нент матрицы корреляций мюонного спина от пространственно-вре

менны~ спиновых корреляционных функций магнитной подсистемы кри
сталла . 

2. Гамильтониан системы '~юон+кристалл'' представим в следую

щем виде: 

ll рЬ m 
J{"' J<o+J<tntt J{o"" J{o + J{o + J{o • /1/ 

Здесь "нулевой" мюонный гамильтониан J<: включает в себя опе
раторы кинетической J< 0(kll) и зеемановской J{~(;) энергии спина 
мюона (sll = 1/ 2) во внешнем магнитном поле Н 0 : 

/l -+ Z-+ 

J{o"'.J{o(kll) +J<o(u), /2/ 

где 

J{ ph 
о 

... ·ь а k::-1-... -
/l ar ll 

h -+ -+ 
", J{~ (\Pt 1, (utl), 

и иа- матрицы Паули ' (a=x,y,z). Далее, 

m ех -+ ..... tJ z ... 
J< 0 "' J< 0 (( R t 1, 1 s f 1> + J\ 0 (( st 1> -

гамильтонианы 

ответственно. 

колебательной и магнитной подсистем кристалла 

Последний s ~кЛюЧае_т в. ,.сео_~~-~,а.~менную J<~:r.. 
.r~ ~ .. ;~.. '"с.. : ~ .... ':-~~:;;:~ 

!-*· ~, ,~ Г t· : ~ ~~t\ · 

/3/ 
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и зеемановскую энергию с истемы сп инов {S rl. Здесь !Pr l,lur 1, 1Sr 1-
совокуп ности операторов имп~льс а, смещения и спина ионов кри

сталлической решетки, Rt = t + 1: t - радиус-вектор мгновенного по
ложения f -го иона. 

Гамиль тон иан взаимодейс твия запишем следующим обра зом: 

}{ tnt = 01 О Rr- ;ll 1> +02 <IRe- r'll l, 1 sr 1, ; ) . /4/ 

Здесь 01 п редставляет собой потенциальную энерг ию мюона в куло·
новском поле ионов решетки . Расч еты показывают1 11 ,что в безде
фектном металлическом кристаЛле минимум энергии О 1, как прав ило, 
достигается в междоузлиях решет ки. Являясь периодической функ~ 
цией аргумента, 0 1, к роме того, обладает следующим свойством: 

о oii t- ~ l> ·1 .... 1 = а 1 !Rr 1= 1 1 

. . ..... ~ 

д 0 1<1R r- rlll) 
--.---:..-1 -+ 

д ut , luel=o ~о' 
дR t 

/ 51 

выражающим тот фа кт , чтd на ионы, расположенные в положениях 

!ll, действует отклоняюща я сила со стороны мюона. Далее , ·а2 -
гамильтоf:!.иа н ма гнитного взаимодействия спи_t~а мюона со спинами 

решетки IS_p 1 , локализованными в положения х IR f 1. В общем ·случае 
оператор 02 является билинейной формой следующего в ида: 

(~2 = + 1 q а В ff3 S ~ ; вtf3= вaf3ciit _;/}.). 

здесь по повторяющимся индексам а ,{3 = х, y,z подразумевается 

суммирование, а r -сумма ~о всем узлам решетк и . 

/б/ 

Положим, что степени свободы, отвечающие электронам прово

димости кристалла, уже учтены на предварительном этапе в под~ 

ходящей схеме самосогласованного расчета . Поэтому оператор 0 1 
соответствует экранированному электронами проводимости вза имо

действию заряда мюона с ионами решетк и, а тензор В (f3 в О 2 
включает в себя , помимо маг нито-дипольных, также компоненты , 

имеющие источником непрямое /руде рман-киттелевское/ взаимо

действие спинов ~ i! и sf. в общем случае взаимодействия 01 
и 02 являются силь ными и их эффекты должны быт ь учтены уже 
в ••нулевом" порядке . 

3. Наиболее интересным представляется случай, когда в спект 

ре гамильтониана }{ имеются энергетические уровни, отвечающие 
локализованному в междоузлии состоянию мюона . В с илу / 5/ захват 
мюона в какое-либо междоузлие должен сопровождатьс я локаль ной 

деформацией решетки . Для описания такого состояния осущес т вим 

переход к новому представлению с помощью унитарного п реобразо

вания следующего вида / 6/: 

-1 - -+ -+ -1 ..". 
U=exp[(ih) I. ~Ut• Pt] , URfU = Re 

t 
2 

_,. _.,. ..... 

f + ~U f+U f 
1 

-+ -1 с; 
UP.fU = Pf./7 / 

-+ -Новые переменные Rt в явном виде учитывают смещения ~u f равно-

вес ного положения каждого f -го узла , вызванные локализацией :; 
мюона. Теперь переме~ные ut соответствуют малым гармоническим 

колебаниям ионов , а ~t - импульсам таких ~олебаний . 
Унитарно преобразованный гамильтониан .К~ uJ< .... u- 1 ..,ле г ко полу

чить из }{ простой заменой а ргументов Rt-+ к t , Pr -+ Р t , соглас 
но /7 / . В частности , гамильтониан 

- m m -1 ех ::; -+ z -+ 
}{ 0 = uJ< 0 u = }{ 0 с 1 R t 1, 1 s t 1> + }{ 0 о s е J> 

описывает систему обменно взаимодействующих спинов в локаль но 

деформированной решетке . 

Далее удобно в полном гамильтониане }{ выделить вз а имодейст 
вия в составной подсистеме, образованной ионами решет ки и за ря

АОМ мюона , т . е. определим 

- . - ph -+ -

Ji '=Jio +Ho<k/}.)+01 /8 / 

Смысл этого шага • заключаетсл в том, что гамильто~ан ~' , взятый 
в пренебрежении малыми колебаниями решетки /при lu t, Р f 1 = О / , 
позволяет в явном виде найти поляронную структуру, т. е •. волно

вую фун~ию мюона и самосогласованную с ним решеточную дефор

мацию l~u t \. Процедура такого самосогласования определяется сле
дующими условиями: 

8 < ф(?ll) I Ji'i 1.". ~ l IФ<~.) > =О, 
ut , Pf =0 .. /9/ 

-.... ан, .... 
< ф(r )\-.-... -1 1". ~ 1_0

1 ф(r )> =0. 
IJ. дuf uf,Pf- IJ. 

/10/ 

Вариационное условие /9/ эквивалентно уравнению Шредингера для 
волновой функции мюона ф(r/J.) в поле деформированной решетки; ' 
условия /10/ возн икают из требования устойчивости решетки в ~ее

те локализации мюона и определяют величины l~rl, а с ними и уни
тарный оператор /7/. 

Полный гамvfiьтониан теперь имеет вид 

- - -т z · .... -
}{ = }{ ' + }{ О + }{ О (и) + О 2 • /111 

По существу, взаимодействие 01 включено в "нулевой
11 гамильто

ниан задачи и, вместе С · тем, сделан первый шаг на пути учета 

следствий наиболее сильных, "основных", взаимодействий в систе

ме. 

4. Рассмотрим эволюцию системы, описываемую ма т рицей плотно
сти p(t) . В начальный момент р(О) имеет вид 
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Р (О) = Р lat (O)pil(O). /12/ 

lat ( . 
Здесь р О)-, матрица плотности "решетки", т.е . колебательной 
и магнитной подсистем кристалла; pJ.I(~- мюонная матрица . По
скольку первоначально нет корреляций между положением и спином 

мюонов, то pll (О) представима в факторизованном виде 

р J.l (О) = р J.l ( 0) р J.l ( 0) = р J.l (О)[ 
2
1 I + -i- а и а ] , 

r и r " а 
/13/ 

где · р~(~- координатная, р=(~ - спиновая часть матрицы пло~но
сти, аа - компоненты вектора начальной поляризации мюонов. Эво

люцию системы будем рассматривать в новом представлении: 

p(t) = U Р (t) tJ - 1 = е -!Rt р(О) е !j{t 

е -!Н t Р 1 а t (О) Р J.l (О) е tJ{t 
r 

-tRc 
е 'Р:<о>е 1Rt /14/ 

где последнее равенство, полученное с помощью тождественного 

преобразования, призвано ОТДеЛИТЬ ЭВОDЮЦИЮ СПИНа МЮОНа ОТ эво
ЛЮЦИИ других динамических переменных, фигурирующих в задаче. 

Сделаем предположения: 1/ за время t-т0 << rJ.I в решетке 
установилось термодинамическое равновесие, т.е . образовалась 

устойчивая поляронная сtруктура и магнитная подсистема пришла 

в равновесное состояние /в случае, если оно было нарушено 

вследствие поляронной перестройки колебательной подсистемы/; 
2/ на временах t >>т оэто термодинамическое равновесие сохра
няется. Отметим, что возможность быстрой, за время r 0 , релакса
ции в системе обусловлена наличием в ней сильных кулоновских, 
0 1, и обменных, Н~х. взаимодействий . Оценка показывает, что 
в реальных магнетиках т 0 -1о-12 с . Предположения 1/ и 2/ дают 
основания считать, ~то на временах t>>r 0 матрица плотности сие- \ 
темы имеет следующии вид: 

- -
p(t) - -tHt -J.I (О) tHt - -J.I() -*() --.ре р е =рр t = Р t, 

t >> т 
0 

О и О и 
/15/ 

где jj
0 

- равновесная матрица плqт~ости' 

- - -т - -т 
Ро = exp[-IHH' +Н )]/Spexp[-IHJ<' +Н )]. /16/ 

Отметим, что взятие шпура осуществляется в пространств& реше

точных, а также мюонной координатной и спиновой волновых функ

ций, т.е. Sp •.. = Splat Spr Sри= SpphSpтSprSPи ... • 
По существу, jj*(~ представляет собой огрубленную матрицу 

плотности системы, позволяющую рассматривать ее эволюцию на 

временах t >>~ 0 с помощью сокращенного числа переменных. Дейст-
4 

~ t -+ t 
вительно, решеточные переменные <Ut > и <Se > , а также мюон-
ная координата <rJ.I >t /где <A >t :Spp*(t)A/ не зависят or вре
ме~и и · хааактеризуются своими равновесными значениями <Ut>o =0, 
<Se >0 и <r J.l >0 соответственно. Здесь 

<А> 0 = Sp ,>0 А . /17/ 

Следующий этап эволюции системы полностью описывается матри

цей p~(t), которую запишем в наиболее общем виде : 

1 1 .... ,.. 
p~(t) =yl + 2aaPaf3(t)иf3; Paf3(0) =8af3 . /18/ 

Матричный оператор Р af3(t) , (а, f3 = х, у, z) действует в простран
стве мюонной координатной и решеточных волновых функций системы. 
Подобное свойство в дальнейшем будет отмечаться значком ,, .... ,, 
над оператором. Теперь для средних значений компонент мюонного 

спина ,,олучаем 

1 t .... 
2 <и f3 > = а а < р af3 (t) >О /19/ 

5. На основе /1 З/-/15/ и /18/ получим уравнение для Р af3(t) 
в виде 

.... (t) р CJ (t) • 
-- . = Аау Yl-' 

где 

A,af3 = Eaf3ySpииY('J{~ (;) + u~. Л Q(t) = е -1Нс ;. tHc 
а~-' af3e 

и Eaf3y - · антисимметричный тензор 3;го ранга. Выделим в Aaf3 
С -числовую , O.af3' и операторную, Raf3 ' части: 

" " tJ z ->,. · т~ Aaf3 = O.af3+ Raf3• 0af3 = €аf3уSрииУ ( J\o (иJ + <v2 >о ), 

.... 
Raf3= Eaf3y Sри иу СО 2 - < 02 >о). 

/20/ 

/21/ 

/22/ 

При этом, как видим, О.аВ определяется статичес~ими компонен
тами магнитного поля в месте нахождения мюона, а Raf3 - флуктуа
циями этого поля. 

Записав уравнени~ /20/ в символическом матричном виде 

а 'Р < t) = ю + R(t)) Р (t) 
дt 

/23/ 
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и введя операtор {J(t) согласно определению 

P(t) = е Ot '0 (t) , 

вместо /23/ nолучим уравнение для {!(t) в виде 

д 'G(t) " n А 
- = R•'(t) 'G(t), 
дt -

А {} -ilt А Ot 
где R (t) = е R(t) е • 

/24/ 

/25/ 

Уравнение /25/ может быть решено методом последовательных 
итераций 

'G(t) = ~ '(; (n) (t) • 
n "" O 

/26/ 

В результате для искомого среднего < PafJ (t) >
0 

имеем 

<Р (t) > .= {e{}t 1 i <'G·(n) (t) > , 1 /27/ 
afJ О ау n=O yfJ О 

где среднее <G(n) (t) > может быт ь получено путем n-кратного ин
тегрирования сd~твет~твующего элемента . моментной матрицы n-го 
порядка: 

< G (n) (t) > yfJ о 

t 

г dt ... ' • 1 
о 

tn-1 А {} А{} 
J dt

0 
<{R (t 1) ... R (t

0 
)!yfJ >

0 
• 

О ' 

/28/ 

6.С целью получения практическИ полезных выражений для опи
сания процесса релаксации конкретизируем результат /27/, /28/. 

Разложим матрицу n afJ по инфинитизимальным матрицам • 
I~fJ(y = х, у, z) группы трехмерных вращений / 7/: 

nafJ =-wyl~. /29/ 

где w х = w х • w У = w У· w z = w + w z Причем 1 , 1, о 1' 

w О = :.: Sp и и z }{ ~ (~ = у IL Н о ' 

- -у( ( 
w i = - Spu и у < 0 2 > о = -у IL 2 В l < S ( > о 

t 

Поскольку RafJ имеет ту же матричную структуру, что и nafJ• 
лучи м 

R atf.t) "' Q У _(t) 1 :fJ, 

Q>'(t) = e-i}{t(Sp u>'(Q
2 ( t О' ( 

г де as t = s t - < s f > ь 
6 

-< 02 >
0

))e 1}{t = 2 By(I:IS((t), 
t t 

/30/ 

по-, 

/31/ 

J 

t-,' 

... 
.. 

~ ~ 

u 

.· 

Далее для про~тоты пол~жим, что ~и у-компоненты статической 
части локального магнитного поля на мюоне отсутствуют . , т .е. 

<д i .. щ ~ ., О. Тогда 

· z z "'fi Aw "У }'11 v 
OafJ .. -щ1afJ; w = щ 0 +cu 1 , RafJ(t) ... Rafjt) =Q (t)Mz_ (wt)IafJ ' /32/ 

Здесь . М }'11 (cut)- ортогональная матрица вращения вокруг оси Oz, z 
имеющая следующие ненулевые элементы : 

м:х ":, М~у = COScut; м:У = -M:x = Sincut; м:z= l. /33/ 

Воспользовавшись /31/, /32/, можно связать в /28/ элементы 
моментной матрицы n-го порядка с корреляционными функциями 
-у •.. у' ,· ' 
Ф . ( t 1 .... , t 0 ) магн~т.ной подсистемы кристалла 

IR ... w< ) a'"'w< )1 · _,., Ф- 1'··У'< · · < t 1 "' t n · afJ.> ·о .. · · · t 1 • •• •• ·t n) х 

}'11 . y'v' v v' 
хМ (wt

1
) ... М (cut ){I ••• 1 · 1 д• 

/34/ 
z z а а~ 

Здесь \ 
, , 

-у у ... у ... у 
Ф ... (t1, ••• ,tn) ""< Q (t1) ••• Q (tn)>o 

-у( . -r·e ( . е . 1351 
= 2 ,в f .•. вt, < c5St(t 1) ••• asf,(t

0
) > 0 t ... l 

Восполь зовавшись известной таблицей умножения квадратных /Зх3/ 
ортогональных матриц 1:13• можно получить в /34/ любой элемент 
произведения {Iv ... Iv'! afJ. Некоторые элементы моментной матрицы 
второго порядка выписаны в приложении. . 

7. Рассмотрим процесс спиновой релаксации мюонов в попереч
ноi1 г~ометрии, т.е. когда ах= 1, ау= а z = О /или ау= 1, · ах= 
= az= 0/ и наблюдается временная зависимость поляризации вдоль 
той же оси Ох /или Оу / . Эта зависимость описывается средним 

< Р хх (t) > 0 /или, эквивалентно, < РУУ . (t) > 0 1. Учитывая, что су
ществуют только два ненулевых элемента матрицы {exp(-wtlz)!afJ ' 
а именно 

\e-wtlz l 
хх 

coscut; \e-wtiz 1 
ху 

sincut , /36/ 

а также то, что <'<)(2n+l)(t)>
0

,.(), (n =~ ••• ),на основе /27/ получим 

... оо "(2n) "" "'(2n) 
< Р x/t) > 0 = coscut 2 <'G (t)> + sincut 2 <О (t)> 0 . • 

n=O хх О n=O ух 
/37/ 

7 
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Далее воспользуемся кумулянтным представлением итерационных 

рЯдов в статист ическ'ой физ ике / 8 / и предс~ав им < Р хх (t) >
0 

в прак
тически более полезном виде 

< Р x/t) >
0 

= cos[cut + i' t n L\cu(2n\t)] ехр(- i t n Г i2ntt)]. 
n "'1 n= 1 

/38/ 

Причем условимся , что порядок величин г<fn> и L\си(2n>совпадает 
с порядком (2n) - го члена каждого из итерационных рядов в /37/. 
Р~злагая /38 / в ряды и приравнивая в / 38/ и / 37/ члены одинако
вого порядка, получим 

{ 

tг<2{t) = - <О <2> (t) > 
~ хх о 

t L\ci<2> (t) = - <'0 ~~ (t) >0 • 

t 

} dt
1

} dt
2

<1Rw(t
1
)R w(t

2
)1xx >o 

о о 
/3 9/ 

~ хх о 2 хх о 2 ух о {
t2 г<4> (t) =-<'o<4>(t)> +.!.(<'o <2>(t)> )2 - 1 <<'0 <2> (t)> >2 

.. ,.. ,.. - /40 / 
t 2 L\cu <4> (t) "' -< 'С (~) (t)> + < 'С ( 2~t) > < 'С (2) (t) > 

ух о ух о хх о ' 

и т . д . . 
В общем случае , как и в /39/ , / 40/ , кумулянт (2n)-го порядка 

выражается через элемент момент ной матрицы (2n) - го порядка 

и произведение элементов момент ной матрицы низшего порядка . 

8. На основе /39/, / 40/ и т .д . нетрудно показать, что каждый 
последующий кумулянт относится к п редыдущему как 

t 2 г (2) 
~ 

t2 L\cu (4) 1Фа/3 (0)1 

tГ (2) tL\cu(2) w2 
~ 

- а/3 2 
Если это отношение мало, т . е . IФ (0)1 <<си , (а,/3 = х, у, z) , 

/41/ 

то в /38/ можно ог раничиться главным вкладом от вторых куму
лянтов . Если к тому же для всех· ха рактерных в ремен наблюдения 
t l - 1 о-7 $. t ~ 1 о-Б с/ выполняется неравенство 

cut >> 1 , /42/ 

то из /38/ с учетом результатов, п редставленных в приложении, 
в основном приближении для поперечной релаксации получим сле

дующую завис имост ь : 

- t " - zz .1.. -хх -у у <Р (t) >0 =ехр \-[dт(t-т)[Ф (т)+ (Ф (r)+Ф (r)) coscu r+ 
хх о - 2 

8 

~ 

1 -ху - ух 1 t 
+ т<Ф (r)- Ф (r)) sincur]\ coвl cut- -z ~ dr (t- r ) х 

- :х х · - "_. - s - х х [(Ф (т) + Ф УУ (r)) sincur- (ф У (т) -Ф У (r.)) coscuт ]\ • 
/43/ 

Можно указать две области применения формулы /43/. Во-первых, 
это низкотемпературная область в упорядоченной фазе ферромагне
т ика, где /ори Н0 = 0/ выполнение не равенств /411 и /42/ обеспе
чивается малостью амплитуды флуктуаций спинов по сравнению с их 

равновесными значениями . В~-в~орых, в парамагн итной области, 
где характерные амплитуды IФа (0) 1112 спиновых флуктуаций вели
ки, выnолнение неравенств /41/ и /42/ может быть обеспечено 
сильным внешним полем Н0 . 

В указанных прИближениях про·дольная релакс.ация описывается 

следующим выражением: 

.. · оо - t 
<Pzz(t)>0 =ехр\-tГ 11 (t)\ = expl - [dr(t-r) х 

х ((фхх (r) +фУУ(r)) совсит + (фху(r) _фух (r)) sincuт]\. 
/44/ 

Рассмотрим парамагнитную область пр~ Н0 = О, откуда следует 
си= О . В определении кщ)реля-т:ора ФУ · ··У !t , ... , t n) произведем 
к"'азиклас.сический переход от операторов Qf(t) к компонентам · 
случайного вектора QУ ( Q,соответствующего локал~ному магнитному 
полю на мюоне. Пола га я , что флуктуац·ии вектора Q(t) представля
ют собой нормальный марковекий процесс во времени, и что корре

ляции таких флуктуаций <Q>'(t) Q У (0) >0 затухают за харё~,ктерное 
в ремя rфn• , можно покаЗат ь, подобно /4 1/, что отношение каждого 
последу~его кумулянта к предыдущему характеризуется величиной 
т $n. · lf (0)1 . Таким образом, в пределе быстрых флуктуаций 

тф~. -» (Ф уу (O)I _ /45/ 

для описания процесса релаксации можно также ограничиться куму

-лянтами второго порядка . Причем 

г<2> -
~ -: 

г<2>
u -

fdт (фYY/(r) + ф zz (т)], L\cu (2) 
о 

f dr[фxx(r) + ф уу (r)]. 
о 

=о' /46/ 

В заключение автор выражает блародарность В . Л.Аксенову, И.Го
чеву и Н . М.Плакиде за обсуждение результатов работы . 
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" 
ПРИЛОЖЕНИЕ 

"(L) "си -хх 
<I R (t 1 )R (t 2 )1xx > 0 =(-l)[Ф (t 1 ,t~sinыt 1 sinыt2 + 

- уу -ху . 
+ Ф (t 1, t 2 ) cosыt 1 coeыt 2 + Ф (t l' t 2 ) SШUJt 1cosыt2 + 

-ух . - zz 
+ Ф (t1, ~) cosыt 1 sinыt 2 + Ф (t1, ~) ]. 

"CU "'Ы -1: :1. . 
< IR (t 1) R (t 2)1yx>o = Ф (t1 ,t 2)cosыt 1 SlnUJt 2 -

-у у - ху 
- Ф (t 1 , t 2) sinUJt 1cosUJt 2 + Ф (t 1, t 2) cosыt 1 cosыt 2 -

_ ф yx(tp t
2

) sinыt 1 sinыt 2 . · 

- f3 -а{3 t 
Фа (t 1, t 2) = Ф (t 1- t 2) • 

~ 
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