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Симметричная система из четырех идентичных 
кпллрупольнмх линз 

(1(*( jiuaoiiQHQ симметричная оптическая гиггема из четырех 
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длнном лилЛуллении расстояние между парами линз it расстояние ли 
предмета нельзя задать принзполыю. Однако лля каждого из нарилнти» 
системы .>ти параметры можно ш (бирать о широком обллегн их .шлче-
ннй, что позволяет использовать систему в оптике пучкоп заряженных 
члсгцц. Возможность литания элпктромигнигных линз от Ыннего in гоч-
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ВВЕДЕНИЕ 

Для транспортировки пучков заряженных частиц не
редко применяются скстеыы из большого числа квадру-
польных линз. В таких случаях экономические сообра
жения становятся особенно важными. Так, например, 
если все линзы имеют одинаковые возбуждения, для их 
питания можно использовать один мощный источник 
тока. Его стоимость оказывается существенно ниже сум
марной СТОИМОСТИ отдельных ИСТОЧНИКОВ питания для 
каждой линзы. Снижаются также и эксплуатационные 
расходы. 

Рассмотрим систему из четырех квадрупольных линз 
одинаковой эффективной длины L , имеющих возбуждение 

" • ^ 

где G - градиент магнитного поля, a BR - магнитная 
жесткость фокусируемых частиц. Первая пара линз об
разует антисимметричный дублет / 1 , 2 ' . Такой же дублет, 
но с обратным порядком чередования лннз, составляет 
вторая пара. Расстояние d между ^низами s каждой 
паре одинаково. Дублеты разделены спободныы от поля 
участком длиной Л . 

3 



Используем для анализа оптических свойств системы 
матричный формализм ttf. Полную матрицу системы в 
плоскости cddc представим в виде: 

Р Р 
11 12 

р р 
21 22 

Л а а + 2а а -1 Ла + 2а а 
21 22 II 22 22 12 22 

Л а 2 2 1 + 2 а | Ла„,а„„ +2а,,а -
21 22 11 22 

/ 1 / 
а полную матрицу в плоскости deed - в ви,?е: 

«II Н . 2 

R 21 K 2 

Л а 2 1

а П + 2 а И а 2 2 - 1 Л а И + 2 а 1 2 а 1 1 

S i t 2 a 2 2 N Л а 2 1 а П + 2 а 1 1 а 2 2 - 1 

/ 2 / 
где а п - матричные элементы антисимметричного дуб
лета. Поскольку система линз симметрична относи
тельно средней точки, мы имеем Р ц = Р 2 2 и p i r P 2 2 * 

В дальнейшем будем полагать, что 0<0<л/2 в что 
расстояние р от входа системы до предмета в обеих 
плоскостях одинаково и положительно, т.е. предмет 
действителен. Все расстояния в формулах в на рисунках 
будем выражать в единицах L. 

Цель данной работы - найти для заданного L эзбужде-
ния в такие значения Л и р , при которых система 
создает: а/ действительные изображения одновременно 
в обеих плоскостях; б/ стигматичное изображение; 
в/ стигматичное изображение, равное по величине пред
мету. 

/ . СИСТЕМА, СОБИРАЮЩАЯ ПУЧОК 
В ОБЕИХ ПЛОСКОСТЯХ 

Расстояние от выхода системы линз до изображения 
Р - С 

q= F- F ' / 3 / 



где F - расстояние от границы системы до фокальной 
плоскости, а С - такое положение предмета относи
тельно входа системы, при котором q=0 . Действитель
ное изображение (q > 0) не может быть получено для 
произвольно взятого р . Ограничения, налагаемые на 
расстояние р , зависят от знаков F и С. Положим для 
определенности F>C. Из формулы / 3 / находим: 

а / в случае F> 0 . . O 0 р может принимать зна
чения 0<р<С н F<p<~.Когда р меняется от нуля до С , 
q варьирует от С до нуля. Когда р принимает значения 
о т р д о °о, величина q меняется от ~ до F ; 

б / в случае F>0 , С<0 допустимы значения F < p < ~ ; 
в / в случае F < 0 , C > 0 допустимы значения0< р<С; 
г / в случае F < 0 , C < 0 невозможно пол/чять дейст

вительное изображение. 

Следуя работе ' 3 ' , выразим F и С в плоскости cddc 
Р Р 

через матричные элементы: F d ( 1 = — и С d . = —. 
Р 2 1

 с Р , , 
Аналогичные формулы с заменой Р на R справедливы ив 
плоскостн deed. 

Каждый матричный элемент системы является функ
цией возбуждения в и расстояния Л . Величину d мы 
считаем заданной. Из соотношений / 1 / н /2/ нетрудно 
найти Л , при котором данный элемент проходит через 
нуль. Так, в плоское .-в cddc получим для P i , 

1 - 2 а , , а „ 9О-<9ОО-770*)04 

С П ~ а 22 а 2] 25«6 + 1202-ЗО4)£>4 

2а,, 9О-18О02 -456* + 40* 
Л = ii- = -. . / 5 / 

=21 а „ , 7 5 0 4 
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Матричный элемент Р ] 2 > 0 д л я любого Л- В плоскости 
deed матричные элементы R^, R ] 2 и ̂ поочередно проходят 
через нуль, когда Л принимает соответственно значения: 

1-23,,!. 90-(900-770 V 
_ _ _ L L 1 2 „ ; /6/ 

а м а 2 , 25((i- 120 2- .W0 \ 

2(1 - а , ,а,.,) \'21> - Г И 0 
_ LLb- - ; /7/ 

" и " 2i ИО-1НО0 2 - 1.7» '* i 1»»'' 

2а„„ И 90+ 1800 2 - 4 5 0 ' * - 4 0 й 

- —"^ 7 . / 8 / 
n 2 i » ' 1050-90 

В правой части этих выражений матричные элементы 
дублета разложены по степеням О при d-- 1 . 

Зависимости Л от 0 , определяемые соотношениями 
/ 4 / - / 8 / , представлены на рис. I. Точки 0 О н 0, делят 
рассматриваемую область возбуждений на три интерва
ла. Значение "о находим из уравнения ад^О, а значение 
"] получаем из уравнения 2 а п а 2 9 ^ 1 . Если <| -, 1 , то 
имеем 0о = 0,672 и 0\ =0,562. ' 

Заметим, что приведенное выше приближенное выра
жение для А ,ц| справедливо, если 0<1 , а в случае 0> 1 
приближенная формула оказывается более громоздкой. 

Воспользуемся теперь результатами анализа форму
лы / 3 / , чтобы найти области допустимых значений Р и 
Л для разных интервалов возбуждения. Зависимости 
F и С от Л при постоянном 0 рассчитаны на ЭВМ. 

Пусть 0 < 0 < 0 \ • График F c d J c ( A ) на рис. 2а 
имеет две положительные ветви. Первая из них в точке 
с коордннатей Л с цпересекает ось абсцисс. Прямая Л=Л,.2| 
служит асимптотой второй ветви. У графика С с ,и г (Л) 
только одна положительная ветвь, асимптотой которой 
является прямая Л = Л с П . И з сказанного нетрудно понять, 
что в плоскости eddc нмеется две области допустимых 
значений р : одна нэ них заключена между кривыми 
Р'(Л),С(Л) и осью абсцисс, а вторая ограничена только 

'VMi 

Л . И 2 

б 



Рис. 1. Зависимость расстояния Л,при котором матрич
ный элемент т оходит через нуль, ом возбуждения линз: 
' - А П 1 ' - * - Л . - 2 1 • * - A d 2 l ; 4 ' Л<)11 - • * - A d l 2 

снизу второй ветвью графика Р(Л). Обозначим их соот
ветственно I и II. Область I существует при любом 
Л , а область II - только при Л > Л с 2 1 , 

В плоскости deed зависимости F и С от Л имеют 
аналогичный вид. Однако области I или II, принадлежащие 
разным плоскостям, перекрываются только частично. 
Чтобы получить действительные изображения в обеих 
плоскостях одновременно, следует взять р в общей 
части областей I или II, заштрихованной на рисунке. 
Общий участок области II можно использовать, если 
Л >Л d 2 i . При этом узкий интервал значений р , за
ключенный между графиками К сцс и С С1цс , является 
запрещенным. 

ПУСТЬ 0) < 0 < во . в каждой плоскости график 
F(A) сохраняет только ту ветвь, которая служит грани
цей области II. Поэтому область I заключена между 
кривой С (Л) и осями координат /рис. 26/. Участок 
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Рис. 2. Зависимость парамет
ров системы F и Сот расстоя
ния Л при разных возбуждениях: 
1 - Fcddc; 2 - C c d d c >' 3 ' Fdccd ,-

4 - Cd.cd. а/в<01 ; 6/0,<6k0 o ; 
е/»о< С . Зашярихованы области 
значений Р и Л, долусжимых в 
обеих плоскостях системы. 
Расстояние d =/. 

области I, общий для обеих плоскостей, ограничен 
сверху кривой С,;сс(] . Обшая часть области II ограни
чена СНИЗУ КРИВОЙ F deed ' 

Пусть 0 = Оо . Области I в плоскости deed не 
существует, так как С dccd = 0 при любом Л . Следова
тельно, получить сходящийся пучок можно лишь при ус
ловии, что Л>Л d 2 | и р выбрано в общей части области II. 

ПУСТЬ вп< в < п/2 . Области I в плоскости deed 
нет, поскольку при любом значении Л C(jc.(,,/<0. Из рис. ) 
видно, что покере роста Л матричные элементы проходят 
через нуль в такой последовательности: R2 1 , Вц, R [ 2 • 
В соответствии с этим кривые Fd c c d(A) и Сасса(Л) по
очередно пересекают ось абсцисс в точках Лап н ЛсП2 н 

охватывают область II с обеих сторон/puc. .Ze/. Нетрудно 
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убедиться, что с ростом возбуждения от во до п/2 об
ласть II в плоскости deed становится все более узкой 
н смещается на рисунке к началу координат. Для полу
чения сходящегося пучка необходимо, чтобы выполнялось 
неравенство A J 2i <Л < Л rfI2 . 

2. СИСТЕМА, СОЗДАЮЩАЯ СТИГМАТИЧНОЕ 
ИЗОБРАЖЕНИЕ 

Назовем плоскость eddc первой, а плоскость deed вто
рой плоскостью системы. Присвоим оптическим парамет
рам в этих плоскостях индексы 1 и 2. Будем считать, 
что расстояния до изображений q t и д2одвнако^ы нравны 
некоторому q. Используя формулу / 3 / , найдем расстоя
ния до предмета в каждой из плоскостей: 

Ч - С | I ' . - C 
1 ' q - F , 2 2 q - F 2 

Приравняв эти выражения, получим уравнение 

( I ' ] - F 2 ) q 2

+ ( F 2 C 2 - F 1 C 1 ) q f F 1 F 2 ( C ] - C 2 ) ^ 0 / 9 / 

для определения q . Благодаря симметрии оптической 
системы уравнение для р совпадает по виду с / 9 / . 

При заданных 0 и Л коэффициенты в / 9 / принимают 
определенные численные значения. Допустим, что по
лучившееся квадратное уравнение имеет два положи
тельных решения q a Hq b . Эти же решения удовлетворяют 
уравнению для р , причем в случае р = д а расстояние до 
изображения q = q b , н,наоборот, р = q .отвечает q = q . 
Таким образом, стигматичное изображение может быть 
создано при двух различных положениях предмета. Если 
же решения q a Hqb совпадают, стигматичное изображение 
можно получить только для одного положения предмета 
p = q . 

Очевидно, что Л должно быть выбрано среди значе
ний, допустимых для собирающей системы. Поскольку 
оптическая енла системы при 0 = const пропорциональна 
расстоянию А между дублетами, подстановка в / 9 / 
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q =- 0 дает соотношение для определения максимального 
расстояния: С ( = С 2. Подстановка а = ~ приводит к со
отношению для нахождения минимального расстояния: 

F 1 = F 2 " 
Запишем эти соотношения в виде 

P R - P R -О 
1) 12 12 11 

P n R

2 l - P 2 1 R ) r ° -

Воспользовавшись выражениями / 1 / н / 2 / для матрич
ных элементов системы, имеем окончательно 

«а„2,Л2 ^ ,а <2и-М л 2(2и - 1)(« - 1)- 0 , / 1 0 / 
21 mux 2J max 

а Л 2 . н2га Л . +Я2а-1) = 0. / и / 
21 mm 21 nun ' ж / 

Здесь для сокращения записи введены обозначения а -а. а 
и i^-a+a. .Разложив матричные элементы дублета по сте
пеням ff, найдем в случае <М следующие приближенные 
формулы: 

5д* 1 fl8 . 
а21 ""а* ч W" ' 

« = 1_50 4

+ Л-0Я; 
180 

•/ = 2-6*, 

которые позволяют вычислять коэффициенты уравнений 
/ Ю / и / 1 1 / . 

На рис.3 представлены зависимости Л и Л . от 0, 
определяемые этими уравнениями. Построенные кривые 
ограничивают две области допустимых Л . Если в общем 
случае собирающей системы Л может быть задано про
извольно при в < Од, то в ствгматичноб системе выбор 
Л ограничен при любом возбуждении линз. 
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05 9, 9 0 U) 9 
Рис 3. Области Л , допустимые для стигмаяичной систе
мы с <1И . 1 - Л т а „ ; 2 - \ m i „ ; Зи4- граничные кривые, 
определяемые соответственно формулами /21/ и /JJ/. 

Вернемся теперь к графикам на рис. 2. Здесь \,„,„ -
абсцисса точки пересечения графиков F | и Ь^. а \ т ш " 
абсцисса точки пересечения графиков С ,н С,.Ординаты 
этих точек обозначим F 0 и Г 0 . Начнем с рис. 2в, на кото
ром К П>С 0 .Здесь область 11 разделена запрещенным для 
р интервалом на две изолированные подобласти. Как 
было показано выше, система создает реальные изобра
жения, гели в нижней подобласти р меняется в пределах 
0<р<С 0 . а в верхней - в пределах F 0<p<<». Расстояния 
до изображений в этих случаях принимают соответственно 
значения C 0 >q>0 и ~>q>F 0Поскольку в нижней подоблас
ти оба граничные значения q=0 • ч = с 0 о т в е ч ш 1 одному 
и тому же Л = Л г а а „ разумно предположить, что при не
котором Л кривая q(A) меняет направление /рис. 4/. 
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О Лщщ "max 
Рис. 4. Зависимость положения смигмапичногс изображе
ния от расстояния Л при <?>#„ и d=l . 

В этой точке возврата оба решения q a Bq b уравнения 
/ 9 / совпадают. Следовательно, здесь q B 0 . w = р в о . ,„ 
Когда р меняется от О до q в о з в , ц варьирует от 
С. до я ю з в

 и наоборот. Рассуждая аналогичным обра
зом, следует предположить существованне точки воз
врата и в верхней подобласти. Покажем, что таких точек 
всего две. 

Пусть в каждой плоскости предмет и его изобра
жен ие располагаются на одинаковом расстоянии от границ 
системы (pj=qj,p 2 =q 2 ). Выразнм в соотношении/3/F я 
С через матричные элементы системы. Тогда это соот
ношение запишется для первой и второй плоскостей со
ответственно в виде 

P q i + 2P q +P =0 
21 1 11 1 12 / 1 2 / 

R q +2R q +R = 21 ч 2 П ч 2 12 /13/ 
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С учетом того, что детерминанты матриц / 1 / и / 2 / 
равны единице, находим решения этих уравнений: 

1 _ р п 
l a P 

21 

(q ) = 
Ч 2 а 

1 - В „ 

R 2 J 

1+Р.. 
; (q ) =• 

ч 2 h 

1 + R,, 
V b р 

21 

; (q ) =• 
ч 2 h R 2 . 

' 1 4 / 

/ 1 5 / 

Заменив здесь Р и R вх значениями из / I / и / 2 / , 
преобразуем решения к следующему виду: 

в 2 2 

'21 а 2 | ( Л а 2 1 + 2 а 1 1 > 

(П ) = — + - • 
1 а а „ . » (Л о +2а ) ' . / 1 6 / / 

М II 

2 . /17/ (q ) = _ + _ 
я а21 а 2 1 (Ла 2| + 2а22* 

1 I I о 
/ 1 8 / 

S>b - Т 1 • /19/ а21 

Если какие-либо два решения, принадлежащие разным 
плоскостям, совпадут, мы получим стигматичное изобра
жение на расстоянии q=p. Равенство решений / 1 8 / н 
/ 1 9 / невозможно, так как при любом возбуждении а ц ^ а « . 
Очевидно, что не могут совпасть решения / 1 6 / и / 1 8 / , 
а также решения / 1 7 / и / 1 9 / . Остальные равенства ре
ализуются лишь для строго определенных Л. 

Так, например, равенство выражений / 1 6 / и / 1 7 / 
приводят к следующему квадратному уравнению для Л 

а 2 ) Л 2

 + Я а П + а 2 2 ) Л + 4 а 1 2 = 0 , / 2 0 / 

13 



которое во всем рассматриваемом интервале в имеет 
только одно положительное решение 

Л " W S 2 + 4 , / 2 1 / 

где S =а 2 2-а]|- в случае d=l S определяется следую
щим приближенным выражением: 

5 = 4 9 2 ( 1 - — ) . 
45 

Формулы для v н 82J даны выше. 
Вычтем теперь / 1 3 / из / 1 2 / , полагая q| = q2 = q. Под

ставив в полученную разность матричные элементы из 
/ 1 / и / 2 / , приходим к следующему уравнению для q : 

2 a 2 1 q 2 - 2 a 2 1 A q - 2 a ] 2 - ( a ) ) + a 2 2 ) A = 0 , 

решение которого 

V a 2 ] A 2

+ 2 ( a 1 ) + a 2 2 ) A + 4 a 1 2 

Ч = V 2 2а 2 , 
Если Л удовлетворяет уравнению / 2 0 / , то расстояние 
до стнгматнчного изображения q = Л/2. 

Приравняв / 1 7 / и / 1 8 / , будем иметь 

q = - ^ 1 / 2 2 / 
а2, 

при условии, что расстояние между дублетами удовлет
воряет соотношению 

Л = - (-̂Н- + — Ц - ) . /23/ 
а21 а 2 1 5 

Найденные значения q и Л положительны при любом 
возбуждении и а<Л/2. Для расчета q в случае d=l мож
но воспользоваться формулой 

_7_ _ 90 + 1806 - ' -450 4 -4 (? 6 

в* 1050-90 4 ' / 2 * / 
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И, наконец, нз равенства решений / 1 6 / и / 1 9 / мы 
находим .акие q в Л, которые при любом заданном 
возбуждении имеют противоположные знаки. Следова
тельно, практического интереса этот вариант не пред
ставляет. 

Итак, прн заданном возбуждении линз 0 можно 
получнть стигматичное изображение на расстоянии q - р 
лншь для двух определенных значений Л . Зависимости 
Л(0), рассчитанные по формулам / 2 1 / и / 2 3 / , праведены 
на рис. 3. Нетрудно видеть, что найденные Л действи
тельно лежат между Л m i n и Л т а х . 

Как следует из рис. 2а, в допустимой части области 
I C 0 > F0 . Мы получим реальное стигматичное изо
бражение, если 0<р<1'о или С0<р<<». Зависимости р(Л) 
представляют собой две монотонные криьые, соединяю
щие граничные точки указанных интервалов. Когда р 
принимает значения от О до b 0,q меняется от С ( ) до ~ 
и наоборот. В любом случае q Ф р-

3. СТИГМАТИЧНАЯ СИСТЕМА, СОЗДАЮЩАЯ 
ИЗОБРАЖЕНИЕ, РАВНОЕ ПО ВЕЛИЧИНЕ 
ПРЕДМЕТУ 

Найдем условия, при которых увеличения М( и М2 

стигматнчной системы равны 1 или -1 . Потребуем вна
чале, чтобы оба увеличения равнялись 1. Для этого 
необходимо, чтобы положение каждой из главных пло
скостей Н| и Н2 предметного пространства совпадало с 
положением предмета. В наших обозначениях это условие 
равносильно совпадению решений / 1 6 / и /17 / . Как было 
показано выше, в такой системе А удовлетворяет со
отношению / 2 1 / Л a q = Л/2. 

Плоскость К , расположенную симметрично главной 
плоскости относительно фокуса системы, назовем анти
главной. Пусть обе антиглавные плоскости предметного 
пространства располагаются вне области поля. Если 
удастся совместить Hj нН 2 в точке, где находится пред
мет, мы получим Mi = M2 = - 1. Это условие равносильно 
равенству решений / 1 8 / н /19 / , что, как было найдено 
выше, невозможно. 
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Пусть теперь М,= 1 , а М 2=-1 . Чтобы получить такую 
комбинацию увеличений, нужно в точке, где находится 
предмет, совместить главную плоскость Н j с антиглав
ной плоскостью Й2. Иными словами, нужно добиться сов
падения решений / 1 6 / в / 1 9 / , что также невозможно. 

И, наконец, пусть М, =- 1, а М2 = 1 - Для этого по
требуется совпадение положений Н. и Н? с положением 
предмета, т.е. потребуется равенство решений / 1 7 / 
н /18 / . Такая система реализуется на практике при ус
ловии, что А удовлетворяет соотношению/23/, a q опре
деляется формулой / 2 2 / . 

Таким образом, из четырех интересующих нас ком
бинаций увеличений могут осуществиться только две: 
М, = М2 = 1 и М, = — 1 , , М2= 1. В обоих случаях предмет 
и его изображенне располагаются симметрично относи
тельно центра системы. 
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