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Исследование сходимости разностных схем, основанное на 
анализе погрешности аппроксимации, приводит к завышенным тре
бованиям, предъявляемым к гладкости решения исходной задачи. 
Например, &1<г/ установлена сходимость разностной схемы со 
скоростью 0(| h|) в сеточных нормах W^ и С в предположении,что 
решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона принадлежит 
С4(П). В последнее время большое внимание уделяется исследова
нию сходимости разностных схем к обобщенным решениям исходной 
задачи' 3 - 5'. 

В теории вариационно-разностных методов/е.7/ естественно 
получаются оценки сходимости с использованием принципа миниму
ма энергии ошибки и аппроксимации кусочно-полиномиальными 
функциями. При таком подходе требования к гладкости решения 
более слабые, чем в разностных методах, но и скорость сходимос
ти на порядок ниже. Однако при повышении гладкости решения ис
ходной задачи из общей теории вариационно-разностных схем не 
следует повышение скорости сходимости. Это связано с метрикой, 
в которой исследуется сходимость. В' 7 - 1*" построены дискретные 
нормы на точках "сверхсходимости", в которых вариационно-
разностные схемы имеют более высокий порядок сходимости. 

В настоящей ргботе предлагается способ исследования сходи
мости разностных схем, когда решение исходной задачи принад
лежит пространству W^*"s (П), s=0,1. Показано, что обычная 
пятиточечная разностная схема для первой краевой задачи для 
уравнения ПвЯссона в осесимметричном случае сходится со ско
ростью 0C|h] ***в 11 и|| 2+я-, ), s=0,1, в сеточной норме W 1 ^ ) 

W 21 * ' 1/ и со скоростью 0(|h | 1 + s |lnh*| ||u|| г+s п ).h*= min fh. ,h„i, в ce-W (SI) 
точной норме С(ь>). 

Исследование разностной схемы для второй краевой задачи дает 
скорость сходимости 0(|hj 1+B'8||u|]ff2+ад.). s =0,1 , то есть 
получается потеря половины порядка в случае u € W 2 (О) . Оказа
лось, однако, что разностная схема, построенная на сдвинутой 
на полшага от границы сетке /см. рис. 3/, имеет второй порядок 
точности при обобщенных решениях из W | (Q). 

1. Рассмотрим первую краевую задачу для трехмерного осе-
симметричного уравнения Пауссона в прямоугольнике Й- { I«(XJ,x 2): 
0<.х а£ 1а, о- 1,21: 
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M * i ^ж/ «эх| 

u(x)=0, х б Г , , 2/ 

где Xj есть радиальное направление; х 2- осевое направление, 
а Г- граница области. 

На множестве функций, заданных в Q, введем следующие нор
мы и полунормы: 

Н , к Л 1 -( ((* (4-a.)2dx)1^ Null k - s i u i . / v 

Уравнение /1/ получено из трехмерного уравнения Пуассона после 
введения цилиндрических координат. Чтобы найти естественный 
вид норм Соболева в цилиндрических координатах, следует исхо
дить из трехмерного декартового пространства, затем перейти 
к цилиндрическим координатам и учесть, что входящие функции 
не зависят от угловой переменной /см., например^7', с. 258/. 
Получим следующие нормы, которые в отличие от введенных в /3/ 
норм обозначим через W s (О): 

| U U O = I | U | IT -(flTifd*)* Iu| = (rfx^(±l)V^V w° r(0) L 2, r fl 1 w i ($2) n i dx, dx 2 

,<92U,2 Л . 2 (A 42 1 'du ,2, 
wg,r<"> fi dx* 5x 2

2 d x ^ x 2 **<?*! 

| u |w 3 (or^V^^A'+^flr-)'* 3(-iJl—-)+ 
w2,t<"> 0 (?*? 5x3 ax26ixa 9x dx\ 

b\ aXj^Xg dX1 Xj dXj 

Hull - 2 ]n| 
W g k r < P ) в=0 w e i r ( Q ) 
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Основную роль при исследовании погрешности аппроксимации 
разностных схем играет следующая лемма. 

Лемма 1 /лемма Брэмбля-Гильберта' п ' /. Пусть f(u) - линей
ный ограниченный функционал в W 8 + 1 (Я), то есть имеет место оцен
ка 

K(u) |<M| |u | | . u 6 W 8 + 1 ( n ) . / 5 / 

Пусть f(u) обращается в нуль на полиномах степени s от пере
менных х, и х„. Тогда выполнено неравенство 

| П и ) | < М | и | ж 8 + 1 ( П ) . /6/ 
Эта лемма заменяет формулу Тейлора при оценке погрешности 

аппроксимации уравнения /1/ разностными уравнениями в точках 
сетки /см. теорему V . 

2. В области R введем сетку й'ы1хыг: 
w 1 = U 1.(i 1-0,5)h 1 , I J - O . I M M N ! . Ь !- 2f 1/(2N, —1)|. 

« V ' V W {г'0Л N2- h
2'V N2"-

Через ш обозначим внутренние узлы сетки ы области О, а через 
у=ш\ы- граничные узлы. Для функций у(х), заданных на Z. будем 
использовать обозначения 

(±11» ё1!? 
y-y(x)-y(Xj. х 2 ) ; у l r(x)=y(x 1±h 1,x 2); у с(х)=у(х ,х 2 + h 2 ), 
у- =(y-y < - 1i/h a; y x -(y ( + l a )-y)/h a.y- -(у -2у+у у ь * . 

xa a *a a *axa 
Скалярные произведения и нормы сеточных функций, определенных 
на ш, зададим следующим образом: 

(y,v)- 2 y v x 1 h 1 h j > , || у||-(у,у), | |у | | - max|y(x)i. 
<о С ( й ) ) х € ш 

^ ( у . у ) » 2 2 (Xj-O.ShJyih .h . + 2 2 х,у_ 2 h h , 

l l y l l f - l l У Н 2 . = | | у | | г

+ а . ( У , у ) , 

l | v | l r « a | | v 4 j : - i ) Г s u P( l (v .y ) ! / | | y | i ). 
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Задачу /1/, 111 аппроксимируем разностной схемой /см.'2/, 
с. 123/: 

-Лу=- -L((x -0.5h )у_ ) +у ш-ф, i e M , / 8 / 

У(х)»0, Хб;у, 
/9/ 

где правая часть Ф есть некоторый линейный функционал от f(x) 
/дается формулой /18//. 

Теорема 1 1сн.'г'. с. 155» 316/. Разностная задача /8/, /9/ 
однозначно разрешима, и для ее решения справедливы оценки 

НУН , <м||«М| , / 1 0 / 

||у||с(й>) « " " V i l e * , /И/ 
с постоянной М, не зависящей от h. 

Если решение и как функция от декартовых переменных в трех
мерной области Ох[0,2^]имеет ограниченные четвертые производ
ные, тогда равномерно по h выполнены оценки /см./2/, с. 157/: 

lly-»IL. v ^ M | h | 8 , Hy-u | | <M|h| 2 , | h i 2 =h 2

+ h 2

 / 2 / 

Wg (а)) С (ш) l i 1*1-1 

В работе'7' /с. 281/ показано, что для линейного интерполян-
та yj сеточного решения у выполнена оценка 

ll*,-Hl.l ( ^ M l h l l l u H w 2
( n ) / 1 3 / 

2,г 2' г 

с постоянной М, не зависящей от и и Ь. 
Ставится следующая задача: оценить скорость сходимости раз

ностной схемы /8/, /9/ в сеточных нормах C( UJ)MW|( U )) В предпо
ложении, что решение исходной задачи ц(х) принадлежит W 2 + s (fi), 
s=0,1. 2 , г 

3. Перейдем к исследованию погрешности аппроксимации. Рас
смотрим задачу для z=y-u: 

Az = ф , u f f l , Л*»/ 

г 7°. * £ / . /15/ 
где ф=ф-\и- погрешность аппроксимации схемы /8/ на решении 
задачи /1/ /см./i/, с. 235/. 
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Введем еще некоторые обозначения /рис . 1/.Пусть 

е(х)= | f - ( f j , (z)\ x j-0,5hi i ^ i iXj+O.Shi , хеш , i - 1,2 I 

- элементарная ячейка с центром в точке сетки хе<и.Ее границы 
обозначим через e 4 j « l ^ e e ( x ) , f 4 = xs ± 0,5h j I, i - 1, 2. Введем еще 
две ячейки / р и с . 1 / : 

e ,( X) =tf,(f 1,f 2): x,$f,£ «i+Ь,. x 3_ j-0.5h 3_ ] =<^_ i < x g_, + 0.& 8_ ||. 
i=1.2. Погрешность аппроксимации /1ч/ имеет вид 

0(x)-^+J-((x 1 +0,5hj )u )_ + u- . /16/ 
x i > *l x 2 * 2 

Представим ее в дивергентном виде / с м . ' 1 ' , с . 1бч, а также' / , 
используя дифференциальное уравнение ' 1 , 1 ° ' . умноженное на Xj 
и проинтегрированное по е(х): 

0(х)=±(х и ) +u_ +tf--J—fft-Ld.iEj + x.^+xfXJx-

- T ( x V u * " Г f ^~ d x 2^- + ( , , x - ~ Г « i r ^ l x > _ + / 1 7 / 

+ <* — г — - Г/" х f ( X )dx , i . = j , ^ 0 , 5 h , , 
X l h l h 2 e f x ) 1 ' l J 
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Пусть правая часть ф(х) разностной схемы /8/ вычисляется 
по формуле 

0( X)=_i-_ [{ ( ttf ,()Л( . /18/ 
X l h l h 2 e(x) 1 X 2 

Тогда погрешность аппроксимации ^'(х) может быть представлена 
в виде 

0(х)-А.(х „ ) : + т? _. . х€<и . /19/ 

где 
4 l ( D - u « - f - Г 1 7 - ( * 1 + 0 . 6 h 1 . f 8 ) d f e . 

, 5 1 ° - / * - . « » « . л * , / 2 0 / 
1"1 ' . « - . . « - п г / f .ar: ( f i -*. + w , , - ) d f i 

+2 

Теорема 2. Пусть решение и задачи /1/, 111 принадлежит про-
странству W2+S (fi),s=0,1. Тогда для погрешности аппроксимации 
\р(х), представленной в виде /19/, /20/, имеют место следующие 
оценки: 

UjWIS M Ihl""' (xth .h „f^Hull „ + s t . i-1.8. 8.0.1. / 2 1 / 
i l <: W ~ + S ( e ) 

2. г 

с постоянной М, не зависящей от шага h и функции и(х). 

Доказательство. Исследуем член r j j ИЗ / 2 0 / . Отобразим об-
ласть~ё~Г(х) на квадрат Е 1 = | t - f t j . t g ) : 0£ t j £ l , - 0 , 5 < t 2 < 0,5 ! 
при помощи линейного преобразования 

f r x 1 + t j h ! , ^ 2 - x 2 + t s h s , u(t)=u(^1(t), f 2(t)). /22/ 

Тогда 

1 h l h 2 X„-0 .5h<?Xl * 1 2 2 bg—^энп-

^Гпп т_п<п.т _ r iL-«iB.f..vit i- / 23 / — [5(1.0)- n(0.0)- f -Sr-(0.B,t B )dt 8 ] . 
h i -o,5 d h 2 г 
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Выражение тц представляет собой линейный ограниченный функцио
нал Р пространстве WilCE1) /и тем более в W ^ E 1 ) /. Действи
тельно, по теореме вложений'18'. 

max|u| g M l|u!l w 2 ( E i ). 

f'5|f (0.5.t )dt2<( f5(ii(0,5.t ))8dt J*S M||u|| 
-0,5 3 t l -0.5 **1 2 w | E l ) 

причем постоянная М не зависит от и и шага h. Следовательно, 

Функционал *?. обращается в нуль на полиномах второй степени. 
Если 5 = a 0 + k 1 t l + a g t e + a > t 1 t g + a 4 t 1

8 + a t | , 

" i = 17 ( a o + a i + a 4 - a o-f '< a i + V 2 + a 4 > d t B ] - ° -
"1 -0,5 Тогда, по лемме Брэмбля-Гильберта, имеет место оценка 

М ,r i _ „ , . _ m2+s 
„2+ 
У2 

' " ^ ' « Т " " ! ^ . ^ ; "- о л- u e w a ( П )- /25/ 

Применив з /25/ обратное отражение в /22/, получим 

U,l < M | h | 1 + B |ul s + s . (h h Г*, s-O.L 1 W ^ (e1 ) J z 

Чтобы получить окончательную оценку /21/, достаточно заметить, 
что 

| u L k 1 £*~1А\*\ к 1- к = 2,а 
W 2 ( e > *8.г ( в ) 

Перейдем к исследованию члена ч 8. Пусть u6W g > I (П). Тогда 
Ч£ - линейный ограниченный функционал в пространстве W * (е * ) , 
причем выполнена оценка /в переменных t / 

l O f i ~ 1 1 Й | 1 2 2 . 
2 о 

Здесь Е - квадрат, в который преобразована область е при по
мощи отображения /22/, а постоянная М не зависит от шага h 
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и функции u(x) . Кроме того, ij2 аннулируется на полиномах первой 
степени. Тогда, по лемме Брэмбля-Гильбертс>, имеет место оцен
ка /после перехода к старым переменным/: 

1чв1 <М|Ь| (Xjhjh^ 1' 8 l|u||we ( # g ) . /26/ 

Рассмотрим случай, когда ueW 2 r(fi). Выражение ч 2 представим 
в виде 

л (х) =и (х) --^-(х ,х +0,5h ) + — [ х -22_(х ,х +0,5h ) -
2 * 2 Экг

 1 г 2 », » Л 8 1 2 2 
1 Л / 2 7 / 

1 е + 8 

Член 1< представляет собой линейный ограниченный функционал 
в W^(e ), который обращается в нуль на полиномах второй сте
пени. Применяя технику, которую использовали при оценке чле
на jj g, получим 

| 1 , | < И ф | 2 ( х Л ь 2 ) - 1 / 2 | и | № з ( е 2 Г / 2 8 / 
2,г 

Член 1 2 является пинейным ограниченным функционалом от функ

ции v = x,-2S- прч v € W 2 ( e 2 ) который аннулируется на полиномах 

первой степени. Тогда применение леммы 1 дает 

| l 2 | < M J | L f ( h i h 2 r ^ l v | w , ( e 2 ) . /29/ 
Но 

w 2 ( ^ ) ев ^ 2 * * * ' 2 

,.2, <?3и ,2 

' 2 
< ( 2 / / i4(-if!L-) 2 ,4( ^» ) 2

 + ^ ^ H - ) a l ^ df t 1 / 2 < 
2 " ^ 2 # 2 д ^ г df» 

/ 30 / 
2 S , <Э2и ч 2 , < 9 3 U 4 2 , . , .* ,1/2 

= 1 « 1 J^2p/r IT2 Л/? ЯР йРЗ 1 2 ,8 ' д£\дйг й\ « К , # 8 d€ 2 

< 2 ^ | и | и з # 

2 , г < ^ 
Подставим / 3 0 / , / 2 9 / и / 2 8 / в / 2 7 / и получим аналогичную оцен
ку и в случае s = 1 , i = 2 . Таким образом, теорема доказана. 
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4, Оценку скорости сходимости получаем из априорной оценки 
/10/ для задачи /12/, /13/. используя представление погреш
ности аппроксимации в виде /19/> /20/ и оценки /21/. 

Теорема 3. Пусть решение и задачи /1/, /2/ принадлежит 
пространству W|+

r
s(fl), s=0,1. Тогда решение разностной задачи 

/8/, /9/ с правой частью ф, вычисляемой по формуле /18/, 
сходится в сеточной норме W*(<u) со скоростью 0(|h| , + s), так 
что равномерно по |h| выполнена оценка 

||y-u|I <M|h|I + « ||u|| s-0.1. /31/ 
W g V r w|+

r
s Ш ) 

Доказательство. Для решения z(x) задачи /12/, /13/ выполнена 
оценка /10/. Оценим lliAlL.), используя /19/ и оценки /21/: 
11*11. „ =sup(|W.y)!/||y|| ) = 

- e U p ( | 2 [ c i 1 , 1 ) _ i + x t „ e _ e ] yh 1 h e l / | | y | | 1 ) < 

- "y^ 1 » 5 ! '^»! h i h « ' + ' S x i 4 » y « 8

 h i h a | ) / , , у П i 1 -

< M | S i h | 2 + 2 s C ^ 1 C x i h t h 2 Г 1 ь г ь а ! [ иП 2 * 

2.г к е ' 

2,г 

< M | h | 1 + s ( I £ l|u|la )' / 2< M N 1 + S ||u|| 
i=i <a Wa+E ( ei) wr"s(fl) 

Теорема доказана. 
Замечание 1. Случай декартовых координат, когда правая 

часть кусочно-непрерывная, детально рассмотрен в работе / 5 /. 
5. При исследовании скорости сходимости в сеточной норме 

С(й>) разностной схемы /8/, /9/ необходима оценка максимума 
модуля сеточной функции через ее W 2 (<ц) -норму. Эта оценка не 
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НЕТ ЛИ ПРОБЕЛОВ В ВАШЕЙ БИБЛИОТЕКЕ? 
Вы можете получить по почте перечисленные ниже книги, 

если они не были заказаны ранее. 

Д1,2-9224 I V Международный семинар по проблемам физики высоких 
энергий. Дубна, 1975. 3 р. 60 к. 

Д-9920 Труды Международной конференции по избранным вопросам 
структуры ядра. Дубна, 1976. 3 Р. 50 к. 

Д9-Ю500 Труды I I Симпозиума по коллективным методам ускорения. 
Дубна, 1976. 2 р. 50 к. 

Д2-10533 Труды X Международной школы молодых ученых по физике 
высоких энергий. Баку, 1976. 3 Р- 50 к. 

Д13-11182 Труды IX Международного симпозиума по ядерной элект
ронике. Варна, 1977. 5 Р. 00 к. 

Д17-11490 Труды Международного симпозиума по избранным пробле
мам статистической механики. Дубна, 1977. 6 Р- 00 к. 

Д6-11574 Сборник аннотаций 50/ совещания по ядерной спектроско
пии и теории ядра. Дубна, 1978. 2 р. 50 к. 

ДЗ-И787 Труды III Международной школы по нейтронной йизике. 
Алушта, 1978. 3 р. 00 к. 

Д13-П807 Труды III Международного совещания по пропорциональ
ным и дрейфовым камерам. Дубна, 1978. 6 р. 00 к. 

Труды VI Всесоюзного совещания по ускорителям заря
женных частиц. Дубна, 1978 /2 тома/ 7 Р- 40 "• 

Д1,2-12036 Труды V Международного семинара по проблемам физики 
высоких энергий. Дубна, 1Э78 5 Р- 00 к-

Р18-12147 Труды III Совещания по использованию ядерно-физиче
ских методов для решения научно-технических и народно
хозяйственных задач. Дубна, 1976. 2 р. 20 к. 

Д1,2-12450 Труды XII Международной школы молодых ученых по физике 
высоких энергий. Приморско, НРБ, 1978. 3 Р- 00 "• 

Р2-12462 Труды V Международного совещания по нелокальным теориям 
поля. Алушта, 1979. 2 р. 25 к. 

Д-12831 Труды Международного симпозиума по фундаментальным 
проблемам теоретической и математической физики, 
Дубна, 1979. * Р- 0 0 к-

Д4-80-271 Труды Международной конференции по проблемам 
нескольких тел в ядерной физике. Дубна, 1979. 3 Р- 00 к. 
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Nj-1 N 2-l 
|G(x,f)| < 2 1 1 

N,-1 N2-l /39/ 
<им1Г г,С*1 2 2 i <M(P,, £„)|lnh*|, 

1 2 1̂ =1 kg=l (2к!-1)г+(2kg)2 ~ 

h* = min fhj.hg I. 
Искомая оценка /32/ следует довольно просто из /39/- Пусть 
|у(*())1 =шах|у(х) |. Тогда, используя последовательно опре-
деление функции Грина, формулу суммирования по частям, нера
венство Коши-Буняковского и оценку /39/, получим 

11*»11оЫ-1'<*о>1-1? / « T F T - W * ! = 
%*2йУ 11 2 

= | 2 AG(x,xJy(x)x ih 1h p| = | 2 2 х G _ y _ h h + xG<u ° J г 2 rrh,/2 %=hg X 4 xl * A 

+ 4 ' 2 x l G у hIh2L<(ah(G.G)ah(y,y))^ < 

< | 2 X lAG(x,x 0)G(x,x 0) h1h2l''4 Hyllj < 

< |G(x o,x o)| l / 4 Hyllj <Mtlnh*|%||y|l1. . 

Из оценок /31/ и /32/ сразу следует сходимость разностной 
схемы в сеточной норме С(ш). 

Теорема k. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда имеет 
место оценка 

lly-u|| ( u ) ) < M | h | 1 + 8 | l n h * | ^ | | u | l w 2 + B ( n ) > s=0.1, A o / 
2,t 

с постоянной М, не зависящей от h и и-
6. Рассмотрим простейшую задачу с периодическими условиями 

на границах Х
Й~О,0 2 и условием второго рода на остальной 

части границы x 1=f J: 
.!_ _i_( x -iii_)+i2Ji_ - u=-f(x), xefi, Л 1 / 
Xj dxj i 3xj d x2 
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u(x 1 ,0) = u ( x 1 , £ 2 ) , ^ - ( х г 0 ) = ^ й - ( х г г 2 ) , O g x j ^ j , /1(2/ 

^7<VV- 0 ' 0 < V ' B A3/ 

X2f ft* 

Л»1 
г J jb Л г A 4 I I - J 

1 ' 

> 

| 
- • " 

:>rw 
1 

1 

I 

J 

1 " . 
0 

4 "A 

Рис .2 

2, X/ 

* , \ 

Г*~~ i 

JT+2 
/ \ 

6 6 
— i 

| — S 

Ж< 
I ~ 

— J 

' ) • 

0 
-i t — l i — i к i ь — 4 к—Д 

ft > 
Г-а 

Рис.3 
Л" / )И I • г/, где 

X/ 

IT 1 2 

y

+ 2

= , x < 4 ' V E

2

+ h

2

! : y

+ r f x G < V V V ; 

Задачу /h\/-/k"i/ аппроксимируем разностной схемой: 

-±-((x -0,5h )y_ ) +y^ -У—Ф, х е ш , /kk/ 
Xj 1 1 i t i i x 2 x 2 

У ( х 1 . 0 ) = у ( х 1 . г 8 . ) ; y ( x 1 , h 2 ) = y ( x 1 , f 2 + h 2 ) ; 0< X j < f j , / I t 5 / 
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-2—(x -0 ,5h )y_ +y_ - y = - < £ ; xfey 
Xjhj ! J x j x 2 x 2 +1 

/46/ 

Исследуем погрешность аппроксимации этой схемы. По аналогии 
с разностной задачей / 8 / , / 9 / получим 

^(Х) =П + - i — ( X л ) _ + JJ _ , Х б ш и у , / J » 7 / 
1 x i гН 

где 

, =u(x) L_ / / £ u(f .f J d f . t f , H = mese(x), 
и х̂  Н „, . 1 1 « г 

V" е(х) 

a 7jj и г/г выражаются по формулам / 2 0 / , причем 

/48/ 1 Л / Ч vvv= 2(%-тт ; ^ l r ( ^ , X 2 + 0 ' 5 h 2 ) d ^ : xG^-
2 Х 1 П 2 е + 2 ° Х 

Как показано в теореме J, 

I ^ I ^ M l h l ^ X j h j h ^ l u l w 3 ( e l ) , * ^ u y + 1 . /49/ 

Слагаемое rj0 оценивается аналогично. Во внутренних узлах для 
п. имеет место оценка /21/. Для граничных узлов x€v полу-

А + 1 
чаем 

h 2 ( x ) | < M i h | < x l h l h 2 r l / 2 | u | w 2 ( e 2 ) . / 5 0 / 

Отсюда следует, что скорость сходимости разностной схемы / 4 4 / -
' ' т / 2ц „ | | ) /46/ есть 0(|h|I + s / ' i | | u | | w 2 + s ( n ) ) , e-0.1. 

Для задачи /41/-/43/ по'строим разностную схему, которая 
имеет второй порядок точности при ueWg(il). Введем сетку 
ы = w х oi17 , где со"определена выше, а 

1 2 л 

<S! = f х г = Ci t -0 ,5 ) h t , ^ = 0.1,2 I V h l = V N l I 

/ с м . рис. 3 / , y + 1 = i x £ a ) , Xj=?j-0,5h[i. Сетка &> введена таким об
разом, что граница , где задано краевое условие третьего рода, 
является "потоковой" линией сетки . 

Напишем разностную схему 
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X 
*~((x -0,5h )y_ ) + y_ -у=-ф, x€<S у + 1 , /51/ 
t x l xl X 2 X 2 

y(xvO)~y(x1,lz ), y ( x 1 , h 2 ) = y ( x 1 , P 2 + h 2 ) , O ^ x ^ e j , / 5 2 / 

- - i — ( x -0,5h )y_ +y_ - y = - 0 , x G v . 
x l h l * "l Ж 8 Ж 2 + 1

 / 5 3 / 

Погрешность аппроксимации записывается и на этот раз в ви
де /'»7/ • Нетрудно заметить, что выражения для погрешности в 
точках х&у + 1имеют тот же вид, что и во внутренних узлах, 
и оцениваются при помощи неравенства /21/ теоремы Ь. Таким 
образом, установлено, что схема /51/-/53/ имеет такую же 
скорость сходимости, как и схема /8/, /9/ для первой 
краевой задачи. 

Замечание 2. Аналогично строится разностная схема для крае
вой задачи с условием второго рода на всей границе. Удается 
построить аппроксимацию второго порядка на обобщенных решениях 
из W 3 и для краевого условия третьего рода /хотя эта аппрокси
мация более сложная/. 

Замечание 3- Существенная особенность построенных схем 
состоит в том, что ось x g является потоковой линией /она не 
является линией сетки/. Отметим, что вариационно-разностные 
схемы и з / 7 / даже на решениях из С*01) дают сходимость порядка 
0(UI 8|lntf|* ). 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Самарский А.А. Теория разностных схем. "Наука", М., 1977-
2. Самарский А.А., Андреев В.Б. Разностные методы для эллип

тических уравнений. "Наука", М., 1976. 
3- Макаров В.Л., Самарский А.А. Дифф. уравнения, 1980, т. 16, 

tf7, с. 1276-1282. 
h. Andreev A.S., Popov V.A., Sendov Bl. Comptes Rendus Acad. 

Bui. Scil., 1979, 32, No. 8, p. 1023-1026. 
5. Березин Б.И. Вестн. МГУ, сер. вычисл. матем. и киберн., 

1979, № 2, с. 26-31. 
6. Стренг Г., Фикс Дж. Теория метода конечных элементов. "Мир", 

М., 1977-
7. Оганесян Л.А., Руховец Л.А. Вариационно-разностные методы 

решения эллиптических уравнений. Изд-во АН АрССР, Ереван, 
1979. 

14 



8. Zlamal H. Math. Сотриt., 1978, 32, No. кЪ, р. 663-685. 
9. Даутов Р.З., Лапин А.В. Известия вуз, математика, 1979, 

10/185/, с. 2^-37. 
10. Даутов Р.З., Лапин А.В., Ляшко А.Д. ЖВМ и МФ, 1980, т. 20, 

№ 2, с. ЗЗ^-З^Э. )]. Bramble J.H., Hilbert S. Numer.Math., 1971, v. 16, No. k. 
12. Никольский С М . Приближение функций многих переменных и 

теоремы вложения. "Наука", М., 1969. 
13. Положий Г.Н., Макаров В.Л. Вестн. Киевского ун-та, сер. 

мех. мат., 1966, №8, с. 11-20. 

Рукопись поступила в издательский отдел 
15 декабря 1980 года. 

15 


