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В настоящей работе исследуется применение алгоритма МетрополисаǾГастингса при формиǾ
ровании обучающей выборки для нейросетевой аппроксимации подынтегральной функции и
его влияние на точность вычисления значения интегралаǧ Предложен гибридный способ форǾ
мирования обучающего множестваǨ в рамках которого часть выборки генерируется посредством
применения алгоритма МетрополисаǾГастингсаǨ а другая часть включает в себя узлы равномерǾ
ной сеткиǧ Численные эксперименты показываютǨ что при интегрировании в областях больших
размерностей предложенный способ является более эффективным относительно применения
равномерной сеткиǧ

Ключевые слова: нейронная сетьǨ приближенное интегрированиеǨ алгоритм МетрополисаǾ
Гастингса

1. Введение

В рамках текущего исследования изучается задача приближенного вычисления
интеграла для заданной непрерывной действительной функции 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ по облаǾ
сти 𝑆 в виде

𝐼[𝑓] = ∫
𝑆

𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

где 𝑆 ǿ это выпуклоеǨ ограниченное множество в ℝ𝑛ǧ
Согласно универсальной теореме аппроксимации *Ƶ+ и теореме ƶ из работы *ƶ+ǩ

любая выше определенная функция 𝑓(𝑥) может быть аппроксимирована сколь угодǾ
но точно посредством однослойной нейронной сети 𝑓(𝑥) с логистической сигмоиǾ
дальной функцией активации такǨ что эта сеть может быть проинтегрирована анаǾ
литически в ограниченнойǨ выпуклой области 𝑆ǧ

Основная трудностьǨ возникающая в рамках применения рассматриваемого подǾ
хода интегрирования заключается в обучении нейронной сети для аппроксимации
подынтегральной функцииǧ То есть в подборе матриц весовых коэффициентов при
которых целевая функция достигала бы минимального значенияǧ Успешное решеǾ
ние задачи обучения с учителем зависит от множества факторовǨ одним из сущеǾ
ственных является формирование обучающей выборкиǧ Обучающее множество 𝐷 =
{(𝑥, 𝑓(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝑆𝑁 ⊂ ̃𝑆} Ć𝑆𝑁 ǿ 𝑁Ǿэлементное конечное подмножество ̃𝑆ȇ включает в сеǾ
бя вектор аргумента 𝑥 и соответствующие значения функции 𝑓(𝑥)ǧ Другими словаǾ
миǨ обучающее множество является результатом сэмплирования подынтегральной
функцииǧ В работе *ƶ+Ǩ в качестве обучающей выборки используются узлы равномерǾ
ной сеткиǨ что для семейств подынтегральных функций с сильными изменениями
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значений в некоторых подобластях приводит к недостаточно точной аппроксимаǾ
цииǨ следовательно и к неудовлетворительному результату интегрированияǧ В частǾ
ностиǨ для сэмплированияǨ так называемойǨ функций с явно выраженным пикомǨ
будет недостаточно информации в тех участкахǨ в которых форма функции более изǾ
менчиваǧ Данная параметрическая функиця взята из наборафункций для тестироваǾ
ния алгоритмов многомерного интегрированияǨ составленного Аланом Генцем *Ʒ+ǧ

В настоящем исследовании предлагается гибридный способ формирования обуǾ
чающей выборкиǨ в рамках которого часть обучающей выборки Ćс относительной доǾ
лей объема выборкиǨ обозначенной как 𝜌ȇ генерируется посредством применения
алгоритма МетрополисаǾГастингса *ƸǨ ƹ+Ǩ который позволяет сэмплировать любую
функцию распределенияǧ Другая часть выборки состоит из узлов равномерной сетǾ
киǧ При 𝜌 = 0 обучающая выборка состит только из узлов равномерной сеткиǨ при
𝜌 = 1 только из точек разыгранных алгоритмомМетрополисаǾГастингсаǧ

2. Апробация метода

Оценка влияния доли числа точекǨ сгенерированных алгоритмом МетрополисаǾ
ГастингсаǨ на результат интегрирования осуществлялась эмпирическимпутемǧПроǾ
граммная реализация была произведена на языке Pythonǧ Численные эксперименǾ
ты проводились в экосистеме ML<DL Гетерогенной вычислительной платформы
HybriLIT *ƺǨƻ+ǧ

Оценка точности интегрирования осуществляется с помощьюопределения колиǾ
чества правильных цифр приближенного значения интегралаǨ полученного посредǾ
ством нейронной сети Ć ̂𝐼ȇǩ

𝐶𝐷(𝐼, ̂𝐼) = − log
10

|
|
|

𝐼 − ̂𝐼

𝐼

|
|
|
.

Для функций с явно выраженным пиком применение предложенного способа
задания обучающей выборки увеличивает точность интегрирования относительно
обучения на узлах равномерной сеткиǨ при любом количестве точекǨ сгенерированǾ
ных алгоритмом МетрополисаǾГастингса Ćсмǧ рисǧ Ƶȇǧ С другой стороныǨ значение 𝜌
около Ƶ может ухудшать аппроксимациюфункции изǾза недостатка точек вблизи маǾ
лых значений функцийǨ тем самым уменьшить точность интегрированияǧ Стоит отǾ
метитьǨ чтопрималомколичестве точек Ć𝑁 = 103ȇ и𝑛 = 2Ǩ с увеличением𝜌 возрастает
точность интегрирования на ƶ знакаǧ

С увеличением значения 𝑁 точность увеличивается практически для всех значеǾ
ний 𝜌Ǩ повторяя тенденциюизменения𝐶𝐷(𝐼, ̂𝐼)ǧ Важно отметитьǨ что применение алǾ
горитма МетрополисаǾГастингса для формирования обучающей выборки позволяет
уменьшить вычислительные затратыǧ В частностиǨ значение точности при 𝜌 = 0.8
и 𝑁 = 103 сравнимо с результатом при 𝜌 = 0 и 𝑁 = 105ǧ Аналогичный вывод можно
сделатьǨ когда 𝑛 = 6ǧ Остается открытым вопросǨ как выбрать оптимальное значение
𝜌ǧ

3. Заключение

Интегрирование нейронной сетью представляется перспективным в некоторых
классах задачǨ так как аналитическая формула ее интегрирования как функция от
параметров области интегрирования позволяет хранить интегральнуюформу функǾ
ции и аналитически вычислять приближенное значение в любой подобласти без
необходимости повторного обучения сетиǧ В данной работе было продемонстриǾ
рованоǨ что сэмплирование с применением методов генерации точек по значению
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Рисǧ Ƶǧ Результаты апробации гибридного сэмплирования функций Ćслева для двух переменныхǨ
справа для ƺǾиȇǧ Каждая кривая ǿ 𝑁ǧ Каждая точка на графиках ǿ это среднее значение ƶƴǾи
приближенных интегралов при заданном 𝜌ǧ Для больших значений 𝑁 = 105 количество

испытаний было сокращено до ƹ изǾза продолжительного времени обученияǧ

подынтегральных функций в сочетании с узлами равномерной сетки может позвоǾ
лить улучшить результат приближенного интегрирования нейронной сетьюǧ Тем не
менее выбор оптимальной доли первых точек ко второй в обучающей выборке остаǾ
ется открытымǧ
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In this studyǨ we explore the eƭect of using the MetropolisǾHastings algorithm for sampling the inteǾ
grand on the accuracy of calculating the value of the integralǧ In additionǨ a hybrid method for sampling
the integrand is proposedǨ in which part of the training sample is generated by applying the MetropolisǾ
Hastings algorithmǨ and the other part includes points of a uniform gridǧ Numerical experiments show
that when integrating in highǾdimensional domainsǨ sampling of integrands both by the MetropolisǾ
Hastings algorithm and by a hybrid method is more eƮcient with respect to the use of a uniform gridǧ

Keywords andphrases: neural networkǨ numerical integrationǨMetropolisǿHastings algorithm
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