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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Объект исследования и актуальность темы.

В диссертации исследуются два типа низкоразмерных процессов пере-
носа - одномерный полностью асимметричный процесс с простым исключе-
нием (ПАППИ) и нелинейный диффузионный процесс с открытой грани-
цей, который описывает направленную стохастическую модель “sandpile”
(песочной кучи). В центре нашего внимания - применимость законов ко-
нечноразмерного подобия (конечноразмерного скейлинга) и понятия уни-
версальности в случае неравновесных стационарных систем.

Известно, что фундаментальные свойства равновесных фазовых пере-
ходов формулируются в форме законов скейлинга для термодинамических
и корреляционных функций. Гипотезы скейлинга утверждают, что син-
гулярные части этих функций становятся обобщенно-однородными функ-
циями существенных переменных вблизи критической точки. В соответ-
ствии с гипотезой универсальности, по отношению к критическому по-
ведению большое количество разнообразных моделей может быть разде-
лено на несколько классов, в зависимости от размерности пространства,
симметрии параметра порядка и радиуса взаимодействия (конечный или
бесконечный). Универсальность предполагает, что скейлинговые функции
одинаковы для всех систем данного класса универсальности, так же как и
критические показатели.

С другой стороны, компьютерные симуляции, в духе современных на-
нотехнологий, изучают системы либо со сравнительно небольшим числом
частиц, либо с малым линейным размером L, по крайней мере в одном про-
странственном измерении. Тогда конечноразмерные эффекты становятся
существенными и они могут маскировать существование и природу фазо-
вых переходов. Вблизи объемной критической точки, где объемная корре-
ляционная длина становится сравнимой с характерным линейным разме-
ром системы, теория конечноразмерного подобия предлагает описание в
терминах конечноразмерных скейлинговых функций, универсальность ко-
торых зависит, в частности, от формы системы и типа граничных условий.
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Асимптотическое поведение этих функций раскрывает глубинный меха-
низм того, как появляются сингулярности в точке равновесного фазового
перехода при стремлении размеров системы к термодинамическому пре-
делу. Теория конечноразмерного подобия (КРП) является незаменимым
средством анализа симуляционных и экспериментальных данных для ко-
нечных систем, так как позволяет сделать надежную экстраполяцию к тер-
модинамическому пределу.

Одна из естественных физических интерпретаций ПАППИ формули-
руется в терминах автомобильного трафика на единичной полосе. Полно-
стью параллельная динамика считается наиболее подходящей для моде-
лирования реального трафика и она положена в основу более сложных
правил обновления конфигураций системы. ПАППИ с параллельным об-
новлением эквивалентен модели Нейгеля - Шрекенберга с максимальной
скоростью vmax = 1. Кроме того, ПАППИ и его обобщения имеют мно-
гочисленные приложения для описания таких разных явлений как кине-
тика биополимеризации, кинетика ионных проводников, перенос пакетов
данных в Интернете, рост одномерной межфазовой границы, образование
ударных волн, направленное движение молекулярных моторов вдоль кле-
точных филаментов, статистическая значимость упорядоченных последо-
вательностей символов и др.

В нашем исследовании конечноразмерного подобия для ПАППИ мы
используем то, что теория Ли - Янга о нулях статистической суммы ока-
зывается применимой к нормировочным множителям стационарных веро-
ятностных распределений для некоторых неравновесных процессов с фа-
зовым переходом между неравновесными стационарными фазами. Изуче-
ние поведения корней нормирующего множителя для стационарного веро-
ятностного распределения ПАППИ в плоскости комплексной вероятности
ввода частиц в модели с возрастающим числом узлов, позволило опреде-
лить области аналитичности, соответствующие различным неравновесным
стационарным фазам. Асимптотика стремления нулей к положительной
полуоси с ростом числа узлов оказалась связанной с конечноразмерным
смещением квазикритической температуры и позволила оценить критиче-
ский показатель для корреляционной длины.
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В настоящее время довольно много внимания уделяется клеточным
автоматам, описывающим трафик на путях с локализованными неодно-
родностями, моделирующими рампы входа и выхода машин на скоростной
дороге. Было показано, что такие пространственные неоднородности при-
водят к разным динамическим фазам в режиме перегруженного трафика.
Подобные исследования сложных сетей дорог или путей необходимы для
лучшего понимания реального трафика. Насколько нам известно, случай
бифуркаций или соединений эквивалентных дорог рассмотрен нами впер-
вые. Здесь, мы смоделировали поток частиц в сети, состоящей из одной
полосы с двойной секцией посередине.

Модели, называемые “sandpile”, как простейшие модели самоорганизо-
ванной критичности (СОК), вызывают особый интерес при описании ла-
виноподобной динамики, присущей многим системам в природе. Начиная с
первых аналитических попыток вывода критических показателей для изо-
тропных моделей с детерминистическими правилами осыпания выполня-
ется следующая программа. Микроскопическая динамика частиц огрубля-
ется, при сохранении ее основных симметрий. Это порождает нелинейное
стохастическое дифференциальное уравнение, содержащее диффузионный
член и случайный шум. Нелинейность появляется из-за наличия ступенча-
той функции, которая описывает пороговые условия для начала лавины.
Случайный шум бывает двух видов: внутренний консервативный шум, ко-
торый учитывает проинтегрированные степени свободы и внешний, не кон-
сервативный шум, который оказывается существенным для динамики си-
стемы. Полученные уравнения могут быть проанализированы с помощью
динамичной ренормализационной группы для получения значений крити-
ческих показателей.

Все известные теории ориентированы на описание фазы роста лавин.
Нами впервые сделана попытка проанализировать асимметрию между фа-
зами роста и затухания лавин.

Цель работы.

1. На примере двух типов низкоразмерных процессов переноса иссле-
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довать применимость теории конечноразмерного подобия и понятия уни-
версальности в случае неравновесных фазовых переходов.

2. Изучить одномерный асимметричный процесс с простым исключе-
нием с открытыми границами и и различными видами динамики. Вывести
аналитические выражения КРП для потока частиц в окрестности непре-
рывного фазового перехода и для локальной плотности числа частиц вбли-
зи фазового перехода первого рода.

3. Численно изучить конечноразмерное поведение нулей Ли–Янга нор-
мирующего множителя стационарного распределения вероятностей для
всех основных видов стохастической динамики, в окрестности фазового
перехода как первого, так и второго рода.

4. Смоделировать и исследовать поток частиц в сложной сети, состоя-
щей из двух простых цепей, соединенных между собой двойной секцией.

5. Исследовать морфологию больших направленных лавин и их стати-
стических свойств в зависимости от времени эволюции.

Научная новизна и практическая ценность.

Нами сделана плодотворная попытка расширить понятия равновесной
статистической механики на случай неравновесных стационарных процес-
сов переноса. В случае ПАППИ с открытыми границами мы установили,
что вблизи непрерывного фазового перехода из фазы с низкой плотностью
в фазу максимального потока, аналог равновесной плотности свободной
энергии для ПАППИ имеет универсальную форму КРП.

Mы показали, что интерпретацию нормирующего множителя для ста-
ционарных вероятностных распределений конфигураций ПАППИ как рав-
новесной статистической суммы для блужданий с одним переходом и дву-
мя типами контактного взаимодействия, можно использовать для опреде-
ления параметра порядка.

Мы аналитически подтвердили применимость КРП и динамическую
универсальность для точно решаемой модели ПАППИ с открытыми гра-
ницами и разными видами динамики, для которых еще не известны кри-
тические классы универсальности. Наши результаты указывают на то, что
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варианты ПАППИ, основанные на различных правилах обновления, отно-
сятся к одному неравновесному конечноразмерному классу универсально-
сти.

На основе численных результатов для асимптотики сходимости нулей
нормирующего множителя вероятностного распределения в комплексной
плоскости вероятности ввода частиц, к точке фазового перехода бесконеч-
ной цепочки, нами оценен критический показатель для корреляционной
длины.

Мы изучили ПАППИ на направленной сети с нетривиальной тополо-
гией и открытыми границами. Локальные профили плотности, корреля-
ции между ближайшими соседями вдоль составляющих цепочек и кросс-
корреляции между эквивалентными узлами принадлежащими двум ветвям
средней секции, были численно оценены для значений параметров, соот-
ветствующих всем фазам простой цепочки. Присутствие средней секции
из двух параллельных цепочек приводит к сложным фазовым структу-
рам стационарного состояния всей сети. Нами обнаружены явные призна-
ки наличия делокализованной доменной стенки, которая имеет различные
вероятности быть обнаруженной в головной/хвостовой цепочки и в ветвях
средней секции.

В случае направленной стохастической модели песочной кучи, мы рас-
ширили теорию Клостера-Маслова–Танга в двух важных аспектах: (1) пра-
вила осыпания обобщены учетом процессов переноса одной частицы к бли-
жайшим соседним узлам и (2) простой диффузионный закон роста числа
неустойчивых узлов заменен более общим степенным законом, который со-
гласуется с нашими численными результатами.

Нами получено аналитическое решение уравнения Фоккера-Планка с
диффузионным коэффициентом в виде сингулярной степенной функции
пространственной координаты.

Мы предложили и апробировали новый подход в изучении лавин -
оценки их свойств в ограниченном ансамбле лавин с почти фиксирован-
ной (с допустимым отклонением 1 процент) продолжительностью, меньшей
чем линейный размер решетки во временном направлении. Это позволило
изучить статистические свойства подобных лавин во время их полной эво-
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люции. Мы количественно оценили асимметрию ширины фронта лавины
и числа неустойчивых узлов в начальной и финальной стадиях развития.
Насколько нам известно, мы впервые показали, что в финальной стадии
эволюция лавины может быть описана степенными показателями, разли-
чающимися от соответствующих показателей в стадии роста. С помощью
метода совмещения данных мы установили существование законов конеч-
норазмерного подобия, описывающих полную эволюцию лавин.

На защиту выдвигаются следующие результаты:

• Рассмотрен одномерный полостью асимметричный процесс с
простым исключением (ПАППИ) на конечной цепочке состоящей
из L узлов с открытыми граничными условиями. Открытые
граничные условия означают, что частица может быть введена с
левого конца цепочки i = 1, и удалена из правого конца i = L.
Порядок в котором происходят локальные прыжки частиц в правый
незанятый ближайший узел, ввод и вывод частиц в пространстве
и времени определяют динамику системы, т.е. способ обновления
конфигураций с течением времени. Нами рассмотрены случаи как
случайно-последовательного обновления в непрерывном времени,
так и основные виды динамики с дискретним временем. Во всех
случаях нами получены аналитические выражения для конечнораз-
мерного подобия (КРП) потока числа частиц вблизи непрерывного
фазового перехода и для локальной плотности числа частиц вблизи
неравновесного фазового перехода первого рода.

• Установлено, что вблизи непрерывного фазового перехода из
фазы с низкой плотностью в фазу максимального потока, аналог
равновесной плотности свободной энергии для ПАППИ имеет
универсальную форму КРП.

• Численное исследование поведения нулей нормирующего множите-
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ля стационарного распределения вероятностей для всех основных
видов стохастической динамики, в окрестности фазового перехода
как первого, так и второго рода установило применимость теории
Ли и Янга. Асимптотика стремления ближайшего к вещественной
полуоси корня позволила оценить критический показатель для
корреляционной длины с ростом числа частиц.

• Для ПАППИ на направленной сети с нетривиальной топологией
и открытыми границами, при значениях вероятностей ввода и
вывода частиц, которые соответствуют всем фазам системы,
изучены локальные профили плотности числа частиц, корреляции
между ближайшими соседями вдоль составляющих цепочек и
кросс-корреляции между эквивалентными узлами принадлежа-
щими двум ветвям средней секции. Установлено, что наличие
средней секции из двух параллельных цепочек приводит к сложным
фазовым структурам стационарного состояния всей сети. Нами
обнаружены явные признаки наличия делокализованной доменной
стенки, которая имеет различные вероятности быть обнаруженной
в головной/хвостовой части цепочки и в ветвях средней секции.

• Развит новый подход к изучению лавин - оценка их свойств в ансам-
бле лавин с почти фиксированной продолжительностью, меньшей
чем линейный размер решетки. Таким образом изучены статисти-
ческие свойства подобных лавин во время их полной эволюции - с
момента зарождения до момента затухания. Количественно оцене-
на асимметрия в зависимости от времени ширины фронта и чис-
ла нестабильных узлов в начальной и финальной стадиях развития
лавин. Насколько нам известно, мы впервые показали, что в фи-
нальной стадии эволюция лавины может быть описана степенными
показателями, различающимися от показателей в стадии роста. С
помощью метода совмещения данных мы установили существование
законов конечноразмерного скейлинга для полной эволюции лавин.
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Апробация работы.
Результаты диссертации докладывались на:

• Bogoliubov Conference “Problems of Theoretical and Mathematical
Physics”, Dubna, September 2-6, 2004, Russia.

• Научно-отчетной сессии Института механики Болгарской академии
наук, София, 21 января 2005, Болгария.

• Summer School on Fundamental Problems in Statistical Physics XI,
Leuven, 4-17 September, 2005, Belgium.

• X Jubilee National Congress on Theoretical and Applied Mechanics,
Varna, 13-16 September, 2005, Bulgaria.

• XXII Международных чтениях "Великие преобразователи естество-
знания: Игорь Курчатов БГУИР, Минск, 27-28 ноября 2008, Бела-
русь.

Публикации.
Диссертация написана на основании содержания работ 1 - 6.

Структура и объем диссертации.
Диссертация состоит из введения, трех глав и заключения. Общий объем
диссертации 110 страниц машинописного текста, включая 34 рисунков и
список литературы из 111 наименований.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении представлен краткий обзор основных работ и резуль-
татов по теме исследование двух типов низкоразмерных неравновесных
процессов. Там же кратко описаны основные результаты, содержащиеся в
данной диссертации.
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В первой главе “Конечноразмерное подобие и универсальность при
неравновесных фазовых переходах” проверяется применимость теории ко-
нечноразмерного подобия (КРП) в случае неравновесных фазовых пере-
ходов на примере точных асимптотических результатов для одномерного
полностью асимметричного процесса с простым исключением на цепочке
из L узлов с открытыми границами. Частицы перескакивают в соседние
пустые узлы справа с вероятностью p. Частица может быть введена в ле-
вый конец цепочки с вероятностью α и удалена из правого конца с ве-
роятностью β. Установлено, что вблизи точки фазового перехода α = αc

между стационарными фазами низкой плотности и максимального пото-
ка, аналог равновесной плотности свободной энергии имеет универсальную
форму КРП, как функции переменной x = C1tL

1/2, где t := (α−αc)/αc → 0

и L→∞, так что x = O(1). Параметры C1 и αc различны для дискретной
и непрерывной во времени динамики. Современная интерпретация норми-
рующего множителя ZL для вероятностных распределений стационарного
состояния, как равновесной статистической суммы взвешенных решеточ-
ных путей, используется для определения нового параметра порядка соот-
ветствующего КРП с новым критическим показателем.

Мы продолжили и расширили предыдущие исследования полностью
асимметричного процесса с простым исключением в отношении законов
конечноразмерного подобия и универсальности, а также проверили имеют
ли конечноразмерные функции ПАППИ с другими типами дискретной ди-
намики - последовательно ориентированной, подрешеточно-параллельной
и полностью параллельной, универсальный вид. При этом универсальность
понимается как независимость характеристик неравновесного стационар-
ного состояния от деталей стохастической динамики, управляющей эволю-
цией системы во времени. Основное внимание было уделено возможным
определениям неравновесного параметра порядка. Нами получены анали-
тические выражения для конечноразмерного подобия потока числа частиц
вблизи непрерывного фазового перехода и для локальной плотности числа
частиц вблизи неравновесного фазового перехода первого рода, в случаях
стохастической динамики как с непрерывным временем, так и в основных
вариантах обновления в дискретном времени.
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В теории Ли-Янга для неравновесных фазовых переходов, отличная от
нуля плотность корней на положительной вещественной полуоси в термо-
динамическом пределе свидетельствует о неравновесном фазовом переходе
первого рода, а ее линейное убывание - о неравновесном фазовом перехо-
де второго рода. Это обстоятельство мотивировало проведенное в первой
главе численное исследование поведения нулей нормирующего множителя
стационарного распределения вероятностей для всех основных видов сто-
хастической динамики в окрестности фазового перехода как первого, так
и второго рода. Нами исследована асимптотика стремления с ростом чис-
ла частиц ближайшего к вещественной полуоси корня и показано, что она
определяет критический показатель объемной корреляционной длины.

Во второй главе “Полностью асимметричный процесс с простым
исключением на сети с двойной секцией посередине: компьютерные симу-
ляции и теория” рассматривается ПАППИ со случайно-последовательным
алгоритмом обновления конфигураций на сети, состоящей из двух простых
цепочек, одним концом присоединенных к двум параллельным цепочкам
посередине (т. наз. двойной секции). Внешние узлы простых цепочек явля-
ются открытыми, так что частицы вводятся слева с вероятностью α и вы-
водятся справа с вероятностью β. В точке бифуркации сети (левый конец
двойной секции) частицы выбирают с равной вероятностью 1/2 по какой
ветви продолжить свое движение. Проведены компьютерные симуляции
при одновременном движении частиц по двум ветвям. С помощью простой
теории, в пренебрежении корреляциями в точках соединения сегментов це-
пи, определена возможная фазовая структура модели. Получены и обсуж-
дены профили плотности числа частиц и корреляции между ближайшими
соседними узлами в стационарном состоянии модели в представительных
точках фазовой диаграммы. Обнаружено существование кросс-корреляций
между эквивалентными узлами двух ветвей средней секции сети, в случае
когда они находятся в фазе сосуществования.

В третьей главе “Статистические свойства направленных лавин”
представлены результаты численного и аналитического исследования на-
правленной стохастической модели “sandpile”. Рассмотрена двумерная на-
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правленная модель “sandpile” со стохастическими правилами осыпания и
диссипацией на границе. Целью нашего исследования являлось более де-
тальное изучение морфологии больших направленных лавин и ее влияние
на их статистические свойства за все время эволюции. С этой целью пред-
ложен новый подход: вычисление основных характеристик по ансамблю
лавин с почти фиксированным временем жизни (т.е. длины), которое мень-
ше чем длина решетки во временном направлении. Этот подход открывает
перспективу определения новых наборов скейлинговых законов для конеч-
ного этапа эволюции лавин. Мы также надеемся, что наши результаты
прольют свет на возможность альтернативных значений скейлинговых по-
казателей.

Критически проанализированы два известных аналитических подхода.
Теория расширена с включением более общих стохастических правил осы-
пания. Для стохастического процесса, описываемого нелинейным уравне-
нием Ланжевена со степенной зависимостью диффузионного коэффициен-
та, получено распределение плотности вероятности времени первого дости-
жения. Проделаны крупномасштабные Монте-Карло симуляции с целью
проанализировать аналитические свойства лавин, такие как асимметрия
между начальной и конечной фазами эволюции, скейлинг ширины "ды-
рок"из устойчивых узлов во фронте лавины, так же как и ширины самой
широкой ветви ("хребта") лавины. Описано сравнение со случайным блуж-
данием и предложены возможные варианты эволюции лавин и значений
степенных показателей в начальной и конечной точках её эволюции.

В заключении кратко сформулированы полученные в диссертации
результаты, которые и выносятся на защиту.
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