
ЯДЕРНАЯФИЗИКА, 2017, том 80, № 6, с. 727–731

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ЧАСТИЦЫ И ПОЛЯ

БЕЗМОДЕЛЬНАЯ ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ СЕЧЕНИЙ РОЖДЕНИЯ
КУМУЛЯТИВНЫХ π-МЕЗОНОВ НА ЯДРАХ В ПРЕДСТАВЛЕНИИ

МАСШТАБНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ СТАВИНСКОГО x

c© 2017 г. В. Ф. Переседов*

Лаборатория физики высоких энергий им. В.И. Векслера и А.М. Балдина,
Объединенный институт ядерных исследований, Дубна, Россия

Поступила в редакцию 26.05.2017 г.

Безмодельная параметризация инвариантных дифференциальных сечений рождения кумулятивных
π-мезонов на атомных ядрах с A = 2–210 в задней полусфере получена в представлении масштабной
переменной Ставинского x на основе имеющихся в литературе сечений, измеренных для нескольких
ядер и углов θ при энергиях протонного пучка E0 = 9–10 ГэВ. Использование полученной параметри-
зации в области ее применимости позволяет с приемлемой точностью рассчитывать сечения рождения
π-мезонов в интервале значений переменной x = 0.25–3.5.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Целью настоящей работы является нахождение
безмодельной параметризации, которую можно ис-
пользовать для расчетов инвариантных дифферен-
циальных сечений рождения кумулятивных пионов
на атомных ядрах:

σinv(x, θ,A) =
E

A

dσ(x, θ,A)

dp3
. (1)

Найденная параметризация может также исполь-
зоваться при планировании и моделировании экс-
периментов на ускорителях в качестве генератора
кинематических характеристик кумулятивных пи-
онов, рождающихся в адрон-ядерных взаимодей-
ствиях в соответствии с величинами их сечений.
При этом она должна обеспечивать хорошую точ-
ность расчетов, которая определяется не только
качеством и количеством использованных для ее
нахождения экспериментальных данных, но и ка-
чеством ее самой. Поэтому поиск оптимальных
параметров фитов, которые требовались при вы-
полнении настоящей работы, производился с по-
мощью надежной в плане получаемых результатов
программы Fumili [1–3], разработанной в ОИЯИ
более полувека тому назад. В ней удачно реализо-
ван эффективный алгоритм минимизации нелиней-
ных функционалов, поэтому она является широко
применяемой, а порой и просто незаменимой при
выполнении расчетов подобного рода.
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Конечный вид параметризации был получен по-
сле выполнения двух последовательных этапов
расчетов, детали которых описаны ниже.

2. ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ СЕЧЕНИЙ
ПО ПЕРЕМЕННОЙ СТАВИНСКОГО x

На первом из этих этапов инвариантные диффе-
ренциальные и нормированные на нуклон ядра ми-
шени сечения рождения π-мезонов — σ1inv(x, θ,A)
для некумулятивной (x � 1) и σ2inv(x, θ,A) для
кумулятивной (x > 1) областей — фитировались с
помощью экспоненциальных функций, которые за-
висят от переменных x [4], θ и А и имеют вид

σ1inv(x, θ,A)≈ C1(θ,A)× (2)

× exp[−(x− 0.5)/x1(θ,A)],

σ2inv(x, θ,A)≈ C2(θ,A)× (3)

× exp[−(x− 1.0)/x2(θ,A)].

Использованные при этом сечения были измерены
в инклюзивных реакциях p+A → π±(θ) +X на
установках ДИСК ЛВЭ ОИЯИ [5] и ФАС ИТЭФ
[6–8] для ряда ядер и углов θ: D(180◦), He(180◦,
168◦, 90◦), Al(168◦, 90◦), Pb(168◦, 90◦) и Be, Al,
Cu, Ta (119◦, 97◦, 59◦) при энергиях первичного
протонного пучка 9–10 ГэВ.

В формулах (2) и (3) C1(θ,A), C2(θ,A) и
x1(θ,A), x2(θ,A) являются параметрами-функци-
ями нормировки и наклона сечений, которые
зависят от переменных θ иA, но на этапе первичной
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Таблица 1. Значения параметров C1 (в ед. мбн c3 ГэВ−2

ср−1 нуклон−1) и x1 и их ошибки для некумулятивной
области 0.25 � x � 1

θ, град A C1 ΔC1 x1 Δx1,%

180 D 5.57 0.57 0.129 2.8

180 He 7.33 0.67 0.137 3.0

168 He 6.45 0.53 0.135 1.8

168 Al 4.00 0.30 0.133 9.8

168 Pb 2.46 0.21 0.135 9.6

90 He 2.45 0.48 0.103 5.3

90 Al 1.03 0.10 0.130 4.0

90 Pb 1.01 0.03 0.130 0.74

59 Be 0.612 0.045 0.102 2.1

59 Al 0.662 0.073 0.110 3.2

59 Cu 0.644 0.064 0.115 3.0

59 Ta 0.416 0.106 0.124 7.7

параметризации сечений (2) и (3) они рассматри-
ваются лишь как числовые коэффициенты. Их ин-
дексы 1 и 2 соответствуют некумулятивной 0.25 �
� x � 1 и кумулятивной x > 1 областям. Числовые
значения найденных при этом параметров и их
ошибок приводятся в табл. 1 и 2.

3. ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ
ПАРАМЕТРОВ-ФУНКЦИЙ

На втором этапе расчетов полученные для пе-
речисленных в табл. 1 и 2 атомных ядер и углов θ
числовые значения параметров-функций C1(θ,A),
C2(θ,A) и x1(θ,A), x2(θ,A) фитировались с помо-
щью функций, зависящих от переменных cos θ, A и
имеющих вид

Ci(θ,A) = (ai1 + ai2 · e−ai5A)× (4)

× exp

(
− cos θ

ai3 + ai4 · e−ai5A

)
,

xi(θ,A) =
bi1 + bi2(1− e−bi5A)

1− [bi3 + bi4(1− e−bi5A)] cos θ
. (5)

В результате фитирования были найдены опти-
мальные значения числовых параметров aij и
bij (i = 1, 2 и j = 1, 2, ..., 5). Они полностью
определяют σ1inv(x, θ,A) и σ2inv(x, θ,A), которые
с приемлемой точностью описывают имеющиеся

Таблица 2. Числовые значения параметров C2 (в ед.
мбн c3 ГэВ−2 ср−1 нуклон−1) и x2 и их ошибки для
кумулятивной области x > 1

θ, град A C2 ΔC2 x2 Δx2,%

180 D 97.4E–3 15.6E–3 0.099 2.5

180 He 259.3E–3 23.6E–3 0.119 1.4

168 He 154.5E–3 8.5E–3 0.129 2.8

168 Al 174.0E–3 34.9E–3 0.136 8.0

168 Pb 124.2E–3 26.5E–3 0.140 7.5

119 Be 42.0E–3 6.0E–3 0.125 1.6

119 Al 83.0E–3 12.3E–3 0.133 2.9

119 Cu 93.7E–3 18.3E–3 0.137 2.8

119 Ta 70.9E–3 11.7E–3 0.141 2.3

97 Be 24.3E–3 1.2E–3 0.111 0.9

97 Al 35.2E–3 1.6E–3 0.127 1.0

97 Cu 37.8E–3 1.8E–3 0.130 0.57

97 Ta 28.7E–3 1.5E–3 0.137 0.73

90 Al 20.2E–3 1.0E–3 0.121 4.7

90 Pb 20.1E–3 2.6E–3 0.127 1.3

экспериментально измеренные сечения. При этом
для общности функционального представления
параметров-функций C1(θ,A), x1(θ,A) и C2(θ,A),
x2(θ,A) при x � 1 (i = 1) и при x > 1 (i = 2)
использовались функции одинакового вида (4) и
(5), но с разными значениями числовых параметров
a1j , b1j и a2j , b2j . Функции (2)–(5) удобны для
статистического розыгрыша переменных x и cos θ в
интервалах значений x≈ 0.25–3.5 и cos θ = −1−0
при фиксированном значении массового числа A,
т.е. для генерации кинематических характеристик
π-мезонов, рождающихся в конкретном атомном
ядре.

Найденные значения числовых параметров для
параметров-функций приводятся в табл. 3, 4. При
этом значения параметров a2j , b2j и σ2inv(x, θ,A)
для кумулятивной области x > 1 и значения пара-
метров a1j , b1j и σ1inv(x, θ,A) для некумулятивной
области 0.25 � x � 1 были найдены соответствен-
но для интервалов углов θ = 180◦–90◦ и 180◦–59◦.

4. СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТОВ
С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Найденная параметризация позволяет с при-
емлемой точностью описывать сечения рождения
кумулятивных пионов на атомных ядрах в интер-
вале углов θ = 180◦–90◦, в чем можно убедиться
сравнением расчетных и экспериментально изме-
ренных сечений для ряда углов и ядер, показанных
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Рис. 1. Расчетные (светлые точки) и экспериментально измеренные (темные) сечения рождения π-мезонов в реакциях:
p+D → π+(θ ≈ 180◦) +X (a) и p+He → π+(θ ≈ 180◦) +X (б).
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Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но для реакций: p+ Al → π−(θ ≈ 168◦) +X (a) и p+ Pb → π−(θ ≈ 168◦) +X (б).

на рис. 1–5. Из рисунков также видно, что согла-
сие между расчетом и экспериментом не является
одинаково хорошим для разных углов и ядер. Это,
видимо, связано с не вполне достаточным количе-
ством экспериментальных данных и с наличием в
некоторых из них систематических погрешностей,

Таблица 3. Числовые значения параметров aij и Δaij
(при i = 1, 2 и j = 1, 2 в ед. мбн c3 ГэВ−2 ср−1 нуклон−1)
для Ci(θ, A)

j a1j Δa1j a2j Δa2j

1 0.993 0.028 23.9E−3 0.63E–3

2 0.383 0.083 −30.9E−3 1.68E–3

3 1.027 0.067 0.489 0.027

4 −0.413 0.084 −0.320 0.064

5 0.025 0.005 0.175 0.025

χ2 = 2.1 χ2 = 4.3

что при разумном числе параметров не позволяет
найти еще более точную параметризацию.

Инвариантные дифференциальные сечения
рождения π-мезонов (в ед. мбн c3 ГэВ−2 ср−1

нуклон−1), показанные на рис. 1–5, представлены

Таблица 4. Числовые значения параметров bij и Δbij
для xi(θ, A)

j b1j Δb1j b2j Δb2j

1 0.1017 0.0026 0.0297 0.0057

2 0.0280 0.0031 0.0988 0.0062

3 −0.2199 0.0243 −0.5255 0.0576

4 0.0575 0.0466 0.3690 0.0729

5 0.05 0.01 0.175 0.025

χ2 = 1.2 χ2 = 4.1
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Рис. 3. То же, что и на рис. 1, но для реакций: p+ Be → π±(θ ≈ 119◦) +X (a) и p+ Ta→ π±(θ ≈ 119◦) +X (б).
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Рис. 4. То же, что и на рис. 1, но для реакций: p+ Be → π±(θ ≈ 97◦) +X(a) и p+ Ta → π±(θ ≈ 97◦) +X (б).
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Рис. 5. То же, что и на рис. 1, но для реакций: p+ Al → π+(θ ≈ 90◦) +X (a) и p+ Pb → π+(θ ≈ 90◦) +X (б).

в зависимости от масштабной переменной Ставин-
ского x.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Было бы желательно расширить область при-
менения данной параметризации до малых углов
передней полусферы, а также и на более высокие

энергии первичного пучка. К сожалению, в настоя-
щее время, несмотря на продолжительное изучение
кумулятивного эффекта, для этого нет достаточно-
го количества нужных экспериментальных данных.

Поэтому для получения оценок сечений рожде-
ния любых кумулятивных частиц при планирова-
нии экспериментов можно использовать модель-
ные параметризации, предложенные, например, в
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работах [9] и [10]. Они основаны на гипотезах о
минимизированном экономичном взаимодействии
сталкивающихся конституентов и об автомодель-
ности релятивистских ядерных столкновений. При
этом нужно учитывать влияние вторичных взаимо-
действий рожденных в ядре кумулятивных частиц
на их выход из тяжелых, средних и даже срав-
нительно легких ядер, которое, как показывают
численные расчеты [11, 12], может быть весьма
значимым.
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MODEL-FREE PARAMETRIZATIONOF THE CROSS SECTIONS
OF THE CUMULATIVE π-MESON PRODUCTION ON THE NUCLEI

IN REPRESENTATION OF A SCALE VARIABLE STAVINSKY x

V. F. Peresedov

The model-free parametrization of the invariant differential cross sections for the production of cumulative
π mesons on atomic nuclei withA = 2–210 in the back hemisphere was obtained in a representation using
the scale variable Stavinsky x based on the cross sections available in the literature measured for several
nuclei and angles θ at proton beam energies E0 ≈ 9−10 GeV. The use of the obtained parametrization in
the field of its applicability makes it possible to calculate with a reasonable accuracy the cross sections for
production of π mesons in the range of the variable x = 0.25–3.5.
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