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Энергия и квадрат модуля волновой функции основного состояния ядер 3H, 3,4,6He, 6Li, 9Be
вычислены методом континуальных интегралов Фейнмана. Получено удовлетворительное согласие с
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1. ВВЕДЕНИЕ

Низкоэнергетические реакции с участием лег-
ких ядер: гелия, трития, лития, бериллия [1], со-
ставляют значительную часть изученных и изу-
чающихся в настоящее время ядерных реакций.
Ядра 4Не (альфа-частицы) в опыте Резерфор-
да оказались первым инструментом для открытия
и исследования атомного ядра [2]. Исследования
столкновений альфа-частиц, ядер 3Не, 6Не, 8Не
с ядрами золота и другими ядрами продолжают
давать ценную информацию о механизмах реакций
слияния и нуклонных передач [2–11]. В реакци-
ях передачи и слияния с участием ядра 6He [4,
5, 9, 11] исследуется протяженное распределение
(так называемое гало), образованное парой внеш-
них слабосвязанных нейтронов (энергия отделения
0.975МэВ для двух нейтронов и 1.865МэВ для од-
ного нейтрона [12]). Ядро 6He устойчиво благодаря
силе спаривания между внешними нейтронами [13],
поскольку система α+ n (ядро 5Не) связанных со-
стояний не имеет. Знание свойств и волновой функ-
ции основного состояния нуклидов гелия, трития,
лития, бериллия необходимо для теоретического
описания реакций с их участием. В простейшей
оболочечной модели [12, 13] конфигураций 6He:
α+ n+ n и 6Li: α+ n+ p [1], внешние нуклоны в
поле ядерного кора (α-кластера) занимают состо-
яние 1p3/2 и проявляют свойства кластеров— ди-
нейтрона и дейтрона соответственно [14–18]. Ядро
9Be можно представить в виде конфигурации α+
+ n+ α [19, 20].
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Уравнение Шредингера в рамках задачи трех
тел с ортогональным проектированием впервые
решено для ядра 6Li в работе [21], а для ядер 6Не
и 6Be— в работе [22]. В работе [23] уравнение
Шредингера для трехтельной системы α+ n+ n
было решено с помощью разложений по гиперсфе-
рическим функциям (K-гармоникам). В работах
[24, 25] волновые функции системы трех тел были
получены с помощью гауссового базиса и чис-
ленного решения системы интегральных уравне-
ний Хилла–Уилера. Более простую возможность
вычисления энергии E0 и плотности вероятно-
сти |Ψ0 (r1, . . . , rn)|2 для основного состояния n-
частичной системы дает метод континуальных ин-
тегралов Фейнмана [26–33]. Его универсальность
позволила в едином подходе выполнить расчеты
для шести малонуклонных ядер: 3H, 3,4,6He, 6Li,
9Be. Можно указать четыре области примене-
ния полученных результатов. Во-первых, исполь-
зование сразу нескольких ядер позволяет более
достоверно выбирать форму и определять значе-
ния параметров парных потенциалов взаимодей-
ствия нуклонов и α-кластеров. Во-вторых, ана-
лиз свойств |Ψ0 (r1, . . . , rn)|2 позволяет подобрать
аналитические аппроксимации Ψ0 (r1, . . . , rn), на-
пример, в виде произведения экспонент гауссо-
ва типа. В-третьих, сравнение результатов метода
континуальных интегралов Фейнмана с результа-
тами оболочечной модели позволило предложить
новую параметризацию потенциалов сферического
среднего поля для ядер 3H, 3,4,6He [32], которая
может быть использована при описании низко-
энергетических ядерных реакций с участием лег-
ких ядер. Она может быть применена также для
сферического ядра 6Li и аксиально-симметричного
ядра 9Be. В-четвертых, знание плотности вероят-
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ности |Ψ0 (r1, . . . , rn)|2 позволяет уточнить усло-
вия применимости и скорость сходимости методов,
основанных на приближенном решении уравнения
Шредингера для трех и четырех тел с помощью
разложения по базисным функциям, например ги-
персферическим функциям [34]. В частности, мож-
но определять минимально необходимое число ба-
зисных функций и их квантовые числа для по-
лучения с заданной погрешностью результата как
для основного состояния, так и для возбужденных
состояний.

2. ФЕЙНМАНОВСКИЕ КОНТИНУАЛЬНЫЕ
ИНТЕГРАЛЫ В ЕВКЛИДОВОМ ВРЕМЕНИ

ДЛЯ МАЛОНУКЛОННЫХ ЯДЕР

Энергия E0 и квадрат модуля волновой функ-
ции основного состояния |Ψ0|2 системы нескольких
частиц могут быть найдены с помощью введенных
Фейнманом [26] континуальных интегралов (инте-
гралов по траекториям) [28–30]. Фейнмановский
интеграл
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представляет собой пропагатор— амплитуду ве-
роятности распространения частицы массы m из
точки q0 в точку q за время t. Здесь S[q(t)] и
Ĥ — действие и гамильтониан системы; Dq(t) —
мера интегрирования [27]. Для не зависящей от
времени потенциальной энергии переход к мнимо-
му (евклидовому) времени t = −iτ дает пропагатор
KE (q, τ ; q0, 0):
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где V (q) — потенциальная энергия. Интегрирова-
ние по q при периодических граничных условиях
q = q0 дает возможность найти энергию E0 основ-
ного состояния в пределе τ → ∞ [29]:
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Здесь g(E) — плотность уровней непрерывного
спектра при E � Econt. Для системы с дискретным
спектром и финитным движением частиц квадрат
модуля волновой функции основного состояния
может быть найден в пределе τ → ∞ [29] вместе
с энергией E0:

KE (q, τ ; q, 0) → |Ψ0(q)|2 exp
(
−E0τ

�

)
, (7)

τ → ∞,

� lnKE (q, τ ; q, 0) → � |Ψ0(q)|2 − E0τ, (8)

τ → ∞.

Уравнение (8) может быть использовано для
нахождения энергии E0 как углового коэффи-
циента линейной части графика зависимости
�lnKE (q, τ ; q, 0) от τ . Значения квадрата модуля
волновой функции основного состояния |Ψ0(q)|2 в
точках q ограниченной области финитного движе-
ния могут быть найдены с помощью выражения (7)
при значениях τ , соответствующих линейной части
графика зависимости �lnKE (q, τ ; q, 0).
Фейнмановский интеграл по траекториям (2)

можно представить в виде предела многократного
интеграла [28–30]

KE (q, τ ; q0, 0) = lim
N→∞

NΔτ=τ

∫
· · · (9)
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exp
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2

2Δτ
+ V (qk)Δτ

]}
×

× CNdq1dq2 . . . dqN−1,

где qk = q(τk), τk = kΔτ , k = 0, N , qN = q,

C =
( m

2π�Δτ

)1/2
. (10)

Здесь (N − 1)-кратный интеграл соответствует
усреднению по “траекториям” частицы в виде
ломаных линий в плоскости (q, τ ) с вершинами
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(qk, τk), k = 1, N − 1. Для приближенного вычис-
ления интеграла по траекториям (9) непрерывную
ось τ заменяют сеткой τ = τk = kΔτ , k = 0, N ,
N � 2, с шагом Δτ и выделяют евклидов пропа-

гатор свободной частицыK
(0)
E (q, τ ; q0, 0):
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Полагая qN = q0 = q, получим
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Здесь и далее угловыми скобками обозначено
усреднение величины f :

f = exp

[
−Δτ

�

N∑
k=1

V (qk)

]
(15)

по случайным траекториям, т.е. (N − 1)-мерным
векторам Q = {q1, . . . , qN−1} с законом распреде-
ленияW (q0; q1, . . . , qN−1; qN = q0):

W (q0; q1, . . . , qN−1; qN = q0) = (16)

= CN−1N1/2 exp
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.

Усреднение величины f может быть вычислено
методом Монте-Карло [35, 36]:

〈f〉 ≈ 1

n

n∑
i=1

fi. (17)

Алгоритм моделирования случайного вектора с за-
коном распределения (16) описан в Приложении.
Из-за случайных погрешностей моделирования в
выражении (8) для определения энергии основного
состояния следует использовать линейную регрес-
сию.
Формулы (2)–(17) естественным образом обоб-

щаются на случаи большего числа степеней сво-
боды, в том числе на системы нескольких частиц.

В качестве примера рассмотрим трехмерный ос-
циллятор с приведенной массой μ и потенциальной
энергией

V (r) = −U0 +
μ

2
ω2r2. (18)

Простой дискретный энергетический спектр с ко-
лебательными квантовыми числами n1, n2, n3 по
каждой из декартовых координат

En1,n2,n3 = −U0 + �ω

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
(19)

позволяет выполнить суммирование в выраже-
нии (4):
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Выражения для пропагатора гармонического
осциллятора в реальном времени приведены в
[26, 28].
Для удобства расчетов в масштабах действия

ядерных сил представим выражения (6), (9)–(11),
(14) с использованием безразмерных переменных
q̃ = q/x0, Ṽ = V (q)/ε0, m̃ = m/m0, τ̃ = τ/t0,
Δτ̃ = Δτ/t0, где x0 = 1 Фм, ε0 = 1 МэВ, m0 —
масса нейтрона, t0 = m0x

2
0/�≈ 1.57× 10−23 с, b0 =

= t0ε0/�≈ 0.02412, K̃E = KEx0, тогда

K̃E (q̃0, τ̃ ; q̃0, 0)≈
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×
〈
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0,N

,

W (q̃0; q̃1, . . . , q̃N−1; q̃N ) = C̃NN−1/2 × (22)

× exp

[
− 1
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]
,
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(
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2πΔτ̃
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. (23)

Для системы двух частиц с массамиm (μ = m/2) и
параболической потенциальной энергией взаимо-
действия (18)

V (r) = −U0 + ε0Ar̃
2 = −U0 + ε0

1

b0

m̃

4
ω̃2r̃2, (24)

где ω̃ = 2
√
Ab0, выражение (20) можно предста-

вить в безразмерной форме:

F (τ̃) =

∫∫∫
K̃E (q̃, τ̃ ; q̃, 0) dq̃ = (25)
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=
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8
exp
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Ũ0b0τ̃
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(
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√
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)
.

Результаты вычисления интеграла (25) с пропага-
тором, найденным со статистикой n = 107 траекто-
рий для m̃ = 1, U0 = 40 МэВ, A = 3, демонстри-
руют хорошее согласие с точным аналитическим
результатом (рис. 1a). Видно, что при достаточно
больших значениях τ̃ > T1, T1 > 6, зависимость
логарифма пропагатора от τ̃ становится линейной
(рис. 1б):

b−1
0 ln K̃E (q, τ̃ ; q, 0)≈ b−1

0 ln |Ψ0(q)|2 − E0τ̃ , (26)

T1 < τ̃.

Значение энергии основного состояния было най-
дено с помощью линейной регрессии, при этом
погрешность определения энергии оказалась менее
0.1 МэВ (точное значение E0 = −6.5МэВ).
С целью уменьшения кратности интегралов в

формулах (13), (21) вычисления для ядер 3Н, 3Не,
4Не, 6Не, 6Li, 9Be выполнялись в системе центра
масс с использованием координат Якоби [28, 37]
для систем трех частиц (p+ n+ n, p+ p+ n, α+
+ n+ n, α+ n+ p и α+ α+ n) с массами m1 =
= m2,m3:

x = r2 − r1, y = r3 −
1

2
(r1 + r2), (27)

и системы четырех частиц (p+ p+ n+ n) с равны-
ми массами:

x1 = r2 − r1, x2 = r4 − r3, (28)

y =
1

2
(r3 + r4)−

1

2
(r1 + r2).

Для основных состояний ядер 3Н, 3Не, 4Не, со-
держащих не более двух тождественных нуклонов,
расчеты по формулам (2)–(17) можно проводить
без учета принципа Паули. Принцип Паули можно
не учитывать и для ядер 6Не, 6Li, 9Be, если рас-
сматривать их как состоящие из α-кластеров и не
более двух нуклонов. Если потенциальную энергию
указанных ядер представить в виде суммы парных
взаимодействий, то условие симметричности функ-
ции (15) по отношению к перестановке двух тожде-
ственных частиц будет выполнено автоматически.
При выборе пар r1, r2 и r3, r4 в качестве радиусов-
векторов тождественных частиц дополнительной
симметризации траекторий не требуется.
При расчетах с конечным числом траекторий

асимптотическое поведение (7), (8) может не до-
стигаться. Вне классически доступной области для
основного состояния в выражении (6) величи-
на |Ψ0(q)|2 exp (−E0τ/�) может оказаться суще-
ственно меньшей интегрального вклада состояний
непрерывного спектра. Подобная ситуация воз-
можна и при существовании связанных состояний

102
F

a

б

101

100

0

0 5 10 20 2515

~b0  lnKE

~τ

−1

−50

−100

−150

Рис. 1. Зависимости функции (25) F (τ̃) (a) и лога-
рифма пропагатора b−1

0 ln K̃E (б) от евклидова времени
τ̃ для двух частиц с параболическим потенциалом
взаимодействия (24) при m̃ = 1, U0 = 40 МэВ, A =
= 3, E0 = −6.5МэВ. Линии— точный результат (a) и
результат линейной регрессии (б); точки— расчет ме-
тодом Монте-Карло для n = 107 траекторий с шагом
сеткиΔτ̃ = 0.01.

некоторой части частиц системы. Так, для двух ней-
тронов и протона наряду с основным состоянием в
виде ядра 3Н возможно состояние в виде дейтрона
и свободного нейтрона. Поэтому при конечном зна-
чении τ выражения (7), (8) применимы для набора
координат q, соответствующих не очень большому
удалению от границы Σ0 классически доступной
области для основного состояния системы. При
больших значениях τ часть случайной траектории
может пройти снаружи и вдали от Σ0, где вклад
состояний непрерывного спектра может привести к
большим случайным отклонениям от асимптотиче-
ского поведения (7). Поэтому для приближенного
вычисления энергии E0 < 0 и плотности вероят-
ности |Ψ0(q)|2 основного состояния формулу (26)
можно применять только при не очень больших
временах T1 < τ̃ < T2 и не очень больших удале-
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ниях от центра масс системы, который выбирает-
ся в качестве начала координат. Для корректного
вычисления |Ψ0(q)|2 вне классически доступной
области вблизи Σ0 можно использовать введение
искусственной границы Σ′

R, такой, что вне ее зна-
чение потенциальной энергии системы полагает-
ся равным некоторому большому положительному
значению VΣ	|E0|. Внутри многомерной потенци-
альной ямы со стенками конечной высоты энергии
возбужденных состояний (стоячих волн) быстро
возрастают с ростом их номера. Состояния, подоб-
ные конфигурациям в виде дейтрона и свободного
нейтрона, также будут иметь энергии порядка VΣ.
Поэтому сумма (6) будет приближенно равна вкла-
ду основного состояния. Положение границы Σ′

R
можно определить условиями равенства ri = R для
расстояния ri любой из частиц до центра масс или
условием для гиперрадиуса системы ρ, например,
для системы трех частиц

ρ2 = x2 + y2 = R2. (29)

Для реализации расчетов средних (15) по
случайным траекториям была использована тех-
нология CUDA параллельных вычислений на гра-
фических процессорах [33, 38–40]. Расчеты были
выполнены на гетерогенном кластере “HybriLIT”
[41] Лаборатории информационных технологий
Объединенного института ядерных исследований.
Отладка программ проводилась на персональных
компьютерах с графическими картами NVIDIA,
поддерживающими технологию CUDA. Численные
расчеты пропагатора (21) проводились с числом
траекторий n∼ 106−108 и шагом сетки по евкли-
довому времениΔτ̃ = 0.01.

3. СВОЙСТВА ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ
ЯДЕР 3Н, 3,4Не

В расчетах пропагатора K̃E (q, τ̃ ; q0, 0) для ядер
3H, 3,4He были использованы эффективные цен-
тральные парные потенциалы сильного взаимодей-
ствия нейтрона с нейтроном Vn−n(r) и нейтрона
с протоном Vn−p(r). Потенциал взаимодействия
протона с протоном Vp−p(r) включал ядерную (N)
и кулоновскую части (C):

Vp−p(r) = V
(N)
p−p (r) + V

(C)
p−p(r). (30)

Для кулоновской части взаимодействия использо-
валось регуляризованное выражение

V
(C)
p−p(r) =

e2√
r2 + δ2

(31)

с δ � 1 Фм. Результаты вычисления пропагатора
оказались мало чувствительными к выбору зна-
чения малого параметра в диапазоне от 0.001 до

0.1 Фм, в расчетах использовалось значение δ =

= 0.01 Фм. Конечное значение потенциала V (C)
p−p(0)

соответствует представлению о нуклонах как о
частицах, обладающих структурой.
Зависимости от расстояния r нуклон-нуклонного

взаимодействия с твердой сердцевиной, аналогич-
ные потенциалу M3Y [42, 43], аппроксимировались
комбинацией экспонент гауссова типа [32]

Vn−p(r) =

3∑
k=1

uk exp
(
−r2/b2k

)
, (32)

Vn−n(r)≡ V
(N)
p−p (r) =

3∑
k=1

uk exp
(
−r2/c2k

)
. (33)

Чтобы обеспечить идентичность всех потенциалов
(32), (33) вдали от твердых сердцевин при r 	
	 b1, r	 c1, были наложены условия b2 = c2, b3 =
= c3. Возможность точного решения задачи двух
тел для дейтрона, имеющего единственное состо-
яние с полным спином S = 1 и энергией связи
2.225 МэВ [12], позволяет подобрать параметры
потенциала взаимодействия V ↑↑

n−p(r) между про-
тоном и нейтроном с параллельными (↑↑) спи-
нами. Пример такого потенциала с параметрами

b
(↑↑)
1 = 0.296 Фм, b2 = c2 = 1.265 Фм, b3 = c3 =
= 2.667 Фм, u1 = 500 МэВ, u2 = −102 МэВ, u3 =
= 2 МэВ показан на рис. 2a. В соответствии с
принципом Паули спины двух нейтронов в ядре
3Н и двух протонов в ядре 3Не противоположны,
поэтому потенциальные энергии ядер 3Н и 3Не
включают протон-нейтронные взаимодействия с
параллельными и антипараллельными спинами:

V (3H) = V ↑↑
n−p (|r1 − r3|) + (34)

+ V ↑↓
n−p (|r2 − r3|) + Vn−n(|r1 − r2|),

V (3He) = V ↑↑
n−p(|r1 − r3|) + V ↑↓

n−p(|r2 − r3|) + (35)

+ Vp−p(|r1 − r2|) + V
(C)
p−p(|r1 − r2|).

Значение параметра c1 = 0.533 Фм потенциала

Vn−n(r)≡ V
(N)
p−p (r) было фиксировано, а значение

параметра b(↑↓)1 потенциала V ↑↓
n−p(r) варьировалось

для одновременного получения энергий основных
состояний E0 = −EB , близких к эксперименталь-
ным для ядер 3Н, 3Не и 4Не, где EB — энергия
связи (8.482, 7.718 и 28.296 МэВ соответствен-
но [12]). При одинаковой последовательности ис-
пользованных при моделировании псевдослучай-
ных чисел, фиксированном числе n	 1 траекторий
и неизменном интервале T1 < τ̃ < T2 вычисленное
значение энергии основного состоянияE0 является
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непрерывной функцией параметра β = b
(↑↓)
1 , E0 =

= g(β). Вблизи значения −EB возможно линейное
представление

−g(β) = EB + k (β − γ) . (36)

Для n = 7× 107 траекторий были получены сле-
дующие близкие значения γi: для ядра 3Н γ1 =
= 0.4603 Фм, для ядра 3Не γ2 = 0.4614 Фм и для
ядра 4Не γ3 = 0.519 Фм. Из условия минимума
полного квадрата отклонения теоретических значе-
ний от экспериментальных для трех ядер

χ2 =
3∑

i=1

(
E

(theor)
0,i − E

(exp)
0,i

E
(exp)
0,i

)2

(37)

было найдено значение параметра b(↑↓)1 = 0.473Фм,
для которого теоретические значения энергий
связи трех ядер 3Н, 3Не и 4Не составили 8.21,
7.37 и 30.60 МэВ соответственно, что достаточно
близко к экспериментальным значениям.
В более простой модели можно использовать не

зависящий от спинов потенциал (32) и варьировать
параметр b1. Для n = 7× 107 траекторий были
получены следующие близкие значения: для ядра
3Н γ1 = 0.3865 Фм, для ядра 3Не γ2 = 0.3857 Фм
и для ядра 4Не γ3 = 0.407 Фм. Из условия ми-
нимума полного квадрата отклонения теоретиче-
ских значений от экспериментальных для трех ядер
можно определить общее значение параметра b1 =
= 0.391 Фм, для которого теоретические значения
энергии связи ядер 3Н, 3Не и 4Не составили 8.23,
7.46 и 30.68 МэВ, что также достаточно близ-
ко к экспериментальным значениям. Потенциалы
V ↑↓
n−p(r), Vn−n(r) приведены на рис. 2a, а резуль-
таты вычисления пропагаторов для этих ядер со
статистикой n = 7× 107 траекторий показаны на
рис. 2б. В соответствии с формулой (26) угловой
коэффициент сглаживающих в результате линей-
ной регрессии прямых на рис. 2б равен энергии
основного состояния ядер.
Протон-нейтронный потенциал (32) имеет более

глубокий минимум по сравнению с нейтрон-
нейтронным потенциалом и ядерной частью протон-
протонного потенциала (33) из-за меньшего ради-
уса твердой сердцевины b1 < c1. Такое поведение
можно связать с кварковой структурой нуклонов:
n (udd), p (uud). При сближении двух одинаковых
нуклонов четыре одинаковых кварка u или d оказы-
ваются локализованы в ограниченной области. Без
учета цвета, в соответствии с принципом Паули,
пары кварков с противоположными спинами долж-
ны занять два уровня— с наименьшей энергией
и вышележащий. В конфигурации с одинаковыми
спинами только три кварка с разными цветами (R,

б

a

0

0

5

0 1 2 3
r, Фм

10 20 2515

~b0  lnKE

~τ

−1

−100

−50

50

V, МэВ

−200

−300

−400

Рис. 2. a —Потенциалы взаимодействия нейтрона и
протона с параллельными спинами V ↑↑

n−p(r) (сплош-

ная кривая) и антипараллельными спинами V ↑↓
n−p(r)

(точечная кривая), не зависящий от спинов потен-
циал Vn−p(r) (штрихпунктирная кривая), потенциал
взаимодействия двух одинаковых нуклонов Vn−n(r)≡
≡ V

(N)
p−p (r) (штриховая кривая). б — Зависимость ло-

гарифма пропагатора b−1
0 ln K̃E от евклидова времени

τ̃ для ядер 2Н (�), 3Н (◦), 3Не (•) и 4Не (�); ли-
нии— результаты линейнойрегрессии (расчет методом
Монте-Карло для n = 7× 107 траекторий с шагом
сеткиΔτ̃ = 0.01).

G, B) могут занять низший уровень, а четвертый
должен оказаться на вышележащем уровне. В
результате учета вкладов всевозможных конфи-
гураций с различным распределением спинов и
цветов кварков полная энергия может оказаться
выше, чем при сближении протона и нейтрона
с локализацией в ограниченной области трех
одинаковых кварков.

Исследование плотности вероятности
|Ψ0(x,y)|2 для основного состояния было огра-
ничено анализом усредненной по углам двумерной
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Рис. 3. Топография пропагатора K̃E (x, y, cos θ; τ̃) системы p+ n+ n для τ̃ = 10. Указаны векторы x, y в координатах
Якоби и примерыположениянейтронов (◦) и протонов (•) для основного состояния ядра 3Н (1) и конфигурацииn+ d (2).
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Рис. 4. Топография плотности вероятности |Ψ0(x, y, cos θ; τ̃)|2 основного состояния ядра 3Не (p+ p+ n) для τ̃ = 10.
Обозначения те же, что на рис. 3.

радиальной плотности

P (x, y) = x2y2
∫

|Ψ0(x,y)|2 dΩxdΩy. (38)

Функция P (x, y) для ядра 3H была вычислена
в работе [14]. Максимум плотности вероятности
(38) приблизительно соответствует конфигурации с
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расположением нуклонов в вершинах правильного
треугольника со стороной, приблизительно равной
1.5 Фм. Для определения вероятностей других кон-
фигураций использовалась зависимость пропага-
тора K̃E (x,y, τ̃ ;x,y, 0) = K̃E (x, y, cos θ; τ̃) от x, y
и угла θ между векторами Якоби (27).

Для трехтельной системы 3H (p+ n+ n) топо-
графия пропагатора K̃E (x, y, cos θ; τ̃) при значении
τ̃ = 10 из области линейного участка зависимости
(26) показана на рис. 3. Наряду с основным состо-
янием ядра 3Н на рис. 3 проявляются состояния в
виде дейтрона и свободного нейтрона. Выделение
плотности вероятности основного состояния ядра
3Hе (p+ p+ n) с помощью введения высокой по-
тенциальной ступеньки вокруг центра масс с усло-
вием (29) показано на рис. 4. В области максимума
топография пропагатора (рис. 3) для системы p+
+ n+ n мало отличается от плотности вероятности
|Ψ0(x,y)|2 системы p+ p+ n.
Для симметричной конфигурации четырех нук-

лонов в ядре 4He с взаимно перпендикулярными
векторами x1, y, x2 и x1 = x2 = x плотность ве-
роятности |Ψ0 (x1,y,x2)|2 = |Ψ0 (x, y)|2 найдена в
работах [32, 33]. Отметим, что наличие отталкива-
тельного кора в нуклон-нуклонном взаимодействии
уменьшает вероятность нахождения нуклонов в
центре масс системы для рассмотренных симмет-
ричных конфигураций. Это должно приводить к
более плавному росту концентрации нуклонов и
плотности электрического заряда при приближе-
нии к центру ядра. В оболочечной модели изотопов
гелия этот эффект может быть учтен с помощью
уменьшения глубины потенциальной ямы в центре
ядра [32]. Такой потенциал с мягким отталкива-
тельным кором можно представить в виде суммы
нескольких гауссовых экспонент [44] или функций
типа Вудса–Саксона:

Vn−α(r) = V
(N)
p−α(r) = (39)

=
s∑

i=1

Ui [1 + exp ((r −Ri)/ai)]
−1.

Для среднего поля в ядре 6He можно использовать
значения параметров s = 2, U1 = −76 МэВ, U2 =
= 62МэВ,R1 = 2.05Фм,R2 = 1.32Фм, a1 = a2 =
= 0.3 Фм (и λLS = 12.2 в оболочечной модели со
спин-орбитальным взаимодействием).

4. СВОЙСТВА ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ
ЯДЕР 6Не, 6Li

Ядра 6Не, 6Li, имеющие кластерную структуру,
рассматривались как системы трех тел α+ n+ n
и α+ n+ p соответственно. Рассмотрение только

б
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Рис. 5. a —Потенциалы взаимодействия α-кластера
с внешними протоном (сплошная кривая) и нейтроном
(штриховая кривая) в ядрах 6Li и 6Не, для ядерной со-
ставляющей использована комбинация трех функций
Вудса–Саксона в форме (39). б — Зависимость лога-
рифма пропагатора b−1

0 ln K̃E от евклидова времени τ̃

для 6Li (�) и 6Не (•); линии— результаты линейной
регрессии.

двух внешних нейтронов с противоположными спи-
нами в ядре 6Не и протон-нейтронной пары с па-
раллельными спинами в ядре 6Li позволяет прово-
дить расчеты без учета принципаПаули. В расчетах
пропагатора K̃E (q, τ̃ ; q0, 0) для ядер 6He, 6Li вме-
сте с потенциалами Vn−n, V

↑↑
n−p были использованы

двухчастичные потенциалы сильного взаимодей-
ствия нейтрона с α-кластером Vn−α(r) и протона с

α-кластером V
(N)
p−α(r). Потенциал взаимодействия

протона с α-кластером Vp−α(r) включал ядерную
и кулоновскую части:

Vp−α(r) = V
(N)
p−α(r) + V

(C)
p−α(r). (40)

Для кулоновской части взаимодействия использо-
валось известное выражение для энергии точечно-
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Рис. 6. Топография плотности вероятности |Ψ0(x, y, cos θ; τ̃)|2 основного состояния ядра 6Не (α+ n+ n) для τ̃ = 20.
Указаны векторы x, y в координатах Якоби и примеры положения нейтронов (◦) и α-кластеров (•) для конфигураций:
динейтронной (1), сигарообразной (2) и n+ 5Не (3).

го заряда в поле равномерно заряженного шара.

Потенциалы взаимодействия Vn−α(r) и V
(N)
p−α(r)

(рис. 5a) выбирались в форме (39) с s = 3. По-
скольку для внешних нуклонов состояние 1p3/2
оболочечной модели является хорошим приближе-
нием, их взаимодействие с ядерным α-кластерным
остовом в работе [32] было представлено в виде
комбинации потенциала Вудса–Саксона и жест-
кого отталкивательного кора, подобного центро-
бежному потенциалу �

2l(l + 1)/
(
2μr2

)
, где μ —

приведенная масса системы α+ n, l = 1. В на-
стоящей работе в (39) использовалось слагаемое
с i = 3 и параметрами R3 = 1 Фм, a3 = 0.5 Фм.
Результат вычисления пропагаторов для рассмат-
риваемых ядер приведен на рис. 5б. Параметр U3

варьировался для получения энергий разделения
систем α+ n+ n и α+ n+ p на составляющие
частицы, близких к экспериментальным одновре-
менно для обоих ядер 6Не и 6Li (0.97542 МэВ и
3.637 МэВ соответственно [12]). При фиксирован-
ном числе n	 1 траекторий и неизменном интерва-
ле T1 < τ̃ < T2 вычисленное значение энергии ос-
новного состоянияE0 является непрерывной функ-
цией параметра U3, E0 = g(U3). Вблизи значения
−EB возможно линейное представление

−g(U) = EB + k (U −w) . (41)

Для n = 7× 107 траекторий были получены сле-
дующие близкие значения: для ядра 6Нe w1 =
= 111.97 МэВ, для ядра 6Li w2 = 113.39 МэВ.
Минимум полного квадрата отклонения (37) тео-
ретических значений энергии разделения систем
от экспериментальных для обоих ядер достигается
при w2 = 112.08 МэВ. Это дает для ядер 6Нe и
6Li значения энергий разделения систем α+ n+
+ n и α+ n+ p на составляющие частицы 0.96 и
3.87 МэВ соответственно, достаточно близкие к
экспериментальным.

Распределение плотности вероятности
|Ψ0(x, y, cos θ; τ̃)|2 для трехтельных конфигураций
6He (α+ n+ n) показано на рис. 6, наиболее
вероятными из них являются динейтронная (α+
+ (n+ n)) и сигарообразная (n+ α+ n). Для ядра
6Li (α+ n+ p) наиболее вероятна дейтронная кон-
фигурация (α+ d), а вероятность сигарообразной
конфигурации мала.

5. СВОЙСТВА ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ
ЯДРА 9Be

В расчетах пропагатора K̃E (q, τ̃ ; q0, 0) для яд-
ра 9Be был использован двухчастичный потен-
циал взаимодействия α-кластера с α-кластером

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА том 80 № 5 2017



482 САМАРИН, НАУМЕНКО

б

a

0

0

0 4 8 12 16
r, Фм

40 50 60 7030
~τ

~b0  lnKE
−1

200

400

−10

20

10

V, МэВ

−200

−400

−600

Рис. 7. a —Потенциалы взаимодействияα-кластера с
α-кластером Vα−α(r) в сильносвязанных ядрах 12С и
16О (сплошная кривая) и V ′

α−α(r) в слабосвязанном
ядре 9Ве (штриховая кривая), для ядерной составля-
ющей использована комбинация двух функций Вудса–
Саксона в форме (39). б — Зависимость логарифма
пропагатора b−1

0 ln K̃E от евклидова времени τ̃ для ядер
12C (•), 16О (◦), 9Bе (�) при расчетах с потенциалом
Vα−α(r) и при расчетах с потенциалом V ′

α−α(r) для
9Bе (�); линии— результаты линейной регрессии.

Vα−α(r), включавший ядерную и кулоновскую ча-
сти:

Vα−α(r) = V
(N)
α−α(r) + V

(C)
α−α(r). (42)

Потенциальная энергия взаимодействия двух α-
кластеров на расстояниях, превышающих 2〈R2

ch〉1/2,
может быть выбрана в форме комбинации по-
тенциала Вудса–Саксона с параметрами Акюза–
Винтера и потенциала кулоновского отталкивания
двух точечных зарядов. На малых расстояниях ку-
лоновская часть может быть представлена в форме
отталкивательного потенциала взаимодействия
двух равномерно заряженных шаров. Результат
усредненного действия отталкивательного кора

и принципа Паули можно представить в форме
суммы двух функций типа Вудса–Саксона (39).

Значения параметров потенциала Vα−α(r) мож-
но определить по экспериментальным значени-
ям энергий разделения систем α+ α+ α и α+
+ α+ α+ α на составляющие α-частицы для α-
кластерных ядер 12С, 16О (7.275 и 14.44 МэВ
соответственно [12]), а также из условия отсут-
ствия связанного состояния у α-кластерного ядра
8Ве. Теоретические значения энергии основного
состояния систем трех и четырех α-кластеров бы-
ли вычислены методом континуальных интегралов
аналогично другим рассмотренным выше ядрам.
Параметры U2 = 38 МэВ, R1 = 3.73 Фм, R2 =
= 2.71 Фм, a1 = a2 = 0.512 Фм были фиксирова-
ны, а параметр U1 варьировался.

Для n = 107 траекторий в линейном выражении
(41) равенство теоретических и эксперименталь-
ных энергий разделения систем достигалось при
близких значениях w1 = 29.75 МэВ для ядра 12С
и w2 = 29.0МэВ для ядра 16О. График потенциала
Vα−α(r) показан на рис. 7a, а результаты вычис-
ления пропагаторов для этих ядер— на рис. 7б.
При этом рассчитанная энергия разделения систе-
мы α+ n+ α на составляющие частицы для ядра
9Ве составила 3.4± 0.1 МэВ, что заметно больше
экспериментального значения 1.573 МэВ [12]. Для
получения меньшего значения энергии разделения
системы (рис. 7б) требуется уменьшение глубины
потенциальной ямы Vα−α(r) при меньшем значении
параметра U1 = 25.9 МэВ (рис. 7a). Этот факт
можно интерпретировать как следствие различия
α-кластеров и/или их взаимодействия друг с дру-
гом в слабосвязанном ядре 9Ве и сильносвязанных
ядрах 12С и 16О. Распределение плотности вероят-
ности для трехтельных конфигураций 9Be (α+ n+
+ α) показано на рис. 8. Видно, что наибольшую
вероятность имеют конфигурации α+ n+ α и α+
+ 5Не.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный подход к расчетам волновой
функции основных состояний ядер 3H, 3,4,6He, 6Li,
9Be может служить дополнением к существующим
более сложным вычислительным методам. Он поз-
воляет достаточно просто определить энергию ос-
новного состояния и установить ее зависимость от
параметров нуклон-нуклонного потенциала. Ана-
лиз свойств плотности вероятности позволяет по-
добрать аналитические аппроксимации для волно-
вой функции основного состояния, а также сделать
более реалистичным выбор среднего поля оболо-
чечной модели и распределения заряда и массы
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те же, что на рис. 6. Указаны примерыположения нейтрона иα-кластеров для конфигураций:α+n+α (1) иα+ 5Не (2).

в ядрах. Найденная методом континуальных ин-
тегралов плотность вероятности позволяет опре-
делять минимально необходимое число базисных
функций (например, гиперсферических функций) и
их квантовые числа для решения с заданной точ-
ностью многомерного уравнения Шредингера как
для основного состояния, так и для возбужденных
состояний.

Авторы выражают благодарность за полезное
обсуждение полученных результатов профессору
В.И. Кукулину, А.В. Карпову и А.С. Деникину.

Приложение

Стандартный алгоритм моделирования слу-
чайного вектора Q с плотностью вероятности
(16) состоит [35, 36] в последовательном выборе
значений его компонент из условных распределе-
ний W1 (q1|q0), W2 (q2|q0, q1), W3 (q3|q0, q1, q2), . . . ,
WN−1 (qN−1|q0, q1, q2, . . . , qN−2). Здесь Wk (qk|q0,
q1, q2, . . . , qk−1) — плотность вероятности значе-
ний величины qk при заданных значениях величин
q0, q1, q2, . . . , qk−1. Одномерное распределение для
k = 1:

W1 (q1|q0) =
∫

dq2 . . .

∫
dqN−1 × (П.1)

×W (q0; q1, q2, . . . , qN−1; qN = q0) =

= CN−1N1/2

∫
dq2 . . .

∫
dqN−1 ×

× exp

{
− m

2Δτ�

N∑
k=1

[
(qk − qk−1)

2
]}

=

= N1/2K
(0)
E (q0, τ = (N − 1)Δτ ; q1, 0)×

× exp
{
− m

2Δτ�

[
(q1 − q0)

2
]}

=

=
1√
2πσ1

exp

{
− 1

2σ1

[
(q1 − q0)

2
]}

,

является нормальным с математическим ожида-
нием

Mq1 = q0 (П.2)

и дисперсией

σ1 =
Δτ�

m

(
1− 1

N

)
. (П.3)

Двумерное распределение для k = 2 является
произведением нормальных распределений для ве-
личин q1 и q2: ∫

dq3 . . .

∫
dqN−1 × (П.4)

×W (q0; q1, q2, q3, . . . , qN−1; qN = q0) =

= W2 (q2|q0, q1)W1 (q1|q0) ,
где

W2 (q2|q0, q1) =
1√
2πσ2

× (П.5)

× exp

{
− 1

2σ2

[
(q2 −Mq2)

2
]}

,
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Mq2 =

(
1− 1

N − 1

)
q1 +

1

N − 1
q0, (П.6)

σ2 =
Δτ�

m

(
1− 1

N − 1

)
.

В общем случае распределение Wk (qk|q0, qk−1)
также является нормальным с математическим
ожиданием

Mqk = (1−Ak) qk−1 +Akq0, (П.7)

Ak =
1

N − k + 1

и дисперсией

σk =
Δτ�

m
(1−Ak) . (П.8)

При моделировании траектории очередное случай-
ное значение qk вычисляется по формуле

qk =Mqk + ζkΔqk, k = 1, N − 1, (П.9)

где Δqk =
√
σk — среднеквадратичное отклонение

и ζk — нормально распределенная случайная ве-
личина с нулевым средним значением и единичной
дисперсией.
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STUDY OF GROUND STATES OF 3H, 3,4,6Hе, 6Li, 9Be NUCLEI
BY FEYNMAN’S CONTINUAL INTEGRALSMETHOD

V. V. Samarin, M. A. Naumenko

The energies and the wave functions of the ground states of 3H, 3,4,6He, 6Li, 9Be nuclei have been
calculated by Feynman’s continual integrals method. The results demonstrate the overall satisfactory
agreement with the experimental data.
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