
Îãëàâëåíèå
1 ÊîìáèíàòîðèêàÒ�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËß 42 ÀíàëèçÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÍÄÓÊÖÈÈ 223 Òåîðèÿ ãðà�îâÏ�Î�ÓËÊÈ ÏÎ ��ÀÔÀÌ 284 Òåîðèÿ ÈãðÖÀ�ÑÒÂÎ ÍÈÌ 345 ÑòàòèêàÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎ�À 446 Òåîðèÿ èí�îðìàöèèÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈß 527 ËîãèêàÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÂÅÄÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ 688 Òåîðèÿ ìíîæåñòâÍÅÏÎÑÒÈÆÈÌÀß ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜ 74ÎÒÂÅÒÛ 82ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À 84



2 Ìàòåìàòèêà � êîðîëåâà íàóê. Îíà ó÷èò ìûñëèòü.Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû ñîäåðæàò óíèêàëüíûé ìàòåðèàë ïî òåîðèè èí�îðìàöèè,òåîðèè èãð, è îñíîâàì âñåõ åñòåñòâåííûõ íàóê � ëîãèêå è àíàëèçó, òåîðèè ìíîæåñòâ,êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ãðà�îâ. Îíè îðèåíòèðîâàíû íà øêîëüíèêîâ èíòåðåñóþùèõñÿñîâðåìåííûìè ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè.Ýòè ñåìèíàðû ÿâëÿåòñÿ ìîñòèêîì ìåæäó øêîëüíîé è âóçîâñêîé ïðîãðàììàìè ïî ìà-òåìàòèêå è èí�îðìàòèêå, îíè ïîìîãóò ÷èòàòåëþ íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå ïîçíàêîìèòñÿñ âàæíåéøèìè çàäà÷àìè ñîâðåìåííîé íàóêè, îñâîèòñÿ ñ å¼ ÿçûêîì è îñíîâíûìè ïðèëî-æåíèÿìè.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòèêà íàóêà àáñòðàêòíàÿ è îòâëå÷¼ííàÿ. Ýòî ìíåíèå ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè çà÷àñòóþ îïåðåæàþò ïðèêëàäíóþ íàóêó. Â ÷àñòíîñòèìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà ÷åòûðå âåêà �æèëà� ïðîñòî êàê êðàñèâàÿ òåîðåìà òåîðèè ÷èñåë,à ñåãîäíÿ áàíêîâñêèå êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû �èñïîëüçóþò� ýòó òåîðåìó äëÿ çàùèòû èí-�îðìàöèè.Êîíåö äâàäöàòîãî âåêà îçíàìåíîâàëñÿ ïîÿâëåíèåì èíòåðíåò, ñïóòíèêîâûõ òåëåñèñòåì,öè�ðîâîé àóäèî è âèäåî àïïàðàòóðû. Îñíîâû äëÿ øè�îðâàíèÿ ìåäèà èí�îðìàöèè, å¼ñæàòèþ è ïîìåõîóñòîé÷èâîé ïåðåäà÷è áûëè ðàçðàáîòàíû òåîðèåé èí�îðìàöèè.Ñåìèíàðû ïî ëîãèêå è ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äàþò íà÷àëüíîå ïðåäñòàâëå-íèå î ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå è ìåòîäàõ äîêàçàòåëüñòâà. Îñâîåíèå ýòèõ îáëàñòåé ìàòå-ìàòèêè � ëó÷øèé ñïîñîá ðàçâèòü ÿñíîñòü ìûñëè è ñïîñîáíîñòè ðàññóæäàòü ëîãè÷åñêè.
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�àññêàç 1ÊîìáèíàòîðèêàÒ�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËßÏëàí çàíÿòèÿ
• Ïðèíöèï óìíîæåíèÿ è ïðèíöèï ñëîæåíèÿ
• Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ
• Êîìáèíàòîðèêà è ÀË�ÅÁ�À
• Êîìáèíàòîðèêà è ��ÀÔÛÏðèíöèïû óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿÊîìáèíàòîðèêà � ýòî íàóêà î èñ÷èñëåíèè îáúåêòîâ. Çàäà÷è êîìáèíàòîðèêè � ýòî çàäà-÷è î íàõîæäåíèè ÷èñëà êàêèõ-ëèáî îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ÷èñëà äèàãîíàëåé â âûïóêëîì

20-óãîëüíèêå, òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñïîñîáîâ ðàñïîëîæåíèÿ 11 êíèã íà êíèæíîé ïîëêå,íåïðèâîäèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì 24, ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà N = 11 â âèäåñóììû íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Êîìáèíàòîðèêà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñâÿçàíà ñ òåîðè-åé ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèè, ïåðå÷èñëåíèåì ãðà�îâ è òåîðèåé ãðóïï.Çàäà÷à 1.1 (6) Ìû ìîæåì íàðèñîâàòü êðóã, êâàäðàò èëè òðåóãîëüíèê è çàêðàñèòü åãîçåë¼íûì, êðàñíûì, ñèíèì èëè ÷¼ðíûì öâåòîì. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ ìû ìîæåìíàðèñîâàòü?�åøåíèå. Åñòü òðè òèïà �èãóð, è ÷åòûðå öâåòà. Íàðèñóåì âñå �èãóðû: ñèíèå â îäíîéñòðî÷êå, êðàñíûå â äðóãîé, çåë¼íûå â òðåòüåé è ÷¼ðíûå â ÷åòâ¼ðòîé. ×åòûðå ñòðî÷êè, âêàæäîé ñòðî÷êå ïî òðè �èãóðû. ×òîáû ïîëó÷èòü âñå âîçìîæíûå îáúåêòû, íóæíî óìíî-æèòü 4 íà 3. Îòâåò: 3 × 4 = 12.Çàäà÷à 1.2 (6) Êàðòû. Äåâÿòü äîñòîèíñòâ {6,7,8,9,10,Â,Ä,Ê,Ò} è ÷åòûðå ìàñòè
{♥,♦,♠,♣}. Ñêîëüêî âñåãî êàðò?Îòâåò: 4 × 9 = 36.Çàäà÷à 1.3 (7) Ó Êîëè â ïðîøëîì ó÷åáíîì ãîäó áûëî â øêîëå 6 ïðåäìåòîâ, 4 ÷åòâåðòèè ó íåãî îäíè ïÿò¼ðêè è ÷åòâ¼ðêè. Ñêîëüêî âîçìîæíî âàðèàíòîâ çà÷¼òíîé ñòðàíè÷êèäíåâíèêà Êîëè çà ïðîøëûé ãîä?



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 5�åøåíèå. ×èñëî âàðèàíòîâ = ÷èñëî ïðåäìåòîâ × ÷èñëî ÷åòâåðòåé × äâà âàðèàíòà îöåí-êè (4 èëè 5) = 6 × 4 × 2 = 48.Ïðèíöèï, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè â äàííûõ çàäà÷àõ, íàçûâàåòñÿ ïðèíöèï óìíî-æåíèÿ. Åñòü åù¼ ïðèíöèï ñëîæåíèÿ. Îí ÷åðåçâû÷àéíî ïðîñò: åñëè ìû ðàçäåëèëèîáúåêòû íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà, òî ïîëíîå ÷èñëî îáúåêòîâ åñòü ñóììà ÷èñëàîáúåêòîâ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Íàïðèìåð, åñëè â êëàññå 12 äåâî÷åê è 14 ìàëü÷èêîâ, òîâñåãî 12 + 14 = 26 äåòåé.Çàäà÷à 1.4 (6) Åñòü 5 ÷åëîâåê è íàäî ïîñòðîèòü èç íèõ î÷åðåäü. Ñêîëüêî åñòü ðàç-ëè÷íûõ ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èâàíèÿ 5 ÷åëîâåê?�åøåíèå. Ïåðâûì áóäåò êòî-òî èç ïÿòè. Ïóñòü ìû êîãî-òî âûáðàëè è ïîñòàâèëè ïåð-âûì. Âòîðûì ïîéäåò êòî-òî èç îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ. Âûáåðåì êîãî-íèáóäü. Îñòàíåòñÿ 3÷åëîâåêà. Âûáåðåì èç òð¼õ, ïîòîì èç äâóõ. Îñòàâøèéñÿ ïîéäåò ïîñëåäíèì. Ìû âûáèðà-ëè ïîñëåäîâàòåëüíî ñíà÷àëà èç 5 âàðèàíòîâ, ïîòîì èç 4, 3, 2 è 1. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîìóìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåì 5 · 4 · 3 · 2 · 1. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ 5!, ÷òî ÷èòàåòñÿ êàê �ïÿòü�àêòîðèàë�.Óòâåðæäåíèå 1.1 ×èñëî óïîðÿäî÷èâàíèé èëè ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n ðàçëè÷íûõîáúåêòîâ ðàâíî n! (ýí �àêòîðèàë):
n! = 1 · 2 · . . . · n×èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ n ðàñòåò äîâîëüíî áûñòðî: 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, . . . Íàïðèìåð,

15! = 1307674368000Çàäà÷à 1.5 (7) Ó íàñ åñòü ÿáëîêî, êåêñ, ìîðîæåíîå è øîêîëàäêà. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõñïîñîáîâ èõ ñúåäàíèÿ ñóùåñòâóåò?Òåïåðü äàâàéòå ñ÷èòàòü áàéòû. Áàéò � ýòî âîñåìü ìåñò (âîñåìü áèò), â êàæäîì èç êîòîðûõñòîèò ëèáî 0, ëèáî 1. Íàïðèìåð: 01100110, 00111001, 11111111, ...Çàäà÷à 1.6 (7) Ñêîëüêî âñåãî ðàçëè÷íûõ áàéò?�åøåíèå. Âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé îäíîãî áèòà � 2 øòóêè : 0 è 1. Âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèéäâóõ áèò � 4 øòóêè: 00, 01, 10, 11. Òð¼õáèòîâûõ ñëîâ 8 øòóê: 000, 001, 010, 011 è 100, 101,110, 1111. Ïåðâûå ÷åòûðå íà÷èíàþòñÿ ñ 0, äðóãèå ÷åòûðå � ñ 1. Êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿâ äâà ðàçà. ×åòûð¼õáèòîâûõ áóäåò 16, à âîñüìèáèòîâûõ 28 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 256.Îòâåò: 256.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2n 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024Çàäà÷à 1.7 (7) Ñêîëüêî âñåãî áûëî áû ðàçëè÷íûõ áàéò, åñëè áû â êàæäîì èç âîñüìèìåñò ìû ìîãëè ïèñàòü 0, 1 èëè 2?Îòâåò: 38 = 9 · 9 · 9 · 9 = 81 · 81 = 6400 + 2 · 80 + 1 = 6561.Çàäà÷à 1.8 (7) Ñêîëüêî âñåãî áàéò, ó êîòîðûõ ðîâíî äâå åäèíè÷êè?



6 Êîìáèíàòîðèêà Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËß�åøåíèå. Íàäî âûáðàòü äâà ìåñòà, êóäà ìû ïîñòàâèì åäèíè÷êè. Äëÿ ïåðâîãî ìåñòà8 âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ: 10000000, 01000000, 00100000, 00010000, 00001000, 00000100,
00000010, 00000001. Òåïåðü íàäî ïîñòàâèòü åù¼ îäíó åäèíè÷êó. Â êàæäîì èç âîñüìè âà-ðèàíòîâ åñòü åùå 7 ìåñò (7 íóëåé) êóäà ìû ìîæåì ïîñòàâèòü åäèíè÷êó. Áàéò 10000000 ïî-ðîäèò áàéòû: 11000000, 10100000, 10010000, 10001000, 10000100, 10000010, 10000001. Èòàê,êàæäûé èç âîñüìè èñõîäíûõ áàéò ñ îäíîé åäèíè÷êîé äàñò 7 áàéò ñ äâóìÿ åäèíè÷êàìè.Èç ïðèíöèïà óìíîæåíèÿ âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 8 · 7 = 56 âàðèàíòîâ. Íî ñðåäè íèõ áóäóòïîâòîðåíèÿ. À èìåííî, áàéò 10001000 áóäåò ïîðîæä¼í êàê áàéòîì 10000000, òàê è áàéòîì
00001000. Áàéò 11000000 áóäåò ïîðîæä¼í êàê 10000000, òàê è 01000000 è ò.ä. Òàêèì îáðà-çîì, êàæäûé áàéò áóäåò ïîðîæä¼í äâàæäû. Âñåãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ áóäåò 56/2 = 28.Äàâàéòå áóäåì èñ÷èñëÿòü äîìèíîøêè. Äîìèíîøêè � ýòî øòó÷êè, íà êîòîðûõ çàïèñàíî2 ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ñêîëüêî âñåãî äîìèíîøåê? Ñíà÷àëà ðàçäåëèì èõíà äâå ÷àñòè � äóáëè è íåäóáëè. Äóáëåé 7 øòóê: {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}.Çàäà÷à 1.9 (7) Ñêîëüêî �íåäóáëåé� â äîìèíî?�åøåíèå. Ó �íåäóáëåé� ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ. Ïåðâîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ëþáûì èç ñåìèâîçìîæíûõ. Âòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî, òî åñòü äëÿ íåãî óæå øåñòü âîçìîæíûõ âàðè-àíòîâ. Ïî ïðèíöèïó óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì 7×6 = 42 âàðèàíòà. Íî ýòî íå ñîâñåì òî, ÷òîíóæíî. Ýòî ÷èñëî ïàð ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {0,1,2,3,4,5,6}. Èõ äåéñòâèòåëüíî42 øòóêè (7 ñòðî÷åê ïî 6):

(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6)
(1, 0), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6)
(2, 0), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6)
(3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 5), (3, 6)
(4, 0), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 5), (4, 6)
(5, 0), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 6)
(6, 0), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5)Äîìèíîøêà � ýòî íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà äâóõ ÷èñåë. Äîìèíîøêà �íåäóáëü� � ýòîíåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ïàðû (0, 2) è (2, 0) îáîçíà÷àþò îäíó èòó æå äîìèíîøêó. Êàæäûé �íåäóáëü� ìîæíî çàïèñàòü äâóìÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè.Ïîýòîìó �íåäóáëåé� â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð. Îòâåò: 7 · 6

2
= 21.Èñïîëüçóåì ïðèíöèï ñëîæåíèÿ è ïîëó÷àåì îáùåå ÷èñëî äîìèíîøåê: 7 + 21 = 28.Òðåóãîëüíèê ÏàñêàëÿÇàäà÷à 1.10 Äàíî ìíîæåñòâî ïÿòè ðàçíûõ êîí�åò. Íàì ðàçðåøèëè âçÿòü òîëüêîòðè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûáðàòü òðè êîí�åòû èç ïÿòè?�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü 3 èç 5 êàê C3

5 , è ñîîòâåòñòâåííî k êîí�åòèç n êàê Ck
n. Äàâàéòå íà÷í¼ì ñ ïðîñòûõ âàðèàíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòüîäíó êîí�åòó èç ïÿòè? Î÷åâèäíî, ïÿòüþ, òî åñòü C1

5 = 5. Àíàëîãè÷íî, C1
2 = 2, C1

3 = 3,
C1

4 = 4, C1
6 = 6, . . . . Ñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáîðà äâóõ êîí�åò èç òð¼õ? Ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òîâûáðàòü îäíó êîí�åòó, êîòîðóþ íå áóäåøü áðàòü. Òî åñòü C2

3 = C1
3 = 3. Ïîäñ÷èòàåì C2

4íåïîñðåäñòâåííî. Îáîçíà÷èì êîí�åòû ÷èñëàìè. Òîãäà áóäóò òàêèå âàðèàíòû:



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 7{1,2}, {1,3}, {1,4},{2,3}, {2,4},{3,4},òî åñòü 6 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ è C2
4 = 6. Äëÿ ïÿòè ïîëó÷èì:{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5},{2,3}, {2,4}, {2,5},{3,4}, {3,5},{4,5}� 10 âàðèàíòîâ, òî åñòü C2

5 = 10. Ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå êîí�åòû èç ïÿòè.Íî C2
5 = C3

5 , ïîòîìó ÷òî âûáèðàòü äâå êîí�åòû, ÷òîá èõ âçÿòü, âñ¼ ðàâíî, ÷òî âûáðàòüòðè êîí�åòû, ÷òîá èõ îñòàâèòü, à îñòàëüíûå âçÿòü, è íàîáîðîò. Îòâåò: 10 âàðèàíòîâ.
1 3 6 10

�èñ. 1.1. Òðåóãîëüíûå ÷èñëà.Ïðèìå÷àíèå. ×èñëà C2
n íàçûâàþòñÿ òðåóãîëüíûìè ÷èñëàìè. Âåðíî òîæäåñòâî

C2
n = 1 + 2 + . . . + (n − 1) =

n(n − 1)

2
.Îíè ðàâíû êîëè÷åñòâó òî÷åê â òðåóãîëüíèêàõ íà ðèñóíêå 1.1.Îïðåäåëåíèå 1.1 ×èñëî ñî÷åòàíèé k èç n åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü k ýëåìåí-òîâ (ðàçëè÷íûõ) èç n âîçìîæíûõ (òîæå ðàçëè÷íûõ). Îáîçíà÷àåòñÿ êàê Ck

n. Åñòü äðóãîåîáîçíà÷åíèå. Åñëè ïîëîæèòü k1 = k, k2 = n − k, òî
Ck1,k2 = Ck1

k1+k2
= Ck2

k1+k2Äàâàéòå íàðèñóåì òðåóãîëüíèê:
C0

0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

. . . . . . . . . . . . . . . . . .Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
. . . . . .



8 Êîìáèíàòîðèêà Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËßÝòî òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.Ýòîò òðåóãîëüíèê îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, êàæäîå ÷èñëî âýòîì òðåóãîëüíèêå åñòü ñóììà äâóõ íàä íèì ñòîÿùèõ. ×òîáû óçíàòü, ÷åìó ðàâíî C2
5 = C2,3,íàì íóæíî âçãëÿíóòü íà 5-óþ ñòðî÷êó. Íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 1 � ýòî C0

5 , ÷èñëî ñïîñîáîââûáîðà íóëÿ êîí�åò èç ïÿòè. Íå äàòü íè îäíîé êîí�åòû ìîæíî òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì.Äàëåå 5 = C1
5 , ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü îäíó êîí�åòó. Äàëåå C2

5 = 10, ÷èñëî ñïîñîáîâïîëó÷èòü 2 êîí�åòû èç 5 âîçìîæíûõ, è ò.ä.Çàäà÷à 1.11 (7) ×åìó ðàâíî C2,4?Çàäà÷à 1.12 (8) ×åìó ðàâíî C3,4?Âåðí¼ìñÿ ê íàøèì áàéòàì. Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå çàäà÷êè 1.8, ýòî çàäà÷à î ÷èñëå áàéò,ãäå 3 åäèíè÷êè è 5 íóëåé, 4 åäèíè÷êè è 4 íóëÿ è ò.ä. À òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðè-âàåòñÿ ñëîâî ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Áàéò � ñëîâî äëèíû 8.Çàäà÷à 1.13 (7) �àññìîòðèì ñëîâà äëèíû n èç íóëåé è åäèíè÷åê. Ñêîëüêî âñåãî ñëîâ,â êîòîðûõ ðîâíî k åäèíè÷åê?Îòâåò: Ck
n.Ïîäñêàçêà. Äåëî â òîì, ÷òî áàéòû ñ òðåìÿ åäèíè÷êàìè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèåñ òð¼õýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà {1,2,3,4,5,6,7,8}. Íàïðèìåð, {1, 2, 8} ↔

11000001, {1, 3, 5, 7} ↔ 10101010. Âûáðàòü òðè êîí�åòû èç âîñüìè âîçìîæíûõ âñ¼ ðàâíî,÷òî âûáðàòü òðè áèòà â áàéòå, êóäà ïîñòàâèòü åäèíèöû.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü öåëèêîì çàäà÷ó ïðî áàéòû (
êîëüêî áàéò, â êîòîðûõ ðîâíî kåäèíè÷åê?), íóæíî ïîñìîòðåòü íà âîñüìóþ ñòðî÷êó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.Íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 1 � ýòî C0
8 = C0,8 ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ íóëÿ åäèíè÷åê èâîñüìè íóëèêîâ ïî âîñüìè ìåñòàì. Äàëåå 8 = C1

8 = C1,7, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü îäíóåäèíè÷êó è 7 íóëèêîâ ïî âîñüìè ìåñòàì. Äàëåå C2
8 = C2,6 = 28, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü

2 åäèíè÷êè è 6 íóëèêîâ ïî 8 ìåñòàì.Çàäà÷à 1.14 (7) Íàéäèòå âîñüìóþ ñòðî÷êó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.Óòâåðæäåíèå 1.2 Âñåãî ðàçëè÷íûõ áàéò 256 øòóê. Çíà÷èò
C0

8 + C1
8 + C2

8 + C3
8 + . . . + C8

8 = 256Çàäà÷à 1.15 (7) Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë â ðàçëè÷íûõ ñòðî÷êàõ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.Çàäà÷à 1.16 (8) Ìû îïðåäåëèëè Ck
n êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü k ðàçíûõ ïðåäìåòîâ èç

n ðàçíûõ. Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, äîêàæèòå, ÷òî:à) C0
n = Cn

n = 1;á) Ck
n = Cn−k

n èëè Ck1k2 = Ck2k1;â) Ck+1
n+1 = Ck+1

n + Ck
n èëè Ck1,k2 = Ck1−1,k2 + Ck1,k2−1.Ïîäñêàçêà. â) Áóäåì âûáèðàòü (k+1) ýëåìåíò èç (n+1) âîçìîæíûõ. �àññìîòðèì ïåðâûéýëåìåíò. Ìû åãî ëèáî áåð¼ì, ëèáî íå áåð¼ì. Åñëè íå áåð¼ì, òî ìû äîëæíû âûáðàòü (k+1)ýëåìåíò èç îñòàâøèõñÿ n, åñëè áåð¼ì, òî îñòàëîñü âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç n.
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Ck

n =
n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)

k · (k − 1) · . . . · 2 · 1 =
n!

k!(n − k)!
Èëè Ck1,k2 =

(k1 + k2)!

k1!k2!�åøåíèå. ×èñëî óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç n åñòü n(n−1)(n−
2) . . . (n − k + 1), ïîñêîëüêó ìû âûáèðàëè ñíà÷àëà èç n ýëåìåíòîâ, ïîòîì èç îñòàâøèõñÿ
(n−1) ýëåìåíòîâ, ïîòîì èç (n−2), è òàê k ðàç. Ýòî ñòîëüêî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ. Ìûìîæåì âûáðàòü îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, âûòàñêèâàÿ èõ â ðàçíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè. Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî èç k ýëåìåíòîâ ìû ìîæåì âûáðàòü k! ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè � èìåííî ñòîëüêî åñòü óïîðÿäî÷èâàíèé ýòèõ k ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó íåóïîðÿ-äî÷åííûõ íàáîðîâ â k! ðàç ìåíüøå, ÷åì óïîðÿäî÷åííûõ.Çàäà÷à 1.18 (8) Èñïîëüçóÿ ÿâíóþ �îðìóëó Ck

n = n!
k!(n−k)!

, äîêàæèòå, ÷òî
Ck+1

n+1 = Ck
n + Ck+1

n .Çàäà÷è íà ÷èñëî ñî÷åòàíèéÈòàê, Ck
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé k ýëåìåíòîâ èç n, òî åñòü ÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.1 íàñòðàíèöå 7).Çàäà÷à 1.19 (7) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü êîìàíäó èç òðåõ øêîëüíèêîâ âêëàññå, â êîòîðîì ó÷àòñÿ 20 ÷åëîâåê?Çàäà÷à 1.20 (6) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 4 êðàñêè èç èìåþùèõñÿ 7 ðàç-ëè÷íûõ?Çàäà÷à 1.21 (8) Â øàõìàòíîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 2 äåâî÷êè è 7 ìàëü÷èêîâ. Äëÿ ó÷à-ñòèÿ â ñîðåâíîâàíèè íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç ÷åòûðåõ ÷åëîâåê, â êîòîðóþ îáÿçà-òåëüíî äîëæíà âõîäèòü õîòÿ áû îäíà äåâî÷êà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?Çàäà÷à 1.22 (7) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 10 ÷åëîâåê íà äâå áàñêåòáîëüíûåêîìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé?Çàäà÷à 1.23 (8) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî 10 òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàòíà îäíîé ïðÿìîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?Êîìáèíàòîðèêà è ÀË�ÅÁ�ÀÂñïîìíèì, ÷òî

(a + b)2 = (a + b)(a + b) = a(a + b) + b(a + b) = a2 + ab + ba + b2 = a2 + 2ab + b2.Äàâàéòå âû÷èñëèì (a + b)3:
(a + b)3 = (a + b)(a + b)2 = (a + b)(a2 + 2ab + b2) = a(a2 + 2ab + b2) + b(a2 + 2ab + b2)

= a3 + 2a2b + ab2 + ba2 + 2ab2 + b3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3
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(a + b)2 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê äà¼ò ÷åòûðå ñëàãàåìûõ a2 + ab + ba + b2, êîòîðûå ïîñëåïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, ñîáèðàþòñÿ â òðè. (a + b)3 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê äà¼ò âîñåìüñëàãàåìûõ a3 + aab + aba + baa + abb + bab + bba + bbb, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ â ÷åòûðåñëàãàåìûõ. (a + b)4 äàñò 16 ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñîáåðóòñÿ âïÿòü ñëàãàåìûõ.Çàäà÷à 1.24 (7-8) Íå ïîëåíèòåñü è âû÷èñëèòå (a + b)4.Çàïèøåì ðåçóëüòàòû â ñòîëáèê:

(a + b)1 = a + b
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a + b)4 = a4 + 4a3b+ ? + 4ab3 + b4Ïî
òàðàéòåñü óâèäåòü çäåñü òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. ×òî ñòîèò âìåñòî ? â ñòðî÷êå ñ (a+b)4?Çàäà÷à 1.25 (7) �àçëîæèòå íà ìíîæèòåëè (a + b)5.�åøåíèå. Ïÿòàÿ ñòðî÷êà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ åñòü
1 5 10 10 5 1.Çíà÷èò

(a + b)5 = a5 + 5a4b + 10a2b3 + 10a3b2 + 5ab4 + b5.Ýòî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ (a+ b)n íàçûâàåòñÿ Áèíîì Íüþòîíà. Ïîÿñíèì åãî. Âçãëÿ-íèòå íà ðàâåíñòâà
a3 = a · a · a,

a2b = b · a · a = a · b · a = a · a · b,
ab2 = b · b · a = b · a · b = a · b · b,

b3 = b · b · b.Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ñîñòàâëÿòü ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ìíîæèòåëåé, êàæäûé èçêîòîðûõ ðàâåí a èëè b, òî a3 è b3 ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, à ab2 è a2b �òðåìÿ ñïîñîáàìè. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
(a + b)n = C0

na
n + C1

na
n−1b1 + C2

na
n−2b2 + . . . + Cn

nbn.

(1 + x)n = C0
n + C1

nx
1 + C2

nx
2 + . . . + Cn

nxn.Åñëè x = 1, òî ñðàçó ïîëó÷àåì 2n = C0
n + C1

n + . . . + Cn
n .Ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà â âèäå ñóììûÇàäà÷à 1.26 (7) ×åìó ðàâíî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ñóììû n = 7 òóáðèêîâ ââèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà ìîíåò äîñòîèíòâîì 1 è 2 òóáðèêà? Íàïðèìåð:

n = 5 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 2 = 1 + 2 + 2 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 + 1
= 1 + 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1� âîñåìü ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà 5.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 11�åøåíèå. Ïóñòü (K − 1) òóáðèêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü FK−1 ñïîñîáàìè, à FK−2 � ÷èñëîñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü (K−2). �àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ ñóììû K. Èõ ìîæíî ðàçäåëèòüíà äâå ÷àñòè: îäíè çàêàí÷èâàþòñÿ íà 2, äðóãèå �íà 1. Ïåðâûõ áóäåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêîñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ñóììó (K − 2), òî åñòü FK−2, äðóãèõ FK−1. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
FK = FK−1 + FK−2Êðîìå òîãî, ìû çíàåì, ÷òî F1 = 1 è F2 = 2. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ �îðìóëó, ïîëó÷àåì

F3 = 2 + 1 = 3, F4 = 3 + 2 = 5, F5 = 5 + 3 = 8, F6 = 8 + 5 = 13, F7 = 13 + 8 = 21. Ýòî×èñëà Ôèáîíà÷÷è = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . }.Îòâåò: 21.Çàäà÷à 1.27 (9) ×åìó ðàâíî ÷èñëî ñïîñîáîâ Dk
n ïðåäñòàâëåíèÿ ñóììû n = 7 òóáðèêîââ âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà ìîíåò èç k = 5 øòóê äîñòîèíòâîì 1 è 2 òóáðèêà? Íà-ïðèìåð, ïðè n = 5 åñòü òîëüêî îäíî ïÿòèìîíåòíîå ðàçëîæåíèå 5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1.Ïðè n = 6 ïîëó÷àåòñÿ 5 ðàçëîæåíèé:

6 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 2.�åøåíèå. Íàì íóæíî íàéòè D5
10. �àññìîòðèì, êàêèå ñóììû è ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ ìîíåòàìè: 1 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ,

2 = 1 + 1, 3 = 1 + 2 = 2 + 1, 4 = 2 + 2. Òî åñòü D2
1 = 0, D2

2 = 1, D2
3 = 2, D2

4 = 1. À òåïåðüïîñìîòðèòå íà ðàâåíñòâî:
(x + x2)(x + x2) = x2 + 2x3 + x4.Èç êàæäîé èç äâóõ ñêîáîê ìû äîëæíû âçÿòü ëèáî ïåðâóþ, ëèáî âòîðóþ ñòåïåíü x.Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðè x3 áóäåò ñòîÿòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå ÷èñëó ñïîñî-áîâ íàáðàòü ñòåïåíü 3 èç ñòåïåíåé 1 è 2. Òî åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü 3 â âèäåóïîðÿäî÷åííîé ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ

(x + x2)5ïðè xk ïîëó÷èì ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü k â âèäå óïîðÿäî÷åííîé ñóììû ïÿòè ñëàãà-åìûõ (ñëàãàåìûå ðàâíû ëèáî 1, ëèáî 2). �àñêðîåì ýòî âûðàæåíèå:
(x + x2)5 = x5(1 + x)5 = x5(C0

5 + C1
5x + C2

5x
2 + C2

5x
3 + C4

5x
4 + C5

5x
5) =

= x5(1 + 5x + 10x2 + 10x3 + 5x4 + x5) = x5 + 5x6 + 10x7 + 10x8 + 5x9 + x10Ïðè x7 ñòîèò êîý��èöèåíò 10. ÏîýòîìóÎòâåò: 10. Îáùèé Îòâåò: Dk
n = C2k−n

nÇàäà÷à 1.28 (8, �åîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ) Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà (1 − z),óáåäèòåñü â åãî ñïðàâåäëèâîñòè:
1

1 − z
= 1 + z2 + z3 + z4 + . . . (1.1)Ïðèìå÷àíèå. Ïîäñ÷èòàéòå áåñêîíå÷íóþ ñóììó 1

2
+ 1

22 + 1
23 . . .Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê çàäà÷å 1.26. Å¼ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê:Çàäà÷à 1.29 (10) ×åìó ðàâíî ÷èñëî ñïîñîáîâ Fn ïðåäñòàâëåíèÿ n âèäå ñóììû ïðîèç-âîëüíîãî ÷èñëà óïîðÿäî÷åííûõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ 1 èëè 2? Íàïðèìåð F4 = 5,òàê êàê 4 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1.



12 Êîìáèíàòîðèêà Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËßÎòâåò: Fn � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, îïðåäåë¼ííûå â çàäà÷å 1.26.Äàâàéòå ïîïðîáóåì ðàçâèòü èäåþ ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèìåí¼ííóþ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.À èìåííî, äàâàéòå ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí
F (x) = F0 + F1x + F2x

2 + F3x
3 + F4x

4 + . . .Ýòî áåñêîíå÷íàÿ ñóììà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè÷èñåë Ôèáîíà÷÷è {Fn}. Ïðè xn ñòîèò ÷èñëî Fn, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ÷èñëà n â âèäå ñóììû ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà óïîðÿäî÷åííûõ ñëàãàåìûõ ðàâíûõ 1èëè 2.Ìû çíàåì, ÷åìó ðàâíî ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå k ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ 1èëè 2, � ýòî êîý��èöèåíò ïðè xn â (x+x2)k. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðè xn ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé
n â âèäå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ íóæíî ñëîæèòü (x + x2)k ñ ðàçíûìè k:

F (x) = 1 + (x + x2) + (x + x2)2 + (x + x2)3 + (x + x2)4 + . . .Ïåðâàÿ åäèíè÷êà ñîîòâåòñòâóåò k = 0: ñóììó â 0 òóáðèêîâ ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäåíóëÿ ìîíåò è, ïðè ýòîì, åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è 1.28, êóäàïîäñòàâëÿåì z = x + x2, ïîëó÷àåì
F (x) =

1

1 − (x + x2)

F (x) =
1

1 − x − x2
= 1 + x + 2x2 + 3x3 + 5x4 + 8x5 + 13x6 + . . . =

∞
∑

n=0

Fnx
n (1.2)Òîæäåñòâà 1.2 è 1.1 íàçûâàþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèé 1

1−z
è 1

1−x−x2 .Çàäà÷à 1.30 (7) Äîêàæèòå òîæäåñòâî
(1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8)(1 + x16) = 1 + x + x2 + x3 + x4 + . . . + x31 + x32Ïîäñêàçêà. Óìíîæüòå îáå ÷àñòè íà (1 − x).Çàäà÷à 1.31 (8) Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñ-ëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñòåïåíåé äâîéêè òàê, ÷òî êàæäàÿ ñòåïåíü âõî-äèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.Çàäà÷à 1.32 (9) Äîêàæèòå òîæäåñòâî

(x−1+1+x)(x−3+1+x3)(x−9+1+x9)(x−27+1+x27) = x−40+x−39+. . .+x−1+1+x+. . .+x39+x40Ïîäñêàçêà. Äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî (x−1 + 1 +x)(x−3 + 1 +x3) = x−4 +x−3 +x−2 +x−1 +
1 + x + x2 + x3 + x4. Èñïîëüçóéòå Ìåòîä Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè.Çàäà÷à 1.33 (9) Ó íàñ åñòü ãèðè ñ âåñàìè 1, 3, 9, 27. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåéçàäà÷è, âûÿñíèòå, êàêèå âåñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü íà äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ è ñêîëüêèìèñïîñîáàìè.Îòâåò: Âñå âåñà îò −40 äî 40 åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, 1 = 1, 2 = 3 − 1, 3 = 3,
4 = 3 + 1, 5 = 9 − 3 − 1, . . .



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 13Çàäà÷à 1.34 (11) Ïóñòü p̃n � ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå ñóììû ïðîèç-âîëüíîãî ÷èñëà óïîðÿäî÷åííûõ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Íàïðèìåð
p̃3 = 4 (3 = 1 + 1 + 1 = 2 + 1 = 1 + 2 = 3). Äîêàæèòå, ÷òî p̃n = 2n−1.�åøåíèå. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

p̃(x) = p̃0 + p̃1x + p̃2x
2 + p̃3x

3 + p̃4x
4 + . . .� ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p̃n}.

p̃(x) =
∞

∑

k=0

(x + x2 + x3 + x4 + . . .)k =
∞

∑

k=0

(

x

1 − x

)k

=

=
1

1 − x
1−x

=
1 − x

1 − 2x
=

1 − 2x + x

1 − 2x
= 1 +

x

1 − 2x
=

= 1 + x(1 + 2x + (2x)2 + (2x)3 + (2x)4) = 1 + x + 2x2 + 4x3 + 8x4 + . . . + 2kxk+1 + . . .Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.Åñòü äðóãîé ñïîñîá ïîêàçàòü, ÷òî p̃n = 2n−1. À èìåííî, ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñåñòü n êëåòî÷åê ïîäðÿä. È â êàæäóþ êëåòêó ìû ìîæåì ïîñòàâèòü ëèáî ·, ëèáî ·+.×èñëî òî÷åê âñåãäà áóäåò ðàíî n. Êàæäîé òàêîé êîí�èãóðàöèè ìû ìîæåì ïîñòàâèòüâ ñîîòâåòñòâèå ðàçáèåíèå ÷èñëà n íà óïîðÿäî÷åííûå ñëàãàåìûå. Äëÿ n = 5 èìååì
[·| · | · +| · |·] → 5 = 3 + 2, [·| · +| · +| · |·] → 5 = 2 + 1 + 2, . . .Ìû ïðîñòî çàìåíÿåì m ïîäðÿäèäóùèõ òî÷åê íà m. Òàê êàê â êàæäóþ êëåòêó ìû ìîæåì ñòàâèòü îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõâàðèàíòîâ, òî âñåãî áóäåò 2n âàðèàíòîâ. Òî÷íåå 2n−1, òàê êàê â ïîñëåäíåé êëåòêå âñåãäàäîëæíà ñòîÿòü ïðîñòî òî÷êà � ðàçëîæåíèÿ, çàêàí÷èâàþùèåñÿ íà +, íå èìåþò ñìûñëà.Çàäà÷à 1.35 (11) Ïóñòü pn � ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå ñóììû ïðîèç-âîëüíîãî ÷èñëà íåóïîðÿäî÷åííûõ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Íàïðè-ìåð, p(3) = 3, òàê êàê 3 = 1 + 1 + 1 = 2 + 1 = 3. Îïðåäåëèì �óíêöèþ p(x) =
p0 + p1x + p2x

2 + p3x
3 + . . .. Äîêàæèòå òîæäåñòâî:

p(x) =
1

(1 − x)(1 − x2)(1 − x3)(1 − x4) . . .Ïîäñêàçêà. 1
1−xk = (1+xk+x2k+x3k+. . .) � â ýòîé ñêîáêå xkm ñîîòâåòñòâóåò m ñëàãàåìûõðàâíûõ k.Òîæäåñòâî ÝéëåðàËåîíàðä Ýéëåð â 1748 ãîäó ââåë �óíêöèè φn(x):

φn(x) = (1 − x)(1 − x2)(1 − x3) . . . (1 − xn)Çàäà÷à 1.36 (8) �àñêðîéòå ñêîáêè â φn(x) äëÿ n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
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Îòâåò: φ1(x) = 1 − x

φ2(x) = 1 − x − x2 + x3

φ3(x) = 1 − x − x2 + x4 + x5 − x6

φ4(x) = 1 − x − x2 + 2x5 − x8 − x9 + x10

φ5(x) = 1 − x − x2 + x5 + x6 + x7 − x8 − x9 − x10 . . .
φ6(x) = 1 − x − x2 + x5 + 2x7 − x9 − x10 . . .
φ7(x) = 1 − x − x2 + x5 + x7 + x8 − x10 . . .
. . .Îêàçàëîñü, ÷òî êîý��èöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñòàáèëèçèðóþòñÿ, òî åñòü êàæäûé èçíèõ, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà, óæå íå ìåíÿåòñÿ (ñóùåñòâóåò ïðåäåë φn(x) ïðè n → ∞).Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè ïîñìîòðåòü íà ðàâåíñòâî φn(x) = (1 − xn)φn−1(x). Óìíîæåíèå íà

(1 − xn) íå ìåíÿåò êîý��èöèåíòîâ ïðè xk äëÿ k = 1, 2, . . . , n − 1. Íàïðèìåð, ïðè n > 10�óíêöèè φn(x) èìåþò îäèíàêîâûå êîý��èöèåíòû ïðè xk, k 6 10. Ïðè áîëüøèõ n âñåáîëüøå êîý��èöèåíòîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ è ìû ïîëó÷àåì ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ
φ(x) = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + . . .Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ïðèìåðîâ ìîæíî âûâåñòè, ÷òî a0 = a5 = a7 = 1, a1 = a2 = −1,

a3 = a4 = a6. Åñëè ìû ïîäñ÷èòàåì φn äî φ11, òî îáíàðóæèì, ÷òî a8 = a9 = a10 = 0.�ëàâíîå, ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðàêòè÷åñêè âñå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ, è òîëüêîíåêîòîðûå îñòàþòñÿ ðàâíûìè ëèáî 1, ëèáî −1.Ýéëåð íàøåë, ÷òî
φ(x) = 1 − x − x2 + x5 + x7 − x12 − x15 + x22 + x26 − x35 − x40 + x51 + . . .Ñòåïåíè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ýòîì âûðàæåíèè ðàâíû 3k2±n

2
, à çíàêè ÷åðåäóþòñÿ:äâà ïëþñà, ïîòîì äâà ìèíóñà è ò.ä.Èç òîæäåñòâà Ýéëåðà è ñâîéñòâà p(x)φ(x) = 1 ñëåäóåò ðåêóðåíòíàÿ �îðìóëà äëÿ pn �êîëè÷åñòâà ðàçëîæåíèé íà íåóïîðÿäî÷åííûå ñëàãàåìûå ÷èñëà n.

pn = pn−1 + pn−2 − pn−5 − pn−7 + pn−12 + pn−15 − pn−22 − . . .Çàäà÷à 1.37 (8) Íàéäèòå p7 íåïîñðåäñòâåííî, ïåðå÷èñëèâ âñå ðàçëîæåíèÿ, à ïîòîì,èñïîëüçóÿ ðåêóðåíòíóþ �îðìóëó. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû.Îòâåò: n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
pn 1 2 3 5 7 11 15 22 30 . . .Ñâÿçü ñ ïåðåñòàíîâêàìè Êàê âû ïîìíèòå, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ðàíî n!.Ïåðåñòàíîâêè ìîæíî ïîíèìàòü êàê áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íà ñåáÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òîêàæäûé ýëåìåíò ïåðåõîäèò â êàêîé-òî äðóãîé ýëåìåíò, è íèêàêèå äâà íå ïåðåõîäÿò âîäèí è òîò æå ýëåìåíò. Åñëè áûëî 12345 à ñòàëî 21453, òî çíà÷èò ÷òî 1 ïåðåøëî â 2, 2ïåðåøëî â 1, 3 ïåðåøëî â 4 . . . : 1 → 2 → 1, 3 → 4 → 5 → 3. Ìîæíî íàðèñîâàòü êàðòèíêó:

(

1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

) 1

2

3

4

5Ýòà êàðòèíêà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïåðåñòàíîâêè íà öèêëû.Çàäà÷à 1.38 Ñêîëüêî âñåãî ïåðåñòàíîâîê ïÿòè ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ íàäâà öèêëà äëèíû 2 è 3?



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 15Êîãäà íàì íåâàæíî êàêèå èìåííî ýëåìåíòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ, ìû ìîæåì ñòåðåòü îáîçíà-÷åíèÿ âåðøèí è ðàññìàòðèâàòü ïåðåñòàíîâêè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà. Äâåïåðåñòàíîâêè èçîìîð�íû, åñëè îäíó ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðå-ñòàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ.�àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêè ïÿòè ýëåìåíòîâ 
 òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà. Âñåãî ñåìüòèïîâ ïåðåñòàíîâîê.

Ïåðâàÿ ïåðåñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå, êîòîðàÿ íè÷åãî íå ïåðåñòàâëÿåò:
(

12345
12345

). Ïîñëåäíÿÿ � ýòî öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà (

12345
23451

).Óòâåðæäåíèå 1.3 Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà ïåðåñòàíîâîê
n ýëåìåíòîâ ðàâíî pn. Êîìáèíàòîðèêà è ��ÀÔÛÇàäà÷à 1.39 (7) Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ, êàê ìîæíî ïî ñòðåëî÷êàì äîáðàòüñÿ èç A â B(ñì. ðèñóíîê 1.2)).Ïîäñêàçêà. Çàïèøèòå ðÿäîì ñ êàæäîé âåðøèíîé ÷èñëî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ äî íå¼ èçâåðøèíû A. Íà÷íèòå ñ âåðøèí, áëèæàéøèõ ê A.Ïðèìå÷àíèå. ×èñëà, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ñëåâà íà ðèñóíêå â), íàçûâàþòñÿ ÷èñ-ëàìè Êàòàëàíà. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ.

PSfrag repla
ements A

B

à)
á)â)

PSfrag repla
ements
A

Bà) á)
â)

PSfrag repla
ementsA
B

à)á)
â)

�èñ. 1.2: Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç A â B?Çàäà÷à 1.40 (Õðîìàÿ ëàäüÿ, 8) Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà 8 × 8 íàïèøèòå êîëè÷å-ñòâî ïóòåé �õðîìîé ëàäüè� èç ëåâîé íèæíåé êëåòêè êâàäðàòà â ýòó êëåòêó. (Õðîìàÿ



16 Êîìáèíàòîðèêà Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËßëàäüÿ õîäèò òîëüêî íà îäíó êëåòêó âïðàâî ëèáî íà îäíó êëåòêó ââåðõ). Êàêîå ÷èñëîáóäåò çàïèñàíî â ïðàâîé âåðõíåé êëåòêå, åñëè ëàäüÿ ñòîèò â ëåâîé íèæíåé?Ïîäñêàçêà. Ïîñìîòðèòå ñëó÷àé á) ïðåäûäóùåé çàäà÷
1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 5 8

1
1

2

3

5

�èñ. 1.3: Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç âåðøèíû 1 â âåðøèíó 6 ðàâíî 8.Çàäà÷à 1.41 Ïåòÿ ìîæåò ïðûãàòü íà îäíó èëè äâå ñòóïåíüêè ââåðõ. Ñêîëüêèìè ñïî-ñîáàìè îí ìîæåò äîïðûãàòü äî 10 ñòóïåíüêè.Ïîäñêàçêà. �åøèòå çàäà÷ó 1.39 äëÿ ñëó÷àÿ íà êàðòèíêå 1.3 ×èñëà âíèçó � ýòî íóìåðà-öèÿ âåðøèí, ÷èñëà ââåðõó � ÷èñëî ïóòåé èç âåðøèíû 1 â äàííóþ. ×èñëî íàä âåðøèíîé 6åñòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ äî 6-îé ñóïåíüêè.Çàäà÷à 1.42 �åøèòå çàäà÷ó 1.39 äëÿ ñëó÷àÿ íà êàðòèíêå 1.4.Ïîäñêàçêà. Ïðèìåíÿéòå ïðèíöèïû óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ.Îòâåò: à) 2 · 5. á) 2 · 4 + 2.PSfrag repla
ements
AA BB

à) á)
�èñ. 1.4: Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç A â B?Êîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 1.43 (7,8) Ñêîëüêî áûëî áû äîìèíîøåê, åñëè íà èõ ïîëîâèíêàõ ìîæíî áûëîçàïèñûâàòü ÷èñëà a) îò 0 äî 5? á) îò 0 äî 100?Ïîäñêàçêà. Îáû÷íûõ äîìèíîøåê 28 øòóê. Íà èõ ïîëîâèíêàõ çàïèñàíû ÷èñëà îò 0 äî6. Âñåãî 7 äóáëåé è 7·6

2
= 21 �íåäóáëåé�.Çàäà÷à 1.44 (7) Èãðàëüíóþ êîñòü êèäàþò äâà ðàçà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ íà-áðàòü â ñóììå 10 î÷êîâ (âàðèàíòû (3,6) è (6,3) ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè)?Çàäà÷à 1.45 (7) Ó ïëåìåíè Ìàáà-Áóáà íå ñëèøêîì õîðîøî ðàçâèò ÿçûê. Â èõ àë�àâèòåâñåãî 4 áóêâû � {Ì,À,Á,Ó}. Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî âîçìîæíûõ ÷åòûð¼õ-áóêâåííûõ ñëîâ, a)ñ÷èòàÿ, ÷òî äîïóñêàþòñÿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ÷åòûð¼õ áóêâ; á) ñ÷èòàÿ, ÷òîïîñëå ñîãëàñíîé âñåãäà èäåò ãëàñíàÿ è íàîáîðîò; â) ñ÷èòàÿ ÷òî, ÷òî âñå áóêâû â ñëîâåäîëæíû áûòü ðàçíûå; ã) ñ÷èòàÿ, ÷òî íå ìîãóò èäòè äâå îäèíàêîâûõ áóêâû ïîäðÿä.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 17Çàäà÷à 1.46 (8) �åøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äëÿ âîñüìè-áóêâåííûõ ñëîâ.Çàäà÷à 1.47 (7) Ó íàñ åñòü ñåìü áóñèíîê ñåìè ðàçíûõ öâåòîâ. Ñêîëüêî âñåãî îæåðåëèéìû ñìîæåì èç íèõ ñäåëàòü (ïðè ñîñòàâëåíèè îæåðåëüÿ íóæíî èñïîëüçîâàòü âñå áóñèíêè)?Çàäà÷à 1.48 (7) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 9 øêîëüíèêîâ íà äâå êîìàíäû, âîäíîé èç êîòîðûõ � 5 ÷åëîâåê, à â äðóãîé � 4 ÷åëîâåêà?Çàäà÷à 1.49 (7) Ñêîëüêî âñåãî ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â âûðà-æåíèè (1 + x)n; à) áåç ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ; á) ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõñëàãàåìûõ?Çàäà÷à 1.50 (7) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë 5-îé ñòðî÷êè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.Çàäà÷à 1.51 (8) ×åìó ðàâíî C2
20?Çàäà÷à 1.52 (8) �àñêðîéòå ñêîáêè â (1 + 2x)6.Çàäà÷à 1.53 (8) Íàéäèòå êîý��èöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè (1 + x)10.Çàäà÷à 1.54 (7,11,11,11) Íàéäèòå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõa) x1 + x2 + x3 = 7, á) x1 + x2 + x3 + x4 = 20, â) x1 + 2x2 + 4x3 = 15, ã) x1 + 2x2 = x3 + x4,

x 6 10,Ïîäñêàçêà. Â ñëó÷àå a) îòâåòîì áóäåò êîý��èöèåíò ïðè x7 â áåñêîíå÷íîì ìíîãî÷ëåíå
1

(1−x)3
îòêóäà ñëåäóåò ðåêóðåíòíàÿ �îðìóëà an = 3an−1 − 3an−2 + an−3, a1 = a2 = 0, a3 = 1íî ïðîùå íåïîñðåäñòâåííî ïåðå÷èñëèòü. Â ñëó÷àå á) îòâåò ðàâåí êîý��èöèåíòó ïðè x20 â

1
(1−x)4

, ðåêóðåíòíàÿ �îðìóëà an = 4an−1 − 6an−2 +4an−3 − an−4. a1 = a2 = a3 = 0, a4 = 1. Âñëó÷àå ä) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî (1−x)(1−x2)(1−x4) = 1−x−x2 +x3 −x4 +x5 +x6 −x7, èèñïîëüçîâàòü ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå an = an−1 +an−2 −an−3 +an−4 −an−5 −an−6 +an−7Çàäà÷à 1.55 (13) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî pn ðàçáèåíèé íà óïîðÿäî÷åííûå ñëàãàåìûå ÷èñëà
n ðàâíî ÷èñëó ðåøåíèé â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ x1 +2x2 +3x3 +4x4 +
5x5 + . . . = nÇàäà÷à 1.56 (8) Äîêàæèòå, ÷òî C0

n − C1
n + C2

n − . . . ± Cn
n = 0.Çàäà÷à 1.57 (10) Â êó÷å ëåæèò n ïðîíóìåðîâàííûõ ñèíèõ è n ïðîíóìåðîâàííûõ êðàñ-íûõ øàðèêîâ. ×åìó ðàâíî ÷èñëî ñïîñîáîâ âçÿòü èç êó÷è n øàðèêîâ? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü èõ âçÿòèÿ íå âàæíà. Äîêàæèòå, ÷òî

Cn
2n = C0

nC
n
n + C1

nC
n−1
n + . . . + Cn

nC0
n (1.3)Ïîäñêàçêà. Ó íàñ 2n ðàçíûõ øàðèêîâ, íóæíî âûáðàòü n, è ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî Cn

2nñïîñîáàìè. Ýòî ÷èñëî ñïîñîáîì ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïî-äðóãîìó: ñíà÷àëà âûáåðåì íåêîòî-ðîå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ (k øòóê), à ïîòîì äîáåð¼ì ñèíèõ (n − k øòóê). �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå k.Çàäà÷à 1.58 (10) Äîêàæèòå òîæäåñòâî 1.3, èñïîëüçóÿ
(1 + x)2n = (C0

n + C1
nx

1 + C2
nx

2 + . . . + Cn
nxn)2



18 Êîìáèíàòîðèêà Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËßÇàäà÷à 1.59 (9) Ïîñìîòðèòå íà ïÿòóþ ñòðî÷êó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Òàì ñòîÿò ÷èñëà,êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 5 (êðîìå êðàéíèõ åäèíèö). Ïîñìîòðèòå íà 7-óþ ñòðî÷êó. Òàì âñå ÷èñëàêðîìå êðàéíèõ åäèíè÷åê äåëÿòñÿ íà 7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷èñëî
Ck

p äåëèòñÿ íà p ïðè âñåõ k, êðîìå k = 0 è k = p.Çàäà÷à 1.60 (8) �àçáåéòå íà öèêëû ïåðåñòàíîâêó (

1234567
5674321

).Çàäà÷à 1.61 (7) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíî-æåñòâî èç ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ?Ïîäñêàçêà. Ñíà÷àëà ðàçáåðèòåñü ñ çàäà÷åé áåç ñëîâà �íåïóñòîå�. Ïîïðîáóéòå ðåøèòü å¼äëÿ ìíîæåñòâ {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}.Çàäà÷à 1.62 (7) �åøèòå çàäà÷ó 1.39 äëÿ ñëó÷àÿ íà êàðòèíêå 1.5.PSfrag repla
ements
AA BB

à) á)
�èñ. 1.5: Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç A â B?Çàäà÷à 1.63 (8) Ïëàí ãîðîäà èìååò ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå. Íà âñåõ óëèöàõââåäåíî îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå: ìîæíî åõàòü òîëüêî íà ñåâåð èëè íà âîñòîê. Ñêîëüêîåñòü ðàçíûõ ìàðøðóòîâ, âåäóùèõ èç òî÷êè A â òî÷êó B?

à) B

A
r

r á) B

A
r

r

Îòâåò: à) C5
13. á) C5

8 + C5
9 .Çàäà÷à 1.64 (8) Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ, êàêèì ìîæíîäîáðàòüñÿ èç âåðøèíû êóáà 000 â âåðøèíó 111. Èç âåð-øèíû A âåäåò ñòðåëî÷êà â B, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî B ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâà A èçìåíå-íèåì îäíîãî íóëÿ íà åäèíèöó.

000

010

001

100 101

111

011

110

Çàäà÷à 1.65 (11, 15) Ñêîëüêî âñåãî ïåðåñòàíîâîê n = 7 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå îñòàâ-ëÿþò íè îäèí ýëåìåíò íà ìåñòå (íå ñîäåðæàò öèêëîâ äëèíû îäèí)? Íàéäèòå îòâåò äëÿïðîèçâîëüíîãî n. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêèé âèä ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè.Çàäà÷à 1.66 (Ñêîáêè�×èñëà Êàòàëàíà, 8) Ïðàâèëüíûìè ñêîáî÷íûìè ñòðóêòóðàìèíàçûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ âèäà (), (()()), (()(()())) ... Ñêîáîê âñåãäà ÷¼òíîå ÷èñëî, n îòêðû-âàþùèõ è n çàêðûâàþùèõ, ïðè÷åì íà êàæäûé ìîìåíò îòêðûòûõ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 19÷åì çàêðûòûõ. )( � íåïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà. ×èñëî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõñòðóêòóð äëèíû 2n íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàòàëàíà cn:0 c0 = 11 () c1 = 12 ()(), (()) c2 = 23 ()()(), (())(), ()(()), (()()), ((())) c3 = 54 ()()()(), (())()(), ()(())(), ()()(()), (()()()), . . . c4 =?Íàéäèòå c4 è c5 (÷èñëî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð äëèíû 8 è 10).Çàäà÷à 1.67 (10) Äîêàæèòå ñâîéñòâî ÷èñåë Êàòàëàíà:
cn+1 = cnc0 + cn−1c1 + . . . + c1cn−1 + c0cnÇàäà÷à 1.68 (14) Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ÷èñåë Êà-òàëàíà.Çàäà÷à 1.69 (12) Íàéäèòå ÿâíóþ �îðìóëó ÷èñåë Êàòàëàíà.Çàäà÷à 1.70 (14) �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ãëàäêèõ �óíêöèé ñ ïÿòüþ ìèíèìóìàìè, êî-òîðûå óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü ïðè ñèëüíî áîëüøèõ è ñèëüíî îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõàðãóìåíòà. Íàçîâ¼ì äâå òàêèå �óíêöèè f1 è f2 ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò äâåãëàäêèå ñòðîãî âîçðàñòàþùèå �óíêöèè hin è hout, òàêèå ÷òî f1(x) = hout(f2(hin)). Íàéäè-òå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.Çàäà÷à 1.71 (12) �àññìîòðèì ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A íà êî-íå÷íîå ìíîæåñòâî B (êàæäûé ýëåìåíò èç A ïåðåõîäèò â êàêîé-òî ýëåìåíò èç B, ïðè÷¼ì, âêàæäûé ýëåìåíò èç B êòî-òî ïåðåõîäèò). Íàçîâ¼ì äâà òàêèõ îòîáðàæåíèÿ f1 è f2 ýêâèâà-ëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ïåðåñòàíîâêè hA è hB íà ìíîæåñòâàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî,òàêèå ÷òî f1(x) = hB ◦f2 ◦hA, òî åñòü åñëè ñíà÷àëà ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû A ïîòîì ïðèìå-íèòü îòîáðàæåíèå f2 íà B, à ïîòîì ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû B ïåðåñòàíîâêîé hB, òî ïîëó-÷èì f1. Íàéäèòå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè ðàçìåðû ìíîæåñòâ ðàâíû |A| = 10,

|B| = 5.Çàäà÷à 1.72 (8) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ áàéò, â êîòîðûõ ðîâíî 4 åäèíèöû è íèêàêèå äâååäèíèöû íå èäóò ïîäðÿä?Ïîäñêàçêà. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëîâà äëèíû 2n â êîòîðûõ n åäèíèö, è íåò ñïàðåííûõåäèíèö, òî 1) n = 1: 01, 10. 2) n = 2: 1001, 1010, 1010. 3) 101001, 101010, 101010, 010101.×òîá ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ñëó÷àé, ìû äîëæíû âûïèñàòü âñå ñëîâà èç ïðåäûäóùåãî èäîïèñàòü ê íèì â íà÷àëî 10 è, êðîìå òîãî, äîïèñàòü îäíî ñëîâî âèäà 01010101 . . .Çàäà÷à 1.73 (10) Ñêîëüêî áàéò, â êîòîðûõ íèêàêèå äâå åäèíèöû íå ñòîÿò ðÿäîì?Çàäà÷à 1.74 (10) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öè�ð 1,2, 3,...8 (êàæäàÿ öè�ðà èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç) òàêèõ, ÷òîáû íèêàêèå äâå íå÷¼òíûåöè�ðû íå ñòîÿëè ðÿäîì?Ïîäñêàçêà. Ïîñìîòðèòå çàäà÷ó 1.72.Çàäà÷à 1.75 (10) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öè�ð 1,2,...,6 (êàæäàÿ öè�ðà èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç) òàêèõ, ÷òîáû íèêàêèå äâå íå÷¼òíûåöè�ðû íå ñòîÿëè ðÿäîì?Ïîäñêàçêà. Ïîñìîòðèòå çàäà÷ó 1.72.



20 Êîìáèíàòîðèêà Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËßÇàäà÷à 1.76 (10) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 24 øêîëüíèêîâ íà ÷åòûðå êî-ìàíäû ïî 6 ÷åëîâåê?Çàäà÷à 1.77 (7,8,9,10) �åøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé:à)






x = 1
x + y = 0

x + 2y + z = 0
x + 3y + 3z + t = 0

á)






x = 1
x + 2y = 0

x + 3y + 3z = 0
x + 4y + 6z + 4t = 0â)



x + y + z = 1
x + 2y + 3z = 0
x + 4y + 9z = 0

ã)






x + y + z + t = 1
x + 2y + 3z + 4t = 0

x + 4y + 9z + 16t = 0
x + 8y + 27z + 64t = 0Ïðèìå÷àíèå. Â ïóíêòå á) ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì,

{

x = 1

{

x + y = 1
x + 2y = 0







x + y + z = 1
x + 2y + 3z = 0
x + 4y + 9z = 0

. . .è çàïèñàòü îòâåòû äðóã ïîä äðóãîì.
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�àññêàç 2ÀíàëèçÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉÈÍÄÓÊÖÈÈÏëàí çàíÿòèÿ
• Ìåòîä Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè íà êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðàõ
• ÌÌÈ â ãåîìåòðèè
• Çàäà÷è íà äåëèìîñòü
• Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ ÌÌÈÎñíîâíûå ïîíÿòèÿÌåòîä Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè � ýòî ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ â ÷åòûðå ýòàïà:[ÁÀÇÀ℄ Ïîêàæåì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ n = 1, n = 2, ...[Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ℄ Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïåðâûõ Kñëó÷àåâ.[ØÀ�℄ Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = K + 1.[ÂÛÂÎÄ℄ Óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, òî åñòü äëÿ âñåõ n.Âû âèäèòå, ÷òî Ìåòîäîì Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè (ÌÌÈ) ìîæíî ðåøàòü íå âñåçàäà÷è, à òîëüêî çàäà÷è çàïàðàìåòðèçîâàííûå íåêîòîðîé ïåðåìåííîé. Ýòà ïåðåìåííàÿ(îáîçíà÷èì å¼ n) íàçûâàåòñÿ ïåðåìåííîé èíäóêöèè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðî-ñòîé ñëó÷àé, êîãäà n ∈ N. Êëþ÷åâûå çàäà÷èÊëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ÌÌÈ, ýòîÇàäà÷à 2.1 (7, Õàíîéñêàÿ áàøíÿ) Òðè øòûðüêà è n êîëåö ðàçíîãî ðàçìåðà. Êëàñòüìîæíî òîëüêî ìàëåíüêîå êîëüöî íà áîëüøåå. Ìîæíî ëè ïåðåìåñòèòü ïèðàìèäêó ñ îäíîãîøòûðüêà íà äðóãîé? Êàêîâî êîëè÷åñòâî øàãîâ?
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�èñ. 2.1: �îëîâîëîìêà �Õàíîéñêàÿ áàøíÿ�.�åøåíèå. Çäåñü ðîëü ïåðåìåííîé èíäóêöèè èãðàåò êîëè÷åñòâî êîëåö â ïèðàìèäêå. Ïî-íÿòíî, ÷òî ïèðàìèäêè ñ n = 1 è n = 2 ìîæíî ïåðåìåñòèòü. Ýòî áóäåò áàçîé èíäóêöèè.[ÁÀÇÀ℄ Ïèðàìèäêè ñ n = 1 è n = 2 ìîæíî ïåðåìåñòèòü (î÷åâèäíî).[Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ℄ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óìååì ïåðåìåùàòü ïèðàìèäêè ñ ÷èñ-ëîì êîëåö n 6 K[ØÀ�℄ Ïîïðîáóåì íàó÷èòüñÿ ïåðåìåùàòü ïèðàìèäêó ñ n = K + 1. Ïèðàìèäêó èç Kêîëåö, ëåùàùèõ íà ñàìîì áîëüøîì (K+1)-îì êîëüöå, ìû ìîæåì ñîãëàñíî ïðåäïîëî-æåíèþ ïåðåìåñòèòü íà ëþáîé äðóãîé øòûð¼ê. Ñäåëàåì ýòî. Íåïîäâèæíîå (K +1)-îåêîëüöî íå áóäåò íàì ìåøàòü ïðîâåñòè àëãîðèòì ïåðåìåùåíèÿ, òàê êàê îíî ñàìîåáîëüøîå. Ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ K êîëåö, ïåðåìåñòèì ýòî ñàìîå áîëüøîå K +1 êîëüöîíà îñòàâøèéñÿ ñòåðæåíü. È çàòåì îïÿòü ïðèìåíèì, èçâåñòíûé íàì ïî ïðåäïîëîæå-íèþ, àëãîðèòì ïåðåìåùåíèÿ K êîëåö è ïåðåìåñòèì èõ íà øòûðåê ñ ëåæàùèì âíèçó
(K + 1)-ûì êîëüöîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû óìååì ïåðåìåùàòü ïèðàìèäêè ñ Kêîëüöàìè, òî óìååì ïåðåìåùàòü ïèðàìèäêè è ñ (K + 1) êîëüöîì.[ÂÛÂÎÄ℄ Ñëåäîâàòåëüíî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, òî åñòü äëÿ âñåõ n.Èòàê, ìû äîêàçàëè âîçìîæíîñòü ïåðåìåñòèòü ïèðàìèäêó. ×èñëî øàãîâ ïðè ýòîì ðàâíî

2n − 1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è.Çàäà÷à 2.2 (8) ×èñëà a1 = 1, a2 = 3, a3 = 7, . . . óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ an+1 =
2 · an + 1. Äîêàæèòå, ÷òî an = 2n − 1.�åøåíèå.[ÁÀÇÀ℄ Ïåðâûå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíî ïîäõîäÿò ïîä ýòó �îðìóëó:

a1 = 21 − 1 = 1, a2 = 22 − 1 = 4 − 1 = 3.[Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ℄ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �îðìóëà âåðíà äëÿ n 6 K.[ØÀ�℄ Äîêàæåì ÷òî îíà âåðíà è äëÿ n = K + 1:
aK+1 = 2aK + 1 = 2(2K − 1) + 1 = 2 · 2K − 2 + 1 = 2K+1 − 1.Òî åñòü äëÿ n = K + 1 ïðåäïîëàãàåìàÿ �îðìóëà òîæå ïîäõîäèò.[ÂÛÂÎÄ℄ Ñëåäîâàòåëüíî �îðìóëà âåðíà äëÿ ëþáûõ n.



24 Àíàëèç ÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÍÄÓÊÖÈÈÑëåäóþùèé ïðèìåð èç òåîðèè ÷èñåë.Çàäà÷à 2.3 (7) Äîêàæèòå áåñêîíå÷íîñòü ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë.�åøåíèå. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòü n ïðîñòûõ ÷èñåë.[ÁÀÇÀ℄ Ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòü äâà ïðîñòûõ ÷èñëà: 2 è 3.[Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ℄ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñìîãëè ïðåäúÿâèò K ïðîñòûõ ÷èñåë:
p1, p2, p3, . . . , pK .[ØÀ�℄ Ïðåäúÿâèì (K + 1)-îå. Ñäåëàåì ýòî òàê. Îïðåäåëèì ÷èñëî

M = p1 · p2 · . . . · pK + 1Ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë p1, p2, p3, . . . , pK , òàê êàê ïðè äåëåíèèíà íèõ îíî äàåò îñòàòîê 1. Çíà÷èò, ëèáî ÷èñëî M åñòü íîâîå ïðîñòîå ÷èñëî, è òîãäàìû åãî è ïðåäúÿâèì â êà÷åñòâå pK+1, ëèáî M ñîñòàâíîå, è òîãäà ïðîñòûå ÷èñëà, íàêîòîðûå îíî äåëèòñÿ, íå ìîãóò áûòü ðàâíû íè îäíîìó èç ÷èñåë p1, p2, p3, . . . , pK .Âîçüìåì îäèí èç ïðîñòûõ äåëèòåëåé M â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî (K + 1)-îãî ïðîñòîãî÷èñëà.[ÂÛÂÎÄ℄ Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ñìîæåì ïðåäúÿâèòü ñêîëüêî óãîäíî ìíîãî ïðîñòûõ÷èñåë. Çàäà÷èÇàäà÷à 2.4 (7) Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìîíåò äîñòîèíñòâîì 3, 4 ìîæíî ïðåäñòàâèòüëþáóþ ñóììó áîëüøå ÷åì 5.Ïîäñêàçêà. Äîñòàòî÷íî íàéòè ïðåäñòàâëåíèÿ òð¼õ ÷èñåë 6=?, 7=?, 8=?. Ýòî áóäåò ÁÀ-ÇÎÉ èíäóêöèè.Çàäà÷à 2.5 (7) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñòåïåíåéäâîéêè òàê, ÷òî êàæäàÿ ñòåïåíü âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Íàïðèìåð, 13 = 8 +
4 + 1 = 23 + 22 + 20, 18 = 16 + 2 = 24 + 21.Çàäà÷à 2.6 (8) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñòåïåíåéòðîéêè òàê, ÷òî êàæäàÿ ñòåïåíü âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà ëèáî ñî çíàêîì +, ëèáîñî çíàêîì − . Íàïðèìåð, 4 = 3 + 1, 7 = 9 − 3 + 1, 14 = 27 − 9 − 3 − 1.Çàäà÷à 2.7 (9) Åñòü ëè òàêîå ÷èñëî N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ëþáóþ ñóììó 6 N ìîæíîïðåäñòàâèòü ìîíåòàìè 5 è 8?Èãðà 2.1 (�Êîí�åòà") Åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî N � �êîí�åòà�. Èãðîêè ïî î÷åðåäè �îò-êóñûâàþò� íå áîëüøå ïîëîâèíû îò èìåþùåãîñÿ êóñî÷êà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåòîòêóñèòü îò îñòàâøåãîñÿ åäèíñòâåííîãî �êâàíòà êîí�åòû�.Âîò êàê âûãëÿäèò êàðòà âûèãðûøíûõ-ïðîèãðûøíûõ ïîçèöèé äëÿ N 6 21: (�+� �âûèãðûøíàÿ, �−� � ïðîèãðûøíàÿ ïîçèöèÿ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
− + − + + + − + + + + + + + − + + + + + +



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 25Çàäà÷à 2.8 (9) Äîêàæèòå ÌÌÈ, ÷òî ïðîèãðûøíûå êîí�åòû � ýòî êîí�åòû {2n−1}.Çàäà÷à 2.9 (10) Äîêàæèòå, ÷òî an = (1 +
√

3)n + (1 −
√

3)n íàòóðàëüíîå ÷èñëî: an ∈ Nïðè n ∈ N.Ïîäñêàçêà. Äëÿ ÁÀÇÛ èíäóêöèè íàéäèòå a0 è a1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ØÀ�À èíäóêöèèïîêàæèòå, ÷òî an = 2(an−1 + an−2).Çàäà÷à 2.10 (9, Íà äåëèìîñòü) Äîêàæèòå, ÷òîà) ñóììà êâàäðàòîâ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 9,á) 32n+2 + 8n − 9 äåëèòñÿ íà 16, â) 4n + 15n − 1 äåëèòñÿ íà 9.ÌÌÈ â ãåîìåòðèèÇàäà÷à 2.11 (7, Òðèàíãóëÿöèÿ) Äîêàæèòå ÷òî ëþáîé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçäåëèòü íàòðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè.Çàäà÷à 2.12 (8) Äîêàæèòå ÷òî ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàâíà (n − 2)180◦,(èëè (n − 2)π ðàäèàí). Â ÷àñòíîñòè äëÿ òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì (3 − 2)180◦ = 180◦, à÷åòûð¼õóãîëüíèêà (4 − 2)180◦ = 360◦Çàäà÷à 2.13 (8) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå n ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëü-íû, è íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â n(n−1)
2

òî÷êàõ.Çàäà÷à 2.14 (8) ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî êóñî÷êîâ, íà êîòîðûå ýòè ïðÿìûå äåëÿò ïëîñ-êîñòü? Îäíà ïðÿìàÿ � íà äâå ÷àñòè, äâå � íà ÷åòûðå. À ïÿòíàäöàòü ïðÿìûõ?Çàäà÷à 2.15 (7, �àñêðàñêà ïëîñêîñòè) Ïëîñêîñòü ðàçäåëåíà íà ÷àñòè n ïðÿìûìè.Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÷àñòè ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî ñîñåäíèå êóñêè ðàñ-êðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.Çàäà÷à 2.16 (7) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n, íà÷èíàÿ ñ 3, ñóùåñòâóåòâûïóêëûé n-óãîëüíèê, èìåþùèé ðîâíî òðè îñòðûõ óãëà.Ïîäñêàçêà. ØÀ�: Ïóñòü åñòü òàêîé K-óãîëüíèê. Âîçüì¼ì îäèí èç åãî òóïûõ óãëîâ èîòðåæåì åãî. ×èñëî âåðøèí ñòàíåò K + 1. Íîâûå äâà óãëà, ïîÿâèâøèåñÿ âìåñòî ñòàðîãî,áóäóò åù¼ òóïåå, òàê êàê îíè � âíåøíèå óãëû îòðåçàííîãî òðåóãîëüíèêà.Ïðèìåíåíèå ÌÌÈ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâÇàäà÷à 2.17 (7-10) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâàà) 1 + 2 + 3 + . . . + n = n(n+1)
2

á) 1 + 3 + 5 + . . . + 2n − 1 = n2â) 12 + 22 + 32 + . . . + n2 = n(n+1/2)(n+1)
3

ã) 13 + 23 + 33 + . . . + n3 = n2(n+1)2

4ä) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . . + n · (n + 1) = n(n+1)(n+2)
3Çàäà÷à 2.18 (9) Äîêàæèòå ÌÌÈ òîæäåñòâî 1 + x + x2 + . . . + xn = xn+1−1

x−1Çàäà÷à 2.19 (8) Íàéäèòå ñóììó 1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + . . .Ïîäñêàçêà. Óãàäàéòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ 1
1·2 + 1

2·3 + 1
3·4 + . . . + 1

(n−1)n
.Çàäà÷à 2.20 (9) Äîêàæèòå, ÷òî 1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + . . . + n · 2n = (n − 1) · 2n+1 + 2Çàäà÷à 2.21 (11) Íàéäèòå ñóììó 1

1

2
+ 2

1

22
+ 3

1

23
+ . . .



26 Àíàëèç ÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÍÄÓÊÖÈÈÊîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 2.22 (7) Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî 1 = 1, 1+3 = 4, 1+3+5 = 9, 1+3+5+7 =
16. Ñäåëàéòå ïðåäïîëîæåíèå è äîêàæèòå åãî ïî èíäóêöèè.Çàäà÷à 2.23 (7) Èç êâàäðàòà êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì 16×16 âûðåçàëè îäíó êëåòêó.Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííóþ �èãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê .Äîêàæèòå ýòî äëÿ êâàäðàòà 2n × 2n.Ïîäñêàçêà. ØÀ�: �àçáèâàåì êâàäðàò íà ÷åòûðå êâàäðàòà è âûðåçàåì èçêàæäîé íåäûðÿâîé ÷àñòè óãëîâóþ êëåòêó òàê, ÷òîáû âûðåçàííûå êëåòêè îá-ðàçîâàëè óãîëîê:Çàäà÷à 2.24 (8) Íà äîñêå çàïèñàíà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q = m

n
. Åãî ìîæíî ñòåðåòü èçàïèñàòü âìåñòî íåãî ëèáî q + 1 = m+n

n
, ëèáî 1

q
= n

m
. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ óêàçàí-íûõ äâóõ îïåðàöèé ìîæíî èç åäèíèöû ïîëó÷èòü ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Íàïðèìåð 2

5ìîæíî ïîëó÷èòü òàê
1 → 2 → 1

2
→ 3

2
→ 5

2
→ 2

5
.Çàäà÷à 2.25 (7) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 8 òóãðèêîâ, ìîæíî âûïëàòèòüêóïþðàìè ïî 3 òóãðèêà è 5 òóãðèêîâ.Çàäà÷à 2.26 (9) Â Âèøêèëàíäèè èìåþòñÿ â îáðàùåíèè áàíêíîòû â 7 è 11 ðóáëåé. Äîêà-æèòå, ÷òî èìè ìîæíî óïëàòèòü áåç ñäà÷è ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 60 ðóáëåé. Äîêàæèòå,÷òî ñî ñäà÷åé ìîæíî óïëàòèòü ëþáóþ ñóììó.Çàäà÷à 2.27 (8) Ó áîðîäàòîãî ìíîãîóãîëüíèêà âî âíåøíþþ ñòîðîíó ðàñòåò ùåòèíà. Åãîïåðåñåêàåò íåñêîëüêî ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ñ îäíîé èç ñòî-ðîí ðàñòóò âîëîñû. Â ðåçóëüòàòå ìíîãîóãîëüíèê îêàçàëñÿ ðàçáèòûì íà íåêîòîðîå ÷èñëî÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé îêàæåòñÿ âîëîñàòîé ñíàðóæè.Çàäà÷à 2.28 (8) Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3 × n (3 ñòðîêè, n ñòîëáöîâ) ðàññòàâëåíû �èøêèòð¼õ öâåòîâ ïî n øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ �èøêè â ñòðî÷êàõ,ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå áûëè �èøêè âñåõ òð¼õ öâåòîâ.Çàäà÷à 2.29 (8) Ïëîñêîñòü ïîäåëåíà íà îáëàñòè íåñêîëüêèìè ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿ-ìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè îáëàñòè ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâåñîñåäíèå îáëàñòè áûëè ðàñêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà. (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ îáëàñòè,èìåþùèå îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû.)Çàäà÷à 2.30 (10) Ñòðîèòåëè ñòðîÿò îäíîýòàæíûé äîì èç áåòîííûõ ïëèò, îêðàøåííûõ ñîäíîé ñòîðîíû â ñèíèé öâåò, à ñ äðóãîé � â æ¼ëòûé. Ñíà÷àëà âîçâîäÿòñÿ íàðóæíûå ñòåíû,à çàòåì ïî îäíîé ñòàâÿòñÿ ïåðåãîðîäêè òàê, ÷òî êàæäàÿ íîâàÿ ïåðåãîðîäêà çàêðåïëÿåòñÿêîíöàìè ê óæå ñóùåñòâóþùèì ñòåíàì èëè ïåðåãîðîäêàì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñíàðóæèäîì ñèíèé, òî â íåì åñòü õîòÿ áû îäíà ïîëíîñòüþ æ¼ëòàÿ êîìíàòà.Ïîäñêàçêà. Ýòà çàäà÷à ïîõîæà íà çàäà÷ó 2.27, òîëüêî ïðî âîëîñàòûé ñíàðóæè êóá,ðàññå÷åííûé âîëîñàòûìè ïëîñêîñòÿìè.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 27Çàäà÷à 2.31 (10) Â êîìïàíèè èç n ÷åëîâåê (n > 3) êàæäûé óçíàë ïî íîâîìó àíåêäîòó.Çà îäèí òåëå�îííûé ðàçãîâîð äâîå ñîîáùàþò äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì àíåêäîòû.Äîêàæèòå, ÷òî çà 2n − 4 ðàçãîâîðîâ âñå ñìîãóò óçíàòü âñå íîâûå àíåêäîòû.Çàäà÷à 2.32 (7) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì n-óãîëüíèêå, n > 3, ìîæíî ïðîâåñòè äèàãîíàëü,ëåæàùóþ öåëèêîì âíóòðè íåãî.Çàäà÷à 2.33 (8) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûõ n-ãðàííèêîâ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.Çàäà÷à 2.34 (11) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ n

In =

∫ π

0

sinn αdα = π
(n − 1) · (n − 3) · . . .

n · (n − 2) · . . . .Â ÷àñòíîñòè, I0 = π, I2 = π 1
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4·2 , I6 = π 5·3·1
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sin αd(− cos α) è ïðîèíòåãðèðóéòå ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷èòåñîîòíîøåíèå ìåæäó In è In−2.Ïðèìå÷àíèå. Îáùåå ðåøåíèå, êàê ïðè ÷åòíûõ, òàê è ïðè íå÷¼òíûõ n, ìîæíî çàïèñàòüòàê
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,ãäå Γ(x) = (x−1)! ïðè íàòóðàëüíûõ x è ãëàäêî ïðîëîëæåíà íà îñòàëüíûå âåùåñòâåííûå x.Çàäà÷à 2.35 (12, Íåðàâåíñòâî Êîøè) Äîêàæèòå ÌÌÈ, ÷òî

x1 + x2 + . . . + xn

n
> n

√
x1 · x2 · . . . · xnÏîäñêàçêà. Ìîæíî äîêàçûâàòü òàê: Ñíà÷àëà ÌÌÈ äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ nðàâíûõ ñòåïíè äâîéêè. Ýòî äåëàåòñÿ òàê: ãðóïïèðóåì ÷èñëà â ïàðû, ïîäñòàâëÿåì ñðåä-íèå àðè�ìåòè÷åñêèå ýòèõ ïàð â ïðåäûäóùåå, äîêàçàííîå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,ðàâåíñòâî. Çàòåì, ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî (a + b)/2 >

√
ab äëÿ âñåõ ñðåäíèõ â ïðàâîé ÷à-ñòè. Ïîñëå òîãî, êàê äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà n åñòü ñòåïåíü äâîéêè,èíäóêöèåé âíèç ðàñïðîñòðàíÿåì íà îñòàëüíûå n.Çàäà÷à 2.36 (14) Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíîé 1 âûñîòà ðàâíà h2 =
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�àññêàç 3Òåîðèÿ ãðà�îâÏ�Î�ÓËÊÈ ÏÎ ��ÀÔÀÌÏëàí çàíÿòèÿ
• ×òî òàêîå Ìåòîä Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè?
• ×òî òàêîå ��ÀÔ?
• Äåðåâüÿ, öèêëû è Ôîðìóëà Ýéëåðà
• Ïðîãóëêè ïî ãðà�óÎñíîâíûå ïîíÿòèÿ è êëþ÷åâûå çàäà÷èÌû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âû óæå èìååòå íåêîòîðîå ïîíÿòèå î Ìåòîäå Ìàòåìàòè÷åñêîé Èí-äóêöèè (ñì. ïðåäûäóùèé ñåìèíàð). Ýòîò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü àêòèâíî èñïîëüçó-åòñÿ â òåîðèè ãðà�îâ.Íàïîìíèì, ÷òî Ìåòîä Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè � ýòî ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ â ÷å-òûðå ýòàïà: [ÁÀÇÀ℄ Ïîêàæåì, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðûõ ïðî-ñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ n = 1, n = 2, ... [Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ℄ Ïðåäïîëàãàåì, ÷òîóòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïåðâûõ K ñëó÷àåâ. [ØÀ�℄ Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè äîêàçûâàåìóòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = K + 1. [ÂÛÂÎÄ℄ Óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, òîåñòü äëÿ âñåõ n.Îïðåäåëåíèÿ. Ìíîæåñòâî òî÷åê, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ëèíèÿìè, íàçû-âàþòñÿ ãðà�àìè. Òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðà�à, à ëèíèè � ð¼áðàìè.Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðà�à íàçûâàåòñÿ ÷èñëî èñõîäÿùèõ èç íå¼ ð¼áåð. Åñëè ñòå-ïåíü âåðøèíû ðàâíà 0, òî âåðøèíà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé. ×¼òíîñòüþ âåðøèíûíàçûâàåòñÿ îñòàòîê ïðè äåëåíèè å¼ ñòåïåíè íà äâà. Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé èëèëèñòîì ãðà�à, åñëè å¼ ñòåïåíü ðàâíà 1.Çàäà÷à 3.1 (4) Îïðåäåëèòå ñòåïåíè âåðøèí ãðà�îâ íà ðèñóíêå 3.1.Çàäà÷à 3.2 (7) Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî â ëþáîì ãðà�å ÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí ñíå÷¼òíîé ñòåïåíüþ.�åøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí � ÷¼òíîå ÷èñëî. Ñóììà íåñêîëüêèõíàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÷¼òíîå ÷èñëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè íèõ ÷¼òíîå ÷èñëîíå÷¼òíûõ ñëàãàåìûõ � òî, ÷òî è íóæíî äîêàçàòü.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 29Ïåðåìåííîé èíäóêöèè áóäåò ÷èñëî âåðøèí. ÁÀÇÀ: Äëÿ ïðîñòåéøåãî ãðà�à ñ îäíîéâåðøèíîé ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ: Ïóñòü ìû äîêàçàëè ýòî óòâåð-æäåíèå äëÿ âñåõ ãðà�îâ ñ ÷èñëîì âåðøèí 6 K. ØÀ�: Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿëþáîãî ãðà�à ñ (K + 1) âåðøèíîé. Âîçüìåì ëþáîé ãðà� ñ (K + 1) âåðøèíîé. Âûáåðåì óíåãî ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó è ñîòð¼ì å¼. Åñëè å¼ ñòåïåíü m, òî ñóììà ñòåïåíåé âåðøèíóìåíüøèëàñü íà m + m = 2m. À èìåííî, ó m âåðøèí ñòåïåíü óìåíüøèëàñü íà 1, è èñ÷åç-ëà îäíà âåðøèíà ñ ñòåïåíüþ m. 2m � ÷¼òíîå ÷èñëî, çíà÷èò ÷¼òíîñòü ñóììû ñòåïåíåé íåèçìåíèëàñü.Äðóãîé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà. Â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé èíäóêöèè âîçüì¼ì ÷èñëî ð¼-áåð. Ï�ÅÄÏÎËÎÆÈÌ, ÷òî äëÿ ãðà�îâ ñ K ð¼áðàìè âñ¼ äîêàçàíî. ØÀ� èíäóêöèè ïðî-ùå, ÷åì â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå: â ãðà�å ñ (K + 1) ðåáðîì ñîòðåì îäíî ðåáðî. Ïðèýòîì èçìåíÿåòñÿ ÷¼òíîñòü äâóõ âåðøèí � êîíöîâ ýòîãî ðåáðà. Ñóììà ñòåïåíåé âåðøèíóìåíüøèëàñü íà 2, ïîýòîìó ÷¼òíîñòü ýòîé ñóììû îäèíàêîâà äëÿ èõîäíîãî ãðà�à ñ (K +1)ðåáðîì è ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðà�à ñ K ðåáðàìè. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ó ëþáîãî ãðà�à ñ
K ð¼áðàìè ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ÷¼òíîå ÷èñëî. ÂÛÂÎÄ: Ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí åñòü÷¼òíîå ÷èñëî äëÿ âñåõ ãðà�îâ. ÁÀÇÀ èíäóêöèè â äàííîì ñëó÷àå � ãðà�û ó êîòîðûõ 0 ð¼-áåð. Èõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî. Ýòî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, êîòîðûõ ìîæåò áûòüñêîëüêî óãîäíî. Çà êàæäûé ØÀ� èíäóêöèè ìû äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå òîæå ñðàçó äëÿáåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ãðà�îâ.

�èñ. 3.1: Ïðèìåðû ãðà�îâ �èñ. 3.2: Ïðèìåðû ïðî-ñòåéøèõ äåðåâüåâÇàäà÷à 3.3 (10) Â ãðà�å ñ 2n âåðøèíàìè n2 +1 ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü òðèâåðøèíû, ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûå ðåáðàìè.�åøåíèå. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à ñ 2K âåðøèíàìè. Äîêà-æåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ ãðà�à ñ 2(K +1) âåðøèíàìè è (K +1)1 +1 ð¼áðàìè. �àññìîòðèìïðîèçâîëüíûå äâå ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì âåðøèíû A è B. Åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà C, èçêîòîðîé èäóò ð¼áðà è â A è â B, òî òðåóãîëüíèê íàø¼ëñÿ. Åñëè æå òàêîé âåðøèíû íåò,òî èç âåðøèí è âåä¼ò íå áîëåå 2K ð¼áåð, òàê êàê êðîìå A è B åñòü åù¼ 2K âåðøèí,âñåãî 2K + 2 è íè â îäíó èç ýòèõ âåðøèí èç A è B íå äîëæíî âåñòè áîëåå îäíîãî ðåáðà.Ïîýòîìó, åñëè óáðàòü èç ãðà�à âåðøèíû A è B, òî îñòàíåòñÿ 2K âåðøèí è íå ìåíåå ÷åì
(K + 1)2 + 1 − 1 − 2K = K2 + 1 ð¼áåð. È òîãäà ïî Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÞ èíäóêöèè âîñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðà�à íàéä¼òñÿ òðåóãîëüíèê.Çàäà÷à 3.4 (9) Â íåêîòîðîé êîìïàíèè > 4 ÷åëîâåê ñðåäè ëþáûõ ÷åòâåðûõ åñòü ÷åëîâåêçíàêîìûé ñ îñòàëüíûìè òðîèìè. Äîêàçàòü, ÷òî åñòü ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò âñåõîñòàëüíûõ.



30 Òåîðèÿ ãðà�îâ Ï�Î�ÓËÊÈ ÏÎ ��ÀÔÀÌ3.1 Ôîðìóëà Ýéëåðà�ðà� íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîéòè ïî ð¼áðàì äî ëþáîéäðóãîé. �ðà� íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îí ñâÿçàííûé è â íåì íåò öèêëîâ. Öèêëîìíàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé ïóòü â ãðà�å ïî ð¼áðàì (âåðøèíà, îòêóäà íà÷àëè èäòè, ÿâëÿåòñÿòàêæå è êîíå÷íîé âåðøèíîé ïóòè), òàêîé ÷òî íèêàêîå ðåáðî íå ïðîõîäèëîñü äâàæäû. Íàðèñóíêå 3.1 ïåðâûé ãðà� åñòü äåðåâî, äâà äðóãèõ � ãðà�û ñ öèêëàìè.Çàäà÷à 3.5 Ïóñòü Â � ÷èñëî âåðøèí, � � ÷èñëî ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äåðåâåÂ− � = 1Ïîäñêàçêà. Äëÿ ïðîñòåéøèõ äåðåâüåâ ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê (ñì. ðèñ. 3.2). Ïåðåìåííîéèíäóêöèè ó íàñ áóäåò ÷èñëî âåðøèí. Ïðåäïîëîæåíèå ñäåëàåì òàêîå: ïóñòü äëÿ âñåõ äå-ðåâüåâ, ó êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì K âåðøèí, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Âîçüìåì ëþáîåäåðåâî ñ K âåðøèíàìè. Íàéäåì âèñÿ÷óþ âåðøèíó. Ñîòð¼ì å¼. Èñ÷åçíåò îäíà âåðøèíà èîäíî ðåáðî, è ðàçíîñòü Â− � íå èçìåíèòñÿ.À òåïåðü, ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âûïóêëûå n-ãðàííèêè. Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçàíû òåòðà-ýäð, êóá, ïèðàìèäà, îêòàýäð. Ó n-ãðàííèêîâ åñòü ð¼áðà (�), âåðøèíû (Â) è ãðàíè (�).Çàäà÷à 3.6 Äîêàæèòå �îðìóëó Ýéëåðà:Â− �+ � = 2

�èñ. 3.3: Ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâÏîäñêàçêà Äëÿ ïðîñòåéøèõ n-ãðàííèêîâ ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïåðåìåííîé èíäóêöèèó íàñ áóäåò ÷èñëî ãðàíåé. Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ ñäåëàåì òàêîå: ïóñòü äëÿ âñåõ ìíîãîãðàí-íèêîâ, ó êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì K ãðàíåé, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ØÀ�: Âîçüìåì ëþ-áîé ìíîãîãðàííèê ñ K ãðàíÿìè. Âîçüìåì ëþáóþ åãî ãðàíü. Ïóñòü ýòà ãðàíü l-óãîëüíèê.Å¼ ìîæíî ñòÿíóòü â òî÷êó-âåðøèíó. Ïðè ýòîì ó íàñ èñ÷åçíåò îäíà ãðàíü, l âåðøèí, è lðåáåð, çàòî ïîÿâèòñÿ îäíà íîâàÿ âåðøèíà âìåñòî íå¼. Ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîãðàííèêà÷èñëî ãðàíåé ìåíüøå íà åäèíèöó. À çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ íåãî �îð-ìóëà Ýéëåðà âåðíà. Íî òîãäà �îðìóëà Ýéëåðà âåðíà è äëÿ íàøåãî K-ãðàíèêà, òàê êàê óíåãî íà 1 ãðàíü áîëüøå, íà l ð¼áåð ìåíüøå, è íà l− 1 âåðøèí ìåíüøå. À çíà÷èò, âåëè÷èíàÂ− �+ � ó íåãî òàêàÿ æå.Çäåñü åñòü íåñêîëüêî òîíêîñòåé. Íàïðèìåð, ïðè óïðîùåíèè ìíîãîãðàííèêà ìîãóò ïî-ëó÷èòñÿ äâå âåðøèíû ñîåäèí¼ííûå íåñêîëüêèìè ð¼áðàìè. Òîãäà ëèøíèå ð¼áðà ìîæíîóáèðàòü. Ïðè ýòîì ÷èñëî ð¼áåð è ãðàíåé óìåíüøàåòñÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî, è ïî ïðåæ-íåìó âåëè÷èíà Â− �+ � íå ìåíÿåòñÿ.Ñëåäóþùàÿ òîíêîñòü � ÁÀÇÀ èíäóêöèè. Íóæíî îïðåäåëèòñÿ ñ íàáîðîì ýëåìåíòàðíûõìíîãîãðàííèêîâ, ê êîòîðûì âñå îñòàëüíûå ìíîãîãðàííèêè ñâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõäâóõ îïåðàöèé (óáèðàíèå ãðàíè è óáèðàíèå ëèøíèõ ð¼áåð).



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 31Ïîïðîáóéòå îñóùåñòâèòü èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó ð¼áåð. Ïðè ýòîì óäîáíî èìåòü äåëîñ ïëàíàðíûìè ðàçâåðòêàìè ìíîãîãðàííèêîâ. Íà ðèñóíêå 3.4 ïîêàçàíû ïëàíàðíûå ðàç-âåðòêè ïåðâûõ òð¼õ �èãóð ñ ðèñóíêà 3.3.
�èñ. 3.4: Ïëàíàðíûå ðàçâ¼ðòêè òåòðàýäðà, êóáà, è ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû3.2 Ïðîãóëêè ïî ãðà�àìÌû ñ âàìè ðàññìàòðèâàëè íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà�û. Åñëè ðåáðà ó ãðà�à ñòðåëî÷êè, òîãðà� íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Äâå âåðøèíû (A,B) â ãðà�å íàçûâàþòñÿ ñâÿçíû-ìè, åñëè èç îäíîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äî äðóãîé ïî ñòðåëî÷êàì.Çàäà÷è îá îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ î÷åíü ÷àñòî âîçíèêàþò â æèçíè. Íàïðèìåð, âåð-øèíû � ýòî ãîðîäà, à ñòðåëî÷êè � àâèàëèíèè èõ ñîåäèíÿþùèå.Îáû÷íûé, íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíûñîåäèíåíû ðåáðîì. Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè èç îí ïîëíûé âîáû÷íîì ñìûñëå, êîãäà ìû çàáûâàåì ïðî íàïðàâëåíèå ð¼áåð.Çàäà÷à î ñâÿçíîñòè äâóõ âåðøèí â ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å.Çàäà÷à 3.7 (7) Â ñòðàíå �ðà�ëàíäèè ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîí-íèì äâèæåíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî åñòü ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãîäðóãîãî.�åøåíèå. Ï�ÅÄÏÎËÎÆÅÍÈÅ: Ïóñòü äëÿ ñòðàí, â êîòîðûõ K ãîðîäîâ, ýòî âåðíî.(×èñëî ãîðîäîâ � ïåðåìåííàÿ èíäóêöèè) ØÀ�: �àññìîòðèì ñòðàíó ÷ K + 1 ãîðîäîì.Óáåð¼ì ïðîèçâîëüíûé ãîðîä X. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñðåäè îñòàâøèõñÿ K ãîðî-äîâ íàéä¼òñÿ ãîðîä A, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà (èç ýòèõ

K ãîðîäîâ). Åñëè äîðîãî ìåæäó A è X âåä¼ò â X, òî A íàì ïîäõîäèò. Åñëè èç X â A,òî íàì ïîäõîäèò ãîðîä X � èç íåãî ìû äîáåð¼ìñÿ äî ãîðîäà A, à çàòåì â ëþáîé äðóãîéãîðîä ñòàíû �ðà�ëàíäèè.Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè �àìèëüòîíîâà ïóòè â ïîëíîìîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�å. �àìèëüòîíîâ ïóòü � ýòî ïóòü ïî ñòðåëêàì, îáõîäÿùèéâñå âåðøèíû ðîâíî îäíèí ðàç.Çàäà÷à 3.8 (9) Äîêàçàòü, ÷òî â ñòðàíå �ðà�ëàíäèè ìîæíî ïðîåõàòü ïî âñåì ãîðîäàì,ïîáûâàâ â êàæäîì ïî îäíîìó ðàçó.�åøåíèå.ØÀ� ÈÍÄÓÊÖÈÈ. Óáåð¼ì ïðîèçâîëüíûé ãîðîä A. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-ïîëîæåíèþ îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìîæíî îáîéòè, ïóñòü ýòîò ïóòü íà÷èíàåòñÿ ñ ãîðîäà X.Åñëè äîðîãà ìåæäó A è X âåä¼ò â X, òî ìîæíî èç A ïåðååõàòü â X, è ïðîåõàòü îòòóäà ïîîñòàâøèìñÿ ãîðîäàì. Åñëè æå ýòà äîðîãà âåä¼ò â A, òî ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ãîðîä íà



32 Òåîðèÿ ãðà�îâ Ï�Î�ÓËÊÈ ÏÎ ��ÀÔÀÌïóòè èç X. Ïóñòü ýòî ãîðîä C. Åñëè äîðîãà ìåæäó A è C âåä¼ò â A, òî èñêîìûé ìàðø-ðóò = X − ... − C − A. Èíà÷å ðàññìîòðèì ïåðâûé ãîðîä íà ïóòè A − .. − C, â êîòîðûéâåä¼ò äîðîãà èç X. (íàçîâ¼ì åãî Y , à ïðåäûäóùèé � Y1) è âîñïîëüçóåìñÿ ìàðøðóòîì
X − ... − Y1 − A − Y − ... − C.Çàäà÷à 3.9 (9) Óñàäüáû ëþáûõ äâóõ äæåíòëüìåíîâ â ãðà�ñòâå Âèøêèëü ñîåäèíåíû ëè-áî âîäíûì (ëîäî÷êà), ëèáî ñóõîïóòíûì (êàðåòà) ñîîáùåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíîçàêðûòü îäèí èç âèäîâ òðàíñïîðòà òàê, ÷òîáû ëþáîé äæåíòëüìåí ìîã ïî-ïðåæíåìóäîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.�åøåíèå. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó óñàäüá. ØÀ�. Óáåð¼ì ïðîèçâîëüóþ óñàäüáó A. Ïî Ï�ÅÄ-ÏÎËÎÆÅÍÈÞ îäíîãî âèäà òðàíñïîðòà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñâÿçàòü ëþáûå äâå èç îñòàâ-øèõñÿ. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ýòî âîäíûé ïóòü. Åñëè èç A ìîæíî äîáðàòüñÿ âîäíûìïóò¼ì õîòÿ áû â îäíó óñàäüáó âîäíûì ïóò¼ì, òî ìîæíî äîáðàòüñÿ è äî ëþáîé äðóãîé. Åñ-ëè æå èç A âî âñå îñòàëüíûå ãîðîäà åçäèò êàðåòà, òî èç ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãîìîæíî äîáðàòüñÿ êàðåòîé ÷åðåç ãîðîä A.Çàäà÷à �àìèëüòîíîâà ïóòè � ïîáûâàòü âî âñåõ âåðøèíàõ ïî îäíîìó ðàçó. Çàäà÷àÝéëåðîâà ïóòè � ïðîéòèñü ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî îäèí ðàç. Íàéòè Ýéëåðîâ ïóòüçíà÷èò íàðèñîâàòü íà áóìàãå ãðà�, íå îòðûâàÿ ðó÷êó è íå ïðîâîäÿ îäíó è òó æå ëèíèþäâàæäû.Çàäà÷à 3.10 (8) Êîãäà Ýéëåðîâ ïóòü ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ �àìèëüòîíîâûì?Çàäà÷à 3.11 (7, Î ñóùåñòâîâàíèè Ýéëåðîâà ïóòè I) Ïóñòü â îáû÷íîì, íåîðèåíòè-ðîâàííîì ñâÿçíîì ãðà�å èç âñåõ âåðøèí èñõîäèò ÷¼òíîå ÷èñëî ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òîñóùåñòâóåò Ýéëåðîâ ïóòü.Çàäà÷à 3.12 (9, Î ñóùåñòâîâàíèè Ýéëåðîâà ïóòè II) Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì ãðà-�å åñòü Ýéëåðîâ ïóòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî ëèáî íåò, ëèáî ðîâíî äâå íå÷¼òíûåâåðøèíû. Åñëè íå÷¼òíûõ âåðøèí íåò, òî Ýéëåðîâ ïóòü ÿâëÿåòñÿ öèêëîì.3.3 Êîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 3.13 (7) Íàðèñóéòå ïëàíàðíóþ ðàçâåðòêó îêòàýäðà (÷åòâåðòàÿ �èãóðà íà ðè-ñóíêå 3.3). Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî ð¼áåð, âåðøèí è ãðàíåé.Çàäà÷à 3.14 (7) ×åìó ðàâíî ÷èñëî ð¼áåð â ïîëíîì ãðà�å ñ 10 âåðøèíàìè?Çàäà÷à 3.15 (10) Â íåêîòîðîé ñòðàíå êàæäûé ãîðîä ñîåäèí¼í ñ êàæäûì äîðîãîé ñ îä-íîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ âëþáîé äðóãîé íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé ïåðåñàäêîé.Çàäà÷à 3.16 (14) Íàéäèòå íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ ÷èñëà ðåáåð â ãðà�å, â êîòîðîì n âåð-øèí è ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ åñòü îäíà ñîåäèí¼ííàÿ ñ îòàëüíûìè òðåìÿ.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 33PSfrag repla
ements à) á) â)
�èñ. 3.5: Ïëàíàðíûå ðàçâåðòêè íåêîòîðûõ �èãóðÇàäà÷à 3.17 (8) Ïîñìîòðèòå íà �èãóðó ñïðàâà. Ýòî êàðêàñòîðà. Âû÷èñëèòå äëÿ íåãî Â−�+�. ßâëÿåòñÿ ëè îí âûïóêëîé�èãóðîé?Âåëè÷èíà Â−�+� íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé

n-ãðàííèêà.Çàäà÷à 3.18 (9) Êàê èçìåíèòñÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêàêàðêàñà òîðà, åñëè ìû èç ñåðåäèíû îäíîãî èç ÷åòûð¼õ áðóñ-êîâ âûðåæåì ñëîé?Çàäà÷à 3.19 (9) a) Êàê èçìåíèòñÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêàêàðêàñà òîðà, åñëè ìû ïîñòàâèì íà íåãî îáúåìíóþ áóêâóÏ (äî-áàâèì ïåòåëüêó)? á) Êàê èçìåíèòñÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêàêóáà ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê íåìó òàêîé ïåòåëüêè?Çàäà÷à 3.20 (7) Íà ðèñóíêàõ 3.5(à,á,â) ïðèâåäåíû ïëàíàðíûå ðàçâåðòêè íåêîòîðûõ âû-ïóêëûõ n-ãðàííèêîâ. Íàéäèòå ÷èñëî èõ ãðàíåé, ð¼áåð è âåðøèí.Çàäà÷à 3.21 (8) Íà ðèñóíêå 3.5(â) ïðèâåäåíà ïëàíàðíàÿ ðàçâåðòêà äîäåêàýäðà. Íàéäèòå÷èñëî ãðàíåé, ð¼áåð è âåðøèí äîäåêàýäðà.Çàäà÷à 3.22 (9) Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå îêîí÷àíèÿ îäíîêðóãîâîãî òóðíèðà ïî òåííèñó åãîó÷àñòíèêîâ ìîæíî âûñòðîèòü â ðÿä òàê, ÷òî êàæäûé âûèãðàë ó ñëåäóþùåãî çà íèì âýòîì ðÿäó.PSfrag repla
ements à) á) â) ã)
�èñ. 3.6: Íàéäèòå ýéëåðîâ è ãàìèëüòîíîâ ïóòè, åñëè òàêèå ñóùåñòâóþòÇàäà÷à 3.23 (7) Â êàêèõ èç ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 3.6 ãðà�àõ ñóùåñòâóåò ýëåðîâ ïóòü.Äðóãèìè ñëîâàìè, êàêèå èç ýòèõ ðèñóíêîâ ìîæíî íàðèñîâàòü íå îòðûâàÿ ðó÷êó îò áóìàãè.Åñëè îí åñòü, ïðîíóìåðóéòå âåðøèíû è çàïèøèòå åãî.



�àññêàç 4Òåîðèÿ ÈãðÖÀ�ÑÒÂÎ ÍÈÌÏëàí çàíÿòèÿ
• ×òî òàêîå Èãðà?
• Äàâàéòå ïîèãðàåì
• Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå, öâåòíûå è íåéòðàëüíûå, ïðîñòûå è ñëîæíûå èãðû
• Ïîíÿòèå âûèãðûøíîé ïîçèöèè è âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè
• �ðà� èãðû
• Äàâàéòå ïîèãðàåì ×òî òàêîå È��À?Áûâàåò, ÷òî âî âðåìÿ óðîêà ìàòåìàòèêè,êîãäà äàæå âîçäóõ ñòûíåò îò ñêóêè, â êëàñññî äâîðà âëåòàåò áàáî÷êà ... À.Ï. ×åõîâÍåò, ìû áóäåì ãîâîðèòü íå î êîìïüþòåðíûõ èãðàõ, è íå î ïîäêèäíîì äóðàêå, è, êîíå÷-íî, íå î �óòáîëå. �å÷ü ïîéäåò îá èãðàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ, à òî÷íåå î êîìáèíàòîðíûõ.Êðåñòèêè-íîëèêè, øàõìàòû, �î, øàøêè, ðåâåðñè � ýòî îáùåèçâåñòíûå ïðèìåðû òàêèõèãð. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîìáèíàòîðíûå èãðû � ýòî èãðû, ãäå íåò ýëåìåíòîâ ñëó÷àéíîñòè,âñå ïðàâèëà ÷¼òêî îïèñàíû, è èãðîêè èìåþò ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î òåêóùåé ñèòóàöèè.Áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå çâó÷èò òàê:Îïðåäåëåíèå 4.1 Êîìáèíàòîðíàÿ Èãðà � ýòî íàáîð èãðîâûõ ïîçèöèé, ïðî êàæäóþèç êîòîðûõ èãðîêàì èçâåñòíî, êàê (â êàêèå äðóãèå ïîçèöèè) ìîæåò õîäèòü êàæäûé èçíèõ.Ìîæíî òàê æå ñêàçàòü, ÷òî êîìáèíàòîðíàÿ èãðà � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ ðàñ-êðàøåííûìè ðåáðàìè. Íî íå áóäåì çàáåãàòü âïåð¼ä.Åñëè âîçìîæíûå õîäû èãðîêîâ èç îäíîé è òîé æå ïîçèöèè îòëè÷àþòñÿ (íàïðèìåð âøàõìàòàõ, òàê, êàê ìîæåò õîäèòü áåëûé, íå ìîæåò õîäèòü ÷åðíûé, è íàîáîðîò), òî èãðóíàçîâåì öâåòíîé. Èíà÷å � èãðà íåéòðàëüíàÿ.Øàõìàòû, øàøêè, êðåñòèêè-íîëèêè, �àðàîíû, �î � öâåòíûå èãðû.À âîò ïðèìåð íåéòðàëüíîé èãðû. Ýòî äðåâíÿÿ êèòàéñêàÿ èãðà �Íèì�. Â íå¼ ëþáèëèèãðàòü êèòàéñêèå èìïåðàòîðû. Òåì, êòî ó íèõ âûèãðûâàë, îòðóáàëè ãîëîâó.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 35Èãðà 4.1 (�Íèì�) Åñòü òðè êó÷êè êàìíåé ñ ÷èñëîì êàìíåé � {3, 2, 1}. Èãðàþùèå ïîî÷åðåäè çàáèðàþò ëþáîå êîëè÷åñòâî êàìíåé èç ëþáîé êó÷êè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîìóíå÷åãî çàáèðàòü.Èòàê, �Íèì� � íåéòðàëüíàÿ èãðà.Çàäà÷à 4.1 Âñïîìíèòå êàêóþ-íèáóäü èãðó è îïðåäåëèòå íåéòðàëüíàÿ îíà èëè öâåòíàÿ.Êàê íóæíî èãðàòü, ÷òîá âûèãðàòü â �Íèì�?Çàäà÷à 4.2 Ïîèãðàéòå â �Íèì� äðóã ñ äðóãîì. Åñòü ëè âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ ó ïåð-âîãî? À ó âòîðîãî?Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèì, äàâàéòå ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå èãðîâûå ïîçèöèè.Âî-ïåðâûõ, ñêîëüêî èãðîâûõ ïîçèöèé? Ïåðå÷èñëèì âñå: {0}, {1}, {2}, {3}, {1,1}, {2,1},{3,1}, {2,2}, {3,2}, {1,1,1}, {2,1,1}, {3,1,1}, {2,2,1}, {3,2,1}. Ýòî ïîçèöèè, â êîòîðûå ìûìîæåì ïîïàñòü ÷åðåç íåêîòîðîå, ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî õîäîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîçèöèè{1,1} âûèãðûâàåò âòîðîé, à â ïîçèöèÿõ {1}, {1,1,1} âûèãðûâàåò ïåðâûé.Çàäà÷à 4.3 Äîêàæèòå, ÷òî ïîçèöèè {2, 1}, {3, 1}, {2, 1, 1} � âûèãðûøíûå.Äîêàçàòåëüñòâî. Îíè âûèãðûøíûå, ïîòîìó ÷òî èç íèõ ìîæíî ñõîäèòü â {1, 1}.Çàäà÷à 4.4 Äîêàæèòå, ÷òî ïîçèöèÿ {2, 2} � ïðîèãðûøíàÿ.Òåïåðü, êîãäà âû, íàâåðíîå, óæå ïðèäóìàëè âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ âòîðîãî, äà-âàéòå ðàçáåðåìñÿ, ÷òî òàêîå âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.×òî òàêîå âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?Îïðåäåëåíèå 4.2 Ïîçèöèè, â êîòîðûõ âûèãðûâàåò òîò, êòî õîäèò ïåðâûì, íàçîâ¼ìâûèãðûøíûìè, à â êîòîðûõ âûèãðûâàåò âòîðîé � ïðîèãðûøíûìè.�Âûèãðûâàåò� � ýòî çíà÷èò èìååò âîçìîæíîñòü õîäèòü òàê, è òàê îòâå÷àòü íà õîäûïðîòèâíèêà, ÷òîáû âûèãðàòü ó íåãî, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê ïðîòèâíèê áóäåò õîäèòü.Ýòà âîçìîæíîñòü + îïèñàíèå òîãî, êàê íóæíî îòâå÷àòü íà õîäû ñîïåðíèêà íàçûâàåòñÿâûèãðûøíîé ñòðàòåãèåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè èãðîê óìíûé è õî÷åò âûèãðàòü èõîäèò ïåðâûì èç âûèãðûøíîé ïîçèöèè, òî îí âûèãðàåò. Íî êàê áû íè áûë óì¼í èãðîê,îí ìîæåò ïðîèãðàòü äàæå äóðàêó, åñëè áóäåò õîäèòü ïåðâûì èç ïðîèãðûøíîé ïîçèöèè.Çàäà÷à 4.5 Äîêàæèòå, ÷òî ïîçèöèÿ {10, 10} ïðîèãðûøíàÿ, òî åñòü ïðîèãðûâàåò òîò,êòî õîäèò ïåðâûì.Çàäà÷à 4.6 Äîêàæèòå, ñóùåñòâîâàíèå âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè äëÿ èãðîêà, êîòîðûéõîäèò âòîðûì â èãðå �Íèì� {3, 2, 1}.Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå êðîìå ïðîèãðûøíûõ è âûèãðûøíûõ ïîçèöèéíèêàêèõ äðóãèõ ïîçèöèé íåò. Ýòî äîâîëüíî ñëîæíî, è, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ èãð ýòîíåâåðíî. À ñåé÷àñ, ðàññìîòðèì ãðà� èãðû �Íèì� (ðèñ 4.1).
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{-}�èñ. 4.1: �ðà� èãðû �Íèì� {3,2,1}. �èñ. 4.2: �ðà� èãðû �Íèì� {3,2,1} âïîääàâêè.Îïðåäåëåíèå 4.3 �ðà� èãðû � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáîçíà-÷àåò îäíó èç âîçìîæíûõ èãðîâûõ ñèòóàöèé, ñîåäèí¼ííûõ ñòðåëî÷êàìè (íàïðàâëåííûìèð¼áðàìè) ñèíåãî èëè êðàñíîãî öâåòà. Òî, ÷òî èç òî÷êè A âåä¼ò ñèíÿÿ ñòðåëî÷êà â òî÷-êó B, îçíà÷àåò, ÷òî �ñèíèé� èãðîê ìîæåò èç ïîçèöèè A ñõîäèòü â ïîçèöèþ B. Åñëèèãðà íåéòðàëüíàÿ, òî âñå ñèíèå è êðàñíûå ñòðåëî÷êè ïîâòîðÿþò äðóã äðóãà, è óäîáíîðèñîâàòü ÷¼ðíûå ñòðåëî÷êè. ×¼ðíûå ñòðåëî÷êè � ýòî ñòðåëî÷êè ïî êîòîðûì ìîãóòõîäèòü êàê �ñèíèé�, òàê è �êðàñíûé� èãðîê.Ìû çàáûëè ñêàçàòü, ÷òî äðåâíèå êèòàéñêèå èìïåðàòîðû ëþáèëè îòðóáàòü ãîëîâó òåì,êòî ó íèõ âûèãðûâàë â �Íèì�. Äàâàéòå â ñâÿçè ñ ýòèì ðåøèì çàäà÷ó îá èãðå �Íèì� âïîääàâêè: òîò êòî âçÿë ïîñëåäíèé êàìåíü, òîò è ïðîèãðàë.Çàäà÷à 4.7 (9) Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå â �Íèì� â ïîääàâêè? Íàðèñóéòåãðà� èãðû.�åøåíèå. {1} � ïðîèãðûøíàÿ ïîçèöèÿ. Çíà÷èò, âñå ïîçèöèè, èç êîòîðûõ â íå¼ ìîæ-íî ñõîäèòü, áóäóò âûèãðûøíûìè. Ýòî ïîçèöèè: {2}, {3}, {1,1}, {2,1}, {3,1}. Äàëüøå ìûäîëæíû íàéòè ïîçèöèþ, èç êîòîðîé ìîæíî ñõîäèòü òîëüêî â ýòè âûèãðûøíûå ïîçèöèè.Ýòî áóäåò {2,2} � ïðîèãðûøíàÿ ïîçèöèÿ, òàê êàê èç íå¼ íåëüçÿ ñõîäèòü â ïðîèãðûøíóþïîçèöèþ (ïîñòàâèòü ñâîåãî ñîïåðíèêà â ïðîèãðûøíóþ ïîçèöèþ). Ïîçèöèè èç êîòîðûõìîæíî ñõîäèòü â {2,2} åñòü âûèãðûøíûå. Ýòî {3,2} è {2,2,1}. Òåïåðü èç îñòàâøèõñÿ ïî-çèöèé, {1,1,1}, {2,2,1}, {3,1,1} íóæíî íàéòè òàêóþ, èç êîòîðîé ìîæíî ñõîäèòü òîëüêî âõîðîøèå ïîçèöèè(âûèãðûøíûå ïîçèöèè). Ýòî {1,1,1} � ïëîõàÿ, ïðîèãðûøíàÿ ïîçèöèÿ.Çíà÷èò {2,1,1} è {3,1,1} � õîðîøèå. Ñìîòðèì íà {3,2,1}. Èç íå¼ íåëüçÿ ñõîäèòü íè â îäíóèç ïðîèãðûøíûõ ïîçèöèé ({1},{1,1,1},{2,2}), à çíà÷èò îíà ñàìà ïðîèãðûøíàÿ. Êàê âèäè-òå, è â ïîääàâêè è â îáû÷íûé �Íèì� ïîçèöèÿ {3,2,1} ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðûøíîé. Â ýòîì íåòíèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. �ðà� èãðû ïîêàçàí íà ðèñóíêå 4.2.�−� �+�{1} {2}, {3}, {1,1}, {2,1}, {3,1}{2,2} {3,2} {2,2,1}{2,1,1} {2,1,1} {3,1,1}{3,2,1}Èãðà 4.2 (�Êîí�åòà") Åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî N � �êîí�åòà�. Èãðîêè ïî î÷åðåäè�îòêóñûâàþò� íå áîëüøå ïîëîâèíû îò èìåþùåãîñÿ êóñî÷êà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íåñìîæåò îòêóñèòü îò îñòàâøåãîñÿ åäèíñòâåííîãî �êâàíòà êîí�åòû�.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 37Äàâàéòå ðàçáåðåì ïîäðîáíî ýòó èãðó. Êîí�åòà âåëè÷èíîé â îäèí êâàíò � {1} � ïðî-èãðûøíàÿ ïîçèöèÿ. Êîí�åòà {2} � âûèãðûøíàÿ. Äàëåå: {3} � ïðîèãðûøíàÿ, ïîòîìó÷òî èç íå¼ ìîæíî ñõîäèòü òîëüêî â êîí�åòó {2}. Èç {4} ìîæíî ñõîäèòü â {3}, à çíà÷èòïîñòàâèòü ñîïåðíèêà â ïëîõóþ ñèòóàöèþ. Çíà÷èò {4} � âûèãðûøíàÿ ïîçèöèÿ.Îòâåò áóäåò òàêèì: (� + � � âûèãðûøíàÿ, �−� � ïðîèãðûøíàÿ)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
− + − + + + − + + + + + + + − + + + + + +Çàäà÷à 4.8 (10) Äîêàæèòå Ìåòîäîì Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè, ÷òî ïðîèãðûøíûåêîí�åòû � ýòî êîí�åòû {2n − 1}.Èãðà 4.3 (Âàðèàöèè �Êîí�åòû�) Èãðîêè ïî î÷åðåäè �îòêóñûâàþò�à) 3, 5 èëè 8 êâàíòîâ.á) 2n êâàíòîâ, ãäå n = 0, 1, 2 . . .â) n2 êâàíòîâ, ãäå n = 1, 2 . . .Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò íè÷åãî îòêóñèòü îò �êîí�åòû�.Çàäà÷à 4.9 (8) Íàðèñóéòå òàáëè÷êó ïðîèãðûøíûõ�âûèãðûøíûõ ïîçèöèé è ïîïûòàé-òåñü óãàäàòü çàêîíîìåðíîñòü äëÿ ýòèõ òð¼õ ñëó÷àåâ.Çàäà÷à 4.10 (8) Íàðèñóéòå ãðà� èãðû �Êîí�åòà� {5}.Äàâàéòå âîçâðàòèìñÿ ê �Íèìó�. �àññìîòðèì åãî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå.Èãðà 4.4 (�Íèì�) Åñòü êó÷êè êàìíåé {n1, n2, . . . , nl}, ni � ÷èñëî êàìíåé â i-îé êó÷êå.Èãðàþùèå ïî î÷åðåäè çàáèðàþò ëþáîå êîëè÷åñòâî êàìíåé èç ëþáîé êó÷êè. Ïðîèãðûâàåòòîò, êîìó íå÷åãî çàáèðàòü.Íàäî îòâåòèòü íà âîïðîñ: êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? Íà÷íåì ïî ïîðÿäêó. Ïåðâàÿèäåÿ, êîòîðàÿ ó íà åñòü � ýòî èäåÿ ñèììåòðèè.Çàäà÷à 4.11 (7) Äîêàæèòå, ÷òî â èãðå {3, 3, 1, 1} âûèãðûâàåò âòîðîé.�åøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçîáüåì êó÷êè íà äâå îäèíàêîâûå ãðóïïû: {3, 1} è {3, 1}.Òîãäà, êàê áû íè ñõîäèë ïåðâûé, ìû (âòîðîé èãðîê) áóäåì äåëàòü àíàëîãè÷íûé õîä,òîëüêî â äðóãîé ãðóïïå. È òàê äàëåå. Ñèììåòðè÷íûé õîä âñåãäà áóäåò ñóùåñòâîâàòü èíàì âñåãäà áóäåò êóäà õîäèòü. Ïîýòîìó ìû íå ïðîèãðàåì, à çíà÷èò âûèãðàåì.Óòâåðæäåíèå 4.1 Âî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ èãðàõ âûèãðûâàåò âòîðîé.�Íèì� {3, 2, 1} � íåñèììåòðè÷íàÿ èãðà. Íî â íåé âñå ðàâíî âûèãðûâàåò âòîðîé.Çàäà÷à 4.12 (7) Ïîçèöèÿ {3, 3, 1} âûèãðûøíàÿ èëè ïðîèãðûøíàÿ?Çàäà÷à 4.13 (7) Ïîçèöèÿ {4, 3, 1} âûèãðûøíàÿ èëè ïðîèãðûøíàÿ?Çàäà÷à 4.14 (7) Ïîçèöèÿ {100, 100, 1} âûèãðûøíàÿ èëè ïðîèãðûøíàÿ?



38 Òåîðèÿ Èãð ÖÀ�ÑÒÂÎ ÍÈÌÇàäà÷à 4.15 (7) Äîêàæèòå, ÷òî {n, n, 1} ïðè ëþáîì n ∈ N ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé.Ñëåäóþùàÿ èäåÿ: åñëè èç íàáîðà êó÷, êîòîðûé åñòü âûáðîñèòü ñèììåòðè÷íóþ ñîñòàâ-ëÿþùóþ, òî õàðàêòåðèñòèêà ïîçèöèè íå èçìåíèòñÿ (åñëè áûëà ïðîèãðûøíàÿ ïîçèöèÿ, òîè îñòàíåòñÿ ïðîèãðûøíîé, åñëè áûëà âûèãðûøíàÿ, òî îñòàíåòñÿ âûèãðûøíîé). Íàïðè-ìåð, â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìîæíî áûëî âûêèíóòü {100, 100}. Ïîçèöèÿ {1} âûèãðûøíàÿ,çíà÷èò è {100, 100, 1} òîæå âûèãðûøíàÿ.Ïðîèãðûøíûå ïîçèöèè áóäåì íàçûâàòü íóëåâûìè. {3, 2, 1}, {7, 7}, {2, 1, 2, 1} � íóëå-âûå. Îòêóäà âçÿëîñü òàêîå íàçâàíèå ñòàíåò ÿñíî èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 4.2 Åñëè ê ïîçèöèè äîáàâèòü èëè îòíÿòü íóëåâóþ ïîçèöèþ, òî õàðàê-òåðèñòèêà ïîçèöèè íå èçìåíèòñÿ.�åøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ñêëàäûâàåì âûèãðûøíóþ ïîçèöèþ A ñ ïîçèöèåé B,òî A+B � òîæå âûèãðûøíàÿ. Ìû, èãðàÿ ïåðâûìè, áóäåì èãðàòü íà ÷àñòè ñ ïîçèöèåé A èâûèãðàåì òàì, à âñÿêèé ðàç êîãäà ñîïåðíèê áóäåò äåëàòü õîä â ÷àñòü B, áóäåì ïàðèðîâàòü,áëàãî ïî óñëîâèþ â ÷àñòè B åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ âòîðîãî.Åñëè îáå èãðû íóëåâûå, òî è â ðåçóëüòàòå òîæå áóäåò íóëåâàÿ èãðà. Âòîðîé áóäåò èìåòüâûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ íà îáåèõ ÷àñòÿõ äîñêè. Íà êàæäîé èç ÷àñòåé îí ñìîæåò óñïåøíîîòâå÷àòü íà õîäû ïåðâîãî. Íå âàæíî, ñûãðàþò îíè ñíà÷àëà íà îäíîé ÷àñòè, à ïîòîì íàäðóãîé, èëè áóäóò ïåðåíîñèòü èãðó ñ îäíîé ÷àñòè íà äðóãóþ. Âòîðîé áóäåò õîäèòü â òó÷àñòü, â êàêóþ ñõîäèë ïåðâûé.Çàäà÷à 4.16 Äîêàæèòå, ÷òî {3, 2, 1, 100, 100} ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ïîçèöèåé.Èòàê, ñëîæåíèå ëþáîé ïîçèöèè ñ íóëåâîé ïîçèöèåé íå ìåíÿåò å¼ õàðàêòåðèñòèêó. Ïðà-âèëüíåå ãîâîðèòü íå î ñóììå ïîçèöèé, à î ñóììå èãð.�àññìîòðèì èãðû, êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ êàê �... ïðîèãðûâàåò òîò, êîìó íåêóäà õî-äèòü�. Òîãäà ñóììà äâóõ èãð ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíîé èãðå �íà äâóõ äîñêàõ�. Ïðîèã-ðûâàåò â òàêîé èãðå òîò, êîìó íåêóäà õîäèòü íè íà ïåðâîé, íè íà âòîðîé äîñêå.Çàäà÷à 4.17 (10) Íàéäèòå ñóììó èãð, ãðà�û êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 4.3.Ïîäñêàçêà. Ïîëó÷èòñÿ èãðà, â êîòîðîé 4×5 = 20 ïîçèöèé. Êàæäàÿ ïîçèöèÿ � ýòî ïàðà= (ïîçèöèÿ â èãðå A, ïîçèöèÿ â èãðå B). Èç îäíîé ïàðû ìîæíî ñõîäèòü â äðóãóþ, åñëèëèáî ïåðâàÿ ÷àñòü îáîèõ ïàð îäèíàêîâàÿ, à âî âòîðîé ÷àñòè ñäåëàëè õîä, ëèáî íàîáîðîò.Ïîïðîáóéòå ñíà÷àëà ñëîæèòü ÷òî-íèáóäü ïîïðîùå.
�èñ. 4.3: Íàéòè ñóììó èãðÒåïåðü ìû îòêðîåì âàì âåëèêóþ òàéíó. Öàðñòâî ÍÈÌ � ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõíåéòðàëüíûõ èãð 
 ââåäåííîé íà íèõ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ. Âñå ýëåìåíòû ýòîãî öàðñòâà



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 39çàøè�ðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Âñå ïðîèãðûøíûå èãðû (ïîçèöèè) çàøè�ðîâàíûíóë¼ì. Îñòàëüíûì ïðèñâîåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïî òàêîìó ïðàâèëó: èãðå A ñîîòâåòñòâó-åò ÷èñëî M = Nimber(A), åñëè ýòî ìèíèìàëüíîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îòñóòñòâóþùèõâ ìíîæåñòâå ÷èñåë èãð (ïîçèöèé), â êîòîðûå ìîæíî ñõîäèòü èç A.Òåîðåìà 4.1 (�ëàâíàÿ) Ïðè ñëîæåíèè äâóõ êîíå÷íûõ íåéòðàëüíûõ èãð ñîîòâåò-ñòâóþùèå èì Nimber'û XORÿòñÿ (÷èòàåòñÿ êàê �êñîðÿòñÿ�).
Nimber(A + B) = Nimber(A) ⊕ Nimber(B)XOR (⊕) äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê: îáà ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ âäâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, çàïèñûâàþòñÿ äðóã ïîä äðóãîì è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîáèòî-âîå ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2 áåç ïåðåíîñà íà ñòàðøèå ðàçðÿäû. Åñëè èãðà èìååò íåíóëåâîéNimber, òî îíà âûèãðûøíàÿ.Ïðèìåðû îïåðàöèè XOR:

⊕ 101010010011 ⊕ 1011101011100101 ⊕ 10101111101110000 ⊕ 10101111111001011000110000Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, ñ÷èòàåòñÿ êîëè÷åñòâî åäèíèö â êàæäîì ñòîëáèêå: ÷åòíîå � âíèçóïèøåì 0, íå÷åòíîå � 1.Ñëåäñòâèå 4.1.1 Â èãðå �Íèì� {m1,m2, . . . ,mk} åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ ïåð-âîãî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Nimber = XOR(m1,m2, . . . ,mk) = 0. Èíà÷å åñòü âû-èãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ âòîðîãî.Ïðèìåðû. Nimber èãðû �Íèì� èç îäíîé êó÷êè ñ n êàìíÿìè åñòü n:
Nimber(�Íèìá�{n}) = nÂ ñëó÷àå îäíîé êó÷êè âñåãäà âûèãðûâàåò ïåðâûé. Ýòî î÷åâèäíî. Êîãäà ìû áåðåì íåñêîëü-êî êó÷åê, òî ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ñëîæèòü íåñêîëüêî îäíîêó÷êîâûõ èãð �Íèì�.

Nimber(�Íèìá�{10, 9}) = 3 (ïåðâûé ïðèìåð îïåðàöèè XOR), çíà÷èò â èãðå �Íèìá�{10, 9}âûèãðûâàåò âòîðîé. Çàòî Nimber({10, 9, 3}) = 0, è â ñèòóàöèè {10, 9, 3} åñòü âûèãðûøíàÿñòðàòåãèÿ ó âòîðîãî. Êàêîâà îíà?Çàäà÷à 4.18 Íàéäèòå Nimber({5, 1}), Nimber({9, 8, 1}).Îáùàÿ ñòðàòåãèÿ òàêîâà. Åñëè â òåêóùèé ìîìåíò íàáîð êó÷åê òàêîâ, ÷òî èõ Nimberíå ðàâåí 0, òî âû äîëæíû ñõîäèòü òàê, ÷òîá îí ñòàë ðàâåí 0. Âòîðîé èç ïîçèöèè ñ íó-ëåâûì Nimber-îì ñìîæåò ñõîäèòü òîëüêî â ïîçèöèþ ñ íåíóëåâûì Nimber-îì. Âû ïîñëååãî õîäà ñíîâà ñõîäèòå â ïîçèöèþ ñ íóëåâûì Nimber'îì, è òàê äàëåå. Êîíå÷íàÿ ïîçèöèÿ� ïîëíîå îòñóòñòâèå êàìíåé � èìååò íóëåâîé Nimber, à çíà÷èò, êîãäà-íèáóäü èìåííî âû âíå¼ ñõîäèòå è âûèãðàåòå. Ýòî ïðàâèëî äîêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì ïðèâåä¼ííàÿ âûøå îáùàÿòåîðåìà.Çàäà÷à 4.19 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîçèöèè {m1, . . . ,mk} èãðû �Íèì�
XOR(m1, . . . ,mk) 6= 0, òî âû ñìîæåòå ñõîäèòü â íîâóþ ïîçèöèþ (óìåíüøèâ îäíîèç ÷èñåë {m1, . . . ,mk}), äëÿ êîòîðîé XOR = 0.



40 Òåîðèÿ Èãð ÖÀ�ÑÒÂÎ ÍÈÌÇàäà÷à 4.20 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîçèöèè {m1, . . . ,mk} èãðû �Íèì�
XOR(m1, . . . ,mk) = 0, òî âû ñìîæåòå ñõîäèòü òîëüêî â ïîçèöèè, â êîòîðûõ XOR 6= 0.�åøèâ ýòè äâå çàäà÷è, âû äîêàæèòå ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå, íå äîêàçûâàÿ ñàìîé òåîðåìû.À ñàìà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ Ìåòîäîì Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè, è äîâîëüíî ñëîæ-íî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà èãð-ïîçèöèé ýòî âåðíî. �àññìîòðèìïîçèöèþ X, èç êîòîðîé ìîæíî ñõîäèòü òîëüêî â ïîçèöèè èç ýòîãî êëàññà. Ïðèñâîèì åéïî îïèñàííîìó ïðàâèëó ÷èñëî, îáîçíà÷èì åãî M . Åñëè M = 0, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî èç íå¼ìîæíî ñõîäèòü òîëüêî â íåíóëåâûå ïîçèöèè, ãäå âûèãðûâàåò ïåðâûé. À çíà÷èò â íàøåéèãðå âûèãðûâàåò âòîðîé è îíà íóëåâàÿ çàñëóæåííî. Åñëè M 6= 0, òî â íåé, î÷åâèäíî,âûèãðûâàåò ïåðâûé.Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî îíà ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ.Äàâàéòå ðàññìîòðèì å¼ ñóììó ñ ëþáîé èãðîé ñ òàêèì æå ÷èñëîì, ïðî êîòîðóþ óæå âñåäîêàçàíî (íàïðèìåð ñ èãðîé �Íèì� {M}). Äîêàæåì, ÷òî ýòà èãðà, X+�Íèì�{M}, íóëåâàÿ.Åñëè ïåðâûé õîäèò íà äîñêó, ãäå �Íèì�{M} è ïîëó÷àåò òàì ïîçèöèþ �Íèì�{M ′), òî ìû,âòîðûå, õîäèì â íàøó èãðó X, òàê ÷òîáû òàì ñòàëà ïîçèöèÿ ñ Íèìáåðîì ðàâíûì M ′. Ýòîìû ìîæåì ñäåëàòü � ïî îïðåäåëåíèþ M ìû èç X ìîæåì ñõîäèòü â ïîçèöèè 
î âñåìèâîçìîæíûìè íèìáåðàìè ìåíüøå M . Åñëè ïåðâûé õîäèò íà äîñêó ñ èãðîé X ïîëó÷àÿ X ′
 Íèìáåðîì M ′, êîòîðûé çàâåäîìî ìåíüøå M , òî ìû õîäèì íà äîñêó ñ �Íèì�{M} äåëàÿòàì �Íèì�{M ′}. Äàâàéòå ïîèãðàåìÂ áîëüøèíñòâå èãð ðàáîòàåò èäåÿ ñèììåòðèè. Òî åñòü êîãäà íà êàæäûé õîä ñîïåðíèêàåñòü âàø �ñèììåòðè÷íûé� õîä. Ñóòü ýòîé ñèììåòðèè íå âñåãäà áûâàåò ïðîñòà. Íî îáû÷íîñèììåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âû äîëæíû õîäèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíîöåíòðà èãðîâîãî ïîëÿ, è òîãäà âàì ãàðàíòèðîâàí âûéãðûø èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íè÷üÿ.Èãðà 4.5 Íà äîñêå äâà ÷èñëà � {7, 8}. Èãðîêè ïî î÷åðåäè ñòèðàþò íàèáîëüøåå è ïè-øóò âìåñòî íåãî ëþáîå ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñõîäèò â ïîçè-öèþ {1, 1}.Èãðà 4.6 Äàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê. Èãðîêè ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿþò ëþáûå äâå èç åãîâåðøèí äèàãîíàëüþ. Íå äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû äèàãîíàëè ïåðåñåêàëèñü, è ÷òîáû èç îäíîéâåðøèíû âûõîäèëî 3 èëè áîëüøå äèàãîíàëåé. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ïðîâåñòèäèàãîíàëü.Èãðà 4.7 Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíî n òî÷åê. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ñîåäèíèòü ëþáûå äâåèç íèõ îòðåçêîì, êîòîðûé íå ïåðåñåêàåò îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ ðàíåå. Ïðîèãðûâàåò òîò,êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.Èãðà 4.8 Äâîå ïî î÷åðåäè êëàäóò ïÿòàêè íà êðóãëûé ñòîë, ïðè÷¼ì òàê, ÷òîáû îíè íåíàêëàäûâàëèñü äðóã íà äðóãà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.Èãðà 4.9 Äâîå ïî î÷åðåäè ñòàâÿò ñëîíîâ â êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè òàê, ÷òîáû ñëîíûíå áèëè äðóã äðóãà. (Öâåò ñëîíîâ çíà÷åíèÿ íå èìååò). Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåòñäåëàòü õîä.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 41Èãðà 4.10 Äâîå ïî î÷åðåäè ñòàâÿò êîðîëåé â êëåòêè äîñêè òàê, ÷òîáû êîðîëè íå áèëèäðóã äðóãà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.Èãðà 4.11 Äàíà êëåò÷àòàÿ äîñêà à) 9×10, á) 9×11, ñ) 12×10. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ïîêðûòüëþáûå 2 ñîñåäíèå êëåòêè äîìèíîøêîé (ïðÿìîóãîëüíèêîì 2 × 1) òàê, ÷òîáû äîìèíîøêèíå ïåðåêðûâàëèñü. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.Èãðà 4.12 Â êàæäîé êëåòêå äîñêè ñòîèò øàøêà. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ñíÿòü ñ äîñêè ëþ-áîå êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ øàøåê ëèáî èç îäíîãî âåðòèêàëüíîãî, ëèáî èç îäíîãîãîðèçîíòàëüíîãî ðÿäà. Âûèãðûâàåò ñíÿâøèé ïîñëåäíþþ øàøêó.Èãðà 4.13 Ó ðîìàøêè à) 12 ëåïåñòêîâ; á) 11 ëåïåñòêîâ. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ îòîðâàòüëèáî îäèí ëåïåñòîê, ëèáî äâà ðÿäîì ðàñòóùèõ ëåïåñòêà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåòñäåëàòü õîäà.Èãðà 4.14 Äàí ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ðàçìåðàìè 4 × 4 × 4, ñîñòàâëåííûé èçåäèíè÷íûõ êóáèêîâ. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ïðîòêíóòü ñïèöåé ëþáîé ðÿä, åñëè â íåì åñòüõîòÿ áû îäèí íåïðîòêíóòûé êóáèê. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.Èãðà 4.15 Äâîå ïî î÷åðåäè ðàçëàìûâàþò øîêîëàäêó 5×10. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòüïðÿìîëèíåéíûé ðàçëîì ëþáîãî èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ âäîëü óãëóáëåíèÿ. Âûèãðûâàåò òîò,êòî ïåðâûì îòëîìèò äîëüêó 1 × 1.Èãðà 4.16 �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê n × m ðàçäåë¼ííûé íà åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè.Èãðîêè ïî î÷åðåäè âûáèðàþò îäíó èç âåðøèí, ÿâëÿþùóþñÿ îáùåé äëÿ äâóõ èëè áîëååêâàäðàòèêîâ, è óáèðàþò âñå êâàäðàòèêè, êîòîðûå âûøå è ïðàâåå ýòîé âåðøèíû. Ìîæíîåùå õîäèòü â ñàìóþ íèæíþþ ëåâóþ, íî òîò, êòî òóäà ñõîäèò, ïðîèãðûâàåò.Èãðà 4.17 Äâîå ïî î÷åðåäè ñòàâÿò êðåñòèêè è íîëèêè â êëåòêè äîñêè n×n. Íà÷èíàþùèéñòàâèò êðåñòèêè, åãî ñîïåðíèê � íîëèêè. Â êîíöå èãðû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ, ñêîëüêî èìååòñÿñòðî÷åê è ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ êðåñòèêîâ áîëüøå, ÷åì íîëèêîâ � ýòî î÷êè, íàáðàííûåïåðâûì èãðîêîì. Êîëè÷åñòâî ñòðî÷åê è ñòîëáöîâ, ãäå íîëèêîâ áîëüøå � î÷êè âòîðîãî.Òîò èç èãðîêîâ, êòî íàáåð¼ò áîëüøå î÷êîâ, ïîáåæäàåò.Èãðà 4.18 (�Øîêîëàäêà�) Øîêîëàäêà m × n êóñî÷êîâ. Â íà÷àëå èãðû öåëàÿ. Èãðîêèïî î÷åðåäè áåðóò îäèí èç èìåþùèõñÿ êóñî÷êîâ øîêîëàäêè è ðàçëàìûâàþò åãî ïî îäíîéèç ëèíèé. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîìó íå÷åãî ðàçëàìûâàòü, âñå êóñî÷êè 1 × 1. Íàïðèìåð ïðèøîêîëàäêå 1 × 3 âûèãðûâàåò âòîðîé. Îí âûíóæäåí ñõîäèòü â ñèòóàöèþ {1 × 1, 1 × 2}, àâòîðîé õîäèò â êîíå÷íóþ ñèòóàöèþ {1× 1, 1× 1, 1× 1}. Â �Øîêîëàäêå� 2× 2 âûèãðûâàåòïåðâûé.Èãðà 4.19 (�Îáîáùåííûé Íèì�) Åñòü ëåñ äåðåâüåâ. Èãðàþùèå ïî î÷åðåäè ðóáÿò îäíîëþáîå èç çâåíüåâ (ñòèðàþò ðåáðî ãðà�à). Êóñêè äåðåâüåâ íå ïðèêðåïëåííûå ê çåìëå òóòæå èñ÷åçàþò. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîìó íå÷åãî ðóáèòü.Ýòî êîíå÷íàÿ íåéòðàëüíàÿ èãðà.Èãðà 4.20 (�Hu
kenbush�) Åñòü ëåñ äåðåâüåâ, âåòêè êîòîðîãî (ðåáðà ãðà�à) ðàñêðàøå-íû â äâà öâåòà. Èãðîêè òîæå èìåþò öâåò è ìîãóò ðóáèòü ðåáðà òîëüêî ñâîåãî öâåòà.



42 Òåîðèÿ Èãð ÖÀ�ÑÒÂÎ ÍÈÌaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa�èñ. 4.4: Ïðèìåðû èãðîâûõ ñèòóàöèé äëÿ èãð �Íèì� è �Õàêêåíáóø�.Ýòà èãðà öâåòíàÿ. Îíà, êàê è ïðåäûäóùàÿ, êîíå÷íàÿ è èìååò åäèíñòâåííóþ ïðîèãðûø-íóþ ïîçèöèþ � �ïóñòûíþ� áåç äåðåâüåâ. Øàõìàòû æå, êàê èçâåñòíî, èìåþò îãðîìíîåêîëè÷åñòâî ìàòîâûõ ñèòóàöèé. Êðîìå òîãî, èãðå òèïà Õàêêåíáóø òîæå ìîæíî ïðèñâî-èòü ÷èñëî. Äëÿ èãðû A ýòî ÷èñëî îáîçíà÷èì êàê HN(A). Ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îíîìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëüíûì èëè ðàâíûì íóëþ. Öàðñòâî �Õàêêåíáóøà�ñîñòîèò èç èãð, ãðà�û êîòîðûõ íå ñîäåðæàò �ïîëîñàòûõ öèêëîâ�. Òî åñòü âî âðåìÿ èãðûèãðîêè íå ìîãóò âåðíóòñÿ â îäíó èç ïðåäûäóùèõ ïîçèöèé. Åñòü è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ.�ëàâíàÿ òåîðåìà äëÿ öàðñòâà �Õàêêåíáóø� âûãëÿäèò òàê:Òåîðåìà 4.2 (�ëàâíàÿ â öàðñòâå �Õàêêåíáóø�) Ïðè ñëîæåíèè äâóõ èãð A è B èçöàðñòâà �Õàêêåíáóø� ïîëó÷àåòñÿ èãðà èç ýòîãî æå öàðñòâà è ÷èñëî èãðû ðàâíî ñóììå÷èñåë èãð
HN(A + B) = HN(A) + HN(B)Åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî, òî âûèãðûâàþò êðàñíûå, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèìè ïîñ÷åòó îíè õîäÿò. Êîãäà ÷èñëî èãðû îòðèöàòåëüíî � âñåãäà âûèãðûâàþò ñèíèå. À êîãäàíîëü � âûèãðûâàåò òîò, êòî õîäèò âòîðûì.Ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òàêîå: ðàññìîòðèì ïîçèöèè, â êîòîðûå ìîæåò ñõîäèòüêðàñíûé èãðîê, è íàéäåì ìàêñèìóì ÷èñåë ýòèõ ïîçèöèé, îáîçíà÷èì åãî R; ðàññìîòðèììíîæåñòâî èãð, êóäà ìîæåò ñõîäèòü ñèíèé èãðîê, è íàéäåì ñðåäè èõ ÷èñåë ìèíèìàëüíîå� B. Òîãäà íàøà èñõîäíàÿ ïîçèöèÿ èìååò ÷èñëî ðàâíîå r = m/2k, m ∈ Z, ãäå k ∈ N òàêîå÷òî r ∈ (R,B), à k ñàìîå ìèíèìàëüíîå èç âîçìîæíûõ.Òåîðåìó è êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì.Èãðà 4.21 (��àññàäà�) Èìååòñÿ ãðà�, ó êîòîðîãî ÷¼òíîñòü êàæäîé âåðøèíû 6 3. Èãðî-êè ìîãóò ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿòü ñóùåñòâóþùèå âåðøèíû ðåáðîì, íå íàðóøàÿ ýòî ïðàâèëî.Ïðè ýòîì íà íàðèñîâàííîì ðåáðå ñòàâèòñÿ åùå îäíà âåðøèíà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íåìîæåò íàðèñîâàòü ðåáðî.Ýòà èãðà íåéòðàëüíàÿ è áåñêîíå÷íàÿ. Â íåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ïîçèöèé.È äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî, êòî â íåé âûèãðûâàåò � ïåðâûé èëè âòîðîé, èëè ó òîãî è óäðóãîãî åñòü íåïðîèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 43Èãðà 4.22 (�Ôàðàîíû�) Èãðàþò íà êëåòî÷íîì ïîëå äâîå èãðîêîâ. Èãðîêè ñòàâÿò òî÷-êè ñâîåãî öâåòà â óçëàõ êëåòî÷íîãî ïîëÿ. Ïî îäíîé òî÷êå çà õîä. Êàæäûé ñòàðàåòñÿîêðóæèòü öåïüþ ñâîèõ òî÷åê êàê ìîæíî áîëüøå òî÷åê ïðîòèâíèêà. Òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ ñî-ñåäíèìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îäíîé è òîé æå ìàëåíüêîé êëåòî÷êè. Êîãäà âñåóçëû êëåòî÷íîãî ïîëÿ çàíÿòû, ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî óçëîâ îêðóæ¼ííûõ êðàñíû-ìè, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå è êîëè÷åñòâî óçëîâ îêðóæ¼ííûõ ñèíèìè. ×üèõ áîëüøå, òîò èâûèãðàë.Ýòà èãðà öâåòíàÿ è êîíå÷íàÿ.Êîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 4.21 (7) Ïîèãðàéòå â �Íèì� {5, 4, 1}. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?Çàäà÷à 4.22 (7) Ïîèãðàéòå â �Íèì� {5, 5, 2, 2}. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?Çàäà÷à 4.23 (7) Ïîèãðàéòå â �Øîêîëàäêó� 3×3. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?Çàäà÷à 4.24 (7) Äîêàæèòå, ÷òî â �Øîêîëàäêå� 14 × 14 âûèãðûâàåò âòîðîé.Çàäà÷à 4.25 (9) Ïîèãðàéòå â �Øîêîëàäêó� 10×3. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?×åìó ðàâåí Nimber øîêîëàäêè 3 × n?Çàäà÷à 4.26 (7,8) Ïîèãðàéòå â èãðó �Êîí�åòà� 4.3 ñëó÷àé (â). Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðà-âèëüíîé èãðå, åñëè ðàçìåð êîí�åòû ðàâåí a) 20, á) n?Çàäà÷à 4.27 (9) Ïîèãðàéòå â èãðó �Êîí�åòà� 4.3 ñëó÷àé (â). ×åìó ðàâåí Nimber èãðû?Çàäà÷à 4.28 (10) ×åìó ðàâåí Nimber èãðû �Êîí�åòà�{256} (èãðà 4.2)?Çàäà÷à 4.29 (10) ×åìó ðàâåí Nimber èãðû �Êîí�åòà�{25} (èãðà 4.2)?Çàäà÷à 4.30 (10) Êòî âûèãðûâàåò â èãðå, ÿâëÿþùåéñÿ ñóììîé äâóõ �Êîí�åò� (èãðà 4.2)
 à) N1 = 16 è N2 = 32, á) N1 = 10 è N2 = 21?Çàäà÷à 4.31 (14) Êòî âûèãðûâàåò â èãðå �Íèì� â ïîääàâêè â ñèòóàöèè {17, 13, 5, 1}?Çàäà÷à 4.32 (13) Äîêàæèòå, ÷òî â èãðå 4.16 íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé m > 1 è n > 1âûèãðûâàåò ïåðâûé.



�àññêàç 5ÑòàòèêàÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎ�ÀÏëàí çàíÿòèÿ
• �ëàâíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè
• Ïîíÿòèå òâåðäîãî òåëà
• Ïîíÿòèå ñèëû è ïðèíöèï ëèíåéíîñòè
• Ýêâèâàëåíòíûå è ðàâíîâåñíûå ñèñòåìû ñèë
• Ïðèçíàêè ýêâèâàëåíòíîñòè è ðàâíîâåñíîñòèÒåîðèÿ �Ñêîëüçÿùèõ âåêòîðîâ� íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ �èçèêîé. Ñêîëüçÿùèå âåê-òîðà � ýòî ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òâ¼ðäîå òåëî. ×òîáû ïîíÿòü ïðèëîæåíèå ñêîëüçÿùèõâåêòîðîâ â �èçèêå, íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ãëàâíóþ çàäà÷ó äèíàìèêè è îñíîâíóþèäåþ äâèæåíèÿ òåë ïîä äåéñòâèåì ñèë. Ýòîé òåìå ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë. Òàì íà-ãëÿäíî îáúÿñíåíî ïîíÿòèå ñèëû è âåêòîðà.�Ñêîëüçÿùèå âåêòîðà� � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ èãðà ñ íàïðàâëåííûìè ïàëî÷êàìè. Ó èã-ðû åñòü ïðàâèëà, êîòîðûõ íàäî ïðèäåðæèâàòüñÿ. Òîò, êòî õî÷åò ñðàçó íà÷àòü èãðàòü, íåîòâëåêàÿñü íà ñâÿçü ýòîé èãðû ñ �èçèêîé, ìîæåò ïåðåéòè ê ÷àñòè �Èãðà ¾Ñêîëüçÿùèåâåêòîðà¿�. Äèíàìèêà è å¼ ãëàâíàÿ çàäà÷à�ëàâíàÿ çàäà÷à ÄÈÍÀÌÈÊÈ. Äàíà íåêîòîðàÿ �èçè÷åñêàÿ ñèñòåìà è èçâåñòíî å¼íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïðåäñêàçàòü å¼ ñîñòîÿíèå âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè.Âû, íàâåðíîå, óæå èìåëè äåëî ñ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîé çàäà÷è. Íàïðèìåð:Çàäà÷à 5.1 (9) Ïóñòü òåëî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷å÷íîé ìàññû è â íà÷àëüíûé ìîìåíòèìååò ñêîðîñòü V0. Ïóñòü íà íåãî äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ñèëà F . Íàéòè ïîëîæåíèåòåëà âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè è åãî ñêîðîñòü.Îòâåò: : �àâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå:

X(t) = X0 + V0t + (F/2m)t2 = X0 + V0t +
at2

2
,

V (t) = V0 + (F/m)t = V0 + at



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 45Â øêîëå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå. Íî ýòè �îðìóëû âåðíûè â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ, òîëüêî íàä âñåìè âåëè÷èíàìè íóæíî ïîñòàâèòüçíàê âåêòîðà.
−→
X (t) =

−→
X0 +

−→
V0t +

−→
F t2

2m
=

−→
X0 +

−→
V0t +

−→a t2

2
(5.1)

−→
V (t) =

−→
V0 +

−→
F

m
t =

−→
V0 + −→a tÂåêòîðû â ýòèõ �îðìóëàõ ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû (ñì. ðèñ. 5.1).�àëèëåé ïåðâûé äîêàçàë, ÷òî òðàåêòîðèÿ òåëà äâèæóùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðè ïîñòî-ÿííîé äåéñòâóþùåé íà íåãî ñèëå åñòü ïàðàáîëà � áðîøåííûé êàìåíü ëåòèò ïî ïàðàáîëå(êîíå÷íî, åñëè çàáûòü ïðî ñèëó òðåíèÿ î âîçäóõ, ïðî íåïîñòîÿíîñòâî −→a = −→g (r)).
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2�èñ. 5.1: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ êàìíÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòèÍî äåëî â òîì, ÷òî êàìåíü � ýòî íå òî÷å÷íàÿ ìàññà! Îí ìîæåò âðàùàòüñÿ, è, êîíå÷íî,âñ¼ ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, òåë, ÷üÿ ìàññà çàêëþ÷åíà â îäíîé òî÷êå,âîîáùå íå áûâàåò. Êàìíþ è ëþáîìó äðóãîìó òâ¼ðäîìó òåëó ìîæíî çàäàòü íå òîëüêîíà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, íî è ðàñêðóòèòü åãî.×òî òàêîå òâ¼ðäîå òåëî? Êàê äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîìó ïîíÿòèþ?Îïðåäåëåíèå 5.1 Â îáùåì ñëó÷àå òâ¼ðäîå òåëî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê íàáîð òî÷å÷-íûõ ìàññ ñ �èêñèðîâàííûìè âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè.Ïîä òàêîå îïèñàíèå ïîäõîäÿò òåëà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèñòåìó ìàëåíüêèõ òÿæ¼ëûõøàðèêîâ, ñîåäèí¼ííûõ êðåïêèìè íåâåñîìûìè ñòåðæíÿìè. Åñëè âçÿòü î÷åíü ìíîãî øàðè-êîâ, òî ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñàòü ëþáîå òâ¼ðäîå òåëî, íàïðèìåð � äåðåâÿí-íûé ñòóë. Íî ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ñëîæíûõ òåë, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíîå îïèñàíèå,à èìåííî, êàæäîé òî÷êå òåëà ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ìàòåðèè âäàííîé òî÷êå. Íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè ýòî ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ñêàëÿðíîé ïîëîæèòåëüíîé�óíêöèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñâÿçàííîì ñ òåëîì.Ïåðâûå âîïðîñû, êîòîðûå ñëåäóåò ñåáå çàäàòü, ïðèñòóïàÿ ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè òâ¼ð-äîãî òåëà: 1. ×òî òàêîå ñèëà è ñèñòåìû ñèë? 2. Êàê îïèñàòü ïîëîæåíèå òâ¼ðäîãî òåëàâ ïðîñòðàíñòâå? 3. ×òî íóæíî çíàòü î ðàñïðåäåëåíèè ìàññû â òâ¼ðäîì òåëå, ÷òîáû ðå-øèòü ãëàâíóþ çàäà÷ó äèíàìèêè? 4. È íàêîíåö, êàê ðåøèòü ãëàâíóþ çàäà÷ó äèíàìèêèäëÿ ëþáîãî òâ¼ðäîãî òåëà? Ïîëíûé îòâåò íà ýòè âîïðîñû äàë çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê,ïîëîæèâøèé íà÷àëî Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê, Ëåîíàðä Ýéëåð. Ñåãîäíÿ, â òåîðèè



46 Ñòàòèêà ÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎ�Àäâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà åñòü óãëû Ýéëåðà, òåîðåìà Ýéëåðà î ïðåäñòàâëåíèè äâèæåíèÿòâåðäîãî òåëà, è ñàìè, ãëàâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîæå íàçâàíû â åãî ÷åñòü � óðàâ-íåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ýéëåð ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâèæåíèÿòâåðäîãî òåëà, äîñòàòî÷íî çíàòü ìàññó òåëà, öåíòð ìàññ è òåíçîð èíåðöèè (ïî ñóòè, òðè÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå ìåðó èíåðöèîííîñòè âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî òð¼õ ãëàâíûõ îñåéòåëà).�åøèòü ãëàâíóþ çàäà÷ó äèíàìèêè äëÿ òâåðäîãî òåëà îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:Çàäà÷à 5.2 (î âû÷èñëåíèè äâèæåíèÿ) Äàíî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òåëà è íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ (òî åñòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êàæäîé åãî òî÷êè). Èçâåñòíû âñåäåéñòâóþùèå íà íåãî ñèëû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî. Íàéòèïîëîæåíèå òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî.Ïîëîæåíèå òåëà � ýòî åãî ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå + îðèåíòàöèÿ.Ýòà çàäà÷à ñëîæíàÿ, ìû å¼ ðåøàòü íå áóäåì. �àñ-PSfrag repla
ements
−→
F A

−→
F B

A B

�èñ. 5.2: Âåñû â ðàâíîâåñèè � ýòîðàâíîâåñíàÿ ñèñòåìà òð¼õ ñèë.
ñìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà íà òåëî íå äåéñòâóþòíèêàêèå ñèëû. Ïðèíöèï �àëèëåÿ ãëàñèò: ñâîáîäíîåòåëî (òåëî, íà êîòîðîå íå äåéñòâóþò íèêàêèåñèëû) äâèæåòñÿ ëèáî 1) ðàâíîìåðíî (ñ ïîñòî-ÿííîé ñêîðîñòüþ) è ïðÿìîëèíåéíî, ëèáî 2) ïî-êîèòñÿ. Â ñëó÷àå òâåðäîãî òåëà íåîáõîäèìî åùå äîáà-âèòü: . . . , ðàâíîìåðíî âðàùàÿñü (ñ ïîñòîÿííîéóãëîâîé ñêîðîñòüþ) âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Ýòîòïðèíöèï åñòü ðåøåíèå çàäà÷è î âû÷èñëåíèè äâèæå-íèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåò íèêàêèõ ñèë.×òî çíà÷èò �ðàçà �íåò íèêàêèõ ñèë�? Ê îäíîìó ìåñòó ñòóëà ìû ìîæåì îäèíà-êîâîé ñèëîé. Ñòóë íå ñäâèíåòñÿ ñ ìåñòà. Ïîòîìó ÷òî ýòè äâå ñèëû êîìïåíñèðóþò äðóãäðóãà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà èç ýòèõ ñèë � ðàâíîâåñíà, òî åñòü íå îêàçûâàåò íà òåëîíèêàêîå âîçäåéñòâèå.Åñòü äðóãèå ðàâíîâåñíûå ñèñòåìû. �àññìîòðèì, íàïðèìåð âåñû (ðèñ. 5.2). Åñëè ñè-ëû, äåéñòâóþùèå íà êîíöû, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëå÷à( |−→FB |

|
−→
FA|

= a
b
), òî âåñû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè. Òàêèì îáðàçîì, íà ïàëî÷êó âåñîâ AB äåé-ñòâóþò òðè ñèëû, íî îíà íåïîäâèæíà. Ýòî åù¼ îäèí ïðèìåð ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ñèë.Èãðà ¾Ñêîëüçÿùèå âåêòîðà¿Äàâàéòå èçó÷èì ñèñòåìû ñèë, êîòîðûå íå îêàçûâàþò íà òåëî íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Ñòà-òèêà � ýòî íàóêà, çàíèìàþùàÿñÿ èçó÷åíèåì òàêèõ ñèñòåì ñèë.Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ñèë ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïðîòèâîïîëîæåííûõ ñèëïðèëîæåííûõ ê îäíîé òî÷êå. Åñëè ñ îäèíàêîâîé ñèëîé ïîòÿíóòü â ïðîòèâîïîëîæåííûåñòîðîíû äâå âåð¼âî÷êè, ïðèâÿçàííûå ê îäíîìó ìåñòó ïîêîÿùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà, òî òåëîîñòàíåòñÿ â ïîêîå.Îïðåäåëåíèå 5.2 Ñèñòåìà ñèë íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé, åñëè ïîä å¼ äåéñòâèåì ñâî-áîäíîå ïîêîÿùååñÿ òåëî íå ïðèõîäèò â äâèæåíèå.Èòàê, ñèëà � ýòî âåðåâî÷êà, ïðèâÿçàííàÿ ê êàêîé-òî òî÷êå òâåðäîãî òåëà (ýòà òî÷-êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ ñèëû), çà êîòîðóþ òÿíóò â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 47Òàêèì îáðàçîì ó ñèëû åñòü íàïðàâëåíèå è å¼ âåëè÷èíà(ìîäóëü ñèëû), êîòîðûé õàðàêòå-ðèçóåò �ñèëó� ñèëû. �Âåð¼âî÷êà� � ýòî ëèøü ìûñëåííûé îáðàç. Ñèëû ìîãóò äåéñòâîâàòüíà ðàññòîÿíèè áåç íåïîñðåäñòâåííîãî êîíòàêòà òåë. Íàïðèìåð, âñåõ íàñ �íåâèäèìûìè âå-ð¼âî÷êàìè� ïðèòÿãèâàåò ê çåìëå.Ñèëà òÿæåñòè äåéñòâóåò íà êàæäûé êóñî÷åê òâåðäîãî òåëà. Òÿæåñòü êàìíÿ ñêëàäû-âàåòñÿ èç ìíîæåñòâà ìàëåíüêèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà åãî ìîëåêóëû. Åñòü òåîðåìà î òîì,÷òî âñ¼ ýòî ìíîæåñòâî ñèë ìîæíî çàìåíèòü îäíîé åäèíñòâåííîé áîëüøîé ñèëîé, ñ òî÷êîéïðèëîæåíèÿ â öåíòðå ìàññ òåëà. Ýòà îäíà ñèëà −→
F òÿæ = m−→g ïðèëîæåííàÿ ê öåíòðó ìàññýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ìàëåíüêèõ ñèë äåéñòâóþùåé íà ìîëåêóëû.×òî ýíà÷èò ýêâèâàëåíòíà?Îïðåäåëåíèå 5.3 Äâå ñèñòåìû ñèë íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îáúåäèíåíèåîäíîé èç íèõ ñ ìèíóñ âòîðîé ñèñòåìîé ñèëîé äà¼ò ðàâíîâåñíóþ ñèñòåìó ñèë.�Ìèíóñ� ïåðåä ñèñòåìîé ñèëîé îçíà÷àåò ñèñòåìó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç èñõîäíîé çàìåíîéâñåõ ñèë íà ïðîòèâîïîëîæåííûå èì, ñ òîé æå òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ.

�èñ. 5.3: Áîëüøàÿ ñèëà ýêâèâàëåíò-íà ìíîæåñòâó ìàëåíüêèõ �èñ. 5.4: �àâíîâåñíàÿ ñèñòåìà ñèëÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêîå òâ¼ðäîå òåëî ïîñëå äîáàâëåíèÿ ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû ñèëê ñèëàì, óæå äåéñòâóþùèì íà íåãî, áóäåò äâèãàòüñÿ òàê, êàê åñëè áû ìû íè÷åãî íå äî-áàâëÿëè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè äîáàâëåíèè ê ðàâíîâåñíîé ñèñòåìå ñèë äðóãîé ðàâíîâåñíîéïîëó÷èì åù¼ îäíó ðàâíîâåñíóþ ñèñòåìó. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé �óíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöè-ïà � ïðèíöèïà ëèíåéíîñòè çàêîíîâ �èçèêè1.Ïóñòü íà òâ¼ðäîå òåëî äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ñèë. Äîáàâëÿÿ ê íåé ðàçíûå ðàâ-íîâåñíûå ñèñòåìû, ìû ìîæåì å¼ èçìåíÿòü. �àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì ïîëó÷àòü ðàâíîñèëüíûå ñèñòåìû ñèë:1Ïðèíöèï ëèíåéíîñòè ãëàñèò:Ïóñòü åñòü äâå ðåø¼ííûå çàäà÷è î âû÷èñëåíèè äâèæåíèÿ. Òîãäàðåøåíèå çàäà÷è, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðîé åñòü ñóììà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ýòèõ äâóõ, åñòü ñóììà èõðåøåíèé.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñìûñë ïîíÿòèé �ñóììû íà÷àëüíûõ óñëîâèé� è �ñóììû ðåøåíèé� íà ïðîñòîì ïðèìåðå.Ïóñòü åñòü òî÷å÷íîå òåëî, ñïîñîáíîå äâèãàòüñÿ âäîëü ïðÿìîé. È ïóñòü â ìîìåíò t = 0 îíî íàõîäèòüñÿ âòî÷êå X0 è äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V0, à â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íà íåãî äåéñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ñèëà
F . Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è î åãî äâèæåíèè áóäåò �îðìóëà

X(t) = X0 + V0t + (F/2m)t2.Åñëè ó íàñ åñòü ðåøåíèÿ äâóõ ðàçíûõ çàäà÷ î äâèæåíèè ýòîãî òåëà:
X1(t) = X10 + V10t + (F1/2m)t2 è X2(t) = X20 + V20t + (F2/2m)t2,



48 Ñòàòèêà ÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎ�ÀÝëåìåíòàðíûå äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ� äîáàâëåíèå äâóõ ïðîòèâîïîëîæåííûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ âäîëüîäíîé ïðÿìîé.� çàìåíà äâóõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê îäíîé òî÷êå èõ âåêòîðíîé ñóì-ìîé.Ýòè äâå îïåðàöèè íå ïîðòÿò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äàâàéòå ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïëîñ-êèé (äâóìåðíûé) ñëó÷àé. Òåïåðü îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñíîñòè, äàííîå â îïðåäåëåíèè 5.3,ìû ìîæåì çàìåíèòü íà íîâîå:Îïðåäåëåíèå 5.4 Ñèñòåìà ñèë íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé, åñëè îíà ýêâèâàëåíòíà ïó-ñòîé ñèñòåìå ñèë, òî åñòü óêàçàííûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî èç-áàâèòñÿ îò âñåõ ñèë.Çàäà÷à 5.3 (8) Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îïåðàöèè, äîêàæèòå, ÷òî ñìåùåíèå òî÷êè ïðè-ëîæåíèÿ ñèëû âäîëü ïðÿìîé, ïî êîòîðîé îíà íàïðàâëåíà, íå èñïîðòèò ñîñòîÿíèÿ ðàâ-íîâåñèÿ.Çàäà÷à 5.4 (9) Ïóñòü ó íàñ åñòü òâ¼ðäàÿ ïëàñòèíêà è âñå ñèëû, êîòîðûå íà íå¼ äåé-ñòâóþò ëåæàò â å¼ ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ñèë ðàâíîñèëüíà íåêî-òîðûì äâóì ñèëàì.Ïîäñêàçêà: äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå òðè ñèëû ñâîäÿòñÿ ê äâóì. Ñìîòðèòå ñëå-äóþùèå çàäà÷è.Çàäà÷à 5.5 (8) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå íåïàðàëëåëüíûå ñèëû íà ïëîñêîñòè ìîæíîäîïóñòèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðåâðàòèòü â îäíó.Çàäà÷à 5.6 (8) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå ïàðàëëåëüíûå ñèëû ñ ðàçíûìè òî÷êàìè ïðè-ëîæåíèÿ, ñâîäÿòñÿ ê îäíîé ñèëå, åñëè òîëüêî îíè íå ïðîòèâîïîëîæåííûå (ðèñ. 5.5).Ïîäñêàçêà: Äâå ïàðàëëåëüíûå ñèëû ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåïàðåëëåëüíûå ïîëüçóÿñüäîïóñòèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (ñì. ðèñ 5.6). À äâå íåïàðàëëåëüíûå ñèëû íà ïëîñêîñòèìû óìååì ïðåâðàùàòü â îäíó.Çàäà÷à 5.7 (8) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå ñèñòåìû ñèë ðàâíîñèëüíû, òî ñóììà âñåõ ñèëïåðâîé ñèñòåìû ðàâíà ñóììå âñåõ ñèë âòîðîé.Ïîäñêàçêà. Ïîñìîòðèòå, ìåíÿþò ëè ñóììó ñèë ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.òî ñóììà ýòèõ ðåøåíèé åñòü
X1(t) + X2(t) = (X10 + X20) + (V10 + V20)t +

F1 + F2

2m
t2,� ýòî åù¼ îäíî ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè ýòîãî òåëà.Ïîä âåëè÷èíàìè X, V , F ìîæíî ïîíèìàòü âåêòîðà, à èõ ñóììû êàê âåêòîðíûå ñóììû. Çàäà÷à ñòàíî-âèòñÿ òð¼õìåðíîé, íî çàïèñü å¼ ðåøåíèÿ îñòà¼òñÿ òîé æå.
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�èñ. 5.5: Cèëû FA è FB ìî-ãóò áûòü çàìåíåíû îäíîé ñè-ëîé FC

�èñ. 5.6: Êàê èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñäåëàòü äâå íåïà-ðàëëåëüíûåÎïðåäåëåíèå 5.5 Ìîìåíòîì ñèëû F îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè O íàçûâàåòñÿâåëè÷èíà M(
−→
F ,O) = |−→F |r sin α.

|F | sin α åñòü ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû F îðòîãîíàëüíàÿ ïðÿìîé OA. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òîèìåííî ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ ïîðîæäàåò âðàùàòåëüíóþ ñèëó âîêðóã òî÷êè O.Çàäà÷à 5.8 (8) Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîñèëüíûå ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâûé ñóììàðíûéìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè O.Ïîäñêàçêà. Ïîñìîòðèòå, ìåíÿþò ëè ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-âàíèÿ. Èñïîëüçóéòå ðèñóíîê 5.7 è òåîðåìó ñèíóñîâ.
A

r

O

F

α
|F

| sin
(
α

)

Ïîäñêàçêà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äî-ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî óïîìÿíóòûå âûøå äâå îïåðàöèèíå èçìåíÿþò ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë. Ñëåäóåò èñïîëüçî-âàòü òåîðåìó ñèíóñîâ è òî, ÷òî ñóììà ïðîåêöèé ñèë ðàâíàïðîåêöèè ñóììû. Ñì. ðèñóíîê 5.7.Çàäà÷à 5.9 (7) Ëþáàÿ ñèñòåìà ñèë íà ïëîñêîñòè ñâî-äèòñÿ ëèáî ê îäíîé ñèëå ëèáî ê äâóì ïðîòèâîïîëîæíûìñèëàì, íå ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé.�èñ. 5.7: ( ÒÅÎ�ÅÌÀ ÑÈÍÓÑÎÂ )
∠A = ∠OAB = α, ∠B = ∠OBA = 360 − β,

sin(A)

r1

=
sin(B)

r2

,

r1 sin(A) = r2 sin(B),
M(FA) + M(FB) = Fr1 sin(α) + Fr2 sin(β) =

Fr1 sin(A) − Fr2 sin(B) = 0,ãäå |−→F A| = |−→F B| = F .
Ar

O

F

α

β

B

F

1

r
2

B

A

Çàäà÷à 5.10 (9, �ëàâíàÿ Çàäà÷à ïðî ñèñòåìó ñèë íà ïëîñêîñòè) Äîêàæèòå, ÷òîñèñòåìà ñèë ðàâíîâåñíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà âñåõ ñèë è èõ ñóììàðíûéìîìåíò ðàâíû íóëþ.



50 Ñòàòèêà ÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎ�ÀÀ òåïåðü íóæíî ñ�îðìóëèðîâàòü è ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ïðî ñèñòåìó ñèë âïðîñòðàíñòâå. Ïîïðîáóåì ñâåñòè òð¼õìåðíûé ñëó÷àé õîòÿ áû ÷àñòè÷íî ê çàäà÷å íà ïëîñ-êîñòè.I Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü è äâèãàÿ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèë âäîëü íàïðàâ-ëåíèé ñèë ìîæåì ñìåñòèòü èõ â ýòó ïëîñêîñòü, êðîìå, êîíå÷íî, ñèë ïàðàëëåëüíûõýòîé ïëîñêîñòè.II Åñëè ñèëà ïàðàëëåëüíà âûáðàííîé ïëîñêîñòè, òî äîáàâëÿÿ ïàðó ïðîòèâîïîëîæåííûõñèë, íàïðàâëåííûõ âäîëü îäíîé ïðÿìîé, ìîæåì ñäåëàòü å¼ íå ïàðàëëåëüíîé. Îäíàèç ïðîòèâîïîëîæåííûõ ñèë ïðèëîæåíà ê òîé æå òî÷êå, ÷òî è äàííàÿ, à äðóãàÿ êíåêîòîðîé òî÷êå â ýòîé ïëîñêîñòè.III Èç ïóíêòîâ I è II ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ñèë ñâîäèòñÿ ê ñèëàì, ÷üè òî÷êè ïðè-ëîæåíèÿ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. �àññìîòðèì ïðîåêöèè âñåõ ñèë íà ýòó ïëîñêîñòüè ðåøèì äëÿ íèõ çàäà÷ó 5.10.Â ðåçóëüòàòå ïóíêòà III ïîëó÷èì îäíó èëè äâå ñèëû öåëèêîì ëåæàùèå â âûáðàííîéïëîñêîñòè, è íàáîð ñèë îðòîãîíàëüíûõ åé. Ýòè ñèëû ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî èõ òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ëåæàò íà ýòîé ïëîñêîñòè.Çàäà÷à 5.11 (9) Ïðîäåëàéòå îñòàâøèåñÿ øàãè è äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ñèë âïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê òð¼ì ñèëàì, äâå èç êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæåíû, à òðåòüÿ �ïðîèçâîëüíàÿ ñèëà ïðèëîæåííàÿ ê ñåðåäèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè ïðèëîæåíèÿïåðâûõ äâóõ ñèë.Îïðåäåëåíèå 5.6 Ìîìåíòîì ñèëû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè íàçîâ¼ì ìîìåíòïðîåêöèè ýòîé ñèëû íà ïðîèçâîëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ îñè ïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îñè è âûáðàííîé ïëîñêîñòè.Çàäà÷à 5.12 (10) Ïîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà ýòîé ïëîñêîñòè.Èíòåðåñíî, ÷òî, åñëè ìû çíàåì çíà÷åíèå ìîìåíòà ñèëû îòíîñèòåëüíî òð¼õ îðòîãîíàëü-íûõ îñåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ìîìåíòàîòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.Òåîðåìà 5.1 (�ëàâíàÿ òåîðåìà ÑÒÀÒÈÊÈ)1. Ñèñòåìà ñèë ðàâíîâåñíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà âñåõ ñèë è ñóììàðíûéìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè ðàâíû íóëþ.2. Ëþáàÿ ñèñòåìà ñèë ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâíîâåñíîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîéâñåõ ñèë è ñóììàðíûì ìîìåíòîì âñåõ ñèë îòíîñèòåëüíî òðåõ îðòîãîíàëüíûõ ïåðåñå-êàþùèõñÿ îñåé. Êîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 5.13 (9) ×åìó ðàâåí ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè O è ñóììà ñèë, èçîáðàæåí-íûõ íà ðèñóíêàõ 5.8 a) á) â) (îäíî äåëåíèå � ýòî îäèí ñàíòèìåòð èëè îäèí Íüþòîí äëÿâåêòîðîâ ñèë)?
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O O

O a) á) ñ)�èñ. 5.8: �èñóíîê ê çàäà÷àì 5.13,5.14.Çàäà÷à 5.14 (8) Ïðèâåäèòå ê ýëåìåíòàðíîìó âèäó ñèñòåìû ñèë èçîáðàæåííûõ íà ðè-ñóíêàõ 5.8a) á) â).
A

BÎäíî äåëåíèå � ýòî îäèíñàíòèìåòð èëè îäèíÍüþòîí äëÿ âåêòîðîâ ñèë
Çàäà÷à 5.15 (9) ×åìó ðàâåí ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî òî-÷åê A è B äâóõ ñèë íà ðèñóíêå ñëåâà?Çàäà÷à 5.16 (9) Äîêàæèòå, ÷òî ìîìåíò äâóõ ñèë íà ðèñóí-êå ñëåâà íå çàâèñèò îò òîãî, îòíîñèòåëüíî êàêîé òî÷êè åãîñ÷èòàòü.Çàäà÷à 5.17 (10) Â êàêîì ñëó÷àå ñóììàðíûé ìîìåíò ñè-ñòåìû ñèë íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè?Çàäà÷à 5.18 (9) Íàéäèòå ìîìåíò òðåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê âåðøèíàì ïðàâèëüíîãî òðå-óãîëüíèêà, îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà. Ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1, ñèëû íàïðàâëåíûâäîëü ñòîðîí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ìîäóëè ñèë ðàâíû 1.Çàäà÷à 5.19 (8) Äàéòå îïðåäåëåíèå âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà.Çàäà÷à 5.20 (12) Îáúÿñíèòå, ïîëüçóÿñü ìîëåêóëÿðíîé ìîäåëüþ ãàçà, ïðè÷èíó âîçíèê-íîâåíèÿ ñèëû òðåíèÿ î âîçäóõ. Êàêèå êà÷åñòâåííûå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ýòîé ñèëû îòñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà è åãî �îðìû ìîæíî ïðåäïîëîæèòü?�åøåíèå. Cèëà òðåíèÿ, òîðìîçÿùàÿ äâèæåíèå òåëà â âîçäóõå, ñâÿçàíà ñ óäàðàìè ìî-ëåêóë âîçäóõà î ïîâåðõíîñòü òåëà. Ýòè óäàðû ÷àùå è ñèëüíåå ñ òîé ñòîðîíû, êóäà òåëîäâèæåòñÿ. Êîãäà òåëî ïîêîèòñÿ, óäàðû ìîëåêóë î ïîâåðõíîñòü òåëà ñ ðàçíûõ ñòîðîí êîì-ïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Íî ýòî íóæíî åù¼ äîêàçàòü!Çàäà÷à 5.21 (12) Íà ïîâåðõíîñòü òâ¼ðäîãî òåëà ñî âñåõ ñòîðîí äåéñòâóþò ñèëû, âûçâàí-íûå äàâëåíèåì ãàçà, âíóòðè êîòîðîãî îíî íàõîäèòñÿ. Äðóãèõ ñèë íåò. Äîêàçàòü, ÷òî òåëîíå íà÷í¼ò äâèãàòüñÿ èëè âðàùàòüñÿ.



�àññêàç 6Òåîðèÿ Èí�îðìàöèèÄÀÍÅÒÊÈ, ÝÍÒ�ÎÏÈß ÈÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ Â�ÓÍÛÏëàí çàíÿòèÿ
• ×òî òàêîå èí�îðìàöèÿ?
• Èãðà �Óãàäàé ÷èñëî�
• Ýíòðîïèÿ � ìåðà íåçíàíèÿ
• Âðóíû è îáîáù¼ííûå âðóíû
• �Äàíåòêè�
• *Îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé äëÿ óïîðÿäî÷èâàíèÿ n îáúåêòîâ
• *Êîäèðîâàíèå Õåììèíãà×òî òàêîå ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß?�ðèøà ñïðàøèâàåò ó Àðò¼ìà: �Êàêîé ó íàñ òðåòèé óðîê?� � �Ìàòåìàòèêà� � îòâå÷àåòÀðò¼ì. Îí ïåðåäàë �ðèøå íóæíóþ èí�îðìàöèþ. À ñêîëüêî èìåííî èí�îðìàöèè çàêëþ-÷àëîñü â îòâåòå Àðòåìà? Íà ýòîò âîïðîñ ìîæåò îòâåòèòü òåîðèÿ èí�îðìàöèè. Äðóãàÿâàæíàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ðåøàåò òåîðèÿ èí�îðìàöèè è êîòîðàÿ èìååò íåïîñðåäñòâåííîåîòíîøåíèå ê ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåëå- è ðàäèîñâÿçè, òàêàÿ: �Äâà ÷åëîâåêà ñîåäèíå-íû ïðîâîäîì (ðàäèîñâÿçüþ). Ñêîëüêî èí�îðìàöèè îíè ñìîãóò äðóã äðóãó ïåðåäàâàòü âåäèíèöó âðåìåíè, åñëè èçâåñòíû õàðàêòåðèñòèêè ïîìåõ, âîçíèêàþùèõ â ýòîì ïðîâîäå (âý�èðå)?�Êàê èçìåðÿòü èí�îðìàöèþ ñòàíåò ÿñíî èç òàêîé èãðû:Èãðà 6.1 Âåäóùèé çàãàäûâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî 100. Îñòàëüíûå èãðàþùèåçàäàþò åìó âîïðîñû, íà êîòîðûå ìîæíî îòâåòèòü ëèáî �äà�, ëèáî �íåò�. Íóæíî óãà-äàòü ÷èñëî çàäàâ êàê ìîæíî ìåíüøå âîïðîñîâ.Ìîæíî, íàïðèìåð, çàäàâàòü òàêèå âîïðîñû: �Âåðíî ëè, ÷òî ýòî ÷èñëî 27?�, �Çàãàäàííîå÷èñëî ìåíüøå 50?�, �Çàãàäàííîå ÷èñëî ÷¼òíîå?�.Çàäà÷à 6.1 (5) Ïîèãðàéòå äðóã ñ äðóãîì â ýòó èãðó. Ñêîëüêî âîïðîñîâ òðåáóåòñÿ äëÿóãàäûâàíèÿ ÷èñëà x ∈ {1, 2, . . . , 100}?



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 53Ïîäñêàçêà. �åøèòå ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà çàãàäàííîå ÷èñëî x ∈ {1, 2},
x ∈ {1, 2, 3, 4}, x ∈ {1, 2, . . . , 8}.�åøåíèå. �åøèì ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ {1, 2, . . . , 16}. Ïåðâûé âîïðîñ: �Âåðíî ëè,÷òî çàãàäàííîå ÷èñëî ëåæèò ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè?�:

1 2 3 4 5 6 7 8 | 9 10 11 12 13 14 15 16Ïîñëå îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, ìû áóäåì çíàòü, â êàêîé ïîëîâèíå íàõîäèòñÿ çàãàäàííîå÷èñëî. Ïóñòü ñëåâà. Òîãäà âòîðîé âîïðîñ: �Âåðíî ëè, ÷òî çàãàäàííîå ÷èñëî ëåæèò ñïðàâàîò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè ìåæäó 4 è 5?�
1 2 3 4 | 5 6 7 8 | 9 10 11 12 13 14 15 16Èíà÷å (åñëè ñïðàâà îò 8) âòîðîé âîïðîñ áóäåò òàêèì: �Âåðíî ëè, ÷òî çàãàäàííîå ÷èñëîëåæèò ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè ìåæäó 12 è 13?�
1 2 3 4 5 6 7 8 | 9 10 11 12 | 13 14 15 16Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîñëå âòîðîãî âîïðîñà ìû áóäåì íàâåðíÿêà çíàòü â êàêîé èç ÷åòûðåõ÷àñòåé ëåæèò çàãàäàííîå ÷èñëî:
1 2 3 4 | 5 6 7 8 | 9 10 11 12 | 13 14 15 16Ýòó ÷àñòü ìû òîæå ðàçäåëèì íà äâå ïîëîâèíêè, è ïîñëå òðåòüåãî âîïðîñà óçíàåì, â êàêîéèç íèõ ëåæèò çàãàäàííîå ÷èñëî. Îñòàíåòñÿ äâà âàðèàíòà:

1 2 | 3 4 | 5 6 | 7 8 | 9 10 | 11 12 | 13 14 | 15 16Çàäàåì ïîñëåäíèé, ÷åòâ¼ðòûé âîïðîñ è óçíàåì êàêîå èìåííî ÷èñëî çàãàäàë âåäóùèé.
1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ÷åòûðåõ âîðîñîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîá óãàäàòü çàãàäàííîå ÷èñëî èç16 âîçìîæíûõ.Îïðåäåëåíèå 6.1 Îáîçíà÷èì ilog(N) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âîïðîñîâ, êîòîðûå íóæíî çà-äàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà óçíàòü çàãàäàííîå ÷èñëî èç N âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.Çíà÷èò, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ilog(16) = 4. ×òîáû óãàäàòü èç äâóõ âàðèàíòîâ, íóæåí îäèíâîïðîñ, òî åñòü ilog(2) = 1. Äàëåå ilog(3) = 1, ilog(4) = 2, ilog(8) = 3. Äîêàæèòå ýòî.Ôóíêöèÿ ilog(n) åñòü ëîãàðè�ì n ïî îñíîâàíèþ 2 îêðóãëåííûé äî áîëüøåãî íà-òóðàëüíîãî. Ëîãàðè�ì ïî îñíîâàíèþ 2 îáîçíà÷àåòñÿ log2 n èëè log n, � ýòî �óíêöèÿîáðàòíàÿ âîçâåäåíèþ 2 â êàêóþ-òî ñòåïåíü.

24 = 16,⇒ ilog 16 = log 16 = 4
25 = 32,⇒ ilog 32 = log 32 = 5
log 20 = 4.32193, ilog 20 = 5

ilog n åñòü ÷èñëî âîïðîñîâ, è ïîýòîìó íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ log n � ãëàäêàÿ �óíê-öèÿ è ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Îíà ñîâïàäàþùàÿ ñ �óíêöèåé ilog n ëèøü ïðè
n = 2, 4, 16, 32, . . .. Âçãëÿíèòå íà ãðà�èêè ýòèõ äâóõ �óíêöèé íà ðèñóíêå ??.



54 Òåîðèÿ èí�îðìàöèè ÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈßÇàäà÷à 6.2 (7) Íàðèñóéòå òàáëèöó n 1 2 3 4 . . . 32
ilog nÇàäà÷à 6.3 (8) Âû÷èñëèòå log 256. Îöåíèòå log 100.Îïðåäåëåíèå 6.2 Âîïðîñ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì, åñëè îí ïîäðàçóìåâàåò äâàâîçìîæíûõ îòâåòà, íàïðèìåð �Äà� èëè �Íåò�. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè I îïðå-äåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòàðíûõ âîïðîñîâ, êîòîðûå íóæíî çàäàòü,÷òîáû íàâåðíÿêà âûâåäàòü ýòó èí�îðìàöèþ. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè èçìåðÿåòñÿ âáèòàõ.×òîáû âûâåäàòü îäèí áèò èí�îðìàöèè, íóæíî ïðàâèëüíî çàäàòü ýëåìåíòàðíûé âîïðîñè ïîëó÷èòü íà íåãî îòâåò.Óòâåðæäåíèå 6.1 (�ëàâíàÿ) Åñëè èí�îðìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç n âîç-ìîæíûõ ðàâíîïðàâíûõ âàðèàíòîâ, òî å¼ âåëè÷èíà ðàâíà I = log nÏðèìå÷àíèå. Çàìåòüòå, ÷òî çäåñü ñòîèò log à íå ilog, à çíà÷èò ìîãóò ïîëó÷èòñÿ íåöå-ëûå êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè. Ìû íå ìîæåì çàäàòü ïîëòîðà âîïðîñà èëè π âîïðîñîâ, íîòåì íå ìåíåå ìû âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü log, à íå ilog. Øâåäñêèé ìà-òåìàòèê Êëîä Øåííîí1, ñîçäàòåëü òåîðèè èí�îðìàöèè, îïðåäåëèë â ñâîé ðàáîòå â 1945ãîäó êàê ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü äðîáíîå è ëþáîå âåùåñòâåííîå êîëè÷åñòâî èí�îðìà-öèè I ∈ [0,∞).Ïðèìåð: Âàñå ñêàçàëè, ÷òî ñëåäóþùèé óðîê ìàòåìàòèêà. Äî ýòîãî îí çíàë, ÷òî ñëåäóþ-ùèé óðîê ëèáî ìàòåìàòèêà, ëèáî �èçèêà, ëèáî ðèñîâàíèå, ëèáî ãåîãðà�èÿ. Ñêîëüêî áèòèí�îðìàöèè ñîîáùèëè Âàñå?�åøåíèå. Èí�îðìàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ âîçìîæíîñòåé. ÏîýòîìóÎòâåò: I = log 4 = 2.Çàäà÷à 6.4 Ó Âàñè åñòü îäíà äîìèíîøêà. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè íàäî ó íåãî âûâåäàòü,÷òîáû óçíàòü êàêàÿ ó íåãî äîìèíîøêà?�åøåíèå. ×èñëî äîìèíîøåê ðàâíî 28. Ïîýòîìó ÷èñëî âîïðîñîâ, ðàâíî ilog 28 = 5, àêîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè íåñêîëüêî ìåíüøå 5, òàê êàê 28 < 32, íî áîëüøå 4, òàê êàê

28 > 16. Íà êàëüêóëÿòîðå ìîæíî ïîäñ÷èòàòüÎòâåò: log 28 = 4.807 . . .Çàäà÷à 6.5 Ó Âàñè åñòü îäíà äîìèíîøêà. Îí ïðèçíàëñÿ, ÷òî ó íåãî äóáëü. Ñêîëüêîèí�îðìàöèè îí íàì ñîîáùèë?�åøåíèå. Ïîñëå åãî ïðèçíàíèÿ îñòàëîñü 7 âàðèàíòîâ. Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, êîòîðóþîí ïî ïðåæíåìó îò íàñ ñêðûâàåò ðàâíî log(7). À äî åãî ïðèçíàíèÿ log 28. Ïîýòîìó Âàñÿñîîáùèë íàì log(28) − log(7) = 2 áèò.Îòâåò ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü äðóãèì ïóòåì. �àçäåëèì êàê-íèáóäü äîìèíîøêè íà 4ãðóïïû ïî 7 òàê, ÷òîáû îäíà èç ãðóïï ñîñòîÿëà èç âñåõ äóáëåé. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî îò Âàñè ìû óçíàëè, â êàêîé èç ÷åòûðåõ ðàâíîïðàâíûõ ïî ðàçìåðó ãðóïï íàõîäèòñÿ1Êëîä Ýëâóä Øåííîí (Claude Shannon), 1916-2001 � Äàëüíèé ðîäñòâåííèê Òîìàñà Ýäèñîíà,áûë ñîòðóäíèêîì Bell Laboratories ñ 1941 äo 1972 ã. Â åãî ðàáîòå �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîììóíèêà-öèé� (http://
m.bell-labs.
om/
m/ms/what/shannonday/), îïóáëèêîâàííîé â 1948 ã., âïåðâûå îïðåäåëÿëàñü ìåðàèí�îðìàöèîííîãî ñîäåðæàíèÿ ëþáîãî ñîîáùåíèÿ è ïîíÿòèå êâàíòà èí�îðìàöèè � áèòà. Ýòè èäåè ëåãëèâ îñíîâó òåîðèè ñîâðåìåííîé öè�ðîâîé ñâÿçè. Äðóãàÿ ðàáîòà Øåííîíà �Communi
ation Theory of Se
re
ySystems�, îïóáëèêîâàííàÿ â 1949 ã., ñïîñîáñòâîâàëà ïðåâðàùåíèþ êðèïòîãðà�èè â íàó÷íóþ äèñöèïëèíó.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 55äîìèíîøêà Âàñè. ×èñëî ãðóïï = ÷èñëî âàðèàíòîâ = 28
7

= 4 îçíà÷àåò, ÷òî Âàñÿ ñîîáùèëíàì log(4) = 2 áèòà.Çäåñü ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ âàæíûì òîæäåñòâîì:
log(n) − log(m) = log(

n

m
)Â íàøåì ñëó÷àå n = 28, m = 7.Çàäà÷à 6.6 Ó Âàñè åñòü äîìèíîøêà. Èçâåñòíî, ÷òî îäíî ÷èñëî íà íåé ÷¼òíîå, äðóãîåíå÷¼òíîå. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè íàì îñòàëîñü âûâåäàòü? Cêîëüêî óæå èçâåñòíî?�åøåíèå. Íå÷¼òíûõ ÷èñåë 3 øòóêè: 1,3,5; à ÷¼òíûõ 4 øòóêè: 0,2,4,6. Âñåãî òàêèõ äîìè-íîøåê 3 × 4 = 12. Òî åñòü îñòàëàñü íåîïðåäåë¼ííîñòü â 12 âàðèàíòîâ, è, çíà÷èò, îñòàëîñüâûâåäàòü I = log 12 ≈ 3.58 áèò. Ñîîáùèëè íàì log 28 − log 12 = log 28

12
= log 7

3
≈ 1.222 áèò.Ïðèìå÷àíèå. Çàìåòüòå, ÷òî I ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó íåèçâåñòíîé èí�îðìàöèèïðî íå÷¼òíîå ÷èñëî = log 3 è íåèçâåñòíîé èí�îðìàöèè ïðî ÷¼òíîå ÷èñëî = log 4: I =

log 3 + log 4 = log 12. Âåðíî ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî ëîãàðè�ìà
log(m) + log(n) = log(nm).Çàäà÷à 6.7 Ó Îëè åñòü êàðòà. Ìû çíàåì, ÷òî ìàñòü ýòîé êàðòû � êðåñòè. Ñêîëüêîèí�îðìàöèè íàì èçâåñòíî?Îòâåò: I = log 4 = 2, òàê êàê åñòü ÷åòûðå âàðèàíòà äëÿ ìàñòè.Èòîãè: êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè, íåîáõîäèìîå äëÿ îïèñàíèÿ îáúåêòà ðàâíî ëîãàðè�ìóïî îñíîâàíèþ äâà îò êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ îáúåêòîâ.Èí�îðìàòèâíîñòü(îáúåêòà) = log (âñåãî âîçìîæíûõ îáúåêòîâ)Òî åñòü

I(a) = log N (6.1)Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè î êàêîì-òî îáúåêòå, êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè â ñîîáùåíèè, ðàâ-íî ëîãàðè�ìó îò îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ îáúåêòîâ äî ñîîáùåíèÿ íà êîëè÷åñòâîâîçìîæíûõÈí�îðìàòèâíîñòü(ñîîáùåíèÿ) = log

( ÷èñëî âîçìîæíûõ îáúåêòîâ äî ñîîáùåíèÿ÷èñëî âîçìîæíûõ îáúåêòîâ ïîñëå ñîîáùåíèÿ)Òî åñòü, åñëè îáîçíà÷èòü ñîîáùåíèå áóêâîé w èìååì
I(w) = log

(

Näî ïîëó÷åíèÿ w

Nïîñëå ïîëó÷åíèÿ w

) (6.2)Çàäà÷à 6.8 (7) Âàñÿ ïðèçíàëñÿ, ÷òî à) îáà ÷èñëà íà åãî äîìèíîøêå íå÷¼òíûå á) îäíî÷èñëî íà åãî äîìèíîøêå ÷¼òíîå. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè îí íàì ñîîáùèë?Çàäà÷à 6.9 (8) Ìàëü÷èê ñêàçàë, ÷òî â åãî èìåíè 4 áóêâû. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè îí íàìñîîáùèë? Ñêîëüêî îñòàëîñü ó íåãî óçíàòü?Îòâåò: Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ èì¼í. N4 � êîëè÷åñòâî èìåí èç ÷åòûð¼õ áóêâ.Òîãäà íàì îñòàëîñü óçíàòü log N4 áèò, à ñîîáùèëè íàì log N
N4

áèò.Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîñòûõ çàäà÷ òåîðèè èí�îðìàöèè ñâîäèòñÿ ê êîìáèíàòîðíûìçàäà÷àì, òî åñòü ê âû÷èñëåíèþ ÷èñëà îáúåêòîâ ñ íåêîòîðîé äàííîé êîí�èãóðàöèåé.Äðóãàÿ ÷àñòü çàäà÷ ñâÿçàíà ñ âû÷èñëåíèåì �óíêöèè ÝÍÒ�ÎÏÈÈ.



56 Òåîðèÿ èí�îðìàöèè ÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈßÝÍÒ�ÎÏÈß � ìåðà íåçíàíèÿÇàäà÷à 6.10 (8) Ïåðåä íàìè 5 ÷¼ðíûõ ÿùèêîâ. Â êàæäîì èç íèõ íàõîäèòñÿ ëèáî ÷¼ð-íûé, ëèáî áåëûé øàðèê. Ìåðà íåèçâåñòíîñòè (íåèçâåñòíîé èí�îðìàöèè) ðàâíà 5 áèò.Íàì ãîâîðÿò, ÷òî 3 èç íèõ áåëûå. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè íàì ñîîáùèëè? Ñêîëüêî íàìîñòàëîñü óçíàòü?�åøåíèå. Ñíà÷àëà áûëî 25 âàðèàíòîâ è ìåðà íåèçâåñòíîñòè ðàâíÿëàñü log(25) = 5. Êîãäàíàì ñêàçàëè, ÷òî 3 øàðèêà áåëûå, ÷èñëî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñòàëî ðàâíî êîëè÷åñòâóâîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé 3 áåëûõ è 2 ÷¼ðíûõ øàðèêîâ ïî 5 ÿùèêàì. Èõ 10 øòóê. Åñëèââåñòè îáîçíà÷åíèÿ: 1 � áåëûé, à 0 � ÷¼ðíûé, òî ïîëó÷èì:
(11100), (11010), 11001), (10110), (10101), (10011), (01110), (01101), (01011), (00111)Ýòî ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé ðàâíî C3,2 = C3

5 = C2
5 è íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé 3 ýëå-ìåíòîâ èç 5, èëè 2 ýëåìåíòîâ èç 5, èëè áèíîìèàëüíûì êîý��èöèåíòîì (2, 3). Ýòî ÷èñëî

C3,2 = 10 ïîëó÷àåòñÿ òàê: ïåðâûé íîëèê ìîæíî ïîìåñòèòü íà ëþáîå èç 5 ìåñò, âòîðîé �íà ëþáîå èç îñòàâøèõñÿ 4. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 20 âàðèàíòîâ. Íî ñðåäè íèõ êàæäûé âàðèàíòïîâòîð¼í äâàæäû � ñíà÷àëà íîëèêè âûáðàíû â îäíîì ïîðÿäêå, ïîòîì � â äðóãîì. À íàìíåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå áûëè âûáðàíû íîëèêè. Ïîýòîìó ðåàëüíûõ âàðèàíòîâ â äâàðàçà ìåíüøå � 10 øòóê.Îòâåò: Áûëî íåèçâåñòíî 5 áèò, ïîòîì ñòàëî íåèçâåñòíî log(C3,2) = log(10) ≈ 3.32 áèò,çíà÷èò íàì ñîîáùèëè 5 − log(10) ≈ 1.68 áèò.3 èç 5 ñîîòâåòñòâóåò 60%. Äàâàéòå îáîáùèì ýòó çàäà÷ó.Çàäà÷à 6.11 (9) Ïåðåä íàìè ñêîëüêî-òî ÷¼ðíûõ ÿùèêîâ. Â êàæäîì èç íèõ íàõîäèòñÿëèáî ÷¼ðíûé, ëèáî áåëûé øàðèê. Íàì ãîâîðÿò, ÷òî 60% èç íèõ áåëûå. Ñêîëüêî èí�îð-ìàöèè íàì îñòàëîñü óçíàòü? Òî åñòü, ÷åìó ðàâíà ìåðà íàøåãî íåçíàíèÿ? �åøèòå ýòóçàäà÷ó, êîãäà ÷èñëî ÿùèêîâ ðàâíî à)10, á) 100, â) 1000, ã) n.�åøåíèå. Ïî àíàëîãèè ïîëó÷àåì a) log(C6,4), á) log(C60,40), â) log(C600,400) ã) log(C0.6n,0.4n).Íàäî ïîïîäðîáíåå èçó÷èòü ÷èñëà Cm1,m2 . Ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü m1 åäè-íè÷åê è m2 íîëèêîâ ïî m1 + m2 ìåñòàì. Êàêîâà îáùàÿ �îðìóëà äëÿ Cm1,m2? Äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàêîé �îðìóëîé
Cm1,m2 = Cm1−1,m2 + Cm1,m2−1�åøåíèå. Äîêàæåì ýòó �îðìóëó. Äàâàéòå ïîìåñòèì íà ïåðâîå ìåñòî åäèíè÷êó è ðàçìå-ñòèì â îñòàâøèõñÿ ïîçèöèÿõ m1 − 1 åäèíè÷êó è m2 íîëèê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cm1−1,m2ñïîñîáàìè. Çàòåì ïîñòàâèì íà ïåðâîå ìåñòî íîëèê è ðàçìåñòèì â îñòàâøèõñÿ ïîçèöèÿõ m1åäèíè÷êó è m2 − 1 íîëèê. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cm1,m2−1 ñïîñîáàìè. Â èòîãå ìû ïåðåáåð¼ìâñå âîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ m1 åäèíè÷åê è m2 íîëèêà.Ýòà �îðìóëà ïîçâîëÿåò íàì ïðîñòî âû÷èñëÿòü Cm1,m2

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 57Ýòî òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Êàæäîå ÷èñëî â ýòîì òðåóãîëüíèêå åñòü ñóììà äâóõ íàäíèì ñòîÿùèõ. ×òîáû óçíàòü ÷åìó ðàâíî C2,3, íàì íóæíî âçãëÿíóòü íà 2 + 3 = 5-óþñòðî÷êó. Íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 1 � ýòî C5,0, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ ïÿòè åäèíè÷åêïî ïÿòè ìåñòàì. Äàëåå 5 = C4,1, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü 4 åäèíè÷êè è îäèí íîëü ïîïÿòè ìåñòàì. Äàëåå ñëåäóåò íóæíîå íàì C3,2 = 10, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü 3 åäèíè÷êèè 2 íóëèêà ïî 5 ìåñòàì.Çàäà÷à 6.12 (8) ×åìó ðàâíî C2,4? ×åìó ðàâíî C3,4?Çàäà÷à 6.13 (9) ×åìó ðàíî íàøå íåçíàíèå, åñëè ìû çíàåì, ÷òî 3 áèòà èç 8 áèò áàé-òà åäèíè÷êè, à îñòàëüíûå íóëè? Áàéò � ýòî âîñåìü ìåñò, â êîòîðûõ ñòîÿò íóëè èåäèíèöû.Åñëè ìû â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ äîéä¼ì äî 11 ñòðî÷êè, òî ïîëó÷èì
{1, 11, 55, 165, 330, 462, 462, 330, 165, 55, 11, 1}.Ýòè ÷èñëà íàðèñîâàíû â âèäå ãèñòîãðàììû íà ðèñóíêå 6.2, à ëîãàðè�ìû ýòèõ ÷èñåë,äåë¼ííûå íà 11, íà ðèñóíêå 6.3
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�èñ. 6.2: 11-àÿ ñòðî÷êà òðåóãîëüíèêàÏàñêàëÿ �èñ. 6.3:H11(p). Ëîãàðè�ìû îò ÷èñåë 11-îé ñòðî÷êà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, äå-ë¼ííûå íà 11.Óòâåðæäåíèå 6.2 Åñëè íàì ñîîáùàþò, ÷òî 0.6 · 1000 èç íåèçâåñòíûõ íàì 1000 áèòåäèíè÷êè, òî ìåðà íàøåãî íåçíàíèÿ, ðàâíàÿ èçíà÷àëüíî 1000, óìåíüøàåòñÿ äî log(C600,400)èëè â îáùåì ñëó÷àå:Åñëè íàì ñîîáùàþò, ÷òî p · n (ãäå 0 < p < 1) èç íåèçâåñòíûõ íàì n áèò åñòü åäè-íè÷êè, òî ìåðà íàøåãî íåçíàíèÿ, ðàâíàÿ èçíà÷àëüíî n, óìåíüøàåòñÿ äî log(Cpn,(1−p)n).Ìåðà íàøåãî íåçíàíèÿ óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî ìåíüøå 1, êîòîðîå ðàâíî
log(Cpn,(1−p)n)

nÄàâàéòå ðàññìîòðèì ýòî ñîîòíîøåíèå ïîäðîáíåå. Îáîçíà÷èì åãî Hn(p). Ýòî ÷èñëîìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåçíàíèå, ïðèõîäÿùååñÿ íà êàæäûé èç n áèò. Èëè òàê:
òîëüêî èí�îðìàöèè íàì îñòàëîñü óçíàòü ïðî êàæäûé áèò, ïîñëå òîãî, êàê íàì ñêàçàëè,÷òî p · 100% áèò ðàâíû 1.
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�èñ. 6.4: Ôóíêöèÿ Hn(p) =
log(Cpn,(1−p)n)

n
äëÿ n = 7, 28, 91. Ñàìûéâåðõíèé ãðà�èê � ýòî ãðà�èê �óíêöèè H(p).Îïðåäåëåíèå 6.3 Ýíòðîïèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ âåðîÿòíîñòÿìè {p, 1− p} íàçû-âàåòñÿ �óíêöèÿ

H(p) = −p log p − (1 − p) log(1 − p)Òåîðåìà 6.1 ×åì áîëüøå n, òåì áîëåå ñõîæè �óíêöèÿ Hn(p) è �óíêöèÿ ýíòðîïèè
H(p). Âûáèðàÿ áîëüøèå n, ìû ìîæåì ñäåëàòü èõ ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àþùèìèñÿ âêàæäîé òî÷êå.Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåò ÿâíóþ �îðìóëó

Cm1,m2 =
(m1 + m2)!

m1!m2!è �îðìóëó Ñòèðëèíãà, ñóòü êîòîðîé çàêëþ÷åíà â òîì, ÷òî ìû ìîæåì n! çàìåíÿòü íà√
2πn

(

n
e

)n. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé îòâåò, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü log n! íà n log n:
log Cm1,m2 = log

(

(m1 + m2)!

m1!m2!

)

= log(m1 + m2)! − log m1! − log m2!

(m1 + m2) log(m1 + m2) − m1 log m2 − m2 log m2 =

m1 log(m1 + m2) + m2 log(m1 + m2) − m1 log m2 − m2 log m2 =

−m1 log

(

m1

m1 + m2

)

− m2 log

(

m2

m1 + m2

)È äëÿ âåëè÷èíû Hn(p) =
Cm1,m2

m1+m2
, n = m1 + m2, m1 = pn, m2 = (1 − p)n, ïîëó÷àåìïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

− m1

m1 + m2

log

(

m1

m1 + m2

)

− m2

m1 + m2

log

(

m2

m1 + m2

)

= −p log p − (1 − p) log(1 − p)Ýòî è åñòü ýíòðîïèÿ H(p).Åñëè â ÿùèêàõ ÷¼ðíûå, áåëûå è ñèíèå øàðèêè, òî ìåðà íåçíàíèÿ ïðî êàæäûé ÿùèêðàâíà log 3. Íî êîãäà íàì ñîîáùàþò èí�îðìàöèþ, ÷òî 30% øàðèêîâ ÷åðíûå, 25% � áåëûå,



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 59îñòàëüíûå 45% ñèíèå, òî ìåðà íàøåãî íåçíàíèÿ î òîì, ÷òî õðàíèòñÿ â êàæäîì ÿùèêå,óìåíüøàåòñÿ ñ log 3 ≈ 1.585 äî âåëè÷èíû
H({0.3, 0.25, 0.45}) = −0.3 log 0.3 − 0.25 log 0.25 − 0.45 log 0.45 ≈ 1.539Òå åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, p3, p1 +p2 +p3 = 1 èìååò ýíòðîïèþ

H({p1, p2, p3}) = −p1 log p1 − p2 log p2 − p3 log p3 = −
∑

pi log piÎáùàÿ �îðìóëà ýíòðîïèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òàêàÿ:
H = −

∑

pi log piCëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî êîíâååð, ïî êîòîðîìó ïîñòóïàþò ÷åðíûå ÿùèêè, ìû èõîòêðûâàåì è óçíàåì, ÷òî òàì. Èçâåñòíî ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ðàçëè÷íûõ øòó÷åê â ýòèõÿùèêàõ.Ýíòðîïèÿ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü áîëåå îáùóþ �îðìóëó äëÿ èí�îðìàòèâíîñòè ñîîáùåíèÿ(ñðàâíèòå ñ 6.2):Èí�îðìàòèâíîñòü(ñîîáùåíèÿ) = Häî ñîîáùåíèÿ − Hïîñëå ñîîáùåíèÿÈëè, åñëè îáîçíà÷èòü ñîîáùåíèå êàê w

I(w) = Häî ïîëó÷åíèÿ w − Hïîñëå ïîëó÷åíèÿ w (6.3)Âðóíû è îáîáù¼ííûå âðóíûÀ ÷òî, åñëè ÷åëîâåê, êîòîðûé íàì îòâå÷àåò íà âîïðîñû, çàÿäëûé âðóíèøêà? Åñëè îíàáñîëþòíûé âðóí, òî íè÷åãî ñòðàøíîãî íåò. Íàïðèìåð, åñëè îí íà âîïðîñ �Ýòî òû ñúåëâàðåíüå?� îòâå÷àåò �Íåò!� � çíà÷èò ñúåë. Àáñîëþòíûé âðóí � ýòî òîò, êòî âñåãäà âðåò.Àáñîëþòíûå âðóíû ÿâëÿþòñÿ ïðåêðàñíûìè ïðîâîäíèêàìè èí�îðìàöèè, íàäî òîëüêî âñåèõ îòâåòû èíòåðïðåòèðîâàòü íàîáîðîò!Êîíå÷íî, àáñîëþòíûõ âðóíîâ íå áûâàåò. ×àùå âñòðå÷àþòñÿ îáû÷íûå, íîðìàëüíûå âðó-íû, êîòîðûå âðóò, ñêàæåì, â 40% ñëó÷àåâ. Ñ íèìè ãîðàçäî ñëîæíåå. Íî è ó íèõ ìîæíî âû-âåäàòü âñþ ïðàâäó. Òîëüêî ïðèäåòñÿ çàäàòü áîëüøå âîïðîñîâ. Òî, ñêîëüêî áèò âûâåäàííîéèí�îðìàöèè â ñðåäíåì ïðèõîäèòñÿ íà îäèí âîïðîñ, íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ�îáîáù¼ííîãî âðóíà�.Å¼ ìîæíî âû÷èñëèòü òàê: çàäàäèì îáîáù¼ííîìó 40%-âðóíó n ýëåìåíòàðíûõ âîïðîñîâ.Ìû çíàåì, ÷òî íà 40% âîïðîñîâ îí ñîâðàë. Èí�îðìàöèÿ î òîì íà êàêèå èìåííî èç çà-äàííûõ îí ñîâðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé nH(0.4) áèò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè áû îí ïåðåñòàëâðàòü, òî ìû çà nH(0.4) ýëåìåíòàðíûõ âîïðîñîâ óçíàëè áû, ãäå îí ñîâðàë. Íî âðóí âð¼ò.È ïîêà ìû áóäåì ó íåãî âûÿñíÿòü, â êàêèõ èìåííî âîïðîñàõ îí íàì ñîâðàë, îí íàì áóäåòïðîäîëæàòü âðàòü, è âñ¼ ïóòàòü. Ëó÷øå ðàññóæäàòü ïî-äðóãîìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìûñìîãëè ñîñòàâèòü òàê n âîïðîñîâ, ÷òî â ïîëó÷åííûõ n îòâåòàõ ñîäåðæàëàñü íóæíàÿ íàìïåðåâðàííàÿ èí�îðìàöèÿ ðàçìåðîì m áèò è åùå èí�îðìàöèÿ î òîì, â êàêèõ èìåííî èç
n îòâåòîâ îí âðàë. Òî åñòü m + n · H(0.4) = n èëè m = n − n · H(0.4) = n(1 − H(0.4)) èïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü âðóíà

v =
m

n
= 1 − H(p) (6.4)
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0 1 1

1PSfrag repla
ements
AA

BB

αp

H(p)�èñ. 6.5: Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà îòðåçêó AB. Ñëåâà � ñèììåòðè÷íûé âðóí,ñïðàâà � íåñèììåòðè÷íûé âðóí. Íåñèììåòðè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî êîãäà íóæíî îòâå-÷àòü �Äà� âðóí âð¼ò ñ îäíîé âåðîÿòíîñòüþ α, à êîãäà �Íåò� � ñ äðóãîé âåðîÿòíîñòüþ β.Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè óìåëî çàäàâàòü âðóíó âîïðîñû, òî çà n âîïðîñîâ ìîæíî âûâåäàòüó íåãî n(1 − H(p)) áèò.Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç òàêèõ ðàññóæäåíèé: Íà âûõîäå ó âðóíà îòâåòû�Äà� è �Íåò�. Ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè ðàâíà 1 áèò. Íî â ýòîé ìåðå íåîïðåäåë¼ííîñòè ÷àñòüíåîïðåäåëåííîñòè âîçíèêàåò èç-çà ñëó÷àéíîñòè �âðàíüÿ�. Êàæäûé ðàç âðóí êèäàåò ìîíåò-êó, ÷òîá ðåøèòü � âðàòü èëè íå âðàòü. Ìåðà ýòîé íåîïðåäåë¼ííîñòè ðàâíà H(p). Çíà÷èò,�ïîëåçíàÿ�, íå ñâÿçàííàÿ ñ âðàíü¼ì íåîïðåäåë¼ííîñòü â îäíîì îòâåòå ðàâíà 1 − H(p).Íà ðèñóíêå 6.5 ïîêàçàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè. Äëè-íà îòðåçêà AB è åñòü ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü. �ÿäîì ïîêàçàí ñëó÷àé íåñèììåòè÷íîãîâðóíà, êîòîðûé â ñëó÷àå ïðàâèëüíîãî îòâåòà �Äà� âð¼ò ñ îäíîé âåðîÿòíîñòüþ α, à â ñëó-÷àå îòâåòà �Íåò� � 
 äðóãîé âåðîÿòíîñòüþ β.Åñëè âðóí âð¼ò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5, òî âàì íèêîãäà íå óäàñòñÿ ó íåãî íè÷åãî âûÿñíèòü.Ïîíÿòèå èí�îðìàöèîííîé çàâèñèìîñòè ñîîáùåíèéÅñëè äàíî äâà ñîîáùåíèÿ, A è B, òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü òàêèå äâà:
A ∩ B = �Âåðíî è A, è B�,

A ∪ B = �Èç ñîîáùåíèé A è B âåðíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî�.Âçàèìíîé èí�îðìàöèåé äâóõ ñîîáùåíèé A è B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
I(A,B) = I(A) + I(B) − I(A ∩ B).Åñëè I(A,B) = 0, òî ñîîáùåíèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïðèìåð íåçàâèñèìûõñîîáùåíèé: Ïóñòü x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

A = �x ÷¼òíîå� è B = �x 6 4 �.Äåéñòâèòåëüíî, I(A) = log 8
4

= 1 è I(B) = log 8
4

= 1. A ∩ B=�x è ÷¼òíîå è 6 4, òî åñòü
x ∈ {2, 4}�, è I(A ∩ B) = log 8

2
= 2. Èí�îðìàöèîííî íåçàâèñèìûå ñîîáùåíèÿ �ýòî òàêèå ñîîáùåíèÿ, êîòîðûå â ñëó÷àå îäíîâðåìåííîãî ïðèõîäà ïðèíîñÿò èí�îðìàöèþðàâíóþ ñóììå èí�îðìàöèé ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ, êîãäà îíè ïî îòäåëüíîñòè: I(A ∩ B) =

I(A) + I(B).Ñîîáùåíèÿ A = �×èñëî x ÷¼òíîå� è B = �×èñëî x äåëèòñÿ íà 4� çàâèñèìû, ïîòîìó ÷òî
B ⇒ A è I(A ∩ B) = I(B). Ñîîáùåíèÿ çàâèñèìû âñÿêèé ðàç, êîãäà îíè íå ÿâëÿþòñÿíåçàâèñèìûìè.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 61Çàäà÷à 6.14 (10) Íàéäèòå I(A), I(A ∩ B) è I(A ∪ B), ãäå à) A = �Ó äîìèíîøêè X îáà÷èñëà ÷¼òíûå� è B = �Äîìèíîøêà X äóáëü�; á) A = �Ó äîìèíîøêè X îäíî ÷èñëî = 3� è
B = �Äîìèíîøêà X äóáëü�;Çàäà÷à 6.15 (10) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ èí�îðìàöèîííî çàâèñèìûõ è äâóõ èí�îðìà-öèîííî íåçàâèñèìûõ ñîîáùåíèé.Çàäà÷à 6.16 (10) Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ èí�îðìàöèîííî íåçàâèñèìûõ ñîîáùåíèé, êî-òîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ A ⇒ B èëè B ⇒ A.�Äàíåòêè�×òî òàêîå ÄàÍåòêà? Ýòî çàãàäêà, êîòîðàÿ �ðàçûãðûâàåòñÿ� ìåæäó âåäóùèì è îòãàäû-âàþùèìè. Îòãàäûâàþùèå çàäàþò âîïðîñû, à çàãàäûâàþùèé îòâå÷àåò íà íèõ �äà�, �íåò�èëè �íå èìååò çíà÷åíèÿ�. Â ðåçóëüòàòå îòãàäûâàþùèå äîëæíû ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ ïîë-íîñòüþ. Ó âñåõ ÄàÍåòîê, â êîòîðûõ âîïðîñ íå îãîâîðåí îòäåëüíî, âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ�Ïî÷åìó?�, �Êàê è/èëè ÷òî ñëó÷èëîñü?� èëè �Êòî ýòî?�1. Áåæèò ÷åëîâåê ñ ðóæü¼ì, à çà íèì òîëïà. ×åëîâåê îãëÿäûâàåòñÿ, êðè÷èò: "Íå âèäàòüâàì ìîåãî çîëîòà!", ñòðåëÿåò ïÿòü ðàç è áåæèò äàëüøå.2. Îò òùåñëàâèÿ îíà ëèøèëàñü ïèùè.3. Ìàëü÷èê ðàññêàçûâàåò: �Â÷åðà áûë òàêîé óæàñíûé äîæäü, à ìîé ïàïà íå âçÿë íèçîíòà, íè øëÿïû. Êîãäà îí ïîÿâèëñÿ â äâåðÿõ, âîäà ëèëàñü ñ íåãî ðó÷üÿìè, íî íèîäèí âîëîñ íà åãî ãîëîâå íå ïðîìîê�.4. ×åì ñèëüíåå åãî áüþò ïî íóæíîìó ìåñòó, òåì ëó÷øå îí âûïîëíÿåò ñâîþ �óíêöèþ.5. ×åëîâåê â òå÷åíèå ïîëó÷àñà íå îáðàùàë âíèìàíèÿ íà ÷àñû. Â ðåçóëüòàòå îí íåïîëó÷èë êðóïíóþ äåíåæíóþ ñóììó.6. Äâà äæèãèòà ñîðåâíóþòñÿ: ÷åé êîíü ïîñëåäíèì ïðèäåò ê �èíèøó. Íî äåëî íå èäåò,îáà ñòîÿò íà ìåñòå. Îíè îáðàùàþòñÿ çà ñîâåòîì ê ìóäðåöó... Ïîñëå ýòîãî îáà ïîñêà-êàëè âî âåñü îïîð.7. Íà àâòîñòðàäå ïðîèçîøëî äîâîëüíî ñòðàííîå ÄÒÏ. Îáà âîäèòåëÿ äîñòàâëåíû â áîëü-íèöó â òÿæåëîì ñîñòîÿíèè. Èíòåðåñíî, ÷òî èõ ìàøèíû íå ïîëó÷èëè ïðè ýòîì íèêà-êèõ ïîâðåæäåíèé.8. Èç òðàìâàÿ âûñêàêèâàåò è áûñòðî óáåãàåò ÷åëîâåê, à çà íèì äðóãîé, êîòîðûé êðè-÷èò: "Âñå çàáèðàé, íî îòäàé áèëåò!"9. �ðàáèòåëü âëåç â îêíî, îãëÿäåëñÿ, ëåã íà êðîâàòü è ñïîêîéíî çàñíóë.10. ×åëîâåê âûçûâàåò ëè�ò, çàõîäèò âíóòðü è óìèðàåò.11. Íàïåðåðåç áåãóùåìó ìîëîäîìó ìóæ÷èíå áåæèò äðóãîé è ñèëüíî ïèíàåò åãî â íîãó.Ýòî âèäÿò ïîëèöåéñêèå, íî äàæå íå ïûòàþòñÿ àðåñòîâàòü õóëèãàíà.12. Âîñåìü ìóæ÷èí ïîî÷åðåäíî ïàäàþò âíèç ñ äåñÿòèìåòðîâîé âûñîòû.13. Îí áåæàë ìåäëåííåå âñåõ, è åãî óáèëè.14. Ìóæ÷èíà, çàâåðíóâøèñü â ïðîñòûíþ, îçàäà÷åííî ðàçãëÿäûâàåò åùå òåïëûé òðóï.15. ×åëîâåê ïîøåë íà ïëÿæ, à íà ñëåäóþùèé äåíü åãî óâîëèëè çà ïðî�íåïðèãîäíîñòü.16. Íàòóðàëèñò óâèäåë ïòè÷üå ãíåçäî ñ ÿéöàìè, íàêëîíèëñÿ íàä íèì è óìåð óíèçèòåëü-íîé ñìåðòüþ.17. Âîîðóæåííûé ìóæ÷èíà ïîêóïàåò ó ïðîõîäÿùèõ ìèìî ëþäåé ìàëåíüêèå êóñî÷êèïëàñòìàññû.18. ×åëîâåê øåë ïî äîðîãå, ïîñìîòðåë íà ÷àñû è óìåð â íåäîóìåíèè.19. Ïÿòüäåñÿò îäèí âåãåòàðèàíåö ñòàë æåðòâîé äîðîæíî-òðàíñïîðòíîãî ïðîèñøåñòâèÿ.20. ×åëîâåê äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 200 êèëîìåòðîâ â ÷àñ áåç ïîìîùè êàêèõ-ëèáî òåõ-íè÷åñêèõ ñðåäñòâ, è òîëüêî ïîòîìó, ÷òî åãî òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà íå ñðàáîòàëè.



62 Òåîðèÿ èí�îðìàöèè ÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈßÎòãàäêè1. Ýòî áèàòëîíèñò, îí áåæèò ïåðâûì è ïðåòåíäóåò íà çîëîòóþ ìåäàëü.2. Áàñíÿ "Âîðîíà è ëèñèöà".3. Ïàïà áûë ëûñûé.4. �âîçäü.5. ×àñû áûëè øàõìàòíûå. ×åëîâåê � øàõìàòèñò, èãðàþùèé ðåøàþùóþ ïàðòèþ êðóï-íîãî òóðíèðà. Íå çàìåòèâ, ÷òî ïðîòèâíèê óæå ñäåëàë õîä, îí ïðîñðî÷èë âðåìÿ èïðîèãðàë ïàðòèþ, çàíÿâ â òóðíèðå òîëüêî âòîðîå ìåñòî.6. Ìóäðåö ïîñîâåòîâàë îáìåíÿòüñÿ êîíÿìè.7. Áûë ñèëüíûé òóìàí, âîäèòåëè âûñóíóëèñü èç îêîí, ÷òîá âèäåòü îñåâóþ ðàçìåòêó, èñòîëêíóëèñü ãîëîâàìè.8. Êàðìàííèê óêðàë ó ïàññàæèðà òðàìâàÿ áóìàæíèê, ãäå ëåæàë ëîòåðåéíûé áèëåò,âûèãðàâøèé àâòîìîáèëü, íî ïàññàæèð áûñòðî çàìåòèë ïðîïàæó.9. Ýòî áûëà ñîáñòâåííàÿ êâàðòèðà ãðàáèòåëÿ. Îí ïîòåðÿë êëþ÷ è ïðèøëîñü ëåçòü÷åðåç îêíî.10. Äâåðè ëè�òà îòêðûëèñü, íî ëè�ò-òî íå ïîäîøåë.11. Ìàò÷ ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî �óòáîëó (ïîëèöåéñêèå ñèäÿò íà òðèáóíå).12. Ñîðåâíîâàíèÿ ïî ïðûæêàì â âîäó.13. Òàðàêàíüè áåãà ñ òîòàëèçàòîðîì. Òàðàêàíà, ïðèáåæàâøåãî ïîñëåäíèì, ñ äîñàäû ðàç-äàâèë ÷åëîâåê, ïîñòàâèâøèé íà íåãî ìíîãî äåíåã.14. Ìóæ÷èíà áûë â ëåòàðãè÷åñêîì ñíå, íî åãî ïîñ÷èòàëè ìåðòâûì, è ìåäñåñòðà óæåâåçëà åãî íà âñêðûòèå, êîãäà îí î÷íóëñÿ è ñåë íà êàòàëêå. Ìåäñåñòðà óìåðëà îòóæàñà.15. ×åëîâåê ðàáîòàë äèêòîðîì íà ðàäèî, à íà ïëÿæå, òî÷íåå â ìîðå, îí ÷óòü íå ïîïàëâ ïàñòü àêóëû (íó ïðÿìî �èëüì "×åëþñòè"). Îò ïåðåæèòîãî ïîòðÿñåíèÿ îí ñòàëçàèêàòüñÿ.16. Ýòî áûëî ãíåçäî ñòðàóñà. À ñçàäè ê íàòóðàëèñòó ïîäîøåë ñòðàóñ-õîçÿèí ãíåçäà èïíóë åãî.17. Êàññèð â êàçèíî îáìåíèâàåò âûèãðàííûå �èøêè ïîñåòèòåëåé íà íàëè÷íûå äåíüãè.18. Äîðîãà áûëà æåëåçíàÿ, ÷åðåç òóííåëü, ãäå íåëüçÿ áûëî îòîéòè, à ïîåçä øåë íå ïîðàñïèñàíèþ.19. Âåãåòàðèàíåö-âîäèòåëü ãðóçîâèêà íå ñïðàâèëñÿ ñ óïðàâëåíèåì íà ãîðíîé äîðîãå, èìàøèíà óïàëà â ïðîïàñòü. Â êóçîâå ãðóçîâèêà ñòîÿëî ïÿòüäåñÿò êëåòîê ñ êðîëèêàìè.20. Îí ñïðûãíóë ñ ñàìîëåòà ñ ïàðàøþòîì, à òîò íå ðàñêðûëñÿ.Êîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 6.17 (7) Êîëÿ ñúåë íà ïåðåìåíêå øîêîëàäêó, ÿáëîêî è êåêñ. Ñêîëüêî ýëåìåíòàð-íûõ âîïðîñîâ íàäî çàäàòü, ÷òîá óçíàòü, â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îí èõ ñúåë. Ñêîëüêîèí�îðìàöèè îò íàñ ñêðûòî? (9) À åñëè Êîëÿ ñúåë 6 ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ?Çàäà÷à 6.18 (7) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èçâåñòíî, ÷òî îíî ÷¼òíîå è 5 6 n 6 20. Ñêîëüêîýëåìåíòàðíûõ âîïðîñîâ íàì íóæíî çàäàòü, ÷òîáû óçíàòü ýòî ÷èñëî?Çàäà÷à 6.19 (7) Â êíèãå âîñåìü ðàññêàçîâ, â êàæäîé ãëàâå 32 ñòðàíèöû. Âàñÿ ñêàçàë,÷òî îí ÷èòàåò 5-ûé ðàññêàç. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè îí íàì ñîîáùèë? Ñêîëüêî èí�îðìàöèèîñòàëîñü ó íåãî âûâåäàòü, ÷òîáû óçíàòü êàêóþ ñòðàíèöó îí ÷èòàåò?



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 63Çàäà÷à 6.20 (7) Ìû ñêàçàëè ïðîäàâöó, ÷òî õîòèì êóïèòü êîíüêè. Íî êîíüêè áûâàþòîáû÷íûå è ðîëèêîâûå, áåëîãî, ÷¼ðíîãî, çåë¼íîãî è �åîëåòîâîãî öâåòà. Êðîìå òîãî åñòüðàçìåðû 38, 39, 42 è 44. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè âàì íóæíî ñîîáùèòü ïðîäàâöó?Çàäà÷à 6.21 (7) Íàì ñêàçàëè, ÷òî ñóììà ÷èñåë ó äîìèíîøêè X ðàâíî 3. Ñêîëüêî èí-�îðìàöèè íàì ñîîáùèëè?Çàäà÷à 6.22 (8) Êîëÿ âûó÷èë ñòèõîòâîðåíèå, â êîòîðîì 30 ñëîâà. Îöåíèòå èí�îðìà-öèþ, êîòîðóþ îí çàïîìíèë. (Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñëîâàðü Ïóøêèíà ñîñòîèò èç 30000 ñëîâ). Ïîêàêèì ïðè÷èíàì ñäåëàííàÿ âàìè îöåíêà íåñêîëüêî çàâûøåíà?Çàäà÷à 6.23 (8) ��ðàæäàíå âñòðå÷àþùèå! Ïîåçä 26 ïðèáûâàåò ïî 7-ìó ïóòè â 19:35.�Ñêîëüêî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ñîîáùåíèè? (Âñåãî íà âîêçàëå 8 ïëàò�îðì, åæå-äíåâíî ïðèáûâàåò è îòïðàâëÿåòñÿ â ïóòü 120 ïîåçäîâ)Ïîäñêàçêà. Îöåíèòå îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ.Çàäà÷à 6.24 (10) Ïðåñòóïíèê èìååò ñëåäóþùèå ïðèìåòû: ìîëîäîé ÷åëîâåê, ÿðêèé áðþ-íåò, ñ çàìåòíîé ðîäèíêîé íà ëåâîé ùåêå. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè íàì ïðî íåãî èçâåñòíî?Ñ÷èòàéòå ÷òî ÿðêèõ áðþíåòîâ 20%, ñ ðîäèíêîé íà ëåâîé ùåêå 5%. Çäåñü �ìîëîäîé� îçíà÷à-åò: 17-22 ëåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.25, 23-28 ëåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5, 29-34 ëåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.25. Â òî âðåìÿ êàê îáùåå ðàñïðåäåëåíèå ïî âîçðàñòàì òàêîå: äî 17 ëåò � 0.375, 17-22 ëåò� 0.125, 23-28 ëåò � 0.125, 29-34 ëåò � 0.125, 35 ëåò è ñòàðøå � 0.25.âîçðàñò �ìîëîäîé� îáùååäî 17 0 0.37517-22 0.25 0.12523-28 0.5 0.12529-34 0.25 0.125ïîñëå 34 0 0.25Ïîäñêàçêà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èí�îðìàòèâíîñòè ñîîáùåíèÿ î ìîëîäîñòè ïîëüçóéòåñü�îðìóëîé 6.3 íà ñòð. 59.Çàäà÷à 6.25 (7) �Ó äîìèíîøêè X ÷èñëà ðàçíûå�. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè íàì ñîîáùèëèè ñêîëüêî åùå îñòàëîñü óçíàòü, ÷òîá îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü äîìèíîøêó? Ïðèäóìàéòåýëåìåíòàðíûå âîïðîñû, êîòîðûå íóæíî äëÿ ýòîãî çàäàòü.Çàäà÷à 6.26 (10) Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ 8a ñîñòîèò èç 7 îòëè÷íèêîâ, 16 õîðîøèñòîâ, 8òðîåøíèêîâ è 4 äâîå÷íèêîâ. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ñîîáùåíèè: à) Êîëÿ õî-ðîøèñò á) Êîëÿ íå äâîå÷íèê â) Êîëÿ ó÷èòñÿ áåç òðîåê ã) Êîëÿ íå îòëè÷íèê? Ñ÷èòàéòå,÷òî Êîëÿ � ñëó÷àéíûé ó÷åíèê èç 8à.Çàäà÷à 6.27 (8) Ó Êîëè â ïðîøëîì ó÷åáíîì ãîäó áûëî â 6 ïðåäìåòîâ è 4 ÷åòâåðòè. Íàìñêàçàëè, ÷òî ó íåãî íåò äâîåê è òðîåê. Ñêîëüêî èí�îðìàöèè íàì ñîîáùèëè?Çàäà÷à 6.28 (10) �åøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî íàì ñêàçàëè, ÷òî ó Êîëèðîâíî ïîëîâèíà ïÿòåðîê è ïîëîâèíà ÷åòâ¼ðîê â êàæäîé ÷åòâåðòè.Çàäà÷à 6.29 (9) Íàì èçâåñòíî, ÷òî 3 < π < 4. Ñêîëüêî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè îî ÷èñëå π ñîäåðæèòñÿ â çàïèñè

π = 3.14159265...?



64 Òåîðèÿ èí�îðìàöèè ÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈßÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ: Àëãîðèòìû ñæàòèÿ äàííûõÎäíî èç âàæíåéøèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè èí�îðìàöèè � ýòî àëãîðèòìû ñæàòèÿ äàííûõ.Íàïðèìåð òåêñòîâ. Åñëè áû êàæäàÿ áóêâà â ðóññêîì ÿçûêå èìåëà âåðîÿòíîñòü 1/32, òîìåðà íåîïðåäåëåííîñòè áóêâû áûëà ðàâíà H({ 1
32

, 1
32

, 1
32

, 1
32

, . . .}) = log 32 = 5. Íî ýòî íåòàê: î 0.09 â 0.038 ç 0.016 æ 0.007å, ¼ 0.072 ë 0.035 û 0.016 ø 0.006à 0.062 ê 0.028 á 0.014 þ 0.006è 0.062 ì 0.026 ü,ú 0.014 ö 0.004í 0.053 ä 0.025 ã 0.013 ù 0.003ò 0.053 ï 0.023 ÷ 0.012 ý 0.003ñ 0.045 ó 0.021 é 0.01 � 0.002ð 0.04 ÿ 0.018 õ 0.009Çàäà÷à 6.30 Äàíà òàáëèöà ÷àñòîò áóêâ ðóññêîãî ÿçûêà. Îöåíèòå êîëè÷åñòâî áèò,ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíó áóêâó â ý��åêòèâíî çààðõèâèðîâàííîì òåêñòå íà ðóññêîì ÿçû-êå.Îòâåò: Ñàìûé èçâåñòíûé ìåòîä àðõèâèðîâàíèÿ èñïîëüçóþùèé ðàçëè÷èÿ â ÷àñòîòàõ(íåðàâíîìåðíîñòü ãèñòîãðàììû ÷àñòîò) ïîÿâëåíèÿ áóêâ � ýòî Àëãîðèòì Õà��ìàíà(Hu�man). Ïðè ñæàòèè òåêñòà ýòèì ìåòîäîì â ñðåäíåì íà îäíó áóêâó ïðèõîäèòñÿ ñòîëüêîáèò, êàêîâà ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå ðóññêîãî ÿçûêà H =
∑

pi log pi = 3.9, òîåñòü îêîëî 4 áèò íà îäíó áóêâó. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà àë�àâèòà ðàâíà 32 è ÷èñëî áèò íåîá-õîäèìîå äëÿ îáû÷íîé ïåðåäà÷è áóêâû ðàâíî log 32 = 5. Êîäèðîâàíèå Õà��ìàíà â ñëó÷àåðóññêîãî àë�àâèòà ïîçâîëÿåò ñæàòü äàííûå â 5/4 ðàçà. Ý��åêòèâíàÿ äëèíà àë�àâèòàðàâíà 2H ≈ 15, à íå 32.Çàäà÷à 6.31 (9) Ñêîëüêî êèëîáàéò èí�îðìàöèè ( 1K = 1 êèëîáàéò = 210 = 1024 áàéò= 8 · 1024 áèò) ñîäåðæèòñÿ â ïðîèçâåäåíèè Òîëñòîãî �Àííà Êàðåíèíà�, åñëè â í¼ì âñåãîîêîëî 1550000 áóêâ (áåç ïðîáåëîâ).Îòâåò: 1550000 · 3.9/(8 · 1024) ≈ 738K.ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ: Îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé äëÿïðîöåäóðû óïîðÿäî÷èâàíèÿÇàäà÷à 6.32 Âàñÿ ïåðåñòàâèë ìåñòàìè ÷èñëà {1, 2, 3, 4}. Ñêîëüêî âîïðîñîâ íóæíî çà-äàòü Âàñå, ÷òîáû óçíàòü ó íåãî, êàêóþ ïåðåñòàíîâêó îí îñóùåñòâèë?�åøåíèå. Âñåãî âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ 4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24 øòó-êè. Ïîýòîìó íàì íóæíî âûâåäàòü log 24 ≈ 4.58 áèò. Ïðèäåòñÿ çàäàòü 5 ýëåìåíòàðíûõâîïðîñîâ.Åñëè ìû äàåì çàäà÷ó êîìïüþòåðó óïîðÿäî÷èòü n ýëåìåíòîâ, òî åìó ïðèäåòñÿ çàäàòüïî ìåíüøåé ìåðå log n! ýëåìåíòàðíûõ âîïðîñîâ (èìåííî òàêèìè ýëåìåíòàðíûìè âîïðî-ñàìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûå ïåðåõîäû àññåìáëåðà êîìïüþòåðà). Êðîìå çàäàâàíèÿ âîïðîñîâ,àëãîðèòìó íà êîìïüþòåðå ïðèäåòñÿ åùå çàíèìàòüñÿ ïåðåòàñêèâàíèåì ýëåìåíòîâ ñ ìåñòàíà ìåñòî, ÷òîáû âûñòðîèòü èõ ïîïîðÿäêó. Íî êàê áû òàì íè áûëî, log n! ≈ n(log n − 1)



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 65äà¼ò íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ êîëè÷åñòâà îïåðàöèé ëþáîãî óïîðÿäî÷èâàþùåãî àëãîðèòìà.Ýòà ãðàíèöà ïðàêòè÷åñêè äîñòèãàåòñÿ â àëãîðèòìàõ MergeSort, BinaryInsertion è äð.Íèæå ïðèâåä¼í ðÿä log n! äëÿ n = 1, 2, 3, ..., 14 è ãðà�èê ýòîãî ÷èñëåííîãî ðÿäà.
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�èñ. 6.6: �ðà�èê ëîãàðè�ìà îò �àêòîðèàëà, f(n) = log2 n!.Àëãîðèòìû óïîðÿäî÷èâàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå. Àññèìïòîòè÷åñêîå ïî-âåäåíèå àëãîðèòìîâ ïðè áîëüøèõ n î÷åíü âàæíî.ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ: Êîä ÕåììèíãàÇàìåíèì òåðìèí �îáîáùåííûé âðóí� íà �èí�îðìàöèîííûé êàíàë�. Èí�îðìàöèîííûéêàíàë � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ �èçè÷åñêàÿ ñðåäà ó êîòîðîé åñòü âõîä è âûõîä. Ìû ïîìåùàåìñîîáùåíèå íà âõîä, æåëàÿ ïåðåäàòü åãî íà âûõîä. Â èäåàëüíîì ñëó÷àå, îíî â íåèçìåííîìâèäå ïðèõîäèò íà âûõîä. Íî îáû÷íî â òåëå�îííûõ ïðîâîäàõ, ðàäèî ý�èðå, ïðè ïåðåäà÷å÷åðåç ñïóòíèê èëè èç-çà øóìîâ â êîìïüþòåðíûõ ïðîöåññîðàõ â ñèãíàë çàêðàäûâàþòñÿïîìåõè.Ñ ïîìåõàìè ìîæíî áîðîòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Îäèí èç ñïîñîáîâ � ïðèìåíÿòü ïîìåõî-óñòîé÷èâîå êîäèðîâàíèå. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: êàæäûé áèò ìû øëåì ïÿòü ðàç; âìåñòî
0, 1 áóäåì ïåðåäàâàòü 00000, 11111.Åñëè ïîëó÷àòåëü ïîëó÷èò ñëîâî 0001010111, òî ñêîðåå âñåãî èñõîäíîå ñëîâî èìåëî âèä
0000011111, ÷òî îçíà÷àåò 01. Çàùèòîé îò ïîìåõ ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü, êàê ãîâîðÿò, óâåëè-÷åíèåì �òðà�èêà� � â äàííîì ïðèìåðå íàì ïðèõîäèòñÿ ïåðåñûëàòü â ïÿòü ðàç áîëüøåáèò. Êîý��èöèåíò ðàçäóâàíèÿ ðàâåí 5, à êîý��èöèåíò ïîëåçíîãî ñîäåðæàíèÿ ðàâåíÊÏÑ = 1/5. ÊÏÑ íàçûâàþò åù¼ ñêîðîñòüþ êîäà.×òîáû ïðè ïåðåäà÷å ñëîâà, íà âûõîäå åãî ïðîèíòåðïðåòèðîâàëè íåïðàâèëüíî, ïîìåõàìíóæíî èíâåðòèðîâàòü ìèíèìóì òðè áèòà â ãðóïïå èç ïÿòè áèò, à äâîéíûå îøèáêè â ãðóïïåèç 5 áèò íàì íå ñòðàøíû. Åñëè ìû áóäåì ïîâòîðÿòü êàæäûé áèò 3 ðàçà, òî íàì íå ñòðàøíûáóäóò îäèíî÷íûå îøèáêè â ñëîâàõ äëèíû 3.Ñ ïîìîùüþ êîäîâ Õåììèíãà ìîæíî ý��åêòèâíåå, íåæåëè ïðîñòûì ïîâòîðåíèåì, ñïà-ñàòüñÿ îò îäèíî÷íûõ îøèáîê.Â ÷àñòíîñòè, ïðè êîäèðîâàíèè 11 áèò ïîëó÷àåòñÿ ñëîâî äëèííîé 15 áèò, è ÊÏÑ = 11

15
.Îöåíèì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíòðîëüíûõ ðàçðÿäîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ èñïðàâëå-íèÿ îäèíî÷íûõ îøèáîê. Ïóñòü ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò m áèò, è ìû äîáàâëÿåì



66 Òåîðèÿ èí�îðìàöèè ÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈßåù¼ r êîíòðîëüíûõ. Êàæäîå èç 2m ïðàâèëüíûõ ñîîáùåíèé èìååò n = m + r åãî íåïðà-âèëüíûõ âàðèàíòîâ ñ îøèáêîé â îäíîì áèòå. Âñåãî áèò n = m + r è ñòîëüêî æå âîçìîæíîîäèíî÷íûõ îøèáîê.Òàêèìè îáðàçîì, ñ êàæäûì èç 2m ñîîáùåíèé ñâÿçàíî ìíîæåñòâî èç n + 1 ñëîâ, èýòè ìíîæåñòâà íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ. Íå äîëæíû, ïîòîìó ÷òî ìû õîòèì, ÷òîáû îäíàîøèáêà íå âûâîäèëà íàñ èç êëàññà èñõîäíîãî ñëîâà, ÷òîáû ìû ìîãëè åãî âîññòàíîâèòü.Òàê êàê îáùåå ÷èñëî ñëîâ 2n, òî
(n + 1)2m 6 2n

(m + r + 1) 6 2r.Ýòîò òåîðåòè÷åñêèé ïðåäåë äîñòèæèì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî Õåì-ìèíãîì. Èäåÿ åãî â ñëåäóþùåì: âñå áèòû, íîìåðà êîòîðûõ åñòü ñòåïåíü 2, � êîíòðîëü-íûå, îñòàëüíûå áèòû � áèòû ñîîáùåíèÿ. Êàæäûé êîíòðîëüíûé áèò îòâå÷àåò çà ÷¼òíîñòüñóììû íåêîòîðîé ãðóïïû áèò. Îäèí è òîò æå áèò ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê ðàçíûì ãðóïïàì.×òîáû îïðåäåëèòü êàêèå êîíòðîëüíûå áèòû êîíòðîëèðóþò áèò â ïîçèöèè k, íàäî ðàçëî-æèòü k ïî ñòåïåíÿì äâîéêè. Åñëè k = 11 = 8 + 2 + 1, òî ýòîò 11-ûé áèò îòíîñèòñÿ ê òð¼ìãðóïïàì � ê ãðóïïå, ÷üÿ ÷¼òíîñòü ïîäñ÷èòûâàåòñÿ â 1-îì áèòå, ê ãðóïïå, ÷üÿ ÷åòîñòü ïîä-ñ÷èòûâàåòñÿ âî 2-îì áèòå, è ê ãðóïïå 8-îãî áèòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êîíòðîëüíûé áèò ñíîìåðîì 2k çàíîñèòñÿ ñóììà (ïî ìîäóëþ 2) áèò ñ íîìåðàìè, êîòîðûå èìåþò â ðàçëîæåíèèïî ñòåïåíÿì äâîéêè ñòåïåíü 2k:
b1 = b3 + b5 + b7 + . . .
b2 = b3 + b6 + b7 + b10 + b11 + b14 + b15 . . .
b4 = b5 + b6 + b7 + b12 + b13 + b14 + b15 . . .
b8 = b9 + b10 + b11 + b12 + b13 + b14 + b15 . . .

(6.5)Ïðèìåð äëÿ êîäà Õåììèíãà ñ n = 15, m = 11, r = 4:10110100111 → 0 0 1 1 011 0 0100111
b1 b2b3b4 b8b9 b15Ïîëó÷èâ ñëîâî, ìû ïðîâåðÿåì êàæäûé êîíòðîëüíûé áèò íà ïðåäìåò ïðàâèëüíîñòè÷¼òíîñòè è ñêëàäûâàåì íîìåðà êîíòðîëüíûõ áèò, â êîòîðûõ íàðóøåíà ÷¼òíîñòü. Ïîëó-÷åííîå ÷èñëî, åñòü XOR íîìåðîâ áèò, ãäå ïðîèçîøëà îøèáêà. Åñëè îøèáêà îäíà, òî ýòî÷èñëî åñòü ïðîñòî íîìåð îøèáî÷íîãî áèòà.Íàïðèìåð, åñëè â êîíòðîëüíûõ ðàçðÿäàõ 1, 2, 8 îáíàðóæåíî íåñîâïàäåíèå ÷¼òíîñòè, òîîøèáêà â 11 ðàçðÿäå, òàê êàê òîëüêî îí ñâÿçàí îäíîâðåìåííî ñ ýòèìè òðåìÿ êîíòðîëüíûìèðàçðÿäàìè.Çàäà÷à 6.33 (11) Çàêîäèðóéòå ìåòîäîì Õåììèíãà ñëîâî 1111.Çàäà÷à 6.34 (11) Çàêîäèðóéòå ñëîâî 11111111111 (11 åäèíè÷åê).Çàäà÷à 6.35 (11) Íà âûõîäå ñëîâî 1011011. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè è áûëà îøèáêà, òî òîëüêîâ îäíîì áèòå. Êàêîå ñëîâî ïåðåäàëè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Õåììèíãà?Åñòü �óíäàìåíòàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíîñòè ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ.Åñëè ìû îðãàíèçóåì ïðîòîêîë ïåðåäà÷è äàííûõ, èñïîëüçóþùèé ïîìåõîóñòîé÷èâûå êîäû,òî ñêîðîñòü ïåðåäà÷è âñåãäà áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïðîïóñêíàÿ Øåííîíîâñêàÿ ñïîñîáíîñòü�èçè÷åñêîãî êàíàëà äàííûõ. �ðóáî ãîâîðÿ,ÊÏÑ(êîäèðîâàíèÿ) 6 v(êàíàëà).
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�àññêàç 7ËîãèêàÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÂÅÄÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈÏëàí çàíÿòèÿ
• Ëîãèêà è êðèìèíàë
• Äåëî Áðàóíà, Äæîíà è Ñìèòà
• ßçûê ëîãèêè
• Îïèñàíèå ñâîéñòâ ïðîñòûõ ÷èñåëß íå õîòåë áîëüøåãî íàñëàæäåíèÿ, êàê ñëåäîâàòü çàÕîëìñîì âî âðåìÿ åãî ïðî�åññèîíàëüíûõ çàíÿòèé èëþáîâàòüñÿ åãî ñòðåìèòåëüíîé ìûñëüþ. Ïîðîé êà-çàëîñü, ÷òî îí ðåøàåò ïðåäëàãàåìûå åìó çàãàäêè íåðàçóìîì, à êàêèì-òî âäîõíîâåííûì ÷óòüåì, íî íàñàìîì äåëå âñå åãî âûâîäû áûëè îñíîâàíû íà òî÷íîéè ñòðîãîé ëîãèêå.Àðòóð Êîíàí Äîéë �Ïåñòðàÿ ëåíòà�Ëîãèêà è êðèìèíàëØåðëîê Õîëìñ, êàê îí ñàì ëþáèë ãîâîðèòü, â ñîâåðøåíñòâå âëàäåë äåäóêòèâíûì ìå-òîäîì. Îí èìåë ïåðåä ñîáîé ðÿä óëèê è, ïðîâîäÿ äåäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ, âû÷èñëÿëïðåñòóïíèêà.Ìåòîä, êîòîðûì ïîëüçîâàëñÿ Øåðëîê Õîëìñ, ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòîäîì àíàëèòè÷å-ñêèõ èëè ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Íàóêà, êîòîðàÿ èçó÷àåò çàêîíû ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè-÷åñêèõ ðàññóæäåíèé è ÿçûê, íà êîòîðîì èõ ìîæíî çàïèñûâàòü, íàçûâàåòñÿ ëîãèêîé.Äàâàéòå ðàçáåðåì äåëî îá óêðàäåíîé ìóêå.Äåëî 7.1 (î ìóêå) Â Ñòðàíå ×óäåñ ïðîâîäèëîñü ñëåäñòâèå ïî äåëó îá óêðàäåííîé ìóêå.Íà ñóäå Ìàðòîâñêèé Çàÿö çàÿâèë, ÷òî ìóêó óêðàë Áîëâàíùèê. Â ñâîþ î÷åðåäü Áîëâàí-ùèê è Ñîíÿ äàëè ïîêàçàíèÿ, êîòîðûå ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íå áûëè çàïèñàíû. Óëèêèóêàçûâàþò íà òî, ÷òî ìóêó óêðàë ëèøü îäèí èç òðåõ ïîäîçðåâàåìûõ. Êðîìå òîãî, ñóäíàïîèë ïîäîçðåâàåìûõ âîëøåáíûì ñðåäñòâîì, êîòîðîå äåéñòâóåò ëèøü íà âèíîâíîãî.Îíî äåëàåò åãî ïðàâäèâûì, íå ñïîñîáíûì ê âðàíüþ. Êòî óêðàë ìóêó?Õîä ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ìîæåò áûòü òàêèì:1. Ìóêó óêðàë íå Ìàðòîâñêèé çàÿöÏóñòü ýòî íå òàê, è ìóêó óêðàë Çàÿö, òîãäà



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 691. Åãî ïîêàçàíèÿ ïðàâäèâû.2. À çíà÷èò ìóêó óêðàë Áîëâàíùèê.3. Íî âîðèøêà òîëüêî îäèí, çíà÷èò ýòî íå Çàÿö.4. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ìóêó óêðàë Çàÿö è êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èëè, ÷òî îí å¼ íåêðàë � ïðîòèâîðå÷èå.Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî � áàçîâûé ìåòîä ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.2. Ìóêó óêðàë íå ÁîëâàíùèêÏóñòü ýòî íå òàê. È ìóêó óêðàë Áîëâàíùèê, òîãäà1. Ïîêàçàíèÿ Çàéöà ïðàâäèâû2. Òîëüêî âîðèøêà ñêàçàë ïðàâäó, çíà÷èò çàÿö � âîðèøêà.3. Íî âîðèøêà òîëüêî îäèí, çíà÷èò ýòî íå Áîëâàíùèê.4. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ìóêó óêðàë Áîëâàíùèê è êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èëè, ÷òî îíå¼ íå êðàë � ïðîòèâîðå÷èå.Îòâåò: Ìóêó óêðàëà Ñîíÿ.Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äàëüíåéøåìó èññëåäîâàíèþ ñåðü¼çíûõ êðèìèíàëüíûõ äåë,ñäåëàåì íåáîëüøóþ ðàçìèíêó.Çàäà÷à 7.1 Ñîíþ ïîñàäèëè â òþðüìó. Îíà ïðîñèäåëà â òþðüìå 2 ìåñÿöà. Åé îñòàëîñüïðîñèäåòü ñòîëüêî, ñêîëüêî îñòàëîñü áû ïðîñèäåòü, åñëè áû îíà ïðîñèäåëà ñòîëüêî, ñêîëü-êî îñòàëîñü ïðîñèäåòü. Êàêîé ñðîê äàþò â Ñòðàíå ×óäåñ çà êðàæó ìóêè?Äåëî 7.2 (Áðàóíà, Äæîíà è Ñìèòà) Îäèí èç íèõ ñîâåðøèë ïðåñòóïëåíèå. Â õîäåñëåäñòâèÿ êàæäûé èç íèõ ñäåëàë ïî äâà çàÿâëåíèÿ. Áðàóí: �ß íå äåëàë ýòîãî. Äæîííå äåëàë ýòîãî�. Ñìèò: �ß íå äåëàë ýòîãî. Ýòî ñäåëàë Áðàóí.� Äæîí: �Áðàóí íå äåëàë ýòî-ãî. Ýòî ñäåëàë Ñìèò.� Ïîòîì îêàçàëîñü, ÷òî îäèí èç íèõ äâàæäû ñêàçàë ïðàâäó, äðóãîé� äâàæäû ñîëãàë, òðåòèé � ðàç ñêàçàë ïðàâäó, ðàç ñîëãàë.×òîáû îáëåã÷èòü ðàçáîð äåëà äàâàéòå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òð¼õ óòâåðæäåíèé:Á = �Áðàóí ñîâåðøèë ïðåñòóïëåíèå�.Ñ = �Ñìèò ñîâåðøèë ïðåñòóïëåíèå�.Ä = �Äæîí ñîâåðøèë ïðåñòóïëåíèå�.Ïàëî÷êîé ñâåðõó áóäåì îáîçíà÷àòü îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ. Òîãäà, óòâåðæäåíèÿ ïî-äîçðåâàåìûõ ìîæíî çàïèñàòü òàê.
b1 = Á, b2 = Ä
s1 = C, s2 = Á
d1 = Á, d2 = CÄàëüøå íóæíî äåëàòü ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ è ïðîâåðÿòü óäîâëåòâîðÿþò ëè îíèóñëîâèÿì, îïèñàííûì â äåëå Äæîíà, Áðàóíà è Ñìèòà.Íàïðèìåð, ïóñòü âåðíû äâà âûñêàçûâàíèÿ Áðàóíà (b1 è b2). Òîãäà âåðíî d1. À çíà÷èò

d2 íåâåðíî, òàê êàê òîëüêî îäèí èç ïîäîçðåâàåìûõ äâàæäû ñêàçàë ïðàâäó, à ìû ïðåäïîëî-æèëè ÷òî ýòî Áðàóí. Èç òîãî ÷òî íåâåðíî d2, ñëåäóåò, ÷òî âåðíî s1. Íî îáà âûñêàçûâàíèÿÑìèòà äîëæíû áûòü ëîæíû, òàê êàê Áðàóí äâàæäû ñêàçàë ïðàâäó, à Äæîí îäèí ðàç ñî-âðàë è îäèí ðàç ñêàçàë ïðàâäó. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò Áðàóí ñîâðàë ëèáî îäèí,ëèáî îáà ðàçà.



70 Ëîãèêà ÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÂÅÄÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈÇàäà÷à 7.2 Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðàâäèâîñòè îáîèõ âûñêàçûâàíèéÄæîíà. Óäîâëåòâîðÿåò ëè ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèòóàöèÿ îïèñàíèþ äåëà?Ìîæíî ïîïðîáîâàòü äåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ äðóãîãî òèïà. Íàïðèìåð, åñëè ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî Ñìèò � ïðåñòóïíèê, òî ñðàçó ïîëó÷èì òàêóþ òàáëè÷êó èñòèííîñòè âûñêàçû-âàíèé ïîäîçðåâàåìûõ. 1 2b + +ñ − −d + +Ýòà òàáëè÷êà íå óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåìó óòâåðæäåíèþ äåëà, òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ,÷òî Áðàóí è Äæîí äâàæäû ñêàçàëè ïðàâäó.Çàäà÷à 7.3 Ïðåäïîëîæèòå, ÷òî ïðåñòóïíèê Áðàóí. Íàðèñóéòå òàáëè÷êó ïðàâäèâî-ñòè, âûñêàçûâàíèé b1, b2, s1, s2, d1, d2, íå ïðèíèìàÿ â ðàñ÷åò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèåäåëà.Çàäà÷à 7.4 Êòî ïðåñòóïíèê â äåëå Äæîíà, Ñìèòà è Áðàóíà?Äåëî 7.3 (Î áàíêå âàðåíüÿ) Îäèí èç ïÿòè áðàòüåâ ñúåë áåç ñïðîñà áàíêó âàðåíüÿ.Àíäðåé ñêàçàë: �Ýòî Âèòÿ èëè Òîëÿ�. Âèòÿ ñêàçàë: �Ýòî ñäåëàë íå ÿ è íå Þðà�. Òîëÿñêàçàë: �Âû îáà øóòèòå�. Äèìà ñêàçàë: �Íåò, îäèí èç íèõ ñêàçàë ïðàâäó, à äðóãîé � íåò�.Þðà ñêàçàë: �Íåò, Äèìà, òû íå ïðàâ.� Ìàìà çíàåò, ÷òî òðîå èç åå ñûíîâåé âñåãäà ãîâîðÿòïðàâäó. Êòî ñúåë âàðåíüå?Äåëî 7.4 (îá îãðàáëåíèè) Òðè ïîäîçðåâàåìûõ A, B è C. Èçâåñòíî, ÷òî 1) åñëè âèíîâåí
A, à B íåâèíîâåí, òî C âèíîâåí. 2) C íèêîãäà íå õîäèò íà äåëî îäèí, 3) ïî êðàéíåé ìåðåîäèí èç íèõ âèíîâåí.Äàâàéòå çàïèøåì ïîñëåäíèå òðè óòâåðæäåíèÿ â òàêîì âèäå1) (A ∩ B) ⇒ C2) C ⇒ (A ∪ B)3) (A ∪ B ∪ C)Ïîä áóêâàìè A,B,C ìû çäåñü ïîíèìàåì óòâåðæäåíèÿ î âèíîâíîñòè A,B,C ñîîòâåò-ñòâåííî: A = �A âèíîâåí�, A = �A íåâèíîâåí�. Ñòðåëî÷êà ⇒ îçíà÷àåò �ñëåäîâàòåëüíî�,
∪ � �ÈËÈ�, ∩ � �È�.Çàäà÷à 7.5 Äîêàæèòå, ÷òî ñèòóàöèÿ A,B, C óäîâëåòâîðÿåò �àêòàì, èçëîæåííûì âäåëå, à A,B,C íå óäîâëåòâîðÿåò. Êàêèå åùå ñèòóàöèè óäîâëåòâîðÿþò �àêòàì?Çàäà÷à 7.6 Ìîæíî ëè õîòÿ áû ïðî îäíîãî èç ïîäîçðåâàåìûõ ñêàçàòü, ÷òî îí âèíîâåí?



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 71ßçûê ëîãè÷åñêèõ âûñêàçûâàíèéÏðèâåä¼ì ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ çàïèñè óòâåðæäåíèé ëîãèêè.
⇒ � ñëåäîâàòåëüíî
⇐ � òàê êàê (ïîñêîëüêó)
⇔ � ðàâíîñèëüíî (òî æå ñàìîå, ÷òî è) . . .
∃ � ñóùåñòâóåò
∀ � ëþáîé (äëÿ âñåõ)
∈ � ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó . . .
⊂ � ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì (÷àñòüþ) . . .èëè ñîâïàäàåò ñ . . .
∩ � È
, � È
∪ � ÈËÈ
: � òàêîé(îå/àÿ/èå), ÷òîÍàïðèìåð, óòâåðæäåíèå�×èñëî ïðîñòîå, åñëè ó íåãî íåò äåëèòåëåé,îòëè÷íûõ îò íåãî èëè åäèíèöû�ìîæíî çàïèñàòü òàê:�n ∈ P ⇔ ( (m ∈ N, n

...m) ⇒ (m = 1 ∪ m = n) )�.Áóêâîé P îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Çàïèñü (n
...m) îçíà÷àåò, ÷òî n äåëèò-ñÿ íàöåëî (áåç îñòàòêà) íà ÷èñëî m. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè îïðåäåëåíèåììíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå òîæäåñòâà:

P = {n |n,m ∈ N, (n
...m) ⇒ (m = 1 ∪ m = n)}Óòâåðæäåíèå �n äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà m� ìîæíî ðàñïèñàòü ïîäðîáíî:

(n,m ∈ N, n
...m) ⇔ (∃k ∈ N : n = k · m)Ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 1 � ïðîñòîå ÷èñëî.Çàäà÷à 7.7 Ïåðåâåäèòå íà åñòåñòâåííûé ÿçûê óòâåðæäåíèå

n ∈ P ⇔ ( (k, l ∈ N, n = k · l) ⇒ (k = 1 ∩ l = 1) ).Âåðíî ëè îíî?Çàäà÷à 7.8 Âåðíî ëè, ÷òî (m ∈ P ∪ n ∈ P) ⇒ (m · n) ∈ P ?Çàäà÷à 7.9 ×òî îçíà÷àþò óòâåðæäåíèÿ �n /∈ P ⇒ n2 /∈ P� è �n /∈ P ⇐ n2 /∈ P� ? Êàêîå èçíèõ âåðíî?Çàäà÷à 7.10 ×òî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà P ïðîñòûõ ÷èñåë:
∀M ⊂ P ∃x : x ∈ P ∩ x /∈ M ?Äîêàæèòå, ÷òî ýòî âåðíîå ñâîéñòâî.



72 Ëîãèêà ÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÂÅÄÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈÎñòðîâ ëæåöîâ è ðûöàðåéÍà îäíîì îñòðîâå æèâóò ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà âðóò, è ðûöàðè, êîòîðûå ãîâîðÿò ïðàâäó.Ïî èõ âèäó ñëîæíî îïðåäåëèòü, êòî èç íèõ ðûöàðü à êòî ëæåö. Íî èì ìîæíî çàäàâàòüâîïðîñû.Çàäà÷à 7.11 ×òî îòâåòèò íà âîïðîñ �Êòî òû?� æèòåëü ýòîãî îñòðîâà?Çàäà÷à 7.12 ×òî îòâåòèò íà âîïðîñ �×òî áû òû ìíå îòâåòèë, åñëè âû ÿ ñïðîñèëòåáÿ êòî òû, ëæåö èëè ðûöàðü?� æèòåëü ýòîãî îñòðîâà?Çàäà÷à 7.13 Âû âñòðåòèëè äâóõ æèòåëåé îñòðîâà. Íà âîïðîñ �êòî âû?� îíè îòâåòè-ëè: A � �Ìû ðûöàðè!�, B � �A � ëæåö, ÿ � ðûöàðü.� Êòî îíè íà ñàìîì äåëå?Çàäà÷à 7.14 Îäèí èç æèòåëåé ñêàçàë: �Åñëè ÿ ðûöàðü, òî ÿ ñúåì ñîáñòâåííóþ øëÿïó�.Äîêàæèòå, ÷òî åìó ïðèä¼òñÿ ñúåñòü ñâîþ øëÿïó.Ïîäñêàçêà. Óòâåðæäåíèå �Åñëè 2 × 2 = 5, òî ÿ Âèííè Ïóõ� âåðíî âñåãäà, íåçàâèñèìîîò òîãî, êòî åãî ãîâîðèò. Ïîñìîòðèòå íà òàáëè÷êó èñòèííîñòè A ⇒ B è A ⇒ B:
A B A ⇒ B A ⇒ B
+ + + −
− + + −
+ − − +
− − + −Ïîèãðàéòå â òàêóþ èãðó.Èãðà. Òðîå âûõîäÿò èç êëàññà è çàãàäûâàþò êòî èç íèõ ëæåö, à êòî ðûöàðü. Çàòåì îíèçàõîäÿò â êëàññ è îñòàëüíûå çàäàþò èì âîïðîñû òèïà �Âåðíî ëè, ÷òî A è B ðûöàðè?�,�Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè A è C åñòü ëæåö?�, �×òî ñêàæåò C åñëè ÿ ñïðîøó åãî, êòî îí òàêîé?�.Íà âîïðîñ �Âåðíî ëè, ÷òî 2 × 2 = 4?� è äðóãèå, ïîîáíûå ýòîìó, îòâåòîâ íå äà¼òñÿ.Êîíòðîëüíûå çàäà÷èÇàäà÷à 7.15 Åñòü òðè ïîäîçðåâàåìûõ A, B è C ïî äåëó îá óãîíå ìàøèíû ñ òîâàðîì.Èçâåñòíî, ÷òî 1) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ íåâèíîâåí, 2) C è A õîäÿò íà äåëî âìåñòå,3) B íå óìååò âîäèòü ìàøèíó. Çàïèøèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ íà ÿçûêå ëîãèêè è âûÿñíèòå,êàêèå âûâîäû ìîæíî èç íèõ ñäåëàòü. Ìîæíî ëè íàâåðíÿêà ñêàçàòü, ÷òî A âèíîâåí?Çàäà÷à 7.16 Äâà æèòåëÿ îñòðîâà ëæåöîâ è ðûöàðåé ñêàçàëè: A � �B ëæåö�, B � �ìû ñ Aðàçíîãî òèïà�. Êòî èç íèõ êòî?Çàäà÷à 7.17 Ó ÄîíÆóàíà ñïðîñèëè�Âåðíî ëè, ÷òî åñëè âû ëþáèòå Áåòòè, òî âû ëþáèòåè Äæåðè?�. Îí îòâåòèë �Åñëè ýòî âåðíî, òî ÿ ëþáëþ Áåòòè.� Ëþáèò ëè Äîí Æóàí Áåòòè,åñëè îí ñêàçàë ïðàâäó? Ëþáèò ëè Äîí Æóàí Áåòòè, åñëè îí åãî óòâåðæäåíèå ëîæíî?Çàäà÷à 7.18 Çàïèøèòå ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèé óòâåðæäåíèÿ:à) Ìíîæåñòâà A è B ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå ñîâïàäàþò.á) ×èñëî ñîñòàâíîå, åñëè ó íåãî åñòü äåëèòåëü íåðàâíûé åìó è åäèíèöå.â) Ìíîæåñòâî A êîíå÷íî.ã) Ìíîæåñòâî A åñòü ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë.ä) Ìíîæåñòâî A åñòü ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k+1.å) Ìíîæåñòâî A åñòü ìíîæåñòâî ÷èñåë, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íà ïîëíûé êâàäðàò.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 73Çàäà÷à 7.19 Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë. Âåðíî ëè, ÷òî
(m ∈ M ∩ n ∈ M) ⇒ (m · n) ∈ M ?Çàäà÷à 7.20 Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë. Âåðíî ëè, ÷òî
(m ∈ M ∪ n ∈ M) ⇐ (m · n) ∈ M ?Çàäà÷à 7.21 Êàêèå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü èç óâåðæäåíèÿ m,n ∈ N, (m · n) ∈ PÇàäà÷à 7.22 Èç óòâåðæäåíèé �÷èñëî äåëèòñÿ íà 2�, �÷èñëî äåëèòñÿ íà 4�, �÷èñëî äåëèòñÿíà 12�, �÷èñëî äåëèòñÿ íà 24� òðè âåðíûõ, à îäíî íåâåðíîå. Êàêîå èìåííî?Çàäà÷à 7.23 (�äå îøèáêà?)a) Ïåòèíà ìàìà ñêàçàëà: �Âñå ÷åìïèîíû õîðîøî ó÷àòñÿ.� Ïåòÿ ãîâîðèò: �ß õîðîøî ó÷óñü.Çíà÷èò, ÿ ÷åìïèîí.�á) Âñå ëîøàäè ðûæèå. Äîêàæåì ýòî Ìåòîäîì Ìàòåìàòè÷åñêîé Èíäóêöèè. Ïîíÿòíîå äåëî÷òî îäíà ðûæàÿ ëîøàäü íàéäåòñÿ � ýòî ÁÀÇÀ èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå äî-êàçàëè, ÷òî ëþáûå k ëîøàäåé ðûæèå. Âîçüì¼ì ëþáîå ìíîæåñòâî èç k + 1 ëîøàäè. ØÀ�èíäóêöèè: Äîêàæåì ÷òî îíè ðûæèå. Óáåðåì îäíó ëîøàäü. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-öèè îñòàâøèåñÿ ëîùàäè ðûæèå. Âåðíåì ýòó ëîøàäü îáðàòíî è óáåðåì äðóãóþ ëîøàäü.Îñòàâøèåñÿ ëîøàäè îïÿòü ðûæèå. Çíà÷èò âñå (k + 1) ëîøàäåé ðûæèå.â) �Íà Þïèòåðå ìíîãî êîíîïëè. Äåéñòâèòåëüíî, çà÷åì íóæíà Ëóíà? ×òîáû óêàçûâàòüïóòü ìîðåõîäàì, êîãäà íåò Ñîëíöà. Íà Þïèòåðå 4 ëóíû, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî ìîðåõîäîâ,ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî êîðàáëåé, ñëåäîâàòåëüíî, íàäî ìíîãî ñíàñòåé, êîòîðûå äåëàþò èçêîíîïëè, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî êîíîïëè.� (øóòêà �þéãåíñà)Çàäà÷à 7.24 Â çàáåãå øåñòè ñïîðòñìåíîâ Àíäðåé îòñòàë îò Áîðèñà è åùå îò äâóõ ñïîðòñ-ìåíîâ. Âèêòîð �èíèøèðîâàë ïîñëå Äìèòðèÿ, íî ðàíåå �åííàäèÿ. Äìèòðèé îïåðåäèë Áî-ðèñà, íî âñå æå ïðèøåë ïîñëå Åâãåíèÿ. Êàêîå ìåñòî çàíÿë êàæäûé ñïîðòñìåí?Çàäà÷à 7.25 Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé áåëîáðûñûé ìàòåìàòèê øèçèê. Âåðíî ëè, ÷òî a) êàæ-äûé íå áåëîáðûñûé íå ìàòåìàòèê íå øèçèê? á) êàæäûé áåëîáðûñûé íå øèçèê íå ìàòå-ìàòèê?Çàäà÷à 7.26 Êîðíååâ, Äîêøèí, Ìàðååâ è Ñêîáåëåâ � æèòåëè íàøåãî ãîðîäà. Èõ ïðî-�åññèè � ïåêàðü, âðà÷ èíæåíåð è ìèëèöèîíåð.1. Êîðíååâ è Äîêøèí � ñîñåäè è âñåãäà íà ðàáîòó åçäÿò âìåñòå2. Äîêøèí ñòàðøå Ìàðååâà3. Êîðíååâ ðåãóëÿðíî îáûãðûâàåò Ñêîáåëåâà â ïèíã-ïîíã4. Ïåêàðü íà ðàáîòó âñåãäà õîäèò ïåøêîì5. Ìèëèöèîíåð íå æèâåò ðÿäîì ñ âðà÷îì6. Èíæåíåð è ìèëèöèîíåð âñòðå÷àëèñü åäèíñòâåííûé ðàç, êîãäà ìèëèöèîíåð îøòðà�îâàëèíæåíåðà çà íàðóøåíèå ïðàâèë óëè÷íîãî äâèæåíèÿ.7. Ìèëèöèîíåð ñòàðøå âðà÷à è èíæåíåðàÎïðåäåëèòå, êòî ÷åì çàíèìàåòñÿ.



�àññêàç 8Òåîðèÿ ìíîæåñòâÍÅÏÎÑÒÈÆÈÌÀßÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜÏëàí çàíÿòèÿ
• Ïðåäàòåëè êîðîëåâñòâà Áåñêîíå÷íîñòåé
• Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
• Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè è ìîùíîñòÿìè
• Ìîùíîñòü îòðåçêà [0, 1]. Äèàãîíàëüíûé ìåòîä. Íèêòî íå èçãîíèò íàñ èç ðàÿ,ñîçäàííîãî äëÿ íàñ Êàíòîðîì.Ä.�èëüáåðò×òî òàêîå ìíîæåñòâî? Ñëîâî ýòî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïîâñåäíåâíîé ðå÷è � ìû ãîâîðèìî �ìíîæåñòâî äåë� èëè �ìíîæåñòâå ëþäåé�. Â ìàòåìàòèêå ìû òîæå èìååì äåëî ñ ðàçëè÷-íûìè ìíîæåñòâàìè. Îäíàêî ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïîäâåðãëîñü ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþëèøü âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà â ðàáîòàõ íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà �åîðãà Êàíòîðà � äîýòîãî â ìàòåìàòèêå ñóùåñòâîâàëè �íàòóðàëüíûå ÷èñëà� èëè �öåëûå ÷èñëà�, íî íå �ìíîæå-ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë� è íå �ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë�. È âîò êîãäà �ìíîæåñòâî� ñòàëîïðåäìåòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ, â ýòîì, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðîñòîì è ïîâñå-äíåâíîì ïîíÿòèè âûÿâèëèñü ãëóáîêèå ïðîòèâîðå÷èÿ, ïîäîðâàâøèå òðàäèöèîííûé âçãëÿäíà îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè è íàó÷íîãî çíàíèÿ âîîáùå. Ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ áûëè ñâÿçàíû ñáåñêîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.Êîðîëåâñòâî Áåñêîíå÷íîñòåéÕâàòèò ëè øïèîíîâ? Â ýòîì ñêàçî÷íîì êîðîëåâñòâå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî æèòåëåé �ñòîëüêî æå ñêîëüêî è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðàâèë ýòèì ãîñóäàðñòâîì æåñòîêèé äèêòàòîð� Ïàðàäîêñèé. ×òîá èçáàâèòñÿ îò åãî äèêòàòóðû ðåøèëè æèòåëè êîðîëåâñòâà îðãàíè-çîâûâàòü òàéíûå ïàðòèè. Íî íà äèêòàòîðà ðàáîòàëî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî øïèîíîâ,êîòîðûå òàêæå áûëè æèòåëè êîðîëåâñòâà Áåñêîíå÷íîñòåé . Îíè ñëåäèëè çà ïàðòèÿìè èðàñêðûâàëè èõ ðåâîëþöèîííûå ïëàíû.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 75�åøèëè òîãäà æèòåëè ïîñòîÿííî ñîçäàâàòü íîâûå è íîâûå òàéíûå ïàðòèè òàê, ÷òîëþáîå ìíîæåñòâî æèòåëåé îáðàçîâûâàëî ñâîþ íîâóþ ïàðòèþ. Õâàòèò ëè äèêòàòîðó Ïà-ðàäîêñèþ øïèîíîâ ÷òîáû ñëåäèòü çà âñåìè ïàðòèÿìè, åñëè îäèí øïèîí ñïîñîáåí ñëåäèòüòîëüêî çà îäíîé ïàðòèåé?Äîêàæåì ÷òî íå õâàòèò �àññìîòðèì ìíîæåñòâî øïèîíîâ. Ñðåäè íèõ åñòü åñòü ïðåäà-òåëè, êîòîðûå äîíîñÿò íà ïàðòèþ â êîòîðîé ñàìè ñîñòîÿò. Îñòàëüíûõ íàçîâ¼ì ÷åñòíûìèøïèîíàìè.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ÷åñòíûõ øïèîíîâ. Ïðåäïîëîæèì ÷òî åñòü øïèîí, êîòîðûéäîíîñèò íà ïàðòèþ âñåõ ÷åñòíûõ øïèîíîâ. Åñëè ýòîò øïèîí ÷åñòíûé, òî îí ïðèíàäëåæèòýòîé ïàðòèè. Íî îí íà íå¼ äîíîñèò, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ïðåäàòåëåì. Ïîëó÷èëè ïðîòèâî-ðå÷èå. Åñëè æå îí ïðåäàòåëü, òî îí íå ïðèíàäëåæèò ýòîé ïàðòèè. À çíà÷èò îí ÷åñòíûé.Êàæäûé ðàç ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îí äîëæåí áûòü è ÷åñòíûì øïèîíîì è ïðåäàòåëåì îä-íîâðåìåííî, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðòèÿ, çà êîòîðîéíèêòî íå ñëåäèò. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
N Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë = {1, 2, 3, 4, . . .}
Z Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .}
Q Ìíîæåñòâî âñåõ äðîáíûõ (ðàöèîíàëüíûõ) ÷èñåë
R Ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåëÎäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ââåäåííûõ Êàíòîðîì, ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà.Ìîùíîñòü åñòü îáîáùåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíî-æåñòâà {1, 2, 3} ðàâíî 3, è, ñîîòâåòñòâåííî, ýòî ìíîæåñòâî ìåíüøå, ÷åì ìíîæåñòâî {3,4, 5, 7, 8}, â êîòîðîì 5 ýëåìåíòîâ. Íî ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå âñåõ íàòóðàëüíûõ÷èñåë N? Áåñêîíå÷íî ìíîãî, ñêàæåì ìû. À â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z èëè âåùåñòâåí-íûõ ÷èñåë R? Òîæå áåñêîíå÷íî ìíîãî! Íåëüçÿ ëè êàê-òî ñðàâíèòü ýòè áåñêîíå÷íîñòè èîïðåäåëèòü, êàêàÿ èç ýòèõ áåñêîíå÷íîñòåé áîëüøå?Äàâàéòå ïðîàíàëèçèðóåì íàøå ðàññóæäåíèå ïðî øïèîíîâ. Êàæäîìó æèòåëþ êîðîëåâ-ñòâà Áåñêîíå÷íîñòåé ìîæíî ïðèïèñàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òî, ÷òî øïèîíîâ íå õâàòèò,îçíà÷àåò, ÷òî Ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë�áîëüøå�, ÷åì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.� õîòÿ îáà ýòè ìíîæåñòâà èìåþò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, èõ ìîæíî ñðàâíèòü ïîâåëè÷èíå. Ýòî óòâåðæäåíèå êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì, åñëè ðàññìîòðåòü êîíå÷íûåìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî öè�ð îò 0 äî 9. Ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ äåñÿòè öè�ðäîâîëüíî âåëèêî. Äåâÿòü îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. 36 äâóõ ýëåìåíòíûõ. ×èñëî Ck

10äà¼ò ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà 10 ýëåìåíòîâ (10 öè�ð).Çàäà÷à 8.1 Ñêîëüêî âñåãî òð¼õýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 10 öè�ð.Çàäà÷à 8.2 (7) Ñêîëüêî âñåãî ïîäìíîæåñòâ 10 öè�ð.Îòâåò: 210. Òî åñòü ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 10 èç íóëåé è åäè-íèö. Êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîäèðóåò ïîäìíîæåñòâî: åñëè íà k-îì ìåñòå åñòüåäèíè÷êà, òî ÷èñëî k ïðèñóòñòâóåò â ïîäìíîæåñòâå, èíà÷å íåò.Ïîíÿòíî, ÷òî 10 < 210. Îêàçûâàåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü.



76 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ ÍÅÏÎÑÒÈÆÈÌÀß ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜÒåîðåìà 8.1 (�. Êàíòîð) Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ âñåãäà �áîëüøå� ñàìîãî ìíî-æåñòâà. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü 2A.
2A > AÀ òîò �àêò, ÷òî øïèîíîâ íå õâàòèò, ìîæíî çàïèñàòü êàê
2N > N.Íî àíàëîãèè ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè èíîãäà îêàçûâàþòñÿ íåóìåñòíû. Íàïðèìåðäîáàâëåíèå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ê áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó è äà-æå óäâîåíèå ÷èñëà åãî ýëåìåíòîâ íå ìåíÿåò åãî ìîùíîñòè. ×òî æå òàêîå ìîùíîñòü èâ êàêîì ñìûñëå îäíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü áîëüøå äðóãîãî áåñêîíå÷íîãîìíîæåñòâà?Âñïîìíèì ÷òî íàì íå õâàòèëî øïèîíîâ, òî åñòü íåò âîçìîæíîñòè ñîïîñòàâèòü êàæäîìóøïèîíó ïî îäíîé ïàðòèè, òàê ÷òîáû îõâàòèòü âñå ïàðòèè.Îïðåäåëåíèå 8.1 Åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ A è B ìîæíî óñòàíîâèò âçà-èìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû: A ∼= B.Íàïðèìåð ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áóêâàìè àë�à-âèòà è ïåðâûìè 32 íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè:

1 ↔ à, 2 ↔ á, 3 ↔ â, 4 ↔ ã, . . . 32 ↔ ÿ.Â íàøèõ ðàññóæäåíèÿ âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìîîä-íîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó øïèîíàìè è ïàðòèÿìè. À èìåííî òî, ÷òî íàéä¼òñÿ ìíî-æåñòâî æèòåëåé (âñåõ ÷åñòíûõ øïèîíîâ) êîòîðîìó íå ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå øïèîí.Ýòî çíà÷èò, ÷òî 2N íåðàâíîìîùíî N. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî 2N �áîëüøå� N. Äàâàéòå äàäèìñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèþ �ìîùíîñòü îäíîãî ñòðîãî áîëüøå ìîùíîñòè äðóãîãî�.Îïðåäåëåíèå 8.2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íå ìåíüøå ìîù-íîñòè B, åñëè ìîæíî óñòàíîâèò âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó B è íåêî-òîðûì ïîäìíîæåñòâîì A. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ñòðîãî áîëüøå ìîùíîñòè B,åñëè ìîùíîñòü A íå ìåíüøå B è â òî æå âðåìÿ A è B íåðàâíîìîùíû.Óäèâèòåëüíî, íî èç òàêîãî îïðåäåëåíèå ðàâíîìîùíîñòè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâîöåëûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ðàâíîìîùíû:
Z ∼= NÄåéñòâèòåëüíî, ìîæíî óñòàíîâèò òàêîå âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:

1 ↔ 0, 2 ↔ 1, 3 ↔ −1, 4 ↔ 2, 5 ↔ −2, . . .



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 77Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè è ìîùíîñòÿìèÏðîèçâåäåíèåÅñëè ó íàñ åñòü äâà ìíîæåñòâà, A è B, òî ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ìíîæåñòâî A × B ïàðýëåìåíòîâ:
A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.Íàïðèìåð, A = {x, y}, B = {1, 2, 3, 4, 5},

A × B = { (x, 1), (x, 2), (x, 3), (x, 4), (x, 5),
(y, 1), (y, 2), (y, 3), (y, 4), (y, 5) }.� ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç 2 × 5 = 10 ýëåìåíòîâ.Çàäà÷à 8.3 �àâíîìîùíû ëè N × N è N?Îòâåò: Äà, ðàâíîìîùíû. 1ûé ñïîñîá) Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åñòü ïðîèçâåäåíèå ñòå-ïåíè äâîéêè è í¼÷åòíîãî ÷èñëà n = 2k(2l − 1). Ýòî ðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåò âçàèìîîäíî-çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó n è (k, l). Íàïðèìåð, 12 = 22 · (2 · 2 − 1) è 12 ↔ (2, 2).Çàäà÷à 8.4 (7) Íàéäèòå ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì 7, 24, 256. Íàéäèòå ÷èñëàñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì (1, 1), (2, 3), (10, 1).2-îé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ïî ñïèðàëè îáîéòè âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êèíà ïëîñêîñòè ïî äîðîãå íóìåðóÿ èõ. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâèå Z×Z ↔ N.Åñëè áóäåì îáõîäèòü ïî �çìåéêîé� â ïåðâîé ÷åòâåðòè, òî ïîëó÷èì N × N ↔ N.Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïî÷òè òî æå ñàìîå, ÷òî è ìíîæåñòâî ïàðöåëûõ ÷èñåë, òî÷íåå Z×N. Ïîòîìó ÷òî èç ïàðû (m,n) (m öåëîå, n íàòóðàëüíîå) ìû ìîæåìïîñòðîèòü äðîáü m

n
. Íî ðàçíûå ïàðû ìîãóò äàòü îäíî è òî æå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òàêíàïðèìåð 4

6
= 2

2
. Ñ ýòîé òðóäíîñòüþ ìîæíî ñïðàâèòüñÿ, ïðîñòî íå ñ÷èòàÿ ëèøíèå ïàðû,òî åñòü ïðîïóñêàÿ íåêîòîðûå òî÷êè ïðè äâèæåíèè �çìåéêîé� â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, íåñîïîñòàâëÿÿ èì íèêàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.�àç ìû ìîæåì ïåðåñ÷èòàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè öåëûå ÷èñëà Z, ïàðû íàòóðàëüíûõ÷èñåë, ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òî

N ∼= Z ∼= N × N ∼= QÌîùíîñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîæåñòâó A áóäåì îáîçíà÷àòü M(A). Îáîçíà÷èì ìîù-íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êàê ℵ. Òîãäà ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
M(N) = M(Z) = M(N × N) = M(Q) = ℵ.Ìû ìîæåì íå ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà, à ãîâîðèòü ëèøü î èõ ìîùíîñòÿõ. Ìîùíîñòüïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå ñàìèõ ìîùíîñòåé.Àðè�ìåòèêó ìîùíîñòåé ðàçðàáîòàë �åðã Êàíòîð â 1890 ãîäó. Â ÷àñòíîñòè, îí äî-êàçûâàåò, ÷òî

ℵ × ℵ = ℵ, 2ℵ > ℵ, ℵℵ = 2ℵ.



78 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ ÍÅÏÎÑÒÈÆÈÌÀß ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜÂîçâåäåíèå â ñòåïåíüÌû óæå ðàññìîòðåëè îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ (ìîùíîñòåé), êîòîðàÿ åñòüðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà ïàð, è îïåðàöèþ 2A, êîòîðàÿ åñòü ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà âñåõïîäìíîæåñòâ.Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñîîòâåòñòâóåò âîçâåäåíèþ ìíîæåñòâà â ñòå-ïåíü ìíîæåñòâà.Åñëè ó íàñ åñòü ìíîæåñòâà A è B, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî �óíêöèé èç Aâ B, îáîçíà÷àåìîå BA. Íàïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � ýòî �óíêöèÿèç N â R, òàê êàê êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî an ∈ R.Åñëè C = {êðàñíûé, çåë¼íûé, ñèíèé}, à F = {êóáèê,øàðèê}. Òî ìíîæåñòâî �óíêöèéèç C â F åñòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê êóáèêà è øàðèêà è îáîçíà÷àåòñÿ êàê CF .�àçìåð ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâåí 32 = 9.
CN � ýòî ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â òðè öâåòà. {1, 2, 3, 4, 5}N � ìíî-æåñòâî ðàñêðàñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïÿòü öâåòîâ. {0, 1}N � ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê íàòó-ðàëüíîãî ðÿäà â äâà öâåòà, 0-îé öâåò è 1-ûé öâåò. Åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîìâñåõ ïîäìíîæåñòâ N, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èëè êàê 2N.Èòàê

ABýòî ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç B â A èëè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñîïîñòàâëåíèé êàæäîìóýëåìåíòó èç B êàêîãî-òî ýëåìåíòà èç A. Ìû |B| ðàç âûáèðàåì, êàêîé ýëåìåíò âçÿòü èç A.Ìîùíîñòü îòðåçêà [0,1℄. Äèàãîíàëüíûé ìåòîäÎêàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü îòðåçêà ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ íà-òóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, äîêàæåì÷òîÇàäà÷à 8.5 (9) Ëþáûå äâà îòðåçêà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâíîìîùíû.Çàäà÷à 8.6 (9) Ëþáîé èíòåðâàë ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâíîìîùåí âñåé ïðÿìîé.Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé ïðåäñòàâëåííû â âèäå ðèñóíêîâ, ãäå íàðèñîâàíûãðà�èêè �óíêöèé óñòàíàâëèâàþùèõ âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.Çàäà÷à 8.7 (8) Ëþáîé èíåðâàë ðàâíîìîùåí îòðåçêó.Òåîðåìà 8.2 (Êàíòîð) Ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0, 1] íåðàâíîìîùíî ìíîæåñòâóíàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü
[0, 1] 6∼= N.Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà óòâåðæäåíèÿÓòâåðæäåíèå 8.1 Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö íåëü-çÿ ïåðåñ÷èòàòü, òî åñòü
{0, 1}N 6∼= N.
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�èñ. 8.1: Ôóíêöèÿ tg(π(x − 0.5)) äëÿ
x ∈ (0, 1) óñòàíàâëèâàåò âçàèìîîäíî-çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó (0, 1) èâñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (−∞,∞)

�èñ. 8.2: Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé �óíê-öèè y = kx+ f ìîæíî óñòàíàâèòü âçàè-ìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îò-ðåçêîì [a, b] è îòðåçêîì [c, d]Óòâåðæäåíèå 8.2 Ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0, 1] ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó âñåõ áåñ-êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö, òî åñòü
[0, 1] ∼= {0, 1}N.I. (äèàãîíàëüíûé ìåòîä) Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòüìû ñìîãëè ïåðåñ÷èòàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö. Äàâàéòå çàïèøåì èõ äðóãïîä äðóãîì â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì ìû èõ ïîäñ÷èòàëè.

α0 = α00 α01 α02 . . .
α1 = α10 α11 α12 . . .
α2 = α20 α21 α22 . . .
. . .Cîñòàâèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β = β0β1β2 . . . y íóëåé è åäèíèö: å¼ n-ûé ýëåìåíòåñòü èíâåðñèÿ n-îãî ýëåìåíòà n-îé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíâåðñèÿ îçíà÷àåò, ÷òî 1 çàìå-íÿåòñÿ íà 0, à 0 íà 1. Òî åñòü βi = 1 − αii Ýòà ïîñëåäîâàåòëüíîñòü îëè÷àåòñÿ îò ëþáîé èçïîñëåäîâàòåëüíîñòåé αi, à èìåííî å¼ i-ûé ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ îò i-îãî ýëåìåíòà i-îé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β íåò ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ. Çíà÷èò íàøåïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ ïåðåñ÷èòàòü.II. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ÷èñëî x ∈ [0, 1] èç ýòîãî îòðåçêà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â äâîè÷-íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð,

0.1 =
1

2
, 0.101 =

1

2
+

1

8
,

0.1101011 . . . =
1

21
+

1

22
+

1

24
+

1

26
+

1

27
+ . . .Ñíà÷àëà èä¼ò 0.. Çàòåì èäåò ëèáî 0 ëèáî 1, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîïàäàåò ëè ÷èñëî x âëåâóþ èëè ïðàâóþ ïîëîâèíó îòðåçêà.×òîáû îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé çíàê, íàäî âûáðàííóþïîëîâèíó ñíîâà ïîäåëèòü ïîïàëàì è ïîñìîòðåòü,êóäà ïîïàä¼ò x, è ò.ä.Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå � �êàê èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1x2x3 . . . íóëåé è åäèíèö ïîëó-÷èòü ÷èñëî x� îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

x =
x1

21
+

x2

22
+

x3

23
+ . . .



80 ÎÒÂÅÒÛÎäíàêî, ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ñîâñåì âçàèìîîäíîçíà÷íî. �àöèîíàëüíûå ÷èñëà èç îòðåçêà
[0, 1], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà îáðàòíûõ ñòåïåíåé äâîéêè,ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå äâîè÷íîé äðîáè äâóìÿ ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð

1

2
= 0.100000000 . . . = 0.011111111 . . .

5

8
= 0.10100000000 . . . = 0.10011111111 . . .Íî ñ ýòîé ïðîáëåìîé ìîæíî ñïðàâèòñÿ. 1) Òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ó íàñ âîçíèêàåò íåîä-íîçíà÷íîñòü çàïèñè èìåþò âèä m

2n . Èõ ñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê,èç êîòîðîãî âûêèíóòî ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê, ðàâíîìîùåí öåëîìó îòðåçêó.2) Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x1x2x3 . . .} ìû ñîïîñòàâëÿåì÷èñëî
x =







0.x1x2x3 . . . , åñëè îíà 1-îãî òèïà,
0.0x1x2x3 . . . , åñëè îíà 2-îãî òèïà,
0.1x1x2x3 . . . , åñëè îíà 3-åãî òèïà,Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2-îãî òèïà � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå çàêàí÷èâàþòñÿáåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì íóëåé (ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòèðàâíû 0). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3-åãî òèïà çàêàí÷èâàþòñÿ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì åäè-íèö. Îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîñÿòñÿ ê 1-îìó òèïó. Ýòî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòüâçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó [0, 1/2)

⋃

(1/2, 1] è {0, 1}N. Íî [0, 1/2) ∼= [0, 1/2].Ïîýòîìó ïîëó÷àåì [0, 1] ∼= {0, 1}N. Çàäà÷èÇàäà÷à 8.8 (8) Âûïèøèòå ìíîæåñòâî {1, 2, 3} × A,B. Ñêîëüêî â í¼ì ýëåìåíòîâ?Çàäà÷à 8.9 (8) Äîêàæèòå, ÷òî ÷òî ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ {1, 4, 9, 16, . . .} ðàâíîìîùíîìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1, 2, 3, 4, . . .}.Çàäà÷à 8.10 (8) �àâíîìîùíû ëè ìíîæåñòâî äíåé â íåäåëå è ìíîæåñòâî âñåõ ìåñÿöåâ?Çàäà÷à 8.11 (9) �àâíîìîùíû ëè ìíîæåñòâî âñåõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N3 è ìíî-æåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z?Çàäà÷à 8.12 (8) Èç ÷åãî ñîñòîèò ìíîæåñòâî AB, åñëè
A = {3, 4, 5},

B = {ìàòåìàòèêà, àíãëèéñêèé, ëèòåðàòóðà, ãåîãðà�èÿ,�èçêóëüòóðà}.Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â AB?Çàäà÷à 8.13 (9) Êàê îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé öåëûõ ÷èñåë?Çàäà÷à 8.14 (11) �àâíîìîùåí ëè êâàäðàò îòðåçêó? Äðóãèìè ñëîâàìè: âåðíî ëè, ÷òî
[0, 1] × [0, 1] ∼= [0, 1]?



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 81Çàäà÷à 8.15 (14) Îáúÿñíèòå, ÷òî îçíà÷àþò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà, è âûÿñíèòå, êàêèåèç íèõ ðàâíîìîùíû, à êàêèå íåò:
P, R × R, NR, {0, 1}R, NN

N

, R × N, RN,ãäå P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.Çàäà÷à 8.16 (11) ×òî èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü, ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ èëè ìíîæå-ñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ? Èëè îíè ðàâíîìîùíû?



ÎÒÂÅÒÛ
1.ÊîìáèíàòîðèêàÒ�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊ ÏÀÑÊÀËß1.5: 4! = 24. 1.43: a) 21, á) 101+5050 = 5151 1.44: 5 1.47: 6! 1.49: à) 2n. á) n+1. 1.66: c4 =
14, c5 = 42. {cn} = {1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, . . .} 1.69: cn = 2n!

(n+1)(n!)2
. 1.71: =7, ÷òîåñòü ÷èñëî ðàçáèåíèé 10 íà 5 óïîðÿäî÷åííûõ ñëàãàåìûõ. {{6, 1, 1, 1, 1}, {5, 2, 1, 1, 1}, {4,3, 1, 1, 1}, {4, 2, 2, 1, 1}, {3, 3, 2, 1, 1}, {3, 2, 2, 2, 1}, {2, 2, 2, 2, 2}}. 1.72: 5. 1.74: 4! · 4! · 5.1.75: 3! · 3! · 4. 1.76: 24!

(6!)4·4! . 1.77: {x, y, z, t} = à) {1,−1, 1,−1}, á) {1,−1
2
, 1

6
, 0}. Åñëèïðîäîëæèòü ñèñòåìó äî áåñêîíå÷íîé, òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïîëó÷èì ÷èñëà Áåðíóëëè

{1,−1
2
, 1

6
, 0,− 1

30
, 0, 1

42
, 0, . . .}. â) {x, y, z} = {3,−3, 1}. ã) {x, y, z, t} = {4,−6, 4,−1}.2.ÀíàëèçÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÍÄÓÊÖÈÈ2.19: 1. 2.21: 2. 2.25: Ëèáî êàê â çàäà÷å 2.4 ïðåäúÿâèòü ðàçëîæåíèÿ ñóìì â 8, 9 è 10òóãðèêîâ. Ïðèáàâëÿÿ ê íèì ìîíåòû ïî 3 òóãðèêà, ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîå ÷èñëî >8.Ëèáî âòîðîé âàðèàíò: Ïóñòü ïðåäñòàâèëè ñóììó K. Ïðåäñòàâèì ñóììó â K + 1 òóãðèê.Ìåíÿåì êóïþðó â 5 òóãðèêîâ íà äâå êóïþðû ïî 3 òóãðèêà. Åñëè æå ïÿòèòóãðèêîâûõêóïþð íåò � ìåíÿåì òðè êóïþðû ïî 3 òóãðèêà íà äâå êóïþðû ïî 5 òóãðèêîâ... 2.27: ×èñëîïðÿìûõ � ïåðåìåííàÿ èíäóêöèè. ÁÀÇÀ: Äëÿ îäíîé ïðÿìîé î÷åâèäíî. ØÀ�: Ïóñòü ìûïðîâåëè K ïðÿìûõ è òàêàÿ ÷àñòü íàøëàñü. Òîãäà ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà íåé à âñå îñòàëüíîåñîòð¼ì. �èñóåì K + 1 ïðÿìóþ. Îíà äëÿ íàøåé ÷àñòè âñå ðàâíî ÷òî ïåðâàÿ.3.Òåîðèÿ ãðà�îâÏ�Î�ÓËÊÈ ÏÎ ��ÀÔÀÌ3.13: �= 12, Â= 6, �= 8. 3.14: �= 55. 3.15: Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ãîðîäîâ. ÁÀÇÀ î÷åâèäíà.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà óäàëèì ñíà÷àëà îäèí èç ãîðîäîâ (íàçîâ¼ìåãî A). Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ åñòü ãîðîä X ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Åñëèèç X â A âåä¼ò äîðîãà, òî ãîðîä X èñêîìûé. Åñëè æå äîðîãà âåä¼ò èç A âX, òî ðàññìîòðèìâñå ãîðîäà, â êîòîðûå âåä¼ò äîðîãà èç X. Åñëè õîòü èç îäíîãî èç íèõ âåä¼ò äîðîãà â A,òî ãîðîä X ñíîâà èñêîìûé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âî âñå ýòè ãîðîäà âåäåò äîðîãà èç A, èãîðîä A ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. 3.18: Áóäåò ðàâíà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ëþáîé âûïóêëîé�èãóðû, òî åñòü 2. 3.3: Ýòî ïåðå�îðìóëèðîâêà çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ïóòè â ïîëíîìîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å.



Äîïîëíèòåëüíûå ñåìèíàðû 834.Òåîðèÿ ÈãðÖÀ�ÑÒÂÎ ÍÈÌ4.28: 128. 4.29: 6. 4.30: à) 1-ûé èãðîê, Nimber(Êîí�åòà{16}+Êîí�åòà{32}) = 8 xor 16 =
24, á) 2-îé èãðîê, Nimber(Êîí�åòà{10} +Êîí�åòà{21}) = 5 xor 5 = 0.5.ÑòàòèêàÑÊÎËÜÇßÙÈÅ ÂÅÊÒÎ�À5.15: 8 ñì·Í. 5.17: Êîãäà ñóììà ñèë ðàâíà íóëþ. 5.18: 1 · 1 · sin 60◦ =

√
3

2
.6.Òåîðèÿ èí�îðìàöèèÄÀÍÅÒÊÈ, Â�ÓÍÛ, ÝÍÒ�ÎÏÈß6.14: à) I(A ∩ B) = log 28 − 2, I(A ∪ B) = log 28

13
. á) I(A ∩ B) = log 28, I(A ∪ B) = log 28

13
.6.17: ilog 3! = 3, ilog 6! = ilog 720 = 10. 6.18: 4. 6.19: log 8 = 3. Îñòàëîñü log 32 = 5.6.20: 1+2+2 = 5 áèò. 6.22: 30 log 30000 ≈ 446 áèò. 6.27: Ïîäñêàçêà: Äî ñîîáùåíèÿ äëÿêàæäîé îöåíêè ó íàñ áûëî 4 âàðèàíòà: 2, 3, 4, 5 (åäèíèö íå áûâàåò). À ïîñëå ñîîáùåíèÿ� 2 âàðèàíòà. 6.28: Ïîäñêàçêà: Äî ñîîáùåíèÿ äëÿ îöåíîê â êàæäîé ÷åòâåðòè áûëî

46 âàðèàíòîâ. Ïîñëå ñîîáùåíèÿ � C3
6 âàðèàíòà. Ó÷òèòå, ÷òî ÷åòâåðòåé ÷åòûðå øòóêè.6.29: 8 × log 10.7.ËîãèêàÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÂÅÄÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ7.4: Áðàóí 7.8: Äà. Îäíî èç äâóõ ÷èñåë íå ïðîñòîå. Çíà÷èò èõ ïðîèçâåäåíèå íå ïðî-ñòîå. 7.9: Âòîðîå. 7.10: Áåñêîíå÷íîñòü ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë. 7.13: A ëæåö, B ðûöàðü.7.15: 1) A ∪ B ∪ C, 2) A ↔ C, 3) B ⇒ (A ∪ C). Ïîäõîäÿò âàðèàíòû A,B, C è A,B,C.7.16: A ëæåö, Â ðûöàðü. 7.21: m = n = 1. 7.22: Ïîñëåäíåå.8.Òåîðèÿ ìíîæåñòâÍÅÏÎÑÒÈÆÈÌÀß ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜ8.1: 10!

3!7!
= 10·9·8

3·2·1 = 120. 8.10: Íåò, òàê êàê 7 6= 12. 8.12: 35. 8.16: Ýòî ïàðàäîêñ Áåðòðàíà�àññåëà. Åãî ðåøåíèå â òîì, ÷òî ìû íå èìååì ïðàâà ðàññìàòðèâàòü �ñëèøêîì áîëüøèåìíîæåñòâà�. Â ÷àñòíîñòè êîíñòðóêöèÿ �ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ� íå äîïóñòèìà. Ó õîðî-øèõ ìíîæåñòâ ìíîæåñòâî èõ ïîäìíîæåñòâ âñåãäà èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü íåæåëè ñàìîìíîæåñòâî.
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