
Äîðîãèå ðåáÿòà!Âû äåðæèòå â ðóêàõ óíèêàëüíîå ïîñîáèå ïî ìà-òåìàòèêå, ðàçðàáîòàííîå íàèáîëåå îïûòíûìè ïðå-ïîäàâàòåëÿìè Ôèçòåõ-Êîëëåäæà. Ñáîðíèê ïîäãî-òîâëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé, êîòîðàÿ ý�-�åêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ íà çàíÿòèÿõ ïî ìàòåìàòè-êå â Ôèçòåõ-Êîëëåäæå íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõëåò.Ïîñîáèå ñîñòîèò èç âîñüìè ñåìèíàðîâ. Ìàòåðè-àëû ê ñåìèíàðàì ñîäåðæàò òåîðåòè÷åñêîå ââåäåíèå,ïîäðîáíûé ðàçáîð íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ äëÿ ïîíè-ìàíèÿ äàííîé òåìû çàäà÷, è êîëëåêöèþ çàäà÷ ðàç-ëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè ïî êàæäîé òåìå äëÿ ðå-øåíèÿ â êëàññå è äîìà. Â êîíöå ïîñîáèÿ ñîäåðæàòñÿîòâåòû ëèáî óêàçàíèÿ êî âñåì çàäà÷àì.Ìû íàäååìñÿ, ÷òî äàííîå ïîñîáèå áóäåò îòëè÷-íûì ïîäñïîðüåì â èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè!Æåëàåì âàì óñïåõà!Êîëëåêòèâ êà�åäðû ìàòåìàòèêèÔèçòåõ�Êîëëåäæà
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Ñåìèíàð 1ÀëãåáðàÓ�ÀÂÍÅÍÈß È ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀÏëàí çàíÿòèÿ� Êàê ðèñîâàòü îòâåòû ê óðàâíåíèÿì è íåðàâåíñòâàì� ×òî òàêîå ñèñòåìà è ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ� Êâàäðàòè÷íûå íåðàâåíñòâàÑêîðåå âñåãî, âû çíàåòå, ÷òî òàêîå íåðàâåíñòâî. Âîò ïðèìåðû íåðàâåíñòâx > 3; jxj 6 1; x2 + x > 0; x > x; x > y; x2 > y2:Îïðåäåëåíèå 1.1 Íåðàâåíñòâî � ýòî äâà âûðàæåíèÿ, ìåæäó êîòîðûìè ñòîèò îäèíèç ÷åòûð¼õ çíàêîâ > < 6 >Â âûðàæåíèÿ ìîãóò âõîäèòü êàêèå-íèáóäü áóêâû (íàïðèìåð x, y, t), êîòîðûå íàçûâà-þòñÿ ïåðåìåííûìè. Åñëè â âûðàæåíèè âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ, òî ýòîíåðàâåíñòâî äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé.Ïðèìåðû:� x > 1Ýòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Îíî íàñòîëüêî ïðîñòîå, ÷òî óæå ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì. À âîòðèñóíîê äëÿ ýòîãî îòâåòà:
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defgh� x2 < 1Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó jxj < 1. Òî åñòü ïîäõîäÿò âñå x, êîòîðûåìåíüøå 1 è áîëüøå �1. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàêx < 1 è x > �1Ìîæíî íàïèñàòü öåëûé ðÿä ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèéx2 < 1 , jxj < 1 , � x < 1x > �1 , x 2 (�1; 1)Çíà÷¼ê 2 îáîçíà÷àåò ãëàãîë �ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó�. Çíà÷¼ê , îáîçíà÷àåò �ðàâ-íîñèëüíî� èëè �òî æå ñàìîå, ÷òî è�.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 5Êðóãëûå ñêîáî÷êè ïèøóòñÿ, êîãäà êðàéíÿÿ òî÷êà íå âêëþ÷àåòñÿ. ×èñëà 1 è �1 íåóäîâëåòâîðÿþò íàøåìó ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó, ïîýòîìó ìû íàïèñàëè êðóãëûå ñêîá-êè. �èñóíîê ê ýòîìó îòâåòó âûãëÿäèò òàê
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defgh� x2 > 1Çäåñü îòâåòîì áóäåò x 6 �1 èëè x > 1:x2 > 1 , jxj > 1 , � x 6 �11x > 1 , x 2 (�1;�1℄ [ [1;+1):
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defghÎòâåò â ýòîì ïðèìåðå åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïîëóèíòåðâàëîâ. Îäèíèíòåðâàë îò �1 äî �1 âêëþ÷àÿ �1, äðóãîé ïîëóèíòåðâàë îò 1 äî +1.Ïðèìåðû ìíîæåñòâ, èõ êàðòèíêè è îáîçíà÷åíèÿ
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Êàê âèäèòå, äîâîëüíî âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåò-ñÿ ñàì ÿçûê îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ. Îòâåòîì íåðàâåíñòàèëè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæå-ñòâî, êîòîðîå è íóæíî ïîìåñòèòü â îòâåò. Ëó÷øå âñåãîåãî íàðèñîâàòü. Ñïðàâà ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàçëè÷íûõèíòåðâàëîâ.×òîáû îáúåäèíÿòü äâà èíòåðâàëà èñïîëüçóåòñÿ ãà-ëî÷êà ââåðõ: [. Ýòà ãàëî÷êà îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå.Çàïèñü x 2 [1; 2℄ [ (3; 5)îáîçíà÷àåò, ÷òî x åñü ëþáîå ÷èëî ëèáî èç îòðåçêà [1; 2℄,ëèáî èç èíòåðâàëà (3; 5).Îïåðàöèè ñ íåðàâåíñòâàìèI. Íåðàâåíñòâà ìîæíî óìíîæàòü íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Óìíîæèòü íåðàâåíñòâî íà÷èñëî, çíà÷èò óìíîæèòü íà ýòî ÷èñëî îáå åãî ÷àñòè. Íàïðèìåð,2x > 14; , x > 7:Çäåñü ìû óìíîæèëè ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà 1=2 è ïîëó÷èëè âòîðîå. Íî âñåãäà ñëåäóåòïîìíèòü, ÷òî! Ïðè óìíîæåíèè îáîèõ ñòîðîí íåðàâåíñòâà íà �1 (è âîîáùå ëþáîåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî) çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ.Äåéñòâèòåëüíî, ïîñìîòðèòå 2 > 1



6 Àëãåáðà Ó�ÀÂÍÅÍÈß È ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ� ýòî âåðíîå íåðàâåíñòâî. Åñëè ìû óìíîæèì åãî ÷àñòè íà �1 è íå ñìåíèì çíàê, òîïîëó÷èì �2 > �1;÷òî íåâåðíî.II. Íåðàâåíñòâà ìîæíî îáúåäèíÿòü â ñèñòåìû. Åñëè äâà íåðàâåíñòâà f(x) > 0 è g(x) > 0îáúåäèíåíû â ñèñòåìó � f(x) > 0g(x) > 0 ;òî ýòî çíà÷èò, ÷òî íóæíî íàéòè òàêèå x, êîòîðûå ïîäõîäÿò êàê ïåðâîìó, òàê è âòîðîìóíåðàâåíñòâó. Îòâåòîì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ áóäåò ïåðåñå÷åíèå îòâåòîâ îòäåëüíûõ íåðà-âåíñòâ. Êëþ÷åâûå çàäà÷èÇàäà÷à 1.1. Íàðèñóéòå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà à) x2 < 4 á) x2 6 4�åøåíèå. Êâàäðàò ÷èñëà ìåíüøå 4, êîãäà ìîäóëü ýòîãî ÷èñëà ìåíüøå äâóõ. Ïîýòîìóîòâåòîì áóäåò ïðîìåæóòîê îò �2 äî 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå êðàéíèå òî÷êè 2 è �2 íå ïîäõîäÿò,à â ñëó÷àå á) îíè âõîäÿò â ðåøåíèå.
-2 2 -2 2

PSfrag repla
ements à) á)Êàê âèäèòå, â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êè âûêîëîòûå, à âî âòîðîì ñëó÷àå çàêðàøåííûå.Çàäà÷à 1.2. �åøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 8<: 2x� 1 < x + 3;5x� 1 > 6� 2x;x� 5 < 0�åøåíèå. �åøèì êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ïî îòäåëüíîñòè:2x� 1 < x + 3; , 2x� x < 3 + 1Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåIÇàäà÷à 1.3. �åøèòå íåðàâåíñòâî à) 5x� 3 > 2x� 6, á) 3x� 7 6 1� x.Çàäà÷à 1.4. �åøèòå íåðàâåíñòâà jxj > jx+ 1j è jxj < jx+ 1j.Çàäà÷à 1.5. �åøèòå íåðàâåíñòâ 8<: (x + 2)(x� 6) 6 0x < 5jxj > 1Çàäà÷à 1.6. �åøèòå íåðàâåíñòâà à) x2 > x, á) x3 > x2, â) (x� 1)2 > (x� 1).Çàäà÷à 1.7. Ïîñòîðîé òå ãðà�èê �óíêöèè f(x) = x2 + 2x � 3. Îïðåäåëèòå ïî ãðà�è-êó çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ �óíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Êàêèåçíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò �óíêöèÿ?Çàäà÷à 1.8. �åøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 8<: x(x� 6) 6 0x < 5jx� 3j > 1



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 7Çàäà÷à 1.9. Ïîñìîòðèòå íà íåðàâåíñòâî:2xx� 5 > 1Äàâàéòå óìíîæèì åãî íà x� 5 è ïåðåíåñåì âñå â îäíó ÷àñòü:2x > x� 52x� x > �5Ïîëó÷àåì, ÷òî x > �5. Ïðàâèëüíî ëè ýòî? Äàâàéòå äëÿ ïðîâåðêè ïîäñòàâèì x = 0 Ïîëó-÷èì 2 � 00� 5 > 1;à çíà÷èò 0 > 1:Ýòî, êîíå÷íî íåâåðíî. �äå îøèáêà. Êàêîé íà ñàìîì äåäå îòâåò ó ýòîãî íåðàâåíñòâà?IIÇàäà÷à 1.10. �åøèòå íåðàâåíñòâà à) x2 � x > 6, á) �x2 + x > �6, â) jx2 � xj > 6.Çàäà÷à 1.11. �åøèòå x=(x + 1) > (x+ 1)=x.Çàäà÷à 1.12. �åøèòå �(x� 1)(x� 3) > 0.Ïîäñêàçêà. Íàðèñóéòå ãðà�èê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà.Çàäà÷à 1.13. �åøèòå jxj � x > 1. IIIÇàäà÷à 1.14. Íà ðèñóíêå ?? ïîêàçàíû ãðà�èêè �óíêöèè f(x). �åøèòå íåðàâåíñòâîf(x) > 0Çàäà÷à 1.15. �åøèòå íåðàâåíñòâî x(x� 1)(x� 2)(x� 3)(x� 4) > 0Çàäà÷à 1.16. �åøèòå íåðàâåíñòâî x(x2 + 1)(x4 + 1) > 0Çàäà÷à 1.17. Äîêàæèòå, ÷òî x� jxj = 0 ðàâíîñèëüíî x > 0.Çàäà÷à 1.18. Ïðèäóìàéòå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü èíòåðâàë: x 2 (1; 3).Çàäà÷à 1.19. Ïðèäóìàéòå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü äâà èíòåðâàëà è òî÷êà:x 2 (1; 2) [ (3; 4) [ f5g.Çàäà÷à 1.20. �åøèòå ñîâîêóïíîñòü2664 � x < 2x > �1� x > �2x 6 1



Ñåìèíàð 2�åîìåòðèÿÒÅÎ�ÅÌÀ ÏÈÔÀ�Î�ÀÏëàí çàíÿòèÿ� Ïè�àãîðîâû øòàíû� ×òî òàêîå ñèíóñ è êîñèíóñ?� Ïîñòðîåíèå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî� Âû÷èñëåíèå âûñîòû ïî îñíîâàíèþ è äâóì óãëàìÏè�àãðîâû øòàíûÒåîðåìà Ïè�àãîðà: â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà ãè-ïîòåíóçå, ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ.Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïè�àãîðîâó çàêëèíàíèå, òåîðåìà çàïå÷àòëåëàñü â ìîçãó ìèëëèîíîâ,åñëè íå ìèëëèàðäîâ, ëþäåé. Ýòî � �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà, çàó÷èâàòü êîòîðóþ çàñòàâ-ëÿþò êàæäîãî øêîëüíèêà, è âàñ òîæå.Íî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðåìà Ïè�àãîðà äîñòóïíà ïîíèìàíèþ äàæå ìëàäøèõ øêîëü-íèêîâ, îíà ÿâëÿåòñÿ âäîõíîâëÿþùèì íà÷àëîì ïðîáëåìû Ôåðìà, ïðè ðåøåíèè êîòîðîéïîòåðïåëè �èàñêî âåëè÷àéøèå óìû â èñòîðèè ìàòåìàòèêè.Ïè�àãîð ñ îñòðîâà Ñàìîñ áûë îäíîé èç íàèáîëåå âëèÿòåëüíûõ è òåì íå ìåíåå çàãàäî÷íûõ�èãóð â ìàòåìàòèêå. Ïîñêîëüêó äîñòîâåðíûõ ñîîáùåíèé î åãî æèçíè è ðàáîòå íå ñîõðàíèëîñü, åãîæèçíü îêàçàëàñü îêóòàííîé ìè�àìè è ëåãåíäàìè, è èñòîðèêàì áûâàåò òðóäíî îòäåëèòü �àêòû îòâûìûñëà. Íå ïîäëåæèò ñîìíåíèþ, îäíàêî, ÷òî Ïè�àãîð ðàçâèë èäåþ î ëîãèêå ÷èñåë è ÷òî èìåííîåìó ìû îáÿçàíû ïåðâûì çîëîòûì âåêîì ìàòåìàòèêè. Áëàãîäàðÿ åãî ãåíèþ, ÷èñëà ïåðåñòàëèèñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ ñ÷åòà è áûëè âïåðâûå îöåíåíû ïî äîñòîèíñòâó. Ïè�àãîð ñ÷èòàë,÷òî ÷èñëà äàþò åìó âîçìîæíîñòü îòêðûâàòü èñòèíû, íåçàâèñèìûå îò ÷üåãî-ëèáî ìíåíèÿ èëèïðåäðàññóäêà. Èñòèíû áîëåå àáñîëþòíûå, ÷åì ëþáîå ïðåäûäóùåå çíàíèå.Ïè�àãîð æèë â V âåêå äî í.ý., ñâîè ïîçíàíèÿ è óìåíèÿ â ìàòåìàòèêå îí ïðèîáðåë, ñòðàí-ñòâóÿ ïî Äðåâíåìó Ìèðó. Ïî íåêîòîðûì ïðåäàíèÿì, Ïè�àãîð ïîáûâàë â Èíäèè, Áðèòàíèè èïåðåíÿë ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ó âàâèëîíÿí è åãèïòÿí. Ïîñëå äâàäöàòè ëåò ñòðàíñòâèéÏè�àãîð ñîáðàë è óñâîèë âñå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðàâèëà, ñóùåñòâîâàâøèå â öèâèëèçîâàííîì ìèðå,è îòïëûë íà ðîäèíó � îñòðîâ Ñàìîñ â Ýãåéñêîì ìîðå � ñ íàìåðåíèåì îñíîâàòü øêîëó. Ïè�à-ãîð õîòåë, ÷òîáû â åãî øêîëå çàíèìàëèñü èçó÷åíèåì �èëîñî�èè è èññëåäîâàíèåì ñîáðàííûõ èììàòåìàòè÷åñêèõ ïðàâèë. Îí íàäåÿëñÿ, ÷òî åìó óäàñòñÿ íàéòè äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñâîáîäíîìûñëÿùèõ ó÷åíèêîâ, êîòîðûå ïîìîãóò åìó ñîçäàòü ðàäèêàëüíî íîâóþ �èëîñî�èþ. Íî çà âðåìÿåãî îòñóòñòâèÿ òèðàí Ïîëèêðàò ïðåâðàòèë íåêîãäà âîëüíûé Ñàìîñ â íåòåðïèìîå êîíñåðâàòèâíîåîáùåñòâî.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 9Ïè�àãîð îòïðàâèëñÿ â þæíóþ Èòàëèþ, áûâøóþ òîãäà ÷àñòüþ Äðåâíåé �ðåöèè, è ïîñåëèëñÿâ Êðîòîíå, ãäå åìó ïîñ÷àñòëèâèëîñü íàéòè èäåàëüíîãî ïîêðîâèòåëÿ â ëèöå Ìèëî, ñàìîãî áîãàòîãî÷åëîâåêà â Êðîòîíå è îäíîãî èç ñèëüíåéøèõ ëþäåé â èñòîðèè. Õîòÿ ñëàâà Ïè�àãîðà êàê ìóäðåöàñ îñòðîâà Ñàìîñ ðàñïðîñòðàíèëàñü ïî âñåé �ðåöèè, ñëàâà Ìèëî áûëà åùå áîëüøå. Ìèëî áûëñëîæåí, êàê �åðêóëåñ, è äâåíàäöàòü ðàç çàâîåâûâàë òèòóë ÷åìïèîíà Îëèìïèéñêèõ è Ïè�èéñêèõèãð.Ïîìèìî çàíÿòèé àòëåòèêîé Ìèëî âûñîêî öåíèë �èëîñî�èþ è ìàòåìàòèêó è çàíèìàëñÿ èõèçó÷åíèåì. Îí ïðåäîñòàâèë Ïè�àãîðó äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ÷àñòü ñâîåãî äîìà äëÿ òîãî, ÷òîáûòîò ìîã îñíîâàòü øêîëó. Òàê ñàìûé òâîð÷åñêè ìûñëèâøèé ðàçóì è ñàìîå ìîùíîå òåëî ñòàëèïàðòíåðàìè. Òàì Ïè�àãîð îñíîâàë ïè�àãîðåéñêîå áðàòñòâî � ãðóïïó èç øåñòèñîò ïîñëåäîâàòå-ëåé, ñïîñîáíûõ íå òîëüêî ïîíÿòü åãî ó÷åíèÿ, íî è äîáàâèòü ê íèì íîâûå èäåè è äîêàçàòåëüñòâà.Âñòóïàÿ â áðàòñòâî, êàæäûé ïîñëåäîâàòåëü Ïè�àãîðà äîëæåí áûë ïîæåðòâîâàòü â îáùèé �îíäâñå ñâîå ñîñòîÿíèå. Êàæäûé, êòî ïîêèäàë áðàòñòâî, ïîëó÷àë ñóììó âäâîå áîëüøóþ, ÷åì ïåðâî-íà÷àëüíîå ïîæåðòâîâàíèå, è â ïàìÿòü î íåì âîçäâèãàëàñü íàäãðîáíàÿ ïëèòà.Õîòÿ ìíîãèå çíàëè î íàìåðåíèÿõ Ïè�àãîðà, íèêòî çà ïðåäåëàìè áðàòñòâà íå çíàë, ÷åì èìåí-íî çàíèìàþòñÿ Ïè�àãîð è åãî ó÷åíèêè. Êàæäûé ÷ëåí øêîëû ïðèíîñèë òîðæåñòâåííóþ êëÿòâóíèêîãäà, íè ïîä êàêèì âèäîì, íå ðàçãëàøàòü ïîñòîðîííèì ìàòåìàòè÷åñêèå îòêðûòèÿ áðàòñòâà.Äàæå ïîñëå ñìåðòè Ïè�àãîðà îäèí èç ÷ëåíîâ áðàòñòâà áûë óòîïëåí çà òî, ÷òî íàðóøèë êëÿòâó,�� ïóáëè÷íî çàÿâèë îá îòêðûòèè íîâîãî ïðàâèëüíîãî òåëà, äîäåêàýäðà, îãðàíè÷åííîãî äâåíà-äöàòüþ ïðàâèëüíûìè ïÿòèóãîëüíèêàìè. Åñòü ìíîæåñòâî ìè�îâ î ñòðàííûõ ðèòóàëàõ, ñîâåð-øàâøèõñÿ ÷ëåíàìè áðàòñòâà.Ïè�àãîð óñòàíîâèë øêîëó�ýòîñ, èçìåíèâøèé õîä ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè. Ïî ñóùåñòâó ïè�à-ãîðåéñêîå áðàòñòâî áûëî ðåëèãèîçíûì ñîîáùåñòâîì, è îäíèì èç èäîëîâ, êîòîðûì ïîêëîíÿëèñüïè�àãîðåéöû, áûëî ×èñëî.Òåîðåìà 2.1 Ïè�àãîðîâû øòàíû íà âñå ñòîðîíû ðàâíû: íà ðèñóíêå 2.1 ñóììà ïëîùàäåéìàëåíüêèõ êâàäðàòèêîâ ðàâíà ïëîùàäè áîëüøîãî êâàäðàòà:Sa + Sb = S
:PSfrag repla
ements a b
 S

S
SaSb

S
 = Sa + Sb
�èñ. 2.1: Ïè�àãîðîâû øòàíû.

Íà ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ïðÿìîóãîëüíûé òðå-óãîëüíèê, íà ñòîðîíàõ êîòîðîãî ïîñòðîåíî òðè êâàäðàòà.Äâå ìàëåíüêèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà �òå, êîòîðûå ëåæàò íàïðîòèâ îñòðûõ óãëîâ, � íàçûâàþò-ñÿ êàòåòàìè, à òðåòüÿ ñòîðîíà � ãèïîòåíóçîé. Ïëîùàäüêâàäðàòà, êàê ìû çíàåì ðàâíà, êâàäðàòó äëèíû åãî ñòî-ðîíû. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî Sa + Sb = S
 îçíà÷àåò, ÷òî! ñóììà êâàäðàòîâ êàòåòîâ ðàâíàêâàäðàòó ãèïîòåíóçû:a2 + b2 = 
2:
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PSfrag repla
ements a�b2a b
PSfrag repla
ementsa�b2 ab 


�èñ. 2.2: Ïëîùàäüêâàäðàòà ðàâíà ñóììåïëîùàäåé ÷àñòåé.

Êàê Ïè�àãîð äîãàäàëñÿ äî ñâîåé âåëèêîé òåîðåìû è äîêà-çàë å¼? Âî-ïåðâûõ, îí çíàë �îðìóëó äëÿ ïëîùàäè ïðÿìîóãîëü-íîãî òðåóãîëüíèêà: S = ab2 (2.1)Ýòà �îðìóëà î÷åâèäíà èç ðèñóíêà ñïðàâà � ïðÿìîóãîëüíûéòðåóãîëüíèê åñòü ïîëîâèíêà îò ïðÿìîóãîëüíèêà, à ïëîùàäüïðÿìîóãîëüíèêà S = a � b.Êðîìå òîãî, îí ïîíèìàë, ÷òî åñëè �èãóðà ðàçäåëåíà íà ÷à-ñòè, òî å¼ ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ ÷àñòåé. �àç-äåëèâ êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a + b íà ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêàòðåóãîëüíèêà è îäèí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 
, îí çàïèñàë4 � S + S� = S�;òî åñòü, 4ab2 + 
2 = (a+ b)2;2ab+ 
2 = a2 + 2ab + 
2;÷òî äàåò íàì òåîðåìó Ïè�àãîðà.Çàäà÷à 2.1. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 3 è 4. ×åìó ðàâíà ãèïîòåíóçàè ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà?�åøåíèå. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ïè�àãîðà. a = 3, b = 4. 
2 = a2+b2 = 32+42 = 9+16 = 25.Çíà÷èò Îòâåò: 
 = 5, à ïëîùàäü S = ab2 = 3�42 = 6. �Ñèíóñ è êîñèíóñÏðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ýòèì ñòðàøíûì ñëîâàì, äàâàéòå ðàçáåðåì ïî÷åìó! çíàÿ îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è ãèïîòåíóçó, ìîæíîåãî íàðèñîâàòü.�îâîðÿ ïî óìíîìó, óãîë è ãèïîòåíóçà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò òðåóãîëüíèê. Äåéñòâèòåëü-íî, çíàÿ îäèí óãîë â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, ìîæíî âû÷èñëèòü äðóãîé, òàê êàêñóììà âñåõ óãëîâ â òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180Æ, à ñóììà îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà ðàâíà 90Æ. Óãëû îïðåäåëÿþò ëèøü �êàê âûãëÿäèò òðåóãîëüíèê�. Çíàíèå ãè-ïîòåíóçû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åãî ðàçìåð, â ÷àñòíîñòè äëèíû äâóõ åãî êàòåòîâ. Åñëèìû óâåëè÷èì òðåóãîëüíèê, ñîõðàíÿÿ âñå óãëû, è ãèïîòåíóçà óâåëè÷èòñÿ â äâà ðàçà, òîè îáà êàòåòà óâåëè÷àòñÿ â äâà ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì óãëå � êàòå-òû ïðîïîðöèîíàëüíû ãèïòîòåíóçå. Îäèí êàòåò ëåæèò íàïðîòèâ óãëà �, à âòîðîé ê íåìóïðèëåæèò. Äëÿ ïåðâîãî êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ñèíóñîì �, à äëÿâòîðîãî � êîñèíóñîì �, òî åñòüa = 
 � sin�; b = 
 � 
os�:Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå êàòåòîâ ê ãèïîòåíóçå çàâèñèò ëèøü îò óãëà:



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 11! îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå íàçûâàåòñÿ ñèíóñîì,à îòíîøåíèå ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå � êîñèíóñîì.Èòàê, ñèíóñ è êîñèíóñ ýòî �óíêöèè óãëà ðàâíûå a
 è b
 . Íî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-íèêå a2 + b2 = 
2, à çíà÷èò a2
2 + b2
2 = 1Ïîýòîìó âåðíî! Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîåòîæäåñòâî:(sin�)2 + (
os�)2 = 1
PSfrag repla
ements �

sin�

 = 1
os� Åñëè ó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ãèïîòåíóçà ðàâíà 1, òî êà-òåòû ðàâíû sin� è 
os�, îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî íåáîëåå, ÷åì òåîðåìà Ïè�àãîðà äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà.Êðîìå ñèíóñà è êîñèíóñà åñòü åùå òàíãåíñ è êîòàíãåíñ:tg� = sin�
os�; tg� = 
os�sin� (2.2)Åñëè ïðîòèâ óãëà � ëåæèò êàòåò a, òî ìîæíî ñðàçó íàéòè âòîðîé êàòåò b:ba = 
tg�; ) b = a 
tg�:Êîíå÷íî, äëÿ ýòîãî íàäî çíàòü êîòàíãåíñ óãëà �.È íàïîñëåäîê � ïîëåçíàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà. Â ýòó�îðìóëó âõîäèò ñèíóñ óãëà.Òåîðåìà 2.2 Ïëîùàäü ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ ïðîèçâåäåíèå åãîñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè: S4 = 12a � b sinC

PSfrag repla
ements����
'rA1B1C1D1E1F1A2B2C2D2E2F2C3

A B
C

DEFG

H

KLMNOPRSTXYZIxy�9�8�7�6�5�4�3�2�10123456789a1b1
1d1e1f1a2b2
2d2e2f2a3b3
3d3e3f3
ab
defg hÄîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëó S4 = 12ah ìû çíàåì. �àññìîòðèìòåïåðü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê 4ACH. Äëÿ íåãî ìîæåì çà-ïèñàòü AH = AC sinC;èëè â áóêâàõ h = b sinC:Ïîäñòàâëÿåì ýòîò h â �îðìóëó ïëîùàäè S4 = 12a � h è ïîëó÷àåìòî, ÷òî íóæíî äîêàçàòü. �Êëþ÷åâûå çàäà÷èÇàäà÷à 2.2. Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé a. Íàéäèòå åãî âûñîòó è ïëîùàäü.
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60

30PSfrag repla
ements a2a2
a h

�èñ. 2.3.

�åøåíèå. Âûñîòà h äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà îäèíàêîâûõïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà. �èïîòåíóçû â ýòèõ òðåóãîëü-íèêàõ ðàâíû a, îäèí êàòåò åñòü ïðîâåäåííàÿ âûñîòà, à äðó-ãîé � ïîëîâèíêà îñíîâàíèÿ, òî åñòü a=2. Çàïèøåì òåîðåìóÏè�àãîðà: h2 + (a=2)2 = a2Èç ýòîé �îðìóëû ïîëó÷àåì h2 = a2 � 14a2 = 34a2. À çíà÷èòh = p32 a:Çàäà÷à 2.3. Ñèíóñ íåêîòîðîãî îñòðîãî óãëà ðàâåí 1=4. ×åìóðàâåí êîñèíóñ ýòîãî óãëà?�åøåíèå. Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäå-ñòâî, ïîëó÷àåì 
os2 � = 1� sin2 �
os� =p1� sin2 � =s1� �14�2 =p1� 1=16 =p15=16 = p15=4:Îòâåò: p15=4. �Çàäà÷à 2.4. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà êàòåòû ðàâíû a = 5, b = 12. Íàéäèòåñèíóñû è êîñèíóñû åãî îñòðûõ óãëîâ.�åøåíèå. �èïîòåíóçó âû÷èñëèì ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà. 
 = p122 + 52 = p144 + 25 =p169 = 13, Êàòåò a ëåæèò ïðîòèâ óãëà A:sinA = a
 = 513 ; 
osA = b
 = 1213 :Äëÿ óãëà B íàîáîðîò sinB = b
 = 1213 ; 
osB = a
 = 513 : �Çàäà÷à 2.5. Íàéäèòå sin è 
os óãëîâ 30Æ, 45Æ, 60Æ, 90Æ. Ïîñòðîéòå òàáëè÷êó.�åøåíèå. Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ó íàñ ïîëó÷èëîñü äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñêàòåòàìè h = p32 a, 12a è ãèïîòåíóçîé a. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû 60Æãðàäóñîâ. Çíà÷èò îäèí îñòðûé óãîë â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ ðàâåí 60Æ, à âòîðîé30Æ. Ïîëó÷àåì sin 30Æ = 12 ; 
os 30Æ = p32 :Åñëè ìû ïåðåéäåì ê óãëó 60Æ êàòåòû ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Òîò, êîòîðûé áûë ïðîòèâîïî-ëîæíûì, ñòàíåò ïðèëåæàùèì è íàîáîðîò:
os 60Æ = 12 ; sin 60Æ = p32 :Äëÿ óãëîâ â 45Æ, 90Æ âñå ïðîñòî. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ óãëîì 45Æ âòîðîé óãîëòîæå 45Æ, îí ðàâíîáåäðåííûé è äâà åãî êàòåòà ðàâíû. Åñëè îíè ðàâíû a, òî ãèïîòåíóçàðàâíà pa2 + a2 = p2a. Îòíîøåíèå êàòåòà ê ãèïîòåíóçå ðàâíî a=p2a = 1=p2. Ïîýòîìósin 45Æ = 
os 45Æ = 1p2 :



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 13Îñòàëèñü óãëû 0Æ è 90Æ. ×åì ìåíüøå óãîë, òåì ìåíüøå ïðîòèâîëåæàùèé êàòåò. Åñëèóãîë ðàâåí íóëþ, òî è ïðîòèâîëåæàùèé êàòåò ðàâåí íóëþ. Íà ðèñóíêå âíèçó èçîáðàæåíïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ î÷åíü ìàëåíüêèì óãëîì �. Îòíîøåíèå a=
 î÷åíü ìàëåíüêîå,à b=
 áëèçêî ê 1. Âòîðîé óãîë � áëèçîê ê ïðÿìîìó. Ïðè � = 0 ïîëó÷àåì a=
 = 0, b=
 = 1,\� = 90Æ:PSfrag repla
ements 
\� \�a bÒàêèì îáðàçîì, sin 0 = 0, 
os 0 = 1, è 
os 90Æ = 0, è sin 90Æ = 1. �
C

PSfrag repla
ements
Hx y

A
B �

a
�h

�èñ. 2.4.
Çàäà÷à 2.6. Íà ðèñóíêå 2.4 óãëû � = 30Æ, � = 45Æ, a = 1.Íàéäèòå âûñîòó h.�åøåíèå. Óãîë � = 45Æ à çíà÷èò è âòîðîé îñòðûé óãîë âòðåóãîëüíèêå 4ABH ðàâåí 45Æ, òî åñòü 4ABH ðàâíîñòî-ðîííèé. Çíà÷èò x = h. Âûðàçèì òåïåðü y ÷åðåç h. Ñ îäíîéñòîðîíû y = AC sin�, à ñ äðóãîé ñòîðîíû h = AC 
os�. Òå-ïåðü äàâàéòå ðàçäåëèì îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå:yh = AC sin�AC 
os�:Ïîëó÷àåòñÿ yh = sin�
os� = tg� = 1=2p3=2 = 1p3 :Òî åñòü y = 1p3h. Íàì èçâåñòíî, ÷òî x + y = 10, çíà÷èò h + 1p3h = 10, h(1 + 1p3)h = 10, èÎòâåò: h = 101 +p3 = 3:660254:::PSfrag repla
ements a bA BCh Çàäà÷à 2.7. Íà äèàìåòðå îêðóæíîñòè ïîñòàâëåíà òî÷êà,êîòîðàÿ äåëèò åãî íà îòðåçêè a = 3 è b = 12. Èç ýòîé òî÷êèïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð h äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíî-ñòüþ. Íàéäèòå äëèíó h.�åøåíèå. Ñîåäèíèì òî÷êó C ñ êîíöàìè äèàìåòðà. Ïîëó-÷èì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ðàçäåëåííûé íà äâà ìà-ëåíüêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîãî èç íèõìîæíî çàïèñàòü òåîðåìó Ïè�àãîðà:a2 + h2 = CA2; b2 + h2 = CB2;CA2 + CB2 = (a+ b)2:Òåïåðü äàâàéòå òâîðèòü ñ ýòèìè òðåìÿ óðàâíåíèÿìè ðàçíûå ÷óäåñà. Íàì íóæíî èçáà-âèòüñÿ îò CA2 è CB2 è ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó a, b è h. Äàâàéòå ïðîñòî âñåõ èõñëîæèì: a2 + h2 + b2 + h2 + CA2 + CB2 = CA2 + CB2 + (a + b)2;)a2 + b2 + 2h2 = (a+ b)2; ) a2 + b2 + 2h2 = a2 + 2ab + b2; ) h2 = ab



14 �åîìåòðèÿ ÒÅÎ�ÅÌÀ ÏÈÔÀ�Î�ÀÎòâåò: h = pab = p12 � 3 = 6.Ïðèìå÷àíèå. Òîò æå ñàìûé îòâåò ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïîäîáèå âñåõ òðåõïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.Âåëè÷èíà pab íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì äâóõ ÷èñåë.Çàäà÷à 2.8. Äàíû äâà îòðåçêà äëèíîé a è b . Íà îñíîâå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðåäëîæèòåàëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îðòðåçêà, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó äëèíäàííûõ îòðåçêîâ.�åøåíèå. 1. Îòëîæèì îòðåçêè íà îäíîé ïðÿìîé äðóã çà äðóãîì. Ïîëó÷èì îòðåçîê ABäëèíû a + b ñ òî÷êîé M âíóòðè � ãðàíèöà äâóõ îòðåçêîâ. 2. Ïîñòðîèì íà îòðåçêå ABîêðóæíîñòü êàê íà äèàìåòðå (äëÿ ýòîãî íàéäåì öåíòð AB � ýòà òî÷êà áóäåò öåíòðîìîêðóæíîñòè, à ðàäèóñ ðàâåí ïîëîâèíêå îòðåçêà). 3. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð äî ïåðåñå-÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ. Ýòîò îòðåçîê èìååò äëèíó pab.Çàäà÷à 2.9. Èçâåñòåí òàíãåíñ îñòðîãî óãëà tg� = 5=12: Íàéäèòå sin� è 
os�.�åøåíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ òàêèì òàíãåíñîì, íà-ïðèìåð, ñ êàòåòàìè a = 5, b = 12. �èïîòåíóçà â ýòîì òðåóãîëüíèêå ðàâíà p52 + 122 =p144 + 25 = p169 = 13. Çíà÷èò ñèíóñ ðàâåí sin� = 5=13, à êîñèíóñ 
os� = 12=13.Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåIÇàäà÷à 2.10. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà çàäàíû êàòåòû a = 5 è b = 7. Íàéäèòåãèïîòåíóçó òðåóãîëüíèêà.Çàäà÷à 2.11. Ó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îäèí êàòåò ðàâåí 4, à ñèíóñ ïðîòèâîëå-æàùåãî åìó óãëà ðàâåí 2=3. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó è äðóãîé êàòåò.Çàäà÷à 2.12. Èçâåñòåí òàíãåíñ îñòðîãî óãëà tg� = 1: Íàéäèòå sin� è 
os�.IIÇàäà÷à 2.13. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû 4 è 7. ×åìó ðàâíà äèàãîíàëü?Çàäà÷à 2.14. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà 8, óãîë \A = 30Æ. Íàé-äèòå êàòåò, ïðîòèâîëåæàùèé ýòîìó óãëó.Çàäà÷à 2.15. Íàéäèòå âûñîòó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì 12 è áîêîâîéñòîðîíîé 8.Çàäà÷à 2.16. Íàéäèòå ñòîðîíó ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû 6 è 8.IIIÇàäà÷à 2.17. Îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíî 1. Íàé-äèòå áîêîâóþ ñòîðîíó.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 15PSfrag repla
ements � h 11 AÇàäà÷à 2.18. Ïîñìîòðèòå íà ðèñóíîê. Íà í¼ì èçîáðàæåí ðàâíîáåäðåí-íûé òðåóãîëüíèê. Óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí 2�. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèåòðåóãîëüíèêà ðàâíî a = 2 sin�, à âûñîòà òðåóãîëüíèêà ðàâíà h = 
os�.Íà îñíîâå ýòîãî ïîëó÷èòå, ÷òî ïëîùàäü ðàâíàS4 = 12a � h = 12 � 2 sin� � 
os�:Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû S4 = 12 sin 2�:(Ïðîèçâåäåíèå ñòîðîí AB è AC íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.)Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì sin 2� = 2 sin� 
os�Ïðîâåðüòå ýòó �îðìóëó äëÿ � = 30Æ è � = 45Æ.Çàäà÷à 2.19. �àññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äâóõ îêðóæíîñòåé ðàâíî 12. �àäèóñû îêðóæ-íîñòåé ðàâíû 8 è 10. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæ-íîñòåé.Çàäà÷à 2.20. Äàí åäèíè÷íûé îòðåçîê. Êàê ïîñòðîèòü îòðåçêè äëèíîé: a) p2; á) p3;â) p7?Çàäà÷à 2.21. Òðîéêà fa; b; 
g íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïè�àãîðîâîé, åñëè 
2 =a2 + b2. Íàïðèìåð, òðîéêà (3; 4; 5) ïè�àãîðîâà, ïîòîìó ÷òî32 + 42 = 52:Âîò äðóãèå ïè�àãîðîâû òðîéêè:(5; 12; 13); (9; 12; 15); (8; 15; 17):Ïîïðîáóéòå íàéòè äðóãèå ïè�àãîðîâû òðîéêè. Êàê âû äóìàåòå, ìîæíî ëè íàéòè ñêîëüóãîäíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïè�àãîðîâûõ òðîåê?Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 2.22. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåò b = 3, à ïðèëåæàùèé óãîë \A = 60Æ.Íàéäèòå óãîë \B, êàòåò a è ãèïîòåíóçó 
.Çàäà÷à 2.23. Íàéäèòå âûñîòó h
 â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 
 êàòåòàìè a = 3, b = 4.Çàäà÷à 2.24. Îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 7, à ãèïîòåíóçà 11. ×åìó ðàâåí âòîðîé êàòåò?Íàéäèòå ïðèìåðíîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå.Çàäà÷à 2.25. �àññòîÿíèå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàâíî 3, ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíû2. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé.



16 �åîìåòðèÿ ÒÅÎ�ÅÌÀ ÏÈÔÀ�Î�ÀÇàäà÷à 2.26. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îïóùåííàÿ èç ïðÿìîãî óãëà ðàâíà3. Óãîë \A = 30Æ. Íàéäèòå êàòåòû è ãèïîòåíóçó.Çàäà÷à 2.27. �èïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 9. Â êàêîì îòíîøåíèèäåëèò âûñîòà ýòó ãèïîòåíóçó, åñëè îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 6?IIÇàäà÷à 2.28. �àññòîÿíèå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàâíî 4, ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíû 2è 3. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé.Çàäà÷à 2.29. Â òåóãîëüíèêå ABC âûñîòà AH ðàâíà 10, è èçâåñòíû óãëû \CAH = 60Æè \BAH = 45Æ. Íàéäèòå âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.Çàäà÷à 2.30. Òðåóãîëüíèê èìååò ñòîðîíû 9, 12, 15. Äîêàæèòå, ÷òî îí ïðÿìîóãîëüíûé.Çàäà÷à 2.31. Äàí åäèíè÷íûé îòðåçîê. Êàê ïîñòðîèòü îòðåçêè äëèíîé: a)p10; á)p3+p2;Çàäà÷à 2.32. Èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 2.7, äîêàæèòå ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå äâóõ ÷èñåëpab ìåíüøå ëèáî ðàâíî ñðåäíåãî àðè�ìåòè÷åñêîãî äâóõ ÷èñåë a+b2 , òî åñòüpab 6 a + b2ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ a è b.Çàäà÷à 2.33. Ó ÷åòûðåõ óãîëüíèêà äâå ñìåæíûå ñòîðîíû ðàâíû 4, à äðóãèå äâå ñìåæíûåñòîðîíû ðàâíû 5. Íàéäèòå äèàãîíàëè ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.Çàäà÷à 2.34. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå h
 = ab
 .Ïðèìå÷àíèå. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîäîáèå äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûåäåëèò âûñîòà ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Åñëè âû íå óìååòå åù¼ ðàáîòàòü ñ ïîäîáíûìèòðåóãîëüíèêàìè, òî çàïèøèòå òðè òåîðåìû Ïè�àãîðà: äëÿ 4ABC, 4CAH è 4CBH,çàòåì èñêëþ÷èòå èç òðåõ óðàâíåíèé äâå íåèçâåñòíûå ñòîðîíû AH è BH.IIIÇàäà÷à 2.35. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îïóùåííàÿ èç ïðÿìîãî óãëà ðàâíà3. Îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 5. Íàéäèòå äðóãîé êàòåò.Çàäà÷à 2.36. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 4ABC ñ ïðÿìûì óãëîì \C à) CA = 3,CB = 6; á) CA = 3, CB = 4. Íàéäèòå sinB, sinB=2.Ïîäñêàçêà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ sinB=2 âïèøèòå îêðóæíîñòü è íàéäèòå å¼ ðàäèóñ.Çàäà÷à 2.37. Òðîéêà fa; b; 
g íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïè�àãîðîâîé, åñëè 
2 =a2+ b2. Íàéäèòå âñå ïè�àãîðîâû òðîéêè äëÿ 
 <= 25. Çàìåòüòå, ÷òî íîâûå òðîéêè ìîæíîïîëó÷àòü óìíîæåíèåì óæå èìåþùèõñÿ íà êàêîå ëèáî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîïðîáóéòåäîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïè�àãîðîâûõ òðîåê ñ ÍÎÄ(a; b; 
) = 1.Çàäà÷à 2.38. Äèàìåòð îêðóæíîñòè ðàâåí 10. Èç íåêîòîðîé òî÷êè íà îêðóæíîñòè íàäèàìåòð îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð äëèíû 4. Â êàêîì îòíîøåíèè îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðàäåëèò äèàìåòð?Ïðèìå÷àíèå. Íàäî óìåòü ðåøàòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 17Çàäà÷à 2.39. �àäèóñ âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè ðàâåí 1. Åãîïåðèìåòð ðàâåí 12. Íàéäèòå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.Çàäà÷à 2.40. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà èìåþò öåëóþ äëèíó. �èïîòåíóçàðàâíà 13. Íàéäèòå êàòåòû.Çàäà÷à 2.41. Äàí åäèíè÷íûé îòðåçîê. Êàê ïîñòðîèòü îòðåçêè äëèíîé: a) p2 + p5;á) p8 +p10;Çàäà÷à 2.42. Èçâåñòåí òàíãåíñ îñòðîãî óãëà tg�. Íàéäèòå sin� (íóæíî ïîëó÷èòü îá-ùóþ �îðìóëó: â ëåâîé ÷àñòè sin�, à ñïðàâà îò çíàêà ðàâíî äîëæíî ñòîÿòü íåêîòîðîåâûðàæåíèå îò tg�, åãî è íóæíî íàéòè).Çàäà÷à 2.43. Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê 2.2 íà ñòðàíèöå 10, äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå êâàäðàòè-÷åñêîå äâóõ ÷èñåë áîëüøå, ÷åì ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå, òî åñòüa+ b2 6ra2 + b22ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ a, b.Ïîäñêàçêà. Óäâîåííîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå � ýòî äèàãîíàëü âíóòðåííåãî êâàäðàòà,à óäâîåííîå ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå � ýòî ñòîðîíà áîëüøîãî êâàäðàòà.



Ñåìèíàð 3�åîìåòðèÿÄÅÊÀ�ÒÎÂÛ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛÏëàí çàíÿòèÿ� Ïàðà ÷èñåë � òî÷êà íà ïëîñêîñòè� �àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè� Êîîðäèíàòû öåíòðà îòðåçêà� ×òî òàêîå óðàâíåíèå �èãóðû?� ïðÿìàÿ� êðóã� êâàäðàò� Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà è òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ.� �àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé è ïðÿìîéÑîåäèíåíèå àëãåáðû è ãåîìåòðèè
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ements Cx
CyÒî ÷òî âû âèäèòå íà ðèñóíêå íàçûâàåòñÿïëîñêîñòüþ ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.Ýòî äîâîëüíî ïðîñòàÿ øòóêà. Ñóòü äåêàðòî-âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîêàæäàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè èìååò äâå êîîðäè-íàòû. Òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (3; 2), òî÷êàB � (5; 1), à òî÷êà C èìååò êîîðäèíàòû (x; y).Èòàê, äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîçâîëÿåòíàì! êàæäîé òî÷êå òî÷êå íà ïëîñêîñòèñîïîñòàâèòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ÷èñëàÄåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî÷êîé O, è äâóìÿ îñÿìèêîîðäèíàò. Ýòî äâå ïðÿìûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì â òî÷êå O. �îðè-çîíòàëüíàÿ îñü îáû÷íî íàçûâàåòñÿ îñüþ X (îñü àáñöèññ), à âåðòèêàëüíàÿ � îñüþ Y (îñüîðäèíàò). Òî÷êà O äåëèò êàæäóþ îñü íà äâå ÷àñòè. Îäíà ÷àñòü íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-íîé ïîëóîñüþ, à âòîðàÿ � îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñüþ.Êîîðäèíàòû òî÷êè C îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó: 1) îïóñòèì äâà ïåð-ïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè C íà îñè êîîðäèíàò; ïóñòü îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ åñòüòî÷êè Cx è Cy. 2) ïàðà ðàññòîÿíèé (�OCx;�OCy) âçÿòûõ ñ ïðàâèëüíûì çíàêîì è áóäóò



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 19êîîðäèíàòàìè òî÷êè C. Çíàê âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà ïîëîæèòåëüíîé (+)èëè íà îòðèöàòåëüíîé (� ) ïîëóîñè íàõîäÿòñÿ îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ.Çíàÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê, ìû ìîæåì ëåãêî âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäóíèìè. Íà íàøåì ðèñóíêå jODj = 4, jDBj = p2, jABj = p22 + 12 = p5, jOAj = p32 + 22 =p13. ×åìó ðàâíû ðàññòîÿíèÿ DA è OB?Ïîñìîòðèòå íà äâå âàæíûå òåîðåìû, êîòîðûå íàäî âàì õîðîøî çíàòü:Ïåðâàÿ òåîðåìà î òîì, êàê âû÷èñëÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Âû óæå,íàâåðíîå, ñàìè äîãàäàëèñü êàê ýòî äåëàòü.Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè A(x1; y1) è B(x2; y2). Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íè-ìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå jABj =p(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 (3.1)Âòîðàÿ òåîðåìà î òîì, êàê íàõîäèòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò öåíòð îòðåçêà.Òåîðåìà 3.2 (ñåðåäèíà îòðåçêà) Ïóñòü òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (x1; x2), à òî÷-êà B � êîîðäèíàòû (x2; y2). Åñëè òî÷êà O åñòü öåíòð ýòîãî îòðåçêà, òî å¼ êîîðäèíàòû(x0; y0) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå x0 = x1 + x22y0 = y1 + y22 (3.2)Åñëè òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (3; 2), à òî÷êà B � (5; 1), òî ñåðåäèíà îòðåçêà åñòüòî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè x0 = x1 + x22 = 3 + 52 = 4y0 = y1 + y22 = 5 + 12 = 3Òî åñòü O(4; 3). Ïîñòàâüòå òî÷êè A, B, O â ñâîèõ òåòðàäêàõ è óáåäèòåñü â ýòîì.Âàæíîå óäîáñòâî, ïðåäîñòàâëÿåìîå äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò � ýòî ñâåäåíèåçàäà÷ î ïåðåñå÷åíèè îòðåçêîâ, îêðóæíîñòåé è ðàçíûõ äðóãèõ �èãóð ê ñèñòåìàì àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé.Ñëîæíåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è Äåêàðò ñ ïîìîùüþ ñâîåé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà-ó÷èëñÿ ðåøàòü ïðîñòî. Îí ñâîäèë èõ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé è âû÷èñëåíèþ �óíêöèé ðàñ-ñòîÿíèé. Ìíîãèå õèòðûå è ñëîæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ó Äåêàðòà ïîëó÷àëè, âîç-ìîæíî, äëèííîå, íî ïî ñóòè ïðîñòîå ðåøåíèå. Çà ýòî íåêîòîðûå �èñòèííûå� ãåîìåòðûíå ëþáèëè Äåêàðòà. Îíè ãîâîðèëè, ÷òî Äåêàðò ïðåâðàòèë ãåîìåòðèþ â ìàñòåðñòêóþ ðå-ìåñëåííèêîâ, äîñòóïíîé êàæäîìó. Îíè ñ÷èòàëè, ÷òî ãåîìåòðèÿ ýòî èñêóññòâî, íàóêà äëÿèçáðàííûõ, è íå õîòåëè, ÷òîáû ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ðåøàëèñü òàê ïðîñòî è ìåõàíè÷å-ñêè. Êëþ÷åâûå çàäà÷èÏåðâîå, ÷òî ìû äîëæíû óìåòü ðèñîâàòü � ýòî ïðÿìàÿ.



20 �åîìåòðèÿ ÄÅÊÀ�ÒÎÂÛ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛÓðàâíåíèå ïðÿìîéÇàäà÷à 3.1. Ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò òî÷êè, êîîðäè-íàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ2x+ 3y = 6: (3.3)
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�!a (�3; 2) �åøåíèå. Òî÷êè ñ y = 0 � ýòî òî÷êè ëåæàùèå íàîñè x. Åñëè ìû ïîäñòàâèì y = 0 â íàøå ñîîòíîøå-íèå, òî ïîëó÷èì 2x = 6 è x = 3. Òàêèì îáðàçîì, ìûíàøëè �õîðîøóþ� òî÷êó íà îñè OX � òî÷êà (3; 0).Åñëè ìû ïîëîæèì x = 0, òî 3y = 6 è y = 2, è ìûïîëó÷èëè äðóãóþ õîðîøóþ òî÷êó (0; 2). Áóäåì ïîä-ñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå x è ïîëó÷àòü ïîäõîäÿùèå äëÿíèõ y. Íàïðèìåð, x = 1, ) 2 + 3y = 6 è 3y = 4,y = 4=3. Åñëè x = 2,) 4+3y = 6 è 3y = 2, y = 2=3.Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êè (1; 4=3) è (2; 2=3) òîæå ïîä-õîäÿò. Îíè îòìå÷åíû íà ðèñóíêå. Âèäíî, ÷òî îíèëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàê äîêàçàòü ýòî?Ïðåäëàãàåòñÿ òàêîå èíòóèòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà (3; 0) � õîðîøàÿ. Åñëè òåïåðüñäâèíåìñÿ âëåâî íà ðàññòîÿíèå 3a è è ïîäíèìåìñÿ íà ðàññòîÿíèå 2a, òî ïîïàäåì ñíîâàâ õîðîøóþ òî÷êó (â òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ 3.3). Äåé-ñòâèòåëüíî, êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè áóäóò (3� 3a; 2a), òî åñòü x = 3 � 3a, y = 2a. Ïîñëåïîäñòàíîâêè â (3.3) ïîëó÷àåòñÿ 2(3� 3a) + 3(2a) = 6;÷òî ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê äàåò 6� 6a+ 6a = 6;� ýòî âåðíî ïðè ëþáîì a. Çíà÷èò, êàê áû ìû íå ñìåùàëèñü â íàïðàâëåíèè ñòðåëêè�!a (�3; 2) èç òî÷êè (3; 0), ìû áóäåì ïîïàäàòü â õîðîøèå òî÷êè.Èòàê, óðàâíåíèå 2x + 3y = 6 íà äåêàðòîâû êîîðäèíàòû çàäàåò ïðÿìóþ. À êàêèå åùåóðàâíåíèÿ çàäàþò ïðÿìûå?! Ëþáàÿ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäàax + by + 
 = 0Ýòî íàèáîëåå ïîäõîäÿøèé âèä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Êîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé çàäàíîâ òàêîì âèäå, ëåãêî íàðèñîâàòü ýòó ïðÿìóþ. ×òîá íàðèñîâàòü ïðÿìóþ äîñòàòî÷íî äâóõòî÷åê.Ïóñòü ýòèìè òî÷êàìè áóäóò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Êàê èõíàéòè? Íà îñè OX íàõîäÿòñÿ òî÷êè, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà y = 0, à íà îñè OY íàõîäÿòñÿòî÷êè, ó êîòîðûõ x = 0. Ïîëîæèì x = 0. Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïîëó÷èìa � 0 + by = 
; ) by = 
; ) y = 
=b:Òàêèì îáðàçîì, îäíó òî÷êó íàøåé ïðÿìîé ìû íàøëè � òî÷êà Ay(0; 
=b). Ýòà òî÷êà ëå-æèò íà îñè OY . Ïîëîæèì y = 0 è íàéäåì òî÷êó, êîòîðàÿ ëåæèò íà îñè OX. Ýòî òî÷êàAx(
=a; 0). Òàêèì îáðàçîì,



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 21! Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò èìåþò êîîðäèíàòûAx(
=a; 0); Ay(0; 
=b):Ýòè êîîðäèíàòû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè x1 è y1.x1 = 
=a; y1 = 
=b:
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y1 = 3 x1 = 5
Íàïðèìåð, âîçüìåì óðàâíåíèå3x+ 5y = 15:Äëÿ íåãî a = 3, b = 5. Ïîýòîìóx1 = 15=3 = 5;y1 = 15=5 = 3:À ÷òî, åñëè b = 0 èëè a = 0? Òîãäà âîçíè-êàåò äåëåíèå íà íîëü, ÷òî ïëîõî. Íàïðèìåð, åñ-ëè ìû ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü x1 = 
=a ó ïðÿìîé2y + 4 = 0, òî ïîëó÷èì 4=0, à íà 0 äåëèòü íåëüçÿ.Â ÷åì äåëî? Îòâåò ïðîñò � ïðÿìàÿ 2y + 4 = 0 íåïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ x. Ýòî óðàâíåíèå äàåò y = �2,òî åñòü ïðÿìàÿ êîòîðàÿ íà 2 íèæå îñè OX è ïàðàë-ëåëüíà åé. Åñëè â óðàâíåíèè ïðÿìîé íå âñòå÷àåòñÿñëàãàåìîå ñ x, çíà÷èò ýòà ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñèOY . Åñëè â óðàâíåíèè ïðÿìîé íå âñòðå÷àåòñÿ y,òî ýòà ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè y.
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4x 4yk = 4y4xy = k � x + b

����
'rA1B1C1D1E1F1A2B2C2D2E2F2C3ABCDEFGHKLMNOPRST

X
Y

ZIxy�9�8�7�6�5�4�3�2�10123456789a1b1
1d1e1f1a2b2
2d2e2f2a3b3
3d3e3f3a b
defgh
Ó ïðÿìîé åñòü åùå òàêîå ïîíÿòèå êàê óãëîâîé êîý�-�èöèåíò. Ýòîò êîý��èöèåíò íè÷åãî íå ãîâîðèò î ïîëîæå-íèè ïðÿìîé. Óãëîâîé êîý��èöèåíò îïðåäåëÿåò ëèøü êàêíàïðàâëåíà ïðÿìàÿ. Ïîñìîòðèòå, äëÿ òîãî, ÷òîáû èç òî÷êèAx äîáðàòüñÿ äî òî÷êè Ay, íóæíî ïîäíÿòüñÿ ââåðõ íà 3, èñäâèíóòüñÿ âëåâî íà 5. Òî åñòü óâåëè÷èòü y íà 3, è óìåíü-øèòü x íà 5. Òàêèì îáðàçîì, 4y = 3, 4x = �5.Îïðåäåëåíèå 3.1 Óãëîâûì êîý��èöèåíòîì ïðÿìîé íà-çûâàåòñÿ ÷èñëî k = 4y4x (3.4)! Äëÿ ïðÿìîé ax + by + 
 = 0 óãëîâîé êîý��èöèåíò ðàâåík = �abÓ íàøåé ïðÿìîé 3x + 5y = 15 óãëîâîé êîý��èöèåíò ðàâåí k = �3=5. Ó ïðÿìîé3x+ 5y � 200 = 0 òî÷íî òàêîé æå óãëîâîé êîý��èöèåíò.Ó ïðÿìîé y = 100x+ 17 óãëîâîé êîý��èöèåíò ðàâåí 100.Åñëè èç óðàâíåíèÿ ax + by + 
 == âûðàçèòü y, òî ïîëó÷èòñÿby = �ax� 
; y = ��ab� x� 
b = k � x+ d:Åñëè ïðÿìàÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé çàïèñàíî îòíîñèòåëüíî y, íàïðèìåð y = 10x+4, òî óãëîâîéêîý��èöèåíò åñòü ïðîñòî êîý��èöèåíò ïðè x.



22 �åîìåòðèÿ ÄÅÊÀ�ÒÎÂÛ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛÏåðåñå÷åíèå ïðÿìûõÇàäà÷à 3.2. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x + y = 3 è x + 2y = 2.�åøåíèå. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ � çíà÷èò íàéòè å¼ êîîðäèíàòû. Ýòè êîîðäèíàòû,(x; y), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ êàê ïåðâîé, òàê è âòîðîé ïðÿìîé, ïîòîìó ÷òîòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò è ïåðâîé, è âòîðîé ïðÿìîé. Çíà÷èò ìû äîëæíû ðåøèòüñèñòåìó óðàâíåíèé: � x + y = 3x + 2y = 2Îòâåò: Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ èìååò êîîðäèíàòû (x; y) = (4;�1). Íàðèñóéòå ïðÿìûå è ïðî-âåðüòå ýòîò �àêò ãðà�è÷åñêè.Çàäà÷à 3.3. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâAB è CD, åñëè A(1; 2), B(�3; 0), C(�2;�2), D(0; 2).�åøåíèå. Ïåðâîå, ÷òî íóæíî ñäåëàòü � íàéòè óðàâ-íåíèÿ ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò îòðåçêè AB è CD.Ïîñìîòðèòå íà ïðÿìóþ AB. Ïðè ñìåùåíèè íà îäíóêëåòêó âïðàâî, ìû ïîäíèìàåìñÿ ïî ýòîé ïðÿìîé íàäâå êëåòêè ââåðõ. Êðîìå òîãî, ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêà-åòñÿ ñ îñüþ OX â òî÷êå (0; 2), çíà÷èò ïðè x = 0 óðàâ-íåíèå ýòîé ïðÿìîé äîëæíî äàâàòü y = 2. Èç ýòèõ ñî-îáðàæåíèé ìû äîãàäûâàåìñÿ äî óðàâíåíèÿAB : y = 2x+ 2: X
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x = 0, ïîëó÷àåòñÿ y = 2 � 0 + 2 = 2, ïðè x = �1, y = 0. ×ëåí 2x èîçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñìåùåíèè âïðàâî íà îäíó êëåòêó, íàäî ïîäíèìàòüñÿ íà äâå.Òåïåðü èññëåäóåì ïðÿìóþ CD. Âèäíî, ÷òî ïðè x = 3, y = 0. Ýòî çíà÷èò ÷òî y = k(x+3),ãäå k êàêîå-òî ÷èñëî. Ïðè ñìåùåíèè âïðàâî íà äâå êëåòêè, ìû ïîäíèìàåìñÿ ïî ïðÿìîéCD òîëüêî íà îäíó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî k = 1=2 è y = (1=2)(x+ 3).CD : y = (1=2)x+ 3=2:×èñëî 3=2 óêàçûâàåò íà ìåñòî, ãäå ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåò îñü OY .Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ � ýòî òî÷êà, êîòîðàÿ ëåæèò è íà ïåðâîé è íà âòîðîéïðÿìîé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò è ïåðâîìó è âòîðîìó óðàâíåíèþ:� y = 2x+ 2y = x=2 + 3=2:Ïèøåì 2x + 2 = x=2 + 3=2, ïåðåíîñèì âñå ÷òî ñ x â îäíó ÷àñòü, âñå, ÷òî îñòàëîñü, � âäðóãóþ. 3=2x = �1=2;x = �1=3:Îñòàëîñü ïî x âû÷èñëèòü y. Ïîäñòàâëÿåì x â y = 2x + 2 è íàõîäèì y = 2(�1=3) + 2 = 43 .Îòâåò: òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åñòü (�1=3; 4=3).



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 23�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè è óðàâíåíèå îêðóæíîñòèÇàäà÷à 3.4. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé A(3; 2) è B(5; 1).�åøåíèå. Ïîñìîòðèòå ãäå ðàñïîëîæåíû ýòè òî÷êè. Èç òî÷êè A ìîæíî äîáðàòüñÿ äî òî÷-êèB ñäâèíóâøèñü âïðàâî íà 2 è âíèç íà 1. Òàêèì îáðàçîì, AB ýòî ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëü-íîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 2 è 1. Ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà íàõîäèì ÷òî AB2 = 12+22 = 5,òî åñòü Îòâåò: AB = p5.
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A(x; y)

O(2;�1)R
Çàäà÷à 3.5. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòèñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0) ðàäèóñà R = 2.�åøåíèå. �àññòîÿíèå îò òî÷êè O(0; 0) äî òî÷-êè A(x; y) ðàâíîpx2 + y2, òàê êàê OA åñòü ãè-ïîòåíóçà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ êà-òåòàìè x, y. Îêðóæíîñòü � ýòî âñå òî÷êè, äëÿêîòîðûõ px2 + y2 = 2. Ýòî è åñòü îòâåò, êîòî-ðûé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåx2 + y2 = 4:Çàäà÷à 3.6. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòèñ öåíòðîì â òî÷êå O(2;�1) ðàäèóñà R = 2.�åøåíèå. �àññòîÿíèå îò òî÷êè O(2;�1) äîòî÷êè A(x; y) ðàâíî jOAj =p(x� 2)2 + (y + 1)2.Êàê âèäèòå â �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ çíàêè ïðî-ñòî ïîìåíÿëèñü.(x� 2)2 + (y + 1)2 = 4:! Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0; y0) è ðàäèóñîì R çàäàåòñÿóðàâíåíèåì(x� x0)2 + (y � y0)2 = R2:
Çàäà÷à ñ ìîäóëåì
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ements
�13�13 13 13�23 23 23�1�1 1 1A�13 ; 23� Çàäà÷à 3.7. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷üè êîîðäèíàòûóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ jxj+ jyj = 1.�åøåíèå. Ñóòü ýòîãî óðàâíåíèÿ â òîì, ÷òî ìîäóëè x è y íåñëèøêîì áîëüøèå è â ñóììå äàþò 1. Åñëè y = 0, òî ìîäóëüx äîëæåí áûòü ðàâåí 1. Ïîäõîäèò x = 1 è x = �1. Òî åñòüòî÷êè (1; 0) è (�1; 0) ïîäõîäÿò. Ïîäõîäÿò òàêæå òî÷êè (0; 1),(0;�1). Çàìåòüòå, ÷òî íàøå óðàâíåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñè-òåëüíî x è y. Òî÷êà (1=2; 1=2) ïîäõîäèò. À çíà÷èò ïîäõîäÿòè òî÷êè (1=2;�1=2); (�1=2; 1=2) (�1=2;�1=2):



24 �åîìåòðèÿ ÄÅÊÀ�ÒÎÂÛ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛÍåòðóäíî âèäåòü òàêæå, ÷òî òî÷êà A(13 ; 23) òîæå ïîäõîäèò. Âîîáùå, ïðè x > 0 è y > 0 ìûìîæåì îòáðîñèòü çíàêè ìîäóëÿ. Ïîëó÷àåòñÿ x + y = 1 � ýòî ïðÿìàÿ. Ìû ìîæåì ñìåëîíàðèñîâàòü êóñî÷åê ýòîé ïðÿìîé äëÿ êîòîðîãî x > 0 è y > 0. Ïðÿìàÿ íàðèñîâàíà ïóíê-òèðîì. Îòðåçîê CD è åñòü èñêîìûé êóñî÷åê ïðÿìîé. Îñòàåòñÿ äîðèñîâàòü êàðòèíêó òàê,÷òîá îíà áûëà ñèììåòðè÷íà. Ñî âðåìåíåì âû íàó÷èòåñü äîãàäûâàòüñÿ, êîãäà êàðòèíêóìîæíî ñèììåòðè÷íî äîðèñîâûâàòü.Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåI
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Çàäà÷à 3.8. Íàéäèòå äåêàðòîâû êîîðäèíà-òû âñåõ òî÷åê íà ðèñóíêå 3.1.Çàäà÷à 3.9. Óêàæèòå ó êàêèõ òî÷åê íà ðè-ñóíêå 3.1 ñîâïàäàþò à) àáöèññû, á) îðäèíàòû?Çàäà÷à 3.10. Îöåíèòå �íà ãëàçîê� êîîðäè-íàòû òî÷êè Z.Çàäà÷à 3.11. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäóòî÷êîé A è òî÷êàìè B, C, D.Çàäà÷à 3.12. Çàøòðèõóéòå îáëàñòü ïëîñêî-ñòè, ãäå x > 0 è y < 0.Çàäà÷à 3.13. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîéñîâïàäàþùåé à) ñ îñüþ OY , á) ñ îñüþ OX.Çàäà÷à 3.14. ×åìó ðàâåí óãëîâîé êîý��èöèåíò ïðÿìîé 2y = 1000x� 111?IIÇàäà÷à 3.15. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé S(17; 3) è T (15;�3).Çàäà÷à 3.16. Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìíîæåñòâîòî÷åê, ÷üè êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ a) x+y = 1, á) x�y = 1, â)�x+y = 1,ã) �x� y = 1
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defgh à) á) â) ã)�èñ. 3.2: Ê çàäà÷å 3.17.Çàäà÷à 3.17. Íà ðèñóíêå 3.2 íåñêîëüêî ïðÿìûõ. Çàïèøèòå èõ óðàâíåíèÿ ñíà÷àëà â âèäåy = kx + b, à ïîòîì â âèäå ax+ by = 
.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 25Çàäà÷à 3.18. Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìíîæåñòâîòî÷åê, ÷üè êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ a) x+2y = 0, á) x+2y = 1, â) x+2y =3, ã) x + 2y = �3Çàäà÷à 3.19. Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìíîæåñòâîòî÷åê, ÷üè êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ y = jxj.IIIÇàäà÷à 3.20. Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ìíîæåñòâîòî÷åê, ÷üè êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (x+ 1)2 + y2 = 9.
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Çàäà÷à 3.21. Êàêèå êîîðäèíàòû èìååò öåíòð îêðóæíîñòè?Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýòîé îêðóæíîñòè è óðàâíåíèå ïðÿìîé,êîòîðàÿ å¼ ïåðåñåêàåò. Êàêèå êîîðäèíàòû ó òî÷åê ïåðåñå÷å-íèÿ? ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå öåíòðà îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé?Çàäà÷à 3.22. Óêàæèòå îáëàñòü (çàêðàñüòå êàðàíäàøîì),ãäå jxj+ jyj < 1.Çàäà÷à 3.23. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 
 ïðÿìàÿ x + y + 
 = 0èìååò îáùèå òî÷êè (òî÷êó) ñ îêðóæíîñòüþ x2 + y2 = 1.Çàäà÷à 3.24. Íàðèñóéòå ïðÿìûå 2x + 7y = 14, 2x � 7y =14, �2x + 7y = 14, �2x � 7y = �14 è íàéäèòå èõ óãëîâûåêîý��èöèåíòû. Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 3.25. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ñîåäèíèòå ëèíèåé òî÷êè (1; 1),(1; 2), (1; 3), (3; 1), (2; 1), (1; 1) (3; 3), (0; 0), (�2;�3). Íà ÷òî ýòî ïîõîæå?Çàäà÷à 3.26. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ñîåäèíèòå ëèíèåé òî÷êè (0:5; 0),(0:5; 1), (�2:5; 1), (�2:5;�1), (0:5;�1), (0:5; 0). Êàêèå êîîðäèíàòû èìååò öåíòð äàííîé �è-ãóðû?Çàäà÷à 3.27. Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ BC, BD, CF , GF èç ðèñóíêà 3.1.Çàäà÷à 3.28. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ñàìîé âåðõíåé, ñàìîé íèæíåé, ñàìîé ëåâîé è ñàìîéïðàâîé òî÷êè îêðóæíîñòè íà ðèñóíêå ê çàäà÷å 23 íà ñòðàíèöå 23.Çàäà÷à 3.29. Íàðèñóéòå ïðÿìóþ 2y = 3x � 6. ×åìó ðàâåí å¼ óãëîâîé êîý��èöèåíò?Óêàæèòå â êàêèõ òî÷êàõ ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò.Çàäà÷à 3.30. Ïåðåñåêàþòñÿ ëè îòðåçêè AB è CD, åñëè èõ êîîðäèíàòû A(0; 0), B(�3; 5),C(�1; 4), D(1;�1). Êàêèå êîîðäèíàòû ó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè îíà åñòü?Ïîäñêàçêà. Íàðèñóéòå ñèñòåìó êîîðäèíàò âçÿâ çà åäèíèöó äâå êëåòî÷êè ïîñòàâüòå òî÷-êè è ïîñìîòðèòå.



26 �åîìåòðèÿ ÄÅÊÀ�ÒÎÂÛ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛÇàäà÷à 3.31. ×åðåç òî÷êó A(3; 4) ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè OX. Íàéäèòåêîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ OY .Çàäà÷à 3.32. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì x = �y + 2.Çàäà÷à 3.33. Çàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O(0; 0) è ðàäèóñîì 10. Óêàæèòåêîîðäèíàòû òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷åê, êîòîðûå ëåæàò íà ýòîé îêðóæíîñòè.Çàäà÷à 3.34. Óêàæèòå îáëàñòü (çàêðàñüòå êàðàíäàøîì), ãäå x > y.Çàäà÷à 3.35. Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà îòðåçêà AB, åñëè A(2; 3), B(�2; 5). Íàðèñóéòåäåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è îòìåòüòå ýòè òî÷êè.IIÇàäà÷à 3.36. Ïåðåñåêàþòñÿ ëè îòðåçêè AB è CD, åñëè èõ êîîðäèíàòû A(�1; 0), B(0; 5),C(�1; 5), D(4; 4)? Åñëè ïåðåñåêàþòñÿ, òî íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.Çàäà÷à 3.37. Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ AH, BE, FB, GI.Çàäà÷à 3.38. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì jxj = jyj.Çàäà÷à 3.39. Íàðèñóéòå ïðÿìóþ �2y = 3x� 10. ×åìó ðàâåí å¼ óãëîâîé êîý��èöèåíò?Óêàæèòå â êàêèõ òî÷êàõ ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò.Çàäà÷à 3.40. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè x+2y+3 = 0,4x+ 5y + 6 = 0.Çàäà÷à 3.41. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è ïîñòàâüòå íåñêîëüêî òî÷åê,óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ x2 = y. Ñîåäèíèòå èõ ãëàäêîé ëèíèåé.Çàäà÷à 3.42. Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà îòðåçêà AB, åñëè A(�2; 3), B(�6; 5). Íàðè-ñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è îòìåòüòå ýòè òî÷êè. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êèM ,êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå AB è AM = 2MB.Çàäà÷à 3.43. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû òðåõ âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà: (1; 0), (1; 0), 2; 3.Íàéäèòå êîîðäèòàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû. Íàéäèòå äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.Ïîäñêàçêà. Íàðèñóéòå è ïîñìîòðèòå.Çàäà÷à 3.44. Óêàæèòå îáëàñòü (çàêðàñüòå êàðàíäàøîì), ãäå x + 1 < 2y.Çàäà÷à 3.45. Äàíû ïðÿìûå:1) x = 3, 2) x + y = 3, 3) x = 0, 4) x = 3� y, 5) y = 0, 6) x + 2y = 1, 7) 2x + y = 1.Êàêèå ïàðû ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíû? IIIÇàäà÷à 3.46. Öåíòð ïåðâîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êà O1(0; 0), å¼ ðàäèóñ R1 = 5;öåíòð âòîðîé � òî÷êà O2(6; 0), R2 = 7. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõîêðóæíîñòåé.
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Çàäà÷à 3.47. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ðàñïîëîæåí òàê êàê ïî-êàçàíî íà ðèñóíêå � òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò,ñòîðîíà AB èäåò âäîëü îñè OX. Åãî ñòîðîíû ðàâíû 1. Íàéäèòåêîîðäèíàòû åãî âåðøèí.Ïðèìå÷àíèå. Íà ðèñóíêå êîîðäèíàòíàÿ ðåøåòêà íàðèñîâàíà ñøàãîì 0:25.Çàäà÷à 3.48. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííûõ óðàâíåíè-åì jx� yj+ jx+ yj = 4.Ïîäñêàçêà. Ïîïðîáóéòå óãàäàòü íàñêîëüêî òî÷åê. Íàïðèìåð (0; 2), (2; 0), (1; 2), (1; 2)ïîäõîäÿò. Êàêèå åùå ïîäõîäÿò? Âñïîìíèòå, êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå jxj+ jyj = 1.Çàäà÷à 3.49. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì jxj = jx� 2j.Çàäà÷à 3.50. Íàéäèòå ñèíóñ óãëà, êîòîðûé îáðàçóåò ïðÿìàÿ 2y = 2x+ 3 ñ îñüþ OY .Çàäà÷à 3.51. Íàéäèòå íà îñè x òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò òî÷åê (1; 2) è (2; 3).Çàäà÷à 3.52. Öåíòð îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 2 íàõîäèòñÿ â òî÷êå A(5; 0). Ê îêðóæíîñòèèç òî÷êè O(0; 0) ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ ýòîé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óðàâíåíèåýòîé ïðÿìîé.Çàäà÷à 3.53. Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðîâ îòðåçêîâ AB, BC, CA, åñëè A(�2; 3),B(�6; 5), A(0; 0). Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è îòìåòüòå ýòè òî÷êè. Ïðîâå-äèòå ìåäèàíû â òðåóãîëüíèêå 4ABC è íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí.



Ñåìèíàð 4ÀëãåáðàÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÏëàí çàíÿòèÿ� Çîëîòîå ñå÷åíèå� Êàêèå åùå áûâàþò óðàâíåíèÿ� Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ� Òåîðåìà ÂèåòàÇîëîòîå ñå÷åíèå è àðõèòåêòóðàÈññëåäîâàòåëè àðõèòåêòóðû Äðåâíåé �ðåöèè íåðàç çàìå÷àëè, ÷òî ïðîïîðöèè àðõèòåêòóðíûõ ñîîðó-æåíèé óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííîìó îòíîøåíèþ.À èìåííî îòíîøåíèå âûñîòû ê øèðèíå (èëè íàîáî-ðîò) ðàâíî ïðèìåðíî 1:618. Èìåííî òàêàÿ ïðîïîð-öèÿ äåëàëà ïðîèçâåäåíèÿ èñêóññòâà íàèáîëåå êðà-ñèâûìè è ãàðìîíè÷íûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ýñòåòè÷å-ñêîãî âîñïðèÿòèÿ.Âîò ïðèìåðíûé ïåðåâîä ãðå÷åñêîãî ìàñòåðà Ïî-ëèòåêòà �.. òà ïðîïîðöèÿ íåñ¼ò â ñåáå áîëüøóþ ãàð-ìîíèþ, ÷òî äàåò îòíîøåíèå äëèíû ìåíüøåé ÷àñòè ê áîëüøåé òàêîå æå, ÷òî è îòíîøåíèåáîëüøåãî ê öåëîìó.�Ñ�îðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷êó:Çàäà÷à 4.1. Íà åäèíè÷íîì îòðåçêå ïîñòàâüòå òàêóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ðàçäåëèëà áû åãîíà äâà îòðåçêà òàêèõ, ÷òî îòíîøåíèå ìåíüøåãî ê áîëüøåìó òàêîå æå, ÷òî è îòíîøåíèåáîëüøåãî îòðåçêà ê åäèíè÷íîìó îòðåçêó.PSfrag repla
ements
1x y = 1� x yx = x1�åøåíèå. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 1�xx = x, ) 1� x = x2, èx2 + x� 1 = 0 (4.1)Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Êàê åãî ðåøàòü? Äàâàéòå ñäåëàåì òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ âûäåëå-íèåì ïîëíîãî êâàäðàòà � íàéäåì òàêîå a, ÷òî (x + a)2 = x2 + 2ax + a2 äà¼ò ïåðâûå äâà



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 29ñëàãàåìûå òàêèå æå, ÷òî è â íàøåì êâàäðàòíîì óðàâíåíèè. Ïîäõîäÿùåå a = 12 :(x + 12)2 = x2 + x + 14Cëàãàåìûå x2 + x â (4.1) ìîæíî çàìåíèòü íà (x+ 12)2 � 14 , ïîëó÷èì:�x+ 12�2 � 14 � 1 = 0; òî åñòü�x + 12�2 = 54 :Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü îòâåò:(x + 12) = +r54 ; ) x + 12 = p52 ; ) x = �12 + p52èëè (x + 12) = �r54 ; ) x+ 12 = �p52 ; ) x = �12 � p52Âòîðîé ñëó÷àé íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê x ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. Íóæíûéíàì îòâåò x = ' = p5� 12 = 0:618034:::Ýòî ÷èñëî è åñòü çîëîòîå ñå÷åíèå, çàìå÷àòåëüíàÿ ïðîïîðöèÿ êðàñîòû è ãàðìîíèè. Ìíîãîåîòðåçêè â ïÿòèêîíå÷íîé çâåçäå íàõîäÿòñÿ â ýòîé ïðîïîðöèè.×òî çíà÷èò ðåøèòü óðàâíåíèåè êàêèå óðàâíåíèÿ áûâàþòÎïðåäåëåíèå 4.1 Óðàâíåíèÿ íà x âèäàax2 + bx + 
 = 0 (4.2)íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì, åñëè a 6= 0.Ïðèìåðû êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé:x2 + 3x� 4 = 0; �x2 � 2x+ 3 = 0;x2 = 4; x2 + x = 2x2 + 3;x2 � 4x = 12; x2 = x+ 1:Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò x2. Óðàâíåíèå x3 � 2x2 + x � 1 = 0 � ïðèìåð êóáè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü x â í¼ì ðàâíà 3. Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî òàêîå óðàâ-íåíèÿ ÷åòâåðòîé, ïÿòîé ñòåïåíè è òàê äàëåå. Áûâàþò óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿóðàâíåíèÿìè n-îé ñòåïåíè, íàïðèìåð 
osx = x.Êàê âû óæå äîãàäàëèñü,Îïðåäåëåíèå 4.2 Óðàâíåíèå � ýòî äâà âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé x(âîçìîæíî y, z èëè äðóãàÿ áóêâà), ìåæäó êîòîðûìè ñòîèò çíàê ðàâíî. �åøèòü óðàâ-íåíèå, çíà÷èò íàéòè ïîäõîäÿùèå x. Ïîäõîäÿùèå x � ýòî òàêèå çíà÷åíèÿ x, êîòîðûåïðåâðàùàþò óðàâíåíèå â âåðíîå òîæäåñòâî.



30 Àëãåáðà ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß�Õîðîøèå� x íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ. �åøèòü óðàâíåíèå, çíà÷èò êîðîòêî è ÿñíîîïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé. Íî èíîãäà ñàìî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì îïèñàíèåìýòîãî ìíîæåñòâà.Çàäà÷à 4.2. �åøèòå óðàâíåíèå (x� 1)(x� 2) = 0.�åøåíèå. Ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, êîãäà ëèáî ïåðâûé ëèáî âòîðîé ìíîæèòåëü ðàâíûíóëþ. Òî åñòü ëèáî (x� 1) = 0, ëèáî (x� 2) = 0, è x = 1 ëèáî x = 2.Çàäà÷à 4.3. �åøèòå óðàâíåíèå z2 = 9.�åøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî z = 3 ïîäõîäèò, íî åùå â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàäî íå çàáûâàòü ïðîîòðèöàòåëüíûé êîðåíü z = �3. Îòâåò: z = 3 èëè z = �3.Çàäà÷à 4.4. �åøèòå óðàâíåíèå (1� x2)(x+ 2) = 0.�åøåíèå. Ëèáî (1 � x2) = 0, ëèáî (x + 2) = 0. Ïåðâîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò x2 = 1, ÷òîäàåò äâà âàðèàíòà äëÿ x: 1 èëè �1. Âòîðîå ðàâåíñòâî äàåò x = �2. Îòâåò: x = 1 èëèx = �1 èëè x = �2. Îòâåò ìîæíî áûëî çàïèñàòü òàê24 x = 1x = �1x = �2 èëè òàê x 2 f1;�1;�2g:Çàäà÷à 4.5. �åøèòå óðàâíåíèå x2 + 1 = 0.�åøåíèå. ×èñëî x2 âñåãäà áîëüøå ëèáî ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó, åãî ñóììà ñ 1 ïîëîæè-òåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ. �Õîðîøèõ� x íåò. Â òàêèõ ñëó÷àÿõíàäî ïèñàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé ïóñòî èëè êîðíåé íåò.Çàäà÷à 4.6. �åøèòå óðàâíåíèå y2 = y.�åøåíèå. Êîãäà êâàäðàò ÷èñëà ðàâåí ñàìîìó ÷èñëó? Ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî y = 0è y = 1 ïîäõîäÿò. Íî íåò ëè äðóãèõ êîðíåé. ×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íåò, äàâàéòåïåðåíåñ¼ì âñå â îäíó ÷àñòü è âûíåñåì y çà ñêîáêó:y � y2 = 0; ) y(1� y) = 0; ) y = 0 èëè (1� y) = 0Åñëè íè îäèí èç ìíîæèòåëåé íå ðàâåí íóëþ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü ðàâíîíóëþ. Ïîýòîìó Îòâåò: y 2 f0; 1g.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèéÏðåæäå ÷åì ðåøàòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïåðåíåñèòå âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü. ×èñëî,íà êîòîðîå óìíîæåí x2 â óðàâíåíèè íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ïðè x2. Ó âàñ åùå ìîæåòáûòü ñëàãàåìîå ñ x è ñâîáîäíûé ÷ëåí. �àññìîòðèì óðàâíåíèåx2 � 3x + 2 = 0Êîý��èöèåíò ïðè x2 ðàâåí a = 1, êîý��èöèåíò ïðè x ðàâåí b = �3, ñâîáîäíûé ÷ëåí
 = �2. Ýòè òðè ÷èñëà îïðåäåëÿþò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è êîðíè óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îòýòèõ ÷èñåë. Ïðîäåëàåì ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà (x + a)2 = x2 + 2ax + a2.×òîáû 2ax = �3x, íåîáõîäèìî a = �3=2. (x � 3=2)2 = x2 + 3x + �32�2, ïîýòîìó x2 � 3x =(x� 32)2 � �32�2 Íàøå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â�x� 32�2 � �32�2 + 2 = 0



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 31Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìx+ 32 = �s�32�2 � 2x = �32 �r94 � 2;x = �32 �r14 = �32 � 12 = �2 èëè � 1:Òàêèì îáðàçîì èäåÿ âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà ïîçâîëÿåò íàì íàõîäèòü êîðíè êâàä-ðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ìû ïðîäåëàåì ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ êâàäðàòà â îáùåì âèäå äëÿóðàâíåíèÿ (4.2), òî ïîëó÷èì x + b2a = �s� b2a�2 + 
;à çàòåì x = � b2a �s� b2a�2 + 
:Êîíå÷íûå �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ äâóõ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò òàê! x1 = �b +pb2 � 4a
2ax2 = �b�pb2 � 4a
2a (4.3)
Òåîðåìà ÂèåòàÒåîðåìà Âèåòà � ýòî î÷åíü çàìå÷àòåëüíàÿ, ïîëåçíàÿ øòóêà. Îíà ïîçâîëÿåò óãàäûâàòüêîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Îíà óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå:Òåîðåìà 4.1 (Âèåòà) Ïóñòü åñòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:x2 + bx + 
 = 0Åãî êîðíè ðàâíû x1 è x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà( b = �(x1 + x2)
 = x1 � x2Íàïðèìåð, óðàâíåíèå 2x2 � 6x + 4 = 0. Ïåðâîå, ÷òî ñäåëàåì � ýòî ðàçäåëèì íà 2, ÷òîáûïðè x2 ñòîÿëà åäèíè÷êà. x2 � 3x+ 2 = 0:×èñëî 2 åñòü ïðîèçâåäåíèå êîðíåé, à 3 � èõ ñóììà. Î÷åâèäíî, ÷òî x1 = 1 è x2 = 2ïîäõîäÿò. Îíè è åñòü êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ.



32 Àëãåáðà ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÊëþ÷åâûå çàäà÷èÇàäà÷à 4.7. Ñîñòàâüòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî êîðíè ðàâíû x1 = 3, x2 = 4:�åøåíèå. Íàäî ïðîñòî-íàïðîñòî ðàñêðûòü ñêîáêè â (x� 3)(x� 4) = 0 Ïîëó÷àåòñÿ x2 �4x � 3x + 12 = 0, ÷òî äàåò Îòâåò: x2 � 7x + 12 = 0. Äðóãîé ñïîñîá ðåøèòü ýòó çàäà÷êóçàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Âèåòà:b = �(x1 + x2) = �(3 + 4) = �7;
 = x1 � x2 = 3 � 4 = 12:PSfrag repla
ements

à) á) â)
x

x
xxx S = 35S = 20 S = 6 10

1 12 3�èñ. 4.1.Çàäà÷à 4.8. Íàéäèòå x íà ðèñóíêå 4.1 à).�åøåíèå. Íà ýòîì ðèñóíêå îò êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé x îòðåçàíà ïîëîñêà øèðèíîé 1.Ïëîùàäü îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàâíà 20. Ïëîùàäü âñåãî êâàäðàòà ðàâíà x2, ïëîùàäü ïî-ëîñêè ðàâíà 1 � x. Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïîëîñêè è ïðÿìîóãîëüíèêàïëîùàäüþ 20: x2 = 20 + x:�åøàåì ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïåðåíåñåì âñå â îäíó ÷àñòü:x2 � x� 20 = 0:Íàõîäèì a = 1, b = �1, 
 = �20. Íàõîäèì äèñêðèìèíàíòD = b2 � 4a
 = 1� 4 � 1 � (�20) = 1 + 80 = 81:Íàõîäèì êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:x1;2 = �b�pD2a = 1�p812 = 1� 92 = 5; �4:Òî åñòü x1 = 5, x2 = �4. Íî âòîðîé êîðåíü ëèøíèé, òàê êàê îòðåçêîâ ñ îòðèöàòåëüíûìèäëèíàìè íå áûâàåò. Îòâåò: x = 5.Çàäà÷à 4.9. Âûäåëèòå ïîëíûé êâàäðàò èç òð¼õ÷ëåíà A(x) = �3x2 + 6x� 9.�åøåíèå. Ñíà÷àëà âûíåñåì çà ñêîáêó �3:A(x) = �3x2 + 6x� 9 = �3(x2 � 2x + 3):



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 33×òîáû â ðàçëîæåíèè (x+a)2 = x2+2ax+a2 ñëàãàåìîå 2ax ñîâïàäàëî ñ �2x, íóæíî ÷òîáûa = �1. �àñêëàäûâàåì (x� 1)2 = x2 � 2x + 1. Çíà÷èòA(x) = �3(x2 � 2x+ 3) = �3 �(x� 1)2 � 1 + 3�Ïðèáàâèëè �1, òàê êàê ëèøíÿÿ åäèíè÷êà âûëåçåò ïðè ðàñêðûòèè êâàäðàòà (x � 1)2 =x2 � 2x+ 1. Â èòîãå ïîëó÷àåìÎòâåò: A(x) = �3 �(x� 1)2 + 2� = �3(x� 1)2 � 6:Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåIÇàäà÷à 4.10. �åøèòå óðàâíåíèå (x� 2)(x� 4)2 = 0.Çàäà÷à 4.11. �åøèòå óðàâíåíèå (x� 2) = (x� 4)2.Çàäà÷à 4.12. �åøèòå óðàâíåíèå x2 = (x� 10)2.Çàäà÷à 4.13. Äàíî óðàâíåíèå: x2 + (x + 1)2 = 5x�àñêðîéòå âñå ñêîáêè ñîáåðèòå âñå ñ ëåâîé ñòîðîíû è ïðèâåäèòå ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Óêà-æèòå, ÷åìó ðàâíû êîý��èöèåíòû a, b è 
, è ðåøèòå ïîëó÷èâøååñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.Çàäà÷à 4.14. Äàâàéòå ìåòîäîì ïåðåáîðà äîãàäàåìñÿ äî êîðíåé óðàâíåíèéx2 � 3x� 4 = 0; x2 � 4x+ 3 = 0; x2 + x� 2 = 0:IIÇàäà÷à 4.15. Íàéäèòå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäíà ñòîðîíà íà 2 ñìäëèííåå äðóãîé, à ïëîùàäü ðàâíà 24 ñì2.Çàäà÷à 4.16. Íàéäèòå ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë 2+p2 è 2�p2. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîéÂèåòà, íàïèøèòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýòè ÷èñëà.Çàäà÷à 4.17. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ (x + 1)4 + 4 = 0.Çàäà÷à 4.18. �åøèòå óðàâíåíèå (x� 1)2 + (x+ 1)2 = 2 + 2x.
S=10PSfrag repla
ements

xx
S = 12 3 �èñ. 4.2.

Çàäà÷à 4.19. Íà ðèñóíêå 4.2 èçîáðàæåí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2x.Èñïîëüçóÿ äàííûå, ïðèâåäåííûå íà ýòîì ðèñóíêå íàéäèòå x.Çàäà÷à 4.20. Óðàâíåíèå (2x� 1)(2x+ 1) = x(2x + 3) ïðèâåäèòå êâèäó ax2 + bx + x = 0. IIIÇàäà÷à 4.21. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ(x� 100)100(x+ 200)200 = 0.



34 Àëãåáðà ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÇàäà÷à 4.22. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ2(x� 1)(x+ 2)x = (x� 1)(x+ 2)2Çàäà÷à 4.23. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ 11 + 11 + 1x = x.
Çàäà÷à 4.24. Ïîñìîòðèòå íà çàäà÷ó 2.18 íà ñòðàíèöå 2.18. Òàì ïîêàçàíî, ÷òîsin 2� = 2 sin� 
os�:�åøèòå îáðàòíóþ çàäà÷ó � íàéäèòå sin�, åñëè èçâåñòíî ÷èñëî sin 2�, à èìåííî, íàéäèòåsin 15Æ, çíàÿ, ÷òî sin 30Æ = 1=2.Ïîäñêàçêà. Âîçâåäèòå òîæäåñòâî sin 2� = 2 sin� 
os� â êâàäðàò è ïîäñòàâüòå òóäà
os2 � = 1� sin2 �:Äîìàøíåå çàäàíèåI

PSfrag repla
ements x� 1x+ 2 2
x

Çàäà÷à 4.25. Íà ðèñóíêå ñïðàâà óãîë ïåðåñå÷åí ïàðàëëåëüíû-ìè ïðÿìûìè. Óêàçàíû äëèíû îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíè ðàçäåëèëèñòîðîíû óãëà. Íàéäèòå x.Çàäà÷à 4.26. Óðàâíåíèå (x � 2)(x + 2) = x(x + 3) ïðèâåäèòå êâèäó ax2 + bx + x = 0.Çàäà÷à 4.27. Ïðèäóìàéòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòî-ðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è �2.Çàäà÷à 4.28. Íàéäèòå ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë 2 +p3 è 2�p3. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Âèåòà, íàïèøèòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýòè ÷èñëà.Çàäà÷à 4.29. �åøèòå óðàâíåíèå (x� 2)(x + 5) = 0.Çàäà÷à 4.30. �åøèòå óðàâíåíèå x4(x2 + x� 1) = 0.Çàäà÷à 4.31. Îò êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé x îòðåçàëè ïîëîñêó øèðèíû 2. Íàéäèòå x, åñëèèçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàâíà 8 ñì.Çàäà÷à 4.32. Íàéäèòå x íà ðèñóíêå 4.1 á).Çàäà÷à 4.33. �åøèòå óðàâíåíèå (x� 4)2 = (x+ 6)2.IIÇàäà÷à 4.34. Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â (x�1)(x�2)(x�3)(x�4), òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí4-îé ñòåïåíè. ×åìó ðàâåí åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí?



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 35Çàäà÷à 4.35. Íàéäèòå x íà ðèñóíêå 4.1 â). Íà ýòîì ðèñóíêå ñòîðîíà áîëüøîãî êâàäðàòàðàâíà 10. Îí ðàçäåëåí íà ïðÿìîóãîëüíèêè ïëîùàäü îäíîãî èç íèõ ðàâíà 35, à ó äðóãîãîïðÿìîóãîëüíèêà ñòîðîíû ðàâíû 3 è x.Çàäà÷à 4.36. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà 6, àñóììà êîðíåé ðàâíà 4. Íàïèøèòå ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è íàéäèòå åãî êîðíè.Çàäà÷à 4.37. Ìåòåîðèò ïðèáëèæàåòñÿ ê Çåìëå ñ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùåé ñêîðîñòüþ,ïîýòîìó ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îí ïðîëåòàåò çà âðåìÿ t (íà÷èíàÿ ñ òåêóùåãî ìîìåíòà) ðàñòåòíå ëèíåéíî, à êâàäðàòè÷íî: S(t) = 1000ì
 � t+ 10ì
2 � t22Ñåé÷àñ îí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 6000 êì = 6000000 ì. Íàéäèòå âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîåíà÷íåòñÿ Àðìàãåäîí.Çàäà÷à 4.38. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî åñëè åãî óìíîæèòü íà ÷èñëî,êîòîðîå áîëüøå åãî íà åäèíèöó, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî ðàâíîå òðåì êâàäðàòàì ÷èñëà, êîòîðîåìåíüøå åãî íà åäèíèöó?Çàäà÷à 4.39. �åøèòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + 2x+ 5 = 0.Çàäà÷à 4.40. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ 11 + 11 + x = x.Çàäà÷à 4.41. Ïðèäóìàéòå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, �2, 2.Çàäà÷à 4.42. Íàïèøèòå óðàâíåíèå, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿx2 � 3x+ 2 = 0, òàê è êîðíè óðàâíåíèÿ x2 � 5x = 0.Çàäà÷à 4.43. Íàéäèòå x íà ðèñóíêå 4.3 à). Íà ýòîì ðèñóíêå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.Îäèí êàòåò ðàâåí 1, äðóãîé êàòåò áîëüøå åãî â x ðàç, è ãèïîòåíóçà áîëüøå áîëüøåãî êàòåòàâ ñòîëüêî æå ðàç. Íàéäèòå x. IIIÇàäà÷à 4.44. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèé à) (x� 3)2� 2, á) x2� 2x+4.Çàäà÷à 4.45. Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åãî ñóììà ñ îáðàòíûìåìó ÷èñëîì ðàâíà 2:9.Çàäà÷à 4.46. Çàïèøèòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ñðåäè êîðíåé êîòîðîãî áóäåò 2 +p3.Çàäà÷à 4.47. �åøèòå óðàâíåíèå (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1� x) = 1.Çàäà÷à 4.48. Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, îäíèìèõ êîðíåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî à) p2 +p3, á) 1 + 3p3.Çàäà÷à 4.49. Ïðèäóìàéòå óðàâíåíèÿ n-îé ñòåïåíè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî÷èñëî p2 +p3.
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PSfrag repla
ements����
'rA1B1C1D1E1F1A2B2C2D2E2F2C3ABCDEFGHKLMNOPRSTXYZI

x xx y

�9�8�7�6�5�4�3�2�10

1 1
11

23456789a1b1
1d1e1f1a2b2
2d2e2f2a3b3
3d3e3f3
a ab


defgh x2a) á) â)
�èñ. 4.3.Çàäà÷à 4.50. Íàéäèòå sin è 
os ÷åòâåðòèíêè ïðÿìîãî óãëà.Ïîäñêàçêà. Ñìîòðèòå çàäà÷ó 4.24. Èñïîëüçóéòå sin 45Æ = 1=p2.Çàäà÷à 4.51. Íàéäèòå îòíîøåíèå x=y íà ðèñóíêå 4.3 á), åñëè èçâåñòíî, ÷òî a=b = x=y.Íà ýòîì ðèñóíêå â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè x, y ïîìåñòèëè äâà êâàäðàòà è ïðÿìî-óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a è b.Çàäà÷à 4.52. Íàéäèòå x íà ðèñóíêå 4.3 â).Ïîäñêàçêà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óãîëû ïðè îñíîâàíèè â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì óãîëïðè âåðøèíå. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü 
os 2� = 2 
os2 �� 1 è èñïîëüçîâàòü ýòîò �àêò.Çàäà÷à 4.53. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ 11 + 11 + 11 + x = x.
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Ñåìèíàð 5Àíàëèç��ÀÔÈÊÈÏëàí çàíÿòèÿ� Êàê ñòðîèòü ãðà�èêè �óíêöèé� Ïðèìåðû ãðà�èêîâ �óíêöèé� Äâèæåíèå ãðà�èêîâ� �ðà�èêè êàê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿÔîíàðèêÏðåäïîëîæèì âû íàõîäèòåñü â êðîìåøíîé òüìå è �îíàðèêîì ñâåòèòå íà ïîë. Êàêîé �îð-ìû áóäåò ñâåòîâîå ïÿòíî? Åñëè �îíàðèê íàïðàâëåí ïðÿìî âíèç, òî ïÿòíî áóäåò êðóãëîå.Åñëè æå �îíàðèê íåñêîëüêî íàêëîí¼í, òî ïÿòíî óäëèíÿåòñÿ è ïðèíèìàåò �îðìó ýëëèïñà.Åñëè �îíàðèê íàêëîíåí íàñòîëüêî, ÷òî âåðõíÿÿ êðîìêà ñâåòîâîãî êîíóñà èäåò ïàðàëëåëü-íî ïîëó, òî ñâåòîâîå ïÿòíî ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷èííûì è åãî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé.Åñëè äàëüøå ïðîäîëæàòü íàêëîíÿòü �îíàðèê, òî ãðàíèöà ñâåòîâîãî ïÿòíà ñòàíåò ãèïåð-áîëîé.�èñ. 5.1: Ñâåòîâûå ïÿòíà íà ïîëó, êîòîðûå ìîæíî äåëàòü ñ ïîìîùüþ �îíàðèêà.Îêðóæíîñòü, ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ãèïåðáîëà � êðèâûå, ñ êîòîðûìè âû ÷àñòî áóäèòåâñòðå÷àòüñÿ â øêîëàõ è èíñòèòóòàõ. Âïðî÷åì íå òîëüêî òàì. Êðóãëûå è ýëëèïòè÷åñêèåòåëà âû íåðåäêî âñòðå÷àåòå â æèçíè. Ïàðàáîëà. Ïî ýòîé êðèâîé ëåòàþò áðîøåííûå âàìêàìíè. Ïàðàáîëè÷åñêóþ �îðìó èìåþò íàïðàâëåííûå àíòåííû (ïàðàáîëè÷åñêèå òàðåëêè).
�èñ. 5.2: Òðàåêòîðèè, ïî êîòîðûì óìåþò ëåòàòü ïëàíåòû.Óäèâèòåëüíî, íî êîñìè÷åñêèå òåëà (ïëàíåòû è êîìåòû) âáëèçè ìàññèâíîãî ñîëíöà ëå-òàþò èìåííî ïî òàêèì òðàåêòîðèÿì, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ãðàíèöó ñâåòîâîãîïÿòíà îò �îíàðèêà.Ïàðàáîëà � êðèâàÿ êîòîðîé ìû ïîñâÿòèì ñåãîäíÿøíåå çàíÿòèå.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 39ÏàðàáîëàÈòàê, ïàðàáîëà � ýòî êðèâàÿ ïàäåíèÿ êàìíÿ.
PSfrag repla
ements X

Y �!V
�èñ. 5.3: Áðîøåííûé êàìåíü ëåòèò ïî ïàðàáîëå.Îáùåå óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò âèäy = ax2 + bx + 
 (5.1)Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ïàðàáîëû åñòü y = x2. Äàâàéòå íàéäåì íåñêîëüêî òî÷åê (òî åñòüïàð ÷èñåë (x; y)), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Áóäåì áðàòü êàêîé-íèáóäüx è íàõîäèòü y. Ïîñòðîèì òàáëèöó; â âåðõíåé ñòðî÷êå òàáëèöû ñòîÿò çíà÷åíèÿ x, à ïîäíèìè ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y:x �3 �2 �1 0 1 2 3 4y = x2 9 4 1 0 1 4 9 16
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2PSfrag repla
ements y = x2 y = x2 + 2
y = 2� x2

�èñ. 5.4: Ïàðàáîëû.Íàðèñóåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è ïîñòàâèì ýòè òî÷êè. Ïîñòàâüòå åùå òî÷êè(1=2; 1=4) è (�1=2; 1=4). Ñåé÷àñ ìû óæå ãîòîâû ñîåäèíèòü ýòè òî÷êè ãëàäêîé êðèâîé. Âîòêàê âûãëÿäèò ïàðàáîëà (ñàìûé ëåâûé ãðà�èê íà ðèñóíêå 5.4). Òîëüêî íå ïîäóìàéòå, ÷òîòàê ëåòàþò êàìíè. Ïàðàáîëû, ïî êîòîðûì ëåòàþò êàìíè ïåðåâåðíóòû.Äàâàéòå ïîñòðîèì äðóãóþ ïàðàáîëó, à èìåííî, çàäàííóþ óðàâíåíèåì y = x2 + 2. Íà-ðèñóåì òàáëè÷êó äëÿ íå¼.x �3 �2 �1 0 1 2 3 4y 11 6 3 2 3 5 11 18 y = x2 + 2



40 Àíàëèç ��ÀÔÈÊÈÊàê âèäèòå â ýòîé òàáëè÷êå ïðîñòî ÷èñëà â íèæíåé ñòðî÷êå íà 2 áîëüøå, ÷åì â ïðåäû-äóùåé òàáëè÷êå.Ñëåäóþùàÿ ïàðàáîëà y = 2� x2.x �3 �2 �1 0 1 2 3 4y �7 �2 1 2 1 �2 �7 �14 y = 2� x2Åñëè âû ïîýêñïåðèìåíòèðóéòå äàëüøå, òî îáíàðóæèòå, ÷òî âñå ïàðàáîëû� èìåþò âåðøèíó, òî åñòü òî÷êó ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà y, äëÿ ïàðàáîëû y = x2ýòî òî÷êà (0; 0);� èìåþò äâå âåòâè, êîòîðûå óñòðåìëÿþòñÿ ëèáî ââåðõ, ëèáî âíèç;� ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó.
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Íàðèñóåì ïàðàáîëó:y = 0:5(x� 1)2Êîîðäèíàòà y ïðèíèìàåò ñâî¼ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèåy = 0 ïðè x = 1. Ïîñòðîèì òàáëèöó:x �3 �2 �1 0 1 2 3 4y 8 4:5 2 0:5 0 0:5 2 4:5Ýòà ïàðàáîëà ñäâèíóòà âïðàâî íà 1. Å¼ âåðøèíà(1; 0). Êðîìå òîãî îíà íåñêîëüêî áîëåå ñïëþñíóòà â âåð-òèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Íà ðèñóíêå òîíêèìè ëèíèÿìèïîêàçàíû ïàðàáîëû y = (x � 1)2 è y = 2(x� 1)2. Äàãà-òàéòåñü êàêàÿ èç íèõ êàêàÿ.Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîý��èöèåíò a â îáùåé �îðìó-ëå ïàðàáîëû (5.1) îòâå÷àåò çà ïðèïëþñíóòîñòü èëè ðàñòÿíóòîñòü ïàðàáîëû â âåðòèêàëü-íîì íàïðàâëåíèè.
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PSfrag repla
ementsy = (x+ 2)2 � 1y = x2 � 1y = x2
Èññëåäóåì ïàðàáîëó y = (x+ 2)2 � 1. Ïîñòðîèì äëÿíå¼ òàáëè÷êó: x �3 �2 �1 0 1 2y 0 �1 0 3 8 15Êàê âèäèòå, âåðøèíà ýòîé ïàðàáîëû åñòü òî÷êà(�2;�1). Íî ïîñìîòðèòå íà óðàâíåíèå. Ïî åãî âèäó ìûñðàçó ìîãëè äîãàäàòüñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå yåñòü �1. Ïîñêîëüêó êâàäðàò (x+ 2)2 > 0, ìèíèìàëüíîåçíà÷åíèå êâàäðàòà ðàâíî 0. Â ñêîáî÷êàõ (x + 2)2 ñòîèòíîëü, êîãäà x = �2. À çíà÷èò! Âåðøèíà ïàðàáîëû y = a(x� x0)2 + y0 åñòü òî÷êà (x0; y0).Äàâàéòå ýòó ïàðàáîëó ñäâèíåì âïðàâî íà 2. Âåðøèíîé ñäâèíóòîé ïàðàáîëû áóäåò òî÷êà(0;�1), à å¼ óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä y = x2 � 1. Åñëè òåïåðü ýòó ïàðàáîëó åù¼ ðàçñäâèíóòü óæå ââåðõ íà 1, òî ïîëó÷èì ïðîñòåéøóþ ïàðàáîëó y = x2.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 41Îòâåòû íà âàæíûå âîïðîñûÂîïðîñ �1. Êîãäà âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ.! Ó ïàðàáîëû y = ax2 + bx + 
 âåòâè íàïðàâëåíû âíèç òîãäà, êîãäà a < 0.Åñëè a > 0 âåòâè íàïðàâëåíû ââåðõ.Âîïðîñ �2. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû?! Ó ïàðàáîëû y = f(x) = ax2+ bx+ 
 êîîðäèíàòà x0 âåðøèíû âû÷èñëÿåòñÿx0 = � b2a (5.2)Çíàÿ êîîðäèíàòó x0, ëåãêî íàéòè êîîðäèíàòó y0:y0 = f(x0):Âîïðîñ �3. ×åìó ðàâíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò?! Ëþáàÿ ïàðàáîëà y = f(x) = ax2 + bx + 
 ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñüþ y è òî÷êàïåðåñå÷åíèÿ åäèíñòâåííà, ýòî òî÷êà (0; y1), ãäåy1 = f(0) = (5.3)Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ x ìîæåò íå áûòü. Êîîðäèíàòû x òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ x ðàâíû êîðíÿì óðàâíåíèÿf(x) = 0 (5.4)Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå 4.3 íà ñòðàíèöå 31.PSfrag repla
ements
x1 = x2 = x0y1 y1y1y1

x1 x1x2 x2(x0; y0)
(x0; y0)(x0; y0)

a > 0
a > 0 a < 0

a < 0X XXX
Y YYY

à) á) â) ã)Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåIÇàäà÷à 5.1. Ïîñòðîéòå òàáëè÷êó è íàðèñóéòå ïàðàáîëó y = x2 � 2x.



42 Àíàëèç ��ÀÔÈÊÈÇàäà÷à 5.2. Ïîñòðîéòå ãðà�èêè �óíêöèé y = (x + 1)2 � 3 è y = �2 � (x + 1)2 � 3 íàîäíîì ðèñóíêå.Çàäà÷à 5.3. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû y = (x� 2)2 � 3.Çàäà÷à 5.4. Óêàæèòå êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë è îñåé êîîðäèíàò OY :à) y = (x� 2)(x+ 3), á) y = x2 � 2x, â) y = �2(x� 2)(x+ 3).Çàäà÷à 5.5. Íàéäèòå x1, x2, y1, x0, y0 äëÿ ïàðàáîëû y = (x+ 3)(x + 5).IIÇàäà÷à 5.6. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû y = x� 4x + 3. Êóäà íàïðàâëåíûå¼ âåòâè? Èñõîäÿ èç ýòîãî, îòâåòüòå åñòü ëè êîðíè ó óðàâíåíèÿ x� 4x + 3 = 0.Çàäà÷à 5.7. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû y = (x� 2)2 + x2 + (x+ 2)2.Çàäà÷à 5.8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x âûðàæåíèå x2 + 2x� 3 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûåçíà÷åíèÿ.Çàäà÷à 5.9. Ïåòÿ áðîñèë êàìåíü. Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîëåòà êàìíÿ áûëà 4 ì. Êàìåíüïðèçåìëèëñÿ íà ðàññòîÿíèè 16 ì îò Ïåòè. Ïðåíåáðåãàÿ ðîñòîì Ïåòè íàïèøèòå óðàâíåíèåïàðàáîëû, ïî êîòîðîé ëåòåë êàìåíü. Ñ÷èòàéòå ÷òî îñü Y íàïðàâëåíà ââåðõ, à îñü X èäåòïî çåìëå â íàïðàâëåíèè áðîñàíèÿ êàìíÿ. Ìåæäó ïðî÷èì, �èçèêè ïî ýòèì äàííûì óìåþòîïðåäåëÿòü âåñ êàìíÿ.Ïîäñêàçêà. Äëÿ íà÷àëà íàéäèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïàðàáîëû ñ îñüþ X, íàéäèòåêîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû è ïîäáåðèòå êîý��èöèåíò a.Çàäà÷à 5.10. Íàéäèòå x1, x2, y1, x0, y0 äëÿ ïàðàáîëû y = x2 � 4x + 3.Çàäà÷à 5.11. �åøèòå ãðà�è÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé 8<: y = 13x2 � 3x� y = 3Çàäà÷à 5.12. Êîý��èöèåíò a ïàðàáîëû ðàâåí �1, å¼ âåðøèíà åñòü òî÷êà (�1; 2). Íàðè-ñóéòå ýòó ïàðàáîëó. Íàïèøèòå å¼ óðàâíåíèå.Çàäà÷à 5.13. Ïðè êàêèõ a ãðà�èê �óíêöèè f(x) = x2 � 2ax+ 6a êàñàåòñÿ îñè OX.Ïîäñêàçêà. Êàñàåòñÿ îñè OX çíà÷èò, ÷òî âåðøèíà ëåæèò íà îñè OXÇàäà÷à 5.14. Ïàðàáîëà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = x2 + 2x � 3. Íàéäèòå êîîðäèíàòûâåðøèíû ïàðàáîëû è òî÷åê å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îñè ñèììåòðèèýòîé ïàðàáîëû.Çàäà÷à 5.15. Ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü X â òî÷êàõ x1 = 1 è x2 = 3. Íàéäèòå x0 �êîîðäèíàòó x âåðøèíû ïàðàáîëû. IIIÇàäà÷à 5.16. Äàíà ïàðàáîëà y = x2 + 1, òî÷êà F (0; 2) è ïðÿìàÿ l, ñîâïàäàþùàÿ ñ îñüþOX. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè A íà ïàðàáîëå ñ àáñöèñîîé x. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îòòî÷êè A äî òî÷êè F . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé l. Ñðàâíèòå ðàññòîÿíèÿ.Çàäà÷à 5.17. Âûäåëèòå ïîëíûé êâàäðàò â f(x) = �2x2 + 4x � 3 è ïîñòðîéòå ãðà�èêýòîé �óíêöèè.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 43Çàäà÷à 5.18. Íàéäèòå x1, x2, y1, x0, y0 äëÿ ïàðàáîëû y = �x2 � 4x+ 10.Çàäà÷à 5.19. Èçâåñòíû êîðíè êâàäàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx + 
 = 0 x1 = 2, x2 = 3.Èçâåñòíà òàêæå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y = ax2 + bx + 
 ñ îñüþ OY � y1 = �5.Âîññòàíîâèòå ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.Çàäà÷à 5.20. Ïîñòðîéòå ãðà�èê �óíêöèè j � x2 + 1j.Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 5.21. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèí ïàðàáîë à) y = (x�2)2�3, á) y = (x+1)2+3,â) y = x2 � 3, ã) y = (x+ 1)2 + (x� 1)2.Çàäà÷à 5.22. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû y = x� 4x+3. Êóäà íàïðàâëåíûå¼ âåòâè. Èñõîäÿ èç ýòîãî, îòâåòüòå åñòü ëè êîðíè ó óðàâíåíèÿ x� 4x+ 3 = 0.Çàäà÷à 5.23. Óêàæèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y = (x � 1)(x + 1) ñîñÿìè êîîðäèíàò.Çàäà÷à 5.24. Ïîñòðîéòå òàáëè÷êó è íàðèñóéòå ãðà�èê �óíêöèè y = x2 + 2x.Çàäà÷à 5.25. Ïàðàáîëà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = x2 +2x� 3. Íàéäèòå ïî �îðìóëàì 5.2,5.4 è 5.3 êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû è òî÷êè å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìèÇàäà÷à 5.26. Íàéäèòå x1, x2, y1, x0, y0 äëÿ ïàðàáîëû y = (x+ 3)(x + 5).Çàäà÷à 5.27. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è çàêðàñüòå êóñî÷åê, ãäå x+2x < y.Çàäà÷à 5.28. Ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñüX â òî÷êàõ x1 = 0 è x2 = 2. Å¼ âåðøèíà íàõîäèòñÿâ òî÷êå (x0; y0) = (1;�2). Íàïèøèòå óðàâíåíèå ýòîé ïàðàáîëû.IIÇàäà÷à 5.29. Ïîñòðîéòå ãðà�èê �óíêöèè y = (x + 1)(x + 5). Ïîïðîáóéòå ýòî ñäåëàòü,íå ðàñêðûâàÿ ñêîáêè.Çàäà÷à 5.30. Ïàðàáîëà y = 0:5x2+
 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM(2; 7). Íàéäèòå 
, íàðèñóéòåïàðàáîëó è îòìåòüòå òî÷êó M .Çàäà÷à 5.31. �åøèòå ãðà�è÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé ( y = x22y � 3x = 9Çàäà÷à 5.32. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè x2 + 6x+ 5.Çàäà÷à 5.33. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è çàêðàñüòå êóñî÷åê, ãäå x+2x < y.Çàäà÷à 5.34. Êîý��èöèåíò a ïàðàáîëû ðàâåí 0:5, å¼ âåðøèíà åñòü òî÷êà (1; 2). Íàðè-ñóéòå ýòó ïàðàáîëó.



44 Àíàëèç ��ÀÔÈÊÈIIIÇàäà÷à 5.35. �åøèòå ãðà�è÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé ( y = x2 � 3x� 42y � 3x = 12Çàäà÷à 5.36. Èçâåñòíû êîðíè êâàäàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx + 
 = 0 x1 = 1, x2 = 4.Èçâåñòíà òàêæå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y = ax2 + bx + 
 ñ îñüþ OY � y1 = 5.Âîññòàíîâèòå ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.Çàäà÷à 5.37. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è çàêðàñüòå êóñî÷åê, ãäå x > y2è y > x2.Çàäà÷à 5.38. Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è çàêðàñüòå êóñî÷åê, ãäå x2 + y2 < 1è y > x2.Çàäà÷à 5.39. Íàðèñóéòå òðè ïàðàáîëû íà îäíîì ãðà�èêå: y = x(x � a) + a äëÿ a = 0,a = 2 è a = 4.
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Ñåìèíàð 6�åîìåòðèÿÂ�ËÓÁÜ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀÏëàí çàíÿòèÿ� Ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà� Òåîðåìà ñèíóñîâ� �àäèóñ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè� Âûñîòà òðåóãîëüíèêà� Ôîðìóëà �åðîíàÍà÷àëî ýêñïåäèöèè âãëóáü òðåóãîëüíèêàÓ òðåóãîëüíèêà êðîìå òðåõ óãëîâ è òðåõ ñòîðîí åñòü ìíîãî ÷åãî åù¼. Îí íåèñ÷åðïàåì èùåäð íà êðàñèâûå �îðìóëû è ñîîòíîøåíèÿ. È âðÿä ëè íàéäåòñÿ ÷åëîâåê, êîòîðûé ñêàæåò,÷òî îí çíàåò âñå ïðî ýòó ïðîñòåéøóþ ïëîñêóþ �èãóðó.
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defghÓ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà åñòü ïëîùàäü, ïåðèìåòð, âïèñàííàÿ è îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü,òðè âûñîòû, òðè ìåäèàíû, òðè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà, òðè áèññåêòðèñû.Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè A, B, C, à ñòîðîíû, ëåæàùèå íàïðî-òèâ ýòèõ óãëîâ ìàëåíüêèìè áóêâàìè a, b, 
. Âûñîòû îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè h ñ èíäåêñàìè.Íàïðèìåð âûñîòà îïóùåííàÿ èç âåðøèíû A íà ñòîðîíó a îáîçíà÷àåòñÿ ha. Ìåäèàíû îáî-çíà÷àþòñÿ áóêâîé m: ma, mb, m
; áèññåêòðèñû � áóêâîé l: la, lb, l
. �àäèóñ âïèñàííîé



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 47îêðóæíîñòè çàïèñûâàåòñÿ ìàëåíüêîé áóêâîé r, ðàäèóñ îïèñàííîé � áîëüøîé R. Òî÷êà O� öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à òî÷êà D � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.Ïåðâîå ñ ÷åãî ìû íà÷íåì íàøó ýêñïåäèöèþ âãëóáü òðåóãîëüíèêà � ýòî åãî ïëîùàäü.Êàê âû çíàåòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a b ðàâíà ïîëîâèíêåïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b. Òî åñòü S = ab2 . Íî ëþáîé òðåóãîëüíèêìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, è íàéòè ïëîùàäü êàê ñóììó èõïëîùàäåé:
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S4ABC = S4ABH + S4ACH;S4ABC = 12 � ha � x + 12 � ha � x == 12 � ha � (x+ y) = 12 � ha � a:Êàê âèäèòå ïëîùàäü ìîæíî âû÷èñëèòü çíàÿ ëèøü îäíó ñòîðîíó è âûñîòó îïóùåííóþíà ýòó ñòîðîíó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ìû áóäåì äâèãàòü âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ïî ïðÿìîéïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ, òî ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå òðåóãîëüíèêè ñ îäíîé è òîé æå ïëîùà-äüþ. Òðåóãîëüíèêè êàê-áóäòî ñëîèñòûå: ïðè äâèæåíèè âåðøèíû A ýòè ñëîè ñìåùàþòñÿ,íî îáùàÿ ïëîùàäü íå ìåíÿåòñÿ:
Ñëåäóþùèé øàã: çàìåòèì, ÷òî âûñîòó ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå ha = b sinC �çäåñü âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè áóêâû òðåóãîëüíèêà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â S4 = 12a�ha ïîëó÷àåìS4 = 12a � b sinC. (6.1)Â ýòîé �îðìóëå âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè áóêâû, è íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ äî äâóõ äðóãèõ�îðìóë äëÿ ïëîùàäè, âû÷èñëåííûõ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ óãëîâ è ñòîðîí:S4 = 12ab sinC = 12b
 sinA = 12
a sinB:Åñëè ìû ðàçäåëèì ýòî òîæäåñòâî íà ab
 è óìíîæèì íà 2, òî ïîëó÷èì òåîðåìó ñè-íóñîâ: sinC
 = sinAa = sinBb : (6.2)�àäèóñ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòèÑëó÷àé ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàÊàê âû ïîìíèòå â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòèïðîñòî ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû R = 
=2.



48 �åîìåòðèÿ Â�ËÓÁÜ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀ

PSfrag repla
ements

r = a+ b� 
2

����
'

rr r rr

A1B1C1D1E1F1A2B2C2D2E2F2C3ABCDEFGHKLMNOPRSTXYZI

x xy y

�9�8�7�6�5�4�3�2�10123456789a1b1
1d1e1f1a2b2
2d2e2f2a3b3
3d3e3f3
a ab b
 
defgh
R = 
2

�àäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå r = a+b�
2 : Âñïîìíèì, êàêïîëó÷èëàñü ýòà �îðìóëà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî 
 = x + y. Íî x = a � r, y = b � r, èïîëó÷àåòñÿ 
 = a� r + b� r;îòêóäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü îòâåò.Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòüÂïèøåì îêðóæíîñòü â ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê.
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defghÂïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ âñåõ òðåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà â òî÷êàõ B1, B2, B3.Ïðè÷¼ì, AB1 = AC1, BA1 = BC1, CA1 = CB1. Ýòî ìû ðàçáèðàëè â ïðîøëîì ïîëóãîäèè.Åñëè ìû ïðîâåäåì îòðåçêè èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà â öåíòð îêðóæíîñòè, òî ïîëó÷èì òðèòðåóãîëüíèêà. Òî÷êà O � îáùàÿ âåðøèíà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ. Âûñîòû âñåõ ýòèõ òðå-óãîëüíèêîâ ðàâíû r. Ïëîùàäü âñåãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó ïëîùàäåéòðåõ ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ:S4ABC = S4OBC + S4AOC + S4ABO;÷òî äà¼ò S = 12 � a � r + 12 � b � r + 12 � 
 � r:è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿS4 = 12 � (a+ b + 
) � r = p � r; r = S4p (6.3)Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà è ïåðèìåòð, ìîæíî íàéòè ðàäèóñ âïèñàí-íîé îêðóæíîñòè.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 49Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.Îïèøåì âîêðóã ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòü. Ïðîâåäåì èç å¼ öåíòðà îòðåç-êè â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà. Ñíîâà ïîëó÷èì ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà íà òðè ìàëåíüêèõ.�àññìîòðèì îäèí ìàëåíüêèé òðåóãîëüíèê. Íàïðèìåð4OAB. Ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåä-ðåííûé � äâå åãî ñòîðîíû ðàâíû ðàäèóñó îêðóæíîñòè. Ïðîâåäåì â íåì OH � áèññåêòðèñóè âûñîòó îäíîâðåìåííî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå:\AOB = 12\ACB = \HOB:Òî, ÷òî öåíòðàëüíûé óãîë â äâà ðàçà áîëüøå ÷åì öåíòðàëüíûé, ìû ïðîõîäèëè â ïðîøëîìñåìåñòðå. Óãîë \AOB � öåíòðàëüíûé, \ACB � âïèñàííûé. �àâåíñòâî 12\ACB = \HOBñëåäóåò èç òîãî, ÷òî OH áèññåêòðèñà.
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defgh BO � sin\HOB = BH = AB2 :R � sinC = 
2R = 
2 sinCÈ òåïåðü ìû ìîæåì äîïîëíèòü íàøó òåîðåìó ñèíóñîâ:sinC
 = sinAa = sinBb = 12R: (6.4)Âûñîòà òðåóãîëüíèêàÈòàê, ïåðåä íàìè òðåóãîëüíèê. Èçâåñòíû åãî ñòîðîíû a, b è 
. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêàîäíîçíà÷íî çàäàþò òðåóãîëüíèê (âñïîìíèòå ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïî òðåìñòîðîíàì). À çíà÷èò, çíàÿ òîëüêî òðè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ìîæíî íàéòè âñå îñòàëüíûåýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà.
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Ïóñòü îñíîâàíèå âûñîòû ha äåëèò îòðåçîê a íà äâàîòðåçêà äëèíû x è y. Çàïèøåì òåîðåìó Ïè�àãîðà äëÿäâóõ ïîëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ:I: 
2 + x2 = h2a;II: b2 + y2 = h2a:III: x+ y = a:Çàìåòüòå, ÷òî ó íàñ òðè óðàâíåíèÿ è òðè íåèçâåñòíûõ: x, y, ha. Çíà÷èò ñèñòåìà äîëæíàðåøèòüñÿ. Íàì íóæíî íàéòè ha âûðàæåííóþ ÷åðåç a, b, 
, òàê ÷òîáû íå áûëî x è y.Ïîñòóïèì òàê: èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âû÷òåì âòîðîå:
2 � b2 + x2 � y2 = 0; x2 � y2 = b2 � 
2;(x� y)(x+ y) = b2 � 
2:



50 �åîìåòðèÿ Â�ËÓÁÜ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀÍî óðàâíåíèå III äàåò x+ y = a, ïîýòîìóIV: x� y = b2 � 
2a :Åñëè ìû ñëîæèì (x + y) è (x� y), òî ïîëó÷èì 2x, çíà÷èò III+IV äàñò2x = b2 � 
2a + a = b2 + a2 � 
2a :x = b2 + a2 � 
22a :Òåïåðü íóæíî ïîäñòàâèòü ýòîò x â óðàâíåíèå I. Ïîïðîáóéòå ñàìè ïîâîçèòüñÿ ñ ýòèìèòðåìÿ óðàâíåíèÿìè è íàéòè ha. Åñëè âû áåç îøèáîê äîâåäåòå âû÷èñëåíèÿ äî êîíöà, òîïîëó÷èòå h2a = (b2 + a2 � 
2)2 + 4a2
24a2 (6.5)Ïóñòü ýòà �îðìóëà íåñêîëüêî áîëüøàÿ, å¼ íå îáÿçàòåëüíî çàïîìèíàòü. Êðîìå òîãî, å¼ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå êîìïàêòíîìó âèäó.Êîíåö ýêñïåäèöèè � �îðìóëà �åðîíàÊ áîëåå êîìïàêòíîìó âèäó âûðàæåíèå äëÿ âûñîòû ha ïðèâåë �åðîí. Îí íàøåë, ÷òîh2a = 4p(p� a)(p� b)(p� 
)a2 :Çäåñü p = (a+b+
)=2, òî åñòü ïîëîâèíà ïåðèìåòðà. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â S2 = 14h2aa2,�åðîí ïîëó÷èë ñâîþ çíàìåíèòóþ �îðìóëó äëÿ êâàäðàòà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà:S24 = p(p� a)(p� b)(p� 
): (6.6)Ýòà �îðìóëà ïî òðåì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ïîçâîëÿåò íàéòè åãî ïëîùàäü. Ïðèìåð:a = 3, b = 4, 
 = 5, òîãäà p = (3 + 4 + 5)=2 = 6;(p� a) = 3;(p� b) = 2;(p� 
) = 1;S2 = 6 � 3 � 2 � 1 = 36:Îòâåò: S = 6, ÷òî ëåãêî âû÷èñëèòü áåç �îðìóëû �åðîíà, ïîñêîëüêó äàííûé òðåóãîëüíèêïðÿìîóãîëüíûé.Íàøà ýêñïåäèöèÿ âãëóáü òðåóãîëüíèêà ïîäõîäèò ê êîíöó. Íàäî ïîäâîäèòü èòîãè. Êî-íå÷íî, ó íàñ åùå ìíîãî íåðåø¼ííûõ çàäà÷, âû ñàìè èõ ëåãêî ìîæåòå ïðèäóìàòü. Íàïðè-ìåð: äàíû ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à òàêæå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà,íàéäèòå åãî ñòîðîíû. Åù¼ íå çíàåì �îðìóë äëÿ äëèíû áèññåêòðèñû è ìåäèàíû, íå óìååìíàõîäèòü êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, áèññåêòðèñ è ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿ-ðîâ.Íàäååìñÿ, ÷òî çàíèìàÿñü â Ôèçòåõ-Êîëëåäæå âû ñî âðåìåíåì õîðîøî óçíàåòå ýòóíàèïðîñòåéøóþ ïëîñêóþ �èãóðó � òðåóãîëüíèê.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 51Êëþ÷åâûå çàäà÷èÇàäà÷à 6.1. Ó òðåóãîëüíèêà a = 4, b = 5, à óãîë \C = 30Æ. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëü-íèêà.�åøåíèå. Èñïîëüçóåì �îðìóëó 6.1. S4 = 12ab sinC = 124 � 5 � 12 . Îòâåò: S_4 = 5.Çàäà÷à 6.2. Ó òðåóãîëüíèêà a = 4, è \A = 30Æ, \B = 45Æ. Íàéäèòå ñòîðîíó b.�åøåíèå. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ sinBb = sinAa , îòêóäà ïî ïðàâèëó ïðîïîðöèé a sinB =b sinA, ) b = (a sinB)= sinA = (4 � 1p2)=12 = 4 � 2p2 = 4p2:Îòâåò: b = 4p2.Çàäà÷à 6.3. Íàéäèòå ðàäèóñ r îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðàâ-íîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1, è ðàäèóñ R îêðóæíî-ñòè, îïèñàííîé îêîëî íåãî.�åøåíèå. (Ïåðâûé ñïîñîá.) Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå áèñ-ñåêòðèñû, ìåäèàíû è âûñîòû ñîâïàäàþò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìåäè-àíû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ 1 : 2, òî îòðåçîê OH åñòüòðåòü ìåäèàíû AH. �àäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí òðå-òüåé ÷àñòè ìåäèàíû, òî åñòür = 13(p3=2) = p36 ; o
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defghà ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè � äâóì òðåòüèì ìåäèàíû:R = 23(p3=2) = p33 :�åøåíèå. (Âòîðîé ñïîñîá.) Ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 ðàâíà p34 .Ïåðèìåòð ðàâåí 3. Èç �îðìóëû (6.3) íàõîäèìr = Sp = p3=43=2 = p36 :�àäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè íàéäåì ïî �îðìóëå (6.4):R = a2 sinA = 12p3=2 = 1p3 = p33 : �
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Çàäà÷à 6.4. Íàéäèòå ñèíóñ 15Æ.�åøåíèå. Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì \A =30Æ. Åñëè ìû âïèøåì â íåãî îêðóæíîñòü, òî óãîë \DAO êàê ðàçáóäåò 15Æ. Ïóñòü ãèïîòåíóçà AB = 1, òîãäà CB = 1=2, CA = p3=2.�àäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòèr = a+ b� 
2 = 1=2 +p3=2� 12 = p34 � 14 :Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-íèêà 4AOD. Çíàÿ ñòîðîíû, íàéäåì ñèíóñ óãëà sin\DAO = sin 15Æ = DOAO .DO = r;AD = AC � r = p32 � p34 + 14 = p34 + 14 :AO = pAD2 +DO2 =vuut p34 + 14!2 + p34 � 14!2:Ïîñëå âû÷èñëåíèé íàéäåì AO =r2 316 + 2 116 =r12 = 1p2 :Îòâåò: sin 15Æ = DO=AO = p3� 12p2 .Çàäà÷à 6.5. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè â ðàâíîáåä-ðåííîì òðåóãîëüíèêå ñ óãëîì \C = 30Æ ïðè âåðøèíå è áîêîâûìèñòîðîíàìè CA = CB = 5.�åøåíèå. Ïëàí òàêîé, íàõîäèì îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà, åãî ïåðè-ìåòð è ïëîùàäü. Ïî �îðìóëå r = S=p (p � ïîëóïåðèìåòð) íàéäåìr. CA = b, CB = a. Ïî �îðìóëå S4 = 12ab sinC íàõîäèìS4 = 12 � 5 � 512 = 254 :Ïîëîâèíêà îñíîâàíèÿ, îòðåçîê AH, ÿâëÿåòñÿ êàòåòîì â ïðÿìî-óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 4ACH. Îñòðûé óãîë â ýòîì òðåóãîëüíèêå \ACH = 15Æ. Çíà÷èòAH = AC sin 15Æ = 5 sin 15Æ;AB = 2AH = 10 sin 15Æ:Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû âû÷èñëèòü ïîëóïåðèìåòð:p = AB +BC + AC2 = 10 sin 15Æ + 5 + 52 = 5 sin 15Æ + 5:Íàõîäèì r: r = Sp = 25=45 sin 15Æ + 5 ;



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 53r = 54 sin 15Æ + 4 :Îòâåò ìîæíî îñòàâèò â òàêîì âèäå. Âåëè÷èíà sin 15Æ ïîëíîïðàâíîå ÷èñëî, êàê ÷èñëî p2èëè 36.Äàâàéòå ïîäñòàâèì çíà÷åíèå sin 15Æ = p3�12p2 , êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè â ïðåäûäóùåé çà-äà÷êå. Ñíà÷àëà óìíîæèì è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè sin15Æ = p3�12p2 íà p2.Ïîëó÷èì sin15Æ = p3p2�p22p2p2 = p6�p24 ;è â òàêîì âèäå ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ r:r = 54p6�p24 + 4 = 5p6�p2 + 4 :Èòàê Îòâåò: 2(25=4)5 + 5 + sin 15Æ = 5p6�p2 + 4 =� 0:992994Çäåñü ìû ñëó÷àéíî ñòîëêíóëèñü ñ èíòåðåñíîé íî ñëîæíîé çàäà÷åé:Çàäà÷à 6.6. Èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå 5p6�p2+4Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåÇàäà÷à 6.7. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíîé 1 ïðîâåäåíà âûñîòà AH. Âïîëó÷èâøåìñÿ òðåóãîëüíèêå AHB ïðîâåäåíà âûñîòà HH1. Â òðåóãîëüíèêå HH1B ïðî-âåäåíà âûñîòà H1H2, òî÷êà H2 ëåæèò íà HB. Íàéäèòå H1H2, âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêàHH1B, à òàêæå ðàäèóñ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè.Çàäà÷à 6.8. Äîêàæèòå, ÷òî 1ha + 1hb + 1h
 = 1rÇàäà÷à 6.9. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè äëÿ òðåóãîëüíèêà ñîñòîðîíàìè 7, 5, 5.Çàäà÷à 6.10. Ïîñìîòðèòå íà �îðìóëû2R sinC = 
;S4 = 12ab sinC:Èñïîëüçóÿ èõ, âûðàçèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åðåç ïëîùàäü è ñòîðîíû òðå-óãîëüíèêà.Îòâåò: R = ab
4S (6.7)Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 6.11. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a = 12, b = 5.



54 �åîìåòðèÿ Â�ËÓÁÜ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀÇàäà÷à 6.12. ×åìó ðàâåí ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè â òðåóãîëüíèêå èç ïðåäûäóùåéçàäà÷è?Çàäà÷à 6.13. ×åìó ðàâåí ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêåñ êàòåòàìè a = b = 1?Çàäà÷à 6.14. Òðåóãîëüíèê çàäàí ñâîèìè âåðøèíàìè: A(2; 1), B(�2; 1), C(0;�3). Íàéäèòåäëèíû åãî ñòîðîí è äëèíó âûñîòû h
.Çàäà÷à 6.15. Èçâåñòíà ñòîðîíà è ñèíóñ ïðîòèâîëåæàùåãî óãëà a = 1, sin� = 1=3.Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè R.Çàäà÷à 6.16. Íàéäèòå ñòîðîíû, âûñîòó h
, ïëîùàäü è ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòèòðåóãîëüíèêà 4ABC, åñëè A(0; 0), B(4; 0), C(3; 4). À äëÿ íà÷àëà íàðèñóéòå òðåóãîëüíèêíà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.IIÇàäà÷à 6.17. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê 4ABC èç ïðåäû-äóùåé çàäà÷è.
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Çàäà÷à 6.18. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5, 5,6. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.Ïîäñêàçêà. Ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå íà x (ñì. ðèñóíîê). Äëÿýòîãî çàïèøèòå òåîðåìó Ïè�àãîðà äëÿ 4OBH.Çàäà÷à 6.19. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè äëÿ òðåóãîëü-íèêà ñî ñòîðîíàìè 5, 5, 6.Çàäà÷à 6.20. Òðåóãîëüíèê çàäàí ñâîèìè âåðøèíàìè: A(1; 1),B(�1; 2),C(�2;�1). Íàéäèòå äëèíû åãî ñòîðîí, ïëîùàäü è ðàäèóñ îïèñàííîéîêðóæíîñòè.Ïîäñêàçêà. Èñïîëüçóéòå �îðìóëû �åðîíà (6.6) è (6.7).Çàäà÷à 6.21. a = 5, b = 4, 
 = 7. S =?, r =?.Çàäà÷à 6.22. Òðåóãîëüíèê çàäàí ñâîèìè âåðøèíàìè: A(1; 1), B(�1; 2), C(�2;�1). Íàé-äèòå ìåäèàíó m
 îïóùåííóþ èç âåðøèíû C íà ñòîðîíó AB.Ïîäñêàçêà. Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòà x ñåðåäèíû îòðåçêà åñòü ñðåäíåå àðè�ìåòè÷å-ñêîå êîîðäèíàò x êîíöîâ îòðåçêà, è òî æå ñàìîå äëÿ y (ñì. ñòðàíèöó 19 ).Çàäà÷à 6.23. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó �åðîíà íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè2, 3, 6. IIIÇàäà÷à 6.24. �àâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê èìååò ñòîðîíû a, a è b. Íàéäèòå r è R �ðàäèóñ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè.Çàäà÷à 6.25. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 6:4 íàéäèòå ñèíóñ sin(45=2)Æ. Âîïðîñ ñî çâåçäî÷êîé:Êàêîâà îáùàÿ �îðìóëà çàâèñèìîñòè sin(�=2) îò sin�?Çàäà÷à 6.26. �àäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí R = 10, èçâåñòíû ñòîðîíû 
 = 10,b = 6. Íàéäèòå òðåòüþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 55Çàäà÷à 6.27. Íàéäèòå âûñîòó ha â òðåóãîëüíèêå a = 6, b = 3, 
 = 4.Çàäà÷à 6.28. Íàéäèòå âûñîòó ha â òðåóãîëüíèêå, ñ÷èòàÿ, ÷òî èçâåñòíû âñå ñòîðîíûòðåóãîëüíèêà, a, b è 
.



Ñåìèíàð 7�åîìåòðèÿÄÂÈÆÅÍÈÅ � ÆÈÇÍÜÏëàí çàíÿòèÿ� Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ äâèæåíèå.� Ñâîéñòâà äâèæåíèÿ� Âèäû äâèæåíèé� Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.� Ïîâîðîò.� Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.� Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ.Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿÍàðèñóéòå íà ñòîëå ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîëîæèòå íà íåãî êàëüêó è íà êàëüêå íàðèñóéòåñâîþ ëþáèìóþ �èãóðó. Êàæäàÿ òî÷êà âàøåé �èãóðû èìååò îïðåäåëåííûå êîîðäèíàòûâ íàðèñîâàííîé íà ñòîëå ñèñòåìå êîîðäèíàò. À òåïåðü âîçüìèòå è ïåðåäâèíüòå êàëüêó �êàæäàÿ òî÷êà �èãóðû ïîëó÷èò íîâûå êîîðäèíàòû. Åñëè âû íå ïîâîðà÷èâàëè êàëüêó àòîëüêî äâèãàëè â êàêîì-ëèáî íàïðàâëåíèè, òî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûìïåðåíîñîì. Åñëè âû ïîâåðíóëè êàëüêó íà êàêîé-òî óãîë ñîõðàíÿÿ òî÷êó O íåïîäâèæíîé,òî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïîâîðîòîì âîêðóã òî÷êè O (îòíîñèòåëüíî òî÷êè O) íàóãîë �.Ïîâîðîò è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ åñòü ïðèìåðû äâèæåíèÿ. Äâèæåíèå � ýòî òàêîåïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé ïàðîé òî÷åê. Åñëèìû ïðèìåíèì äâèæåíèå ê êàêîé ëèáî �èãóðå, òî �îðìà �èãóðû (âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèåå¼ òî÷åê) îñòàíåòñÿ ïðåæíèì, èçìåíèòñÿ ëèøü ïîëîæåíèå �èãóðû íà ïëîñêîñòè.Åñëè ìû âîçüìåì êàëüêó ñî ñòîëà, ïîâåðòèì å¼ ïî ðàçíîìó, âîçìîæíî, ïåðåâåðíåìäðóãîé ñòîðîíîé, ñäâèíåì â ñòîðîíó ... à ïîòîì îïÿòü âåðíåì íà ñòîë, òî ìû ïîëó÷èìäâèæåíèå. Äâèæåíèå � ýòî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåíÿÿ ïî-âîðîòû, ïàðàëëåëüíûå ñäâèãè è ïåðåâîðà÷èâàíèÿ êàëüêè. Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå îáû÷íîñ÷èòàåòñÿ òåîðåìîé, êîòîðóþ íóæíî äîêàçûâàòü, íî ìîæíî ñ÷èòàòü è îïðåäåëåíèåì.Òàêèì îáðàçîì,! ÄÂÈÆÅÍÈÅ � ýòî1) âñå, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü äâèãàÿ, âðàùàÿ è ïåðåâîðà÷èâàÿïëîñêîñòü(êàëüêó íà ñòîëå)2) ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìèäâóìÿ òî÷êàìè.
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�èñ. 7.1: Ïðèìåðû äâèæåíèÿ.Íà ïåðâîì ðèñóíêå äîìèê â ñâîåì èñõîäíîì ïîëîæåíèè. Íà âòîðîì ðèñóíêå åãî ñäâèíóëè(ïðèìåíèëè ê íåìó ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ), íà òðåòüåì åãî åùå è ïîâåðíóëè, à íà ÷åòâåð-òîì ðèñóíêå ïðèìåíèëè ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, òî åñòü ïåðåâåðíóëè êàëüêó.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè îïðåäåëèòü ïîíÿòèå äâèæåíèÿ. Îíè ýêâèâà-ëåíòíû. Ïîäóìàéòå ïî÷åìó.Èòàê äâèæåíèå � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåå ðàñ-ñòîÿíèÿ. Íî ïðåæäå, ÷åì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì, âòîðûì îïðåäåëåíèåì äâè-æåíèÿ, íåîáõîäèìî óÿñíèòü ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè. Ïðåîá-ðàçîâàíèå � ýòî òî, ÷òî ìû ìîãëè áû ñäåëàòü ñ êàëüêîé åñëè áû îíà áûëàðåçèíîâàÿ è ìû ìîãëè áû ðàñòÿãèâàòü èëè ñæèìàòü å¼ â ðàçíûõ ìåñòàõïî-ðàçíîìó. Òî, ÷òî îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ïîä ñëîâîì �ïðåîáðàçîâàíèå�,ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ.Êàæäàÿ òî÷êà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåò íîâîå ìåñòî æèòåëüñòâî �ñòàíîâèòñÿ äðóãîé òî÷êîé ïëîñêîñòè. Åñëè A ïåðåøëà â A0, òî A0 íàçûâàåòñÿ îáðàçîìòî÷êè A ïðè äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè. À òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè A0.Ñâîéñòâà äâèæåíèÿÊðîìå ðàññòîÿíèÿ äâèæåíèå ñîõðàíÿåò ìíîãî ÷åãî åùå. Â ÷àñòíîñòè �îðìó �èãóð.Ïðè äâèæåíèèa) Ñîõðàíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ: A! A0, B ! B0, ) jABj = jA0B0j.b) �àçíûå òî÷êè ïåðåõîäÿò â ðàçíûå: A! A0, B ! B0, A 6= B , A0 6= B0.
) Ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå: l! l0, îòðåçêè � â îòðåçêè: AB ! A0B0.d) Òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðåõîäÿò â òî÷êè ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé;Ïðè÷åì ñîõðàíÿåòñÿ ïîðÿäîê èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Òî åñòü, åñëè òî÷êè A,B è C ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé è B ëåæàëà ìåæäó A è C, òî èõ îáðàçû A0, B0, C 0òîæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è B0 ëåæèò ìåæäó A0 è C 0.e) Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëüíûå, à ïåðåñåêàþùèåñÿ â ïåðåñåêàþ-ùèåñÿ.f) Ñîõðàíÿþòñÿ óãëû ìåæäó ïðÿìûìè.g) Òðåóãîëüíèêè, êâàäðàòû è äðóãèå �èãóðû ïåðåõîäÿò â ðàâíûå èì �èãóðû.Ñâîéñòâî a) åñòü ïðîñòî îïðåäåëåíèå. Ñâîéñòâî b) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç a). Ïðÿ-ìàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó ñâîèìè òî÷êàìè,ðàññòîÿíèÿ ïðè äâèæåíèè ñîõðàíÿþòñÿ çíà÷èò è ñâîéñòâî êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ òîæå



58 �åîìåòðèÿ ÄÂÈÆÅÍÈÅ � ÆÈÇÍÜäîëæíî ñîõðàíÿòñÿ. Ïðÿìàÿ äîëæíà ïåðåéòè â íåêîòîðóþ ëèíèþ, ïî êîòîðîé äâèãàòüñÿâñåãî êîðî÷å � ýòî ïðÿìàÿ. Íåñëîæíî ïîíÿòü îòêóäà áåðóòñÿ îñòàëüíûå ñâîéñòâà.Äâèæåíèå ñîõðàíÿåò ïðàêòè÷åñêè âñå, çàòî ìàëî ìîæåò. Â äîïîëíåíèè ðàññêàçàíîîá à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, êîòîðûå íå ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèÿ, à ñîõðàíÿþò ëèøüïðÿìûå è ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíîñòè. À��èííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óæå êîå ÷òî ìîãóò, â÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò ëþáîé òðåóãîëüíèê ïðåîáðàçîâàòü â ëþáîé äðóãîé.Âèäû äâèæåíèé1. Ïîâîðîò. Ïîâîðîò õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷êîé ïîâîðîòà (âîêðóã êî-òîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîò) è âåëè÷èíîé ïîâîðîòà (íà ñêîëüêî ãðà-äóñîâ).2. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Ïàðàëåëüíûé ïåðåíîñ õàðàêòåðèçóåòñÿíàïðàâëåíèåì (â êàêîì íàïðàâëåíèè ìû äâèãàëè êàëüêó) è íà êàêîå ðàñ-ñòîÿíèå. Ëþáîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ìîæíî îñóùåñòâèòü â äâà ýòàïà:ñíà÷àëà äâèãàåì â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (ïàðàëëåëüíî îñè X) íàðàññòîÿíèå x, à ïîòîì â âåðòèêàëüíîì (ïàðàëëåëüíî îñè Y ) íà ðàññòîÿíèå y. ×èñëà x è yíàäî áðàòü ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèëî ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ îñè. Òàêèìîáðàçîì, ëþáîìó ïåðåíîñ ñîîòâåòñòâóåò äâà ÷èñëà (x; y) èëè âåêòîð �!a (x; y). Î âåêòîðàõìû ñ âàìè ïîãîâîðèì íà ñëåäóþùåì ñåìèíàðå. ×òîáû íàéòè A0 � îáðàç òî÷êè A, íóæíîîò òî÷êè A îòëîæèòü âåêòîð �!a , êîíåö ýòîãî âåêòîðà è áóäåò óêàçûâàòü íà A0.3. Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ. Ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè âûáèðàåòñÿòî÷êà � öåíòð ñèììåòðèè. Â íàøåì ñëó÷àå öåíòðîì ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿóãîë äîìà. Îáðàç òî÷êè A ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êèO åñòü òî÷êà A0, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé OA íà òîì æå ðàññòîÿíèè îò òî÷êè O,÷òî è òî÷êà A, òîëüêî ñ äðóãîé ñòîðîíû. Òî åñòü! Òî÷êè A è A0 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, åñëè òî÷êàO ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AA0.Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ � ýòî îòðàæåíèå â òî÷êå. Âîò äâà äîìèêà. Êàæ-äûé èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïðè ïîìîùè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè. öåíòðàëü-íóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî óãëà. Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òî æå ñàìîå ÷òî è ïîâîðîòíà 180Æ ãðàäóñîâ.4. Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ. Ýòî ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (îòðàæå-íèå â ïðÿìîé). Îáðàç òî÷êè A íàõîäèòñÿ íà òîì æå ðàññòîÿíèè îò ïðÿìîél ÷òî è ñàìà òî÷êà, òîëüêî ñ äðóãîé ñòîðîíû. �èñóíîê ñïðàâà îáëàäàåò îñå-âîé ñèììåòðèåé. Êàæäûé èç äîìèêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïðèìåíèâñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, êîòîðàÿ èõ ðàçäåëÿåò.! Òî÷êè A è A0 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l, åñëèñåðåäèíà îòðåçêà AA0 ëåæèò íà ïðÿìîé l è îòðåçîê AA0ïåðïåíäèêóëÿðåí ýòîé ïðÿìîé.Èòàê, âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 59Ïîíÿòèÿ ãðóïïû äâèæåíèé èëè êàêèõ ëèáî ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå ïîíÿòèå ñèììåò-ðèè ñåãîäíÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè ïîíÿòèÿìè �èçèêè. Ïîíÿòèå ñèììåòðèè ÷àñòî îá-ëåã÷àåò ïîíèìàíèå çàäà÷è, ïîìîãàåò âûÿâèòü íåêèå çàêîíîìåðíîñòè, äåëàþùèå ðåøåíèåçàäà÷è áîëåå ïðîñòûì. Êëþ÷åâûå çàäà÷èPSfrag repla
ements A0A0 AA B0B0 B
B

à) á) â)
l

OO
�èñ. 7.2: Ïðèìåðû äâèæåíèé: à) öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, á) îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, â) ïîâîðîò.Çàäà÷à 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè A0 è B0 ñèììåòðè÷íû òî÷êàì A, B îòíîñèòåëüíîíåêîòîðîé òî÷êè O, òî îòðåçêè AB è A0B0 ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.PSfrag repla
ements A0

B0A
B O �åøåíèå. �àññìîòðèì äâà òðåóãîëüíèêà4AOB è4A0OB0.Äîêàæåì, ÷òî îíè ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëå-íèþ ñèììåòðèè O åñòü ñåðåäèíà îòðåçêà AA0 è ïîýòîìóAO = OA0. Àíàëîãè÷íî BO = OB0. Ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâðàâíûå óãëû \AOB = \A0OB0. Çíà÷èò ýòè òðåóãîëüíèêèðàâíû. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðî-íû ðàâíû. Â ÷àñòíîñòè AB = A0B0. Äîêàçàëè ïåðâîå.Äàëåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4AOB0 è 4A0OB òîæå ðàâíû è ïîëó÷èòü,÷òî AB0 = A0B. Òàêèì îáðàçîì, ABA0B0 ïàðàëëåëîãðàìì, òàê êàê ó íåãî ïðîòèâîïîëîæ-íûå ñòîðîíû ðàâíû. Çíà÷èò AB k A0B0. �Çàäà÷à 7.2. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(2; 1) îò-íîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò O(0; 0).Îòâåò: A0(�2;�1). Ýòà òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé OA è óäàëåíà îò O íà òàêîå æå ðàñ-ñòîÿíèå, ÷òî è òî÷êà A. Òî÷êà O äîëæíà áûòü ñåðåäèíîé îòðåçêà AA0. Ïîýòîìó, ëó÷øèéñïîñîá ïðîâåðèòü, ÷òî A(x1; y1) ñèììåòðè÷íà A0(x2; y2) îòíîñèòåëüíî òî÷êè O(x0; y0) � ýòîïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ x0 = x1 + x22y0 = y1 + y22Â íàøåì ñëó÷àå x0 = 0, y0 = 0, x1 = 2, y1 = 1, x2 = �2, y2 = �1. Â îáùåì, åñëèñèììåòðèÿ äåëàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, òî íàäî ïðîñòî ïîñòàâèòü ìèíóñ:x2 = �x1, y2 = �y1.Çàäà÷à 7.3. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(2; 1) îò-íîñèòåëüíî îñè OX.



60 �åîìåòðèÿ ÄÂÈÆÅÍÈÅ � ÆÈÇÍÜ�åøåíèå. Ëó÷øèé ñïîñîá ðåøèòü ýòó çàäà÷ó � íàðèñîâàòü è ïîñìîòðåòü. Òî÷êà A íà-õîäèòñÿ ñâåðõó, íàä îñüþ OX, òî÷êà A0 íàõîäèòñÿ ïîä îñüþ OX, íà òîé æå âåðòèêàëè èíà òîì æå ðàññòîÿíèè îò îñè OX, ÷òî è òî÷êà A.Çàäà÷à 7.4 Íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà ABCD îòëîæèëè òî÷êè A1, B1, C1, D1, òàê ÷òî AA1 =BB1 = CC1 = DD1. Äîêàæèòå, ÷òî A1B1C1D1 êâàäðàò.�åøåíèå. Âû ëåãêî äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå â äâà ýòàïà: 1) ñòîðîíû A1B1C1D1 ïî-ïàðíî ðàâíû, è 2) óãëû A1B1C1D1 ïîïàðíî ðàâíû. Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ñ÷åðåç ðàâåíñòâî ðàçíûõ òðåóãîëüíèêîâ.Äàâàéòå äîêàæåì, ÷òî A1B1C1D1 êâàäðàò, ìåòîäîì äâèæåíèé. À èìåííî � êâàäðàòABCD èìååò öåíòð ñèììåòðèè, âñå åãî ÷åòûðå âåðøèíû ðàâíîñèëüíû è ïåðåõîäÿò äðóãâ äðóãà ïðè ïîâîðîòàõ íà 90Æ, 180Æ èëè 270Æ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà. Êðîìå òîãî êâàäðàòöåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ �èãóðà. Íè îäíà âåðøèíà êâàäðàòà íè÷åì íå ëó÷øå äðóãîé. Íîòî æå ñàìîå ìû ìîæåì ñêàçàòü ïðî âåðøèíû A1, B1, C1,D1 � âñå îíè ïîñòðîåíû ïî îäíîìóè òîìó æå ïðàâèëó íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà ABCD. Çíà÷èò �èãóðà A1B1C1D1 òîæå äîëæíàáûòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé è ïåðåõîäèòü â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòàõ íà 90Æ, 180Æ èëè 270Æâîêðóã òî÷êè O. Åäèíñòâåííûé ÷åòðûðåõóãîëüíèê, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì, ýòîêâàäðàò. Âïðî÷åì ýòî òîæå íóæíî äîêàçàòü.Âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðî�åññèîíàëüíûå ìàòåìàòèêè èìåþò ïðàâî óïóñêàòü, à ãîâî-ðèòü ïðîñòî�Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè �èãóðà A1B1C1D1 åñòü êâàäðàò.�Íåò íèêàêèõ ïðè÷èí äëÿ óãëîâ è ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà A1B1C1D1 áûòü ðàçíûìè.Ïîýòîìó îíè ðàâíûÇàäà÷à 7.5 Äàíû òî÷êè A, B, C, D è O. Èçâåñòíî ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà 90Æ âîêðóã òî÷êèO òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó B, B â C, C â D, D â A. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà �èãóðà êâàäðàò.�åøåíèå. Òî÷êà O ïðè ïîâîðîòå âîêðóã òî÷êè O îñòàåòñÿ ñàìîé ñîáîé, A! B. Çíà÷èòOA = OB è óãîë ìåæäó îòðåçêàìè ðàâåí 90Æ. Òîæå ñàìîå ïðî ïàðû îòðåçêîâ OB è OC,OC è OD, OD è OA. Çíà÷èò âñå ýòè îòðåçêè ðàâíû ìåæäó ñîáîé è óãëû ìåæäó íèìèêðàòíû 90Æ. Òðåóãîëüíèê 4OAB ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ïðè âåðøèíå â 90Æ. Çíà÷èò äâàäðóãèõ óãëà ðàâíû 45Æ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü ïðî òðåóãîëüíèêè 4OBC, 4OCD,4ODA. Âñå ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Çíà÷èò âñå ñòîðîíû ABCD ðàâíûìåæäó ñîáîé, à âñå åãî óãëû ðàâíû 45Æ + 45Æ = 90Æ. Âñå óãëû ðàâíû è âñå ñòîðîíû ðàâíû� çíà÷èò ýòî êâàäðàò. �Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåÇàäà÷à 7.6. Åñòü ëè ó ðèñóíêà äîìèêà a) öåíòð ñèììåòðèè, á) îñü ñèììåòðèè? ×òîíóæíî ñäåëàòü ñ ðèñóíêîì äîìèêà, ÷òîáû ó íåãî ïîÿâèëàñü îñü ñèììåòðèè?Çàäà÷à 7.7 Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîâîðîòå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà âîêðóã òî÷êè ïåðå-ñå÷åíèÿ ìåäèàí íà 60Æ îí ïåðåõîäèò ñàì â ñåáÿ.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 61Çàäà÷à 7.8. Åñòü ëè öåíòð ñèììåòðèè ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 5,5, 6? À ó ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà? À ó êâàäðàòà? Åñòü ëè îñè ñèììåòðèè ó ýòèõ òðåõ�èãóð?Çàäà÷à 7.9. Ïîñòàðàéòåñü ïåðå÷èñëèòü âñå îñè ñèììåòðèè êâàäðàòà. Ñêîëüêî îñåé ñèì-ìåòðèè ó îêðóæíîñòè?Çàäà÷à 7.10. Åñòü ëè îñü ñèììåòðèè ó ñåêòîðà îêðóæíîñòè?Çàäà÷à 7.11. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÿâëÿåòñÿöåíòðîì ñèììåòðèè.Çàäà÷à 7.12. Ó êàêèõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü öåíòð ñèììåòðèè?Çàäà÷à 7.13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó òðåóãîëüíèêà åñòü îñè ñèììåòðèè, òî îíà ïðîõîäèò÷åðåç îäíó èç åãî âåðøèí, à òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì.Äâèæåíèå è äåêàðòîâû êîîðäèíàòûÇàäà÷à 7.14. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0 êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(3; 4)îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò O(0; 0)?Çàäà÷à 7.15. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0 êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(3; 4)îòíîñèòåëüíî òî÷êè B(1;�1)?Çàäà÷à 7.16. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0 êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(3; 4)îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 1?Çàäà÷à 7.17. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè êâàäðàòà ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè êâàäðàòà.
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Çàäà÷à 7.18. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êèòî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó A0. Ïîñòðîéòå òî÷êó, â êîòîðîþïðè ýòîé ñèììåòðèè ïåðåõîäèò òî÷êà D (ñì. ðèñóíîê 7.3).Çàäà÷à 7.19. Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿ-ìîé òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷êó A0. Ïîñòðîéòå òî÷êó, â êîòî-ðóþ ïðè ýòîé ñèììåòðèè ïåðåõîäèò òî÷êà D (ñì. ðèñóíîê 7.3).Çàäà÷à 7.20. Ïðè íåêîòîðîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå òî÷-êà A ïåðåøëà â òî÷êó A0. Ïîñòðîéòå òî÷êó, â êîòîðóþ ýòîòïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïåðåâåäåò òî÷êó D (ñì. ðèñóíîê 7.3).Çàäà÷à 7.21. Ïîñòðîéòå �èãóðó, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò îòðå-çîê AB, A(2; 1), B(3; 1), ïðè ïîâîðîòå îêîëî òî÷êè O(0; 0) íà óãîë 90Æ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.Çàäà÷à 7.22. Äàí êâàäðàò ABCD. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû åãî âåðøèí: A(0; 0), B(3; 0),C(3; 3), D(0; 3). Ïîâåðíèòå åãî íà óãîë 90Æ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî òî÷êèS(1; 1). Íàéäèòå íîâûå êîîðäèíàòû åãî âåðøèí.



62 �åîìåòðèÿ ÄÂÈÆÅÍÈÅ � ÆÈÇÍÜÏîñòðîåíèå öèðêóëåì è ëèíåéêîéÇàäà÷à 7.23. Äàíà òî÷êà O è ïðÿìàÿ l. Êàê ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîâåðíóòüýòó ïðÿìóþ íà 60Æ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã O?Ïîäñêàçêà. . �àññòîÿíèå îò O äî íîâîé ïðÿìîé l0 (îáðàçà ïðÿìîé l) òàêîå æå, ÷òî è äîïðÿìîé l. Íàðèñóéòå îòðåçêè êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé è ïðîâåäèòå àíàëèç.Çàäà÷à 7.24. Äàíû òî÷êè A è O. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè òî÷êó A0ñèììåòðè÷íóþ A îòíîñèòåëüíî O.Çàäà÷à 7.25. Äàíà òî÷êà A è ïðÿìàÿ l. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè òî÷êóA0 ñèììåòðè÷íóþ A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l.Çàäà÷à 7.26. Äàíû ïðÿìàÿ l è òî÷êè A è B, ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò íå¼. Íàéäèòåñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íà ïðÿìîé l òî÷êó C òàêóþ, ÷òî ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèéAC + CB èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.Çàäà÷à 7.27. Äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå è òî÷êà O íå ëåæàùàÿ íà íèõ. Ïîñòðîé-òå îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ýòèõ ïðÿìûõ è ñåðåäèíîé O.Ïîäñêàçêà. Ñèììåòðè÷íî îòðàçèòå îäíó ïðÿìóþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.Çàäà÷à 7.28. Äàí óãîë è òî÷êà O âíóòðè íåãî. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêèäâå òî÷êè A è B, ëåæàùèå íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ óãëà, òàêèå, ÷òî OAB åñòü ïðàâèëüíûéòðåóãîëüíèê. Ñêîëüêî åñòü ðåøåíèé?Ïîäñêàçêà. Ñèììåòðè÷íî îòðàçèòå îäíó ñòîðîíó óãëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 7.29. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0 êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(�4;�4)îòíîñèòåëüíî òî÷êè B(�1; 2)?Çàäà÷à 7.30. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0 êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(2; 2)îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = �1?Çàäà÷à 7.31. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ çàäà¼òñÿ �îðìóëàìè x0 = x + 3, y0 = y � 1. Âêàêèå òî÷êè ïðè ýòîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ïåðåõîäÿò òî÷êè A(1; 3), O(0; 0), B(-4,-4)?Íàðèñóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, îòìåòüòå òî÷êè è èõ îáðàçû.Çàäà÷à 7.32. Íàéäèòå êîîðäèíàòû îáðàçà òî÷êè A(2; 4) ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèèîòíîñèòåëüíî S(1; 2).Çàäà÷à 7.33. Ê ïðàâèëüíîìó òðåóãîëüíèê 4ABC ïðèìåíèëè îñåâóþ ñèììåòðèþ îòíî-ñèòåëüíî îñè AA1, ãäå A1 � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à ïîòîì îòíîñèòåëüíî îñè BB1, ãäå B1� ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. �äå â êîíå÷íîì ñ÷åòå îêàçàëàñü âåðøèíà C?Çàäà÷à 7.34. Äàí îòðåçîê AB è ïðÿìàÿ l. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåé-êè îòðåçîê A0B0 ñèììåòðè÷íûé AB îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿïðÿìûõ AB è A0B0.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 63Çàäà÷à 7.35. Äàíû òî÷êè A(0; 3), B(5; 6) Íàéäèòå òî÷êó C (óêàæèòå å¼ êîîðäèíàòû) íàîñè OX, òàêóþ ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé AC + CB ìèíèìàëüíî.Çàäà÷à 7.36. Ïîñòðîéòå îòðåçîê, â êîòîðûé ïåðåõîäèò îòðåçîê AB, A(�1;�1), C(2;�1),ïðè ïîâîðîòå îêîëî òî÷êè O(0; 0) íà óãîë 90Æ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Óêàæèòå êîîðäèíàòûåãî êîíöîâ.Çàäà÷à 7.37. Êóäà óáåæèò êâàäðàòèê ñ âåðøèíàìè A(0; 0), B(0; 1), C(1; 1), D(1; 0), åñëèïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî AB, ïîòîì îòíîñèòåëüíî BC, ïîòîìCD è DA? Íàðèñóéòå åãî ñîñòîÿíèå ïîñëå êàæäîé îïåðàöèè.IIÇàäà÷à 7.38. ×åìó ðàâíû êîîðäèíàòû òî÷êè A0 êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A(�100; 100)îòíîñèòåëüíî òî÷êè B(�3; 2)?Çàäà÷à 7.39. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åí, òî îí ïà-ðàëëåëîãðàìì. Íà îñíîâå ýòîãî äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû ñòîðîí ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììàîáðàçóþ ïàðàëëåëîãðàìì.Çàäà÷à 7.40. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî åñòü öåíòð ñèììåòðèè, ÿâëÿ-åòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.Çàäà÷à 7.41. Äàí îòðåçîê AB è åãî îáðàç A0B0 ïðè ïîâîðîòå âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè.Íàéòè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè òî÷êó, âîêðóã êîòîðîé áûë ñîâåðøåí ïîâîðîò.Çàäà÷à 7.42. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó òðåóãîëüíèêà åñòü äâå ðàçíûå îñè ñèììåòðèè, òîåñòü è òðåòüÿ. IIIÇàäà÷à 7.43. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 4ABC ïîâåðíóëè íà 60Æ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,ïîòîì ñäåëàëè öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ, à ïîòîì ñíîâà ïîâåðíóëè íà 60Æ ïî ÷àñîâîé ñòðåë-êå, è ñíîâà ñäåëàëè öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ. Âñå îïåðàöèè îñóùåñòâëÿëèñü îòíîñèòåëüíîöåíòðà òðåóãîëüíèêà. Óêàæèòå ãäå îêàçàëàñü âåðøèíà A â êîíöå. À âåðøèíà B?Çàäà÷à 7.44. Â òðåóãîëüíèê âïèñàëè îêðóæíîñòü è îòìåòèëè òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæ-íîñòè è ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Çàòåì ñòåðëè òðåóãîëüíèê, îñòàëîñü ëèøü îêðóæíîñòü ñïîìå÷åííûìè íà íåé òî÷êàìè. Âîññòàíîâèòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè òðåóãîëüíèê.Çàäà÷à 7.45. Äàíû îñòðûé óãîë è òî÷êà O âíóòðè íåãî. Èñïîëüçóÿ îñåâóþ ñèììåòðèþ,íàéäèòå íà ñòîðîíàõ äàííîãî óãëà òàêèå òî÷êè A è B, ÷òîáû òðåóãîëüíèê 4OAB èìåëíàèìåíüøèé ïåðèìåòð.Çàäà÷à 7.46. Äàíû òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå a, b, 
. Êàê ïîñòðîèòü îòðåçîê,ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿìîé a, ñ ñåðåäèíîé íà ïðÿìîé b è êîíöàìè íà ïðÿìûõ a è 
? Âñåãäàëè çàäà÷à èìååò ðåøåíèå?Çàäà÷à 7.47. Ïðè äàííîì äâèæåíèè êàæäàÿ èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà îòîáðàæàåòñÿ íàñåáÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ.



Ñåìèíàð 8ÀëãåáðàÑÒÅÏÅÍÜ ×ÈÑËÀÏëàí çàíÿòèÿ� Ñêîëüêî ìîíåò äîëæåí áûë Ïîëèêðàò Ïè�àãîðó?� Èãðà �Óãàäàé ÷èñëî�� Ïÿòü ïðàâèëÑêîëüêî ìîíåò äîëæåí áûë Ïîëèêðàò Ïè�àãîðó?Êàê-òî ïîñïîðèë Ïîëèêðàò ñ Ïè�àãîðîì íà òî, êòî êîãî âûèãðàåò â øàõìàòû. Ïè�àãîðâûèãðàë åãî è ãîâîðèò: �ß òåáÿ âûéãðàë è òû ìíå äàøü çà ýòî çîëîòî. À èìåííî, íà ïåð-âóþ êëåòêó øàõìàòíîé äîñêè ïîëîæèøü îäíó ìîíåòó, íà âòîðóþ äâå ìîíåòû, íà òðåòüþ÷åòûðå ìîíåòû, íà ïÿòóþ âîñå...� � �Ïîíÿë, ïîíÿë, õâàòèò!� � ïåðåáèë åãî Ïîëèêðàò. ��Ïîëó÷èøü òû ñâî¼ çîëîòî!�. Íî Ïîëèêðàò íå ñìîã âûïîëíèòü ñâî¼ îáåùàíèå. Ïî÷åìó?Äàâàéòå ïîäóìàåì âìåñòå. Âñåãî íà øàõìàòíîé äîñêå 8�8 = 64 êëåòêè. Ïè�àãîð èìåëââèäó, ÷òî íà êàæäîé ñëåäóþùåé êëåòêå ÷èñëî ìîíåò äîëæíî áûòü â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åìâ ïðåäûäóùåé. Åñëè íà ïåðâîé ëåæèò îäíà ìîíåòà, òî ñêîëüêî ìîíåò äîëæåí ïîëîæèòüÏîëèêðàò íà ïîñëåäíþþ, 64-óþ êëåòêó.Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî íàéòè ÷èñëî 263 � äâà â 63 ñòåïåíè, òî åñòü 63 ïåðåìíîæåííûåäâîéêè. Ïîñìîòðèì íà ïåðâûå ñòåïåíè äâîéêè.21 = 2; 22 = 2 � 2 = 4; 23 = 2 � 2 � 2 = 8; 24 = 2 � 2 � 2 � 2 = 16; 25 = 32:�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������Ñåäüìàÿ ñòðî÷êà óæå íå âëàçèò â øèðèíó ñòðàíè÷êè.Çàäà÷à 8.1. Íàéäèòå ÷åìó ðàâíî 210 (÷èñëî êâàäðàòèêîâ â 11-îé ñòðî÷êå).Åñëè âû íå ïîëåíèòåñü, òî íàéäåòå Îòâåò: : 1024.Òî åñòü ïðèìåðíî 1000. 220 � ýòî äâàäöàòü äâîåê, äâà ðàçà ïî äåñÿòü äâîåê, ÷òî ïðè-ìåðíî ðàâíî 1000� 1000 = 1000000.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 65×èñëî 263 â âîñåìü ðàç áîëüøå ÷åì 260, à ïîñëåäíåå ÷èñëî ïðèìåðíî ðàâíî260 = (210)6 � (1000)6 = 1018:Òî åñòü 263 � 800000:::0 � öè�ðà 8 è âîñåìíàäöàòü íóëåé. Ýòî î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî,òàêîãî êîëè÷åñòâà ìîíåò ó Ïîëèêðàòà ïðîñòî íå áûëî è íå ìîãëî áûòü. Ñ ïîìîùüþ âû-÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ìû ìîæåì íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå:263 = 9223372036854775808:Íî Ïîëèêðàò äîëæåí áûë Ïè�àãîðó íå 263 ìîíåò, à 1 + 21 + 22 + 23 + : : :+ 263.Ñêîëüêî èìåííî ìîíåò äîëæåí áûë Ïîëèêðàò Ïè�àãîðó. Ñêëàäûâàòü 64 ÷èñëà, ê òîìóæå òàêèõ áîëüøèõ, äîâîëüíî êðîïîòëèâàÿ ðàáîòà. Äàâàéòå ïîñìîòðèì íà òàêèå ñóììû:1 = 11 + 2 = 31 + 2 + 4 = 71 + 2 + 4 + 8 = 151 + 2 + 4 + 8 + 16 = 311 + 2 + : : :+ 32 = 63Êàê âèäèòå, ñóììà ïåðâûõ ñòåïåíåé äâîéêè ðàâíî ñëåäóþùåé ñòåïåíè äâîéêè ìèíóñ 1, àçíà÷èò, Ïîëèêðàò ïîîáåùàë îòäàòü Ïè�àãîðó 264 � 1 = 18446744073709551615 ìîíåò.Èãðà �Óãàäàé ÷èñëî�Èãðà 8.1 Âåäóùèé çàãàäûâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî N . Îñòàëüíûå èãðàþùèå çà-äàþò åìó âîïðîñû, íà êîòîðûå ìîæíî îòâåòèòü ëèáî �äà�, ëèáî �íåò�. Íóæíî óãàäàòü÷èñëî, çàäàâ êàê ìîæíî ìåíüøå âîïðîñîâ.Ìîæíî, íàïðèìåð, çàäàâàòü òàêèå âîïðîñû: �Âåðíî ëè, ÷òî ýòî ÷èñëî 27?�, �Çàãàäàííîå÷èñëî ìåíüøå 50?�, �Çàãàäàííîå ÷èñëî ÷¼òíîå?�.Çàäà÷à 8.2 Ïîèãðàéòå äðóã ñ äðóãîì â ýòó èãðó. Ñêîëüêî âîïðîñîâ òðåáóåòñÿ äëÿ óãà-äûâàíèÿ îäíîãî èç ïåðâûõ äåñÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x 2 f1; 2; : : : ; 10g)?Ïîäñêàçêà. �åøèòå ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà çàãàäàííîå ÷èñëî x 2 f1; 2g,x 2 f1; 2; 3; 4g, x 2 f1; 2; : : : ; 8g.�åøåíèå. Åñëè íóæíî óãàäàòü èç äâóõ ÷èñåë, òî îäíîãî âîïðîñà äîñòàòî÷íî. Äëÿ òðåõ÷èñåë íåîáõîäèìî óæå äâà âîïðîñà. Íàïðèìåð ìû ñïðàøèâàåì: �Ýòî ëèáî 1 èëè 2, íî íå3?�. Åñëè íàì îòâå÷àþò �Äà�, òî íóæíî çàäàòü åù¼ îäèí âîïðîñ �Âåðíî ëè, ÷òî x = 1?�.Ïîëó÷èâ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ìû áóäåì çíàòü çàãàäàííîå ÷èñëî.Åñëè çàãàäàíî îäíî èç ïåðâûõ 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî íåîáõîäèìî çàäàòü äâà âîïðîñà.À äëÿ N = 5 âàðèàíòîâ äâóõ âîïðîñîâ óæå íå õâàòèò.�åøèì ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ x 2 f1; 2; : : : ; 16g. Ïåðâûé âîïðîñ: �Âåðíî ëè, ÷òî çàãà-äàííîå ÷èñëî ëåæèò ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè?�:1 2 3 4 5 6 7 8 j 9 10 11 12 13 14 15 16



66 Àëãåáðà ÑÒÅÏÅÍÜ ×ÈÑËÀÏîñëå îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, ìû áóäåì çíàòü, â êàêîé ïîëîâèíå íàõîäèòñÿ çàãàäàííîå÷èñëî. Ïóñòü ñëåâà. Òîãäà âòîðîé âîïðîñ: �Âåðíî ëè, ÷òî çàãàäàííîå ÷èñëî ëåæèò ñïðàâàîò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè ìåæäó 4 è 5?�1 2 3 4 j 5 6 7 8 j 9 10 11 12 13 14 15 16Èíà÷å (åñëè ñïðàâà îò 8) âòîðîé âîïðîñ áóäåò òàêèì: �Âåðíî ëè, ÷òî çàãàäàííîå ÷èñëîëåæèò ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ïàëî÷êè ìåæäó 12 è 13?�1 2 3 4 5 6 7 8 j 9 10 11 12 j 13 14 15 16Â ëþáîì ñëó÷àå, ïîñëå âòîðîãî âîïðîñà ìû áóäåì íàâåðíÿêà çíàòü â êàêîé èç ÷åòûðåõ÷àñòåé ëåæèò çàãàäàííîå ÷èñëî:1 2 3 4 j 5 6 7 8 j 9 10 11 12 j 13 14 15 16Ýòó ÷àñòü ìû òîæå ðàçäåëèì íà äâå ïîëîâèíêè, è ïîñëå òðåòüåãî âîïðîñà óçíàåì, â êàêîéèç íèõ ëåæèò çàãàäàííîå ÷èñëî. Îñòàíåòñÿ äâà âàðèàíòà:1 2 j 3 4 j 5 6 j 7 8 j 9 10 j 11 12 j 13 14 j 15 16Çàäàåì ïîñëåäíèé, ÷åòâ¼ðòûé âîïðîñ è óçíàåì êàêîå èìåííî ÷èñëî çàãàäàë âåäóùèé.1 j 2 j 3 j 4 j 5 j 6 j 7 j 8 j 9 j 10 j 11 j 12 j 13 j 14 j 15 j 16Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ÷åòûðåõ âîïðîñîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîá óãàäàòü çàãàäàííîå ÷èñëî èç16 âîçìîæíûõ.Îïðåäåëåíèå 8.1 Îáîçíà÷èì ilog(N) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âîïðîñîâ, êîòîðûå íóæíî çà-äàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà óçíàòü çàãàäàííîå ÷èñëî èç N âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.Çíà÷èò, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ilog(16) = 4. ×òîáû óãàäàòü èç äâóõ âàðèàíòîâ, íóæåí îäèíâîïðîñ, òî åñòü ilog(2) = 1. Äàëåå ilog(3) = 1, ilog(4) = 2, ilog(8) = 3. Äîêàæèòå ýòî.Ôóíêöèÿ ilog(n) åñòü ëîãàðè�ì n ïî îñíîâàíèþ 2 îêðóãëåííûé äî áîëüøåãî íà-òóðàëüíîãî. Ëîãàðè�ì ïî îñíîâàíèþ 2 îáîçíà÷àåòñÿ log2 n èëè logn, � ýòî �óíêöèÿîáðàòíàÿ âîçâåäåíèþ 2 â êàêóþ-òî ñòåïåíü.24 = 16;) ilog 16 = log 16 = 425 = 32;) ilog 32 = log 32 = 5log 20 = 4:32193; ilog 20 = 5ilogn åñòü ÷èñëî âîïðîñîâ, è ïîýòîìó íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ logn � ãëàäêàÿ �óíê-öèÿ è ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Îíà ñîâïàäàþùàÿ ñ �óíêöèåé ilogn ëèøü ïðèn = 2; 4; 16; 32; : : :.Çàäà÷à 8.3 Íàðèñóéòå òàáëèöó n 1 2 3 4 : : : 32ilognÇàäà÷à 8.4 Âû÷èñëèòå log 256. Îöåíèòå log 100.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 67Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿÎïðåäåëåíèå 8.2 ×èñëî a â ñòåïåíè n � ýòî ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ n øòóê a:an = a � a � a : : : a:Íàïðèìåð: 103 = 10 � 10 � 10; �13�10 = 13 � 13 � 13 � 13 � 13 � 13 � 13 � 13 � 13 � 13 :Ïîñìîòðèòå íà ïðåîáðàçîâàíèÿ:26 � 24 = (2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2) � (2 � 2 � 2 � 2) = 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 = 26+4 = 210:Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòåïåíåé ÷èñëà a èõ ñòåïåíè ñêëà-äûâàþòñÿ: an � am = (a � a � : : : � a) � (a � a � : : : � a) = an+m: (8.1)Åñëè ìû áåðåì 25 = 32 êîí�åòû è äåëèì èõ íà äâóõ ëþäåé, òî êàæäîìó äîñòàåòñÿ16 = 24 êîí�åò. Òî åñòü ana = an�1:Âåðíà òàêàÿ îáùàÿ �îðìóëà anam = an�m: (8.2)Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè: óìíîæèòü íà 2�1 âñå ðàâíî ÷òî ðàç-äåëèòü íà 2.Îïðåäåëåíèå 8.3 ×èñëî a â ñòåïåíè �n, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì ðàâíûì 1=an:a�n = 1a � a � a : : : a = 1an : (8.3)Ñëåäóþùåå âàæíîå ñîîòíîøåíèå êàñàåòñÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êàêìû çíàåì, óìíîæèòü íà 2=3 îçíà÷àåò ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè òî ÷òî åñòü, è âçÿòü 2êóñî÷êà. Åñëè ìû äâà ðàçà óìíîæèì íà 2=3, òî íóæíî ñíà÷àëà âçÿòü äâå òðåòüèõ ïèðîãà,ñêëåèòü èõ âîåäèíî, ñíîâà ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè è ïîòîì âçÿòü äâå èõ íèõ. Ýòî ìîæíîñäåëàòü òàê. Âçÿòü äâå òðåòüèõ îò êàæäîé ÷àñòè è ñëîæèòü èõ âìåñòå. Âñåãî ïîëó÷èòñÿ4 ÷àñòåé ðàâíûõ îäíîé 9-îé, òî åñòü
PSfrag repla
ements 23 � 23 = 2 � 23 � 3 = 49Â îáùåì âèäå ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê:�ab�n = anbn : (8.4)



68 Àëãåáðà ÑÒÅÏÅÍÜ ×ÈÑËÀÈ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýòî ñòåïåíü â ñòåïåíè. ×òî òàêîå 37 � ýòî ñåìü ïåðåìíîæåí-íûõ òðîåê. À ÷òî òàêîå (37)3 � ýòî 37 ïåðåìíîæåííîå òðè ðàçà, òî åñòü òðè ðàçà ïî ñåìüòðîåê, ÷òî äàåò 21 òðîéêó: (37)3 = 321. Â îáùåì âèäå:(an)m = an�m (8.5)Çàäà÷à 8.5. Ïðè êàêèõ a > 0 è n ÷èñëî an áîëüøå 1?�åøåíèå. ßñíî, ÷òî åñëè a = 1, òî è ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è ïðè îòðèöàòåëüíûõ n ïîëó-÷àåòñÿ 1n = 1. Åñëè a > 1, íàïðèìåð a = 2, è n > 0, òî an > 0, òàê êàê ìû íåñêîëüêî ðàç÷èñëî > 1 óìíîæèëè íà ñàìîãî ñåáÿ. Åùå ñëó÷àé 0 < a < 1. Íàïðèìåð a = 1=2 è n = 1=2ïîëó÷àåòñÿ ïîëîâèíà îò ïîëîâèíû îò ïîëîâèíû, òî åñòü îäíà âîñüìàÿ, ÷òî ìåíüøå åäè-íèöû È âîîáùå ÷èñëî an 0 < a < 1 ïðè ïîëîæèòåëüíûõ n áóäåò ìåíüøå åäèíèöû. Ïðèìàëåíüêèõ a è îòðèöàòåëüíûõ n ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ. Ïîëüçóÿñü îòíîøåíèåì 8.3 ìîæíî�ïåðåâåðíóòü� a èçìåíèâ ñòåïåíü íà ïîëîæèòåëüíóþ. Íàïðèìåð�23��10 = �32�10 :À çíà÷èò ïðè 0 < a < 1 è n < 0 ñèòóàöèÿ òàêàÿ æå, ÷òî è ïðè a > 1 è n > 0: an > 1.Îòâåò: a > 1; n > 0; ) an > 1;a > 1; n < 0; ) an < 1;0 < a < 1; n > 0; ) an < 1;0 < a < 1; n < 0; ) an > 1;a = 1; ) an = 1;n = 0; ) an = 1;Ïîñëåäíèé ñëó÷àé îñîáûé, åãî íóæíî ïðîñòî ðàç è íàâñåãäà çàïîìíèòü.Êëþ÷åâûå çàäà÷èÇàäà÷à 8.6. ×åìó ðàâíî 310 � 92 � 27?�åøåíèå. 9 = 32, à 27 = 33, ïîýòîìó310 � 92 � 27 = 310 � (32)3 � 33 = 310 � 36 � 33 = 310+6+3 = 319:Çàäà÷à 8.7. ×òî áîëüøå 510 èëè 220?�åøåíèå. 510 > 220, òàê êàê 220 = (22)10 = 410, 510 > 410. �Çàäà÷à 8.8. Óïðîñòèòå ýòî ÷óäîâèùå (�6)2 � 2�7 � 322�2 � 34 .�åøåíèå. (�6)2 � 2�7 � 322�2 � 34 = 62 � 2�7 � 32 � 22 � 3�4 == (2 � 3)2 � 2�7 � 32 � 22 � 3�4 = 22 � 32 � 2�7 � 32 � 22 � 3�4 == 22�7+2 � 32+2�4 = 2�3 � 30 = 18 � 1 = 18 : �



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 69Çàäà÷à 8.9. Âàñÿ çàãàäàë îäíî èç ïåðâûõ 35 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñêîëüêî âîïðîñîâïîòðåáóåòñÿ çàäàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà óçíàòü çàãàäàííîå ÷èñëî?�åøåíèå. ×èñëî 35 ëåæèò ìåæäó 25 = 32 è 26 = 64, ïîýòîìó 5 âîïðîñîâ åùå íå õâàòèòü,à 6 áóäåò äîñòàòî÷íî.Çàäà÷à 8.10. Áîëüøå èëè ìåíüøå åäèíèöû ÷èñëî 0:009104�0:0132�1000 ?Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåÇàäà÷à 8.11 Ïîñòàâüòå ïðàâèëüíûé çíàê íåðàâåíñòâà 35 ? 210.Çàäà÷à 8.12 Ïîñìîòðèòå íà òàáëè÷êó ïðèñòàâîê äëÿ îáðàçîâàíèÿ êðàòíûõ è äîëüíûõåäèíèö òåðà 1000000000000 = 1012 òðèëèîíãèãà 1000000000 = 109 ìèëëèàðäìåãà 1000000 = 106 ìèëëèîíêèëî 1000 = 103 òûñÿ÷àäåêà 100 = 102 ñòîäåöè 0:1 = 10�1 îäíà äåñÿòàÿñàíòè 0:01 = 10�2 îäíà ñîòàÿìèëè 0:001 = 10�3 îäíà òûñÿ÷íàÿìèêðî 0:000001 = 10�6 îäíà ìèëëèîííàÿíàíî 0:000000001 = 10�9 îäíà ìèëëèàðäíàÿïèêî 0:000000000001 = 10�12 îäíà òðèëëèîííàÿÑêîëüêî ñàíòèìåòðîâ â ìåãàìåòðå? Ñêîëüêî êóáè÷åñêèõ äåöèìåòðîâ â êóáè÷åñêîì ìåòðå?Çàäà÷à 8.13 Íàéäèòå ÷èñëî n = 2222 . Ñêîëüêî â íåì çíàêîâ?Çàäà÷à 8.14 Ïîñòàâüòå íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò òî÷êè (0; 1),(1; 2), (2; 4), 3; 8. Ïîïðîáóéòå ñîåäèíèòü èõ ãëàäêîé ëèíèåé. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãðà-�èêîì �óíêöèè 2x.Çàäà÷à 8.15 Óïðîñòèòå a) 4n2n2n . á) 10n2n�15n�1 .Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 8.16. Ñðàâíèòå ñ åäèíèöåé a) 94 � 3�6, á) (24)�1, â) (34)=(3�4).Çàäà÷à 8.17 Ïîñòàâüòå ïðàâèëüíûé çíàê íåðàâåíñòâà 35 ? 210.Çàäà÷à 8.18 �àñêðîéòå ñêîáêè (1 + x)(1 + x2)(1 + x4).Çàäà÷à 8.19 Óïðîñòèòå a � a � a � a b2�((ab)2)3�4 .



70 Àëãåáðà ÑÒÅÏÅÍÜ ×ÈÑËÀÇàäà÷à 8.20 Âåðíî ëè ÷òî ��23��2�5 > 1?Çàäà÷à 8.21 Ïðåäñòàâüòå ÷èñëà 1=25, 1=5, 1, 5, 25, 125 â âèäå ñòåïåíåé ïÿò¼ðêè.Çàäà÷à 8.22 Äèàìåòð ìîëåêóëû êèñëîðîäà ïðèìåðíî 0:3 íì (íàíîìåòðà). Âî ñêîëüêîðàç äèàìåòð �óòáîëüíîãî ìÿ÷à (29 ñì) áîëüøå äèàìåòðà ìîëåêóëû êèñëîðîäà?Çàäà÷à 8.23 �åøèòå óðàâíåíèå 4 � 2x = 4x.IIÇàäà÷à 8.24 Ïîñòàâüòå ïðàâèëüíûé çíàê íåðàâåíñòâà 2434 ? 6 � 29.Çàäà÷à 8.25 Ìàññà Çåìëè ðàâíà M = 6000000000000000000000 êã, à ìàññà àòîìà âî-äîðîäà m = 0:000000000000000000000017 ã. Çàïèøèòå â ñòàíäàðòíîì âèäå è íàéäèòå èõîòíîøåíèå ýòèõ ìàññ.Çàäà÷à 8.26 Ñêîëüêî íóëåé ïîñëå çàïÿòîé â ÷èñëå 1=220?Çàäà÷à 8.27 �åøèòå óðàâíåíèå 4 � (22x)x = 16x.IIIÇàäà÷à 8.28 �àñêðîéòå ñêîáêè (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8)(1 + x16).Çàäà÷à 8.29 1=2 = 0:5, 1=4 = 0:25, 1=8 = 0:125, 1=16 = 0:0625 Ñêîëüêî íóëåé èäåò ïîñëåçàïÿòîé äî ïåðâîé íåíóëåâîé öè�ðû â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 1=220? Ñêîëüêî âñåãîöè�ð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè?Çàäà÷à 8.30 Íàéäèòå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî x = 0:11111111 : : : = 110 + 1102 + 1103 1104 + : : :, òîåñòü ïðåäñòàâüòå â âèäå äðîáè m=n.
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Ñåìèíàð 9�åîìåòðèÿÂÅÊÒÎ�ÀÏëàí çàíÿòèÿ� ×òî òàêîå âåêòîð?� Ñëîæåíèå âåêòîðîâ� Óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà ÷èñëî� Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà� �àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó×òî òàêîå âåêòîð?PSfrag repla
ements �!aA B Âåêòîð � ýòî íàïðàâëåííûé îòðåçîê, òî åñòü îòðåçîê îäèí êîíåö êîòîðî-ãî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì, à âòîðîé � êîíöîì. Íà ðèñóíêà âåêòîðà îáîçíà÷àþòñòðåëêàìè.Äëèíà âåêòîðà èëè ìîäóëü âåêòîðà åñòü äëèíà îòðåçêà.Íà ðèñóíêå ïîêàçàí âåêòîð �!a = �!AB. Åãî íà÷àëî � òî÷êà A, à êîíåö �òî÷êà B. Ìîäóëü âåêòîðà �!a îáîçíà÷àåòñÿ êàêj�!a j = äëèíà îòðåçêà AB:Ïðîñòåéøèé ïðèìåð âåêòîðà � ýòî âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ. Íà÷àëî âåêòîðà� ýòî òî÷êà, ãäå áûë îáúåêò, à êîíåö âåêòîðà � òî÷êà, êóäà ýòîò îáúåêò ïåðåìåñòèëñÿ.Ñëîæåíèå âåêòîðîâ

PSfrag repla
ements����
'rA1B1

C1

D1E1F1A2B2

C2

D2E2F2

C3A
B

CDEFGHKLMNOPRSTXYZIxy�9�8�7�6�5�4�3�2�10123456789a1b1
1d1e1f1a2b2
2d2e2f2a3b3
3d3e3f3ab
defgh
Âåêòîðà ìîæíî ñêëàäûâàòü. Ïîñìîòðèòå íàêàðòó ëåñà ñ íà÷åð÷åííûì íà íåé ìàðøðóòîì.Ýòîò ìàðøðóò ñêëàäûâàëñÿ èç îòäåëüíûõ ïðÿ-ìûõ êóñî÷êîâ � íåáîëüøèõ âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòà-òå ýòèõ ìàëûõ ïåðåìåùåíèé ãðóïïà òóðèñòîâ îñó-ùåñòâèëà ïåðåìåùåíèå �!AB. Ýòî çíà÷èò, ÷òî�!AB = ��!AC1 +���!C1C2 +���!C1C2 +���!C1C2 +��!C5B:Âåêòîð êîíå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ åñòü ñóììà âåê-òîðîâ îòäåëüíûõ ïåðåìåùåíèé.
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PSfrag repla
ements����
'rA1B1C1D1E1F1A2B2C2D2E2F2C3

A B C D

EFGHKLMNOPRSTXYZIxy�9�8�7�6�5�4�3�2�10123456789a1b1
1d1e1f1a2b2
2d2e2f2a3b3
3d3e3f3ab
defgh
Ñðåäè ÷èñåë åñòü ÷èñëî ðàâíîå íóëþ. Ñðåäè âåêòîðîâ òîæå åñòüíóëåâîé âåêòîð. Åãî îáîçíà÷àþò êàê �!0 èëè 0. Îí ñîîòâåòñòâóåò íó-ëåâîìó ïåðåìåùåíèþ. Íàïðèìåð, ñóììà âåêòîðîâ �!AB +��!BC +��!CD +��!DA = �!0 äàåò íóëåâîé âåêòîð, ïîòîìó ÷òî â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïåðåìå-ùåíèé ìû âåðíóëèñü â ïðåæíþþ òî÷êó.PSfrag repla
ements ayax�!a Âåêòîðó íà ïëîñêîñòè åñòåñòâåííî ñîïîñòàâèòü äâà ÷èñëà. À èìåí-íî, êàæäûé âåêòîð ìîæíî ïîíèìàòü êàê èíñòðóêöèþ íà ñêîëüêî íàäîñäâèíóòüñÿ âïðâî/âëåâî è íà ñêîëüêî íàäî ñäâèíóòüñÿ âíèç/ââåðõ.Âåêòîð �!a (ax; ay) îáîçíà÷àåò, ÷òî íàäî ñäâèíóòüñÿ âïðàâî íà ax èââåðõ íà ay. Åñëè ax îòðèöàòåëüíî, òî çíà÷èò íóæíî äâèãàòüñÿ âëå-âî, åñëè ay îòðèöàòåëüíî, òî äâèãàòüñÿ íóæíî âíèç. Ïîñìîòðèòå ïðèìåðû. Ýòè äâà ÷èñëàíàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà. Ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà ëåãêî âû÷èñëèòü åãî äëèíó,íóæíî ëèøü ïðèìåíèòü òåîðåìó Ïè�àãîðà:j�!a (ax; ay)j =qa2x + a2y (9.1)Çàäà÷à 9.1. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ èç òî÷êèB â òî÷êó C.PSfrag repla
ements �!a �!b�!

Ïîñìîòðèòå íà ðèñóíîê. Âåêòîð �!
 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ �!aè �!b . �!
 = �!a +�!b :Åñëè ó ýòèõ âåêòîðîâ çàäàíû êîîðäèíàòû�!
 (
x; 
y); �!a (ax; ay); �!b (bx; by);òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî:
x = ax + bx
y = ay + byÝòîò �àêò ìîæíî çàïèñàòü â òàêîé �îðìå�!
 (
x; 
y) = �!a (ax; ay) +�!b (bx; by):Òàêîå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ëåãêî îáúÿñíèòü. Ñóììà äâóõ âåêòîðîâ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîåïðèìåíåíèå èíñòðóêöèé ïî ïåðåìåùåíèþ. Ìîæíî ñíà÷àëà âûïîëíèòü âñå èíñòðóêöèè ïîïåðåìåùåíèþ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, à ïîòîì âñå èíñòðóêöèè ïî ïåðåìåùåíèþâ âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïîýòîìó êîãäà ìû ñêëàäûâàåì âåêòîðà ìû ïðîñòî ñêëà-äûâàåì âñå ïåðâûå êîîðäèíàòû è âñå âòîðûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷åííûå äâà ÷èñëà åñòüêîîðäèíàòû âåêòîðà ñóììû âåêòîðîâ.Åñëè �!
 = �!a +�!b , òî åñòåñòâåííî ïîëîæèòü, ÷òî�!a = �!
 ��!b :Òî åñòü âåêòîðà ìîæíî íå òîëüêî ñêëàäûâàòü, íî è âû÷èòàòü. Âû÷åñòü èç âåêòîðà �!
âåêòîð �!b çíà÷èò ïðèáàâèòü ê âåêòîðó �!
 âåêòîð ��!b . Åñëè ïåðåä âåêòîðîì ñòîèò ìèíóñ,òî åãî íà÷àëî è êîíåö ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.



74 �åîìåòðèÿ ÂÅÊÒÎ�ÀÊîëëèíåàðíûå âåêòîðà PSfrag repla
ements �!a �!b �!
 �!dÂåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè èõ îòðåçêèïàðàëëåëüíû. Êîëëèíåàðíîñòü òî æå ñàìîå ÷òî è ïàðàëëåëü-íîñòü. Íî â îòëè÷èå îò îòðåçêîâ, ó âåêòîðîâ åñòü åùå è íà-ïðàâëåíèå. Ïîýòîìó äâà êîëëèíåàðíûõ âåêòîðà ìîãóò áûòüëèáî ñîíàïðàâëåííûìè, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííû-ìè.Íà ðèñóíêå âåêòîð �!a ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì �!b , à âåêòîðà �!
 è �!d ïðîòèâîïîëîæíîíàïðàâëåííûå. Âåêòîðà �!a è �!
 íå ÿâëÿþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, à çíà÷èò, îíè íå ïðîòèâî-ïîëîæíî íàïðàâëåííûå è íå ñîíîïðàâëåííûå.Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî
PSfrag repla
ements �3 � �!a3 � �!a�!aÂåêòîðà ìîæíî íå òîëüêî ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü äðóãèç äðóãà, íî è óìíîæàòü íà ÷èñëî. Íàïðèìåð, 5 � �!a � ýòîïÿòü âåêòîðîâ �!a ñëîæåííûõ äðóã ñ äðóãîì.n � �!a = �!a +�!a + : : :+�!a :×èñëî n ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ýòî çíà÷èò ÷òî íóæíîîòêëàäûâàòü âåêòîðà â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.Ìîæíî óìíîæàòü íå òîëüêî íà öåëûå ÷èñëà, íî è ëþáûåäåéñòâèòåëüíûå.Îïðåäåëåíèå 9.1 Âåêòîð �!a óìíîæåííûé íà ÷èñëî k åñòü âåêòîð �!a êîëëèíåàðíûé�!a . Åãî äëèíà åñòü äëèíà âåêòîðà �!a , óìíîæåííàÿ íà ìîäóëü ÷èñëà k. Îí ñîíàïðàâëåíñ �!a , åñëè k > 0, è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí, åñëè k < 0:�!b = k � �!a ;j�!b j = jkj � j�!a j;k > 0; ) �!a � �!b ;k < 0; ) �!a "# �!b ;×òî ïðîèñõîäèò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ïðè óìíîæåíèè íà ÷èñëî? Îòâåò ïðîñò � êîîð-äèíàòû âåêòîðà óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî:�!a (ax; ay); �!b = k � �!a ; ) �!b (k � ax; k � ay):Èòàê, ìû óçíàëè ÷òî òàêîå âåêòîðà, êàêèå îíè áûâàþò è ÷òî ñ íèìè ìîæíî äåëàòü.Äàâàéòå ðàññìîòðèì äâå êîíêðåòíûå çàäà÷è, ãäå ïðèìåíÿþòñÿ âåêòîðà.Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêàÄâà âåêòîðà �!a è �!b . Åñëè èõ îòëîæèòü îò îäíîé òî÷êè, îáðàçóþò äâå ñòîðîíû òðåóãîëü-íèêà. Òðåòüÿ ñòîðîíà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñîåäèíèòü êîíöû âåêòîðîâ �!a è �!b . Òàêèì îáðàçîì,äâà âåêòîðà îäíîçíà÷íî çàäàþò òðåóãîëüíèê.



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 75Çàäà÷à 9.2. Êàê íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ�!a (ax; ay);�!b (bx; by);êîòîðûå åãî çàäàþò.�åøåíèå. Âñïîìíèì �îðìóëó äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêàS4 = 12 � a � b � sinC (9.2)Ïëîùàäü ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äëèí ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Îêàçû-âàåòñÿ, çíàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ñòîðîíû a è b, ìîæíîçàïðîñòî âû÷èñëèòü a � b � sinC = j�!a j � j�!b j � sinC = ax � by � ay � bx: (9.3)Ýòî çàìå÷àòåëüíàÿ �îðìóëà ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëèòü ñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìèáåç êàêèõ-ëèáî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé è ðàññóæäåíèé. Äîêàçûâàòü ýòó �îðìóëó ìûíå áóäåì. Òîëüêî ïîñìîòðèì êàê îíà ðàáîòàåò íà ïðàêòèêå. Ïîäñòàâëÿÿ a � b � sinC â�îðìóëó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà 9.2 íàõîäèì íóæíóþ íàì �îðìóëó, êîòîðóþ ìû ñîâåòóåìâàì çàïîìíèòü: S4 = 12 � jax � by � ay � bxj (9.4)Êàê âèäèòå, íóæíî íàéòè äâà ïåðåêð¼ñòíûõ ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò, âû÷åñòü îäíî èçäðóãîãî è ðàçäåëèòü íà äâà. Ìîäóëü ðåçóëüòàòà è áóäåò ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà.
PSfrag repla
ements �!a�!bÂîò ïðîñòîé ïðèìåð. Äâà âåêòîðà:�!a (2; 0);�!b (2; 3);Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé îíè çàäàþò ðàâíà ïî �îðìóëåS4 = 12 � j2 � 3� 0 � 1j = 12 � 6 = 3:Ýòî âåðíî, ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíêå ïðÿìîóãîëüíèêà 3 � 2, è äåé-ñòâèòåëüíî ðàâíà 3.

1) 2)

PSfrag repla
ements �!a�!a �!b�!bÂàæíûé ìîìåíò. �àññìîòðèì âûðàæåíèå[�!a ;�!b ℄ = ax � by � ay � bxÝòî âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðîâ�!a (ax; ay);�!b (bx; by);ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Îò÷åãî ýòî çàâèñèò? Ýòî çàâèñèòîò ïîðÿäêà âåêòîðîâ. Åñëè ìû èõ ïåðåñòàâèì ìåñòàìè, òî è âûðàæåíèå [; ℄ ïîìåíÿåò çíàê:[�!a ;�!b ℄ = �[�!b ;�!a ℄:



76 �åîìåòðèÿ ÂÅÊÒÎ�ÀÊàê äëÿ äàííûõ äâóõ âåêòîðîâ îïðåäåëèòü, êàêîå èç äâóõ âûðàæåíèé [�!a ;�!b ℄ è [�!b ;�!a ℄ïîëîæèòåëüíî, à êàêîå îòðèöàòåëüíî? Îòâåò òàêîé. Äàâàéòå áóäåì äâèãàòüñÿ îò âåêòîðà�!a ê âåêòîðó �!b ïî êðàò÷àéøåé äóãå. Åñëè äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè, òî [�!a ;�!b ℄ ïîëîæèòåëüíî, åñëè æå ïî ÷àñîâîé � îòðèöàòåëüíî. Ïîñìîòðèòå íàðèñóíîê � â ïåðâîì ñëó÷àå [�!a ;�!b ℄ ïîëîæèòåëüíî è ñèíóñ ìåæäó óãëàìè ïîëîæèòåëåí, âîâòîðîì ñëó÷àå îòðèöàòåëåí.�àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñóÅñòü òàêàÿ çàäà÷àÇàäà÷à 9.3. �àçðåøåíî äâèãàòüñÿ òîëüêî íà ñåâåðî-âîñòîê è ñòðîãî íà çàïàä. Ñêîëüêî ìûäîëæíû äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè ñåâåðî-âîñòîêà à ïîòîì â íàïðàâëåíèè çàïàäà, ÷òîáûîñóùåñòâèòü çàäàííîå ïåðåìåùåíèå � ñåâåð +3 êì è âîñòîê +1 êì?Íà ÿçûê ìàòåìàòèêè ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïåðåâåñòè òàê.
PSfrag repla
ements �!a�!a�!a

�!a �!b �!b�!b �!
Çàäà÷à 9.4. Åñòü äâà âåêòîðà�!a (1; 1) è�!b (�1; 0).Íàéäèòå ñêîëüêî ðàç ìû äîëæíû ïåðåìåñòèòüñÿíà âåêòîð �!a è 
êîëüêî ðàç íà âåêòîð �!b ÷òîáûêîíå÷íûé âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ áûë �!
 (1; 3). Äðó-ãèìè ñëîâàìè:x � �!a (1; 1) + y � �!b (�1; 0) = �!
 (1; 3):Íàéäèòå íåèçâåñòíûå x è y.�åøåíèå. Íàïðèìåð òàê: ñ ïîìîùüþ âåêòîðà �!b ìîæíî ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî â íàïðàâ-ëåíèè îñè x. Çíà÷èò, âñå ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè îñè y äîëæíî íàáèðàòüñÿ ñ ïîìîùüþâåêòîðà �!a . Ýòî çíà÷èò, ÷òî íóæíî åãî âçÿòü 3 ðàç.3 � �!a (1; 1) = (3; 3):Òåïåðü íóæíî äîáàâèòü íóæíîå êîëè÷åñòâî âåêòîðà �!b (�1; 0). Ïðèáàâëåíèå ýòîãî âåê-òîðà óìåíüøàåò ïåðâóþ êîîðäèíàòó íà 1, çíà÷èò íóæíî åãî ïðèáàâèòü äâà ðàçà, ÷òîáûïîëó÷èòü ïåðâóþ êîîðäèíàòó 1:3 � �!a (1; 1) + 2�!b (�1; 0) = (1; 3):�åøåíèå. (Âòîðîé ñïîñîá). Ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó ìîæíî ðàçáèòü íà äâà óðàâíåíèÿ:� x � 1 + y � (�1) = 1x � 1 + y � 0 = 3�åøàåì ýòè óðàâíåíèÿ: x = 3, 3� y = 1, y = 2. Ïîëó÷èëè îòâåò. Îòâåò: x = 3, y = 2.Êëþ÷åâûå çàäà÷èÇàäà÷à 9.5. Ïóñòü âåêòîð �!a çàäàåò ïåðåìåùåíèå èç òî÷êè A(1; 2) â òî÷êó B(4; 5). Âêàêóþ òî÷êó ìû ïîïàäåì, åñëè îñóùåñòâèì ýòî ïåðåìåùåíèå èç òî÷êè C(4; 5).



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 77�åøåíèå. Äàâàéòå íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà �!a . Âïðàâî, âäîëü îñè x ìû ñìåñòèëèñüíà 4� 1 = 3, à ââåðõ, âäîëü îñè y íà 5� 2 = 3. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ åñòü�!a (3; 3). Åñëè ìû ýòîò âåêòîð îòëîæèì îò òî÷êè C(4; 5) òî ïîïàäåì â òî÷êó D(4+3; 5+3) =D(7; 8). Îòâåò: Ìû ïîïàäåì â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè D(7; 8). �Çàäà÷à 9.6. Äàíû äâà âåêòîðà �!a (1; 2) è �!b (�4; 7). Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà �!
 =�!a +�!b .�åøåíèå. Ñëîæèì êîîðäèíàòû ïîýëåìåíòíî:�!a (1; 2) +�!b (�4; 7) = �!
 (1� 4; 2 + 7) = �!
 (�3; 9): �Çàäà÷à 9.7. �àçëîæèòå âåêòîð 
(2;�3) ïî âåêòîðàì �!a (1;�2), �!b (2; 1). Íàðèñóéòå ýòîðàçëîæåíèå íà êëåòî÷íîé áóìàãå.Çàäà÷à 9.8. Äàíû êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà 4ABC: C(1; 1), A(2; 3), B(7; 5).Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.�åøåíèå. Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó. Ïóñòü ýòî áóäåò âåðøèíà C. Íaéäåì êîîð-äèíàòû âåêòîðîâ �!a = �!CA è �!b = ��!CB.�!CA = �!CA(2� 1; 3� 1) = �!CA(1; 2);��!CB = ��!CB(7� 1; 5� 1) = �!CA(6; 4);Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé 9.4 ïîëó÷àåìS4 = 12 � j1 � 4� 2 � 6j = 12 � j � 8j = 4:Îòâåò: S4 = 4.Çàäà÷à 9.9. Ïóñòü ABCD � êâàäðàò, O � íåêîòîðàÿ òî÷êà, à âåêòîð �!m ðàâåí ñðåäíåìóàðè�ìåòè÷åñêîìó âåêòîðîâ �!OA, ��!OB, �!OC è ��!OD:�!m = �!OA+��!OB +�!OC +��!OD4 :Êóäà áóäåò óêàçûâàòü âåêòîð m, åñëè îòëîæèòü åãî îò òî÷êè O?Îòâåò: Ýòîò âåêòîð áóäåò óêàçûâàòü íà ñåðåäèíó êâàäðàòà.

PSfrag repla
ements����
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3d3e3f3ab
defgh
�åøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì âåêòîð �!m êàê�!m = 12 � �!OA+��!OB2 + �!OC +��!OD2 ! :Âåêòîð �!OA+��!OB2 óêàçûâàåò íà ñåðåäèíó îòðåçêà AB � òî÷êóM . Âåêòîð ��!OC+��!OD2 óêàçûâàåò íà ñåðåäèíó îòðåçêà CD � òî÷-êó L. Òî åñòü �!m = ��!OM +�!OL2 :Ïîýòîìó âåêòîð �!m óêàçûâàåò íà ñåðåäèíó îòðåçêà ML, òî åñòü íà ñåðåäèíó êâàäðàòà.
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PSfrag repla
ements �!a�!b
�!


Çàäà÷à 9.10. Åñòü äâà âåêòîðà �!a (1; 1) è �!b (�1; 2). �àçëîæèòåâåêòîð �!
 (1; 7) ïî âåêòîðàì �!a è �!b .�åøåíèå. Íàì íóæíî íàéòè íåèçâåñòíûå x è y:x � �!a (1; 1) + y � �!b (�1; 2) = �!
 (1; 7);÷òî äàåò äâà óðàâíåíèÿ:� x � 1 + y � (�1) = 1x � 1 + y � 2 = 7�åøàåì ýòè óðàâíåíèÿ: Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì x = y+1. Ïîäñòàâëÿåì ýòîò x âî âòîðîå óðàâíåíèå: y + 1 + 2y = 7, ÷òîäàåò 3y = 6 è y = 2. Äàëåå íàõîäèì x: x = y + 1 = 2 + 1 = 3.Ïîëó÷èëè Îòâåò: x = 3, y = 2.3 � �!a (1; 1) + 2 � �!b (�1; 2) = �!
 (1; 7):Çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ â êëàññåIÇàäà÷à 9.11. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðîâ �!a (1;�4), 2 � �!a , �!b (�2; 3), �!a +�!b .Çàäà÷à 9.12. Íàðèñóéòå äâà âåêòîðà �!a (1; 2) è �!b (2;�1). Íàéäèòå �!a +�!b è �!a ��!b . Íàé-äèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ. Íàéäèòå ñèíóñ óãëà ìåæäóýòèìè âåêòîðàìè.
1 2 3 4�èñ. 9.1.Çàäà÷à 9.13. ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðà �!AB è ��!CD ðàâíû.Çàäà÷à 9.14. ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Ïðåäñòàâüòå âåêòîðà �!AC è �!AO ÷åðåç âåêòîðà�!AB è ��!AD.Çàäà÷à 9.15. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêîâ íà ðèñóíêå 9.1.Çàäà÷à 9.16. �àçëîæèòå âåêòîð�!
 (2; 6) ïî âåêòîðàì�!a (2; 5) è�!b (�1;�2) Íàéäèòå âåêòîð�!d = 3 � �!
 � 2 � �!a . �àçëîæèòå åãî ïî âåêòîðàì �!a è �!b .



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 79Çàäà÷à 9.17. Åñòü òàêàÿ èãðà � ¾�àëëè¿. Íåñêîëüêîìàøèí åäóò ïî äîðîãå íàðèñîâàííîé íà ëèñòêå â êëåòî÷-êó. Îäèí õîä èãðîêà � ïåðåìåùåíèå íà íåêîòîðûé âåêòîð.Ñëåäóþùèì õîäîì èãðîê õîäèò òàêèì æå âåêòîðîì, ÷òî èïðåäûäóùèé õîä èëè æå ó íåãî åñòü âîçìîæíîñòü ÷óòü-÷óòüóâåëè÷èòü èëè óìåíüøèòü âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, à òàêæå÷óòü ÷óòü îòêëîíèòüñÿ â ñòîðîíó. Íà ïîâîðîòàõ íàäî òîð-ìîçèòü, ÷òîáû íå âðåçàòüñÿ â ãðàíèöó äîðîãè. Íà ïðÿìî-ëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ èìååò ñìûñë óñêîðÿòñÿ. Çàäà÷à èãðû �ïåðâûì ïðèéòè ê �èíèøó. Âàøà çàäà÷à � íàó÷èòñÿ èãðàòüâ ýòó èãðó. Ïîÿñíèì òî÷íåå êàêèì ìîæåò áûòü ñëåäóþùèéõîä. Åñëè ïðåäûäóùèì õîäîì âû ïåðåìåñòèëèñü íà âåêòîð�!a n, òî ñëåäóþùèì õîäîì âû ìîæåòå îñóùåñòâèòü ïåðåìå-ùåíèå �!a n+1 = �!a n +�!
 ;ãäå âåêòîð �!
 ëþáîé èç ñëåäóþùèõ âåêòîðîâ:(0; 0); (0; 1); (1; 0); (0;�1); (�1; 0); (1; 1); (1;�1); (�1; 1); (�1;�1):Çàäà÷à 9.18. Ïðè êàêîì x âåêòîð �!b (x; 6) êîëëèíåàðåí �!b (3; 2)?Çàäà÷à 9.19. Ïðè êàêîì x âåêòîð �!b (x;�2) êîëëèíåàðåí �!b (�3; 3)?Çàäà÷à 9.20. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, B1 è C2 � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è AC. �àçëîæèòåâåêòîð ���!B1C1 ÷åðåç �!AB è �!AC. �àçëîæèòå âåêòîð ��!BC ÷åðåç �!AB è �!AC. Äîêàæèòå, ÷òî ���!B1C1ñîíàïðàâëåí 
 ��!BC è â äâà ðàçà åãî êîðî÷å. IIÇàäà÷à 9.21. Ïðè êàêîì x âåêòîð �!b (x; 2) êîëëèíåàðåí �!b (4; 2� x)?Çàäà÷à 9.22. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà M åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèà-ãîíàëåé. Òî÷êà N åñòü ñåðåäèíà îòðåçêà AM . �àçëîæèòå âåêòîð ��!AN ïî âåêòîðàì �!AB è�!AC.Çàäà÷à 9.23. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðîâ �!a (12;�5) è 200 � �!a .Çàäà÷à 9.24. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êà A1 � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. �àçëîæèòåâåêòîð AA1 ÷åðåç âåêòîðà �!AB è �!AC. IIIÇàäà÷à 9.25. Äàíû âåêòîðà �!a (1;�1) è �!(2; 1). Âåðíî ëè, ÷òî ïðèáàâëÿÿ è îòíèìàÿýòè âåêòîðà ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ äî ëþáîé òî÷êè (m;n) íà ïëîñêîñòè (ñ÷èòàéòå, ÷òî ìûíàõîäèìñÿ â òî÷êå (0; 0))?Çàäà÷à 9.26. Äàíû î÷êè A, B è O. Òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî âåêòîð ��!OM = x � �!OA + y � ��!OB.È ïóñòü x + y = 1. Âûðàçèòå âåêòîðà ��!MA è ��!MB ÷åðåç �!OA è ��!OB. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòà,äîêàæèòå ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå AB. Â êàêîì îòíîøåíèè îíà åãî äåëèò.



80 �åîìåòðèÿ ÂÅÊÒÎ�ÀÇàäà÷à 9.27. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êà A1 � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Òî÷êà B1 �ñåðåäèíà ñòîðîíû AC.Òî÷êà C1 � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Òî÷êàM åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿìåäèàí. �àçëîæèòå âåêòîðà ��!AA1, ��!BB1 è ��!OM ïî âåêòîðàì �!AB è �!AC.Çàäà÷à 9.28. Äàíû äâà ðàçëè÷íûõ íå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðà �!a è �!b . Êîëëèíåàðíû ëèâåêòîðà à) 2 � �!a + 6 � �!b è �!a + 3 � �!b , á) 3 � �!a � 2 � �!b è �3 � �!a + 2 � �!b , â) 3 � �!a + 4 � �!b è4 � �!a + 3 � �!b ? Äîìàøíåå çàäàíèåIÇàäà÷à 9.29. Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà �!a = 100 ��!a +100 ��!b , åñëè �!a (1; 0), �!b (1;�1).Çàäà÷à 9.30. �àçëîæèòå âåêòîð�!
 (4; 1) ïî âåêòîðàì�!a (2;�1) è�!b (1;�1)Íàéäèòå âåêòîð�!d = 3 � �!
 + 2 � �!a . �àçëîæèòå åãî ïî âåêòîðàì �!a è �!b .Çàäà÷à 9.31. Ïðè êàêîì x âåêòîð �!b (x; 2x� 1) êîëëèíåàðåí �!b (�3;�5)?Çàäà÷à 9.32. Äàíî äâà âåêòîðà �!a (4; 1) è �!b (2; 5) Íàéäèòå âåêòîð�!d = �!a +�!b2Îòëîæèòå ýòè âåêòîðà îò îäíîé òî÷êè. Ïîêàæèòå, ÷òî èõ êîíöû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.IIÇàäà÷à 9.33. Âåêòîðà �!a , �!b , �!
 çàäàíû íà ðèñóíêå 9.2. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòèõ âåê-òîðîâ è âåêòîðà �!d = 3 � �!a � 2 � �!b ��!
 .
PSfrag repla
ements �!a

�!b�!

�èñ. 9.2.

Çàäà÷à 9.34. Íàéäèòå ñèíóñû îñòðûõ óãëîâ ìåæäó âåêòî-ðàìè íà ðèñóíêå 9.1.Çàäà÷à 9.35. Äàíî äâà âåêòîðà�!a (4; 1) è�!b (�2; 7)Íàéäèòåâåêòîð �!d = 2 � �!a +�!b3Îòëîæèòå ýòè âåêòîðà îò îäíîé òî÷êè.Çàäà÷à 9.36. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, çàäàííîãîâåêòîðàìè �!a è �!b , à òàêæå ñèíóñ óãëà ìåæäó ýòèìè âåêòî-ðàìè íà ðèñóíêå 9.2.Çàäà÷à 9.37. Ïðè êàêîì x âåêòîð �!b (x2 � 2x; 4) êîëëèíå-àðåí �!b (6; 8)?



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 81Çàäà÷à 9.38. Äàíû âåêòîðà �!a (1; 3) è�!b (3; 1). Íàéäèòå âåê-òîð �!
 = (�!a + �!b )=2. Íàðèñóéòå ýòè òðè âåêòîðà, îòëîæèâèõ îò îäíîé òî÷êè. �àçëîæèòå âåêòîð �!d = 2 � �!
 ��!a ïî âåêòîðàì �!a è �!b .Çàäà÷à 9.39. Çà îäèí øàã ìû ìîæåì ïåðåìåùàòüñÿ íà îäèí èç ÷åòûðåõ âåêòîðîâ:�!
 1(0; 1); �!
 2(0; 1); �!
 3(�1; 0); �!
 4(0;�1):Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, äî êîòîðûõ ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ çà ïÿòü èëèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ (íà÷àëüíàÿ òî÷êà (0; 0)).IIIÇàäà÷à 9.40. Îáîçíà÷üòå êàêèìè íèáóäü áóêâàìè âåêòîðà íà ðèñóíêàõ 9.2(2) è 9.2(3).Íàéäèòå èõ êîîðäèíàòû. �àçëîæèòå ïåðâûå äâà âåêòîðà ïî äâóì äðóãèì, à çàòåì íàîáîðîò� êàæäàé âåêòîð íà ðèñóíêå 9.2(3) ðàçëîæèòå ïî âåêòîðàì íà ðèñóíêå 9.2(2).
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Çàäà÷à 9.41. Ïîëüçóÿñü äàííûìè íà ðèñóíêå 9.3 íàéäèòåñèíóñ óãëà \BACÇàäà÷à 9.42. Äàíî äâà âåêòîðà�!a (4; 1) è�!b (�2; 7)Íàéäèòåâåêòîð �!d = 2 � �!a +�!b3Îòëîæèòå ýòè âåêòîðà îò îäíîé òî÷êè. Ïîêàæèòå ÷òî èõêîíöû A, B, D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Â êàêîì îòíîøåíèèäåëèò òî÷êà D îòðåçîê AB?Çàäà÷à 9.43. Âåêòîðà �!a , �!b , �!
 çàäàíû íà ðèñóíêå 9.2.Íàéäèòå ðàçëîæåíèå âåêòîðà �!
 ïî âåêòîðàì �!a è �!b .Çàäà÷à 9.44. Çà îäèí øàã ìû ìîæåì ïåðåìåùàòüñÿ íà îäèí èç n òð¼õ âåêòîðîâ:�!
 1(1; 0); �!
 2(�1=2;p3=2); �!
 3(�1=2;�p3=2);Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, äî êîòîðûõ ìû ìîæåì äîáðàòüñÿ çà ïÿòü èëèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ (íà÷àëüíàÿ òî÷êà (0; 0)).



ÎÒÂÅÒÛ1.ÀëãåáðàÓ�ÀÂÍÅÍÈß È ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ2.�åîìåòðèÿÒÅÎ�ÅÌÀ ÏÈÔÀ�Î�À2.11: 
 = 6, b = p20. 2.13: p42 + 72 = p65. 2.15: h = p28 = 4p7. 2.16: 5. 2.17: 1=p2.2.19: �åøèòå ñèñòåìó x+y = 12, 82�x2 = 102�y2. Îòâåòîì áóäåò 2p52 � x2. 2.22: 30Æ, 3,3p3. 2.24: p72. 2.26: b = 6, a = 6=p3, 
 = 4p3. 2.27: Ïóñòü x äëèíà êóñî÷êà ãèïîòåíóçûïîä êàòåòîì äëèíû 6. Òîãäà 9x = 62, x = 4, y = 9 � 4 = 5. Îòâåò: 4=5. 2.35: b = 15=4.2.36: r = a+ b� 
2 , sinB=2 = r=pr2 + (CB � r)2. 2.37: Âñåãî 8 ïè�àãîðîâûõ òðîåê ñãèïîòåíóçîé 6 25: 42 + 32 = 52, 82 + 62 = 102, ... , 202 + 152 = 252, 242 + 72 = 252.2.39: Íàéäåì ïëîùàäü S = P � r=2 = 6, çíà÷èò ab = 12, a + b +pa2 + b2 = 12. Ïîëó÷àåìêâàäðàòíîå óðàâíåíèå è ðåøàåì åãî. 2.40: 5, 8.3.�åîìåòðèÿÄÅÊÀ�ÒÎÂÛ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛ3: 500. 3.23: j
j 6 p2. 3.26: (�1; 0). 3: 3=2. 3.35: (0; 4). 3: �3=2. 3.40: x = 1, y = �2.3.47: A(0; 0),B(1; 0), C(1=2;p3=2). 3.49: Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî x = 1. Îòâåò åñòüïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñè OY , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (1; 0). 3: 44.ÀëãåáðàÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß4: x 2 f2; 4g. 4: x 2 f3; 6g. 4: x = 5. 4.13: 1=2, 1. 4: 6 è 4. 4.17: Êîðíåé íåò. 4: 0 è 1.4.19: x = 4. 4.20: 2x2 � 3x � 1. 4: 1, �2, 2. 4.23: � 1p2 . 4.24: p3�12p2 . 4.26: x2 + 6x + 4.4.30: f0; ';�1='g. 4.37: t = 1000 ñåêóíä = 16 ìèíóò 40 ñåêóíä. 4.38: Äà, ñóùåñòâóåò.�åøèòå óðàâíåíèå x(x + 1) = 3(x � 1)2, è ïîëó÷èòå, ÷òî x 2 3; 1=2. 4.40: ', �1=', ãäå' = p5�12 . 4: à) �2, á) 3. 4.45: 52 . 4.46: �àñêðîéòå ñêîáêè â (x � 2 � p3) � (x � 2 + p3)è ïîëó÷èòå îòâåò. 4: 0. 4.49: (x2 � 5)2 = 24. 4.52: x ðàâåí çîëîòîé ïðîïîðöèè x = p5+12 .4.53: ', �1=', ãäå ' = p5�12 .



Ôèçòåõ�Êîëëåäæ 835.Àíàëèç��ÀÔÈÊÈ5: à) y1 = �6, x1 = 2, x2 = �3, á) y1 = 0, x1 =, â) y1 = 12, x1 = 2, x2 = �3. 5: x0 = 0,y0 = 4 + 4 = 8. 5.9: 48 � 8x(x� 16). 5: �4.6.�åîìåòðèÿÂ�ËÓÁÜ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÀ6.6: 54(8 + 5p2� 4p3� 3p6). 6.12: 2. 6.13: 1=p2. 6.14: h
 = 5,a = p20, b = p20, 
 = 4.6.15: R = 3=2. 6.16: a = p17, b = 5, 
 = 4, h
 = 4, S = 8, r = S=p = 16=(9 + p17).6.21: S = 4p6. r = S=p = p6=2. 6.23: Òàêîãî òðåóãîëüíèêà íå ñóùåñòâóåò: 6 > 2 + 3.7.�åîìåòðèÿÄÂÈÆÅÍÈÅ � ÆÈÇÍÜ7.9: Ó êâàäðàòà � 4, ó îêðóæíîñòè � áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî. 7.14: A0(�3;�4). 7.15: A0(�1;�4).7.16: A0(�1; 4). 7.21: A0(�1; 2), B0(�1; 3). 7.22: A0(2; 0), B0(2; 3), C(�1; 3), D(0;�2).7.26: Îòðàçèòå òî÷êó B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l. Ïîëó÷èòå òî÷êó B0. Ïðîâåäèòå îòðåçîêAB0 è íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî îòðåçêà ñ ïðÿìîé l. 7.29: A0(2; 8). 7.30: A0(2;�4).7.35: C(5=3; 0). 7.38: A0(94; 104).8.ÀëãåáðàÑÒÅÏÅÍÜ ×ÈÑËÀ8.23: x = 2. 8.25: mM = 2:833 � 10�52. 8.26: 6. 8.27: x = 1. 8.29: 6.9.�åîìåòðèÿÂÅÊÒÎ�À


