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Редукция и точные решения уравнения
Гамильтона–Якоби
А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

Проведена классификация с точностью до эквивалентности подалгебр алгебры
AC(1, 4), являющейся алгеброй Ли группы C(1, 4) конформных преобразований про-
странства Минковского R1,4. С использованием подалгебр ранга 3 алгебры AC(1, 4)
построены анзацы, редуцирующие уравнение Гамильтона–Якоби к обыкновенным
дифференциальным уравнениям. По решениям редуцированных уравнений найдены
широкие классы точных решений уравнения Гамильтона–Якоби. Исследуется также
зависимость между уравнениями Гамильтона–Якоби и эйконала.

Введение
В настоящей работе изучается уравнение Гамильтона–Якоби

ut +
1

2m
(∇u)2 = 0, (1.1)

где u = u(t, �x), �x = (x1, x2, x3), m — постоянная (масса частицы). Максимальной
алгеброй инвариантности уравнения (1.1) является конформная алгебра AC(1, 4),
являющаяся алгеброй Ли группы C(1, 4) конформных преобразований пространс-
тва Минковского R1,4. Это позволяет использовать подалгебры алгебры AC(1, 4)
для редукции и нахождения точных решений уравнения (1.1). Работа состоит из
7 параграфов. В § 1 выделяются подалгебры алгебры AC(1, 4), которые позволяют
находить вещественные решения уравнения (1.1), а также исследуется зависимость
между уравнением Гамильтона–Якоби и релятивистским уравнением Гамильтона(

∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1. (1.2)

В § 2 проведена классификация подалгебр алгебры AC(1, 4) с точностью до
C(1, 4)-еквивалентности. Две подалгебры L1, L2 ⊂ AC(1, 4) называются C(1, 4)-эк-
вивалентными, если с точностью до C(1, 4)-сoпряженности они обладают одними
и теми же инвариантами. В § 3 для каждой подалгебры ранга 3 алгебры AC(1, 4)
находится полная система ее инвариантов. Это позволяет в §§ 4–7 построить ан-
зацы, редуцирующие уравнение (1.1) к обыкновенным дифференциальным уравне-
ниям. По решениям редуцированных уравнений получены широкие классы точных
решений уравнения (1.1).

§ 1. Алгебра инвариантности уравнения Гамильтона–Якоби
Максимальной алгеброй инвариантности уравнения Гамильтона–Якоби являет-

ся конформная алгебра AC(1, 4) [1], обладающая базисом

Jab = xb∂a − xa∂b, Pa = ∂a, P0 = − 1√
2
(∂0 +m∂u),

Препринт 90.41, Киев, Институт математики АН УССР, 1990, 40 c.
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P4 = − 1√
2
(∂0 −m∂u), D = −(t∂0 + xa∂a + u∂u),

J04 = t∂0 − u∂u, J0a = − 1√
2

{
xa∂0 +

(
t+

1
m
u

)
∂a +mxa∂u

}
,

Ja4 = − 1√
2

{
−xa∂0 +

(
t− 1

m

)
∂a +mxa∂u

}
,
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√

2
[(
t2 +

�x 2

2

)
∂0 +

(
t+

1
m
u

)
xa∂a +

(
m

2
�x 2 +

u2

m

)
∂u

]
,

K4 =
√

2
[(
t2 − �x 2

2

)
∂0 +

(
t− 1

mu
)
xa∂a +

(
m
2 �x

2 − u2

m

)
∂u

]
,

Ka = −2xaD +
(

2
m
tu− �x 2

)
Pa,

где �x 2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 (a, b = 1, 2, 3).

Алгебра AC(1, 4) содержит алгебру Пуанкаре AP (1, 4) = 〈P0, P1, P2, P3, P4〉+⊃
AO(1, 4), где AO(1, 4) = 〈Jµν |µ, ν = 0, 1, . . . , 4〉, расширенную алгебру Пуанкаре
AP̃ (1, 4) = AP (1, 4)+⊃ 〈D〉, а также оптическую алгебру AOpt(3), обладающую
базисом

S1 + T1 = −
√

2
{(

t2 +
1
2

)
∂0 + txa∂a +

m

2
�x2∂u

}
,

Z1 = −J04 −D = x1∂1 + x2∂2 + x3∂3 + 2u∂u,
C1 = J04 −D = 2t∂0 + x1∂1 + x2∂2 + x3∂3,

T1 = −
√

2
2
∂0, M1 = −

√
2m∂u, Pa = ∂a,

Ga = J0a + Ja4 = −
√

2(t∂a +mxa∂u), Jab.

В предлагаемой работе полалгебры конформной алгебры AC(1, 4) используются
для редукции и поиска точных решений уравнения (1.1). Уравнение (1.1) неинва-
риантно относительно преобразования Ψ: t→ −t, xa → xa, u→ u, а потому неин-
вариантно относительно группы C(1, 4). Это означает, что подалгебры конформной
алгебры AC(1, 4) следует изучать с точностью до G1-эквивалентности, где G1 —
собственный нормальный делитель группы C(1, 4), причем G1λ{Ψ} = C(1, 4). При
этом две подалгебры L1, L2 ⊂ AC(1, 4) называются G1-эквивалентными, если с
точностью до G1-сопряженности они обладают одними и теми же инварианта-
ми. Эта задача эквивалентна задаче классификации подалгебр алгебры AC(1, 4) с
точностью до C(1, 4)-эквивалентности, которую мы и будем в дальнейшем рассма-
тривать. Исходя из этого, проводим вначале классификацию подалгебр, алгебры
AC(1, 4) с точностью до C(1, 4)-эквивалентности, выписываем редуцированные
уравнения, соответствующие этим подалгебрам, и находим, где это возможно, то-
чные решения уравнения (1.1). Преобразование Ψ легко учесть в окончательном
результате, подействовав, если это необходимо, на редуцированные уравнения или
найденные решения уравнения (1.1).
Так как мы ищем только вещественные решения уравнения (1.1), то достаточно

ограничиться рассмотрением лишь тех подалгебр L ⊂ AC(1, 4), которые с точно-
стью до C(1, 4)-эквивалентности не содержат P0 и P0 +P4. Действительно, пусть,
например, P0 ∈ L. Поскольку P0 = 1√

2
(∂0 +m∂u), то полная система инвариантов
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алгебры 〈P0〉 состоит из функций mx0 − u, x1, x2, x3. Любое решение уравнения
(1.1), инвариантное относительно L, инвариантно и относительно 〈P0〉 и потому
имеет вид u = mx0 − f(x1, x2, x3). Но тогда 2m2 + (∇u)2 = 0, и мы приходим к
противоречию. Аналогично рассматривается случай P0 + P4 ∈ L.
Уравнение (1.1) тесно связано с релятивистским уравнением Гамильтона. Чтобы

установить эту связь между двумя уравнениями, рассмотрим пространства Xt×U
и X × V , где и X = {(x0, x1, x2, x3)} и Xt = {(t, x1, x2, x3)} — пространства,
представляющие независимые переменные, а U = {u} и V = {v} пространства
зависимых переменных. Отображение θ : (t, �x, u) → (x0, �x, v), определенное с по-
мощью формул

x0 =
1√
2

(
t+

u

m

)
, xa = xa, v =

1√
2

(
t− u

m

)
,

является отображением пространства Xt × U на пространство X × V . В предпо-
ложении, что ∂v

∂x0
+ 1 	= 0, подстановка θ переводит уравнение (1.2) в уравнение

(1.1). Аналогично, отображение θ1 : (x0, �x, v) → (t, �x, u), определенное с помощью
формул

t =
1√
2
(x0 + v), xa = xa, u =

m√
2
(x0 − v),

является отображением пространства X × V на пространство Xt × U , и если
m + ut 	= 0, то подстановка θ1 переводит уравнение (1.1) в (1.2). Так как θθ1 —
тождественное преобразование пространства X × V , а θ1θ — тождественное пре-
образование пространства Xt × U , то θ1 = θ−1.
Исследуем зависимость между уравнениями (1.1) и (1.2) более подробно. С

этой целью рассмотрим пространства Xt × U × U (1) и X × V × V (1), координаты
которых представляют независимые переменные, зависимые переменные и прои-
зводные первого порядка от зависимых переменных. Выделим в Xt × U × U (1)

открытое подпространство M1, состоящее из тех векторов (t, �x, u, u0, u1, u2, u3)
у которых u0 +m 	= 0, а в X × V × V (1) — открытое подпространство M2, состо-
ящее из тех векторов (x0, �x, v, v0, v1, v2, v3), у которых v0 + 1 	= 0. Покажем, что
отображение θ : Xt×U → X×V можно продолжить до отображения θ̂ : M1 →M2.
Возьмем произвольную функцию u = f(t, �x), и пусть

Γf = {(t, �x, f(t, �x)) | (t, �x) ∈ Ω} ⊂ Xt × U
— ее график, где Ω — область определения функции f . Отображение θ переводит
Γf в

θ · Γf = {x0, �x, v) = θ(t, �x, v) | (t, �x, u) ∈ Γf}.
Множество θ · Γf в общем случае не является графиком какой-либо однозначной
функции v = f̂(x0, �x). Однако, поскольку m + ut 	= 0, то результат преобразо-
вания θ · Γf = Γf̂ является графиком некоторой однозначной гладкой функции
v = f̂(x0, �x). Докажем это. Действительно, имеем

m√
2
(x0 − v)− u

(
1√
2
(x0 + v), x1, x2, x3

)
= 0. (1.3)
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Найдем производную по v:

− m√
2
− ut · 1√

2
= − 1√

2
(m+ ut).

По условию m + ut 	= 0. Поэтому уравнение (1.3) определяет в некоторой окре-
стности точки (x0, x1, x2, x3, v) v как однозначную функцию f̂ от x0, x1, x2, x3.
Функция f̂ называется образом f при отображении θ и обозначается f̂ = θ · f
[3]. Отметим такжe, что если ut = 0, то уравнение Гамильтона–Якоби не имеет
действительных решений. Поэтому следует предполагать, что ut 	= 0 и m+ut 	= 0.
При таком предположении из допущения v0 − 1 = 0 вытекает, что v0 = 1. В то
же время из уравнения (1.3) получаем 1 + v0 = 0, т.е. v0 = −1. Таким обра-
зом, v0 + 1 	= 0. Продолжение θ̂ : M1 → M2 отображения θ определяется так,
что оно преобразует производные функции u = f(t, �x) в соответствующие прои-
зводные преобразованных функций v = f(x0, �x). Продолженное действие отобра-
жения θ определено корректно. Действительно, пусть (t0, �x 0, u0, u0

1, u
0
2, u

0
2, u

0
3) —

заданная точка в M1. Выберем произвольную гладкую функцию u = f(t, �x),
определенную в окрестности точки (t0, �x 0), график которой лежит в M1 и ко-
торая имеет данные производные u0

0, u
0
1, u

0
2, u

0
3 в точке (t0, �x 0). Преобразованная

функция θ · f определена в окрестности соответствующей точки (x0
0, �x

0, v0) =
θ(t0, �x 0, u0). Мы определим теперь действие продолженного преобразования θ̂ на
точку (t0, �x 0, u0, u0

0, u
0
1, u

0
2, u

0
3) вычисляя производные преобразованной функции

θ · f в точке (x0
0, �x

0). Пользуясь цепным правилом, получаем, что это определение
зависит лишь от производных функции f в точке (t0, �x 0), т.е. от самой точки
(t0, �x 0, u0, u0

0, u
0
1, u

0
2, u

0
3), и, следовательно, не зависит от выбора функции f , пред-

ставляющей точку (t0, �x 0, u0, u0
0, u

0
1, u

0
2, u

0
3).

Максимальной алгеброй инвариантности уравнения (1.2) является конформная
алгебра ÂC(1, 4) [4], реализующаяся следующими операторами:

P̂α = ∂α, Ĵαβ = gανxν∂β − gβνxν∂α, D̂ = −xα∂α,
K̂α = −2(gαβxβ)D̂ − (gβνxβxν)∂α,

где x4 = u, g00 = −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0 при α 	= β
(α, β, ν = 0, 1, . . . , 4). Пусть ∆1 и ∆2 — многообразия, которые определяются
уравнениями (1.1) и (1.2) соответственно, M ′

1 — множество, состоящее из всех
точек многообразия ∆1, для которых ut + m 	= 0, а M ′

2 — множество, состоящее
из всех точек многообразия ∆2, для которых u0 +1 	= 0. Очевидно, M ′

1 = M1∩∆1,
M ′

2 = M2∩∆2, в силу выше изложенного θ̂ отображаетM ′
1 наM

′
2. Инвариантность

уравнения (1.1) относительно группы G1 = expAC(1, 4) означает, что многообра-
зие ∆1 инвариантно относительно действия продолженной группы G̃1. Аналоги-
чно, многообразие ∆2 инвариантно относительно продолженной группы G̃2, где
G2 = exp ÂC(1, 4). Отсюда вытекает, что если g1 ∈ G̃1, то θ̂g1θ̂1 ∈ G2 и обратно,
если g2 ∈ G̃2, то θ̂1g2θ̂ ∈ G̃1. Таким образом, отображение θ индуцирует изомор-
физм ϕθ : X → θXθ1 алгебры AC(1, 4) на алгебру ÂC(1, 4), который действует
следующим образом:

P0 → −P̂0, P4 → −P̂4, Jab → Ĵab, Ja4 → −Ĵa4, J04 → Ĵ04,

J0a → −Ĵ0a, K0 → −K̂0, K4 → −K̂4, Ka → K̂a.
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Докажем, например, что ϕθ(P0) = −P̂0. Действительно, пусть f(x0, �x, v) — прои-
звольная дифференцируемая функция. Тогда

θ1f(x0, �x, v) = f

(
1√
2

(
t+

u

m

)
, �x,

1√
2

(
t− u

m

))
,

и, значит, P0 · θ1f(x0, �x, v) = − ∂f
∂x0
. Следовательно, θP0θ1 = − ∂

∂x0
= −P̂0, а потому

ϕθ(P0) = −P̂0.
Пусть H произвольная подалгебра алгебры AC(1, 4), тогда ϕθ(H) = Ĥ явля-

ется подалгеброй алгебры ÂC(1, 4), причем ранги алгебр H и Ĥ совпадают. Из
предыдущих результатов вытекает, что если ω1, . . . , ωs — полная система инва-
риантов алгебры H, то θ(ω1), . . . , θ(ωs) — полная система инвариантов алгебры
Ĥ. Анзац ωs = ϕ(ω1, . . . , ωs−1), соответствующие подалгебре H, редуцирует урав-
нение (1.1) к дифференциальному уравнению F (ω1, . . . , ωs−1, ϕ, ϕ1, . . . , ϕs−1) = 0,
содержащему только переменные ω1, . . . , ωs−1, функцию ϕ и частные производные
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs−1 от ϕ по переменным ω1, . . . , ωs−1 соответственно. Анзац θ(ωs) =
ϕ(θ(ω1), . . . , θ(ωs−1)), соответствующий подалгебре Ĥ, редуцирует уравнение (1.2)
к дифференциальному уравнению F (θ(ω1), . . . , θ(ωs−1), ϕ, ϕ1, . . . , ϕs−1) = 0, име-
ющему тот же вид, что и предыдущее. Это утверждение вытекает из равенства

u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − 1 = − 4m
(m+ vt)2

(
vt +

1
2m

(∆v)2
)

и соотношений

u0 =
m− vt
m+ vt

, ua =
√

2
m+ vt

va (a = 1, 2, 3),

которые связывают производные функций u = u(x0, x1, x2, x3) и v = θu.

§ 2. Подалгебры конформной алгебры AC(1, 4)
В настоящем параграфе мы проводим классификацию подалгебр алгебры

AC(1, 4) с точностью до C(1, 4)-эквивалентности. Как уже отмечалось в § 1, мы
рассматриваем лишь те подалгебры L ⊂ AC(1, 4), которые с точностью до C(1, 4)-
эквивалентности не содержат P0 и P0+P4. При решении этой задачи используется
классификация подалгебр конформной алгебры AC(1, 4) с точностью до C(1, 4)-
сопряженности, изложенная в [5]. Положим Ha = J0a − Ja4.
I. Подалгебры ранга 4 алгебры AC(1, 4):
1) 〈P1, P2, P3, P4〉; 2) 〈J04, P1, P2, P3〉; 3) 〈G3, J04, P1, P2〉;
4) 〈J03, J0,4, J34, P1, P2〉,
5) AO′(1, 3)⊕ 〈P3〉, где AO′(1, 3) = 〈Jαβ | α, β = 0, 1, 2, 4〉; 6) AO(1, 4);
7) 〈J12,D, P3, P4〉; 8) 〈D,P1, P2, P3〉; 9) 〈J04,D, P1, P2〉;
10) 〈J04 + αD1, P1, P2, P3〉; 11) 〈J04, J12,D, P3〉; 12) 〈G3, J04,D, P1〉;
13) 〈G3 + αD, J04 + βD,P1, P2〉 (α2 + β2 	= 0); 14) 〈J12, J14, J24,D, P3〉;
15) 〈J03, J04, J34,D, P1〉; 16) AO(4)⊕ 〈D〉; 17) 〈J03, J04, J34, J12,D〉;
18) 〈J12, J13, J23, J04,D〉; 19) AO′(1, 3)⊕〈D,P3〉; 20) 〈J04−D+2T, P1, P2, P3〉;
21) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1, P2〉; 22) 〈J04 +D +M,G3, P1, P2〉;
23) 〈J04 −D,G1, G2 + P2, P3〉;
24) 〈Z1, S1 + T1 + 2J12, G1 + P2 +

√
2P3, G2 − P1 −

√
2G3〉;

25) AO(3)⊕ 〈S1 + T1, Z1〉;



6 А.Ф. Баранник, Л.Ф. Баранник, В.И. Фущич

26) 〈P0 +K0 − 2J12 − 2J34, P1 +K1 + 2J02, P3 +K3 + 2J04, J13 + J24〉;
27) 〈P2+K2+

√
3(P1+K1)+2J03,−P3−K3+2J02−2

√
3J01, P0+K0−4J23,K4−

P4〉;
28) 〈J12 − J34 + α(P0 +K0)〉 ⊕ 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 (α > 0);
29) 〈P0 +K0〉 ⊕AO(3)⊕ 〈K4 − P4〉;
30) 〈P0 +K0〉 ⊕ 〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3

2 (K4 − P4), J23 + J14 +
√

3
2 (K3 − P3)〉;

31) 〈P0 +K0〉 ⊕AO(4);
32) 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34,K1 − P1,K2 − P2,K3 − P3,K4 − P4〉;
33) 〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈J03, J04, J34〉;
34) 〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈K3 − P3,K4 − P4, J34〉.
II. Подалгебры ранга 3 алгебры AC(1, 4):
1) 〈J04, P1, P2〉; 2) 〈J04, J12, J3〉; 3) 〈J12, J13, J23, J04〉; 4) 〈J04 +P3, P1, P2〉;
5) 〈J04 + αD,P1, P2〉 (α 	= 0); 6) 〈J04,D, P1〉; 7) 〈J12 + cJ04,D, P3〉 (c > 0);
8) 〈J04, J12,D〉; 9) 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉;
10) 〈J04 +D +M,J12 + αM,P3〉 (α ≥ 0); 11) 〈J04 +D,J12 +M,P3〉;
12) 〈P1, P2, P4〉; 13) 〈J12, P3, P4〉; 14) 〈G3, J04, P1〉; 15) 〈J12, J13, J23, P4〉;
16) 〈G3, J04, J12〉; 17) 〈G1, G2, J04〉; 18) 〈J03, J04, J34, J12〉;
19) 〈J12 + P0, P3, P4〉; 20) 〈J12 + αD,P3, P4〉 (α > 0); 21) 〈J03, J04, J34,D〉;
22) 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉 (α > 0); 23) 〈J04 −D + 2T, P1, P2〉;
24) 〈J12, J13, J23, J04 −D + 2T 〉; 25) AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + γM1〉 (γ < 0);
26) 〈S1 + T1, J12, Z1〉; 27) AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + αZ1〉;
28) 〈S1 + T1 + J12, Z1,H1 + P2〉;
29) 〈S1 + T1 + 2J12 + γM1,H1 + P2 +

√
2P3,H2 − P1 −

√
2H3〉 (γ < 0);

30) 〈αZ1 + S1 + T1 + 2J12,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉 (α ∈ R);
31) 〈J04 +D,H1 + P3,H2 + αP2 + βP3〉 (α > 0, β ≥ 0); 32) 〈G3, P1, P2〉;
33) 〈G1, G2, G3 − J12〉; 34) 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉; 35) 〈G3 + 2T, P1, P2〉;
36) 〈G1, G2 − P2, P3〉; 37) 〈G3, J04 + P2, P1〉; 38) 〈G1, G2, J04 + P3〉;
39) 〈J04 + αD, J12 + βD,P3〉 (α2 + β2 	= 0); 40) 〈G3, J04 + αD,P1〉;
41) 〈J12, J34,D〉; 42) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1〉; 43) 〈J04 +D +M,G3, P1〉;
44) 〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉; 45) 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉;
46) 〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉; 47) 〈P0 +K0, J12, J34〉;
48) AO(3)⊕〈P0 +K0〉; 49) 〈P0−K0−α(K4−P4), J12, J13, J23〉 (α > 0, α 	= 1);
50) 〈P2 +K2 +

√
3(P1 +K1) + 2J03,−P3 −K3 + 2J02 − 2

√
3J01, P0 +K0 − 4J23〉;

51) 〈2J12 + J34, 2J13 + 2J13 + 2J24 −
√

3(K4 − P4), 2J23 − 2J14 +
√

3(K3 − P3)〉.
III. Подалгебры ранга 2 алгебры AC(1, 4):
1) 〈P2, P3〉; 2) 〈J12, P3〉; 3) 〈J04, P1〉; 4) 〈J12 + cJ04, P3〉 (c > 0);
5) 〈G3, P1〉; 6) 〈J12, J34〉; 7) 〈J04, J12〉; 8) 〈G3, J12 + cJ04〉 (c > 0);
9) 〈J12, J13, J23〉; 10) 〈J03, J04, J34〉; 11) 〈J12 + P0, P3〉; 12) 〈J14 + P3, P2〉;
13) 〈J12 +M,P3〉; 14) 〈J04 + P2, P1〉; 15) 〈G3 + P2, P1〉; 16) 〈G3 + 2T, P1〉;
17) 〈J12 + P0, J34 + δP0〉 (δ ≥ 0); 18) 〈J04 + P3, J12 + δP3〉 (δ ≥ 0);
19) 〈J04, J12 + P3〉; 20) 〈J12 +M,G3 + δT 〉 (δ = 0; 2); 21) 〈J12, G3 + 2T 〉;
22) 〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP2 + δP3〉 (µ > 0, δ ≥ 0); 23) 〈G3, J04 + P1〉;
24) 〈J12 + J34,D〉; 25) 〈J12 + cJ34,D〉 (0 < c < 1); 26) 〈J04,D〉;
27) 〈J12 + cJ04,D〉 (c > 0); 28) 〈J04 + αD,P1〉 (α > 0);
29) 〈J12 + cJ04〉 (c > 0, β > 0); 30) 〈J12 + αD, J34 + βD〉 (α > 0, β ≥ 0);
31) 〈J04 + αD, J12 + βD〉 (α > 0, β ≥ 0); 32) 〈J04, J12 + αD〉;
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33) 〈J04 −D + 2T, P1〉; 34) 〈J12 + c(J04 −D + 2T ), P3〉 (c > 0);
35) 〈J04 +D +M,J12 + αM〉 (α ≥ 0); 36) 〈J04 +D,J12 +M〉;
37) 〈J04 − 2D,G3 + 2T 〉; 38) 〈J04 −D,G3 + P1〉;
39) 〈J12 + c(J04 − 2D), G3 + 2T 〉 (c > 0); 40) 〈S1 + T1 + J12, G1 + P2〉;
41) 〈J12, S + T 〉; 42) 〈S1 + T1 + J12 +M,G1 + P2〉; 43) 〈S1 + T1, Z1〉;
44) 〈S1 + T1 + αJ12, Z1〉 (α > 0); 45) 〈S1 + T1 + J12 + λZ1, G1 + P2〉 (λ > 0);
46) 〈J12 + αZ1, S1 + T1 + βZ1〉 (α > 0); 47) 〈J12, S1 + T1 + αZ1〉 (α > 0);
48) 〈J12 +M,S1 + T1 + γM〉; 49) 〈J12, S1 + T1 +M〉; 50) 〈P0 +K0, J12〉;
51) 〈P0 +K0, J12 + αJ34〉 (0 < α ≤ 1);
52) 〈J12 + α(P0 +K0), J34 + β(P0 +K0)〉 (α > 0, β ≥ 0, 2α 	= 1 при β = 0).

IV. Подалгебры ранга 1 алгебры AC(1, 4):
1) 〈P1〉; 2) 〈J12〉; 3) 〈J12 + cJ34〉 (0 < c ≤ 1); 4) 〈J04〉;
5) 〈J12 + cJ04〉 (c > 0); 6) 〈J12 + P0〉; 7) 〈J12 + P3〉; 8) 〈J12 +M〉;
9) 〈J12 + J34 + P0〉; 10) 〈J12 + cJ34 + P0〉 (0 < c < 1); 11) 〈J04 + P1〉;
12) 〈J12+cJ04+P3〉 (c > 0); 13) 〈G3+P1〉; 14) 〈G3+2T 〉; 15) 〈G3−J12+2T 〉;
16) 〈J12 + cJ34 + αD〉 (0 < c ≤ 1, α > 0); 17) 〈J04 + αD〉 (0 < α ≤ 1);
18) 〈J12 + cJ04 + αD〉 (0 < c ≤ α); 19) 〈J04 −D + 2T 〉;
20) 〈J12 + c(J04 −D + 2T )〉; 21) 〈S + T 〉; 22) 〈S + T +M〉;
23) 〈S + T + αJ12,M〉 (α > 0); 24) 〈S1 + T1 + αJ12〉 (α > 0);
25) 〈S1 + T1 + J12 +G1 + P2〉; 26) 〈S1 + T1 + αZ1〉 (α 	= 0);
27) 〈S1 +T1 +αJ12 +βZ1〉 (α > 0, β 	= 0); 28) 〈P0 +K0 +αJ12〉 (α > 0, α 	= 2);
29) 〈P0 +K0 + αJ12 + βJ34〉 (0 < α ≤ β; α, β 	= 2); 30) 〈P0 +K0〉.

3. Инварианты подалгебр ранга 3 конформной алгебры AC(1, 4)
В настоящем параграфе мы находим инварианты подалгебр ранга 3 конформ-

ной алгебры AC(1, 4), представленных в § 2. Запись L : f1, . . . , fs будет означать,
что функции f1, . . . , fs образуют полную систему инвариантов алгебры L. Будем
предполагать, что AC(1, 4) реализуется дифференциальными операторами на мно-
жестве решений уравнения Гамильтона–Якоби.

〈J04, P1, P2〉 : tu, x3.

〈J04, J12, P3〉 : tu,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
.

〈J12, J13, J23, J04〉 : tu,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
.

〈J04 + P3, P1, P2〉 : tu, te−x3 .

〈J04 + αD,P1, P2〉 (α 	= 0; 1) : ut
1+α
1−α , tx

1−α
α

3 .

〈J04 +D,P1, P2〉 :
u

x2
3

, t.

〈J04,D, P1〉 :
tu

x2
3

,
x2

x3
.

〈J12 + cJ04,D, P3〉 (c > 0) :
tu

x2
1 + x2

2

, 2 ln t− ln(x2
1 + x2

2) + 2c arctg
x2

x1
.

〈J04, J12,D〉 :
tu

x2
1 + x2

2

,
x2

1 + x2
2

x2
3

.
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〈J12, J13, J23, J04 + αD〉 (α 	= 1) :
tu

x2
1 + x2

2 + x2
3

,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
t

2α
1−α .

〈J12, J13, J23, J04 +D〉 :
u

x2
1 + x2

2 + x2
3

, t.

〈J04 +D +M,J12 + αM,P3〉 (α ≥ 0) :
u

x2
1 + x2

2

,
(
x2

1 + x2
2

)
e2α arctg

x2
x1

−√
2t.

〈J04 +D,J12 +M,P3〉 :
u

x2
1 + x2

2

,
√

2 arctg
x2

x1
− t.

〈P1, P2, P4〉 : u+mt, x3.

〈J12, P3, P4〉 : u+mt,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
.

〈G3, J04, P1〉 : ut− m

2
x2

3, x2.

〈J12, J13, J23, P4〉 : u+mt,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
.

〈G3, J04, J12〉 : ut− m

2
x2

3,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
.

〈G1, G2, J04〉 : ut− m

2
(
x2

1 + x2
2

)
, x3.

〈J12 + P0, P3, P4〉 : u+mt−
√

2m arctg
x2

x1
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
.

〈J12 + αD,P3, P4〉 (α > 0) : (u+mt)e−α arctg
x2
x1 , ln

(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctg
x2

x1
.

〈J03, J04, J34,D〉 :
2ut−mx2

3

x2
1

,
x1

x2
.

〈J03, J04, J34, J12 + αD〉 (α > 0) :
2ut−mx2

3

x2
1 + x2

2

, 2α arctg
x2

x1
ln
(
x2

1 + x2
2

)
.

〈J04 −D + 2T, P1, P2〉 : u+
m√
2

ln t,
t1/2

x3
.

〈J12, J13, J23, J04 −D + 2T 〉 : u+
m√
2

ln t,
x2

1 + x2
2 + x2

3

t
.

AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + γM1〉 (γ < 0) :
�x 2

2t2 + 1
, u− mt�x 2

2t2+1
−
√

2γm arctg (
√

2t).

〈S1 + T1, J12, Z1〉 :

(
2t2 + 1

)
u−mt�x 2

�x 2
,
x2

1 + x2
2

x2
3

.

AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + αZ1〉 :

(
2t2 + 1

)
u−mt�x 2

�x 2
, ln

2t2 + 1
�x 2

− 2α arctg (
√

2t).

〈S1 + T1 + J12, Z1,H1 + P2〉 :

(
x1 +

√
2x2

)2
(2t2 + 1)x2

3

,

√
2
(
2t2 + 1

)
u

x2
3

−m
[√

2t�x 2

x2
3

+ 2

(
x2

1 − x2
2

)√
2t+ x1x2

(
2t2 − 1

)
x2

3

]
.

〈S1 + T1 + 2J12 + γM1,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉 (γ < 0) :

ω =
2
√

2tx1 +
(
2t2 − 1

)
x2 + 1√

2

(
2t2 + 1

)
x3

(2t2 + 1)3/2
,

u−
√

2mtω2 − m√
2

[
t
(
2t2 − 3

)
(2t2 + 1)2

(
x2

1 − x2
2

)
+

√
2
(
1− 6t2

)
(2t2 + 1)2

x1x2 −
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− 2
2t2 + 1

x1x3 − 2
√

2t
2t2 + 1

x2x3

]
−mγ arctg (

√
2t).

〈αZ1 + S1 + T1 + 2J12,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉 (α ∈ R) :

u− m

ω2

[√
2t
(
2t2 − 3

)
2 (2t2 + 1)2

(
x2

1 − x2
2

)
+

1− 6t2

(2t2 + 1)2
x1x2 −

√
2

2t2 + 1
x1x3 −

− 2t
2t2 + 1

x2x3

]
−
√

2mt, lnω + α arctg (
√

2t),

где ω =
2
√

2tx1 +
(
2t2 − 1

)
x2 + 1√

2

(
2t2 + 1

)
x3

(2t2 + 1)3/2
.

〈J04 +D,H1 + P3,H2 + αP2 + βP3〉 (α > 0, β ≥ 0) :

u− m
2tx

2
1 − m

√
2

2(
√

2t−α)
x2

2(
βx2√
2t−α + x1√

2t
+ x3

)2 , t.

〈G3, P1, P2〉 : ut− m

2
x2

3, u.

〈G1, G2, G3 − J12〉 : u, ut− m

2
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
.

AO(1, 3) : u−mt, u2 +m2
(
t2 − x2

1 − x2
2 − x2

3

)
.

〈G3 + 2T, P1, P2〉 : u2 − 2m2x3, u
3 − 3m2x3u+ 3m3t.

〈G1, G2 − P2, P3〉 : u,

(√
2
m
u+ 1

)
t−
√

2
2
x2

2 −
m

2u

(√
2
m
u+ 1

)
x2

1.

〈G3, J04 + P2, P1〉 : uex2 , 2ut−mx2
3.

〈G1, G2, J04 + P3〉 : uex3 , 2ut−m (x2
1 + x2

2

)
.

〈J04 + αD, J12 + βD,P3〉 (α2 + β2 	= 0) :
ut

x2
1 + x2

2

,

α ln
u

t
+ 2β arctg

x2

x1
− ln
(
x2

1 + x2
2

)
.

〈G3, J04 + αD,P1〉 : ux
−α+1

α
2 ,

2ut−mx2
3

x2
2

,

〈J12, J34,D〉 :
2ut−mx2

3

x2
1 + x2

2

,
mt+ u

(x2
1 + x2

2)
1/2

.

〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1〉 :
u2 − 2m2x3

x2
,

(
u3 − 3m2x3u+ 3m3t

)2
x3

2

.

〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉 :
u2 − 2m2x3

(x2
1 + x2

2)
1/2

,
u3 − 3m2x3u+ 3m3t

(x2
1 + x2

2)
3/4

.

〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 : u+mt,
(
t− u

m

)2

+ 2
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
.

〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉 :[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 1
)]2 − 4

(
x2

1 + x2
2

)
[2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 − 1)]2
,

(mt+ u)
[
tu−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 1
)]

+ 2
√

2x1x3m
2 + 2mx2(mt− u)√

2 [2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1)]2

.
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〈P0 −K0, J12, J34〉 :
2m2x2

3 + (mt− u)2
2m2 (x2

1 + x2
2)

,

[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3

)]2
m2 (x2

1 + x2
2)

.

AO(3)⊕ 〈P0 −K0〉 :

√
2
[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3

)]
mt− u ,

2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3

)
m (x2

1 + x2
2 + x2

3)
1/2

.

〈P0 −K0 − α(K4 − P4), J12, J13, J23〉 (α > 0, α 	= 1) :

2(mt− u)2 +
[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 − 1
)]2

m2 (x2
1 + x2

2 + x2
3)

,

α arctg
√

2(mt+ u)
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 1)
+ arctg

2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1

)
√

2(mt− u) .

〈−2D + J04,−P0 + P4 +
√

3G3,K0 +K4 +
√

3H3〉 :
mt− u
m
√

2
,

3
√

3
2(mt+ u+m

√
2x5) + 2

√
3(mt+ u−m√2x5)x4

m
√

2x3
3

+

+
(mt+ u−m√2x5)3

2
√

2m3x3
3

−
[√

3(mt+ u−m√2x5)2 + 8m2x4

]3
8m6x3

3

−

− 12
√

3(mt+ u−m√2x5)2 + 8m2x4

4m4x3

[
(mt− u)2 + 2m2

]
.

〈J03, J04, J34, J12〉 : ut− m

2
x2

3,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
.

〈J04 +D +M,G3, P1〉 :
u

x2
2

,
x2

3

u
+
√

2
m

ln
u

x2
3

− 2
m

(t−
√

2 lnx3).

§ 4. Анзацы вида u = f(t, �x)ϕ(ω), ω = ω(t, �x)
В §§ 4–7 мы используем инварианты подалгебр ранга 3 алгебры AC(1, 4), выпи-

санные в § 2, для построения анзацев, редуцирующих уравнение (1.1) к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям. Все такие анзацы мы разбиваем на че-
тыре типа в зависимости от вида анзаца. Для каждого анзаца мы указываем
соответствующую ему подалгебру, выписываем редуцированное уравнение и не-
которые точные решения уравнения (1.1). В отдельных случаях удобно проводить
редукцию уравнения (1.1) по заданной алгебре L ⊂ AC(1, 4), используя для это-
го цепочку ее подалгебр. Рассмотрим, например, алгебру L = 〈Y1, Y2, Y3〉, где
Y1 = −P0 + P4 +

√
3G3, Y2 = −2D + J04, Y3 = K0 +K4 +

√
3H3, и выделим в ней

цепочку подалгебр 〈Y1〉 ⊂ 〈Y1, Y2〉 ⊂ L. Полная система инвариантов подалгебры
〈Y1〉 состоит из функций

t1 = 2y1 + 2
√

3y2y5 + y3
2 , t2 =

√
3y2

2 + 4y5, t3 = u, t4 = y4,

где y1 = x0 + x4, y2 = x0 − x4, y2 = x2, y5 = x3. Уравнение Гамильтона–Якоби в
переменных y1, y2, y4, y5, u принимает вид

4
∂u

∂y1

∂u

∂y2
−
(
∂u

∂y4

)2

−
(
∂u

∂y5

)2

= 1. (4.1)

Подалгебре 〈Y1〉 соответствует анзац u = u(t1, t2, t4). Подставляя его в уравнение
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(4.1), получаем

4
√

3t2

(
∂u

∂t1

)2

−
(
∂u

∂t4

)2

− 16
(
∂u

∂t2

)2

= 1. (4.2)

Полная система инвариантов подалгебры 〈Y1, Y2〉 состоит из функций

ω1 =
t21
t34
, ω2 =

t2
t4
,

u

t4
.

Применяя анзац u = t4 · v(ω1, ω2), редуцируем уравнение (4.2) к уравнению

16
√

3ω1ω2

(
∂v

∂ω1

)2

− v2 − 9ω2
1

(
∂v

∂ω1

)2

− ω2
2

(
∂v

∂ω1

)2

+

+ 6ω1v
∂v

∂ω1
+ 2ω2v

∂v

∂ω2
− 6ω1ω2v

∂v

∂ω1

∂v

∂ω2
− 16

(
∂v

∂ω2

)2

= 1.

(4.3)

Генератор Y3 в переменных v, ω1, ω2 приобретает вид

2m
[
(4 + v2) + ω2

2

] ∂

∂ω1
+ 2
√

3m
∂

∂ω2
.

Следовательно, полная система инвариантов алгебры L состоит из функций v и
ω = 3

√
3ω1 − ω3

2 − 12ω2(ω2
3 + 1). Применяя анзац v = ϕ(ω) и подставляя его в

уравнение (4.3), получаем редуцированное уравнение

−9
[
ϕ2 − 256

(
ω2 + 1

)2](∂ϕ
∂ω

)2

+ 6ωϕ
(
∂ϕ

∂ω

)
− ω2 − 1 = 0.

1) 〈J12+cJ04,D, P3〉. Анзац u = x2
1+x

2
2

t ϕ(ω), ω = 2 ln t−ln
(
x2

1 + x2
2

)
+2c arctg x2

x1
,

соответствующий данной алгебре, редуцирует уравнение (1.1) к уравнению

2
(
1 + c2

)
ϕ̇2 + (2m− 4ϕ)ϕ̇+ 2ϕ2 −mϕ = 0.

Решим это уравнение при c = 1. Находим, что

ϕ =
2ϕ−m±

√
m2 − 4ϕ2

4
.

Рассмотрим случай “+”. Используя подстановку Эйлера, получаем

ln
2m2 − 4ϕ2 − 2m

√
m2 − 4ϕ2

2m2 − 2m
√
m2 − 4ϕ2

− 2 arctg

√
m2 − 4ϕ2 −m

2ϕ
= ω + C.

Подставив в это уравнение вместо ϕ выражение tu
x2
1+x

2
2
, а вместо ω − 2 ln t −

ln
(
x2

1 + x2
2

)
+ 2arctg x2

x1
, приходим к такому решению уравнения Гамильтона–Яко-

би:

ln

x2
1 + x2

2

t2
− 2u2

m2 (x2
1 + x2

2)−m
√
m2 (x2

1 + x2
2)

2 − 4t2u2

−
− 2 arctg

√
m2 (x2

1 + x2
2)− 4t2u2

2tu
− 2 arctg

x2

x1
+ C̃ = 0.
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2) 〈J04 + P3, P1, P2〉. Рассмотрим анзац u = 1
tϕ(ω), где ω = te−x

3
. Он преобра-

зует уравнение (1.1) в уравнение

ϕ̇2 =
2m(1− ω)

ω2
ϕ.

Если mϕ > 0, то

ϕ =
m

2

(
2
√

1− ω + ln
∣∣∣∣√1− ω − 1√

1− ω + 1

∣∣∣∣+ C

)2

.

Соответствующие решение уравнения Гамильтона–Якоби имеет вид

u =
m

2t

(
2
√

1− te−x3 + ln
∣∣∣∣√1− te−x3 − 1√

1− te−x3 + 1

∣∣∣∣+ C

)2

.

Здесь m произвольное, a 1 − te−x3 ≥ 0. Если 1 − te−x3 < 0 и m < 0, то имеем
решение

u = −2m
t

(
C +

√
te−x3 − 1− arctg

√
te−x3 − 1

)2

.

4) 〈J04, P1, P2〉:

u =
1
t
ϕ(x3), ϕ̇2 = 2mϕ; u =

m

2t
(x3 + C)2.

5) 〈J04, J12, P3〉:

u =
1
t
ϕ(ω), ω =

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ϕ̇2 = 2mϕ; u =

m

2t

(√
x2

1 + x2
2 + C

)2

.

6) 〈J12, J13, J23, J04〉:

u =
1
t
ϕ(ω), ω =

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, ϕ̇2 = 2mϕ;

u =
m

2t

(√
x2

1 + x2
2 + x2

3 + C

)2

.

7) 〈J04 + αD,P1, P2〉 (α 	= 0; 1):

u = t
α+1
α−1ϕ(ω), ω = tx

1−α
α

3 ,

ϕ̇2 + 2m
(

α

1− α
)2

ω
1−3α
α−1 ϕ̇+ 2m

α2(α+ 1)
(α− 1)3

ω
2−4α
α−1 ϕ = 0.

8) 〈J04 +D,P1, P2〉:

u = x2
3ϕ(ω), ω = t, mϕ̇+ 2ϕ2 = 0; u =

mx2
3

2t+ C
.

9) 〈J04,D, P1〉:

u =
x2

3

t
ϕ(ω), ω =

x2

x3
, (1 + ω2)ϕ̇2 − 4ωϕϕ̇+ 4ϕ2 − 2mϕ = 0; u =

m

2t
x2

3.
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10) 〈J04, J12,D〉:

u =
x2

1 + x2
2

t
ϕ(ω), ω =

x2
1 + x2

2

x2
3

, 2ω2(ω + 1)ϕ̇2 + 4ωϕϕ̇+ 2ϕ2 −mϕ = 0;

u =
m

2t
(
x2

1 + x2
2

)
.

11) 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉 (α 	= 1):

u =
x2

1 + x2
2 + x2

3

t
ϕ(ω), ω =

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
t

2α
1−α ,

2ω2

m
ϕ̇2 +

(
4ω
m
ϕ+

2α
1− αω

)
ϕ̇+

2ϕ2

m
− ϕ = 0; u = C +

m

2t
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
.

12) 〈J12, J13, J23, J04 +D〉:

u =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
ϕ(ω), ω = t, mϕ̇+ 2ϕ2 = 0; u =

m
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
2t+ C

.

13) 〈J04 +D +M,J12 + αM,P3〉 (α ≥ 0):

u =
(
x2

1 + x2
2

)
ϕ(ω), ω =

(
x2

1 + x2
2

)
e2α arctg

x2
x1

−√
2t,

(1 + α2)ω2ϕ̇2 + 2ωϕϕ̇−
√

2
2
mωϕ̇+ ϕ2 = 0.

14) 〈J04 +D,J12 +M,P3〉:

u =
(
x2

1 + x2
2

)
ϕ(ω), ω =

√
2 arctg

x2

x1
− t, ϕ̇2 −mϕ̇+ 2ϕ2 = 0;[√

m2 (x2
1 + x2

2)
2 − 8u2 −m (x2

1 + x2
2

)]3 −
− 24u2

[√
m2 (x2

1 + x2
2)

2 − 8u2 −m (x2
1 + x2

2

)]
=

= 12
√

2u3 arctg
x2

x1
− 12tu3 + Cu3,

2
√
m2 (x2

1 + x2
2)

2 − 8u2 − 2m
(
x2

1 + x2
2

)
u

+

+
16u√

m2 (x2
1 + x2

2)
2 − 8u2 −m (x2

1 + x2
2)

=
√

2 arctg
x2

x1
− t+ C.

§ 5. Анзацы вида u = f(t, �x)ϕ(ω) + g(t, �x), ω = ω(t, �x).

1) 〈J12, J13, J23, P4〉. Анзац u = ϕ(ω)−mt, ω =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, соответствую-

щий данной алгебре, редуцирует уравнение (1.1) к уравнению ϕ̇2−2m2 = 0. Общим
решением этого уравнения является функция ϕ = ±√2ω + C. Ей соответствует
такое решение уравнения Гамильтона–Якоби:

u = −mt±
√

2
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
+ C.
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2) 〈J12+P0, P3, P4〉. Анзац u = ϕ(ω)−mt−√2m arctg x2
x1
, редуцирует уравнение

(1.1) к уравнению

ϕ̇2 = 2m2ω
2 − 1
ω2

,

общим решением которого является

ϕ = ±m
√

2

[
−2 arctg

√
ω + 1
ω − 1

−
√
ω2 − 1

]
+ C.

Соответствующим решением уравнения (1.1) является

ϕ = ±m
√

2

−2 arctg

√√√√ (x2
1 + x2

2)
1/2 + 1

(x2
1 + x2

2)
1/2 − 1

− (x2
1 + x2

2 − 1
)1/2−

−mt+
√

2m arctg
x2

x1
+ C.

3) 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉 (α > 0). Применяя анзац

u =
x2

1 + x2
2

2t
ϕ(ω) +

mx2
3

2t
,

получаем редуцированное уравнение

(α2 + 1)ϕ̇2 − 2ϕϕ̇+ ϕ(ϕ−m) = 0.

Следовательно,

ϕ̇ =
ϕ±√m(α2 + 1)ϕ− α2ϕ2

α2 + 1
,

откуда

−ω + C = − lnϕ+ 2ε arctg

√
m(α2 + 1)ϕ− α2ϕ2

αϕ
−

− ln
ϕ+ ε

√
m(α2 + 1)ϕ− α2ϕ2

ϕ2
(ε = ±1).

Подставив вместо ϕ выражение 2ut−mx2
3

x2
1+x

2
2
, а вместо ω — 2α arctg x2

x1
− ln

(
x2

1 + x2
2

)
,

получаем решение уравнения (1.1).
4) 〈P1, P2, P4〉:

u = ϕ(x3)−mt, ϕ̇2 = 2m2; u = (−1±
√

2)mt+ C.

5) 〈J12, P3, P4〉:
u = ϕ(ω)−mt, ω =

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ϕ̇2 = 2m2;

u = ±√2m
(
x2

1 + x2
2

)1/2 −mt+ C.

6) 〈G3, J04, P1〉:

u =
1
t
ϕ(ω) +

m

2t
x2

3, ω = x2, ϕ̇2 = 2mϕ; u =
m

2t
[
(x2 + C)2 + x2

3

]
.
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7) 〈G3, J04, J12〉:

u =
1
t
ϕ(ω) +

m

2t
x2

3, ω =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ϕ̇2 = 2mϕ;

u =
m

2t

[(√
x2

1 + x2
2 + C

)2

+ x2
3

]
.

8) 〈G1, G2, J04〉:

u =
1
t
ϕ(ω) +

m

2t
(
x2

1 + x2
2

)
, ω = x3, ϕ̇2 = 2mϕ;

u =
m

2t
[
x2

1 + x2
2 + (x3 + C)2

]
.

9) 〈J03, J04, J34, J12〉:

u =
1
t
ϕ(ω) +

m

2t
x2

3, ω =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ϕ̇2 = 2mϕ;

u =
m

2t

[
x2

3 +
(√

x2
1 + x2

2 + C

)2
]
.

10) 〈J12 + αD,P3, P4〉 (α > 0):

u = eα arctg
x2
x1 ϕ(ω)−mt, ω = ln

(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctg
x2

x1
,

4(1 + α2)ϕ̇2 − 4α2ϕϕ̇+ α2ϕ2 − 2m2eω = 0;

u =
(
x2

1 + x2
2

)1/2 −mt, m = ±1
2
, u =

√
2m
(
x2

1 + x2
2

)1/2 −mt,
11) 〈J03, J04, J34,D〉:

u =
x2

1

2t
ϕ(ω) +

mx2
3

2t
, ω =

x1

x2
,

ω2(ω + 1)ϕ̇2 + 4ωϕϕ̇+ 4ϕ(ϕ−m) = 0; u =
m

2t
(
x2

1 + x2
3

)
.

12) 〈J04 −D + 2T, P1, P2〉:

u = ϕ(ω)− m√
2

ln t, ω =
t1/2

x3
, ϕ̇2 +

m

ω3
ϕ̇−
√

2m2 1
ω4

= 0;

u =
m

4t
x2

3 +
m

2
√

2
(−2± 2) ln t±

±m


(√

x2
3 + 4

√
2t− x3

)4

− 32t2

16t
(√

x2
3 + 4

√
2t− x3

)2 +
√

2 ln
(√

x2
3 + 4

√
2t− x3

)+ C.
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13) 〈J12, J13, J23, J04 −D + 2T 〉:

u = ϕ(ω)− m√
2

ln t, ω =
x2

1 + x2
2 + x2

3

t
, 4ωϕ̇2 − 2mωϕ̇−

√
2m2 = 0;

u = − m√
2

ln t+
m

4

[
1
3

(√
ω2 + 2

√
2ω + ω

)3

+

+
√

2
2

(√
ω2 + 2

√
2ω + ω

)2

− 2
(√

ω2 + 2
√

2ω + ω

)
+

+ 2
√

2 ln
(√

ω2 + 2
√

2ω + ω +
√

2
)]

+ C,

u = −m
2

ln t− m
√

2
4

[
ln
(√

ω2 + 2
√

2ω + ω +
√

2
)
−

−
√

2√
ω2 + 2

√
2ω + ω +

√
2

]
+ C.

14) AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + γM1〉 (γ < 0):

u = ϕ(ω) +
mt�x 2

2t2 + 1
+
√

2γm arctg (
√

2t), ω =
�x 2

2t2 + 1
,

m2(ω + 2γ) + 2ωϕ̇2 = 0;

u =
mt�x 2

2t2 + 1
+
√

2γm arctg (
√

2t)±

±mγ
[√

2 arctg

√
−�x

2 + 2γ (2t2 + 1)
�x 2

+

√−�x 2 (�x 2 + 2γ (2t2 + 1))√
2γ (2t2 + 1)

]
+ C.

15) 〈S1 + T1, J12, Z1〉:

u =
x2

1 + x2
2 + x2

3

2t2 + 1
ϕ(ω) +

mt
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
2t2 + 1

, ω =
x2

1 + x2
2

x2
3

,

2ω(ω + 1)2ϕ̇2 + 2ϕ2 +m2 = 0.

16) AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + αZ1〉:

u =
�x 2

2t2 + 1
ϕ(ω) +

mt�x 2

2t2 + 1
, ω = ln

2t2 + 1
�x 2

− 2α arctg (
√

2t),

2ϕ̇2 − (4ϕ+ 2
√

2mα)ϕ̇+ 2ϕ2 +m2 = 0.

17) 〈S1 + T1 + J12, Z1,H1 + P2〉:

u =
x2

3√
2(2t2 + 1)

ϕ(ω) +m

[
t�x 2

2t2 + 1
+
√

2

(
x2

1 − x2
2

)√
2t+ x1x2

(
2t2 − 1

)
(2t2 + 1)2

]
,

ω =

(
x1 +

√
2tx2

)2
(2t2 + 1)x3

, (ω + ω2)ϕ̇2 − 2ωϕϕ̇+ ϕ2 +m2(4ω + 1) = 0.
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18) 〈S1 + T1 + 2J12 + γM1,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉 (γ < 0):

u =
√

2ϕ(ω) + 2mtω2 +m

[
t
(
2t2 − 3

)
(2t2 + 1)

(
x2

1 − x2
2

)
+

√
2
(
1− 6t2

)
(2t2 + 1)2

x1x2 −

− 2
2t2 + 1

x1x3 − 2
√

2t
2t2 + 1

x2x3

]
+
√

2mγ arctg (
√

2t),

ω =
2
√

2tx1 +
(
2t2 − 1

)
x2 + 1√

2

(
2t2 + 1

)
x3

(2t2 + 1)3/2
, ϕ̇2 = −4m2γ + 12m2ω2

3
;

u = 2mtω2 +m

[
t
(
2t2 − 3

)
(2t2 + 1)2

(
x2

1 − x2
2

)
+

√
2
(
1− 6t2

)
(2t2 + 1)2

x1x2 − 2
2t2 + 1

x1x3 −

− 2
√

2t
2t2 + 1

x2x3

]
+m
√

2γ arctg (
√

2t)± 2
√

2m arcsin

√
3
|γ|ω + C.

19) 〈αZ1 + S1 + T1 + 2J12,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉 (α ∈ R):

u =
√

2ω2ϕ(lnω + α arctg (
√

2t)) +
√

2m

[√
2t
(
2t2 − 3

)
2 (2t2 + 1)2

(
x2

1 − x2
2

)
+

+
1− 6t2

(2t2 + 1)2
x1x2 −

√
2

2t2 + 1
x1x3 − 2t

2t2 + 1
x2x3

]
+ 2mtω2,

ω =
2
√

2tx1 +
(
2t2 − 1

)
x2 + 1√

2

(
2t2 + 1

)
x3

(2t2 + 1)3/2
,

3ϕ̇2 + 4(mα+ 3ϕ)ϕ̇+ 12
(
ϕ2 +m2

)
= 0.

20) 〈J04 +D,H1 + P3,H2 + αP2 + βP3〉 (α > 0, β ≥ 0)

u =
(

βx2√
2t− α +

x1√
2t

+ x3

)2

ϕ(ω) +
m

2t
x2

1 +
m
√

2
2(
√

2t− α)
x2

2,

mϕ̇+ 2
(

1
2t2

+
β2

(
√

2t− α)2
+ 1
)
ϕ2 = 0;

u =
(

βx2√
2t− α +

x1√
2t

+ x3

)2

×

×
(

mt(2t−√2α)
4t3 + (2mC − 2

√
2α)t2 − (2 + 2β2 +

√
2mαC)t+

√
2α

+

+
m

2t
x2

1 +
m
√

2
2(
√

2t− α)
x2

2

)
.

§ 6. Анзацы вида p(u) = f(t, �x)ϕ(ω) + g(t, �x), ω = ω(t, �x, u)

1) 〈G3, P1, P2〉:

u = ϕ(ω), ω = ut− m

2
x2

3, ωϕ̇− ϕ = 0; u =
mCx2

3

2(Ct− 1)
.



18 А.Ф. Баранник, Л.Ф. Баранник, В.И. Фущич

2) 〈G1, G2, G3 − J12〉:

u = ϕ(ω), ω = ut− m

2
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
, ωϕ̇− ϕ = 0;

u =
mC
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
2(Ct− 1)

.

3) 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉:

u = −ϕ(ω) +mt, ω = u2 +m2
(
t2 − x2

1 − x2
2 − x2

3

)
,

(2ϕ2 − 2ω)ϕ̇2 − 2ϕϕ̇+ 1 = 0;

u = mt− C [u2 +m2
(
t2 − x2

1 − x2
2 − x2

3

)]1/2
, C =

±√2±√10
2

.

4) 〈G3 + 2T, P1, P2〉:

u2 = ϕ(ω) + 2m2x3, ω = u3 − 3m2x3u+ 3m3t, ϕϕ̇2 =
4
9
;

u2 − 2m2x3 −
(
C + u3 − 3m2x3u+ 3m3t

)2/3 = 0.

5) 〈G1, G2 − P2, P3〉:

u = ϕ(ω), ω =

(√
2
m
u+ 1

)
t−
√

2
2
x2

2 −
u

2m

(√
2
m
u+ 1

)
x2

1,

ωϕ̇− ϕ− m√
2

= 0;

u+ C

{(√
2
m
u+ 1

)
t−
√

2
2
x2

2 −
m

2u

(√
2
m
u+ 1

)
x2

1

}
+

m√
2

= 0.

6) 〈G3, J04, P1〉:

u = e−x2ϕ(ω), ω = 2ut−mx2
3, 4mωϕϕ̇2 − 4mϕ̇− ϕ2 = 0;

x2 + ln
u√

1 + ω
m − 1

− 1
m2

√
1 +

ω

m
+ C = 0,

x2 + ln
u
(√

1 + ω
m − 1

)
ω

− 1
m2

√
1 +

ω

m
+ C = 0.

7) 〈G1, G2, J04 + P3〉:

u = e−x3ϕ(ω), ω = 2ut−m (x2
1 + x2

2

)
, 4mωϕ̇2 − 4mϕϕ̇− ϕ2 = 0.

8) 〈J04 + αD, J12 + βD,P3〉 (α2 + β2 	= 0):

u =
x2

1 + x2
2

t
ϕ(ω), ω = α ln

u

t
+ 2β arctg

x2

x1
− ln

(
x2

1 + x2
2

)
,

−m(ϕ2 − α2ϕ̇2) + 2ϕ[ϕ2 + (β2 + 1)ϕ̇2 − 2ϕϕ̇] = 0.
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9) 〈G3, J04 + αD,P1〉:

u = x
α+1

α
2 ϕ(ω), ω =

2ut−mx2
3

x2
2

,

4ω(ω −m)ϕ̇2 +
(

4m− 4
(
α+ 1
α

)
ω

)
ϕϕ̇+

(
α+ 1
α

)2

ϕ2 = 0;

u =

(
mx2

3 + 2Ct
)±√(mx2

3 + 2Ct)2 − 8mCt (x2
2 + x2

3)

4t
(α = −1).

10) 〈J12, J34,D〉:

u =
x2

1 + x2
2

2t
ϕ(ω) +

mx2
3

2t
, ω =

mt+ u√
x2

1 + x2
2

,

(−2m2 + ω2)ϕ̇2 + 4ω(m− ϕ)ϕ̇+ 4ϕ(ϕ−m) = 0.

11) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1〉:

u2 = x2ϕ(ω) + 2m2x3, ω =

(
u3 − 3m2x3u+ 3m3t

)2
x3

2

,

9ω(ω − 4m4ϕ)ϕ̇2 − 6ωϕϕ̇+ ϕ2 + 4m4 = 0.

12) 〈J04 +D +M,G3, P1〉:

u = x2
2ϕ(ω), ω =

x2
3

u
+
√

2
m

ln
u

x2
3

− 2
m

(t−
√

2 lnx3),
√

2ϕ̇2 −mϕϕ̇+mϕ3 = 0;
√

2
m

ln

∣∣∣∣∣
√
m2 − 2

√
2mϕ−m√

m2 − 2
√

2mϕ+m

∣∣∣∣∣− 2
√

2√
m2 − 2

√
2mϕ−m

− ω + C = 0.

13) 〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉:

u2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
ϕ(ω) + 2m2x3, ω =

u3 − 3m2x3u+ 3m3t

(x2
1 + x2

2)
3/4

,

(36m4ϕ− 9ω2)ϕ̇2 + 12ωϕϕ̇− 4(ϕ2 + 4m4) = 0.

14) 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉:

u = ϕ(ω)−mt, ω =
(
t− u

m

)2

+ 2
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
, 8ωϕ̇2 − 2m2 = 0.

§ 7. Анзацы вида p(t, x, u) = ϕ(ω), ω = ω(t, x, u)
1) 〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉:[

2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3 + 1

)]2 − 4
(
x2

1 + x2
2

)
[2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 − 1)]2
= ϕ(ω),

ω =
(mt+ u)

[
tu−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 1
)

+ 2
√

2x1x3m
2 + 2mx2(mt− u)

]
√

2 [2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1)]2

,

(16ω2 − 1)ϕ̇2 + 2(5ϕ− 1)ωϕ̇+ 16ϕ(ϕ− 1) = 0.
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2) 〈P0 −K0, J12, J34〉:

2m2x2
3 + (mt− u)2

2m2 (x2
1 + x2

2)
= ϕ(ω), ω =

[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3

)]2
m2 (x2

1 + x2
2)

,

(ω2 + 4)ϕ̇2 − 4ωϕϕ̇− 4ϕ(1 + ϕ) = 0.

3) AO(3)⊕ 〈P0 −K0〉:
√

2
[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3

)]
mt− u = ϕ(ω), ω =

2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3

)
m (x2

1 + x2
2 + x2

3)
1/2

,

(4 + ωϕ)ϕ̇2 + 4ωϕϕ̇+ 4ϕ2(ϕ+ 1) = 0.

4) 〈P0 −K0 − α(K4 − P4), J12, J13, J23〉 (α > 0, α 	= 1):

2(mt− u)21 +
[
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 − 1
)]2

m2 (x2
1 + x2

2 + x2
3)

= ϕ(ω),

ω = α arctg
√

2(mt+ u)
2ut−m (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 1)
+ arctg

2ut−m (x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1

)
√

2(mt− u) ,

(−α2ϕ̇+ ϕ+ 4)ϕ̇2 + ϕ2(ϕ+ 4)2 = 0.

5) 〈−2D + J04,−P0 + P4 +
√

3G3,K0 +K4 +
√

3H3〉:

6
√

3
(mt+ u+m

√
2x5) +

√
3(mt+ u−m√2x5)x4

m
√

2x3
3

+
(mt+ u−m√2x5)3

2
√

2m3x3
3

−

−
[√

3(mt+ u−m√2x5)2 + 8m2x4

]3
8m6x3

3

−

− 12
√

3(mt+ u−m√2x5)2 + 8m2x4

4m4x3

[
(mt− u)2 + 2m2

]
= ϕ(ω),

ω =
mt− u
m
√

2
, −9[ϕ2 − 256(ω2 + 1)2]ϕ̇2 + 6ωϕϕ̇− ω2 − 1 = 0.
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Об одном обобщении метода С. Ли
В.И. ФУЩИЧ

Предложено обобщение метода С.Ли решения дифференциальных уравнений в част-
ных производных.

В прошлом веке С. Ли заложил идейные основы мощного метода решения
дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП). В последнее вре-
мя классические идеи С. Ли необычайно бурно развиваются как в теоретическом,
так и в прикладном направлении. Возрождение интереса к классическим подхо-
дам к ДУЧП обусловлено, видимо, тем, что существует огромное число статей и
монографий по теоремам существования, однако слишком мало работ по констру-
ктивным методам отыскания решений.
Современное математическое моделирование различных процессов квантовой

физики, оптики, акустики, электродинамики, океанологии, гидродинамики, био-
физики приводит нас к многомерным нелинейным ДУЧП, которые не могут быть
решены линейными методами. Большинство из таких нелинейных моделей не мо-
гут рассматриваться как линейные модели плюс некоторая малая нелинейная до-
бавка.
Лиевский подход к решению ДУЧП совершенно не связан с предположением

о малости нелинейных членов. Для него важно лишь то, чтобы ДУЧП обладало
нетривиальной группой инвариантности [1]. В этом случае многомерное ДУЧП мо-
жет быть редуцировано к обыкновенным дифференциальным уравнениям (ОДУ),
которые, во многих важных случаях, могут быть решены. Возникают естественные
вопросы: как решить те ДУЧП, которые не обладают нетривиальной локальной
симметрией? Как обобщить метод Ли?
В настоящей работе предложено обобщение классического метода С. Ли. Идея

такого обобщения сформулирована в [2, 3].
Для конкретности рассмотрим два уравнения: нелинейное скалярное волновое

и спинорное уравнения

pµp
µu(x) + F (u, u∗, x)u = 0, (1)

γµp
µΨ(x) + F1(Ψ̄Ψ, x)Ψ(x) = 0, (2)

p0 = i ∂
∂x0
, pa = −i ∂

∂xa
, γµ — матрицы Дирака, u — комплекснозначная скалярная

функция, Ψ — четырехкомпонентный спинор, F , F1 — произвольные гладкие фун-
кции, x ∈ R(1, 3) — пространство Минковского, u∗ — комплексно-сопряженная
функция, Ψ̄ — дираковски-сопряженный спинор.

1. Предположим, что уравнение (1) инвариантно относительно группы Пуанкаре
P (1, 3). В этом случае F не зависит от x [1]. Базисные элементы алгебры Пуанкаре
AP (1, 3) этой группы инвариантности имеют вид

Pµ = pµ = i
∂

∂xµ
, Jµν = αµpν − ανpµ, µ, ν = 0, 3. (3)

Теоретико-алгебраический анализ уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1990, C. 4–9.
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Лиевский алгоритм построения решений ДУЧП состоит в следующем. Реше-
ния (1) ищем в виде следующего анзаца [1, 3]:

u = f(x)ϕ(ω), ω = (ω1, ω2, ω3). (4)

Симметрийные свойства уравнения (1) дают возможность отыскать в явном
виде функции f(x) и новые переменные ω1, ω2, ω3, при которых четырехмерное
уравнение (1) редуцируется к трехмерному ДУЧП для функции ϕ. Повторяя этот
процесс, т.е. построив анзацы вида (4) для трехмерного, а затем для двумерного
ДУЧП, приходим к ОДУ.
Идея обобщения метода Ли основана на следующем наблюдении [2, 3]. Если

не вдаваться в детали исследования групповых свойств уравнения и процесса ре-
дукции многомерного уравнения (1) к ОДУ, то метод Ли можно сформулировать
весьма кратко. Присоединим к уравнению (1) следующее уравнение:

(aµνJµν + bµPµ)u(x) = 0, (5)

где aµν , bµ — произвольные константы.
Соотношение (5) является линейным ДУЧП первого порядка. Решая (5) и тре-

буя, чтобы это решение удовлетворяло уравнению (1), построим решение исходно-
го нелинейного уравнения (1). Решения уравнения (1), построенные указанным
способом, совпадут с решениями, полученными по методу Ли.
Формула (5) указывает путь для обобщения лиевского метода решения ДУЧП.

Он состоит в обобщении соотношения (5). Присоединим уравнению (1) следующее
нелинейное уравнение первого порядка:

{aµν(x, u, u
1
)Jµν + bµ(x, u, u

1
)Pµ}u(x) = F2(x, u, u

1
), (6)

где aµν(x, u, u
1
), bµ(x, u, u

1
), F2(x, u, u

1
) — некоторые гладкие функции x, u, u

1
=(

∂u
∂x0

, ∂u∂x1
, ∂u∂x2

, ∂u∂x3

)
.

Если существуют решения уравнения (6) при некоторых фиксированных фун-
кциях aµν , bµ, F2, которые удовлетворяют (1), то такие решения не могут быть
получены с помощью метода Ли. Очевидно, что решение уравнения (6) может
быть решением (1), если уравнения (1) и (6) совместны. Поэтому необходимо
исследовать совместность системы (1), (6). В общей постановке это очень трудная
проблема. Однако, при конкретном выборе aµν , bµ, F2 эта задача может быть
решена. Так, например, если

aµν = 0, bµ(x, u, u
1
) =

∂u

∂xµ
, F2 = 1, (7)

задача о совместности уравнений (1) и (6) полностью решена [4] , т.е. указан
явный вид функций F , при которых система (1), (6) совместна.

2. Для спинорной системы (2), инвариантной относительно группы P (1, 3),
уравнение типа (6) имеет вид

{Aµν(x,Ψ∗,Ψ)Jµν +Bµ(x,Ψ∗,Ψ)Pµ}Ψ = F3(x,Ψ∗,Ψ)Ψ, (8)

где Aµν = −Aµν , Bµ — матрицы.
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В том частном случае, когда Aµν = aµνE, Bµ = bµE, E — единичная матрица,
решения уравнения (8), удовлетворяющие системе (2), будут совпадать с решени-
ями, полученными по лиевскому методу. Во всех остальных случаях построенные
решения (2), с использованием уравнения (8), дают новые решения. В частности,
когда

Aµν = Sµν , Bµ = 0, (9)

получим решения, которые не могут быть построены лиевским методом.
3. В этом пункте приведем несколько задач, которые автору представляются

важными для развития нелиевских методов решения ДУЧП.
3.1. Исследовать совместность и построить решения следующих скалярных

уравнений:

pµp
µu(x) = F (u, u

1
,�u),

λ1(Jµνu)(Jµνu) + λ2(pµu)(pµu) + λ3(Kµu)(Kµu) = F4(x, u),
Kµ = 2xµxνpν − xαxαpµ;

(10)

pµp
µu = F (x, u

1
,�u),

λ4xµxν
∂2u

∂xµ∂xν
+ λ5

∂u

∂xµ

∂u

∂xν

∂2u

∂xµ∂xν
= F5(x, u, u

1
),

(11)

λ1, . . . , λ5 — произвольные параметры.
3.2. Исследовать лиевскую и нелиевскую симметрии уравнений

pµp
µu(x) = F (|u|)u,

∂ρ

∂x0
=
(
∂ρ

∂xa

∂ρ

∂xa
+ λ

)1/2

, ρ = u∗u.
(12)

Рассмотреть случаи, когда параметр λ 	= 0 и λ = 0, F = 0 и F = |u|k, F = m2,
m — действительный параметр.

3.3. Исследовать совместность и построить семейства частных решений спи-
норных систем ДУЧП

γµp
µΨ + F1(Ψ̄Ψ)Ψ = 0,

λ1(SµνJµν)Ψ + λ2(Ψ̄SµνΨ)JµνΨ +
+ λ3(Ψ̄γµΨ)PµΨ + λ4(Ψ̄γµΨ)KµΨ = F6(Ψ̄Ψ)Ψ,

Kµ = 2xµxαpα − xαxαpµ + 2Sµνxν ;

(13)

pαp
αΨ + F7(Ψ̄Ψ, γαpαΨ · γνpνΨ)Ψ = 0,

λ1(SµνJµν)Ψ + λ2γµp
µΨ + λ3γ4γµp

µΨ = F8(Ψ̄Ψ)Ψ;
(14)

pαp
αΨ + F (Ψ̄Ψ)Ψ = 0,

∂jµ
∂xµ

= 0, jµ = λ1Ψ̄γµΨ + λ2Ψ̄γ4γµΨ + λ3Ψ̄pµΨ;
(15)

pαp
αΨ + F (Ψ̄Ψ)Ψ = 0,

Ψ̄γµpµΨ = λ4F10(Ψ̄Ψ).
(16)
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3.4. Исследовать локальную и нелокальную симметрию уравнений Шредингера
для двух частиц

p0u(t, x, y) =
{

1
2m1

p2
k +

1
2m2

p2
k+3 + V (t, x, y)

}
u(t, x, y),

pk = −i ∂

∂xk
, pk+3 = −i ∂

∂xk+3
= −i ∂

∂yk
, k = 1, 2, 3.

(17)

Потенциал V (t, x, y) удовлетворяет условиям

p2
kV = λ1V, p2

k+3V = λ2V, (18)

или

∂V

∂t
= ∆xV,

∂V

∂t
= ∆yV, (19)

или

∂2V

∂t2
= ∆xV,

∂2V

∂t2
= ∆yV, (20)

или

∂V

∂t
+ λ3

∂V

∂xa

∂V

∂xa
= 0,

∂V

∂t
+ λ4

∂V

∂ya

∂V

∂ya
= 0, (21)

λ1, λ2, λ3, λ4 — произвольные параметры.
3.5. Исследовать симметрию псевдодифференциального уравнения

p2
0u(t, x, y) =

{
p2
k + p2

k+3 +m2
1 +m2

2 +

+ 2
(
p2
k +m2

1

)1/2 (2p2
k+3 +m2

2

)1/2}
u(t, x, y).

(22)

1. Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И., Симметрийный анализ и точные решения нелинейных
уравнений математической физики, Киев, Наук. думка, 1989, 336 с.

2. Фущич В.И., Как расширить симметрию дифференциальных уравнений, в Симметрия и решения
нелинейных уравнений математической физики, Киев, Ин-т математики AН УССР, 1987, 4–16.

3. Фущич В.И., О симметрии и точных решениях многомерных нелинейных волновых уравнений,
Укр. мат. журн., 1987, 39, № 1, 116–123.

4. Fushchych W.I., Zhdanov R.Z., On some new exact solutions of the nonlinear d’Alambert–Hamilton
system, Phys. Lett. A, 1989, 141, № 3–4, 113–115.
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О некоторых новых волновых уравнениях
математической физики
В.И. ФУЩИЧ

Предложены уравнения для описания взаимодействия скалярных и тензорных полей.

1. В стандартной нерелятивистской квантовой механике взаимодействие двух
частиц (волн) описывается с помощью уравнения Шредингера

p0u(t, x, y) =
{

1
2m1

p2
k +

1
2m2

p2
k+3 + V (t, x, y)

}
u(t, x, y), (1)

где p0 = −i ∂∂t , pk = −i ∂
∂xk
, pk+3 = −i ∂

∂xk+3
= −i ∂

∂yk
, xk+3 ≡ yk, k = 1, 2, 3,

V (t, x, y) — потенциал взаимодействия, u(t, x, y) — волновая функция системы
двух частиц, m1, m2 — массы частиц.
Возможен и другой подход к описанию взаимодействия двух частиц (волн).

Сопоставим невзаимодействующим частицам волновые функции u1(t, x) и u2(t, y).
Взаимодействие скалярных волн u1 и u2 опишем с помощью такой системы

p0u1(t, x) =
1

2m1
p2
ku1(t, x) + V1(t, x, y, u1, u2),

p0u2(t, x) =
1

2m2
p2
k+3u2(t, x) + V2(t, x, y, u1, u2).

(2)

Конкретное взаимодействие волн u1 и u2 описывается заданием потенциалов V1

и V2, которые, вообще говоря, нелинейным образом зависят от u1 и u2. При ли-
нейном взаимодействии

V1 = V11(t, x, y)u1 + V12(t, x, y)u2,

V2 = V21(t, x, y)u1 + V22(t, x, y)u2.

В отсутствии взаимодействия между частицами система (2) распадается на два
независимых уравнения Шредингера, которые инвариантны относительно алгебры

P0 = p0 = i
∂

∂t
, Pk = pk = −i ∂

∂xk
, Pk+3 = pk+3 = −i ∂

∂xk+3
= −i ∂

∂yk
,

Jkl = xkpl − xlpk, Jk+3 l+3 = xk+3pl+3 − xl+3pk+3,

Gk = tpk − xkm1, Gk+3 = tpk+3 − xk+3m2.

(3)

Чтобы для модели (2) выполнялся принцип относительности Галилея, достато-
чно потребовать инвариантности системы (2) относительно операторов Gk и Gk+3.
Такое требование существенно сужает класс допустимых потенциалов V1 и V2.
Описанию линейных и нелинейных уравнений вида (2), инвариантных относи-
тельно алгебры (3), будет посвящена отдельная публикация.

Теоретико-алгебраический анализ уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1990, C. 9–11.
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2. Опишем взаимодействие двух скалярных полей u1 и u2 помощью гипербо-
лической системы уравнений. Рассмотрим систему

p2
0u1(t, x) = p2

ku1(t, x) +m2
1u1(t, x) + V1(t, x, y, u1, u2),

p2
0u2(t, x) = p2

k+3u2(t, x) +m2
2u2(t, x) + V2(t, x, y, u1, u2).

(4)

При отсутствии взаимодействия, система (4) распадается на два независимых
уравнения Клейна–Гордона–Фока, которые инвариантны относительно алгебра

P0 = p0 = i
∂

∂t
, Pk = pk = −i ∂

∂xk
, Pk+3 = pk+3 = −i ∂

∂yk
,

Jkl = xkpl − xlpk, Jk+3 l+3 = xk+3pl+3 − xl+3pk+3,

J0k = tpk − xkp0, J0 k+3 = tpk+3 − xk+3p0.

(5)

В случае нетривиального взаимодействия, естественно потребовать инвариан-
тность (4) относительно алгебры (5). Важно подчеркнуть, что системе (4), в отли-
чие от других релятивистских уравнений для двух частиц, содержит только одну
временную переменную.
Взаимодействие двух электромагнитных волн, характеризующихся векторами

�E1(t, x), �H1(t, x) и �E2(t, y), �H2(t, y) описывается системой

∂ �E1(t, x)
∂t

= rotx �H1(t, x) + �V1(t, x, y, �E1, �H1, �E2, �H2),

∂ �H1(t, x)
∂t

= −rotx �E1(t, x) + �V2(t, x, y, �E1, �H1, �E2, �H2),

∂ �E2(t, y)
∂t

= roty �H2(t, y) + �V3(t, x, y, �E1, �H1, �E2, �H2),

∂ �H2(t, y)
∂t

= −roty �E2(t, y) + �V2(t, x, y, �E1, �H1, �E2, �H2).

Конечно, на векторы �E1, �H1, �E2, �H2 можно накладывать, в зависимости от
конкретной задачи, дополнительные условия. Например, div �E1 = 0, div �H1 = 0,
div �E2 = 0, div �H2 = 0.
Взаимодействия тензорного Aµν(t, x), векторного Bµ(t, x) и скалярного u(t, x)

полей можно описать системой

Aµν(t, x)
∂2u(t, x)
∂xµ∂xν

+Bµ(t, x)
∂u(t, x)
∂xµ

+ C(t, x)u(t, x) = 0. (6)

Коэффициенты системы (6) удовлетворяют следующим уравнениям:

pαp
αAµν(t, x) = λ1Aµν(t, x), (7)

pαp
αBµ(t, x) = λ2Bµ(t, x), (8)

pαp
αC(t, x) = λ3C(t, x), (9)

λ1, λ2, λ3 — произвольные параметры.
Подчеркнем, что уравнение (6) при фиксированных функциях Aµν , Bµ, C не

инвариантно относительно группы Пуанкаре. Однако, если эти функции удовле-
творяют уравнения (7)–(9), то система (6)–(9) инвариантна относительно группы
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Пуанкаре. Симметрийные свойства системы (6)–(9) дают возможность строить
семейство точных решений.
Возможно описание взаимодействующих частиц с помощью следующего урав-

нения четвертого порядка:{
p4
0 − 2p2

0

(
p2
k + p2

k+3 +m2
1 +m2

2

)− 2
(
p2
k +m2

1

) (
p2
k+3 +m2

2

)
+

+
(
p2
k +m2

1

)2 +
(
p2
k+3 +m2

2

)2}
u(t, x, y) = F (|u|)u(t, x, y).
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О точных решениях нелинейного
уравнения д’Аламбера в пространстве
Минковского R1,n

В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК

Symmetry reduction of the nonlinear d’Alembert equation �u + λuk = 0 in the Min-
kowski space R1,n is studied. Some exact solutions of this equation are found.

Рассмотрим нелинейное уравнение д’Аламбера в псевдоевклидовом пространс-
тве R1,n (n > 1)

�u+ λuk = 0, (1)

где �u = u00 − u11 − · · · − unn, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

, u ≡ u(x), x = (x0, x1, . . . , xn),
µ, ν = 0, 1, . . . , n).
Известно [1], что если k 	= 1, то максимальной алгеброй инвариантности урав-

нения (1) является расширенная алгебра Пуанкаре AP̃ (1, n), обладающая базисом
J0a = x0∂a+xa∂0, Jab = xb∂a−xa∂b, Pµ = ∂µ, S = −xµ∂µ+ 2u

k−1∂u (a, b = 1, . . . , n).
Генераторы поворотов Jµν порождают алгебру AO(1, n), генераторы трансляций
Pµ порождают коммутативный идеал V , причем AP̃ (1, n) = V +⊃ AÕ(1, n), где
AÕ(1, n) = AO(1, n) ⊕ 〈S〉. В [2–4] проведена симметрийная редукция уравне-
ния (1) по некоторым подалгебрам алгебр AP̃ (1, 2) и AP̃ (1, 3) и получен ряд его
точных решений.
В настоящем сообщении подалгебры алгебра AP̃ (1, n) используются для пои-

ска инвариантных решений уравнения (1). Для этого описываем максимальные
подалгебры ранга n алгебры AP̃ (1, n), не содержащиеся в AP (1, n) и удовлетворя-
ющие условию L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Если L — одна из таких подалгебр, ω′(x, u),
ω(x) — ее основные инварианты, то анзац ω′ = ϕ(ω) редуцирует уравнение (1) к
обыкновенному дифференциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω).
В дальнейшем будем использовать такие обозначения:

AE(n− l − 1) = 〈Pl+1, . . . , Pn−1, Jl+1,l+2, . . . , Jn−2,n−1〉 (0 ≤ l ≤ n− 2);
AO(l) = 〈J12, . . . , Jl−1,l〉 (2 ≤ l ≤ n);
AO(l1; l2) = 〈Jl1+1,l2+2, . . . , Jl1+l2−1,l1+l2〉 (0 ≤ l1 < l2, l1 + l2 ≤ n);

AE′(l) = 〈G1, . . . , Gl, J12, . . . , Jl−1,l〉; AẼ′(l) = AE′(l) +⊃ 〈J0n〉;
Φ1(λ1) = 〈G1 + λ1P1, . . . Gr1 + λ1Pr1〉 +⊃ AO(r1);
Φ2(λ2) = 〈Gr1+1 + λ2Pr1+1, . . . , Gr1+r2 + λ2Pr1+r2〉 +⊃ AO(r1; r2);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Φt(λt) = 〈Gσ+1 + λtPσ+1, . . . , Gσ+rt

+ λtPσ+rt
〉 +⊃ AO(σ; rt),

где σ = r1 + r2 + · · ·+ rt−1, σ + rt = n− 1.

Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и техн. науки, 1990, № 6, C. 31–34.



О точных решениях нелинейного уравнения д’Аламбера 29

Теорема 1. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n− 1 алгебры AP (1, n)
и L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена одной из следующих алгебр:

1) L1 = AE(n− 1); 2) L2 = AO(l)⊕AE(n− l − 1) (1 < l < n);
3) L3 = AE′(l)⊕AE(n− l − 1) (1 ≤ l ≤ n− 1);
4) L4 = 〈J0n〉 ⊕AO(l)⊕AE(n− l − 1) (2 ≤ l ≤ n− 1);

5) L5 = AẼ′(l)⊕AE(n− l − 1) (2 ≤ l ≤ n− 1);

6) L6 = AẼ′(l1)⊕AO(l1; l2)⊕AE(n− l − 1) (l = l1 + l2);
7) L7 = 〈G1 + P0 − Pn〉 ⊕AE(n− 2); 8) L8 = Φ1 ⊕ Φ2 ⊕ · · · ⊕ Φt;
9) L9 = 〈J0n + αP1〉 ⊕AE(n− 2);
10) L10 = (AE′(l) +⊃ 〈J0n + αPl+1〉)⊕AE(n− l − 2).

Теорема 2. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AP̃ (1, n), не
содержащаяся в AP (1, n), и L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P̃ (1, n)-сопряжена
одной из следующих алгебр:

1) L1,1 = L1 ⊕ 〈S〉; 2) L1,2 = L1 +⊃ 〈J0n + αS〉 (α 	= 0);
3) L1,3 = L1 +⊃ 〈J0n + S + P0 + Pn〉; 4) L2,1 = L2 +⊃ 〈S〉; 5) L3,1 = L3 +⊃ 〈S〉;
6) L3,2 = L3 +⊃ 〈J0n + αS〉 (α 	= 0); 7) L3,3 = L3 +⊃ 〈J0n + S + P0 + Pn〉;
8) L4,1 = L4 +⊃ 〈S〉; 9) L5,1 = L5 +⊃ 〈S〉; 10) L6,1 = L6 +⊃ 〈S〉;
11) L7,1 = L7 +⊃ 〈J0n − 2S〉; 12) L8,1 = L8 +⊃ 〈J0n − S〉.

Нетрудно убедиться, что уравнение (1) не имеет решений, инвариантных отно-
сительно L8,1. Учитывая, что редукция уравнения (1) по подалгебрам L1,1, L1,2,
L1,3 и L7,1 была проведена в [2, 4], в дальнейшем подалгебры 1–3, 11 и 12 теоремы
2 не рассматриваются. Выпишем полные системы инвариантов подалгебр, пред-
ставленных в теореме 2. Запись L : f1(x), . . . , fs(x) будет означать, что функции
f1(x), . . . , fs(x) образуют полную систему инвариантов алгебры L.

L2,1 :
u

x
2/(1−k)
0

, ω =
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

l

x2
0

;

L3,1 :
u

x
2/(1−k)
0

, ω =

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)1/2
x0 − xn ;

L3,2 :
u

(x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − x2

n)
1/(1−k) ,

ω = δ ln
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)− ln(x0 − xn);

L3,3 :
u

(x0 − xn)1/(1−k) , ω =
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

x0 − xn + ln(x0 − xn);

L4,1 :
u

(x2
1 + · · ·+ x2

l )
1(1−k) , ω =

x2
1 + · · ·+ x2

l

x2
0 − x2

n

;

L5,1 :
u

x
2/(1−k)
l+1

, ω =
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

x2
l+1

;
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L6,1 :
u(

x2
l1+1 + · · ·+ x2

l1+l2

)1/(1−k) , ω =
x2
l1+1 + · · ·+ x2

l1+l2

x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l1
− x2

n

.

Применяя анзац ω′ = ϕ(ω), редуцируем уравнение д’Аламбера к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω)

L2,1 : 4(ω2 − ω)ϕ̈+
(
− 8

1− k + 6ω − 4l
)
ϕ̇+

2(1 + k)
(1− k)2 ϕ+ λϕk = 0;

L3,1 : −ϕ̈+
4 + l(1− k)

1− k
1
ω
ϕ̇+ λϕk = 0;

L3,2 : 4δ(δ − 1)ϕ̈+
[
8δ − 4
1− k + 2δl

]
ϕ̇+
[

4k
(1− k)2 +

2(l + 2)
1− k

]
ϕ+ λϕk = 0;

L3,3 : 4ϕ̈+
4 + 2l − 2lk

1− k ϕ̇+ λϕk = 0;

L4,1 : 4ω2(1− ω)ϕ̈+
(
− 8

1− k + 4ω2 − 2ωl
)
ϕ̇− 2l(1− k) + 4k

(1− k)2 ϕ+ λϕk = 0;

L5,1 : 4(ω − ω2)ϕ̈+
(

8
1− k + 2l + 4− 6ω

)
ϕ̇− 2(1 + k)

(1− k)2ϕ+ λϕk = 0;

L6,1 : 4(ω − ω2)ϕ̈+
(

8
1− k + 2l1 + 4− 8ω + 2ωl2

)
ϕ̇−

− 2l2(1− k) + 4k
(1− k)2 ϕ+ λϕk = 0.

Выпишем некоторые точные решения д’Аламбера

L3,1 : u−4/l = σ(l)
[(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)1/2
+ c(x0 − xn)

]2
,

σ(l) =
λ

l(l + 2)
, k =

4 + l

l
, 1 ≤ l ≤ n− 1;

L3,2(δ = 0) : u1−k =
λ(1− k)2 (x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)
2cσ(k, l)

1− c(x0 − xn)σ(k,l)
2

(x0 − xn)σ(k,l)
2

,

σ(k, l) = l + 2− kl, 1 ≤ l ≤ n− 1;

L3,2 : u1−k = σ(k, l)
[
x0 − xn − c

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)]
,

σ(k, l) =
λ(1− k)2

2c(l − kl + 2)
, 1 ≤ l ≤ n− 1;

L3,2 : u1−k = σ(k, l)
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)
,

σ(k, l) = − λ(1− k)2
2(l − kl + 2)

, 1 ≤ l ≤ n− 1;

L3,2 : u1−k = σ1(k, l)

[
(x0 − xn)σ2(k,l) − c (x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)]2
(x0 − xn)σ2(k,l)

,

σ1(k, l) =
λ(1− k)2

4c(1 + k)(2 + l − kl) , σ2(k, l) =
4 + l − kl

2
;
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L3,3 : u2/l = σ(k, l)
x0 − xn

[(x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − x2

n) + (x0 − xn){ln(x0 − xn) + c}]2
,

σ(k, l) = −4l(l + 1
λ

, k =
2 + l

l
, 1 ≤ l ≤ n− 1;

L4,1 : u1−k = σ(k, l)
(
x2

1 + · · ·+ x2
l

)
, σ(k, l) =

λ(1− k)2
2(l − kl + 2k)

, 1 ≤ l ≤ n.

Запись L : u = u(x) означает, что решение u = u(x) уравнения (1) инвариантно
относительно подалгебры L.
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Максимальные подалгебры ранга n − 1

алгебры AP (1, n) и редукция нелинейных
волновых уравнений. I
В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК

Введено понятие канонического разложения произвольной подалгебры алгебры
AO(1, n). С помощью этого разложения описаны все максимальные подалгебры L
ранга n − 1 алгебры AP (1, n) удовлетворяющие условию L ∩ V = 〈P1, . . . , Pn〉, где
V = 〈P0, P1, . . . , Pn〉 — пространство трансляций.

1. Введение. Целью настоящей работы является применение групповых мето-
дов к нахождению точных решений нелинейного уравнения

�u+ F (u) = 0 (1)

в пространстве Минковского R1,n, где �u = u00 − u11 − · · · − unn, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

,
u ≡ u(x), x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ R1,n; µ, ν = 0, 1, . . . , n, F (u) — гладкая функция.
Уравнение (1) инвариантно относительно группы Пуанкаре P (1, n). Ее алгебра Ли
AP (1, n) реализуется следующими операторами:

Pµ = ∂µ, Jµν = gµαxα∂ν − gναxα∂µ. (2)

Будем предполагать, что F (u) = λuk или F (u) = λ expu. Тогда максимальной
алгеброй инвариантности уравнения (1) является расширенная алгебра Пуанкаре
AP̃ (1, n) = AP (1, n)+⊃ 〈S〉, где S = −xµ∂µ + 2u

k−1∂u при F = λuk и S = −xµ∂µ +
2∂u при F = λ expu [1]. Генераторы поворотов Jµν порождают алгебру AO(1, n),
генераторы трансляций Pµ порождают коммутативный идеал V , причем AP̃ (1, n) =
V +⊃ AÕ(1, n), где AÕ(1, n) = AO(1, n) ⊕ 〈S〉. В [2, 3] описаны максимальные
подалгебры ранга n подалгебры AP (1, n). В [4, 5] проведена редукция уравнения
(1) по некоторым подалгебрам алгебр AP̃ (1, 2) и AP̃ (1, 3) и получен ряд его точных
решений.
Данная работа состоит из двух частей. В первой части работы определяется

каноническое разложение произвольной подалгебры алгебры AO(1, n). В п. 6 ука-
занное разложение применяется к описанию максимальных подалгебр L ранга
n − 1 алгебры AP (1, n), удовлетворяющих условию L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Во вто-
рой части работы решена задача описания максимальных подалгебр ранга n ра-
сширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, n). В пп. 8 и 9 построены инварианты этих
максимальных подалгебр, проведена редукция уравнения (1) по каждой из них и
найдены широкие классы точных решений.

2. Основные понятия. Пусть R — поле вещественных чисел, Rn — n-мерное
арифметическое векторное пространство над R, V — псевдоевклидово пространс-
тво типа (1;n), состоящее из (1+n)-мерных столбцов, {P0, P1, . . . , Pn} — базис V ,
Укр. матем. журн., 1990, 42, № 11, C. 1552–1559.
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элементы которого являются единичными столбцами. Обозначим через O(1, n)
группу псевдоортогональных преобразований пространства V . Будем предпола-
гать, что O(1, n) реализована в виде вещественных матриц порядка n + 1. Тогда
ее алгебра Ли AO(1, n) состоит из всех вещественных матриц(

0 X
XT A

)
,

где X ∈ Rn, A — кососимметрическая матрица порядка n, XT — матрица,
транспонированная к X. Полагая [∆, Z] = ∆ · Z, [Z,Z ′] = 0 для произвольных
∆ ∈ AO(1, n), Z,Z ′ ∈ V , превратим векторное пространство V +̇AO(1, n) в ал-
гебру Ли, которая называется алгеброй Пуанкаре и обозначается AP (1, n). Оче-
видно, AP (1, n) = V ⊕ AO(1, n). Алгебра AP (1, n) является алгеброй Ли группы
Пуанкаре P (1, n), которая состоит из всех вещественных матриц порядка n + 2
вида (

B Y
0 1

)
,

где B ∈ O(1, n), Y ∈ V . Следовательно, алгебра AP (1, n) реализуется как алгебра
квадратных матриц порядка n+ 2(

∆ Z
0 0

)
,

где ∆ ∈ AO(1, n), Z ∈ V .
Пусть Eik — матрица порядкаn + 2, имеющая единицу на пересечении i-й

строки и k-го столбца и нули на всех остальных местах (i, k = 0, 1, . . . , n+1). Базис
алгебры AP (1, n) образуют матрицы J0a = −E0a − Ea0, Jab = −Eab + Eba, P0 =
E0,n+1, Pa = Ea,n+1 (a < b; b = 1, 2, . . . , n). Алгебра AP (1, n) изоморфна алгебре
дифференциальных операторов (2), действующих в пространстве вещественных
функций от переменной x ∈ R1,n.
Расширенной группой Пуанкаре P̃ (1, n) называется мультипликативная группа

матриц(
λB Y
0 1

)
,

где B ∈ O(1, n), λ ∈ R, λ > 0, Y ∈ V . Ее алгебра Ли AP̃ (1, n) является полупрямой
суммой AP (1, n)⊕ 〈S〉, где S = E00 + E11 + · · ·+ Enn.
Пусть G — подгруппа Ли группы P̃ (1, n), AG = 〈X1, . . . , Xs〉 — алгебра Ли

группы G. Не постоянная функция f(x, u), x ∈ R1,n, называется инвариантом
группы G, если f(x, u) постоянна на G-орбите каждой точки (x, u). Функция
f(x, u) является инвариантом G тогда и только тогда, когда Xif(x, u) = 0 для
всех i = 1, . . . , s. Если r — ранг алгебры AG и r < n + 1, то существует система
s1 = n + 1 − r функционально независимых инвариантов f1(x, u), . . . , fs1(x, u),
обладающая тем свойством, что любой инвариант f группы G можно выразить
через инварианты f1, . . . , fs1 , т.е. f(x, u) = ψ(f1(x, u), . . . , fs(x, u)). Эту систему
инвариантов будем называть полной системой инвариантов группы G или алгебры
AG.
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Пусть L1 и L2 — подалгебры алгебры AP̃ (1, n). Если для некоторого элемента
C ∈ P̃ (1, n) подалгебры CL1C

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами,
то подалгебры L1, L2 будем называть эквивалентными [3, 6]. В классе всех по-
далгебр алгебры AP̃ (1, n), эквивалентных между собой, существует с точностью
до P̃ (1, n)-сопряженности только одна максимальная подалгебра.
Подалгебра L ⊂ AO(1, n) называется подалгеброй класса 0, если V не содер-

жит вполне изотропного подпространства, инвариантного относительно L. Будем
говорить, что подалгебра L ⊂ AO(1, n) принадлежит классу 1 или имеет изотро-
пный ранг 1, если ранг максимального вполне изотропного подпространства, ин-
вариантного относительно L, равен 1. Для подалгебры класса 0 изотропный ранг
полагаем равным нулю. Очевидно, любая подалгебра L алгебры AO(1, n) имеет
изотропный ранг 0 или 1.

3. Каноническое разложение подалгебры класса 0 алгебры AO(1, n). В
работе [7] определено каноническое разложение подалгебры класса 0 псевдоорто-
гональной алгебры AO(p, q). Так как оно играет важную роль в наших исследова-
ниях, то рассмотрим это понятие применительно к алгебре AO(1, n).
Пусть F — подалгебра класса 0 алгебры AO(1, n). Тогда псевдоевклидово

пространство V разлагается в прямую ортогональную сумму неприводимых F -
подпространств V0, V1, . . . , Vs, каждое из которых невырождено. По теореме Вит-
та можно предполагать, что V0 = 〈P0, P1, . . . , Pk0〉, V1 = 〈Pk0+1, . . . , Pk0+k1〉, . . .,
Vs = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+ks

〉, где σ = k0 + k1 + · · · + ks−1, σ + ks = n, k0 ≥ 0, ki ≥ 1,
i = 1, . . . , s. Здесь V0 — псевдоевклидово пространство типа (1; k0), если k0 	= 0,
Vi — евклидово пространство размерности ki, i = 1, . . . , s. Обозначим через O(Vi)
группу изометрий пространства Vi, а через AO(Vi) ее алгебру Ли. Если J ∈ F ,
то ad J можно рассматривать как линейное преобразование Ĵi пространства Vi.
Матрица πi(J) преобразования Ĵi в базисе пространства Vi содержится в AO(Vi).
Отображение πi : F → AO(Vi). является гомоморфизмом, а πi(F ) — неприводи-
мой подалгеброй алгебры AO(Vi). Так как отображение J → (π0(J), . . . , πs(J))
есть изоморфизм F в алгебру π0(F ) × · · · × πs(F ), то будем говорить, что F ра-
злагается относительно базиса {P0, P1, . . . , Pn} в подпрямое произведение алгебр
π0(F ), . . . , πs(F ) записывать это так:

F = π0(F )× · · · × πs(F ). (3)

Пусть Fi = {J ∈ F ′ | πj(J) = 0 для всех j 	= i}, где F ′ = π0(F )× · · · × πs(F ). Лег-
ко видеть, что Fi — подалгебра алгебры F ′ наряду с разложением (3) мы имеем
разложение F = F0 + · · · + Fs алгебры F в подпрямую сумму алгебр F0, . . . , Fs.
В дальнейшем алгебры F0, . . . , Fs будем называть неприводимыми частями ал-
гебры F . Условимся алгебру Fi отождествлять с алгеброй πi(F ). В этом смысле
будем говорить, что Fi — неприводимая подалгебра алгебры AO(Vi). Из работы [8]
вытекает, что неприводимая часть F0 совпадает с AO(V0).
Подалгебры Fi и Fj отличные от F0, назовем эквивалентными, если ki = kj и

существует такая матрица C ∈ O(Vi), что Cπi(J)C−1 = πj(J) для всех J ∈ F .
Нетрудно убедиться, что рассматриваемое отношение на множестве {F0, F1, . . .,
Fs} является отношением эквивалентности, а потому оно проводит разбиение
множества неприводимых частей алгебры F на классы U0,U1, . . . ,Ut. Класс U0

существует только при k0 ≥ 2 и состоит в этом случае из одной подалгебры
F0 = AO(V0). Если Fm1 , Fm2 , . . . , Fmri

∈ Ui, то через Ai обозначим подалге-
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бру (πm1 + · · · + πmri
)(F ). Подалгебру Ai назовем примарной частью алгебры F .

Очевидно, F является подпрямой суммой своих примарных частей. Разложение
F = A0 + · · ·+At будем называть каноническим разложением алгебры F . Если F
совпадает со своей примарной частью, то F называется примарной алгеброй.

Теорема 1 [7]. Пусть F — подалгебра класса 0 алгебры AO(1, n), A1, . . . , At —
примарные части F , W ⊂ V — F -инвариантное подпространство. Тогда W =
W1 ⊕ · · · ⊕ Wt ⊕ W ′, где [Ai,Wi] = Wi, [Ai,Wj ] = 0 при i 	= j, [F,W ′] = 0
(i, j = 1, . . . , t). Если примарная алгебра A является подпрямой суммой не-
приводимых подалгебр соответственно алгебр AO(V1), AO(V2), . . . , AO(Vq), то
с точностью до O(1, n)-сопряженности ненулевые подпространства U про-
странства V со свойством [A,U ] = U исчерпываются пространствами V1, V1⊕
V2, . . . , V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vq.

4. Каноническое разложение подалгебры класса 1 алгебры AO(1, n). В
настоящем пункте речь идет о подалгебрах класса 1 алгебры AO(1, n), проекция
которых на 〈J0n〉 равна 0. В п. 3 было определено каноническое разложение подал-
гебры F класса 0 алгебры AO(1, n). Это разложение позволило описать с точно-
стью до O(1, n)-сопряженности все подпространства, инвариантные относитель-
но F и тем самым свести проблему классификации подалгебр класса 0 алгебры
AO(1, n) в некотором смысле к проблеме классификации неприводимых подал-
гебр ортогональной алгебры AO(k) для всех k ≤ n. Естественно возникает задача
определения подобного разложения для подалгебры Φ класса 1 алгебры AO(1, n).
Согласно работе [7] всегда можно предполагать, что подалгебра Φ оставляет инва-
риантным подпространство V(1) = 〈P0 + Pn, P1, . . . , Pn−1〉. Указанное разложение
подалгебры Φ связано с разложением пространства V(1) в ортогональную сумму
подпространств. Это разложение пространства V(1) определяется следующей тео-
ремой.

Теорема 2. Пусть Φ — подалгебра класса 1 алгебры AO(1, n). Пространство
V(1) с точностью до O(1, n)-сопряженности является прямой ортогональной
суммой Φ-инвариантных подпространств U иW , удовлетворяющих двум усло-
виям:

1) пространство U изотропно и является ортогональной суммой U = U1 +
· · ·+Us Φ-инвариантных подпространств U1 = 〈P0+Pn〉⊕V1, . . . , Us = 〈P0+Pn〉⊕
Vs, где V1 = 〈P1, . . . , Pk1〉, . . . , Vs = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+ks

〉, s ≥ 1, σ = k1 + · · · + ks−1;
каждое из подпространств Ui содержит только следующие Φ-инвариантные
подпространства: 0, 〈P0 + Pn〉, Ui;

2) пространство W невырождено и является прямой ортогональной суммой
подпространств W1 = 〈Pl0+1, . . . , Pl0+l1〉, . . . ,Wt = 〈Pδ+1, . . . , Pδ+lt〉, t ≥ 0, l0 =
σ+ks, δ = l0+· · ·+lt−1, σ+lt = n−1. Каждое из подпространствWi неприводимо
и инвариантно относительно Φ.

Доказательство. Пусть W — максимальное невырожденное подпространство V(1)

инвариантное относительно Φ. Тогда V(1) = W ⊕ U , где U = W⊥ — ортого-
нальное дополнение к W . Пусть O(n − 1) — ортогональная группа, действующая
на пространстве 〈P1, . . . , Pn−1〉. Очевидно, O(n − 1) ⊂ O(1, n) и подпространство
V(1) инвариантно относительно группы O(n − 1). Используя теорему Витта, при-
ведем базис подпространства W к виду Pl0+1 + α(P0 + Pn), . . . , Pn−1 + β(P0 +
Pn). Подействовав на этот базис автоморфизмом exp(αGl0+1 + · · · + βGn−1), по-
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лучим базис {Pl0+1, . . . , Pn−1}. Таким образом, можно предполагать, что W =
〈Pl0+1, . . . , Pn−1〉. Но тогда U = 〈P0 + Pn, P1, . . . , Pl0〉. В частности, может быть
U = 〈P0 + Pn〉.
Допустим, что U 	= 〈P0 +Pn〉. Пусть U ′

1 — минимальное, отличное от 〈P0 +Pn〉,
ненулевое Φ-инвариантное подпространство пространства U . Учитывая, что орто-
гональная группа O(l0) действующая на пространстве 〈P1, . . . , Pl0〉, оставляет V(1)

инвариантным, получаем, что U ′
1 O(l0)-сопряжено, а значит, и O(1, n)-сопряжено

с подпространством U1 = 〈P0 + Pn, P1, . . . , Pk1〉. Очевидно, автоморфизм ϕ, ото-
бражающий U ′

1 на U1, не изменяет подпространства W . Подпространство U разла-
гается в ортогональную сумму U = U1 + U⊥

1 , где U
⊥
1 = 〈P0 + Pn, Pk1+1, . . . , Pl0〉.

Применяя к подпространству U⊥
1 рассуждения, приведенные выше для подпро-

странства U ′
1, получаем через конечное число шагов искомое разложение про-

странства U . Эти же рассуждения доказывают существование разложения для
подпространства W , указанного в теореме. Теорема доказана.

Пусть T1 = 〈G1, . . . , Gk〉, . . . , Ts = 〈Gσ+1, . . . , Gσ+ks
〉, где Gα = J0a − Jan, a =

1, . . . , σ + ks, и пусть AE′(Ui) = Ti +⊃ AO(Vi), i = 1, . . . , s. Алгебра AE′(Ui)
является, очевидно, алгеброй Евклида. Максимальная подалгебра K, для которой
существует разложение пространства V(1), удовлетворяющее условиям теоремы 2,
разлагается в прямую сумму подалгебр AE′(Ui) и AO(Wj), т.е.

K = AE(U1)⊕ · · · ⊕AE(Us)⊕AO(W1)⊕ · · · ⊕AO(Wt).

Пусть L — любая другая подалгебра, обладающая указанным разложением
пространства V(1). Тогда L ⊂ K и L является подпрямой суммой подалгебр Φ̄i ⊂
AE(Ui) и Fj ⊂ AO(Wj). Очевидно, Fj — неприводимая подалгебра алгебры
AO(Wj), a Ui содержит только следующие Φ̄i-инвариантные подпространства: 0,
〈P0 +Pn〉, Ui. Алгебры Φ̄i и Fj будем называть элементарными частями алгебры L
и записывать это так:

L = Φ̄1 +
˙
· · · +

˙
Φ̄s +

˙
F1 +

˙
· · · +

˙
Ft. (4)

Определим структуру каждой из подалгебр Φ̄i. Так как в Ui существует только
одно нетривиальное подпространство 〈P0 +Pn〉, инвариантное относительно Φ̄i, то
проекция Φi алгебры Φ̄i на AO(Vi) действует неприводимо на Vi. Следовательно,
подалгебра Φi действует вполне приводимо на подпространстве Ti и потому обла-
дает только расщепляемым расширениями в алгебре Φ̄i [7]. Поэтому Φ̄i = Ti⊕Φi.
Используем разложение (4) и введем понятие примарной части алгебры L. С

этой целью рассмотрим два множества подалгебр M1 = {Φ̄1, . . . , Φ̄s} и M2 =
{F1, . . . , Ft}. В п. 3 было определено отношение эквивалентности на множестве
M2, которое проводит разбиение M2 на классы U1, . . . ,Ut. Подалгебры Fk1 , Fk2 ,
. . . , Fknj

, входящие в класс Uj , определяют примарную часть Aj(dj ;nj), являю-
щуюся подпрямой суммой подалгебр Fk1 , Fk2 , . . . , Fknj

. Здесь dj — размерность
подпространств Wk1 ,Wk2 , . . . ,Wknj

.
Перейдем к определению примарных частей алгебры L, которые строятся на

основе элементарных частей Φ̄i. Обозначим через τi проектирование L на Φ̄i,
а через Φij алгебру (τi + τj)(L) (i 	= j; i, j = 1, . . . , s). Пусть N — произвольное
L-инвариантное подпространство V(1), θi — проектирование N на Ui, и Nij =
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(θi+θj)(N). Допустим, что θi(N) = Ui, θj(N) = Uj . Тогда имеет место следующее
предложение.

Предложение 1. Если подпространство Nij неразложимо в сумму подпрос-
транств Ui и Uj, то Φ̄ij = (Ti ⊕ Tj) ⊕ (Φi +

˙
Φj), где Φi +

˙
Φj — примарная

подалгебра алгебры AO(Vi ⊕ Vj).
Введем на множестве M1 отношение эквивалентности следующим образом.

Две подалгебры Φ̄i, Φ̄j ∈ M1 будем называть эквивалентными, если Φ̄ij = (Ti ⊕
Tj) ⊕ (Φi +

˙
Φj), где Φi +

˙
Φj — примарная подалгебра алгебры AO(Vi ⊕ Vj). Дан-

ное отношение проводит разбиение множества M1 на классы R1, . . . ,Ri. Если
Φh1 , . . . ,Φhmi

∈ Ri, то через Bi(ri;mi) обозначим подалгебру Bi(ri;mi) = (τh1 +
· · ·+ τhmi

)(L). Здесь ri — размерность пространств Vh1 , . . . , Vhmi
. Согласно этому

определению примарная часть Bi(ri;mi) имеет следующий вид:

Bi(ri;mi) = (Th1 ⊕ · · · ⊕ Thmi
)⊕ (Φh1 +

˙
· · · +

˙
Φhmi

),

где Φh1 +
˙
· · · +

˙
Φhmi

является примарной подалгеброй алгебры AO(Vh1 ⊕ · · · ⊕
Vhmi

). Таким образом, произвольная подалгебра L класса 1 алгебры AO(1, n),
обладающая нулевой проекцией на 〈J0n〉, разлагается в подпрямую сумму примар-
ных подалгебр

L = B1(r1;m1)+
˙
· · · +

˙
Bt(rt;mt)+

˙
A1(d1;n1)+

˙
· · · +

˙
As(ds;ns). (5)

Если t = 0, то в разложении (5) примарные части Bi(ri;mi) отсутствуют и мы
получаем следующее разложение подалгебры L:

L = A1(d1;n1)+
˙
· · · +

˙
As(ds;ns). (6)

Разложения (5) и (6) будем называть каноническими разложениями алгебры L.
Используя каноническое разложение алгебры L, нетрудно дать классификацию
всех L-инвариантных подпространств пространства V с точностью до O(1, n)-
сопряженности.

5. Максимальные подалгебры ранга n − 1 алгебры AP (1, n). Опишем все
максимальные подалгебры L ранга n−1 алгебры AP (1, n), удовлетворяющие усло-
вию L∩V = 〈P1, . . . , Pn〉. При описании таких подалгебр можно предполагать, что
L ∩ V = 0. Обозначим через π проектирование AP (1, n) на AO(1, n). Нетрудно
убедиться в справедливости следующего предложения.

Предложение 2. Пусть F — подалгебра класса 1 алгебры AO(1, n), совпа-
дающая со своей примарной частью B1(r1;m1), и r1 > 1. Любая подалгебра
L ⊂ AP (1, n), удовлетворяющая условиям π(L) = F и L ∩ V = 0, содер-
жит подалгебру, которая P (1, n)-сопряжена подалгебре L1 с базисом G1 +
λ1P1, . . . , Gr1 + λ1Pr1 , . . . , G(m1−1)r1+1 + λm1P(m1−1)r1+1, . . . , Gm1r1 + λm1Pm1r1 .
В дальнейшем будем использовать такие обозначения:

AE(n− l − 1) = 〈Pl+1, . . . , Pn−1, Jl+1,l+2, . . . , Jn−2,n−1〉, 0 ≤ l ≤ n− 2;
AO(l) = 〈J12, . . . , Jl−1,l〉, 2 ≤ l ≤ n;
AO(l1; l2) = 〈Jl1+1,l1+2, . . . , Jl1+l2−1,l1+l2〉, 0 ≤ l1 < l2, l1 + l2 ≤ n;
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AE′(l) = 〈G1, . . . , Gl, J12, . . . , Jl−1,l〉;
AẼ′(l) = AE′(l)⊕ 〈J0n〉;
Φ1(λ1) = 〈G1 + λ1P1, . . . , Gr1 + λ1Pr1〉 ⊕AO(r1);
Φ2(λ2) = 〈Gr1+1 + λ2Pr1+1, . . . , Gr1+r2 + λ2Pr1+r2〉 ⊕AO(r1; r2);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Φt(λt) = 〈Gσ+1 + λtPσ+1, . . . , Gσ+rt

+ λtPσ+rt
〉 ⊕AO(σ; rt),

где σ = r1 + r2 + · · ·+ rt−1.

Теорема 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n− 1 алгебры AP (1, n)
и L∩V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) L1 = AE(n− 1);
2) L2 = AO(l)⊕AE(n− l − 1), 1 < l < n;
3) L3 = AE′(l)⊕AE(n− l − 1), 1 ≤ l ≤ n− 1;
4) L4 = 〈J0n〉 ⊕AO(l)⊕AE(n− l − 1), 2 ≤ l ≤ n− 1;

5) L5 = AẼ′(l)⊕AE(n− l − 1), 2 ≤ l ≤ n− 1;

6) L6 = AẼ′(l1)⊕AO(l1; l2)⊕AE(n− l − 1), l = l1 + l2;
7) L7 = 〈G1 + P0 − Pn〉 ⊕AE(n− 2);
8) L8 = Φ1 ⊕ Φ2 ⊕ · · · ⊕ Φt ⊕AE(n− σ − rt − 1);
9) L9 = 〈J0n + αP1〉 ⊕AE(n− 2);

10) L10 = (AE′(l)⊕ 〈J0n + αPl+1〉)⊕AE(n− l − 2);
11) L11 = 〈J12 + αP0〉 ⊕AE(n− 2).

Доказательство. Пусть L — произвольная подалгебра класса 1 алгебры AP (1, n)
и π(L) = F обладает каноническим разложением (5). Как уже отмечалось, можно
предполагать, что L ∩ V = 0. Рассмотрим подробно случай, когда проекция L
на 〈J0n〉 равна нулю (остальные случаи рассматриваются аналогично). Допустим
вначале, что все ri больше единицы. Согласно результатам, изложенным в п. 4,
B1(r1;m1) = (T1 ⊕ · · · ⊕ Tm1) ⊕ (Φ1 +

˙
· · · +

˙
Φm1). Из предложения 2 вытекает,

что LL содержит подалгебру L1 = 〈G1 + λ1P1, . . . , Gr1 + λ1Pr1 . Полная система
инвариантов подалгебры L1 состоит из функций x0 − xn,

ϕ(x) = −x2
0 +

x0 − xn
x0 − xn − λ1

(
x2

1 + · · ·+ x2
r1

)
+ x2

n,

xr1+1, . . . , xn−1. Поэтому любой инвариант f алгебры L является функцией вида
f(x0 − xn, ϕ(x), xr1+1, . . . , xn−1). Так как каждая из этих функций f является
инвариантом подалгебры AO(V1) = 〈J12, . . . , Jr1−1,r1〉, то ввиду максимальности L
имеем AO(V1) ⊂ L и потому m1 = 1. Следовательно, Φ1 = AO(V1) и подалгебра
K1 = L1 ⊕AO(V1) выделяется прямым слагаемым в алгебре L, т.е. L = K1 ⊕ L′.
Рассмотрим далее примарную часть B2(r2;m2) алгебры F . Аналогичными рас-

суждениями доказываем, что m2 = 1 и L′ содержит подалгебру K2 = L2⊕AO(V2),
L2 = 〈Gr1+1 + λ2Pr1+1, . . . , Gr1+r2 + λ2Pr1+r2〉, которая выделяется в L′ прямым
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слагаемым. Значит, L = K1 + K2 ⊕ L′′. Полная система инвариантов подалгебры
K1 ⊕K2 состоит из функций x0 − xn и

−x2
0+

x0 − xn
x0 − xn + λ1

(
x2

1 + · · ·+ x2
r1

)
+

x0 − xn
x0 − xn + λ2

(
x2
r1+1 + · · ·+ x2

r1+r2

)
+x2

n,

xr1+r2+1, . . . , xn−1. Через t шагов получаем L = K1 ⊕ K2 ⊕ · · · ⊕ Kt ⊕ L̄, где
Ki = Li⊕AO(Vi), Li = 〈Gσi+1+λiPσi+1, . . . , Gσi+ri

+λiPσi+ri
〉, σi = r1+· · ·+ri−1,

а L̄ ⊂ 〈Pσ+rt+1, . . . , Pn−1〉 ⊕ A1(d1;n1)+
˙
· · · +

˙
As(ds;ns). Отсюда вытекает, что

функции x0 − xn и

−x2
0 +

x0 − xn
x0 − xn + λ1

(
x2

1 + · · ·+ x2
r1

)
+ · · ·

· · ·+ x0 − xn
x0 − xn + λt

(
x2
σ+1 + · · ·+ x2

σ+rt

)
+ x2

n,

являются инвариантами алгебры L. Так как полная система инвариантов алгебры
L состоит из двух инвариантов, то s = 0. Следовательно, из условия L ∩ V = 0.
получаем L̄ = 0 и σ + rt = n− 1, т.е. алгебра L относится к типу 8 теоремы 3.
Рассмотрим далее случай, когда r1 = 1, а все остальные ri больше еди-

ницы. Так как подалгебры Ki, соответствующие примарным частям Bi(ri;mi),
i = 1, 2, . . . , t − 1, выделяются прямыми слагаемыми в алгебре L, то достаточно
ограничиться рассмотрением случая t = 1. Тогда B1(1;m1) = 〈G1, . . . , Gm1〉 и
алгебра L содержит подалгебру L1 с базисом

X1 = G1 + d11P1 + · · ·+ α1,m1Pm1 + Y1 + γ1(P0 − Pn),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Xm1 = Gm1 + αm1,1P1 + · · ·+ αm1,m1Pm1 + Ym1 + γm1(P0 − Pn),

где Y1, . . . , Ym1 ∈ L̄ = 〈Pm1+1, . . . , Pn−1〉 ⊕ A1(d1;n1)+
˙
· · · +

˙
As(ds;ns), и в слу-

чае m1 > 1 [Yi, Yj ] ∈ 〈Pm1+1, . . . , Pn−1〉, i, j = 1, . . . ,m1. Очевидно, алгебра L
представляется в виде суммы L = L1 + LA, где LA — подпространство алгебры
〈P0 + Pn〉 ⊕ L̄. Поэтому функция x0 − xn является инвариантом алгебры L. По
условию ранг алгебры L равен n− 1, следовательно, s = 0 или s = 1.
Если s = 1, то n1 = 1 и функция x2

m1+1 + · · · + x2
m1+d1

является инвариантом
алгебры L. Так как инварианты x0 − xn и x2

m1+1 + · · · + x2
m1+d1

алгебры L фун-
кционально независимы, то из условия L ∩ V = 0 получаем, что m1 + d1 = n − 1
и подалгебра AO(W1) = 〈Jm1+1,m1+2, . . . , Jn−2,n−1〉 содержится в L. Таким обра-
зом, Y1 = · · · = Ym1 = 0 и L = L1 ⊕ AO(W1). Ранг алгебры L равен n − 2, что
противоречит условию. Следовательно, s = 0 и потому m1 = n − 1. Очевидно
[Xi,Xj ] = (αji − αij)(P0 − Pn) − 2γiPi + 2γjPj . Так как L ∩ V = 0, то αij = αji,
γi = γj = 0 и потому матрица A = (αij) симметрическая. Но тогда существу-
ет такая ортогональная матрица C ∈ O(m1), что CAC−1 = diag [λ1, . . . , λm−1].
Отсюда следует, что с точностью до P (1, n)-сопряженности можно предполагать,
что X1 = G1 + λ1P1, . . . , Xn−1 = Gn−1 + λn−1Pn−1. Поэтому алгебра L имеет два
функционально независимых инварианта x0 − xn и

−x2
0 +

x0 − xn
x0 − xn + λ1

x2
1 + · · ·+ x0 − xn

x0 − xn + λn−1
x2
n−1 + x2

n.
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Таким образом, L относится к типу 8 теоремы.
Если n = 2, то алгебра L с точностью до P (1, n)-сопряженности содержит

элемент X1 = G1 + (P0 − P2) и потому L = 〈G1 + P0 − P2〉. Остальные случаи
рассматриваются аналогично. Теорема доказана.
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Максимальные подалгебры ранга n − 1

алгебры AP (1, n) и редукция нелинейных
волновых уравнений. II
В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БAРАННИК

Описаны максимальные подалгебры L ранга n расширенной алгебры Пуанкаре
AP̃ (1, n), удовлетворяющие условию L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉, где V = 〈P0, P1, . . .,
Pn〉 — пространство трансляций. Построены инварианты этих максимальных подал-
гебр, проведена редукция уравнений Даламбера и Лиувилля по каждой из них, и
найдены широкие классы точных решений данных уравнений.

Настоящая статья является продолжением [1].
6. Максимальные подалгебры ранга n алгеры AP̃ (1, n). Опишем макси-

мальные подалгебры ранга n алгебры AP̃ (1, n), не содержащиеся в AP (1, n) и
удовлетворяющие условию L∩V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Центральное место занимает сле-
дующее предложение.

Предложение 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга r, 2 ≤ r ≤ n,
алгебры AP̃ (1, n). Если L 	⊂ AP (1, n), то L = K ⊕ 〈S′〉, где K — максимальная
подалгебра ранга r − 1 алгебры AP (1, n), а S′ = S +X, X ∈ AP (1, n).

Таблица 1

Максимальные подалгебры ранга n− 1
алгебры AP (1, n)

Нормализатор алгебры
в AP̃ (1, n)

L1 = AE(n− 1) L1 ⊕ 〈J0n, P0, Pn, S〉
L2 = AO(l) ⊕AE(n− l) L2 ⊕ 〈S〉
L3 = AE′(l) ⊕AE(n− l− 1) L3 ⊕ 〈J0n, P0 + Pn, S〉
L4 = 〈J0n〉 ⊕AO(l) ⊕AE(n− l− 1) L4 ⊕ 〈S〉
L5 = AẼ′(l) ⊕AE(n− l− 2) L5 ⊕ 〈S, Pl+1〉
L6 = AẼ′(l1) ⊕AO(l1, l2) ⊕AE(n− l− 1) L6 ⊕ 〈S〉
L7 = 〈G1 + P0 − Pn〉 ⊕AE(n− 2) L7 ⊕ 〈J0n − 2S〉
L8 = Φ1 ⊕ · · · ⊕ Φt ⊕AE(n− σ − rt − 1) L8 ⊕ 〈J0n − 2S〉
L9 = 〈J0n + αP1〉 ⊕AE(n− 2) L9

L10 = (AẼ′(l) ⊕ 〈J0n + dPl+1〉) ⊕AE(n− l− 2) L10

L11 = 〈J12 + αP0〉 ⊕AE(n− 2) L11

Предложение 3 легко доказывается на основании теоремы об универсальном
инварианте. Из этого предложения вытекает, что описание максимальных подал-
гебр ранга n алгебры AP̃ (1, n), не содержащихся в AP (1, n), сводится к нахо-
ждению всех расширений максимальных подалгебр ранга n − 1 алгебры AP (1, n)
с помощью одномерных подалгебр вида 〈S + X〉, X ∈ AP (1, n). Рассмотрим этот
вопрос более подробно. Пусть K — произвольная максимальная подалгебра ран-
га n − 1 алгебры AP (1, n). Из табл. 1 вытекает, что ее нормализатор в алгебре
AP̃ (1, n) представляется в виде K ⊕ F , где F — подалгебра. Следовательно, ма-
ксимальная подалгебра L ранга n алгебры AP̃ (1, n), содержащая K, является
полупрямой суммой L = K ⊕ 〈S +X〉, где S +X ∈ F . Пусть L′ = K ⊕ 〈S +X ′〉,
Укр. матем. журн., 1990, 42, № 12, C. 1693–1700.
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S + X ′ ∈ F , — какая-нибудь другая максимальная подалгебра ранга n алгебры
AP̃ (1, n). Тогда имеет место следующее предложение.
Предложение 4. Две подалгебры L = K ⊕ 〈S +X〉 и L′ = K ⊕ 〈S +X ′〉 P̃ (1, n)-
conряжены тогда и только тогда, когда 〈S +X〉 и 〈S +X ′〉 сопряжены отно-
сительно группы внутренних автоморфизмов алгебры F .
Из предложений 3 и 4 вытекает следующий алгоритм построения максималь-

ных подалгебр ранга n алгебры AP (1, n), не содержащихся в AP (1, n).
1) Проводим классификацию всех максимальных подалгебр ранга n−1 алгебры

AP (1, n) с точностью до P (1, n)-сопряженности.
2) Для максимальной подалгебры K ⊂ AP (1, n) ранга n − 1 находим ее

нормализатор NorAP̃ (1,n)K в алгебре AP̃ (1, n) (см. табл. 1). Пусть, например,
NorAP̃ (1,n)K = K ⊕ F .
3) Проводим классификацию с точностью до группы внутренних автоморфи-

змов всех одномерных подалгебр алгебры F с ненулевой проекцией на 〈S〉.
4) Если 〈S + X1〉, . . . , 〈S + Xt〉 — все одномерные подалгебры алгебры F , то

K1 = K⊕〈S+X1〉, . . . , Kt = K⊕〈S+Xt〉 — все максимальные подалгебры ранга
n алгебры AP̃ (1, n), являющиеся расширениями подалгебры K.
Используя указанный алгоритм и результаты, изложенные в п. 5, находим

список максимальных подалгебр ранга n алгебры AP̃ (1, n), не содержащихся в
AP (1, n) и удовлетворяющих условию L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉.
Теорема 4. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AP̃ (1, n)
с ненулевой проекцией на 〈S〉 и L∩V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L сопряжена с одной
из следующих алгебр:

1) L1,1 = L1 ⊕ 〈S〉;
2) L1,2 = L1 ⊕ 〈J0n + αS〉 (α 	= 0);
3) L1,3 = L1 ⊕ 〈J0n + S + P0 + Pn〉;
4) L2,1 = L2 ⊕ 〈S〉;
5) L3,1 = L3 ⊕ 〈S〉;
6) L3,2 = L3 ⊕ 〈J0n + αS〉 (α 	= 0);
7) L3,3 = L3 ⊕ 〈J0n + S + P0 + Pn〉;
8) L4,1 = L4 ⊕ 〈S〉;
9) L5,1 = L5 ⊕ 〈S〉;

10) L6,1 = L6 ⊕ 〈S〉;
11) L7,1 = L7 ⊕ 〈J0n − 2S〉;
12) L8,1 = L8 ⊕ 〈J0n − S〉.

Введем далее в рассмотрение расширенную алгебру Евклида AẼ(n), облада-
ющую базисом Jab = xb∂a − xa∂b, Pa = ∂a, S1, где S1 = −xa∂a + 2∂u или
S1 = −xa∂a + 2u

k−1∂u; a, b = 1, . . . , n. Генераторы поворотов Jab порождают ор-
тогональную алгебру AO(n). Используя указанный выше алгоритм, приходим к
следующим результатам.

Предложение 5. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AẼ(3).
Тогда L Ẽ(3)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) L1 = 〈J12, S1〉; 2) L2 = 〈P3, S1〉;
3) L3 = 〈J12 + cS1, P3〉 (c > 0); 4) L4 = 〈J12, P1, P2〉;
5) L5 = 〈J12, J13, J23〉; 6) L6 = 〈J12, P3〉.
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Предложение 6. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AẼ(4)
и L ∩ 〈P1, . . . , Pn〉 = 0. Тогда L Ẽ(4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) L1 = 〈J12, J34, S1〉; 2) L2 = 〈J12, J13, J23, S1〉; 3) L3 = AO(4).

7. Редукция и точные решения уравнения Лиувилля. В настоящем пун-
кте подалгебры алгебр AP̃ (1, n) и AẼ(n) используются для поиска инвариантных
решений уравнения (1) при F (u) = λ expu. Пусть L — произвольная подалге-
бра алгебры AP̃ (1, n) и подпространство L ∩ V изотропно. В силу теоремы Витта
можно предполагать, что P0 + P1 ∈ L ∩ V . Тогда любое решение уравнения (1),
инвариантное относительно L, имеет вид u = u(x0 − xn, x1, . . . , xn−1), и потому

u11 + · · ·+ un−1,n−1 − λ expu = 0. (7)

Таким образом, указанный случай сводится к рассмотрению уравнения (7) в ев-
клидовом пространстве Rn−1. Максимальной алгеброй инвариантности уравне-
ния (7) является расширенная алгебра Евклида AẼ(n − 1), обладающая базисом
Jab = xb∂a − xa∂b, Pa = ∂a, S1 = −xa∂a + 2∂u; a, b = 1, . . . , n − 1. Следователь-
но, подалгебры алгебры AẼ(n− 1) можно использовать для поиска инвариантных
решений уравнения (7), а значит, и уравнения (1). Для иллюстрации остановим-
ся подробно на случае n = 4. Запишем полные системы инвариантов подалгебр,
представленных в предложении 5; запись L: f1, . . . , fn будет означать, что функции
f1, . . . , fn образуют полную систему инвариантов алгебры L:

L1: ω′ = u+ 2 lnx3, ω =
x2

1 + x2
2

x2
3

;

L2: ω′ = u+ ln
(
x2

1 + x2
2

)
, ω = arctg

x2

x1
;

L3: ω′ = u+ ln
(
x2

1 + x2
2

)
, ω = ln

(
x2

1 + x2
2

)
+ c arctg

x2

x1
;

L4: ω′ = u, ω = x3;

L5: ω′ = u, ω = x2
1 + x2

2 + x2
3;

L6: ω′ = u, ω = x2
1 + x2

2.

Анзац ω′ = ϕ(ω) редуцирует уравнение (7) к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению с неизвестной функцией ω(ϕ):

L1: 4(ω + ω2)ϕ̈+ (6ω + 4)ϕ̇− 2− λ expϕ = 0;
L2, L4: ϕ̈− λ expϕ = 0; L3: (42

c)ϕ̈− λ expϕ = 0;
L5: 4ωϕ̈+ 6ϕ̇− λ expϕ = 0; L6: 4ωϕ̈+ 4ϕ̇− λ expϕ = 0.

Каждому решению редуцированного уравнения соответствует решение уравне-
ния (7), а значит, и уравнения (1). Рассмотрим, например, уравнение ϕ̈−λ1 expϕ =
0, λ1 = λ/(4 + c2). Оно имеет следующие решения [2]:

ϕ = ln
{
C1

2λ1
sec2

[√
C1

2
(ω + C2)

]}
, C1 > 0, λ1 > 0, C2 ∈ R,

ϕ = ln
{

2C1C2 exp(
√
C1ω)

λ1[1− C2 exp(
√
C1ω)]2

}
, C1 > 0, λ1C2 > 0,
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ϕ = − ln
(√

λ1

2
ω + C

)2

.

Следовательно, получаем такие решения уравнения (1):

u = ln
{

θ1
2λ1ω1

sec2

[√
θ1
2

(ω + θ2)
]}

,

u = ln
{

2θ1θ3 exp
√
θ1ω

λ1ω1[1− θ3 exp
√
θ1ω]2

}
,

u = − ln

{
ω1

(√
λ1

2
ω + θ2

)2
}
,

где ω1 = x2
1 + x2

2, θ1 = θ1(x0 − x4) и λ1θ3 = λ1θ3(x0 − x4) — положительно
определенные дифференцируемые функции от переменной x0 − x4, θ2 = θ2(x0 −
x4) — произвольная дифференцируемая функция от переменной x0 − x4.
Пусть далее L — произвольная подалгебра алгебры AP̃ (1, n) и подпространство

L ∩ V не вырождено. С учетом рассмотренного случая можно предполагать, что
L ∩ V = 〈P0〉 или L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Если L ∩ V = 〈P0〉, то любое решение
u = u(x) уравнения (1), инвариантное относительно L, не зависит от x0, и потому

u11 + · · ·+ unn − λ expu = 0. (8)

Максимальной алгеброй инвариантности уравнения (8) является расширенная ал-
гебра Евклида AẼ(n). Поэтому подалгебры L алгебры AẼ(n), удовлетворяющие
условию L∩ 〈P1, . . . , Pn〉 = 0, можно использовать для поиска решений уравнения
(8), а значит, и уравнения (1). Рассмотрим случай n = 4. Запишем полные системы
инвариантов подалгебр, представленных в предложении 6:

L1: ω′ = u+ ln
(
x2

1 + x2
2

)
, ω =

x2
1 + x2

2

x2
3 + x2

4

,

L2: ω′ = u+ ln
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
, ω =

x2
1 + x2

2 + x2
3

x2
4

,

L3: ω′ = u, ω = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4.

Применяя анзац ω′ = ϕ(ω), редуцируем уравнение (8) к обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω):

L1: 4ω2(1 + ω)ϕ̈+ 4ω(1 + ω)ϕ̇− λ expϕ = 0;
L2: 4ω2(1 + ω)ϕ̈+ 6ω(1 + ω)ϕ̇− 2− λ expϕ = 0;
L3: 4ωϕ̈+ 8ϕ̇− λ expϕ = 0.

Каждому решению редуцированного уравнения соответствует решение уравнения
(8), а значит, и уравнения (1).
Рассмотрим случай, когда L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Будем предполагать, что L не

содержится в AP (1, n) и ее ранг равен n. Запишем полные системы инвариантов
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подалгебр, представленных в теореме 4:

L1,1: ω′ = u+ 2 ln(x0 + xn), ω = x0/xn,

L1,2: ω′ = u− 2α
1−α ln(x0+xn), ω = (1+α) ln(x0+xn)+(1−α) ln(x0−xn),

L1,3: ω′ = u+ ln(x0 − xn), ω = x0 + xn + ln(x0 − xn),

L2,1: ω′ = u+ 2 lnx0, ω =
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

l

x2
0

,

L3,1: ω′ = u+ 2 ln(x0 − xn), ω =

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)1/2
x0 − xn ,

L3,2: ω′ = u+ ln
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)
,

ω = δ ln
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)− ln(x0 − xn),

L3,3: ω′ = u+ ln(x0 − xn), ω =
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

x0 − xn + ln(x0 − xn),

L4,1: ω′ = u+ ln
(
x2

1 + · · ·+ x2
l

)
, ω =

x2
1 + · · ·+ x2

l

x2
0 − x2

n

,

L5,1: ω′ = u+ 2 lnxl+1, w =
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

x2
l+1

,

L6,1: ω′ = u+ ln
(
x2
l1+1 + · · ·+ x2

l1+l2

)
, ω =

x2
l1+1 + · · ·+ x2

l1+l2

x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l1
− x2

n

,

L7,1: ω′ = u+ 2 ln
[
(x0 − xn)2 − 4x1

]
,

ω =

[
(x0 − xn)2 − 4x1

]3
[6(x0 + xn)− 6x3(x0 − xn) + (x0 − xn)3]2

,

L8,1: ω′ = u+ ln
[
−x2

0 +
x0 − xn

x0 − xn + λ1

(
x2

1 + · · ·+ x2
r1

)
+ · · ·

· · ·+ x0 − xn
x0 − xn + λt

(
x2
σ+1 + · · ·+ x2

σ+rt

)
+ x2

n

]
, ω = x0 − xn.

Анзац ω′ = ϕ(ω) редуцирует уравнение Лиувилля к обыкновенному дифференци-
альному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω):

L1,1: (1 + ω)2(1− ω2)ϕ̈− 2ω(1 + ω)2ϕ̇+ λ expϕ = 0,
L1,2: 4(1− α2) exp(−ω)ϕ̈+ λ expϕ = 0,
L1,3: 4ϕ̈+ λ expϕ = 0,
L2,1: 4ω(ω − 1)ϕ̈+ (6ω − 2l)ϕ̇+ 2 + λ expϕ = 0,
L3,1: 4ω3ϕ̈+ 2ω2(2 + l)ϕ̇− λ expϕ = 0,
L3,2: 4δ(δ − 1)ϕ̈+ 2δlϕ̇− 2l + λ expϕ = 0,
L3,3: 4ϕ̈+ 2lϕ̇+ λ expϕ = 0,
L4,1: 4ω2(ω − 1)ϕ̈+ (4ω2 − 2lω)ϕ̇− 2l − 4 + λ expϕ = 0,
L5,1: 4ω(1− ω)ϕ̈+ (4 + 2l − 6ω)ϕ̇− 2 + λ expϕ = 0,
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L6,1: 4ω(1− ω)ϕ̈+ (4 + 2l1 + 2l2ω − 8ω)ϕ̇+ 2l2 − 4 + λ expϕ = 0,
L7,1: 144ω2(ω − 1)ϕ̈+ 24ω(9ω − 4)ϕ̇− 32 + λ expϕ = 0,

L8,1:
(

1 +
ω

ω + λ1
+ · · ·+ ω

ω + λt

)
− λ expϕ = 0.

Используя редуцированные уравнения, соответствующие подалгебрам L4,1 и
L3,2, получаем такие решения уравнения Лиувилля:

L4,1: u = ln
4− 2l

λ (x2
1 + · · ·+ x2

l )
,

L3,2(δ = 0): u = ln
2l

λ (x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − x2

n)
,

L3,2(δ = 1):u = − ln
{(
− λ

2Cl

)[
x0 − xn − C

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)]}
.

8. Редукция и точные решения уравнения Даламбера. В настоящем пункте
подалгебры алгебры AP̃ (1, n) используются для поиска инвариантных решений не-
линейного уравнения (1) при F (u) = λuk. Следуя п. 7, мы должны рассмотреть три
случая в зависимости от структуры пространства L ∩ V , где L — подалгебра ал-
гебры AP̃ (1, n). Рассмотрим один из этих случаев, а именно: будем предполагать,
что L 	⊂ AP (1, n), L∩V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉 и ранг L равен n. Запишем полные системы
инвариантов подалгебр, представленных в теореме 4, за исключением подалгебр
L1,i, i = 1, 2, 3; L7,1 и L8,1:

L2,1: ω′ =
u

x
2/(1−k)
0

, ω =
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

l

x2
0

,

L3,1: ω′ =
u

(x0 − xn)2/(1−k) , ω =

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)1/2
x0 − xn ,

L3,2:
u

(x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − x2

n)
1/(1−k) ,

ω = δ ln
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)− ln(x0 − xn),
L3,3: ω′ =

u

(x0 − xn)1/(1−k) , ω =
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

x0 − xn + ln(x0 − xn),

L4,1: ω′ =
u

(x2
1 + · · ·+ x2

l )
1/(1−k) , ω =

x2
1 + · · ·+ x2

l

x2
0 − x2

n

,

L5,1: ω′ =
u

x
2/(1−k)
l+1

, ω =
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

x2
l+1

,

L6,1: ω′ =
u(

x2
l1+1 + · · ·+ x2

l1+l2

)1/(1−k) , ω =
x2
l1+1 + · · ·+ x2

l1+l2

x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l1
− x2

n

.

Применяя анзац ω′ = ϕ(ω), редуцируем уравнение Даламбера к обыкновенному
дифференциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω):

L2,1: 4(ω2 − ω)ϕ̈+
(
− 8

1− k + 6ω − 4l
)
ϕ̇+

2(1 + k)
(1− k)2 ϕ+ λϕk = 0,

L3,1: −ϕ̈+
4 + l(1− k)

1− k
1
ω
ϕ̇+ λϕk = 0,
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L3,2: 4δ(δ − 1)ϕ̈+
(

8δ − 4
1− k + 2δl

)
ϕ̇+
[

4k
(1− k)2 +

2(l + 2)
1− k

]
ϕ+ λϕk = 0,

L3,3: 4ϕ̈+
4 + 2l − 2lk

1− k ϕ̇+ λϕk = 0,

L4,1: 4ω2(1− ω)ϕ̈+
(
− 8

1− k + 4ω2 − 2ωl
)
ϕ̇− 2l(l − k) + 4k

(1− k)2 ϕ+ λϕk = 0,

L5,1: 4(ω − ω2)ϕ̈+
(

8
1− k + 2l + 4− 6ω

)
ϕ̇− 2(1 + k)

(1− k)2ϕ+ λϕk = 0,

L6,1: 4(ω − ω2)ϕ̈+
(

8
1− k 2l1 + 4− 8ω + 2ωl2

)
ϕ̇−

− 2l2(l − k) + 4k
(1− k)2 ϕ+ λϕk = 0.

Запишем некоторые точные решения уравнения Даламбера

L3,1: u−4/l = σ(l)
[(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)1/2 + C(x0 − xn)
]2
,

σ(l) =
4λ

l(l − 2)
, k =

4 + l

l
, 1 ≤ l ≤ n− 1,

L3,2(δ = 0): u1−k=
λ(1−k)2 (x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)
2Cδ(k, l)

1−C(x0−xn)σ(k,l)/2

(x0 − xn)σ(k,l)/2
,

σ(k, l) = l + 2− kl, 1 ≤ l ≤ n− 1,

L3,2(δ = 1): u1−k = σ(k, l)
[
x0 − xn − C

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)]
,

σ(k, l) =
λ(1− k)2

2C(l − lk + 2)
, 1 ≤ l ≤ n− 1,

L3,2: u1−k = σ(k, l)
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)
,

σ(k, l) = − λ(1− k)2
2(l − lk + 2)

, 1 ≤ l ≤ n− 1,

L3,2: u1−k = σ1(k, l)

[
(x0 − xn)σ2(k,l) − C0

(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

l − x2
n

)]2
(x0 − xn)σ2(k,l)

,

σ1(k, l) =
λ(1− k2)

4C(1 + k)(2 + l − kl) , σ2(k, l) =
4 + l − kl

2
,

L3,3: u2/l = σ(l)
x0 − xn

[(x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − x2

n) + (x0 − xn){ln(x0 − xn) + C}]2
,

k =
2 + l

l
, σ(l) = −4l(l + 1)

λ
, 1 ≤ l ≤ n− 1,

L4,1: u1−k = σ(k, l)
(
x2

1 + · · ·+ x2
l

)
,

σ(k, l) =
λ(1− k)2

2(l − lk + 2k)
, 1 ≤ l ≤ n− 1.
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О точных решениях уравнений
Даламбера и Лиувилля
в псевдоевклидовом пространстве R2,2. I

В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК, Ю.Д. МОСКАЛЕНКО

Получено описание максимальных подалгебр ранга 3 и 4 расширенной алгебры Пу-
анкаре AP̃ (2, 2), являющейся максимальной алгеброй инвариантности уравнения
�u+ F (u) = 0, где F (u) = λuk, k �= 1, или F (u) = λ expu.

1. Введение. Рассмотрим нелинейное уравнение в псевдоевклидовом простран-
стве R2,2

�u+ F (u) = 0, (1)

где �u = u11 + u22 − u33 − u44, uµν = ∂2u/∂xµ∂xν , u ≡ u(x), x = (x1, x2, x3, x4);
µ, ν = 1, 2, 3, 4; F — гладкая функция. Известно [1], что если F (u) = λuk, k 	= 1,
или F (u) = λ expu, то максимальной группой инвариантности уравнения (1) явля-
ется расширенная группа Пуанкаре P̃ (2, 2). Ее алгебра Ли AP̃ (2, 2) реализуется
следующими операторами:

Pα = ∂α, Jαβ = gανxν∂β − gβνxν∂α, S = −xα∂α +
2u
k−1

∂u при F = λuk,

Pα = ∂α, Jαβ = gανxν∂β − gβνxν∂α, S = −xα∂α + 2∂u при F = λ expu,

где ∂α ≡ ∂/∂xα, ∂u ≡ ∂/∂u, g11 = g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0, если α 	= β;
α, β, ν = 1, 2, 3, 4.
В настоящей статье подалгебры алгебры AP̃ (2, 2) используются для поиска

инвариантных решений уравнения (1) при F (u) = λuk (уравнение Даламбера) и
F (u) = λ expu (уравнение Лиувилля). С этой целью опишем максимальные по-
далгебры ранга 3 и 4 алгебры AP̃ (2, 2), не содержащиеся в AP (2, 2). Если L —
одна из таких подалгебр ранга 3, ω′(x, u), ω(x) — ее основные инварианты, то
анзац ω′ = ϕ(ω) редуцирует уравнение (1) к обыкновенному дифференциальному
уравнению с неизвестной функцией ϕ(ω). При описании максимальных подалгебр
ранга 3 и 4 алгебры AP̃ (2, 2) используется метод классификации подалгебр алге-
бры AO(2, 2), основанный на разбиении множества всех ее подалгебр на классы,
каждый из которых характеризуется изотропным рангом [2].
Статья состоит из двух частей. В первой части описаны максимальные подалге-

бры ранга 3 и 4 алгебры AP̃ (2, 2). Во второй части статьи построены инварианты
этих максимальных подалгебр, проведена редукция по каждой из них и найдены
точные решения уравнений Даламбера и Лиувилля.
Отметим, что редукция волнового уравнения (1) в пространстве Минковского

R1,3 осуществлена в работах [1, 3–6], а в пространствах R2,2 и R2,3 с использова-
нием подалгебр алгебр AP (2, 2) и AP (2, 3) — в работах [7, 8].

Укр. матем. журн., 1990, 42, № 8, C. 1122–1128.
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2. Основные понятия. Расширенной группой Пуанкаре P̃ (2, 2) называется
мультипликативная группа матриц(

λ∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ O(2, 2), λ ∈ R, λ > 0, Y ∈ R4.
Пусть Eik — матрица порядка 5, имеющая единицу на пересечении i-и строки

и k-го столбца, и нули на всех остальных местах, i, k = 1, . . . , 5.
Тогда базис алгебры AP̃ (2, 2) образуют матрицы J12 = E12−E21, Lab = −Eab+

Eba; a < b; a, b = 3, 4, 5; Jia = −Eia − Eai; i = 1, 2; a = 3, 4, 5; Pj = Ej5; j =
1, . . . , 5; S = E11 + E22 + E33 + E44. Они удовлетворяют таким коммутационным
соотношениям:

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac, [Pa, Jbc] = gabPc − gacPb,
Jab = −Jba, [Pa, Pb] = 0, [S, Jab] = 0, [S, Pa] = Pa,

где g11 = g22 = −g33 = −g44 = 1, gab = 0 при a 	= b; a, b, c, d = 1, 2, 3, 4. Генераторы
поворотов Jab порождают алгебру AO(2, 2), генераторы трансляций Pa порождают
коммутативный идеал V , причем AP̃ (2, 2) = AP (2, 2) ⊕ 〈S〉, где AP (2, 2) = V ⊕
AO(2, 2), AÕ(2, 2) = AO(2, 2)⊕ 〈S〉.
Пусть G — подгруппа Ли группы P̃ (2, 2), AG = 〈X1, . . . , Xs〉 — алгебра Ли

группы G. Непостоянная функция f(x, u) = f(x1, . . . , x4, u) называется инвариан-
том группы G, если f(x, u) постоянна на G-орбите каждой точки (x, u), x ∈ R2,2.
Функция f(x, u) является инвариантом G тогда и только тогда, когда Xif(x, u) = 0
для всех i = 1, . . . , s. Если r — ранг алгебры AG и r < 5, то существует система
s1 = 5 − r функционально независимых инвариантов f1(x, u), . . . , fs1(x, u), обла-
дающая тем свойством, что любой инвариант f группы G можно выразить через
инварианты f1, . . . , fs1 , т. е. f(x, u) = ψ(f1(x, u), . . . , fs1(x, u)). Эту систему ин-
вариантов будем называть полной системой инвариантов группы G или алгебры
AG.
Каждый внутренний автоморфизм g → hgh−1 группы Ли G индуцирует ав-

томорфизм X → hXh−1 алгебры Ли AG. Этот автоморфизм будем называть G-
автоморфизмом алгебры AG и обозначать символом ϕh. Подалгебры L1 и L2 ал-
гебры AG будем называть G-сопряжениыми, если hL1h

−1 = L2. Пусть L1 и L2 —
подалгебры алгебры AP̃ (2, 2). Если для некоторого элемента C ∈ P̃ (2, 2) подалге-
бры CL1C

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами, то подалгебры L1,
L2 будем называть эквивалентными [7, 9]. В этом случае используем обозначение
L1 ≈ L2.
Если функции fi(x), i = 1, . . . , k, являются инвариантами ненулевой подал-

гебры L алгебры AP̃ (2, 2), то L будем называть алгеброй инвариантности данной
системы функций. Для системы инвариантов каждой подалгебры алгебры AP̃ (2, 2)
существует максимальная алгебра инвариантности, содержащая все алгебры ин-
вариантности данной системы функций.

Предложение 1. Пусть L1, L2 — подалгебры алгебры AP̃ (2, 2). Для того чтобы
L1 ≈ L2, необходимо и достаточно, чтобы максимальные алгебры инвариан-
тности полных систем инвариантов подалгебр L1 и L2 были P̃ (2, 2)-сопря-
женными.
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Подалгебра L ⊂ AO(2, 2) называется подалгеброй класса 0, если V не содер-
жит вполне изотропного подпространства, инвариантного относительно L. Будем
говорить, что подалгебра L ⊂ AO(2, 2) относится к классу r > 0 или имеет изо-
тропный ранг r, если ранг максимального вполне изотропного подпространства,
инвариантного относительно L, равен r. Для подалгебры класса 0 изотропный
ранг полагаем равным нулю. Очевидно, любая подалгебра L алгебры AO(2, 2)
имеет изотропный ранг 0 или 2.
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AP̃ (2, 2). Если подпространство

L ∩ V отлично от нуля и не является вполне изотропным, то в силу теоремы
Витта можно предполагать, что Pi ∈ L ∩ V для некоторого i ∈ {1, 2, 3, 4}. Так
как Pi = ∂/∂xi, то инвариант алгебры L не зависит от переменной xi, и потому
рассматриваемый случай сводится к изучению уравнения (1) в пространстве R1,2.
Поскольку эти случаи детально рассматривались в [1, 3], то, следовательно, доста-
точно ограничиться изучением тех подалгебр L ⊂ AP̃ (2, 2), для которых L∩V = 0
либо L∩V является вполне изотропным. Пусть L∩V является вполне изотропным
и L ∩ V = 〈P1 + P4〉.
Тогда любое решение u = u(x) уравнения (1), инвариантное относительно L,

имеет вид u = ϕ(x1 − x4, x2, x3), и потому ∂2ψ
∂x2

2
− ∂2ϕ

∂x2
3

+ F (ϕ) = 0. Таким обра-
зом, все свелось к рассмотрению уравнения (1) пространстве R1,1. Учитывая это,
достаточно изучить подалгебры L ⊂ AP̃ (2, 2), для которых L ∩ V = 0.

Таблица 1

№ п/п Тип разложения
пространства

Максимальные подалгебры
класса 0 алгебры AO(2, 2)

1 (+ + −−) AO(2, 2)
2 (+ + −)(−) AO(2, 1) = 〈J12, J13, J23〉
3 (+)(+ −−) AO(1, 2) = 〈J23, J24, J34〉
4 (++)(−−) AO(2) ⊕AO(2) = 〈J12〉 ⊕ 〈J34〉
5 (+)(+)(−−) AO(2) = 〈J34〉
6 (++)(−)(−) AO(2) = 〈J12〉

3. Подалгебры алгебры AO(2,2). Подалгебры алгебры AO(2, 2) изучены с то-
чностью до O(2, 2)-сопряженности в [9] на основе прямого разложения AO(2, 2) =
AO(2, 1)⊕AO(2, 1). В этом пункте классифицируем подалгебры алгебры AO(2, 2),
используя другой подход, основанный на разбиении множества всех подалгебр ал-
гебры AO(2, 2) на классы, каждый из которых характеризуется изотропным ран-
гом. Так как этот подход представляет самостоятельный интерес и может быть
использован при изучении подалгебр алгебры AO(2, n), n > 2, то остановимся на
нем более подробно.
Найдем сначала все максимальные подалгебры класса 0 алгебры AO(2, 2),

используя для этого тип разложения пространства V в прямую ортогональную
сумму неприводимых подпространств. Пусть, например, L — максимальная подал-
гебра класса 0 алгебры AO(2, 2) и V = V1⊕V2 — прямая ортогональная сумма двух
L-неприводнмых подпространств V1 = 〈P1, P2〉, V2 = 〈P3, P4〉. Будем говорить, что
разложение пространства V относится к типу (++)(−−). Очевидно, подалгебра L
совпадает с алгеброй 〈J12 ⊕ J34〉. Все максимальные подалгебры класса 0 алгебры
AO(2, 2) приведены в табл. 1.
Из табл. 1 видно, что если подалгебра L ⊂ AO(2, 2) изотропного ранга 0 не

является максимальной, то она либо неприводима, а потому сопряжена с алге-
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брой 〈J25 + J34, J24 − J35, J23 − J45, J23〉 [10], либо является подпрямой суммой
подалгебр J23 и J45. Во втором случае L = 〈J23 + γJ45〉. Автоморфизм, соответ-
ствующий матрице diag[1,−1, 1, 1], отображает L на 〈J23 − γJ45〉. Следовательно,
можно предполагать, что γ > 0. Если γ = 1, то алгебра J23 + J45 оставляет инва-
риантным вполне изотропное подпространство 〈P1+P4, P2+P3〉, что противоречит
предположению об L. Таким образом, L = 〈J12 + γJ34〉; γ > 0, γ 	= 1.
Перейдем к рассмотрению подалгебр L ⊂ AO(2, 2) изотропного ранга 2. В силу

теоремы Витта можно считать, что L оставляет инвариантным подпространство
V(2) = 〈P1 + P4, P2 + P3〉. Все такие подалгебры L содержатся в максимальной по-
далгебре AOpt(1, 1) класса 2, которая является нормализатором в AO(2, 2) вполне
изотропного подпространства V(2). Отсюда следует, что базис алгебры AOpt(1, 1)
образуют матрицы A1 = −J14 + J23, T = J12 − J24 + J13 − J34, A2 = 1

2 (J12 + J34 −
J13 − J24), A3 = 1

2 (J12 + J34 + J13 + J24), D = J14 + J24. Очевидно, 〈A1, A2, A3〉 =
ASL(2, R), SL(2, R)⊕〈D〉 = AGL(2, R) и 〈T 〉⊕AGL(2, R) = AOpt(1, 1). Базисные
элементы алгебры 〈N1, N2, Y1, Y2〉 ⊕ AOpt(1, 1), где N1 = P1 + P4, N2 = P2 + P3,
Y1 = P1 − P4, Y2 = P2 − P3, удовлетворяют коммутационным соотношениям

[A1, A2] = 2A2, [A1, A3] = −2A3, [A1, N1] = N1, [A2, N2] = −N2,

[A1, Y1] = −Y1, [A2, A3] = −A1, [A2, N2] = N1, [A2, Y1] = −Y2,

[A3, N1] = −N2, [D,T ] = −2T, [D,N1] = −N1, [D,N2] = −N2,

[D,Y1] = Y1, [T, Y1] = −2N2

(нулевые коммутаторы опущены).
Введем новые переменные y1 = x1 + x4, y2 = x1 − x4, y3 = x2 + x3, y4 = x2 −

x3. Тогда алгебра V 	∈ AOpt(1, 1) реализуется следующими дифференциальными
операторами первого порядка:

A1 = −y1 ∂

∂y1
− y2 ∂

∂y2
+ y3

∂

∂y3
− y4 ∂

∂y4
, A2 = −y3 ∂

∂y1
+ y2

∂

∂y4
,

A3 = −y4 ∂

∂y2
+ y1

∂

∂y3
, D = −y1 ∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2
+ y3

∂

∂y3
− y4 ∂

∂y4
,

T = −2y4
∂

∂y1
+ 2y2

∂

∂y3
, N1 = 2

∂

∂y1
, N2 = 2

∂

∂y3
, Y1 = 2

∂

∂y2
,

Y2 = 2
∂

∂y4
.

Классифицируем подалгебры алгебры AOpt(1, 1) с точностью до O(2, 2)-сопря-
женности. Эта задача решается в четыре этапа.

1. Подалгебры алгебры ASL(2, R). Известно, что ASL(2, R) содержит с то-
чностью до SL(2, R)-сопряженности только следующие подалгебры: O, 〈A1〉, 〈A3〉,
〈A2 +A3〉, 〈A1, A3〉, 〈A1, A2, A3〉.

2. Подалгебры алгебры ASL(2, R) ⊕ 〈D〉. Применяя теорему Ли–Гурса о по-
далгебрах прямой суммы двух алгебр Ли, получаем с точностью до GL(2, R)-
сопряженности следующие подалгебры алгебры ASL(2, R) ⊕ 〈D〉 : O, 〈D〉, 〈A1 +
αD〉 (α ≥ 0), 〈A1,D〉, 〈A3〉, 〈A3+D〉, 〈A3,D〉, 〈A2+A3+αD〉 (α ≥ 0), 〈A2+A3,D〉,
〈A1 + αD,A3〉, 〈A1, A3,D〉, 〈A1, A2, A3〉, 〈A1, A2, A3,D〉.
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3. Подалгебры алгебры AOpt(1, 1) = 〈T 〉 ⊕ AGL(2, R). Проводим классифика-
цию подалгебр алгебры AOpt(1, 1) с точностью до O(2, 2)-автоморфизмов, сохра-
няющих 〈N1, N2〉. Получаем такие подалгебры: O, 〈T 〉, 〈D〉, 〈D,T 〉, 〈A1 + αD〉
(α ≥ 0), 〈A1 + T 〉, 〈A1 + αD, T 〉 (α ≥ 0), 〈A1 + D, 2A3 ± T 〉, 〈A1,D〉, 〈A1,D, T 〉,
〈A3〉, 〈A3± T 〉, 〈A3, T 〉, 〈A3 +D〉, 〈A3 +D,T 〉, 〈A3,D〉, 〈A3,D, T 〉, 〈A2 +A3 +αD〉
(α ≥ 0), 〈A2 + A3 ± T 〉, 〈A2 + A3 + αD, T 〉 (α ≥ 0), 〈A2 + A3,D〉, 〈A2, A3,D, T 〉,
〈A1, A2, A3〉, 〈A1, A2, A3, T 〉, 〈A1, A2, A3,D〉, 〈A1, A2, A3,D, T 〉.

4. На этом этапе выделяется задача классификации подалгебр алгебры
AOpt(1, 1), полученных в предыдущем пункте, с точностью до O(2, 2)-сопряжен-
ности. Для решения указанной задачи рассмотрим следующие вполне изотро-
пные подпространства V : S1 = 〈P1 + P4, P2 + P3〉, S2 = 〈P1 + P4, P2 − P3〉,
S3 = 〈P1 − P4, P2 + P3〉, S4 = 〈P1 − P4, P2 − P3〉. Обозначим через Ci следую-
щие матрицы: C2 = diag [1, 1,−1, 1], C3 = diag [1, 1, 1,−1], C4 = diag [1, 1,−1,−1].
Пусть ϕi — O(2, 2)-автоморфизм алгебры AO(2, 2), порожденный матрицей Ci,
i = 2, 3, 4. Группу {ϕ2, ϕ3, ϕ4}, порожденную автоморфизмами ϕi, обозначим че-
рез G2. Порядок группы G2 равен 4. Пусть G1 — группа O(2, 2)-автоморфизмов,
сохраняющая 〈N1, N2〉.
Предложение 2. Если подалгебры L1, L2 ⊂ AOpt(1, 1) сопряжены относитель-
но группы O(2, 2)-автоморфизмов, то они сопряжены и относительно группы
{G1, G2}. Здесь {G1, G2} — группа, порожденная группами G1 и G2.

Доказательство. Отметим, что с точностью до сопряженности относительно груп-
пы G1 существуют только следующие вполне изотропные подпространства ран-
га 2: S1, S2, S3, S4. Пусть f — O(2, 2)-автоморфизм отображающий алгебру
L1 ⊂ AOpt(1, 1) на алгебру L2 ⊂ AOpt(1, 1). Подпространство f−1(S1) вполне
изотропно и инвариантно относительно подалгебры L1. Нетрудно убедиться, что
существует элемент θ группы G1, отображающий f−1(S1) на некоторое подпро-
странство Si, i ∈ {1, 2, 3, 4}, причем θ(L1) = L1. Автоморфизм fθ отображает L1 на
L2, а Si на S1. Таким образом, можно предполагать, что f(L1) = L2 и f(Si) = S1.
Но тогда f ∈ G1, если i = 1, и f = f1ϕi для некоторого f1 ∈ G1, если i 	= 1.
Предположение доказано.

Таблица 2

A1 D A2 A3 T

ϕ2 D A1 ∗ − 1
2
T −2A3

ϕ3 −D −A1 − 1
2
T ∗ −2A2

ϕ4 −A1 −D A3 A2 ∗

Отметим, что при доказательстве предложения 2 установлено, что если O(2, 2)-
автоморфизм f отображает алгебру L1 ⊂ AOpt(1, 1) на алгебру L2 ⊂ AOpt(1, 1),
то всегда можно считать, что f = f1ϕ, где f1 ∈ G1, а ϕ ∈ G2.
Действия автоморфизмов ϕ2, ϕ3, ϕ4 на базис {A1, A2, A3,D, T} алгебры

AOpt(1, 1) приведены в табл. 2, где символом ∗ обозначены элементы алгебры
AO(2, 2), не содержащиеся в AOpt(1, 1), и потому не представляющие для нас
интереса. Используя табл. 2, получаем следующее предложение.



О точных решениях уравнений Даламбера и Лиувилля в R2,2. I 53

Предложение 3. Алгебра AOpt(1, 1) содержит с точностью до O(2, 2)-сопря-
женности только следующие подалгебры:

1) O; 2) 〈T 〉; 3) 〈A1 + αD〉, 0 ≤ α ≤ 1; 4) 〈D,T 〉;
5) 〈A1 + αD, T 〉, α ≥ 0, d 	= 1; 6) 〈A1 + T 〉; 7) 〈A1,D〉;
8) 〈A1,D, T 〉; 9) 〈A3 ± T 〉; 10) 〈A3, T 〉; 11) 〈A3 +D,T 〉;

12) 〈A2 +A3 + αD〉, α ≥ 0; 13) 〈A2 +A3 ± T 〉;
14) 〈A2 +A3 + αD, T 〉, α ≥ 0; 15) 〈A2 +A3,D〉;
16) 〈A2 +A3,D, T 〉; 17) 〈A1 +D, 2A3 ± T 〉;
18) 〈A1 + αD,A3, T 〉, |α| ≤ 1; 19) 〈A1, A3,D, T 〉; 20) 〈A1, A2, A3〉;
21) 〈A1, A2, A3, T 〉; 22) 〈A1, A2, A3,D〉; 23) 〈A1, A2, A3,D, T 〉.

4. Подалгебры алгебры AP (2, 2). В настоящем пункте нашей задачей являе-
тся описание с точностью до P (2, 2)-сопряженности подалгебр L ⊂ AP (2, 2) ранга
2 и 3, удовлетворяющих условию L∩V = 0. Используя описание подалгебр алгебры
AO(2, 2), изложенное в предыдущем пункте, приходим к следующему результату.

Таблица 3

№
п/п

Алгебра Ранг
алгебры

Нормализатор
алгебры в AP̃ (2, 2)

1 L1 = AO(2, 2) 3 L1 ⊕ 〈S〉
2 L2 = 〈3A1 +D,T + Y1, A3〉 3 L2 ⊕ 〈3S −D〉
3 K1 = 〈D,T 〉 2 K1 ⊕ 〈A1, A2, A3〉
4 K2 = 〈A1 + αD, T 〉, α ≥ 0, α �= 1 2 K2 ⊕ 〈S,D〉
5 K3 = 〈A1, D〉 2 K3 ⊕ 〈S〉
6 K4 = 〈A3 +D,T 〉 2 K4 ⊕ 〈S,D〉
7 K5 = 〈A2 +A3 + αD, T 〉, α ≥ 0 2 K5 ⊕ 〈S〉
8 K6 = 〈A2 +A3, D〉 2 K6 ⊕ 〈S〉
9 K7 = 〈A1 −D,A3, T 〉 2 K7 ⊕ 〈3, D,N2〉
10 K8 = 〈3A1 +D,T + Y1〉 2 K8 ⊕ 〈3S −D〉
11 K9 = 〈A1 +D +N1, T 〉 2 K9 ⊕ 〈S +D,N1〉
12 K10 = 〈A3 +N1, T 〉 2 K10 ⊕ 〈S +D,A1 + 3D,N2〉
13 K11 = 〈A3 +N1, T + εY1〉, ε = ±1 2 K11 ⊕ 〈2S −A1 −D,N2〉
14 K12 = 〈J12, J34〉 2 K12 ⊕ 〈S〉
15 K13 = 〈J12, J13, J23〉 2 K13 ⊕ 〈S〉
16 K14 = 〈J23, J24, J34〉 2 K14 ⊕ 〈S〉
17 K15 = 〈A1 +D + Y1 − εN1, 2A3 + εt〉, 2 K15 ⊕ 〈Y1 − εN1〉

ε = ±1 2

Предложение 4. Пусть L — не расщепляемая подалгебра алгебры AO(2, 2),
L∩V = 0 и dimL > 1. Тогда L P (2, 2)-сопряжена одной из следующих подалгебр:

1) 〈3A1 +D,T + Y1〉; 2) 〈A1 +D +N1, T 〉; 3) 〈A3 +N1, T ± Y1〉;
4) 〈A3 +N1, T 〉; 5) 〈3A1 +D,T + Y1, A3〉;
6) 〈A1 −D +N2, A3, T 〉; 7) 〈A1 +D + Y1 ±N1, 2A3 ∓ T 〉.
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Используя предложения 3 и 4, получаем классификацию с точноcтью до
P (2, 2)-сопряженности максимальных подалгебр L ∩ AP (2, 2) ранга 2 и 3, удов-
летворяющих условию L ∩ V = 0. Результаты приведены в табл. 3.

5. Максимальные подалгебры ранга 3 и 4 алгебры AP̃ (2, 2). В настоящем
пункте определяем максимальные подалгебры ранга 3 и 4 алгебры AP̃ (2, 2), не
содержащиеся в AP (2, 2) и удовлетворяющие условию L ∩ V = 0. Центральное
место занимает следующее предложение.

Предложение 5. Пусть L— максимальная подалгебра ранга r алгебры AP̃ (2, 2).
Тогда L ⊂ AP (2, 2) или L = K ⊕ 〈S′〉, где K — максимальная подалгебра ранга
r − 1 алгебры AP (2, 2), S′ = S +X, X ∈ AP (2, 2).

Предложение 5 доказывается на основе теоремы об универсальном инварианте.
Используя предложение 5 и табл. 3, находим список максимальных подалгебр

ранга 3 и 4 алгебры AP̃ (2, 2), имеющих нулевое пересечение с пространством V и
не содержащихся в AP (2, 2).

Теорема 1. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 или 4 алгебры AP̃ (2, 2)
с ненулевой проекцией на 〈S〉 и L ∩ V = 0. Тогда L P̃ (2, 2)-сопряжена с одной
из следующих алгебр:

1) L1,1 = AO(2, 2)⊕ 〈S〉; 2) L2,1 = L2 ⊕ 〈3S −D〉;
3) K1,1 =K1⊕〈S+αA1〉, α≥0; 4) K1,2 = K1⊕〈S+α(A2+A3)〉, α>0;
5) K1,3 = K1 ⊕ 〈S +A3〉; 6) K2,1 = K2 ⊕ 〈S + βD〉, α ≥ 0, α 	= 1;
7) K3,1 = K3 ⊕ 〈S〉; 8) K4,1 = K4 ⊕ 〈S + βD〉;
9) K5,1 = K5 ⊕ 〈S + βD〉; 10) K6,1 = K6 ⊕ 〈S〉;

11) K7,1 = K7 ⊕ 〈S + βD〉; 12) K7,2 = K7 ⊕ 〈S +D +N2〉;
13) K8,1 = K8 ⊕ 〈3S −D〉; 14) K9,1 = K9 ⊕ 〈S +D + βN1〉;
15) K10,1 = K10 ⊕ 〈S+D+N2〉; 16) K10,2 = K10 ⊕ 〈S + αA1 + (1 + 3α)D〉;
17) K10,3 =K10⊕〈2S −A1 −D〉; 18) K11,1 =K11⊕〈2S−A1−D〉 (ε=±1);
19) K12,1 = K12 ⊕ 〈S〉; 20) K13,1 = K13 ⊕ 〈S〉;
21) K14,1 = K14 ⊕ 〈S〉.

Записанные алгебры попарно не сопряжены.
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О точных решениях уравнений
Даламбера и Лиувилля
в псевдоевклидовом пространстве R2,2. II

В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК, Ю.Д. МОСКАЛЕНКО

Построены инварианты максимальных подалгебр ранга 3 и 4 алгебры Пуанкаре
AP̃ (2, 2), являющейся максимальной алгеброй инвариантности уравнений Далам-
бера �u + λuk = 0, k �= 1, и Лиувилля �u + λ expu = 0. Проведена редукция
данных уравнений по максимальным подалгебрам ранга 3 и найдены некоторые то-
чные решения этих уравнений.

Настоящая работа является продолжением статьи [1], поэтому в ней сохранены
все основные обозначения, а нумерация разделов продолжена.

6. Полные системы инвариантов максимальных подалгебр ранга 3 и 4
алгебры AP̃ (2, 2). Вначале находим инварианты максимальных подалгебр ранга
2 и 3 алгебры AP (2, 2), представленных в табл. 3. Запись L: f1(x), . . . , fs(x) бу-
дет означать, что функции f1(x), . . . , fs(x) образуют полную систему инвариантов
алгебры L.
а) Инварианты максимальных подалгебр L ранга 2 и 3 алгебры AP (2, 2), удов-

летворяющих условию L ∩ V = 0:

L1: ω = y1y2 + y3y4; L2: ω = 2(y1y2 + y3y4) + y2
1/y4;

K1: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = y2/y4;

K2: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = y2y
(1−α)(1+α)
4 ;

K3: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = y3y4;
K4: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = y2/y4 − ln y4;
K5: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = 2α arctg (y2/y4)− ln(y2

2 + y2
4);

K6: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = y1y4 − y2y3;
K7: ω1 = y1y2 + y3y4; ω2 = y4;
K8: ω1 = 2y3y4 − y2

2y4, ω2 = y−1
4 (y1 + y2y4)2;

K9: ω1 = y2, ω2 = y3y4/y2 + ln y4;
K10: ω1 = y4, ω2 = (2y2 + y1y4)2 − y2

4(y2
1 − 4y3);

K11: ω1 = y4, ω2 = (2y2 + y1y4)2 + (2ε− y2
4)(y2

1 − 4y3);
K12: ω1 = x2

1 + x2
2, ω2 = x2

3 + x2
4;

K13: ω1 = x2
1 + x2

2 − x2
3, ω2 = x4;

K14: ω1 = x1, ω2 = x2
2 − x2

3 − x2
4;

K15: ω1 = 4(y1y2 + y3y4) + ε(y1 − δy2)2, ω2 = y−2ε
4 exp(y1 − εy2).

Укр. матем. журн., 1990, 42, № 9, C. 1237–1244.
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б) Инварианты максимальных подалгебр L 	⊂ AP (2, 2) ранга 3 и 4 алгебры
AP̃ (2, 2), реализующихся на множестве решений уравнения Даламбера и удовле-
творяющих условию L ∩ V = 0:

L1,1: uω
1

k−1 ; L2,1: uω
1

k−1 ;

K1,1: uω
1

k−1
1 , ω = lnωα1 ω2;

K1,2: uω
1

k−1
1 , ω = α lnω1 − 2 arctgω2;

K1,3: uω
1

k−1
1 , ω = lnω1 − 2ω2;

K2,1: uω
1

k−1
1 , ω = lnωβ+1

1 ω
−(1+α)
2 ;

K3,1: uω
1

k−1
1 , ω =

ω1

ω2
;

K4,1: uω
1

k−1
1 , ω = lnωβ+1

1 + 2ω2;

K5,1: uω
1

k−1
1 , ω = lnωβ+1

1 + ω2;

K6,1: uω
1

k−1
1 , ω =

2ω1

ω2
;

K7,1: uω
1

k−1
1 , ω = ln

ωβ+1
1

ω2
2

;

K7,2: uω
1

k−1
2 , ω =

ω1

ω2
− lnω2;

K8,1: uω
1

k−1
1 , ω = ln

ω1

ω2
;

K9,1: uω
1

k−1
1 , ω = ω2 − lnωβ+1

1 ;

K10,1: uω
1

k−1
1 , ω =

ω2

ω2
1

+ 4 lnω1;

K10,2: uω
1

(k−1)(2α+1)
1 , ω = ln

ω2α+1
2

ω
2(α+1)
1

;

K10,3: uω
1

k−1
2 , ω = ω1;

K11,1: uω
1

k−1
2 , ω = ω1;

K12,1: uω
1

k−1
1 , ω = ω1/ω2;

K13,1: uω
1

k−1
1 , ω = ω1/ω

2
2 ;

K14,1: uω
1

k−1
2 , ω = ω2/ω

2
1 .

Сделаем разъяснение относительно инвариантов подалгебр. Рассмотрим, напри-

мер, подалгебру K1,1. Ее основные инварианты uω
1

k−1
1 и lnωα1 ω2. Они представле-

ны через основные инварианты соответствующей подалгебры K1 из п. a).
в) Инварианты максимальных подалгебр L 	⊂ AP (2, 2) ранга 3 и 4 алгебры

AP̃ (2, 2), реализующихся на множестве решений уравнения Лиувилля и удовле-
творяющих условию L ∩ V = 0:

L1,1: u+ lnω; L2,1: u+ lnω;
K1,1: u+ lnω1, ω = lnωα1 ω2;
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K1,2: u+ lnω1, ω = α lnω1 − 2 arctgω2;
K1,3: u+ lnω1, ω = lnω1 − 2ω2;

K2,1: u+ lnω1, ω = lnωβ+1
1 ω

−1(1+α)
2 ;

K3,1: u+ lnω1, ω =
ω1

ω2
;

K4,1: u+ lnω1, ω = lnωβ+1
1 + 2ω2;

K5,1: u+ lnω1, ω = lnωβ+1
1 + ω2;

K6,1: u+ lnω1, ω = 2ω1/ω2;

K7,1: u+ lnω1, ω = ln(ωβ+1
1 /ω2

2);
K7,2: u+ lnω2, ω = ω1/ω2 − lnω2;
K8,1: u+ lnω1, ω = ln(ω1/ω2);

K9,1: u+ lnω1, ω = ω2 − lnωβ+1
1 ;

K10,1: u+ lnω1, ω = ω2/ω
2
1 + 4 lnω1;

K10,2: u+
1

2α+ 1
lnω1, ω = ln(ω2α+1

2 /ω
2(α+1)
1 );

K10,3: u+ lnω2, ω = ω1;
K11,1: u+ lnω2, ω = ω1;
K12,1: u+ lnω1, ω = ω1/ω2;
K13,1: u+ lnω1, ω = ω1/ω

2
2 ;

K14,1: u+ lnω2, ω = ω2/ω
2
1 .

Как и в предыдущем пункте, основные инварианты рассмотренных алгебр пред-
ставлены через основные инварианты соответствующих алгебр из п. а).

7. Редукция по подалгебрам алгебры AP̃ (2, 2). Пусть L — максимальная
подалгебра ранга 3 алгебры AP̃ (2, 2), представленная в п. б), ω(x) — основные ин-
варианты L. Инвариант ω′(x, u) записываем в виде u/f(x) и рассматриваем анзац
u = f(x)ϕ(ω(x)). Подставляя его в уравнение Даламбера, получаем редуцирован-
ное уравнение

f(∇ω)2ϕ̈+ (2∇f · ∇ω + f ·�ω)ϕ̇+ �f · ϕ+ λfkϕk = 0,

где

(∇ω)2 =
(
∂ω

∂x1

)2

+
(
∂ω

∂x2

)2

−
(
∂ω

∂x3

)2

−
(
∂ω

∂x4

)2

,

∇f∇ω =
∂f

∂x1

∂ω

∂x1
+

∂f

∂x2

∂ω

∂x2
− ∂f

∂x3

∂ω

∂x3
− ∂f

∂x4

∂ω

∂x4
.

Пусть далее L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP̃ (2, 2), пред-
ставленная в п. в), ω′(x, u), ω(x) — основные инварианты L. Инвариант ω′(x, u)
записываем в виде u − g(x). Подставляя анзац u = ϕ(ω) + g(x) в уравнение Лиу-
вилля, получаем редуцированное уравнение

ϕ̈(∇ω)2 + ϕ̇ ·�ω + �g + λ exp(ϕ+ g) = 0.
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Таким образом, чтобы провести редукцию уравнения Даламбера по подалгебрам из
п. б), достаточно вычислить для каждой из них (∇ω)2, ∇f∇ϕ, �ω, �f . Результаты
этих вычислений приведены в табл. 4, которая одновременно позволяет провести
редукцию уравнения Лиувилля по всем подалгебрам, представленными в п. в).

Таблица 4

Алгебра
1

fk−1
(∇ω)2

1

kk−1
· �ω 1

fk+1
(∇f)2

1

fk
· �f 1

fk
(∇f · ∇ω)

K1,1 4α2 4α
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4α

k − 1

K1,2 4α2 4α
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4α

k − 1

K1,3 4 4
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4

k − 1

K2,1 4(β2 − 1) 4(β + 1)
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4β

k − 1

K3,1 4ω2(ω − 1) 4ω2 4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
0

K4,1 4(β2 − 1) 4(β + 1)
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4β

k − 1

K5,1 4(β2 − 1) 4(β + 1)
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4β

k − 1

K6,1 −ω2(ω2 + 4) −2ω3 4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
0

K7,1 4(β2 − 1) 4(β + 1)
4

(k − 1)2
−4(k − 2)

(k − 1)2
− 4β

k − 1

K7,2 −4 4 0 0 − 2

k − 1

K8,1 16(1 + eω) 8eω 8

(k − 1)2
8

(k − 1)2
− 12

k − 1

K9,1 −4β 4 0 0 − 2

k − 1

K10,1 64 16 0 0 − 8

k − 1

K10,2
32α(2α+ 1)×
×e− ω

2α+1

16α(2α+ 1)×
×e− ω

2α+1
0 0 −8e

− ω
2α+1

k − 1

K10,3 0 0
32ω

(k − 1)2
−16(k − 3)ω

(k − 1)2
− 8ω2

k − 1

K11,1 0 0
32ω

(k − 1)2
−16(k − 3)ω

(k − 1)2
−8(ω2 − 2ε)

k − 1

K12,1 4ω2(1 − ω) 4ω(1 − ω)
4

(k − 1)2
4

(k − 1)2
− 4ω

k − 1

K13,1 4ω2(1 − ω) 6ω(1 − ω)
4

(k − 1)2
−2(k − 3)

(k − 1)2
− 4ω

k − 1

K14,1 4ω2(1 + ω) 6ω(1 + ω)
4

(k − 1)2
−3(k − 3)

(k − 1)2
− 4ω

k − 1

8. Точные решения уравнения Даламбера. Используя табл. 4, получаем сле-
дующие уравнения для функции ϕ = ϕ(ω):

K1,1,K1,2: 4α2ϕ̈+
4α(k − 3)
k − 1

ϕ̇− 4(k − 2)
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;
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K1,3: 4ϕ̈+
4(k − 3)
k − 1

ϕ̇− 4(k − 2)
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

Ki,1(i = 2, 4, 5, 7): 4(β2−1)ϕ̈+
(
− 8β
k − 1

+4β+4
)
ϕ̇− 4(k − 2)

(k − 1)2
ϕ+ λϕk = 0;

K3,1: 4ω2(ω − 1)ϕ̈+ 4ω2ϕ̇− 4(k − 2)
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

K6,1: −ω2(ω2 + 4)ϕ̈− 2ω3ϕ̇− 4(k − 2)
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

K7,2: −4ϕ̈+
4(k − 2)
k − 1

ϕ̇+ λϕk = 0;

K8,1: 16(1 + eω)ϕ̈+
(
− 24
k − 1

+ 8eω
)
ϕ̇+

8
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

K9,1: −4βϕ̈+
4(k − 2)
k − 1

ϕ̇+ λϕk = 0;

K10,1: 64ϕ̈+
16(k − 2)
k − 1

ϕ̇+ λϕk = 0;

K10,2: 32α(2α+ 1)e−
ω

2α+1 ϕ̈+
(
− 16
k − 1

+ 16(2α+ 1)
)
e−

ω
2α+1ϕ+ λϕk = 0;

K10,3: − 16ω2

k − 1
ϕ̇− 16(k − 3)ω

(k − 1)2
ϕ+ λϕk = 0;

K11,1: −16(ω2 − 2ε)
k − 1

ϕ̇− 16(k − 3)ω
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

K12,1: 4ω2(1− ω)ϕ̈+
(
− 8ω
k − 1

+ 4ω(1− ω)
)
ϕ̇+

4
(k − 1)2

ϕ+ λϕk = 0;

K13,1: 4ω2(1− ω)ϕ̈+
(
− 8ω
k − 1

+ 6ω(1− ω)
)
ϕ̇− 2(k − 3)

(k − 1)2
ϕ+ λϕk = 0;

K14,1: 4ω2(1 + ω)ϕ̈+
(
− 8ω
k − 1

+ 6ω(1 + ω)
)
ϕ̇− 2(k − 3)

(k − 1)2
ϕ+ λϕk = 0.

Используя редуцированные уравнения, выпишем некоторые решения уравнения
Даламбера. Запись L: u = u(x) будет означать, что рассматриваемое решение
u = u(x) уравнения Даламбера инвариантно относительно подалгебры L. Если L =
Km,i, то функцию u(x) представляем через основные инварианты соответствующей
подалгебры Km:

K1,1: u1−k = −λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1;

K1,2: u =
1√
ω1

{
− 8
λ

Cω1e
− 2

α arctgω2[
1− Cω1e−

2
α arctgω2

]2
}1/2

при k = 3;

K1,3: u =
1√
ω1

{
− 8
λ

Cω1e
−2ω2

[1− Cω1e−2ω2 ]2

}1/2

при k = 3;

K2,1(β = 1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Cω

1+α
2

2 ;
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K2,1(β = −1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Cω1ω

(k−2)(1+α)
2

2 ;

K4,1(β = 1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Ce−ω2 ;

K4,1(β = −1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Cω1e

−(k−2)ω2 ;

K5,1(β = 1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Ce−

1
2ω2 ;

K5,1(β = −1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Cω1e

− k−2
2 ω2 ;

K7,1(β = 1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Cω2;

K7,1(β = −1): u1−k =
λ(k − 1)2

4(k − 2)
ω1 + Cω1ω

k−2
2 ;

K7,2: u =
24
λ

ω2

(ω1 − ω2 lnω2 + ω1C)2
; при k = 2;

K9,1(β 	= 0): u =
24β
λ

1

ω1(ω2 − lnCωβ+1
1 )2

при k = 2;

K9,1(β = 0): u1−k = ω1

{
λ(k − 1)2

4(k − 2)
(ω2 − lnω1) + C

}
при k 	= 2;

K10,1: u = −384
λ

ω1

ω2 + ω2
1 lnω1

при k = 2;

K10,2(α = 0): u1−k =
λ(k − 1)2

16(k − 2)
ω2

ω1
+ Cω1;

K10,3: u1−k = ω2

[
λ(k − 1)2

16(k − 2)
1
ω1

+ Cωk−3
1

]
при k 	= 2;

K10,3: u =
16ω1

(C − λ lnω1)ω2
при k = 2;

K11,1: u1−k =
λ(k − 1)2

16
ω2(ω1 − 2ε)

k−3
2

∫
dω1

(ω2
1 − 2ε)

k−1
2

.

9. Точные решения уравнения Лиувилля. Любое решение уравнения Лиу-
вилля, инвариантное относительно подалгебры 〈P1 +P4〉, имеет вид u = ϕ(x1−x4,
x2, x3). В результате получаем следующее редуцированное уравнение: ∂2ϕ/∂x2

2 −
∂2ϕ/∂x2

3 + λeϕ = 0. Отсюда вытекает, что общее решение u, инвариантное отно-
сительно 〈P1 + P4〉, имеет вид

u = ln
{
− 8
λ

fy2(y2, y3)gy4(y2, y4)
[f(y2, y3) + g(y2, y4)]2

}
,

где f , g — произвольные дифференцируемые функции, fy2 — производная по ар-
гументу y2, gy4 — производная по аргументу y4 и λfy2gy4 < 0.
Рассмотрим далее редуцированные уравнения, соответствующие анзацам u =

ϕ(ω) + g(x). Используя табл. 4, получаем следующие уравнения для функции
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ϕ = ϕ(ω):

K1,1,K1,2: 4α2ϕ̈+ 4αϕ̇+ λ expϕ− 4 = 0;
K1,3: 4ϕ̈+ 4ϕ̇+ λ expϕ− 4 = 0;
Ki,1(i = 2, 4, 5, 7): 4(β2 − 1)ϕ̈+ 4(β + 1)ϕ̇+ λ expϕ− 4 = 0;
K3,1: 4ω2(ω − 1)ϕ̈+ 4ω2ϕ+ λ expϕ− 4 = 0;
K6,1: −ω2(ω2 + 4)ϕ̈− 2ω3ϕ̇+ λ expϕ− 4 = 0;
K7,2: −4ϕ̈+ 4ϕ̇+ λ expϕ = 0;
K8,1: 16(1 + eω)ϕ̈+ 8eωϕ̇+ λ expϕ = 0;
K9,1: −4βϕ̈+ 4ϕ̇+ λ expϕ = 0;
K10,1: 64ϕ̈+ 16ϕ̇+ λ expϕ = 0;

K10,2: 16(2α+ 1)e−
ω

2α+1 [2αϕ̈+ ϕ̇] + λ expϕ = 0;
K10,3,K11,1: −16ω + λ expϕ = 0;
K12,1: 4ω2(1− ω)ϕ̈+ 4ω(1− ω)ϕ̇+ λ expϕ = 0;
K13,1: 4ω2(1− ω)ϕ̈+ 6ω(1− ω)ϕ̇+ λ expϕ− 2 = 0;
K14,1: 4ω2(1 + ω)ϕ̈+ 6ω(1 + ω)ϕ̇+ λ expϕ− 2 = 0;

Выпишем некоторые точные решения уравнения Лиувилля:

K2,1(β = 1): u = ln
4Cω− 1+α

2
2

1 + λCω1ω
− 1+α

2
2

;

K4,1(β = 1): u = ln
4Ceω2

1 + λCω1eω2
;

K5,1(β = 1): u = ln
4Ce

1
2ω2

1 + λCω1e
1
2ω2

;

K7,1(β = 1): u = ln
4C

ω2 + λCω1
;

K10,2(α = 0): u = ln
16ω1

λω2 + Cω2
1

;

K10,3,K11,1: u = ln
16
λ

ω1

ω2
;

K9,1(β = 0): u = − ln
[
λ

4
(ω2 − lnω1)ω1 + Cω1

]
.

1. Фущич В.И., Баранник А.Ф., Москаленко Ю.Д., О точных решениях уравнений Даламбера и
Лиувилля в псевдоевклидовом пространстве R2,2. I, Укр. мат. журн., 1990, 41, № 8, 1122–1128.
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Условная инвариантность нелинейного
уравнения Шредингера
В.И. ФУЩИЧ, В.И. ЧОПИК

Conditional invariance of multidimensional nonlinear Schrödinger equation is investi-
gated. It is proved, that symmetry of the nonlinear Schrödinger equation is essentially
extented in the case of some nonlinear additional conditions on solutions.

Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера

iΨ0 + λ∆Ψ + F (|Ψ|)Ψ = 0;
Ψ = Ψ(x0,x), x0 ≡ t, x = (x1, . . . , xn),

Ψ0 =
∂Ψ
∂x0

, Ψ = (ΨΨ∗)1/2, n ∈ N,
(1)

F (Ψ) — произвольная гладкая функция, λ = const.
В [1] детально исследованы симметрийные свойства нелинейного уравнения (1).

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно следующих алгебр:
• для произвольной гладкой функции F (|Ψ|) базисные элементы алгебры

инвариантности AG(1, n) имеют вид

P0 =
∂

∂x0
, Pa =

∂

∂xa
, a = 1, n, Q = i

(
Ψ
∂

∂Ψ
−Ψ∗ ∂

∂Ψ∗

)
,

Ga = x0Pa +
1
2λ
xaQ, Jab = xaPb − xbPa, b = 1, n;

(2)

• для функции

F (|Ψ|) = γ|Ψ|− 4
β , γ = const, β ∈ R

1, (3)

базисные элементы алгебры инвариантности AG1(1, n) задаются формулой
(2) и оператор масштабных преобразований имеет вид

D = 2x0P0 + xaPa +
β

2
I, I = Ψ

∂

∂Ψ
+ Ψ∗ ∂

∂Ψ∗ ; (4)

• для функции F (|Ψ|) = γ|Ψ|4/n, n — число пространственных перемен-
ных, базисные элементы алгебры инвариантности уравнения (1) AG2(1, n) ⊃
AG1(1, n) задаются формулами (2), (4) и оператором проективных преобразо-
ваний

A = x2
0P0 + x0xaPa +

x2

4λ
Q− n

2
x0I. (5)

В настоящей работе показано, что симметрию уравнения (1) можно существен-
но расширить, если воспользоваться понятием условной инвариантности (см. [2–
5]).

Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и тех. науки, 1990, № 4, C. 30–33.
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Представим нелинейность F (|Ψ|) в уравнении (1) в виде
F (|Ψ|) = F1(|Ψ|) + iF2(|Ψ|), (6)

где F1, F2 — действительные функции, i2 = −1.
Предположим, что в (6) F2 = 0. Тогда справедлива

Теорема 2. Уравнение (1) условно инвариантно относительно алгебры AG(1, n)
и оператора

R = ln
(

Ψ
Ψ∗

)(
Ψ
∂

∂Ψ
−Ψ∗ ∂

∂Ψ∗

)
+ xaPa − α

1
I, α = const, (7)

если F1(|Ψ|) имеет вид

F1(|Ψ|) = γ1|Ψ|− 4
α + γ2|Ψ| 4α , γ1, γ2 ∈ R

1 (8)

и функция Ψ удовлетворяет уравнению

λ∆|Ψ|+ γ2|Ψ|
α+4

α = 0, (9)

где α 	= 0.
Для доказательства теоремы необходимо найти второе продолжение оператора

R и подействовать им на уравнение (1).

Утверждение. Оператор R порождает следующие конечные преобразования:

x′0 = x0, x′a = exp{τ} · xa,

Ψ′ = exp
{
−ατ

2

}
|Ψ|
(

Ψ
Ψ∗

) exp{2τ}
2

,
(10)

где τ — групповой параметр.
Теорема 3. Система уравнений

iΨ0 + λ∆Ψ + γ2|Ψ| 4α Ψ = 0;

λ∆|Ψ|+ γ2|Ψ| 4+α
α = 0

(11)

инвариантна относительно AG2(1, n), дополненной оператором (7), где α = n.
Обобщенную алгебру Галилея AG2(1, n), дополненную оператором R, обозна-

чим символом AG3(1, n).
Теорема 4. Переопределенная система уравнений

iΨ0 + λ∆Ψ + γ1|Ψ|− 4
α Ψ = 0;

∆|Ψ| = 0
(12)

инвариантна относительно AG3(1, n) при α = −n.
Для доказательства этих теорем к системам уравнений (11), (12) необходимо

применить алгоритм С. Ли.
Теперь предположим, что в уравнении (1) с нелинейностью (6) F1 ≡ 0, т. е.

F = iF2. Потребуем инвариантность уравнения (1) относительно оператора

R0 = ln
(

Ψ
Ψ∗

)(
Ψ
∂

∂Ψ
−Ψ∗ ∂

∂Ψ∗

)
+ xaPa, (13)
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получаемого из (7) при α = 0.

Теорема 5. Уравнение Шредингера (1) с нелинейностью (6) и F1 ≡ 0 при прои-
звольной гладкой функции F = iF2 инвариантно относительно оператора R0,
если его решение Ψ удовлетворяет дополнительному условию

∆|Ψ| = 0. (14)

Замечание. Если потребовать условную инвариантность уравнения (1) с нелиней-
ностью (6) при F1 ≡ 0 относительно оператора (7), то получим, что F ≡ 0.

Теорема 6. Система уравнений

iΨ0 + λ∆Ψ + iγ3|Ψ| 4n Ψ = 0;
∆|Ψ| = 0, γ3 ∈ R

1
(15)

инвариантна относительно AG3(1, n), где оператор R имеет вид (7) при α = 0.

Итак, с помощью дополнительных условий, налагаемых на решения уравнения
Шредингера, мы расширили симметрию уравнения (1).
Приведем некоторые примеры использования операторов условной симметрии

для нахождения точных решений уравнения Шредингера.
Условная инвариантность уравнения (1) относительно операторов (7), (13) по-

зволяет находить решения данного уравнения в виде

Ψ = f(x0,x)Φ1(ωi){Φ2(ωi)}ig(x0,x), (16)

где Φ1,Φ2 — функции от новых инвариантных переменных ωi, которые подлежат
определению. Анзац (16) редуцирует систему уравнений (11), (12), (15) к набору
уравнений с меньшим числом переменных.
Если в (16) функции

Φ1(ωi) = ω
A
2
1 exp

{
ω2

ω1
, . . . ,

ωn
ω1

}
,

Φ2(ωi) = exp
{
± i

4λ

(
1
ω2

1

+ · · ·+ 1
ω2
n

)}
,

(17)

где

ωi =
(x2

0 + 1)
1
2 exp{χ · arctg x0}

xi
,

A =
χ · n± i
χ± i , 2A+A2 = 0, χ = const,

(18)

то эта формула определяет решение линейного уравнения Шредингера для случая
n пространственных переменных. В (17) ϕ — произвольная гладкая функция от
n− 1 переменных, а функции f и g соответственно имеют вид

f = (x2
0 + 1)−

n
4 exp

{
ix2

4λ
x0

x2
0 + 1

− n

2
χ · arctg x0

}
, (19)

g = exp{2χ · arctg x0}. (20)
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Частным точным решением системы (11) для случая, когда n = 1 является
функция

Ψ =

(√
−3λ
4γ2

· 1
x

) 1
2

exp
{
± x2

4λ(x2
0 + 1)

+
ix2

4λ
x0

x2
0 + 1

}
. (21)

Следует подчеркнуть, что решение (21) нелинейного уравнения Шредингера
найдено за счет оператора условной симметрии R, т. е. формула (16) задает нели-
евский анзац.
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Условная инвариантность и точные
решения трехмерных нелинейных
уравнений акустики
В.И. ФУЩИЧ, В.И. ЧОПИК, П.И. МИРОНЮК

The conditional invariance of the nonlinear acoustics equations is investigated. Using the
conditional symmetry the Khokhlov–Zabolotskaja equation is reduced to the differential
equations with smaller dimension and its exact solutions are obtained.

1. Рассмотрим уравнение

u01 − (f(u)u1)1 − u22 − u33 = 0,

f(u) 	= const, ui ≡ ∂u

∂xi
, uij ≡ ∂2u

∂xi∂xj
,

(1)

частным случаем которого является известное уравнение нелинейной акустики
ограниченных звуковых пучков (уравнение Хохлова–Заболотской) [1]:

u01 − (uu1)1 − u22 − u33 = 0. (2)

В [2] методом Ли найдена симметрия уравнения (2) и показано, что симмет-
рия (2) есть бесконечномерная алгебра. Из этой алгебры можно выделить коне-
чную замкнутую подалгебру с операторами

Qµ+1 = ∂µ, µ = 0, 3, Q5 = x3∂2 − x2∂3, Q6 = x2∂1 + 2x0∂2,

Q7 = x3∂1 + 2x0∂3, Q8x
µ∂µ,

(3)

Q9 = ux0∂0 + 2x1∂1 + 3x2∂2 + 3x3∂3 − 2u∂u, Q10 = x0∂1 − ∂u. (4)

Условную инвариантность одномерного уравнения акустики вида u00 = uu11

исследовано в [3].
В данной работе изучается условная симметрия уравнений (1), (2). Для этого

используем понятия, введенные в [4, 5].
Сначала опишем дифференциальные уравнения первого порядка вида

f(x, u, u
1
) = 0, (5)

которые имеют более широкую симметрию, чем алгебра, порождаемая операторами
(3), (4).

Теорема 1. Для того, чтобы уравнение (5) допускало алгебру Ли, порождаемую
(3), (4), необходимо и достаточно, чтобы (5) имело вид

u0u1 − uu2
1 − u2

2 − u2
3 = 0. (6)

Исследуем максимальную (в смысле Ли) симметрию этого уравнения.

Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и тех. науки, 1990, № 9, C. 25–28.
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Теорема 2. Уравнение (6) инвариантно относительно бесконечномерной алге-
бры с оператором

X = ai(u)Qi, i = 1, 16, (7)

где ai(u) — произвольные гладкие функции, Qj , j = 1, 10, имеют вид (3), (4),

Q11 = x2∂0 + 2(x1 + 2ux0)∂2, Q12 = x3∂0 + 2(x1 + 2ux0)∂3, (8)

Q13 = 4x0Q8 − a(x, u)∂1, Q14 = 2x2Q8 + a(x, u)∂2,

Q15 = 2x3Q8 + a(x, u)∂3, Q16 = 4(ux0 + x1)Q8 − a(x, u)(∂0 − u∂1),
a(x, u) ≡ 4ux2

0 + 4x0x1 − x2
2 − x2

3.

(9)

Доказательство теорем проводится по схеме, изложенной в [5].

2. Перейдем к изучению условной инвариантности уравнений (2). Наложим на
решения уравнения (2) дополнительное условие (6). Тогда имеет место

Теорема 3. Уравнение (2) при дополнительном условии (6) инвариантно отно-
сительно бесконечномерной алгебры с оператором

X = aiQi, i = 1, 12, (10)

где ai = ai(u) — произвольные гладкие функции, Qi заданы формулами (3),
(4), (8).

Для уравнения (1) справедлива

Теорема 4. Уравнение (1) при произвольной функции f(u) инвариантно отно-
сительно 8-мерной алгебры Ли с базисными операторами Qi (i = 1, 8) вида (3).

Если на решения уравнения (1) наложить дополнительное условие

u0u1 − f(u)u2
1 − u2

2 − u2
3 = 0, (11)

то имеет место

Теорема 5. Уравнение (1) при условии (11) допускает бесконечномерную алгебру
Ли с оператором

X = aiRi, i = 1, 12,

где ai ≡ ai(u) — произвольные гладкие функции, а для Ri имеем Rj = Qj ,
j = 1, 8 (см. (3)),

R9 = 4x0∂0 + 2x1∂1 + 3x2∂2 + 3x3∂3 − 2
f

f ′
∂u, R10 = f ′(u)x0∂1 − ∂u,

R11 = x2∂0 + 2(x1 + 2f(u)x0)∂2, R12 = x3∂0 + 2(x1 + 2f(u)x0)∂3.

(12)

Для доказательства теорем 3–5 необходимо использовать алгоритм С. Ли [5].

Замечание. Система (1), (11) заменой v = f(u) сводится системе уравнений
(2), (6).

3. Используя приведенные теоремы, можно провести редукцию и найти точные
решения системы (2), (6) и тем самым получить решение уравнения (2).
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Для примера рассмотрим оператор

X = ∂0 − a(u)∂1, (13)

который входит в алгебру (10) (a(u) — произвольная функция). По этому опера-
тору строим анзац [5]

u = ϕ(ω1, ω2, ω3), ω1 = a(u)x0 + x1, ω2 = x2, ω3 = x3. (14)

Заметим, что этот анзац нельзя получить с помощью алгебры симметрии урав-
нения (2), поскольку это уравнение без дополнительного условия (6) неинвариан-
тно относительно оператора (13). Подстановку (14) естественно назвать условным
анзацем для уравнения (2). Подставляя (14) в (2), (6), получим редуцированную
систему:

ϕ11[a(ϕ)− ϕ]− ϕ22 − ϕ33 + [a′(ϕ)− 1]ϕ2
1 = 0,

[a(ϕ)− ϕ]ϕ2
1 − ϕ2

2 − ϕ2
3 = 0

(15)

где

ϕi ≡ ∂ϕ

∂ωi
, ϕii ≡ ∂2ϕ

∂ω2
i

, i = 1, 3,

которую можно решить, конкретизируя функцию a(u).
Для иллюстрации рассмотрим два случая.
Пусть a(u) ≡ u. Система (15) перепишется в виде
ϕ22 + ϕ33 = 0,
ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0.

(16)

Общее решение системы (16) имеет вид:

ϕ(ω1, ω2, ω3) = Φ(ω1, ω2 ± iω3), (17)

где Φ — произвольная гладкая функция.
Подставляя (17) в (14), получаем решение уравнения (2)

u = Φ(ux0 + x1, x2 ± ix3). (18)

Пусть a(u) ≡ u+ 1. Система (15) запишется как

ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 = 0,
ϕ2

1 − ϕ2
2 − ϕ2

3 = 0.
(19)

В [6] найдено общее решение системы (19)

Ψ(ϕ) = l(ϕ)ω1 +m(ϕ)ω2 + n(ϕ)ω3, (20)

где Ψ(ϕ) — произвольная функция, функции l(ϕ), m(ϕ), n(ϕ) удовлетворяют усло-
вию

l2(ϕ)−m2(ϕ)− n2(ϕ) = 0, m2(ϕ) + n2(ϕ) 	= 0.

Выразив из (20) ϕ и подставив в (14), получим решение уравнения (2).
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Операторы Q11, Q12 из (8) порождают следующие конечные преобразования:

x′0 = α(x, u, a), x = (x0, x1, x2, x3), x′1 = x1, x′2 = β(x, u, a),
x′3 = γ(x, u, a), u′ = u.

(21)

В (21) для оператора Q11 выполняется

α(x, u, a) ≡ 1
2
√
u

[
x1 + 2x0u√

u
ch(2
√
ua) + x2 sh(2

√
ua)
]
− x1

2u
,

β(x, u, a) ≡ x1 + 2x0u√
u

sh(2
√
ua) + x2 ch(2

√
ua), γ ≡ 1,

(22)

a для оператора Q12 соответственно

α(x, u, a) ≡ 1
2
√
u

[
x1 + 2x0u√

u
ch(2
√
ua) + x3 sh(2

√
ua)
]
− x1

2u
,

β ≡ 1, γ(x, u, a) ≡ x1 + 2x0u√
u

sh(2
√
ua) + x3 ch(2

√
ua).

(23)

Отметим, что уравнение (2) без дополнительного условия (6) неинвариантно
относительно операторов Q11, Q12. Система (2), (6) инвариантна относительно
преобразований (22), (23). А это значит, что справедлива следующая формула
размножения решений уравнения (2): если u1 — решение системы (2), (6), то
новое решение u2 строится согласно формуле

u2 = u1{α(x, u2, a), x1, β(x, u2, a), γ(x, u2, a)}. (24)

В (24) α(x, u2, a), β(x, u2, a), γ(x, u2, a) имеют вид (22), (23).
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О новой математической модели
процессов теплопроводности

В.И. ФУЩИЧ, А.С. ГАЛИЦЫН, А.С. ПОЛУБИНСКИЙ

Для математического описания процессов теплопроводности и диффузии предло-
жено новое дифференциальное уравнение в частных производных 4-го порядка
Lu ≡ α1L1u + α2L2u = 0, где L2 = L1L1, L1 — классический оператор тепло-
проводности, инвариантное относительно группы Галилея. Установлено интеграль-
ное представление решения краевой задачи, изучены решения задачи Коши и типа
бегущей волны, а также решения со степенным и степенным граничным режимом с
обострением.

В настоящей статье для описания тепловых и диффузионных процессов пре-
дложено новое дифференциальное уравнение в частных производных четвертого
порядка, инвариантное относительно группы Галилея. При определенном задании
параметров предложенная модель более адекватно, чем классическое уравнение
параболического типа, описывает эти процессы и позволяет исследовать их специ-
альные режимы.

1. Введение.Математическая теория теплопроводности распределенных систем
основана на классическом линейном уравнении параболического типа

L1u ≡ (∂/∂t− κ
2∇2)u(x, t) = 0, (1)

где x = (x1, x2, . . . , xn), κ > 0 — физическая константа, характеризующая среду,
∇2 — оператор Лапласа. В нем постулированы такие жесткие условия на процессы,
как бесконечная скорость распространения возмущений, линейная зависимость
потока от градиента поля и энергии от температуры.
При нарушении этих условий уравнение (1) не вполне корректно описывает

процессы тепломассопереноса и приводит к ряду известных парадоксов [1–3]. В
связи с этим для описания процессов с конечной скоростью ряд авторов предложил
вместо (1) использовать уравнение гиперболического типа [2, 4]

(∂/∂t+ τr∂
2/∂t2 − κ

2∇2)u(x, t) = 0, (2)

где τr — время релаксации теплового потока (малый параметр). Замена уравнения
(1) на (2) является принципиальной, но трудно объяснимой с теоретико- группо-
вой точки зрения. Дело в том, что требование инвариантности уравнения относи-
тельно той или иной группы преобразований позволяет из множества уравнений,
пригодных для математического описания физического процесса, выделить только
такие, которые обладают соответствующими симметрийными свойствами и, таким
образом, отражают основные физические законы сохранения. В связи с этим не-
обходимо отметить, что уравнение (1) инвариантно относительно преобразований
Галилея x′a = xa + vat, va, a = 1, 2, 3, — скорость инерциальной системы отсчета

Укр. матем. журн., 1990, 42, № 2, C. 237–245.
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K ′ относительно системы K, а это означает, что для него выполняется фундамен-
тальный классический принцип относительности Галилея (описанию линейных и
нелинейных параболических уравнений, инвариантных относительно группы Га-
лилея, посвящены работы [5, 6]. В то же время для гиперболического уравне-
ния (2) должен выполнятся принцип относительности Пуанкаре–Эйнштейна (бо-
лее подробно см., например, [5]). Однако все известные математические модели
для oписания процессов тепломассопереноса, основанные на дифференциальных
уравнениях второго порядка по временной переменной, не инвариантны относи-
тельно преобразований Галилея, причем для большинства из них не выполняются
ни принцип Галилея, ни принцип Пуанкаре–Эйнштейна.
В статье [5] указано на одно естественное обобщение уравнения (12)

Lu ≡ α1L1u+ α2L2u = 0, L2 = L1L1, (3)

где α1 и α2 — некоторые вещественные параметры.
Уравнение (3) инвариантно относительно группы Галилея G(1, 3) поэтому пред-

положим, что оно может быть использовано для описания тепловых и диффузи-
онных процессов, не зависящих от того, в каких инерциальных системах они
наблюдаются.
Уравнение (3) в дальнейшем будем называть бипараболическим уранением те-

плопроводности.

2. Определяющие соотношения. Уравнение (3) может быть получено из урав-
нения сохранения энергии

∂e/∂t = div �q = 0, (4)

если задать энергию e и поток q соотношениями

e = e0 + cv(u− u0) + νϕ(∂u/∂t,∇2u),
�q = −λ gradu− µ gradψ(∂u/∂t,∇2u),

(5)

где λ — коэффициент теплопроводности, cv — теплоемкость, ν и µ — отличные от
нуля постоянные параметры, ϕ и ψ — некоторые скалярные функции. Очевидно,
что при ν = µ = 0 соотношения (5) приводят к классическому уравнению (1).
Положим в (5) ϕ = ∂u/∂t−a λcv

∇2u, ψ = b∂u/∂t− λ
cv
∇2u, a, b = const > 0. Тогда

из (4) получим эволюционное уравнение четвертого порядка по пространственным
переменным и второго порядка по t

cv

(
∂u

∂t
− λ

cv
∇2u

)
+ ν

[
∂u

∂t
−
(
aλ

cv
+
bµ

ν

)
∂

∂t
∇2u+

λ

cv

µ

ν
∇2∇2u

]
= 0. (6)

Заданием параметров a, b, µ и ν из (6) можно получить несколько новых уравнений
теплопроводности, содержащих как частный случай классическое уравнение (1).
Для нас наибольший интерес представляет уравнение, следующее из (6) и при-
нимающее вид (3), где κ

2 = λ/cv, причем L1 ≡ ∂/∂t − κ
2∇2, L2 ≡ (∂/∂t −

κ
2∇2)(∂/∂t − κ

2∇2). Оно очевидно, соответствует определяющим соотношениям
для энергии и потока

e = e0 + cv(u− u0) + νL1u, �q = −λ gradu− µ gradL1u.
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3. Фундаментальное решение оператора L. Фундаментальным решением би-
параболического уравнения (3) назовем обобщенную функцию Gα1α2(�R, τ), удов-
летворяющую уравнению

LG ≡ α1L1G+ α2L2G = 4πδ(�R)δ(τ), (7)

где δ — дельта-функция, �R = �r − �r0, τ = t − t0, x ∈ En. Представляя G в виде
интеграла Фурье

G(�R, τ) =
1

(2π)n

∫
En

ei(
�R·�σ)g(�σ, τ)dσ,

где σ = (σ1, σ2, . . . , σn) ∈ En, из (7) получаем обыкновенное дифференциальное
уравнение

α2g
′′ + (2α2κ

2σ2 + α1)g′ + κ
2σ2(α2κ

2σ2 + α1)g = 4πδ(τ),

решение которого имеет вид

g(�σ, τ) =
4π
α1

(
1− e−

α1
α2
τ
)
e−κ

2σ2τΘ(τ),

где Θ(τ) — единичная функция Хевисайда. Следовательно, при α1 	= 0, α2 <∞

Gα1α2(�R, τ) =
4πΘ(τ)
α1

1− e−
α1
α2
τ

(2κ
√
πτ)n

e−
R2

4κ
2τ , (8)

а в случае, когда α1 = 0, α2 = 1

G0,1(�R, τ) =
4πΘ(τ)

(2κ
√
πτ)n

τe
−R2

4κ
2τ . (9)

Пусть Q(�R, τ) — фундаментальное решение классического оператора L1 [1].
Сравнивая его с (8) и (9), видим, что

Gα1α2(�R, τ) =
1− e−

α1
α2
τ

α1
Q(�R, τ), G0,1(�R, τ) = τQ(�R, τ).

Поскольку 1−e−α1τ/α2

α1τ/α2
→ 1 при α1τ

α2
→ 0, то

Gα1α2(�R, τ) →
α1→0

τ

α2
Q(�R, τ) =

1
α2
G0,1(�R, τ)

и, кроме того,

Gα1α2(�R, τ) →
τ→0

G0,1(�R, τ), Gα1α2(�R, τ) →τ→∞ Q(�R, τ).

Следовательно, при достаточно малых τ фундаментальное решение операто-
ра L ведет себя по τ как фундаментальное решение оператора L2, a для достато-
чно больших τ его характер определяется поведением фундаментального решения
оператора L1. Дальнейший асимптотический анализ фундаментального решения
оператора L при τ →∞ показывает, что для �R 	= 0

lim
τ→∞Gα1α2(�R, τ) =

{
0, если sgnα1 = sgnα2,

∞, если sgnα1 	= sgnα2,
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причем

lim
τ→∞G0,1(�R, τ) =


∞, если n = 1,

1/κ, если n = 2,
0, если n = 3, 4, . . . .

4. Интегральные формулы. Пусть Ω ∈ En — односвязная область с доста-
точно гладкой границей Γ, �n — орт внешней конормали к Γ, ΩT = {x ∈ Ω, 0 <
t < T} — цилиндр высоты t > 0 в пространстве En+1 = En × (−∞ < t < ∞),
LP,t ≡ α11L1 + α2L2, MP,t = α1L̄1 + α2L̄2, где L̄2 = L̄1L̄1, L̄1 = −∂/∂t − κ

2∇2,
т. е. оператор MP,t сопряжен в смысле Лагранжа с оператором LP,t (индекс P
указывает на то, что оператор ∇2 действует по координатам точки P ∈ Ω).
Обозначим через C2k,k(Ω̄T ), где целое число k ≥ 1, множество всех непрерыв-
ных в ΩT функций u(x, t), x = (x1, . . . , xn), у которых существуют непрерывные
в ΩT производные ∂m1+···+mn+l

∂x
m1
1 ···∂xmn

n ∂tl
u при всех целых неотрицательных m1, . . . ,mn и

l,m1 + · · ·+mn + 2l ≤ 2k.
Тогда для любых u, v ∈ C4,2(ΩT ) при 0 ≤ t < T имеет место формула∫ t

0

dτ

∫
Ω

(vLP0,τu− uMP0,τv)dω0 = α1

∫ t

0

dτ

∫
Ω

(
v
∂u

∂τ
+ u

∂v

∂τ

)
dω0 −

− α1κ
2

∫ t

0

dτ

∫
Ω

(v∇2u− u∇2v)dω0 + α2

∫ t

0

dτ

∫
Ω

(
v
∂2u

∂τ2
+ u

∂2v

∂τ2

)
dω0 −

− 2α2κ
2

∫ t

0

dτ

∫
Ω

(
v
∂

∂τ
∇2u+ u

∂

∂τ
∇2v

)
dω0 +

+ α2κ
4

∫ t

0

dτ

∫
Ω

(
v∇2∇2u− u∇2∇2v

)
dω0.

Интегрируя по частям и используя формулы Грина–Остроградского, получаем∫ t

0

dτ

∫
Ω

(vLP0,τu− uMP0,τv)dω0 =
∫

Ω

[
α1uv + α2

(
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

)
+

+ 2α2κ
2(∇u · ∇v)

]τ=t
τ=0

dω0 − α1κ
2

∫ t

0

dτ

∫
Γ

(
v
∂u

∂n0
− u ∂v

∂n0

)
dγ0 −

− ακ
4

∫ t

0

dτ

∫
Γ

∇
(
v∇ ∂u

∂n0
− u∇ ∂v

∂n0

)
dγ0 −

− 2ακ
2

∫ t

0

dτ

∫
Γ

[
v
∂

∂n0

(
∂u

∂τ
− κ

2∇2
Γu

)
+ u

∂

∂n0

(
∂v

∂τ
+ κ

2∇2
Γv

)]
dγ0,

(10)

где ∇ — оператор Гамильтона, ∇2
Γ — сужение ∇2 на границу.

Формулу (10) будем называть интегральной формулой типа Грина для бипара-
болического оператора L. При решении начально-граничных задач для уравнения
(3) она играет ту же роль, что и аналогичная формула для оператора теплопро-
водности L1 [7], к которой она сводится при α1 = 1, α2 = 0. В частности, (10)
позволяет указать корректные для оператора L граничные и начальные условия.
Из формулы (10) при α1 = 0, α2 = 1 сразу же вытекает соответствующая формула
для оператора L2.
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5. Интегральное представление решения краевой задачи. Рассмотрим нео-
днородное уравнение

Lu(x, t) = f(x, t), (11)

и используем формулу (10), полагая v = Gα1α2(�R, t − τ) (индексы при G в даль-
нейшем опускаем). Поскольку фундаментальное решение удовлетворяет условию
причинности G(�R, t − τ) = 0 при t < τ , то LG(�R, t − τ) = 0 и MG(�R, t − τ) = 0
при t < τ . Кроме того, можно показать, что∫

Ω

G(�R, 0)u(P0, t)dω0 =
∫

Ω

G(�R, 0)
∂u(P0, t)

∂τ
dω0 =

=
∫

Ω

(∇G(�R, 0)∇u(P0, t))dω0 = 0,∫
Ω

∂G(�R, 0)
∂τ

u(P0, t)dω0 = −4π
α2
u(x, t).

В результате интегральное представление начально-граничной задачи для
уравнения (11) принимает вид

4πu(x, t) =
∫

Ω

[
α1G(�R, t)u(P0, 0)− α2

∂G(�R, t)
∂τ

u(P0, 0) +

+ α2G(�R, t)
∂u(P0, 0)

∂τ
− 2α2κ

2G(�R, t)∇2u(P0, 0)
]
dω0 +

+ 2a2κ
2

∫
Γ

G(�R, t)
∂u(P0, 0)
∂n0

dγ0 + α1κ
2

∫ t

0

dτ

∫
Γ

(
G
∂u

∂n0
− u ∂G

∂n0

)
dγ0 +

+ α2κ
4

∫ t

0

dτ

∫
Γ

∇
(
G∇ ∂u

∂n0
− u∇ ∂G

∂n0

)
dγ0 +

+ 2α2κ
2

∫ t

0

dτ

∫
Γ

[
G

∂

∂n0

(
∂u

∂τ
−κ

2∇2
Γu

)
+ u

∂

∂n0

(
∂G

∂τ
+κ

2∇2
ΓG

)]
dγ0 +

+
∫ t

0

dτ

∫
Ω

f(P0, τ)G(�R, t− τ)dω0.

(12)

Из представления (12) следует, что в задаче типа Коши начальные условия для
уравнения (3) задаются в виде

u = ϕ0(x), ∂u/∂t− 2κ
2∇2u = ϕ1(x), t = 0, x ∈ En. (13)

6. Одномерная задача типа Коши. Приняв во внимание (13), рассмотрим
задачу

Lu ≡ α1

(
∂u

∂t
− κ

2 ∂
2u

∂x2

)
+ α2

(
∂

∂t
− κ

2 ∂
2

∂x2

)(
∂u

∂t
− κ

2 ∂
2u

∂x2

)
= 0,

u(x, 0) = ψ(x),
∂u(x, 0)
∂t

− 2κ
2 ∂

2u(x, 0)
∂x2

= ϕ(x), −∞ < x <∞.
(14)

Применив к ней преобразование Фурье, получим обыкновенное дифференциальное
уравнение второго порядка

α2
d2û

dt2
+ (2α2κ

2σ2 + α1)
dû

dt
+ (α2κ

2σ2 + α1)κ2σ2û = 0, t > 0,
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с начальными данными û(σ, 0) = ψ̂(σ), dû(σ, 0)/dt + 2κ
2σ2û(σ, 0) = ϕ̂(σ), где зна-

ком “ˆ” обозначается образ Фурье, σ — вещественный параметр преобразования.
Решение этой задачи получено в виде

û(σ, t) =
{[

1− α2

α1

(
1− e−

α1
α2
t)

κ
2σ2

]
ψ̂(σ) +

α2

α1

(
1− e−

α1
α2
t)ϕ̂(σ)

}
e−κ

2σ2t.

Поскольку u(x, t) = 1
2π

∫∞
−∞ e−iσxû(σ, t)dσ, то после соответствующих вычислений

получаем окончательный результат

u(x, t) =
1

2κ
√
πt

∫ ∞

−∞
ψ(x′)e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′ +
α2

α1

1−e−
α1
α2
t

2κ
√
πt

∫ ∞

−∞
ϕ(x′)e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′ −

− α2

α1

1− e−
α1
α2
t

4κt
√
πt

∫ ∞

−∞
ψ(x′)

[
1− (x− x′)2

2κ2t

]
e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′.

(15)

Если α1 = 1 и α2 = 0, то из (15) следует известное [1, 2] решение задачи Коши
для уравнения L1u = 0 при условии u(x, 0) = ψ(x)

u1(x, t) =
1

2κ
√
πt

∫ ∞

−∞
ψ(x′)e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′. (16)

Если α1 = 0 и α2 = 1, то аналогично (15) получается решение задачи типа
Коши для уравнения L2u = 0 при условиях (14)

u2(x, t) =
1

2κ
√
πt

∫ ∞

−∞
ψ(x′)e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′ +
√
t

2κ
√
π

∫ ∞

−∞
ϕ(x′)e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′ −

− 1
4κ
√
πt

∫ ∞

−∞
ψ(x′)

[
1− (x− x′)2

2κ2t

]
e−

(x−x′)2
4κ

2t dx′.
(17)

Пусть ϕ(x) = 0, ψ(x) =
{
V, |x| < a,
0, |x| > a,

V = const. Тогда точные решения,

соответствующие формулам (15)–(17), примут соответственно вид

u(x, t) = u1(x, t)− α2

α1
V

1− e−
α1
α2
t

4κt
√
πt

[
(a− x)e− (a−x)2

4κ
2t + (a+ x)e−

(a+x)2

4κ
2t

]
, (18)

u1(x, t) =
V

2

[
erf

a− x
2κ
√
t

+ erf
a+ x

2κ
√
t

]
, (19)

u2(x, t) = u1(x, t)− V

2κ
√
πt

[
(a− x)e− (a−x)2

4κ
2t + (a+ x)e−

(a+x)2

4κ
2t

]
, (20)

где erf z — функция ошибок [1, 2]. Сравнение результатов вычислений по этим
формулам показало, что решения до некоторого фиксированого t0 являются мо-
нотонно убывающими функциями по x; при t > t0 для решений (18) и (20), в
отличие от классического случая (19), характерно образование уединенной волны,
движущейся в направлении оси x с монотонно убывающей по t амплитудой.
Отметим один новый момент, связанный с заданием начальных условий для

оператора L. Решение (18) удовлетворяет неравенству 0 ≤ u(x, t) ≤ V . Если же
в (14) задать вместо второго условия условие ∂u(x, 0)/∂t = 0, то решение такой
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задачи будет отличаться от вида (18) лишь знаком при втором члене. В этом
случае указанное неравенство не будет выполняться: существует такое t0, что при
t > t0 на полуоси Ox решение принимает как положительные, так и отрицательные
значения, причем u(x, t) → −0 при x → ∞. Это справедливо для любых сколь
угодно малых значений α2 > 0.

7. Решения типа бегущей волны. Рассмотрим вначале одномерный вариант
уравнения (3) при α1 = 0, α2 = 1

L2u ≡ (∂/∂t− κ
2∂2/∂x2)(∂u/∂t− κ

2∂2u/∂x2) = 0 (21)

и будем искать его автомодельные решения вида

uA(x, t) = eβtϕ(ξ), ξ = x− vt, (22)

где v — скорость волны, β — коэффициент затухания. Функция ϕ(ξ) определяется,
очевидно, из обыкновенного дифференциального уравнения

κ
4ϕIV + 2κ

2vϕIII + (v2 − 2κ
2β)ϕII − 2βvϕI + β2ϕ = 0,

общее решение которого имеет вид

ϕ(ξ) = c1e
r1ξ + c2e

r2ξ + c3ξe
r1ξ + c4ξe

r2ξ, (23)

где cj , j = 1, 4 — произвольные постоянные, r1, r2 вычисляются по формуле

r1,2 =
−v ±

√
v2 + 4βκ2

2κ2
. (24)

Тепловой поток в рассматриваемом случае задается в виде

q(ξ, t) = µeβt[κ2ϕIII(ξ) + vϕII(ξ)− βϕI(ξ)].

Среди множества функций (23) содержатся автомодельные решения, удовле-
творяющие условиям ϕ(ξ) > 0, ξ < 0; ϕ(0) = 0; βϕ(0) − vϕI(0) − 2x2ϕII(0) = 0;
q(0, t) = 0. Они обеспечивают непрерывность начальных условий, следующих
из (14), и потока в точке ξ = 0. Поэтому существуют решения уравнения (21)
со всюду непрерывным тепловым потоком, которые при каждом t ∈ (0, T ) являю-
тся финитными по x: uA(x, t) = 0 при x ≥ vt. Это означает, что уравнение (21)
пригодно для описания процессов с конечной скоростью распространения возму-
щений. Опуская громоздкие выкладки, приводим их окончательный вид

ϕ(ξ) =

{
c1

(
e−

v
κ

2 ξ − 1− v

κ2
ξ
)
, ξ < 0,

0, ξ ≥ 0, β = 0,
(25)

ϕ(ξ) =


c2ξ

(
4r2κ

2 + v

4r1κ2 + v
er1ξ − er2ξ

)
, ξ < 0,

0, ξ ≥ 0, β = − v2

8κ2
,

(26)

ϕ(ξ)=



c3

[
er2ξ−er1ξ+ v(r2−r1)

4r1κ2+v
ξer1ξ+

v
√
v2+4βκ2

2κ2(v2+8βκ2)
(
√
v2+4βκ2−v)ξ ×

×
(
er2ξ − 4r2κ

2 + v

4r1κ2 + v
er1ξ
)]

, ξ < 0,

0, ξ ≥ 0, − v2

8κ2
< β < 0.

(27)
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Здесь cs, s = 1, 3 — произвольные постоянные, r1,2 определяются по формуле (24).
При ξ < 0 решения uA(x, t), построенные в виде (22) с помощью (25)–(27), яв-
ляются классическими, но они могут не иметь достаточную гладкость в точках
фронта волны X(t) = vt, где обращаются в нуль.
Аналогичным образом можно показать, что среди решений общего бипарабо-

лического уравнения (3) содержится в точности три финитных решения, описыва-
ющих распространение возмущений с конечной скоростью.
Примеры финитных решений классических нелинейных уравнений теплопро-

водности второго порядка, обладающих подобными свойствами, рассмотрены в
[8, 9].

8. Степенной граничный режим. Будем искать решения уравнения (21) при
граничном условии [8] u(0, t) = (1 + t)α, α = const > 0, вида uA(x, t) = (1 +
tα)ϕ(ξ), ξ = x√

1+t
. Нетрудно показать, что функция ϕ(ξ) должна определяться из

дифференциального уравнения(
κ

2 d
2

dξ2
+
ξ

2
d

dξ
− (α− 1)

)(
κ

2 d
2ϕ

dξ2
+
ξ

2
dϕ

dξ
− αϕ

)
= 0,

общее решение которого выражается через функции Эрмита и имеет вид

ϕ(ξ) = c1H2α(iξ/2κ) + c2H2α−2(iξ/2κ) + c3e
−ξ2/4κ

2
H−2α−1(ξ/2κ) +

+ c4e
−ξ2/4κ

2
H−2α+1(ξ/2κ).

(28)

Используя асимптотические представления функций Эрмита [10] и требуя огра-
ниченности ϕ(ξ) при ξ →∞, устанавливаем, что c1 = c2 = 0 при α > 1 и c1 = 0 при
0 < α < 1. При выполнении этих условий имеют место два случая: 1) ϕ(∞) = 0,
если α 	= 1; 2) ϕ(∞) = 1, если α = 1.
Если, следуя [8], ввести координату фронта тепловой волны κΦ(t) = ξΦ(t)(1 +

t)1/2, то для финитности решения уравнения (21) необходимо, чтобы

ϕ(ξΦ) = q(ξΦ, t) = 0, (29)

где тепловой поток определяется формулой

q(ξ, t) = −µ(1 + t)α−3/2

[
(α− 1/2)ϕ′(ξ)− ξ

2
ϕ′′(ξ)− κ

2ϕ′′′(ξ)
]
.

Рассмотрим указанные выше случаи отдельно.
А) Пусть α > 1. Зафиксировав в (28) ξ = ξΦ при c1 = c2 = 0, для определения

постоянных c3 и c4 получим однородную алгебраическую систему, определитель
которой

∆ ∼ 1/2κ(ξΦ/κ)−4α−3[(ξΦ/κ)4 + 4(α+ 1)(ξΦ/κ)2 + 12(2α+ 1)2] (30)

отличен от нуля, что следует из асимптотического представления функций Эрми-
та для достаточно больших ξΦ/2κ. Следовательно, для принятых условий фронт
волны не может находиться в конечной точке, и уравнение (21) описывает распро-
странение возмущений с бесконечной скоростью.
Б) Пусть 0 < α < 1. Здесь для определения постоянных c3 и c4 в (28) при

произвольном фиксированном c2 получается неоднородная алгебраическая систе-
ма, определитель которой при достаточно больших ξΦ/2κ имеет вид (30) и отли-
чен от нуля. Следовательно, постоянные cs, s = 2, 4, можно выбрать так, чтобы
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удовлетворялись равенства (29), и, таким образом, построить финитное решение
уравнения (21), описывающее тепловую волну с конечной скоростью распростра-
нения возмущений.

9. Степенной граничный режим с обострением. Если граничная функция
неограниченно возрастает за конечный промежуток времени (u(0, t)→∞ при t→
T−), то тепловой режим называется режимом с обострением [8]. Ему, например,
соответствует граничное условие

u(0, t) = (T − t)−α, α = const > 0. (31)

Будем искать решение уравнения (21) в виде

uA(x, t) = (T − t)−αϕ(ξ), ξ =
x√
T − t . (32)

Можно показать, что функция ϕ(ξ) должна удовлетворять дифференциальному
уравнению(

κ
2 d

2

dξ2
− ξ

2
d

dξ
− (α+ 1)

)(
κ

2 d
2ϕ

dξ2
− ξ

2
dϕ

dξ
− αϕ

)
= 0,

общее решение которого имеет вид

ϕ(ξ) = c1H−2α(ξ/2κ) + c2H−2α−2(ξ/2κ) + c3e
ξ2/4κ

2
H2α−1(iξ/2κ) +

+ c4e
ξ2/4κ

2
H2α+1(iξ/2κ),

(33)

причем ограниченное при ξ → ∞ решение получается из (33) при c3 = c4 = 0.
В этом случае полуширина волны [81 определяется формулой X = ξΦ(T − t)1/2,
из которой следует, что X → 0 при t → T−, т. е. поступающая в среду энергия
сосредотачивается в зоне с сокращающимся эффективным размером. При этом
тепловой поток записывается в виде

q(ξ, t) = −µ(T − t)−α−3/2

[
(α+ 1/2)ϕ′(ξ) +

ξ

2
ϕ′′(ξ)− κ

2ϕ′′′(ξ)
]
.

Для финитного решения вида (32) уравнения (21) должны, как и ранее, выпол-
няться условия (29), поэтому для определения постоянных c1, и c2, из (33) при
фиксированном ξ = ξΦ получаем однородную алгебраическую систему, опреде-
литель которой ∆ должен быть равен нулю. Однако оказывается, что если в ∆
воспользоваться асимптотическими представлениями функций Эрмита при боль-
ших ξΦ/2κ приходим к равенству 12(α+1)κ2 + ξ2Φ = 0, которое невозможно ввиду
α > 0. Следовательно, фронт тепловой волны не может находиться в конечной
точке ξΦ, и, таким образом, в режиме с обострением уравнение (21) описывает
распространение возмущений с бесконечной скоростью (см. также [8]).
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On superalgebras of symmetry operators
of relativistic wave equations

W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

It is well known that the classical Lie approach does not make it possible to
describe completely the symmetry of systems of partial differential equations. Actually
it gives the possibility of finding only such symmetry operators which are the first
order differential operators.
Using the non-Lie approach, in which the invariance group generators may be

differential operators of any order and even integro-differential operators, the new
invariance groups of a number of relativistic wave equations have been found [1, 2].
It turns out that even such well studied equations as the Dirac and the Maxwell ones
have more extensive symmetry then the relativistic and the conformal invariance [3].
A numerous examples of non-Lie symmetries had been collected in our book [4].
In this communication we give the description of any order symmetry operators

for some class of relativistic wave equations (including the Dirac and the Kemmer–
Duffin–Petiau equations) and determine superalgebraic structure of sets of symmetry
operators of the Dirac and of the Maxwell equations.
Let us write an arbitrary linear system of partial differential equations in the

following symbolic form

Lψ = 0, (1)

where L is a linear differential operator defined on H, ψ ∈ H.
Let Q be a linear operator defined on H. We say that Q is the symmetry operator

of the equation (1), if

L(Qψ) = 0 (2)

for any ψ satisfying (1).
Below we consider the symmetry operators of relativistic wave equations, the most

famous of which is the Dirac one:

Lψ ≡ (γµpµ −m)ψ = 0, pµ = i
∂

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3. (3)

Using the equation (3) as an example we shall give the definition of the first
(Q(1)), the second (Q(2)), the third (Q(3)), . . . , order symmetry operator as a linear
differential operator which satisfies (2) and has the form

Q(1) = aµPµ +B, Q(2) = aµνpµpν +Bµpµ +B,

Q(3) = aµνλpµpνpλ +Bµνpµpν +Bµpµ +B,
(4)

in Selected Topics in QFT and Mathematical Physics, Proceedings of the 5th International conference
(Liblice, Czechoslovakia, June 25-30, 1989), Editors J. Niederle and J. Fisher, World Scientific, 1990,
P. 385–391.
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where B,Bµ, Bµν , . . . are matrices depending on x = (x0, x1, x2, x3), aµ, aµν , aµνλ, . . .
are functions on x. For the Dirac equation all matrices, are 4 × 4 dimensional,
in general the matrices dimension is determined by the number of components of
wavefunction ψ.
It is well known that the complete set of first order symmetry operators of the

Dirac equation is exhausted by the Poincaré group generators Pµ, Jµν

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ +
i

4
[γµ, γν ], (5)

which satisfy the commutation relations

[Pµ, Pν ] = 0, [Pµ, Jνλ] = i(gµνPλ − gµλPν),
[Jµν , Jλσ] = i(gµσJνλ + gνλJµσ − gµλJνσ − gνσJµλ).

(6)

It means that the Poincaré invariance is the most extensive symmetry of the Dirac
equation in the Lie sense [5, 6].
Using higher order symmetry operators it is possible to extend the symmetry

group of the Dirac equation to the 16-parametrical Lie group which includes the
Poincaré group as a subgroup [4]. Higher-order symmetry operators are useful in
construction of coordinate systems in which the solutions in separated variables exist
[7 ,8]. These operators may be considered also as the generators of Lie–Bäcklund
groups [9].
Below we present some our general results connecting with the symmetry opera-

tors of relativistic wave equations for any spin particles.

Definition. Equation (1) is Poincaré-invariant and describes a particle of mass m and
spin s, if it has 10 symmetry operators Pµ, Jµν which satisfy the algebra (6), and any
solution ψ satisfies the conditions

PµP
µψ = m2ψ, WµW

µψ = −m2s(s+ 1)ψ, (7)

where Wµ = 1
2εµνρσJ

νρP σ is the Lubanski–Pauli vector.
Besides the Dirac equation the well known examples of relativistic wave equations

satisfying given definition are the Kemmer–Duffin–Petiau equations for particles of
spin 0 and 1 and the Rarita–Schwinger equation for a particle of spin 3

2 .

Theorem 1. Any Poincaré-invariant equation for a particle of mass m and spin
s = 0 is invariant under the algebra ASL(2, C) [10].
Proof. Let Pµ, Jµν be the symmetry operators of the equation (1), satisfying the
commutation relations (6). Then by the definition (2) the following combinations

Q±
µν =

1
m2

[εµνρσW ρP σ ± i(PµWν − PνWµ)] (8)

are also the symmetry operators of this equation.
Using (6), (7) and the relations [Wµ,Wν ] = iεµνρσP

ρW σ , [Pµ,Wν ] = 0 can make
sure that the operators (8) satisfy the conditions

[Q±
µν , Q

±
ρσ] = i(gµσQ±

νρ + gνρQ
±
µσ − gµρQ±

νσ − gνσQ±
µρ),

Q±
µνQ

±µνψ = 2(l20 − l21 − 1)ψ,
1
4
εµνρσQ

±µνQ± ρσψ = il0l1ψ,

l0 = s, l1 = ±(s+ 1),
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and so form the basis of the finite dimensional irreducible representation D(s,±(s+1))
of the algebra ASL(2, C). Thus the theorem is proved.
We see that any relativistic wave equation for a particle of nonzero spin and mass

is automatically invariant under the algebra ASL(2, C) basis elements of which belong
to the enveloping algebra of the Lie algebra of the Poincaré group. The operators (8)
form the basis of the 16-dimensional Lie algebra together with Pµ and Jµν . For the
Dirac equation they take the form [4]

Q±
µν =

i

4
[γµ, γν ] +

i

m
(γµpν − γνpµ)(1± iγ4). (9)

The operators (5), (9) generate the 16-parametrical invariance group of the Dirac
equation. The corresponding finite transformations mix ψ and ∂ψ/∂xµ and can be
easily calculated using the relation (Q±

µν)
2 = 1/4 [4].

The following statement gives the basis of any order symmetry operators for
a class of relativistic wave equations of a type

(βµpµ −m)ψ = 0 (10)

where βµ are numerical matrices, β0 is diagonalizable.
Theorem 2. Any finite order symmetry operator of Poincaré-invariant equation for
a particle of mass m 	= 0 and spin s (10) belongs to the enveloping algebra of the
algebra AP (1, 3).
The proof can be carried out using the Theorem 1 and bearing in mind that the

necessary conditions for the symmetry operators of the equation (10) is to be the
symmetry operators of the equation (7).
Let us note that relativistic wave equations (10) also possess such additional

invariance algebras which belong to the class of integro-differential operators [4] and
generally speaking are not membered among the enveloping algebra of the algebra
AP (1, 3).
In contrast to the first order symmetry operators the higherorder ones in general

do not form the basis of the Lie algebra. But as a rool the higher order symmetry
operators have the structure of superalgebra. We shall demonstrated it for the Dirac
and for the Maxwell equations.
Let us consider the complete set of the second order symmetry operators of the

equation (3) commuting with Pµ. Using the Theorem 2 it is not difficult to find such
a set in the form

I, Pµ, λµν = pµpν , Wµ =
i

4
γ4(γµm− pµ), Wµν = γ4(γµpν − γνpµ), (11)

where I is the unit matrix.
Direct verification can make sure that the operators (11) do not form the basis of

the Lie algebra. But these operators together with Jµν (5) form the Lie superalgebra
with the basis elements (12)

{Wµ,Wµν ; Jµν , Pλ, λµν , I}. (12)

The operators Wµ, Wµν satisfy the anticommutation relations

[Wµ,Wν ]+ = WµWν +WνWµ =
1
2
(λµν − gµνI),

[Wµ,Wλσ]+ = i(gµνPλ − gµλPν),
[Wµν ,Wρλ]+ = 2(gµλλνσ + gνσλµλ − gµσλνλ − gνλλµσ),
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the commutation relations Wµ, Wµν with Pµ, Jµν , λµν , I and between Pµ, Jµν , λµν ,
I are obvious.
So the Dirac equation is invariant under the 27-dimensional Lie superalgebra which

contains the subalgebra AP (1, 3). Basis elements of this superalgebra are second order
symmetry operators.
Consider the Maxwell equations with currents and charges

∂ �E

∂t
= �∇× �H +�j,

∂ �H

∂t
= −�∇× �E, �∇ · �E = j0, �∇ · �H = 0. (13)

The symmetry superalgebra of the equations (13) is formed by the set of the operators

{Qab; Pµ, Jµν , ηab = ∇a∇bD, ηabcd = ∇a∇b∇c∇d}
where Pµ, Jµν are the Poincaré group generators, a, b, c, d = 1, 2, 3, and Qab, D are
the additional symmetry operators of the Maxwell equations [11] which act on Ea,
Ha ja and j0 as follows

Qab : Ec → qabcdEd, Hc → −qabcdHd,

jc → qabcdjd, j0 → (δab∆−∇a∇b)j0;
D : Ec → ∇c∇dEd, Hc → ∇c∇dHd,

jc → ∇c∇djd, j0 → ∆j0,

where

qabcd = fabcd + f bacd + fabdc + f badc ;

fabcd = δad∇b∇c +
1
4
δcd(δab∆−∇a∇b)− 1

2
δacδbd − 1

2
δab∇c∇d.

The operators Qab satisfy the anticommutation relations

[Qab, Qa
′b′ ]+ = faba

′b′
klnm ηklnm + gaba

′b′
kl ηkl,

where

faba
′b′

klnm = 2(δaa′δkl − δakδa′l)(δbb′δnm − δbnδb′m)−
−(δabδkl − δakδbl)(δa′b′δnm − δa′nδb′m) + (a↔ b),

gaba
′b′

kl = 2(δaa′δbkδb′l − δa′b′δakδbl)
+(δabδa′b′ − δab′δa′b)δkl + (a↔ b) + (a′ ↔ b′) + (a↔ b, a′ ↔ b′).

The remaining commutation relations for the operators (14) can be easily calculated.
It is interesting to note that the symmetry operators Qab do not belong to the

enveloping algebra of the Lie algebra of the conformal group. These and other prob-
lems connecting with the symmetry of relativistic and nonrelativistic wave equations,
the description of classes of equations with given symmetry, the exact solutions of
linear and nonlinear wave equations are discussed in our book [11] which will be
published this year.
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On the new constants of motion for two-
and three-particle equations
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

The new constants of motion are found for a number of relativistic and quasirelativistic
two-particle equations of the Dirac–Breit and the Bethe–Salpeter type and for the
Krolikowski three-particle equation.

It was first noted by Dirac [1] that the Hamiltonian of a relativistic particle of
spin- 12 in a spherically symmetric field

H = γ0γapa − γ0m+ V (x2), pa = −i ∂

∂xa

(where γ0, γa are the Dirac matrices, a = 1, 2, 3, x2 = x2
1 + x2

2 + x2
3) commuted with

the operator

Q = γ0(2SaJa − 1/2) (1)

where Ja = εabcxbpc, Sa = 1
4 iεabcγbγc. In other words, besides the obvious motion

constant and angular momentum Ja, there is the additional constant of motion (1) for
the Dirac equation with spherical potential.
The Dirac motion constant plays an important role in the solution of the Dirac

equation by separation of variables. It causes the decomposition of the radial equations
onto non-coupled subsystems corresponding to the fixed eigenvalues of operator (1).
In this letter it is demonstrated that the additional constants of motion exist for

a number of relativistic and quasirelativistic two and three-particle equations and the
explicit form of these motion constants is found.
Consider the generalised Breit equation in the CM frame

i
∂

∂t
ψ = (H(1) +H(2) + V )ψ (2)

where H(1) and H(2) are the single-particle Hamiltonians,

H(α) = γ
(α)
0 γ(α)

a pa − γ(α)
0 m(α), α = 1, 2,

{γ(1)
0 , γ

(1)
a } and {γ(2)

0 , γ
(2)
a } are the commuting sets of the 16 × 16 matrices defined

by the relations

[γ(1)
µ , γ

(2)
ν ]− ≡ γ(1)

µ γ
(2)
ν − γ(2)

ν γ
(1)
µ = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3,

[γ(α)
µ , γ

(α)
ν ]+ ≡ γ(α)

µ γ
(α)
ν + γ

(α)
ν γ

(α)
µ = 2gµν .

V is the interaction potential of the following general form

V = V1 − γ(1)
0 γ

(2)
0 [V2γ

(1)
a γ

(2)
a + V3γ

(1)
a xaγ

(2)
b xb + V4] +

+ V5γ
(1)
a γ

(2)
a + V6γ

(1)
a xaγ

(2)
b xb, Vk = Vk(x2), k = 1, 2, . . . , 6,

(3)

where xa and pa are the internal coordinates and momenta.

J. Phys. A: Math. Gen., 1990, 23, L533–L535.
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For V1 = V2 = x2V3 = 1/x and V4 = V5 = V6 = 0 formula (3) defines the Breit
potential [2, 3]. If Vk are arbitrary functions of x2 this formula gives the generalised
potential of two-particle interaction including various potentials of quark models of
mesons [4–7].
The obvious motion constant of equation (2) is the angular momentum operator Ĵa

Ĵa = εabcxbpc + Ŝa, Ŝa = S(1)
a + S(2)

a , S(α)
a =

1
4
iεabcγ

(α)
b γ(α)

c . (4)

It happens, however, that as in the case of Dirac equation with spherically sym-
metric potential one can show the additional constant of motion for the generalised
Breit equation. This motion constant has the form

Q̂ = γ
(1)
0 γ

(2)
0 [(ŜaĴa)2 − ŜaĴa − ĴaĴa], (5)

where Ja and Ŝa are given in (4). Actually one can make sure by direct verification
that the operator (5) commutes with the Hamiltonian (2). For this purpose it is
convenient to represent Q̂ in the form

Q̂ = [Q(1), Q(2)]+ − 1
2
γ

(1)
0 γ

(2)
0 ,

where Q(α) are the operators obtained from (1) by the substitution γ0 → γ
(α)
0 , Sa →

S
(α)
a , Ja → Ĵa, These operators satisfy the conditions

[Q(α), S
(α)
a pa]+ = γ

(α)
0 S

(α′)
a pa,

[Q(α), S
(α)
a xa]+ = γ

(α)
0 S

(α′)
a xa,

[Q(α), S
(α′)
a pa]− = [Q(α), S

(α′)
a xa]− = 0, α′ 	= α.

So we have found a new constant of motion for the generalised Breit equation in
the form (5). This motion is also admitted by the Bethe–Salpeter equation in first
approximation by e2 and by the relativistic Barut–Komy equation [8]. Apparently it
is possible to continue the list of the equations for which operator (5) is the motion
constant (for instance it is the case for equation (2) with arbitrary O(3) and P -
invariant potential V ).
One can demonstrate that the spectrum of the operator (4) is discrete and is given

by the formula

Qψ = εj(j + 1)ψ, ε = ±1, j = 0, 1, 2, . . . , ψ ∈ L2(R4).

In conclusion we give the new constants of motion for the equation describing
two interacting particles with spins 1

2 and 1 [9] and for the three-particle equation of
Krolikowski [10]. They have the form

Q = r[q3 − q2 − (7JaJa + SaSa)q + (4SaSa − 6)JbJb + 9/4]

where q = 2ŜaJa − 3
2 , Ja = εabcxbpc + Ŝa. For the two-particle equation [9]

r = γ0(1− 2β0), Ŝa = iεabc

(
1
4
γbγc + βbβc

)
,
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{γµ} and {βµ} are the commuting sets of the Dirac and of the Kemmer–Duffin–Petiau
matrices. For the three-particle equation [10]

r = γ
(1)
0 γ

(2)
0 γ

(3)
0 , Ŝa =

1
4
iεabc

(
γ

(1)
b γ(1)

c + γ
(2)
b γ(2)

c + γ
(3)
b γ(3)

c

)
,

{γ(1)
µ }, {γ(2)

µ } and {γ(3)
µ } are the commuting sets of the Dirac matrices.

Constants of motion for arbitrary spin particles are discussed in [11].
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Условная инвариантность и редукция
нелинейного уравнения теплопроводности

В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

The conditional symmetry of the nonlinear heat conduction equation has been studied.
Some exact solutions of the equations are obtained.

Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

u0 + u11 = F (u), (1)

где u = u(x) ∈ R1, x = (x0, x1) ∈ R2, u0 = ∂u/∂x0, u11 = ∂2u/∂x2
1, F (u) — гладкая

функция, нелинейно зависящая от u.
В работах [1, 2] при помощи метода С. Ли [3] исследована инвариантность

нелинейного уравнения теплопроводности. Из результатов этих работ следует, что
уравнение (1) может быть инвариантно только относительно следующих операто-
ров:

∂0, ∂1, G=ex0(∂1+mx1u∂u), D=2x0∂0+x1∂1+M(u)∂u, X=ex0u∂u, (2)

где m = const, M(u) — некоторая заданная функция.
В настоящей работе исследована условная инвариантность (более подробно

см. [4]) уравнения (1). Операторы условной инвариантности использованы для
редукции исходного уравнения к обыкновенным дифференциальным уравнениям,
а также для нахождения его точных решений.
Пусть

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 + C(x, u)∂u, (3)

где A, B, C — гладкие функции своих аргументов, дифференциальный оператор
первого порядка, действующий на многообразии (x, u).

Теорема 1. Уравнение (1) Q-условно инвариантно (см. [4]) относительно опе-
ратора (3), если функции A, B, C удовлетворяют следующей системе диффе-
ренциальных уравнений:

Случай I. A 	= 0 (не умаляя общности, можно положить A = 1).

Buu=0, Cuu=2(B1u+BBu), 3BuF =2(C1u+BuC)−(B0+B11+2BB1),
CFu − (Cu − 2B1)F = C0 + C11 + 2CB1.

(4)

Здесь и везде ниже индекс внизу возле функции означает дифференцирова-
ние по соответствующему аргументу.

Случай II. A = 0, B = 1.

CFu − CuF = C0 + C11 + 2CC1u + C2Cuu. (5)

Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и тех. науки, 1990, № 7, С. 24–27.
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Теорема 2. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора (3)
в предположении, что A = 1, Bu 	= 0 тогда и только тогда, когда оно локально
эквивалентно уравнению

u0 + u11 = λu3 + λ1u+ λ2, λ, λ1, λ2 = const. (6)

При этом оператор (3) имеет вид

Q = ∂0 +
3
2

√
2λu∂1 +

3
2
(λu3 + λ1u+ λ2)∂u. (7)

Доказательство теоремы 1 аналогично доказательству теоремы 5.7.2 из [4],
а теорема 2 является результатом решения системы (4) при Bu 	= 0.
Используем оператор (7) для нахождения анзацев, редуцирующих уравнение (6)

к обыкновенным дифференциальным уравнениям.
Уравнение (6) локальными преобразованиями можно свести к одному из сле-

дующих “канонических” уравнений:

1. u0 + u11 = λ(u3 − u), 2. u0 + u11 = λ(u3 − 3u+ 2),
3. u0 + u11 = λu3, 4. u0 + u11 = λ(u3 + u).

(8)

Анзацы, полученные при помощи оператора (7), для каждого на уравнений (8)
соответственно имеют вид

1. 2 arcthu+
√

2λx1 = ϕ(ω), ω = − ln(1− u−2) + 3λx0;

2. −4
9

ln
u+ 2
u− 1

− 2
3
(u− 1)−1 −

√
2λx1 = ϕ(ω),

ω =
2
9

ln
u+ 2
u− 1

−−2
3
(u− 1)−1 − 3λx0;

3.
2
u

+
√

2λx1 = ϕ(ω), ω = − 1
u2
− 3λx0;

4. 2 arctg u−√2λx1 = ϕ(ω), ω = − ln(1 + u−2)− 3λx0.

(9)

Анзацы (9) редуцируют соответствующие уравнения (8) к следующим обыкновен-
ным дифференциальным уравнениям:

1. 2ϕ̈ = ϕ̇3 − ϕ̇, 2. 2ϕ̈ = ϕ̇3 − 3ϕ̇+ 2, 3. 2ϕ̈ = ϕ̇3, 4. 2ϕ̈ = ϕ̇3 + ϕ̇. (10)

Обратим внимание на нелинейности в правых частях уравнений (10) и срав-
ним их с нелинейностями исходных уравнений (8). Мы видим, что анзацы (9)
позволили не только редуцировать уравнения (8), но и существенно изменили их
нелинейные правые части, когда вместо функции u появилась функция ϕ̇. Это
позволяет проинтегрировать уравнения (10) и представить их общие решения при
помощи элементарных функций:

1. ϕ(ω)=−2 arcth
√
c1eω+1+c2, 2. ln

[
c1− 3

2
(ϕ+2ω)

]
=ln c2− 3

2
(ϕ−ω),

3. ϕ(ω) = 2
√
c1 − ω + c2, 4. ϕ(ω) = 2 arctg

√
c1eω − 1 + c2,

(11)

где c1, c2 — постоянные интегрирования.
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Используя формулы (9) и (11), находим решения уравнений (8) соответственно:

1. arcthu+ arcth

√
u2

u2 − 1
c1e3λx0 + 1 =

1
2
(c2 −

√
2λx1);

2. u = −
2c2 exp

(
− 9

2λx0 + 3
2

√
2λx1

)
+ 9λx0 + 3

2

√
2λx1 + c1 − 3

c2 exp
(
− 9

2λx0 + 3
2

√
2λx1

)
− 9λx0 − 3

2

√
2λx1 − c1

;

3. u =

√
2/λ(x1 + c1)

3(x0 + c2)− 1
2 (x1 + c1)2

;

4. arctg u− arctg

√
u2

u2 − 1
c1e−3λx0 − 1 =

1
2
(c2 +

√
2λx1).

(12)

Отметим также, что и в предположении Bu = 0 для уравнения (1) можно найти
операторы вида (3), не входящие в алгебру (2). Эти результаты представим в виде
таблицы.

Таблица 1

Вид функции
F (u)

F — решение
уравнения
F ′′F = 2

F — решение
уравнения

F ′′F = 2(F ′ − 1)

F (u) = λu3

Оператор Q 2
√
x0∂1 + F (u)∂u x1∂1 + F (u)∂u x2

1∂0 + 3x1∂1 + 3u∂u

Анзац F ′(u) = ϕ(x0) + x1√
x0

F ′(u) = x2
1ϕ(x0) + 1 u = x1ϕ(ω),

ω = x0 − x2
1
6

Редуцирован-
ное уравнение

ϕ′ + 1
2x0

ϕ = 2 ϕ′ − 2ϕ+ 2ϕ2 = 0 ϕ′′ = 9λϕ3

Решение реду-
цированного
уравнения

ϕ = c1√
x0

+ 4
3
x0 ϕ = 1

1+c1e−2x0

∫ ω
0

dτ√
c1+τ4

=

= 3
2

√
2λ(ω + c2)

Решение
уравнения (1)

F ′(u) = x1+c1√
x0

+ 4
3
x0 F ′(u) =

x2
1

1+c1e−2x0
+ 1

∫ u/x1
0

dτ√
c1+τ4

=

= 3
2

√
2λ
(
x0− x2

1
6

+c2
)

Замечание. Полученные результаты легко переносятся на случай произвольного
количества переменных x = (x0,x) ∈ R1+n в уравнений (1).
В заключение приведем некоторые результаты, полученные нами для уравнения

u0 + u11 = F (u, u1). (13)

Теорема 3. Уравнение

u0 + uu1 + u11 = λ(u)u3
1, (14)

где λ(u) — произвольная дифференцируемая функция, Q-условно инвариантно
относительно оператора

Q = ∂0 + u∂1. (15)
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Теорема 4. Уравнение

u0 + u11 = uu1(1− uu1)(2− uu1) (16)

Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = ∂0 + u∂1 + ∂u. (17)

При λ(u) = 0 уравнение (14) является уравнением Бюргерса. Анзац, получае-
мый при помощи оператора (15),

x0u− x1 = ϕ(u), (18)

редуцирует уравнение (14) к уравнению

ϕ̈ = λ(u). (19)

Анзац

1
2
u2 − x1 = ϕ(ω), ω = u− x0, (20)

полученный при помощи оператора (17), редуцирует уравнение (16) к уравнению

ϕ̈ = ϕ̇3 + 1. (21)

Общее решение уравнения (21) имеет вид

ln

[
sin
√

3
2

(ϕ+ ω + c2)

]
= −3

2
(ϕ− ω − c1). (22)

Из формул (20) и (22) находим решение уравнения (16)

ln

{
sin
√

3
4
[
(u+1)2−2(x0+x1)+c2

]}
= −3

4
[
(u−1)2+2(x0−x1)+c1

]
. (23)
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Условная инвариантность нелинейного
уравнения теплопроводности
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, Т.К. АМЕРОВ

The conditional invariance of the nonlinear heat equation is investigated and its exact
solutions are constructed.

Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

u0 + uu11 = 0, (1)

где u = u(x) ∈ R
1, x = (x0, x1) ∈ R

2, u0 = ∂0u = ∂u
∂x0

, u11 = ∂2u
∂x2

1
.

Известно, что максимальной алгеброй инвариантности уравнения (1) является
алгебра с базисными операторами: P0 = ∂0, P1 = ∂1, D1 = 2x0∂0 + x1∂1, D2 =
x1∂1 + 2u∂u.
В работе, следуя методам [1–3], изучена условная инвариантность уравне-

ния (1). Операторы условной инвариантности используются для нахождения анза-
цев, редуцирующих уравнение (1) к обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям (ОДУ), а также для построения его точных решений.
Рассмотрим дифференциальный оператор первого порядка

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 + C(x, u)∂u, (2)

действующий в пространстве (x0, x1, u) ∈ R
3.

Теорема 1. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора (2)
при A 	= 0 (не теряя общности, положим A = 1), если функции B, C удовле-
творяют системе дифференциальных уравнений:

Buu = 0, (3)

uCuu = 2(BBu + uBu1), (4)

B0 + uB11 − CBu−1 − 2uCu1 + 2BB1 − 2BuC = 0, (5)

C0 + uC11 − C2u−1 + 2B1C = 0. (6)

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 5.7.2 из [2].
Решая систему уравнений (3)–(6), находим явный вид оператора Q:

Q = b1Q1 + b2Q2 + b3D1 + b4D2 + b5P0 + b6P1,

где bi = const, i = 1, 6; Q1 = x1∂0 + u∂1, Q2 = x2
1∂0 + 2x1u∂1 + 2u2∂u.

Теорема 2. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора
Q = ∂1 + C(x, u)∂u, если C(x, u) удовлетворяет условию

C0 + u(C11 + 2CC1u + C2Cuu) + C1C + C2Cu = 0. (7)

Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и тех. науки, 1990, № 11, C. 16–18.
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Для того чтобы выписать оператор Q в явном виде, необходимо решить нели-
нейное уравнение (7). Решить это уравнение в общем случае трудно. Нам удалось
найти некоторые его частные решения и, таким образом, имеем следующие опера-
торы:

Q3 =
√
x0∂1 +

√
2u∂u, Q4 =

√
2x0∂1 + L(u)∂u,

Q5 = ∂1 + lnu∂u, Q6 = x0∂1 + x1∂u,

где Lu — решение уравнения uL′′ + L′ = L−1.
Теперь по операторам Qi, i = 1, 6 построим анзацы, с помощью которых реду-

цируем уравнение (1) и найдем его точные решения (табл. 1).

Таблица 1
Операторы Анзацы Редуцированные ОДУ

Q1 x0u− 1
2
x2
1 = ϕ(u) ϕ′′ = 0

Q2
2ux0

x1
− x1 = ϕ( u

x1
) ϕ′′ = 0

Q3 u = 1
2

(
x1√
x0

+ ϕ(x0)
)2

ϕ′ + ϕ
2x0

= 0

Q4

∫
L−1(u)du = x1√

2x0
+ ϕ(x0) ϕ′ + ϕ

2x0
= 0

Q5

∫
du
ln u

= x1 + ϕ(x0) ϕ′ + 1 = 0

Q6 u− x2
1

2x0
= ϕ(x0) ϕ′ + ϕ

x0
= 0

Таблица 2

Операторы Анзацы
Редуцированные
уравнения

xa∂0 + nu∂a x0 + x2

2n
= ϕ(u) ϕ′′ = 0

αaαx∂0u∂a x0u− (αx)2

2
= ϕ(u) ϕ′′ = 0

αa(αx)2∂0 + 2(αx)u∂a + 2αau2∂u
2ux0
αx − αx = ϕ

(
u

αx
)

ϕ′′ = 0

√
x0∂a + αa

√
2u∂u u = 1

2

(
αx√

x0
+ ϕ(x0)

)2
ϕ′ + ϕ

2x0
= 0

√
2x0∂a + αaL(u)∂u

∫
L−1(u)du = αx√

2x0
+ ϕ(x0) ϕ′ + ϕ

2x0
= 0

∂a + αa lnu∂u
∫

du
ln u

= αx + ϕ(x0) ϕ′ + 1 = 0

nx0∂a + xa∂u u− x2

2nx0
= ϕ(x0) ϕ′ + ϕ

x0
= 0

x0∂a + αaαx∂u u− (αx)2

2x0
= ϕ(x0) ϕ′ + ϕ

x0
= 0

Проинтегрировав редуцированные уравнения и подставив найденную функцию
ϕ в соответствующий анзац, получаем решения уравнения (1)

u =
x2

1 + a

2x0
,

∫
du

lnu
= x1 − x0, uL′(u) =

x1√
2x0

,

где Q = const.
Замечание 1. Используя лиевскую симметрию уравнения (1), можно установить
формулу размножения его решений u = κ

2f(θ2x0 + a0, θκx1 + a1), где κ, θ, a0,
a1 — произвольные постоянные.
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Замечание 2. Полученные результаты можно обобщить на случай, когда x =
(x0,x) ∈ R

1+n и вместо уравнения (1) рассмотреть уравнение

u0 + u∆u = 0. (8)

В табл. 2 α — постоянный единичный вектор. Отметим, что операторы O1 и
Q6 были обобщены двумя разными способами.
Аналогично, как и для одномерного уравнения, получим решения уравнения (8):

u =
x2 + c

2nx0
, u =

(αx)2 + c

2x0
,

∫
du

lnu
= (αx)− x0,

uL′(u) =
αx√
2x0

, c = const.

В заключение приведем следующий результат:

Теорема 3. Уравнение

u0 +∇(eu∇u) + λe−u = 0, (9)

где u = u(x) ∈ R1, x = (x0,x) ∈ R1+n, инвариантно относительно конформной
алгебры AC(1, n)

∂0 =
∂

∂x0
, ∂a =

∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

J0a =
(
x0 +

eu

λ

)
∂a +

xa
λn

∂0, D = x0∂0 + xa∂a + ∂u,

K0 = 2
(
x0 +

eu

λ

)
D −

[(
x0 +

eu

λ

)2

− xaxa
λn
− e2u

λ2

]
∂0,

Ka = −2
xa
λn

D −
[(

x0 +
eu

λ

)2

− xaxa
λn
− e2u

λ2

]
∂a, a, b = 1, n,

(10)

при дополнительном условии

u0 +
n

2
eu(∇u)2 +

λ

2
e−u = 0. (11)

В формулах (10) по повторяющимся индексам предполагается суммирование
от 1 до n.
Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что система
уравнений (9), (11) конформно инвариантна. Локальной заменой x0 = (y0−w)/

√
2,

xa =
√
λn/2ya, u = ln(λw/

√
2) данная система сводится к системе уравнений

Даламбера – Гамильтона:

�w =
n

w
,

wνw
ν = 1,

(12)

где w = w(y), y = (y0,y) ∈ R
1+n, ν = 0, n, wν = ∂w

∂yν
, wν = gµδwν , gµν —

метрический тензор с сигнатурой (+,−, . . . ,−).
Поскольку система уравнений (12) конформно инвариантна (см. [4]), то теорема

доказана.
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Merons and instantons as products
of self-interaction of the Dirac–Gürsey
spinor field
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN

In this letter we show that the most physically interesting solutions of the SU(2) Yang–
Mills equations, the well known meron and instanton solutions (and some others), are
generated by corresponding solutions of nonlinear Dirac–Gürsey spinor equations.

The idea of describing particles (fields) of spin 0, 1, 3
2 , 2, . . . by means of a field

of spin 1/2 was put forward by Louis de Broglie in the 1930s. Later, in the 1950s it
was developed by Heisenberg and Pauli in their unified field theory. Here we consider
another realisation of this idea based on the possibility of constructing from a spinor
field ψ, which satisfies some given equation, different bispinor densities, say scalar
u = ψ̄ψ, vector Aµ = ψ̄γµψ, and so on. The fruitfulness of such an approach is
demonstrated by examples of meron and instanton solutions of SU(2) Yang–Mills
(YM) equations. We hope that it is not simply a mathematical trick but possibly
reveals some important intrinsic features of merons and instantons.
It is well known that a vast class of solutions of SU(2) YM equations

�Y µ − ∂µ∂νY ν + e[(∂νY ν)× Y µ − 2(∂νY µ)× Y ν + (∂µY ν)× Y ν ]+
+ e2Y ν × (Y ν × Y µ) = 0,

(1)

where Y ν = Y ν(x) = {Y 1
ν , Y

2
ν , Y

3
ν } is the YM potential, µ, ν = 0, 3, x ∈ R(4)

(Euclidean space), can be constructed by means of a scalar field ϕ which satisfies the
nonlinear wave equation

�ϕ+ λ1ϕ
3 = 0 (2)

(λ1 is an arbitrary constant). In order to do this one has to use the ’t Hooft–Corrigan–
Fairlie–Wilczek ansatz (see, for example, [1])

eY a0 = ∓∂a lnϕ, a = 1, 2, 3,
eY aj = (εjan∂n ± δja∂0) lnϕ.

(3)

The following solutions of equation (2) are of special interest

ϕ =
(
λ1x

2
)−1/2

, (4)

ϕ =
(

(a− b)2
λ1(x− a)2(x− b)2

)1/2

, (5)

ϕ =
√

8
λ1

α

x2 + α2
, (6)

J. Phys. A: Math. Gen., 1990, 23, L517–L520.
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where (x − a) ≡ (xν − aν)(xν − aν) and aν , bν , α are arbitrary constants, because
they give rise to the one-meron [2]

eY a0 = ±xa
x2
, eY aj = −εjanxn

x2
∓ δaj x0

x2
(7)

to the two-meron [2]

eY a0 = ±
(

(x− a)a
(x− a)2 +

(x− b)a
(x− b)2

)
,

eY aj = −εjan
(

(x− a)n
(x− a)2 +

(x− b)n
(x− b)2

)
∓ δaj

(
(x− a)0
(x− a)2 +

(x− b)0
(x− b)2

) (8)

and to the instanton [3]

eY a0 = ∓ 2xa
x2 + α2

, eY aj = −εjan 2xa
x2 + α2

± δaj 2x0

x2 + α2
(9)

solutions of YM equations (1), respectively. We shall show that scalar fields (4)–(6)
can be constructed in turn from the spinor field ψ which satisfies the Dirac–Gürsey
equation[

iγ∂ + λ(ψ̄ψ)1/3
]
ψ = 0, (10)

where γν are 4 × 4 Dirac matrices, ψ = ψ(x) is a four-component complex function
(column), ψ̄ = ψ+γ0 and λ is an arbitrary constant. Equation (10) is conformally
invariant as well as (1) and (2), but it has conformal degree 3/2 while the conformal
degree of the scalar field from (2) is 1. (Detailed analysis of conformal symmetry is
given in [4] where, in particular, it was pointed out that the conformal degree is an
important intrinsic characteristic of a field.) So, to construct the scalar field ϕ from
the spinor field ψ properly, we should not simply put ϕ = ψ̄ψ but

ϕ = (ψ̄ψ)1/3. (11)

Further, we consider the following two solutions of equation (10) obtained by Kor-
tel [5] and Merwe [6]

ψ(x) =
1
4

(
3
λ

)3/2
iγx+

√
x2

(x2)5/4
χ (12)

and

ψ(x) =
(

4α
λ

)3/2
iγx+ α

(x2 + α2)2
χ, (13)

where χ is an arbitrary constant spinor and one can choose, without loss of generality,
χ̄χ = 1; α is an arbitrary constant. These solutions were obtained by means of the
Heisenberg ansatz [7]

ψ(x) = [f(w) + iγxg(w)]χ, (14)

where f and g are real scalar functions, w =
√
x2 and χ is a constant spinor.

One can make sure that the substitution of (12) and (13) into (11) gives rise to (4)
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and (6) provided λ = 3
2

√
λ1 and λ =

√
2λ1 respectively. It should be noted that,

generally speaking, scalar field (11), constructed from spinor field (14) and satisfying
equation (10), does not satisfy equation (2), but we do not know the explicit form of
such solutions of equation (10).
Further we note that solution (5) of equation (2) can be obtained as a result of the

following procedure of group multiplication of solutions. Applying to (4) the formulae
of generating solutions by conformal transformations [4]

ϕII(x) =
1

σ(c, x)
ϕI(x), x′µ =

xµ − cµx2

σ(c, x)
, σ(c, x) = 1− 2cx+ c2x2, (15)

where ϕII(x) means a new solution, ϕI(x) means an old one, and cµ are arbitrary
constants, then by translational transformations

ϕII(x) = ϕI(x′), x′µ = xµ − aµ (16)

get, letting

cµ =
bµ − aµ
(a− b)2 (17)

the solution (5) of equation (2). For the case of Dirac spinor field ψ, formulae
analogous to those given in (15), (16) are [4, 8]

ψII(x) =
1− γxγc
σ2(x, c)

ψI(x′), x′µ =
xµ − cµx2

σ(c, x)
(18)

and

ψII(x) = ψI(x′), x′µ = xµ − aµ. (19)

Having applied formulae (18), (19) and (17) to (12) we get a new solution of equa-
tion (10):

ψ =
1
4

(
3
λ

)3/2( (a− b)2
(x− a)2(x− b)2

)3/4

×

×
[
i
γx− γa√
(x− a)2 +

(
1− (γx− γa)(γb− γa)

(a− b)2
)(

(a− b)2
(x− b)2

)1/2
]
χ, χ̄χ = 1

(20)

and it is the solution which gives rise (by means of (11)) to (5) when λ = 3
2

√
λ1.

So, we have shown that one-meron (7), two-meron (8) and instanton (9) solutions
of YM equation (1) are actually generated by the spinor fields (12), (20) and (13),
respectively, which satisfy the Dirac–Gürsey equation (10).
The procedure for obtaining a two-meron solution from the one-meron solution

described above can be applied to instanton solutions (6) and (13). So, in this case,
making use of formulae (15), (16), (18) and (19), choosing cν as in (17) and α2 =
(a− b)2 we get from (6) and (13) a new solution of equation (2)

ϕ =
(

8(a− b)2
λ1

)1/2( 1
(x− a)2 + (x− b)2

)
(21)
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and a new solution of the Dirac–Gürsey equation (10)

ψ =
(

4α
λ

)3/2
(

1
[(x− a)2 + (x− b)2]2

)
×

×
[
i(γx− γa) +

(
1− (γx− γa)(γb− γa)

(a− b)2
)√

(a− b)2
]
χ, χ̄χ = 1.

(22)

The corresponding solution of YM equations (1) has the form

eY i0 = ±2
(x− a)i + (x− b)i
(x− a)2 + (x− b)2 ,

eY ij = −2εjin
(x− a)n + (x− b)n
(x− a)2 + (x− b)2 ∓ 2δij

(x− a)0 + (x− b)0
(x− a)2 + (x− b)2 .

(23)

This new solution of YM equations is also generated by spinor field ψ satisfying the
Dirac–Gürsey equation (10); now it is given by (22), according to (11) (λ =

√
2λ1)

and (3).
In conclusion we would like to note that all solutions of the Dirac–Gürsey equa-

tion (10) considered above (see (12), (13), (20), (22)) are non-analytic in the coupling
constant λ. A great number of solutions of this equation which are analytic in λ
are obtained in [4, 8]. These solutions also generate scalar fields ϕ which satisfy
equation (2) (and therefore give rise to solutions of YM equations), but in these cases
we lose the connection between coupling constants λ and λ1, and, generally speaking,
ϕ = (ψ̄ψ)k, k 	= 1/3.
It will also be noted that solutions of YM equations can be looked for in the form

Y aµ = ψ̄aγµψ
a (no sum over a = 1, 2, 3), where ψa satisfy some nonlinear spinor

equation. In the same spirit solutions of other field equations can be constructed.
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О связи между решениями
уравнений Дирака и Максвелла.
Суперсимметрия уравнения Дирака

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ, С.В. СПИЧАК

Formulae are obtained which allow constructing solutions of the Maxwell equations in
vacuo via solutions of the Dirac equation and vice versa. The Dirac equation is shown
to be invariant with respect to three different representations of the Poincaré algebra
and three superalgebras. All the basic elements of these algebras and superalgebras are
local.

В данной работе получены формулы, позволяющие строить по решениям без-
массового уравнения Дирака (УД) решения уравнений Максвелла (УМ) для ва-
куума, и наоборот. Показано, что уравнение Дирака инвариантно относительно
трех различных представлений алгебры Пуанкаре AP (1, 3), соответствующих спи-
нам s = 1

2 ,
1
2 ; 1, 0; 1, 1, а также относительно трех различных супералгебр. Все

базисные элементы этих алгебр и супералгебр локальны, т.е. дифференциальные
операторы первого порядка.
Произвольное решение УД

iγ∂ψ = 0, i(γ)T∂ψ̃ = 0, (1)

где γ∂ ≡ γν∂ν , γν — матрицы Дирака 4 × 4; ν = 0, 3; ∂ν ≡ ∂
∂xν , x ∈ R(1, 3),

ψ = ψ(x) — 4-компонентная комплекснозначная функция (столбец), ψ̃ = γ0ψ
∗,

представим, воспользовавшись обозначениями [1], в виде

ψ = ψreal + iψimag =


−D1

D3

B2

−G

+ i


D2

−F
−B1

B3

 . (2)

Установим связь между решениями системы (1) и решениями УМ

∂E

∂t
= rot H, div E = 0,

∂H

∂t
= −rot E, div H = 0.

(3)

Теорема 1. Решения уравнения Максвелла (3) строятся по решениям (1) согла-
сно следующим формулам:

E = D+∇
∫ t

t0

G(τ, x)dτ+∇G̃(t0, x), H = B+∇
∫ t

t0

F (τ, x)dτ+∇F̃ (t0, x),(4)

Доклады АН УССР. Сер. А, Физ.-мат. и техн. науки, 1990, № 3, C. 36–40.
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где G̃(t0, x), F̃ (t0, x) — решения уравнений Пуассона

∆G̃ =
∂G

∂τ

∣∣∣
τ=t0

, ∆F̃ =
∂F

∂τ

∣∣∣
τ=t0

, (5)

t0 — произвольная фиксированная точка, D = {D1,D2,D3}, B = {B1, B2, B3}.
Доказательство. Прежде всего отметим, что УД (1) в обозначениях (2) принимает
вид УМ с токами

∂D

∂t
− rot B = −∇G, div D = −∂tG,

∂B

∂t
+ rot D = −∆F, div B = −∂tF.

(6)

Подставляя (4) в (3), получаем, учитывая (6),

∂E

∂t
− rot H =

∂D

∂t
+ ∇G− rot B ≡ 0,

div E = div D +
∫ t

t0

∆G(τ, x)dτ + ∆G̃(t0, x) = div D +

+
∫ t

t0

∂2G

∂τ2
dτ + ∆G̃(t0, x) = div D +

∂G

∂t
− ∂G

∂τ

∣∣∣
τ=t0

+∆G̃(t0, x) ≡ 0.

Здесь мы воспользовались тем, что каждая компонента УД (1) удовлетворяет вол-
новому уравнению ∆G(τ, x) = ∂2G

∂τ2 , а также равенствами (5). Аналогично дока-
зывается справедливость теоремы для второй пары УМ (3). Теорема доказана.
Справедливо также обратное утверждение.

Теорема 2. Пусть E, H — произвольные решения УМ (3), F , G — произвольные
скалярные функции, удовлетворяющие волновому уравнению

�F = �G = 0. (7)

Тогда функция (2) с компонентами F , G

D = E−∇
∫ t

t0

G(τ, x)dτ−∇G̃(t0, x), B = H−∇
∫ t

t0

F (τ, x)dτ−∇F̃ (t0, x),(8)

где G̃(t0, x) и F̃ (t0, x) находятся из уравнений (5), является решением УД (1).
Доказательство. Воспользуемся эквивалентностью УД (1) и системы (6). Подста-
вив (8) в (6) и учитывая (3), (7), (5), находим

∂D

∂t
− rot B + ∇G =

∂E

∂t
−∇G− rot H + ∇G ≡ 0,

div D +
∂G

∂t
= div E −

∫ t

t0

∆G(τ, x)dτ −∆G̃+
∂G

∂t
≡ 0.

Аналогично проверяется выполнимость второй пары уравнений системы (6). Тео-
рема доказана.

Замечание. При F = G = 0 из (8) следует D = E, B = H и в этом случае
решения УД (1) строятся по формуле (2) исключительно по решениям УМ (3).



О связи между решениями уравнений Дирака и Максвелла 103

Известно [2], что максимальной в смысле Ли группой инвариантности УД
(1) является 23-параметрическая группа Ли G23, содержащая 15-параметрическую
конформную группу C(1, 3) ⊃ P (1, 3) (подробно о конформной симметрии см. [3])
и 8-параметрическую группу G8 матричных преобразований. (Отметим, что инва-
риантность УД (1) относительно группы C(1, 3) была установлена еще Дираком, а
относительно G8 — Паули и Тушеком (см., например, [4]).) Здесь уместно подчер-
кнуть, что когда говорят о релятивистской инвариантности (т.е. об инвариантно-
сти относительно алгебры Пуанкаре AP (1, 3)) системы (1), то имеют в виду, что
ψ-функция преобразуется по спинорному представлению

D

(
1
2
, 0
)
⊕D

(
0,

1
2

)
⊕D

(
1
2
, 0
)
⊕D

(
0,

1
2

)
. (9)

Однако оказывается, что инвариантность системы (1) относительно алгебры
матричных преобразований AG8 позволяет выделить еще два представления
AP (1, 3), реализуемые на множестве решений этой системы:

D(1, 0)⊕D(0, 1)⊕D(0, 0)⊕D(0, 0), (10)

D

(
1
2
,
1
2

)
⊕D

(
1
2
,
1
2

)
. (11)

Явный вид базисных элементов AP (1, 3) для представлений (9)–(11) соответствен-
но, таков:

AP (k)(1, 3) = 〈Pµ = ∂µ, J
(k)
µν = xµPν − xνPµ + S(k)

µν 〉, k = 1, 2, 3, (12)

где

S(1)
µν = −1

4

(
[γµ, γν ] Ô4

Ô4 [γν , γµ]T

)
, S(2)

µν = S(1)
µν +Qµν ,

S(3)
µν = {S(3)

01 = S
(2)
01 , S

(3)
02 = S

(2)
02 , S

(3)
03 = S

(2)
03 − 2Q03, S

(3)
12 = S

(2)
12 ,

S
(3)
13 = S

(2)
13 − 2Q13, S

(3)
23 = S

(2)
23 − 2Q23}

(13)

Здесь Qµν ∈ AG8 задаются матрицами

Q01 =
1
2

(
Ô4 −iγ0γ2

iγ0γ2 Ô4

)
, Q02 =

1
2

(
Ô4 −γ0γ2

−γ0γ2 Ô4

)
,

Q03 =
1
2

(−γ5 Ô4

Ô4 γ5

)
, Q12 =

i

2

(
I4 Ô4

Ô4 −I4

)
,

Q13 =
1
2

(
Ô4 −γ1γ3

−γ1γ3 Ô4

)
, Q23 =

i

2

(
Ô4 γ1γ3

−γ1γ3 Ô4

)
,

(14)

Операторы (12)–(14) действуют в пространстве 8-компонентных функций-столбцов
(ψ, ψ̃), ψ̃ = γ0ψ

∗.
Инвариантность УД (1) относительно AP (2)(1, 3) позволяет представить его в

виде (2), (6), а относительно AP (3)(1, 3) — в виде

∂αAβ − ∂βAα − 1
2
εαβγδ(∂γBδ − ∂δBγ) = 0,

∂αA
α = ∂βB

β = 0,
(15)
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где

ψ = ψreal + iψimag =


−A2

−B0

−B1

B3

+ i


−A1

A3

B2

−A0

 . (16)

Рассмотрим три множества операторов симметрии системы (1)

SA(k) = {Pµ, J (k)
µν , Γ4, I; Qµν}, (17)

где J (k)
µν определены в (12), (13); Γ4 = Γ0Γ1Γ2Γ3, Γµ =

(
γµ Ô4

Ô4 γTµ

)
, Qµν заданы

в (14). Эти множества операторов образуют как алгебры Ли, так и супералгебры.
Операторы Pµ, J

(k)
µν , Γ4, I являются четными, a Qµν — нечетными в соответству-

ющих супералгебрах. Для доказательства этого утверждения приведем коммута-
ционные и антикоммутационные соотношения для операторов из SA(k) (17).

Операторы Pµ, J
(k)
µν удовлетворяют коммутационным соотношениям алгебры

Пуанкаре AP (1, 3); Γ4, I коммутируют со всеми операторами из SA(k) (17). Для
дальнейшего удобно ввести обозначения:

Ra = Q0a, Ta =
1
2
εabcQbc, Na = J0a, Ma =

1
2
εabcJbc. (18)

Нетрудно убедиться, что выполняются соотношения:

{Ra, Rb} ≡ RaRb +RbRa =
1
2
δab, {Ta, Tb} = −1

2
δab, {Ra, Tb} = δabΓ4.(19)

Операторы Ra, Ta из SA(1) коммутируют со всеми четными операторами SA(1).
Для SA(2) имеем

[Pµ, Ra] = [Pµ, Ta] = 0, [N (2)
a , Rb] = [Ra, Rb] = εabcTc,

[N (2)
a , Tb] = [Ra, Tb] = −εabcRc, [M (2)

a , Rb] = [Ta, Rb] = −εabcRc,
[M (2)

a , Tb] = [Ta, Tb] = −εabcTc,
(20)

Супералгебра SA(3) изоморфна SA(2). Изоморфизм достигается заменой

R3 → R′
3 = −R3, T1 → T ′

1 = −T1; T2 → T ′
2 = −T2. (21)

В заключение отметим, что в случае, когда масса частицы m 	= 0, аналогичный
результат о дуальной пуанкаре-инвариантности УД справедлив для системы из
двух УД с m и −m, о чем подробно будет изложено в следующей публикации.
Также отметим, что операторы симметрии из AP (2)(1, 3), AP (3)(1, 3) приводят

к принципиально новым анзацам для ψ-функции, отличных от анзацев для спи-
норного поля ψ, описанных в [3].

Пример. Нетрудно проверить, что вектора E = α × x, H = −2αt, где α —
произвольные постоянные, являются решением уравнения Максвелла. Выберем
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функции F и G в виде F = G = 3t2 + x2. С помощью (8), (5), (2) находим
решение уравнения Дирака (1):

ψ =


−[(α× x)1 − 2tx1] + i[(α× x)2 − 2tx2]

[(α× x)3 − 2tx3]− i(3t2 + x2)
2t(α2 + x2) + 2it(α1 + x1)
−(3t2 + x2)− 2it(α3 + x3)

 .
Отметим, что ψ̄ψ = α2x2 − (α · x)2 − 4t2(α2 + 2α · x).
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О точных решениях нелинейного уравнения
для спинорного поля
В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ, Р.З. ЖДАНОВ

1. В настоящей работе построены широкие классы точных решений нелиней-
ной системы дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП) для
спинорного поля

[iγ · ∂ −m− λ(ψ̄ψ)k]ψ = 0, (1)

где γ · ∂ = γ0∂0 + γ1∂1 + γ2∂2 + γ3∂3, ∂ν = ∂/∂xν , ν = 0, 3, ψ = ψ(x) — 4-х ком-
понентная функция-столбец; ψ̄ = ψ+γ0; m, k, λ — произвольные действительные
постоянные; γµ — матрицы Дирака 4× 4

γ0 =
(

1 0
0 −1

)
, γa =

(
0 σa
−σa 0

)
, a = 1, 3 (2)

σa — матрицы Паули 2× 2

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (3)

Для построения многопараметрических семейств точных решений системы (1)
существенно используются ее симметрийные свойства и анзатц

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (4)

предложенный в [1, 2]. A(x) — 4 × 4 матрица, ϕ(ω) — 4-х компонентная функ-
ция-столбец, зависящая от инвариантных переменных ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)}.
Явный вид матрицы A(x) в новых переменных ω находится из условий [1–4]

QA(x) ≡ (ξµ(x)∂µ + η(x))A(x) = 0, (5)

ξµ(x)∂µω(x) = 0, (6)

где

Q = ξµ(x)∂µ + η(x) (7)

(ξµ(x) — скалярные функции, η(x) — матрицы размерности 4× 4) суть операторы
симметрии уравнения (1).
Как известно, максимальной в смысле Ли группой инвариантности уравне-

ния (1) при m 	= 0 является группа Пуанкаре P (1, 3), генераторы которой имеют
вид

P0 = i∂0, Pa = −i∂a,
Jµν = xµPν − xνPµ + Sµν ,

(
Sµν ≡ i

4
(γµγν − γνγµ)

)
.

(8)

Современный групповой анализ: методы и приложения. Некоторые задачи современной физики, под
ред. А.В. Флегонтова, Ленинград, Ленинградский институт информатики и автоматизации Академии
наук СССР, 1990, C. 22–30.



О точных решениях нелинейного уравнения для спинорного поля 107

При m 	= 0 и k 	= 1/3 система (1) допускает кроме операторов (8) еще и генератор
масштабных преобразований

D = xµPµ +
i

2k
. (9)

А при m = 0, k = 1/3 уравнение (1) инвариантно относительно конформной группы
C(1, 3) ⊃ {P (1, 3),D}. Генераторы конформных преобразований имеют вид

Kµ = 2xµD − x2Pµ + 2Sµνxν . (10)

2. Описание анзатцов (4) для спинорного поля ψ(x) с алгеброй инвариантности
(8) сводится согласно (5), (6) к решению систем

(aµPµ + cµνJµν)A(x) = 0, (11)

[AµPµ + cµν(xµPν − xνPµ)]ω(x) = 0, (12)

aµ, cµν = −cνµ — произвольные постоянные.
Нe вдаваясь в подробности этих довольно громоздких вычислений, приведем

сразу окончательный результат в виде таблицы.

Таблица 1

№ Алгебра Инвариантные переменные Анзац

1 P0 x1, x2, x3 ψ(x) = ϕ(x)

2 P3 x0, x1, x2 ψ(x) = ϕ(x)

3 P0 + P3 x0 + x1, x2, x3 ψ(x) = ϕ(x)

4 J12

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x0, x3 ψ(x) = exp

{
− 1

2
γ1γ2 arctg x1

x2

}
ϕ(x)

5 J03

(
x2

0 − x2
3

)1/2
, x1, x2 ψ(x) = exp

{
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
ϕ(x)

6 J02 + J12 x0 + x1,
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2
, x3 ψ(x) = exp

{
− x2

x0+x1
γ2(γ0+ γ1)

}
ϕ(x)

7 αJ23 − J01

(
x2

0 − x2
1

)1/2
, α ln(x0 + x1) + ψ(x) = exp

{
1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1) −

+ arctg x2
x3
,
(
x2

2 + x2
3

)1/2 − 1
2
γ2γ3 arctg x2

x3

}
ϕ(x)

8 J23 − x0+ x1, ε(x0− x1)+ arctg x2
x3
, ψ(x) = exp

{
− 1

2
γ2γ3 arctg x2

x3

}
ϕ(x)

− ε
2
(P0 + P1)

(
x2

2 + x2
3

)1/2

9 J12 + αP0

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x0 + αarctg x1

x2
, x3 ψ(x) = exp

{
− 1

2
γ1γ2 arctg x1

x2

}
ϕ(x)

10 J12 − αP3

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3 + αarctg x1

x2
, x0 ψ(x) = exp

{
− 1

2
γ1γ2 arctg x1

x2

}
ϕ(x)

11 J01 − αP2

(
x2

0− x2
1

)1/2
, x2+ α ln(x0+ x1), x3 ψ(x) = exp

{
1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

}
ϕ(x)

12 J02 + J12 + x0− x1+ (x0+ x1)x2+ 1
6
(x0+ x1)

3, ψ(x) = exp
{

1
4
(x0 + x1) ×

+ P0 − P1 x2 + 1
4
(x0 + x1)

2, x3 × γ2(γ0 + γ1)
}
ϕ(x)

13 J02 + J12 − x0 + x1,
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2
, ψ(x) = exp

{
− x2

2(x0+x1)
×

− εP3 x2 + ε(x0 + x1)x3 × γ2(γ0 + γ1)
}
ϕ(x)

При ее составлении мы воспользовались тем, что алгебра Пуанкаре P (1, 3)
имеет только 13 одномерных неэквивалентных подалгебр [5, 6]. Кроме того, в [6]
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построены соответствующие инвариантные переменные. В таблице 1 [7] приведены
P (1, 3)-неэквивалентные анзатцы для спинорного поля.
Здесь α 	= 0 — произвольная постоянная; ε = ±1.
Выписанные в таблице 1 анзатцы 1–13 представляют собой полный набор

P (1, 3)-неэквивалентных анзатцев для спинорного поля. Они непереводимы в друг
друга с помощью операции группового размножения решений.
Подстановка анзатцев 1–13 из таблицы в уравнение (1) редуцирует его к систе-

мам ДУЧП для функции ϕ(ω), зависящей уже от 3-х переменных ω1, ω2, ω3. В
этих уравнениях можно совершить прямую редукцию к системам обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ) или к системам ДУЧП с двумя независи-
мыми переменными. Результат имеет вид (выписаны только некоторые из систем):

(1) γ1ϕω1 + iFϕ = 0,
(3) (γ0 + γ1)ϕω1 + γ2ϕω2 + iFϕ = 0,

(4) γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ iFϕ = 0,

(5)
1
2
(γ0 + γ3)ϕ+ γ1ϕω2 + iFϕ = 0,

(6) (γ0 + γ1)
(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ γ3ϕω3 + iFϕ = 0,

(7)
1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0,

(8)
[
ε(γ0 − γ1) +

γ2

ω3

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0,

(11)
1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [γ2 + α(γ0 + γ1)]ϕω2 + iFϕ = 0,

(12) γ2ϕω2 + iFϕ = 0.

(13)

В (13) уравнению n (нумерация слева) соответствует анзатц № n из таблицы 1.
Для уравнений (13) нетрудно найти некоторые частные решения. Применяя к

ним операцию группового размножения решений [1–4], в итоге получим следую-
щие семейства многопараметрических решений система (1) [7]:

ψ(x) = exp {iκ(γ · a)(a · y)}χ, (14)

ψ(x) = exp {−iκ(γ · d)(d · y)}χ, (15)

ψ(x) = exp {iκ(γ · b)(b · y)} exp {i(γ · a+ γ · d)f(a · y + d · y)}χ, (16)

ψ(x) = (γ · a+ γ · d) exp {−[m(γ · b)(b · y) + f(a · y + d · y)]}χ, (17)

ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) arctg

a · y
b · y
}

exp {i(γ · b)g(ω)}χ,

ω =
[
(a · y)2 + (b · y)2]1/2 , (18)

ψ(x) = exp
{
−1

2
(γ · c)(γ · d) ln(c · y + d · y)

}
×

× exp
{
γ · a
[
iκ +

1
2
(γ · c+ γ · d)a · y

]}
χ,

(19)
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ψ(x) = exp
{
− b · y

2(a · y + d · y) (γ · b)(γ · a+ γ · d)
}

(γ · a+ γ · d)×
× exp {−i[m(γ · c)c · y + f(a · y + d · y)]}χ,

(20)

ψ(x) = exp
{
−1

2
(γ · b)(γ · c) arctg

b · y
c · y −

1
2
(γ · a)(γ · d) ln(a · y + d · y)

}
×

× 1√
ω

(γ · a+ γ · d) exp {−im(γ · c)ω}χ, ω =
[
(b · y)2 + (c · y)2]1/2 ,(21)

ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γ · b)(γ · c) arctg

b · y
c · y
}

exp {iγ · cg(ω)} ×

× exp {i(γ · a+ γ · d)f(a · y + d · y}χ, ω =
[
(b · y)2 + (c · y)2]1/2 ,(22)

ψ(x) = exp
{

1
2
(γ · d)(γ · a) ln(a · y + d · y)

}
exp
{
i[(γ · b) + α(γ · a+ γ · d)]×

×
[
κ − i

2
(γ · a+ γ · d)

]
[b · y + α ln(a · y + d · y)]

}
χ,

(23)

ψ(x) = exp
{
−1

4
(γ · a+ γ · d)(γ · b)(a · y + d · y)

}
×

× exp
{
iκ(γ · b)

(
b · y +

1
4
(a · y + d · y)2

)}
χ.

(24)

В формулах (14)–(24) введены обозначения: χ — постоянный спинор, κ =
λ(χ̄χ)k +m, yµ = xµ + δµ; δµ, aµ, bµ, cµ, dµ — произвольные постоянные, причем

a2 ≡ aµaµ = b2 = c2 = −d2 = −1, a·b = b·c = c·d = d·a = a·c = b·d = 0,(25)

f(ω) — произвольная дифференциальная функция,

g(ω) =


λ

k − 1
(χ̄χ)kω1−k +mω, k 	= 1,

λ(χ̄χ) lnω +mω, k = 1.
(26)

Отметим, что решения (14)–(24) аналитичны по m.
3. Как уже было сказано, при m = 0 симметрия уравнения (1) расширяется

до P̃ (1, 3) = {P (1, 3),D}. P̃ (1, 3)-неэквивалентные анзатцы (4) для спинорного
поля ψ построены в [8], и с их помощью найдены многопараметрические семейства
решений уравнения (1) с m = 0. Выпишем некоторые из них:

ψ(x) = exp
{
θ

2
(γ · a)(γ · b+ γ · d)(b · y + d · y)

}
×

× exp
{
iλ

2
(χ̄χ)k(γ · a) (2a · y + θ(b · y + d · y)2)}χ, (27)

ψ(x) =
[
(a · y)2 + (b · y)2]−1/4

exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) arctg

a · y
b · y
}
×

× exp
{
iγ · b λ

k − 1
(χ̄χ)k

[
(a · y)2 + (b · y)2] k−1

2

}
χ, k 	= 1,

(28)
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ψ(x) =
[
(a · y)2 + (b · y)2]−1/4

exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) arctg

a · y
b · y
}
×

× exp
{
iλ(γ · b+ θγ · a)

[
ln
[
(a · y)2 + (b · y)2]+ 2θ arctg

a · y
b · y
]}

χ, k = 1.
(29)

В формулах (27)–(29) yµ = xµ + δµ, δµ, θ — произвольные постоянные; aµ, bµ, cµ,
dµ — постоянные, удовлетворяющие условиям (25).
Отметим следующую особенность семейств решений (14)–(24) и (27)–(29): они

являются соответственно P (1, 3)-, P̃ (1, 3)-неразмножаемыми (понятие неразмно-
жаемых решений введено в работе [9]), т.е. такими, размножение которых с по-
мощью преобразований группы симметрии не выводит из данного семейства.

4. При k = 1/3 и m = 0 решения уравнения (1) можно искать не только с
помощью операторов (8), (9), но и с помощью операторов Kµ (10). Конформно
инвариантный анзатц (4) имеет вид [3, 4]

ψ(x) =
γ · x
(x2)2

ϕ

(
b · x
x · x
)
. (30)

Подстановка (30) в (1) с m = 0 и k = 1/3 приводит к системе ОДУ, для
которой находится общее решение. Размножив его с помощью трансляций, придем
к C(1, 3)-неразмножаемому семейству решений

ψ(x) =
γ · y

(yνyν)2
exp
{
iλ

(χ̄χ)1/3

βνβν

(
β · y
yνyν

+ θ

)}
, βνβν 	= 0, (31)

где yν = xν + δν ; δν , βν , θ — произвольные постоянные.
Другие решения конформно инвариантного спинорного уравнения (1) можно

получить, например, из (27), (28) при k = 1/3 с помощью формул размножения [3,
4]

ψII(x) =
1− (γ · x)(γ · c)

σ2(x, c)
ψI(x),

x′µ =
xµ − cµx2

σ(x, c)
, σ(x, c) = 1− 2cx+ c2x2.

(32)

Эти формулы означают, что ψII(x) будет решением нашего уравнения, если
только ψI(x) является его решением.
Приведем еще одну формулу размножения решений уравнения (1) с m = 0 и

k = 1/2. Для этого воспользуемся тем фактом, что редуцированное уравнение (1)

(γ0 + γ3)ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 + iλ(ϕ̄ϕ)1/2ϕ = 0 (33)

обладает бесконечной симметрией. Тогда для него получаем

ϕII(ω) = Φ−1
0 (ω1) exp

{
Φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3)− 1

2
Φ̇2(ω1)γ2(γ0 + γ3)−

− 1
2
Φ̇0(ω1)Φ0(ω1)[γ1(ω2 + Φ1(ω1)) + γ2(ω3 + Φ2(ω1))](γ0 + γ3)

}
×

× ϕ1

(∫
Φ0(ω1)dω1,Φ−1

0 (ω1)(ω2 + Φ1(ω1)),Φ−1
0 (ω1)(ω3 + Φ3(ω1))

)
,
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где ω1 = x0 +x3, ω2 = x1, ω3 = x2; Φ0, Φ1, Φ2 — произвольные дифференцируемые
функции.
В заключение отметим, что приведенные в таблице 1 анзатцы не исчерпывают

всех возможных анзатцев, редуцирующих уравнение (1) по независимым и зави-
симым переменным [10]. Так, анзатц

ψ(x) =
[
f(u) + ig(u)

(
γν

∂u

∂xν

)]
χ, (34)

где f , g и u = u(x) скалярные дифференцируемые функции, χ — постоянный
спинор, приводит (1) к следующей системе ДУЧП:

df

du
= gF, F ≡ λ (f2 + εg2

)k
+m,

ε
dg

du
= −fF − N

u
g, ε = ±1,

при этом функция u удовлетворяет системе

∂u

∂xν

∂u

∂xν
= ε, �u =

N

u
, (35)

где ε = ±1, N = −2,−1, 0, . . . , 3.
Обобщая результат Коллинза [11], выпишем решение системы (35)

ε = −1, N = −2 : u(x) =
[
(ay)2 + (by)2 + (cy)2

]1/2
,

ε = −1, N = −1 : u(x) =
[
(ay)2 + (by)2

]1/2
,

ε = −1, N = 0 : u(x) = ay + F (by + dy),
ε = 1, N = 0 : u(x) = dy,

ε = 1, N = 1 : u(x) =
[
(dy)2 − (ay)2

]1/2
,

ε = 1, N = 2 : u(x) =
[
(dy)2 − (ay)2 − (by)2

]1/2
,

ε = 1, N = 3 : u(x) =
√
yνyν ,

где yµ = xµ + δµ; δµ, aµ, bµ, cµ, dµ — произвольные постоянные, удовлетворяющие
условиям (25), F — произвольная дифференцируемая функция.
Описание решений уравнения (1) вида (34) будет посвящена отдельная работа.
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Точнi розв’язки та принцип суперпозицiї
для нелiнiйного хвильового рiвняння
В.I. ФУЩИЧ, В.А. ТИЧИНIН

Some classes of exact solutions are obtained for a nonlinear wave equation. The method
is suggested to construct a new solution of the nonlinear wave equation from two knows.

Нелiнiйнi хвильовi рiвняння

F (u) ≡ ux0x0 − (C(u)xx1)x1 = 0 (1)

зустрiчаються при описаннi поперечних коливань струн iз змiнною щiльнiстю, по-
здовжнiх коливань стержнiв iз змiнним модулем пружностi, при описаннi багатьох
iнших процесiв [1–5]. Груповий аналiз цього рiвняння зроблений в [3]. Нижче
одержанi деякi класи точних розв’язкiв рiвняння (1) за допомогою нелокального
перетворення його до лiнiйного. Крiм того, запропонований спосiб побудови нового
розв’язку нелiнiйного рiвняння по двох вiдомих розв’язках.
Нелiнiйне рiвняння (1) зводиться до лiнiйного

L(ϕ) ≡ ϕyy − C(y)ϕττ = 0 (2)

за допомогою нелокального перетворення [6]

A :
x0 = ϕτ , x1 = ϕy(α, β = τ, y),
u = y, δ ≡ det ‖ϕαβ‖ 	= 0.

(3)

Це перетворення переводить (1) в PL(ϕ)

F (u) A−→ PL(ϕ). (4)

Оператор P має вигляд

P =
[
ϕ3
yτ + 2ϕyτϕττ (ϕyy − C(y)ϕττ )− C(y)ϕyτϕ2

ττ

]
∂τ +

+
[
C(y)ϕ3

ττ − ϕ2
yτϕττ

]
∂y + (ϕyτϕτττ − ϕττϕyττ )(ϕyy + C(y)ϕττ ) +

+ 2
[
C(y)ϕyτϕττϕτττ − ϕ2

yτϕyττ
]− C ′(y)ϕ3

ττ .

(5)

Побудувавши розв’язки лiнiйного (2), знаходимо розв’язки нелiнiйного рiвнян-
ня (1). Розглянемо декiлька випадкiв.
1. Якщо C(u) = (au+ b)−4, a, b — довiльнi сталi, розв’язок лiнiйного рiвняння

має вигляд [2]

ϕ(y, τ) = (ay + b)
[
f

(
1

ay + b
+ aτ

)
+ g

(
1

ay + b
− aτ

)]
. (6)

Розв’язок нелiнiйного рiвняння (1) задається виразом

x0 = a(au+ b)(f + g), x1 = a

[
f + g − 1

au+ b
(f ′ + g′)

]
. (7)

Доповiдi АН УРСР. Сер. А, Фiз.-мат. та техн. науки, 1990, № 5, C. 32–36.
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Тут f i g — довiльнi функцiї, штрих означає похiдну за вiдповiдним аргументом.
2. C(u) = u−2, ki(s) — довiльнi функцiї параметра s (i = 1, 2). За розв’язком

лiнiйного рiвняння (2) [2]

ϕ(y, τ) = ys
[
k1(s)e

√
s(s−1)τ + k2(s)e−

√
s(s−1)τ

]
(8)

знаходимо розв’язок (1)

s−2x2
1u

2(1−s) − s1(s− 1)−1x2
0u

−2s = 4k1(s)k2(s). (9)

Аналогiчно будуються розв’язки у випадках, коли C(u) дорiвнюють

uk, expu,
(
u2 + 1

)−2 exp(−4 arctg u),

(1 + u)2(A−1)(1− u)−2(A+1), u−4 exp
(−2u−1

)
.

Скористаємося для побудови розв’язкiв (2) роздiленням змiнних, тобто розв’я-
зок лiнiйного рiвняння шукаємо у виглядi

ϕ(y, τ) = h(τ) · g(y). (10)

Це призводить до таких результатiв:

g′′ − κC(y)g = 0, (11)

h′′ − κh = 0, (12)

(κ — стала, C(y) — довiльна функцiя),

h1(τ) = C1 ch τ
√

κ + C2 sh τ
√

κ, κ > 0,
h2(τ) = C1 + C2τ, κ = 0,

h3(τ) = C1 cos τ
√|κ|+ C2 sin τ

√|κ|, κ < 0.
(13)

Якщо C(u) = λuk, де λ — довiльний дiйсний параметр, вiдповiднi розв’язки
лiнiйного рiвняння такi:
1) при k = −2, r = 1

2

√|4κλ+ 1|

g1(y) = C3y
1
2+r + C4y

1
2−r, 4κλ+ 1 > 0,

g2(y) = C3
√
y + C4

√
y ln y, 4κλ+ 1 = 0,

g3(y) = C3
√
y cos(r ln y) + C4

√
y sin(r ln y), 4κλ+ 1 < 0.

(14)

ϕ1(y, τ) = h3(τ)g1(y), λ > 0, κ < 0, (14а)

ϕ2(y, τ) = h1(τ)g3(y), λ < 0, κ > 0, (14б)

ϕ3(y, τ) = h2(τ)g1(y), −∞ < λ < +∞, κ = 0, (14в)

ϕ4(y, τ) = h3(τ)g2(y), λ > 0, κ = −(4λ)−1, (14г)

ϕ5(y, τ) = h1(τ)g2(y), λ < 0, κ = −(4λ)−1, (14д)
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2) при k 	= −2 розв’язки рiвняння (11) можуть бути вираженi через функцiї
Бесселя [7] (i2 = −1):

g(y) =
√
yZβ

(
2i

k + 2

√
κλ · y k+2

2

)
,

(
β =

1
k + 2

)
, (15)

C3, C4 — довiльнi сталi, Zβ(x) = C3Jβ + C4Yβ — цилiндричнi функцiї, Jβ , Yβ —
Бесселевi функцiї першого та другого роду вiдповiдно. Розв’язки лiнiйного рiвня-
ння (2) мають вигляд

ϕ6(y, τ) = h1(τ)
√
yZβ(γ+), γ+ ≡ 2i

k + 2

√
κλ · y k+2

2 , (16а)

ϕ7(y, τ) = h3(τ)
√
yZβ(γ−), γ− ≡ −2

k + 2

√
κλ · y k+2

2 , (16б)

З (14a) одержуємо такий розв’язок рiвняння (1):(
C2

1 + C2
2

)2
=
[
C1x0|κ|− 1

2
(
g1(u)

)−1 − C2x1

(
C3

(
1
2

+ r

)
ur−

1
2 +

+ C4

(
1
2
− r
)
u−r−

1
2

)−1
]2

+

[
C2x0|κ|− 1

2
(
g1(u)

)−1
+

+ C1x1

(
C3

(
1
2

+ r

)
ur−

1
2 + C4

(
1
2
− r
)
u−r−

1
2

)−1
]2
.

(17а)

Аналогiчно будуються розв’язки (1) з (14б–д). За розв’язками (16а,б) лiнiйного
рiвняння (2) знаходимо такi розв’язки рiвняння (1):(

C2
2 ∓ C2

1

)2
=
{
C2x0

[√
|κ|uZβ(γ±)

]−1

∓

∓ C1x1

[
1

2
√
u
Zβ(γ±) +

√
uZ ′

β(γ
±)
]−1
}2

∓

∓
{
C1x0

[√
|κ|uZβ(γ±)

]−1

− C2x1

[
1

2
√
u
Zβ(γ±) +

√
uZ ′

β(γ
±)
]−1
}2

.

(18а,б)

Верхнiй знак вiдповiдає (16а), нижнiй — (16б).
Нехай g(y) = F (y, C3, C4) — деякий розв’язок рiвняння (11) з визначеним C(y),

тодi розв’язки вiдповiдного нелiнiйного рiвняння (1) будуються за формулою

(
C2

1 ± C2
2

)2
=

[
C2x0√|κ|F (u)

∓ C1x1

F ′(u)

]2
∓
[

C1x0√|κ|F (u)
− C2x1

F ′(u)

]2
, (19)

де верхнiй знак вiдповiдає κ > 0, нижнiй — значенням κ < 0. Якщо пiдставити
y = u в розв’язок лiнiйного рiвняння (2)

ϕ1(y, τ) = [C1 ch τ
√

κ + C2 sh τ
√

κ ] · F (y, C3, C4),

ϕ2(y, τ) =
[
C1 cos τ

√|κ|+ C2 sin τ
√|κ|] · F (y, C3, C4),

i виключити потiм параметр τ з одержаних рiвнянь, приходимо до розв’язкiв (19).
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Побудуємо новий розв’язок нелiнiйного рiвняння (1) з вiдомих розв’язкiв u1, u2.
Скористаємося для цього принципом суперпозицiї розв’язкiв лiнiйного рiвняння
(2). В одному з простих розв’язкiв рiвняння (1) з C(u) = λu−4 надамо параметру
C значення C1, C2 	= C1. Одержуємо два рiзних розв’язки (1)

uα = −λ 1
4

[
xα0
xα1

(
1− λ 1

2C−1
α xα0

)] 1
2

(α = 1, 2). (20)

Для (20) будуємо розв’язки лiнiйного рiвняння (2)

ϕα(y, τ) =
1
4
Cα

[
λ−

1
2 yτ + 1

]
. (21)

Тодi

ϕ3(y, τ) = k1ϕ1(y, τ) + k2ϕ2(y, τ) =
1
4
(kαCα)

[
λ−

1
2 yτ + 1

]
, (22)

kα (α = 1, 2) — довiльнi сталi. При цьому

xα0 = ϕα,τ (y, τ) = −1
2
λ−

1
2Cα

[
λ−

1
2 yτ + 1

]
,

xα1 = ϕα,y(y, τ) = −1
4
Cα
[
y−2 − λ−1τ2

]
,

(23)

x3
0 = −1

2
λ−

1
2 (kαCα)

[
λ−

1
2 yτ + 1

]
,

x3
1 = −1

4
(kαCα)

[
y−2 − λ−1τ2

]
.

(24)

Внаслiдок (3) з (24) будуємо розв’язок (1)

u3 = −λ 1
4

[
x3

0

x3
1

(
1 + λ

1
2 (kαCα)−1x3

0

)] 1
2

=

= −λ 1
4

[
k1x

1
0 + k2x

2
0

k1x1
1 + k2x2

1

(
1 + λ

1
2 (kαC−1

α

(
k1x

1
0 + k2x

2
0

)) 1
2
]
.

(25)

Продиференцiювавши розв’язок (20) по xα1 та розв’язавши одержану систему вiд-
носно xα0 та x

α
1 , знаходимо

xα1 = −1
2
uα · (uα,xα

1
)−1,

xα0 =
1
2
λ−

1
2Cα ±

[
1
4
λ−1C2

α −
1
2
λ−1Cαu

3
α(uα,xα

1
)−1

] 1
2

.

(26)

Тут uα,xα
1
≡ ∂uα

∂xα
1
(пiдсумовування по α немає) та

x2
0 = C2C

−1
1 x1

0 ≡ θ
(
x1

0

)
, x2

1 = C2C
−1
1 x1

1 ≡ σ
(
x1

1

)
. (27)
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Пiдставляючи (26), (27) у праву частину (25), будуємо u3

u3

(
x1

0, x
1
1

)
= −λ 1

4 Λ
1
2

[
1 + λ

1
2 (kαCα)−1 · Λ

] 1
2 · (−2)

1
2 ×

×
[
k1u1

(
x1

0, x
1
1

)
u−1

1,x1
1

(
x1

0, x
1
1

)
+ k2u2

(
θ
(
x1

0

)
, σ
(
x1

1

))
u−1

2,x2
1

(
θ
(
x1

0

)
, σ
(
x1

1

))]− 1
2
,

Λ
(
x1

0, x
1
1

)
= λ−1k1

[
1
2
λ

1
2C1 ±

(
1
4
C2

1 −
1
2
C1u

3
1(x

1
0, x

1
1)u

−1
1,x1

1
(x1

0, x
1
1)
)]

+

+ λ−1k2

[
1
2
λ

1
2C2 ±

(
1
4
C2

2 −
1
2
C2u

3
2

(
θ
(
x1

0

)
, σ
(
x1

1

))
u−1

2,x2
1

(
θ
(
x1

0

)
, σ
(
x1

1

)))]
.

(28)
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Про редукцiю багатовимiрного
нелiнiйного хвильового рiвняння
до двовимiрних рiвнянь
В.I. ФУЩИЧ, I.А. ЄГОРЧЕНКО

The condition of reduction of multidimensional wave equations to the two-dimensional
equation is studied and the necessary conditions of compatibility and exact solutions of
the resulting d’Alembert–Hamilton system are obtained.

1. Розв’язки нелiнiйного хвильового рiвняння

�u = F (u),
� ≡ ∂2

x0
− ∂2

x1
− · · · − ∂2

xn
, u = u(x0, x1, . . . , xn)

(1)

будемо шукати за допомогою анзаца [1–4]

u = ϕ(y, z), (2)

де y, z — новi змiннi. Пiдстановка (2) в (1) приводить до рiвняння

ϕyyyµyµ + 2ϕyzzµyµ + ϕzzzµzµ + ϕy�y + ϕz�z = F (ϕ)(
yµ =

∂y

∂xµ
, ϕy =

∂ϕ

∂y

)
,

(3)

звiдки одержуємо систему рiвнянь:

yµyµ = r(y, z), yµzµ = q(y, z), zµzµ = s(y, z),
�y = R(y, z), �z = S(y, z).

(4)

Система (4) є умовою редукцiї багатовимiрного хвильового рiвняння (1) до
двовимiрного рiвняння (3) за допомогою анзаца (2).
Така редукцiя становить iнтерес, тому що розв’язки двовимiрних рiвнянь в ча-

стинних похiдних, в тому числi i нелiнiйних, можуть бути дослiдженi бiльш повно,
нiж розв’язки багатовимiрних рiвнянь.
Наприклад, нехай yµyµ = −zµzµ = −1, zµyµ = �y = �z = 0. Тодi (3) має

вигляд

ϕyy − ϕzz = F (ϕ).

Якщо F (ϕ) = sinϕ, то редуковане рiвняння має солiтоннi розв’язки. Якщо
F (ϕ) = expϕ, воно має загальний розв’язок.

2. Сформулюємо необхiднi умови сумiсностi системи рiвнянь Даламбера–Га-
мiльтона для двох функцiй.
Систему рiвнянь (4), в залежностi вiд знаку виразу rs− q2, локальними пере-

твореннями можна звести до одного з чотирьох типiв:

Доповiдi АН УРСР. Сер. А, Фiз.-мат. та техн. науки, 1990, № 8, C. 31–33.
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1) елiптичний випадок: rs− q2 > 0, v = v(y, z) — комплекснозначна функцiя,

�v = V (v, v∗), �v∗ = V ∗(v, v∗),
v∗µvµ = h(v, v∗), vµvµ = 0, v∗µv

∗
µ = 0

(5)

(редуковане рiвняння елiптичного типу);
2) гiперболiчний випадок: rs− q2 < 0, v = v(y, z), ω = ω(y, z) — дiйснi функцiї,

�v = V (v, ω), �ω = W (v, ω),
ωµωµ = h(v, ω), vµvµ = 0, ωµωµ = 0

(6)

(редуковане рiвняння гiперболiчного типу);
3) параболiчний випадок: rs− q2 = 0, r2 + s2 + q2 	= 0, v(y, z), ω(y, z) — дiйснi

функцiї,

�v = V (v, ω), �ω = W (v, ω),
vµωµ = 0, vµvµ = λ (λ = ±1), ωµωµ = 0

(7)

(якщо W 	= 0, то редуковане рiвняння параболiчного типу);
4) рiвняння першого порядку r = s = q = 0: y → v, z → ω

vµvµ = ωµωµ = vµωµ = 0,
�v = V (v, ω), �ω = W (v, ω).

(8)

Аналiз сумiсностi системи Даламбера–Гамiльтона

�u = F (u), uµuµ = f(u) (9)

в тривимiрному просторi був проведений Коллiнзом в [5]. Необхiднi умови сумi-
сностi системи (9) для чотирьох незалежних змiнних вивчались в роботi [6].
Сформулюємо необхiднi умови сумiсностi систем (5)–(8).

Теорема 1. Система (5) сумiсна тiльки в тому випадку, коли

V =
h(v, v∗)∂v∗Φ

Φ
, ∂v∗ ≡ ∂

∂v∗
,

де Φ довiльна функцiя, для якої виконується умова

(h∂v∗)n+1Φ = 0.

Теорема 2. Система (6) може бути сумiсною тiльки в тому випадку, коли

V =
h(v, ω)∂ωΦ

Φ
, W =

h(v, ω)∂0Ψ
Ψ

,

де функцiї Φ, Ψ задовольняють умови

(h∂v)n+1Ψ = 0, (h∂ω)n+1Φ = 0.

Теорема 3. Система (7) сумiсна тiльки в тому випадку, коли

V =
λ∂vΦ

Φ
, ∂n+1

v Φ = 0, W ≡ 0.
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Система (8) сумiсна у випадку V = W ≡ 0.
Доведення цих теорем проводиться iз застосуванням лем, наведених в [6], та

вiдомої теореми Гамiльтона–Келi, згiдно з якою матриця є коренем свого характе-
ристичного полiнома.

Зауваження 1. Рiвняння (5) можна переписати для пари дiйсних функцiй ω =
Re v, σ = Im v. Проте в цьому випадку необхiднi умови сумiсностi мають дуже
громiздкий вигляд.

Зауваження 2. Перехiд вiд (4) до (5)–(8) зручний тiльки з точки зору дослiдже-
ння сумiсностi. Знак виразу rs − q2 може змiнюватись для рiзних y, z i перехiд
розглядається тiльки в областi, де цей знак постiйний.

3. Наведемо явнi розв’язки систем типу (4) i редукованi рiвняння. Параметри
aµ, bµ, cµ, dµ (µ = 0, 3) задовольняють умови

−a2 = b2 = c2 = d2 = −1 (a2 ≡ a2
0 − a2

1 − · · · − a2
3),

ab = ac = ad = bc = bd = cd = 0;

y, z — функцiї вiд x0, x1, x2, x3.

1) y = ax, z = dx,

ϕyy − ϕzz = F (ϕ);

2) y = ax, z =
(
(bx)2 + (cx)2 + (dx)2

)1/2
,

ϕyy − ϕzz − 2
z
ϕz = F (ϕ);

3) y = bx+ Φ(ax+ dx), z = cx,

−ϕzz − ϕyy = F (ϕ);

4) y =
(
(bx)2 + (cx2)

)1/2
, z = ax+ dx,

−ϕyy − 1
y
ϕy = F (ϕ).
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Нелиевские анзацы и точные решения
нелинейного спинорного уравнения
В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ

С использованием условной симметрии нелинейного уравнения Дирака получены но-
вые анзацы для спинорного поля, редуцирующие это уравнение к системам обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Построен новый класс точных решений не-
линейного уравнения Дирака, содержащий три произвольных функции.

1. В [1–3] предложено естественное обобщение лиевского подхода к построе-
нию точных решений дифференциальных уравнений в частных производных (ДУ-
ЧП). Оно основано на выделении из всего множества решений таких подмножеств,
которые обладают более широкой симметрией, чем множество в целом. Для этого
необходимо к заданному уравнению дописать дополнительные условия (уравне-
ния) с тем, чтобы полученная система ДУЧП обладала более широкой симметри-
ей, чем исходное уравнение и, кроме того, была совместной.
В настоящей работе, используя эту идею, построим семейство новых точных

решений следующего нелинейного спинорного уравнения

{iγµ∂µ − λ(ψ̄ψ)1/2k}ψ = 0, (1)

где ψ = ψ(x0, x1, x2, x3) — четырехкомпонентная комплексная функция-столбец,
ψ̄ = ψ+γ0, γµ — матрицы Дирака размерности 4 × 4, ∂µ = ∂/∂xµ, µ = 0, 3,
λ, k = const, по повторяющимся индексам предполагается суммирование от 0 до 3.

2. Решение уравнения (1) ищем в виде

ψ(x) = exp{fµν(x)γµγν}ϕ(ω), (2)

где ϕ(ω) — четырехкомпонентная функция-столбец; fµν(x) и ω = ω(x) — скаляр-
ные действительные функции, которые выбираются так, чтобы подстановка выра-
жения (2) в уравнение (1) приводила последнее к системе обыкновенных уравне-
ний дифференциальных (ОДУ) для ϕ(ω).
Далее, опишем все анзацы (2), редуцирующие систему нелинейных спинорных

ДУЧП (1) к ОДУ при условии, что функции fµν , ω имеют следующую структуру:

f00 = −f11 = −f22 = −f33 =
1
4
θ0(x0 + x3, x1, x2),

f01 = −f10 = f13 = −f31 =
1
2
θ1(x0 + x3, x1, x2),

f02 = −f20 = f23 = −f32 =
1
2
θ2(x0 + x3, x1, x2),

f03 = f30 = f12 = f21 = 0, ω = ω(x0 + x3, x1, x2).

Подставляя анзац

ψ(x) = exp{θ0 + (θ1γ1 + θ2γ2)(γ0 + γ3)}ϕ(ω) (3)

Укр. матем. журн., 1990, 42, № 7, C. 958–962.
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в уравнение (1) и умножая полученное равенство слева на exp{−θ0 − (θ1γ1 +
θ2γ2)(γ0 + γ3)}, имеем

i[(γ0 + γ2)∂ξθ0 + γa∂aθ0 + γaγb(∂aθb)(γ0 + γ3)− 2θa(∂aθ0)(γ0 + γ3)]ϕ+

+ i[(γ0 + γ3)(∂ξω − 2θa∂aω) + γa∂aω]ϕ̇− λeθ0/k(ϕ̄ϕ)1/2kϕ = 0,

где ξ = x0 + x3, ∂ξ = ∂/∂ξ, по повторяющимся индексам предполагается суммиро-
вание от 1 до 2.
Отсюда заключаем, что анзац (3) редуцирует исходное ДУЧП к ОДУ, если

выполняются следующие нелинейные уравнения:

1) ∂ξθ0 − 2θa∂aθ0 − ∂aθa = eθ0/kf1(ω),

2) ∂1θ0 = eθ0/kf2(ω),

3) ∂2θ0 = eθ0/kf3(ω),

4) ∂2θ1 − ∂1θ2 = eθ0/kf4(ω),

5) ∂ξω − 2θa∂aω = eθ0/kf5(ω),

6) ∂1ω = eθ0/kf6(ω),

6) ∂2ω = eθ0/kf7(ω).

(4)

В (4) f1, . . . , f7 — произвольные гладкие функции.
Следует отметить, что в силу произвольности ϕ(ω) при подстановке выражений

ω(x), θα(x) (5)

и

h(ω(x)), θα + hα(ω(x)), (6)

где h, hα ⊂ C1(R1,R1), α = 0, 2, в формулу (3) получаем один и тот же анзац для
поля ψ(x). В этом смысле решения системы ДУЧП (4) вида (5), (6) эквивалентны.
Система (4) содержит семь уравнений для четырех функций ω, θα, т.е. являе-

тся переопределенной. Именно это обстоятельство позволяет построить ее общее
решение.

Теорема. Общее решение системы нелинейных ДУЧП (4), определяемое с то-
чностью до введенного выше отношения эквивалентности, задается одной из
следующих формул:

1) θ0 = k lnw1, θ1 = (2w1)−1(ẇ1x1 + ẇ2),
θ2 = (2w1)−1((2k − 1)ẇ1x2 + w3), ω = w1x1 + w2;

2) θ0 = −k ln(x1 + w1),

θa = w3

[
(x1 + w1)2 + (x2 + w2)2

]k−1
(xa + wa) +

1
2
ẇa, a = 1, 2,

ω = (x1 + w1)(x2 + w2)−1;
3) θ0 = 0, θ1 = R(x1 + ix2, x0 + x3) +R(x1 − ix2, x0 + x3) + w1x1,

θ2 = R(x1 + ix2, x0 + x3)−R(x1 − ix2, x0 + x3) + w2x1, ω = x0 + x3.

(7)

Здесь w1, w2, w3 — произвольные гладкие функции от x0+x3, R — произвольная
аналитическая по первой переменной функция.
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Приведем основные этапы доказательства, опуская громоздкие промежуточные
выкладки.
Вначале интегрируется переопределенная система уравнений 2, 3, 6, 7 из (4).

Сделав замену θ = e−θ0/k, перепишем эту систему в виде

∂aθ = Fa(ω), ∂aω = θ−1Ga(ω), Fa, Ga ⊂ C1(R1,R1), a = 1, 2. (8)

Из необходимых и достаточных условий совместности уравнений (8) ∂1∂2θ =
∂2∂1θ, ∂1∂2ω = ∂2∂1ω следуют такие соотношения на Fa(ω), Ga(ω):

Ḟ1G2 = G1Ḟ2, G2Ġ1 −G1F2 = G1Ġ1 −G2F1 (9)

(точка обозначает производную по переменной ω).
Интегрирование системы ОДУ (9) существенно облегчается, если заметить,

что определенное выше отношение эквивалентности (формулы (6), (7)) индуцирует
отношение эквивалентности на множестве решений уравнений (9)

Fa(ω) ∼ Fa(f̃1(ω))− ˙̃
f2(ω)Ga(f̃1(ω)),

Ga(ω) ∼ ( ˙̃
f1(ω)f̃2(ω))−1Ga(f̃1(ω)),

(10)

где f̃1, f̃2 ⊂ C1(R1,R1), ˙̃
f1f̃2 	= 0.

Интегрируя систему ДУЧП (8), (9), устанавливаем, что ее общее решение,
определяемое с точностью до отношений эквивалентности (6), (7), (10), задается
одной из формул вида

1) F1 = G1 = 1, F2 = G2 = 0, θ = w−1
1 , ω = w1x1 + w2;

2) F1 = 1, F2 = 0, G1 = ω, G2 = −ω−2, θ = x1 + w1,

ω = (x1 + w1)(x2 + w2)−1;
3) F1 = F2 = G1 = G2 = 0, ω = ξ, θ = 1;
4) F1 = F2 = 0, G1, G2 ∈ C1(R1,R1), ω = ξ,

θ = G1(ξ)x1 +G2(ξ)x2 + w3.

(11)

Здесь w1, w2, w3 — произвольные гладкие действительные функции от ξ.
Подставляя выражения для функций ω(x), θ0(x) = −k ln θ(x) в остальные урав-

нения системы (4), получаем четыре системы ДУЧП для определения функций
θa(x). Интегрируя первые три из них, получаем формулы (7). Четвертая система
несовместна.
Подставляя выражения (7) в формулу (3), получаем три класса анзацев для

спинорного поля ψ(x):

1) ψ(x) = wk1 exp
{
(2w1)−1[((2k − 1)ẇ1x2 + w3)γ2 +

+ (ẇ1x1 + ẇ2)γ1](γ0 + γ3)
}
ϕ(w1x1 + w2);

2) ψ(x) = (x1 + w1)−k exp
{
w3

[
(x1 + w1)2 + (x2 + w2)2

]k−1
γa(xa + wa)×

× (γ0 + γ3) +
1
2
ẇaγa(γ0 + γ3)

}
ϕ
(
(x1 + w1)(x2 + w2)−1

)
;

3) ψ(x) = exp
{
[(R+R∗ + w1x1)γ1 + (iR− iR∗ + w2x1)γ2](γ0 + γ3)

}×
× ϕ(x0 + x3),

(12)
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которые редуцируют нелинейное уравнение Дирака (1) к системам ОДУ

1) iγ1ϕ̇ = λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

2) i(γ2 − ωγ1)ϕ̇ = λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

3) i(γ0 + γ3)ϕ̇ = λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ.

(13)

Общее решение системы 1 из (13) задается следующей формулой [4]:

ϕ(ω) = exp
{
iλ(χχ̄)1/2kγ1ω

}
χ,

где χ — постоянный четырехкомпонентный столбец. Подставляя это выражение в
анзац 1 из (12), получаем новое семейство точных решений нелинейного спинор-
ного уравнения (1), содержащее три произвольных функции

ψ(x) = wk1 exp
{
(2w1)−1[(ẇ1x1 + ẇ2)γ1 + ((2k − 1)ẇ1x2 + w3)γ2]×

× (γ0 + γ3)
}

exp
{
iλγ1(χ̄χ)1/2k(w1x1 + w2)

}
χ.

(14)

Заметим, что анзацы (12) неинвариантны относительно трехпараметрических
подгрупп группы симметрии уравнения (1) (в данном случае — это расширенная
группа Пуанкаре [4]) и, следовательно, не могут быть получены в рамках тради-
ционного подхода С. Ли [5].

3. Покажем теперь, что нелиевские анзацы (12) можно построить, используя
условную инвариантность нелинейного уравнения Дирака (1).

Определение. Уравнение (1) условно-инвариантно относительно операторов

Qτ = ξτµ(x)∂µ + ητ (x), τ = 1, N, (15)

где ξτν(x) — действительные скалярные функции, ητ (x) — переменные (4× 4)-
матрицы, если система ДУЧП{

iγµ∂µ − λ(ψ̄ψ)1/2k
}

= 0,

Qτψ = 0, τ = 1, N,
(16)

инвариантна в смысле Ли относительно однопараметрических групп преобра-
зований, генерируемых операторами Qτ .

Иначе говоря, уравнение (1) обладает условной симметрией, если множество
его решений содержит непустое подмножество, не совпадающее со всем множе-
ством, которое имеет нетривиальную симметрию.
Укажем в явном виде операторы Qτ , τ = 1, 3, такие, что (14) удовлетворяет

системе (16). Для этого необходимо решить следующую систему алгебраических
уравнений для функций ξτµ, ητ :

ξτµ(x)∂µω(x) = 0,
ητ = −[ξτµ(x)∂µ exp{θ0(x) + γaθa(x)(γ0 + γ3)}

]×
× exp{−θ0(x)− γaθa(x)(γ0 + γ3)}.

(17)

Здесь ω, θ0, θ1, θ2 — скалярные функции, определяемые формулами 1 из (7),
τ = 1, 3.
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Решая уравнения (17), имеем

Q1 =
1
2
(∂0 − ∂3), Q2 = w1∂2 +

1
2
(1− 2k)ẇ1γ2(γ0 + γ3),

Q3 =
1
2
w1(∂0 + ∂3)− ẇ1(x1∂1 + x2∂2)− ẇ2∂2 − kẇ1 +

+ (2w1)−1[(2ẇ1ẇ2 − w1ẅ2)γ1 + 2(w3ẇ1 − w1ẇ3)γ2](γ0 + γ3) +
+ (2w1)−1(2ẇ2

1 − w1ẅ1)(γ1x1 + (2k − 1)γ2x2)(γ0 + γ3).

(18)

Очевидно, что операторы Q2, Q3 не являются линейными комбинациями генерато-
ров расширенной группы Пуанкаре и, следовательно, не принадлежат алгебре Ли
группы симметрии уравнения (1). Подействовав первыми продолжениями операто-
ров Qτ на нелинейное ДУЧП (1), получаем соотношения

Q̃1L = 0,

Q̃2L = 2(2k − 1)ẇ1γ2Q1ψ + 2kẇ1ω
−1
1 (γ0 + γ3)Q2ψ +

+
1
2
(2k − 1)ẇ1γ2(γ0 + γ3)L,

Q̃3L = 2w−1
1 [(w1ẅ1 − 2w2

1)(γ1x1 + (2k − 1)γ2x2) + (w1ẅ2 − 2ẇ1ẇ2)γ1 +

+ 2(w1ẇ3 − w3ẇ1)γ2]Q1ψ + 2w−2
1 [(1− k)(2ẇ2

1 − w1ẅ1)x2 + w1ẇ3 −
− w3ẇ1]Q2ψ + 2ẇ1w

−1
1 (γ0 + γ3)Q3ψ − {ẇ1 + (2w1)−1(2ẇ2

1 − w1ẅ1)×
× (γ1x1 + (2k − 1)γ2x2)(γ0 + γ3) + (2w1)−1[(2ẇ1ẇ2 − w1ẅ2)γ1 +
+ 2(w3ẇ1 − w1ẇ3)γ2](γ0 + γ3)}L,

где символом Q̃a обозначено первое продолжение оператора Qa, L = iγµ∂µψ −
λ(ψ̄ψ)1/2kψ.
Кроме того, выполнены коммутационные соотношения вида [Q1, Q2] = [Q1, Q3]

= 0, [Q2, Q3] = −2ẇ1Q2. Из этого следует, что нелинейное уравнение Дирака (1)
условно инвариантно относительно операторов (18).
Аналогичным образом можно показать, что анзацы 2, 3 из (12) тоже получаю-

тся с использованием условной симметрии уравнения (1).
В заключение отметим, что анзацы (12) редуцируют к системам ОДУ более

общие нелинейные спинорные уравнения{
iγµ∂µ − (ψ̄ψ)1/2k

[
f̃1
(
ψ̄ψ(ψ̄γ4ψ)−1

)
+ f̃2

(
ψ̄ψ(ψ̄γ4ψ)−1

)
γ4

]}
ψ = 0,

где f̃a ⊂ C1(R1,C1).
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Совместность и решения нелинейных
уравнений Даламбера и Гамильтона

В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ, И.В. РЕВЕНКО

Установлены необходимые и достаточные условия совместности системы двух ска-
лярных комплексных волновых уравнений Даламбера и Гамильтона в четырехмерном
пространстве Минковского. Предложен и эффективно реализован конструктивный
метод интегрирования этой системы.

Введение
Настоящая работа посвящена интегрированию системы нелинейных дифферен-

циальных уравнений в частных производных (ДУЧП)

�u ≡
(
∂2

∂x2
0

−∆3

)
u = F1(u), (1.а)

gµνuxµ
uxν

= F2(u), (1.б)

которую мы, следуя [1, 2] , будем в дальнейшем называть системой Даламбера–
Гамилътона.
В (1) u = u(x0, x1, x2, x3) ∈ C2(C4,C1), F1, F2 ∈ C1(C1,C1), gµν = diag (1,−1,

−1,−1) — метрический тензор пространства Минковского M(1, 3). Здесь и далее
по повторяющимся индексам предполагается суммирование, причем индексы, обо-
значенные греческими буквами µ, ν изменяются от 0 до 3, латинскими буквами a,
b, c — от 1 до 3, латинскими буквами e, m, n — от 1 до 2.
Ряд важных результатов по точным решениям системы ДУЧП (1) был получен

Бейтменом [3], Картаном [4], Смирновым и Соболевым [5].
Сравнительно недавно Коллинзом получены необходимые и достаточные усло-

вия совместности переопределенной системы ДУЧП (1) и построено ее общее
решение в случае, когда число независимых переменных равно трем. Его подход
использовал геометрические идеи и методы и существенно опирался на трехмер-
ность пространства независимых переменных [6].
В работе [7] установлено, что при F2 = 0 уравнения Даламбера–Гамильтона

совместны, если и только если F1 = 0. В случае, когда F2 	≡ 0, система (1) с
помощью замены зависимой переменной вида u→ f(u) приводится к виду

�u = F (u),
gµνuxµ

uxν
= 1.

(2)

Оказывается, что существует довольно узкий класс функций F (u), при которых
система (2) имеет нетривиальные решения. Именно. из требования совместно-
сти уравнений (2) с необходимостью вытекает, что F = F (u) задается одной из

Препринт 90.39, Киев, Институт математики АН УССР, 1990, 65 c.
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cледующих формул [1, 2]:

F (u) =


0,
(u+ c1)−1,
(u+ c1)−1 + (u+ c2)−1,
(u+ c1)−1 + (u+ c2)−1 + (u+ c3)−1,

(3)

где c1, . . . , c3 — произвольные комплексные константы.
В данной работе установлены необходимые и достаточные условия совместно-

сти уравнений Даламбера–Гамильтона, а также предложен и эффективно реали-
зован конструктивный метод интегрирования этих уравнений.
Следует подчеркнуть, что система (1) играет особую роль в теории пуанкаре-

инвариантных скалярных ДУЧП, поскольку всякое P (1, 3)-инвариантное уравне-
ние о помощью подстановки

u(x) = ϕ(ω), (4)

где ω = ω(x) — произвольное решение уравнений (1), приводится к обыкновен-
ному дифференциальному уравнению (ОДУ) на ϕ = ϕ(ω) [8]. Например, если
подставить (4) в нелинейное уравнение Даламбера

�u = F3(u), (5)

то для определения функции ϕ(ω) получается следующее ОДУ:

F1(ω)ϕ̇+ F2(ω)ϕ̈ = F3(ϕ).

Более того, в [9] была предложена подстановка, позволяющая с помощью точных
решений системы Даламбера–Гамильтона строить частные решения нелинейного
уравнения Дирака.
Хорошо известно, что система уравнений Даламбера–Гамильтона инвариантна

относительно десятипараметрической группы Пуанкаре P (1, 3). Решения этой си-
стемы, которые переводятся друг в друга конечным преобразованием из группы
P (1, 3), мы будем называть P (1, 3)-эквивалентными (P (1, 3)-сопряженными). Если
u(x) 	≡ const, то с помощью преобразований из группы Пуанкаре можно добиться,
чтобы ∂u

∂x0
	= 0. Следовательно, с точностью до P (1, 3)-эквивалентности можно

считать, что при F2(u) 	≡ 0 имеет место равенство ∂u
∂x0
	= 0.

Приведем перечень основных обозначений, используемых в дальнейшем

uµ = ∂u
∂xµ
, uµν = ∂2u

∂xµ∂xν
;

‖uµν‖3µ,ν=0 — матрица 4× 4 с элементами uµν , µ, ν = 0, 3;

det ‖uµν‖ ≡ |uµν | — определитель матрицы ‖uµν‖3µ,ν=0;

ḟ(x) ≡ df
dx — производная функции одной переменной;

fxµ
≡ ∂xµ

f ≡ ∂f
∂xµ
— частная производная функции f по переменной xµ;

xµx
µ ≡ gµνxµxν — скалярное произведение в пространстве Минковского

M(1, 3).
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§ 1. Редукция четырехмерных уравнений Даламбера–Гамильтона
к уравнениям меньшей размерности

Система ДУЧП Даламбера–Гамильтона при F2(u) 	≡ 0 с помощью замены за-
висимой переменной

u→ u′ =
∫ u

(F3(τ))−1/2dτ (1.1)

приводится к виду

�u = F (u), (1.2а)

uµu
µ = 1. (1.2б)

Поэтому задача исследования совместности системы уравнений Даламбера–
Гамильтона (1а,б) сводится к изучению совместности системы более простого вида
(1.2). В основе нашего подхода к решению этой задачи лежит метод нелокальных
преобразований [10–13].

Определение 1. Преобразование зависимых и независимых переменных вида

x′µ = fµ(x, u, u
1
, . . . , u

r
),

u′ = f(x, u, u
1
, . . . , u

r
), r ≥ 1,

(1.3)

где fµ, f — r-раз непрерывно дифференцируемые функции,

u
s

=
{

∂su

∂xµ1 · · · ∂xµs

: µ1, . . . , µs = 0, 3
}
, s = 1, r

называется нелокальным преобразованием порядка r.

Основная идея метода нелокальной линеаризации состоит в том, чтобы для
исследуемого нелинейного ДУЧП указать в явном виде нелокальное преобразо-
вание (1.3), приводящее его к линейному. Если для преобразованного уравнения
удается построить общее или частное решение, то, обращая преобразование (1.3),
получаем решение исходного уравнения.
Особая роль в теории ДУЧП первого порядка принадлежит контактным пре-

образованиям — нелокальным преобразованиям вида

x′µ = fµ(x, u, u
1
),

u′ = f(x, u, u
1
),

u′µ = gµ(x, u, u
1
),

которые сохраняют условия касания первого порядка du = uµdxµ ⇒ du′−u′µdx′µ =
0. Этот факт объясняется тем, что всякие два скалярных ДУЧП первого порядка
могут быть переведены друг в друга подходящим контактным преобразованием
(C. Ли [14]).
Для уравнения uµuµ = λ, λ = const удается в явном виде построить контактное

преобразование, приводящее его к линейному ДУЧП, что позволяет построить его
общее решение в параметрическом виде [15].
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Теорема 1. Общее решение уравнения Гамильтона

uµu
µ = λ, u 	= const, (1.4)

определяемое с точностью до P (1, 3)-сопряженности, задается одной из сле-
дующих формул:

1) u = x0

√
λ+ v2

a + xava + Φ(v), (1.5а)

где va = va(x) — гладкие функции, определяемые такими соотношениями:

xa + x0va(λ+ v2
b )

−1/2 + Φva
= 0, a = 1, 3, (1.5б)

Φ = Φ(v1, v2, v3) ∈ C1(C3,C1) — произвольная функция;

2) u = x0

√
λ+ w2 + v2

n + xnvn + x3w + Φ(v), (1.6а)

где vn = vn(x) — гладкие функции, определяемые такими соотношениями:

xn + x3wvn
+ x0(vn + wwvn

)(1 + v2
n + w2)−1/2 + Φvn

= 0, n = 1, 2, (1.6б)

Φ(v1, v2), w(v1, v2) ∈ C1(C2,C1) — произвольные функции;

3) u = x0

√
λ+ w2

a(v) + xawa(v) + Φ(v), (1.7а)

где v = v(x) — гладкая функция, определяемая соотношением

waẇax0(λ+ w2
b )

−1/2 + xaẇa + Φ̇ = 0, (1.7б)

wa(v),Φ(v) ∈ C1(C1,C1) — произвольные функции, удовлетворяющие равен-
ству

w2
a(v) = −λ+ v2, ẇa ≡ dwa

dv
, Φ̇ ≡ dΦ

dv
. (1.8)

Доказательство. Из (1.4) следует, что величины u0, . . . , u3 — функционально-
зависимы, откуда

det
∥∥∥∥∂uµ∂xν

∥∥∥∥3
µ,ν=0

= 0.

Поэтому ранг (4 × 4)-матрицы ‖uµν‖ принимает одно из следующих значений:
1, 2, 3.
I. rank ‖uµν‖ = 3. В этом случае, не умаляя общности, можно считать, что

det
∥∥∥∥ ∂2u

∂xa∂xb

∥∥∥∥3
a,b=1

	= 0. (1.9)

Совершим в (1.4) следующее нелокальное преобразование :

y0 = x0, ya = ua,

H(y) = xaua − u, Hy0 = −u0, Hya
= xa.

(1.10)

Нетрудно проверить, что (1.10) — это контактное преобразование, которое яв-
ляется обобщением классического преобразования Эйлера для двух независимых
переменных [11–12].
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В новых переменных yµ, H(y) уравнение (1.4) принимает вид

Hy0 = −
√
λ+ y2

a,

т.е. замена (1.10) приводит ДУЧП (1.4) при условии (1.9) к линейному уравнению,
общее решение которого задается следующей формулой:

H = −y0
√
λ+ y2

a − Φ(y), (1.11)

где Φ(y1, y2, y3) ∈ C1(C3,C1) — произвольная функция.
Подставляя (1.11) в (1.10), приходим к такому выражению для u(x):

u(x) = xaya −H = x0

√
1 + y2

a + xaya + Φ(y), (1.12а)

причем функции ya = ya(x) определяются неявными соотношениями

xa = Hya
= −x0ya(λ+ y2

b )
−1/2 − Φya

. (1.12б)

Обозначая в (1.12) va = ya(x), получаем формулы (1.5).
II. rank ‖uµν‖ = 2. В этом случае, не умаляя общности, можно считать, что

det
∥∥∥∥ ∂2u

∂xn∂xm

∥∥∥∥2
n,m=1

	= 0. (1.13)

и, кроме того, существует функция w̃ ∈ C1(C4,C1) такая, что

w̃(u0, u1, u2, u3) = 0

и величины w̃(u0, u1, u2, u3), uµuµ − λ — функционально-независимы.
С учетом сказанного уравнение (1.4) при условии (1.13) может быть представ-

лено в виде

u0 =
√
λ+ u2

a, w̃(u0, u1, u2, u3) = 0

или

u0 =
√
λ+ u2

n + w2, u3 = w(u1, u2). (1.14)

Совершим в (1.14) следующее контактное преобразование:

x0 = y0, xn = Hyn
, x3 = y3, u = ynHyn

−H,
u0 = −Hy0 , un = yn, u3 = −Hy3 ,

(1.15)

Откуда

Hy0 = −
√
λ+ y2

n + w2, Hy3 = −w(y1, y2). (1.16)

Интегрируя систему линейных ДУЧП (1.16), имеем

H = −y0
√
λ+ y2

n + w2 − y3w − Φ(y1, y2),

где Φ ∈ C1(C2,C1) — произвольная функция. Подстановка полученного результата
в формулы (1.15) дает следующее выражение для функции u(x):

u = xnyn −H = xnyn + x0

√
λ+ y2

n + w2 + x3w + Φ(y1, y2), (1.17а)
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причем функции yn(x) определяются неявными соотношениями

xn = −x0(yn + wwyn
)(λ+ y2

n + w2)−1/2 − x3wyn
− Φyn

, n = 1, 2. (1.17б)

Обозначая в (1.17) vn = yn(x), приходим к формулам (1.6).
III. rank ‖uµν‖ = 1. Не умаляя общности, можно считать, что

a) u00 	= 0,
б) ∃ wa = wa(u0) ∈ C1(C1,C1) : ua = wa(u0), a = 1, 3.

С учетом этого уравнение Гамильтона (1.4) представляется в виде

u0 =
√
λ+ w2

a(u0), ua = wa(u0). (1.18)

Совершим в (1.18) следующее контактное преобразование:

y0 = u0, ya = xa,

H = x0u0 − u, Hy0 = x0, Hya
= −ua.

(1.19)

В новых переменных yµ, H(y) переопределенная система ДУЧП (1.18) прини-
мает вид

Hya
= −wa(y0), (1.20а)

w2
a(y0) = y2

0 − λ. (1.20б)

Интегрируя уравнения (1.20а), имеем

H = −wa(y0)ya − Φ(y0),

где Φ(y0) ∈ C1(C1,C1) — произвольная функция.
Подстановка полученного результата в (1.19) дает следующее выражение для

функции u = u(x):

u = x0y0 −H = x0

√
λ+ w2

a(y0) + wa(y0)ya + Φ(y0), (1.21а)

причем функция y0 = y0(x) определяется из соотношения

x0waẇa(λ+ w2
b )

−1/2 + ẇaya + Φ̇ = 0 (1.21б)

и выполнено равенство (1.20б).
Вводя в (1.20б), (1.21) обозначение v = y0(x), приходим к формулам (1.7).
Чтобы завершить доказательство, нам осталось рассмотреть вырожденный слу-

чай, когда матрица ‖uµν‖ — нулевая, т.е.
uµν = 0, µ, ν = 0, 3

Отсюда следует, что

u = c0x0 + caxa + c4, (1.22а)

причем константы cµ, c4 удовлетворяют соотношению

c20 − c2a = λ. (1.22б)
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Легко видеть, что формулы (1.22) получаются из (1.7), если положить v = c0,
wa = ca, Φ = c4. Теорема доказана.

Формулы (1.5)–(1.7) имеют очень прозрачный геометрический смысл при λ = 1.
Рассмотрим, например, выражения (1.5). Разрешая эти соотношения относительно
xµ, имеем

x0 = (v0 + θ)
√

1 + v2
a,

xa = −Φva
− (v0 + θ)va(1 + v2

a)
−1/2.

(1.23)

Здесь использованы обозначения v0 = u, θ = vaΦva − Φ.
Вводя четырехвекторы

S =

(
θ
√

1 + v2
a

−Φvb
− θvb(1 + v2

a)
−1/2

)
, n =

(√
1 + v2

a

−vb

)
, (1.24)

переписываем формулы (1.23) следующим образом:

xµ = Sµ(�v ) + v0nµ(�v ). (1.25)

Из (1.25) заключаем, что xµ = Sµ(�v ) — это параметрическая форма записи по-
верхности уровня u(x) = 0 решения уравнения uµuµ = 1, задаваемого формулами
(1.5).
Непосредственный подсчет показывает, что четырехвекторы (1.24) удовлетво-

ряют соотношениям

n · n ≡ gµνnµnν = 1,

n · Sva
≡ gµνnµ ∂Sν

∂va
= 0, a = 1, 3

(1.26)

(точкой обозначено скалярное произведение в пространстве Минковского M(1, 3)
с метрикой gµν). Следовательно, n(�v ) — это единичный четырехвектор нормали к
поверхности xµ = Sµ(�v ).
Из всего вышесказанного можно заключить, что значение функции u, опре-

деляемой соотношениями (1.5), в точке x ∈ R(1, 3) равно расстоянию (в смысле
метрики пространства M(1, 3)) от точки x до поверхности уровня этого решения
(см. также [6]).
Соотношения (1.6), (1.7) также представляются в виде (1.25), где

S =

 θ
√

1 + v2
n + w2

−Φvn
− v3wvn

− vnθ
v3 − θw

 , n =


√

1 + v2
n + w2

−vn
−w

 ,
θ = v3(vnwvn

− w) + vnΦvn
− Φ.

(1.27)

S =

 θ
√

1 + w2
n + v2

3

vn − θwn
−Φ̇− vnẇn − v3θ

 , n =


√

1 + w2
n + v2

3

−wn
−v3

 ,
θ = v3Φ̇− Φ + vn(v3ẇn − wn).

(1.28)
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Как показывает прямая проверка, четырехвекторы (1.27), (1.28) также удов-
летворяют соотношениям (1.26). Следовательно, для произвольного решения ура-
внения uµuµ = 1 значение его и точка равно расстоянию от x до поверхности
уровня этого решения u(x) = 0.
Формулы (1.23), (1.25), (1.27), (1.28) можно рассматривать как замены перемен-

ных

xµ, u(x) → vµ, u(v), (1.29)

причем в новых переменных решение ДУЧП uµu
µ = 1 с точностью до P (1, 3)-

сопряженности имеет вид

u(v) = v0. (1.30)

При замене переменных (1.29) уравнение (1.2а) переходит в следующее ДУЧП
(см., например, [16]);

Lu = |g̃|−1/2g̃µν∂vν
(|g̃|1/2∂vµ

u) = F (v0). (1.31)

Здесь L — оператор Лапласа–Бельтрами в криволинейных координатах vµ(x);

g̃µν =
∂xµ
∂vα

gαβ
∂xν
∂vβ

, µ, ν = 0, 3, |g̃| = det ‖g̃µν‖. (1.32)

Подставляя в (1.31) выражение (1.30), приходим к уравнению на |g̃|
1
2
|g̃|−1 ∂|g̃|

∂v0
= F (v0). (1.33)

Следовательно, с помощью замены переменных (1.25) система ДУЧП Даламбе-
ра–Гамильтона сводится к уравнению (1.33). Явный вид матричных элементов g̃µν
существенно зависит от ранга матрицы ‖uµν‖. Мы детально рассмотрим случай,
когда rank ‖uµν‖ = 3, в остальных случаях рассуждения аналогичны.
При условии rank ‖uµν‖ = 3 замена переменных (1.29) определяется формулами

(1.23). Вычисляя из этих соотношений ∂xµ

∂va
и подставляя полученный результат в

(1.32), имеем

g̃00 = 1, g̃0a = g̃a0 = 0,
g̃ab = (v0 + θ)2

(
(1 + v2

c )
−1vavb − δab

)−
− 2(v0 + θ)Φvavb

− Φvavc
Φvbvc

− θva
θvb
,

(1.34)

где θ = vaΦva
− Φ, a, b, c = 1, 3. Следовательно,

|g̃| = det ‖g̃ab‖3a,b=1.

Вычисление определителя матрицы G = ‖g̃ab‖ существенно упрощается, если
воспользоваться тождеством (справедливость которого устанавливается прямой
проверкой)

V G = −((v0 + θ)I + V Φ)2, (1.35)

где

V = ‖δab + vavb‖3a,b=1, I = ‖δab‖3a,b=1, Φ = ‖Φvavb
‖3a,b=1.
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Так как detV = 1 + v2
a 	= 0, то существует V −1. Умножая (1.35) на V −1 слева,

имеем следующее представление для матрицы G:

G = −V −1((v0 + θ)I + V Φ)2,

откуда

detG = −(1 + v2
a)

−1[det((v0 + θ)I + V Φ)]2 =

= −(1 + v2
a)

−1
[
(v0 + θ)3 + (v0 + θ)2(∆Φ + vavbΦvavb

) +

+ (v0 + θ)(M2(Φ) + (∆Φ)vavbΦvavb
− vavbΦvavc

Φvbvc
) +

+ (1 + v2
a) det ‖ΦVaVb

‖
]2
.

(1.36)

Здесь ∆ — трехмерный оператор Лапласа, M2(Φ) — сумма главных миноров вто-
рого порядка матрицы ‖Φvavb

‖, т.е.

M2(Φ) =

∣∣∣∣∣Φv1v1 Φv1v2
Φv1v2 Φv2v2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Φv2v2 Φv2v3
Φv2v3 Φv3v3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Φv3v3 Φv1v3
Φv1v3 Φv1v1

∣∣∣∣∣ .
Подставляя (1.36) в (1.33) и сравнивая полученное выражение для функции

F (v0) с (3), заключаем, что

F (v0) = (v0 + α)−1 + (v0 + β)−1 + v−1
0 , α, β ∈ C

1. (1.37)

Расщепляя равенство (1.33), где |g̃| = detG, F (v0) задаются формулами (1.36),
(1.37), по степеням величины v0 + θ, приходим к системе трех ДУЧП на функцию
Φ = Φ(v1, v2, v3)

∆Φ + vavbΦvavb
= −3θ + α+ β,

M2(Φ)+ (∆Φ)vavbΦvavb
− vavbΦacΦbc = (α− θ)(β − θ)− θ(α+ β − 2θ),

|Φvavb
| = −(α− θ)(β − θ)θ(1 + v2

a)
−1,

(1.38)

где θ = vaΦva
− Φ.

Таким образом, общее решение cистeмы (1.2) при условии rank ‖uµν‖ = 3
с точностью до P (1, 3)-сопряженности задается формулами (1.5), где λ = 1, Φ =
Φ(�v ) — произвольное решение системы ДУЧП (1.38).
Вычисляя определитель матрицы ‖g̃µν‖ для случая, когда rank ‖uµν‖ = 2, имеем

det ‖g̃µν‖ = −(1 + v2
n + w2)×

× [(v0 + θ)2S2 + (v0 + θ)(1 + v2
n + w2)S1 + S0

]2
,

(1.39)

где

S2 = (1 + w2
vn

+ τ2)(1 + v2
n + w2)−1,

S1 = (vnτ + wvn
)(vmτ + wvm

)(Φvnvm
+ v3wvnvm

)−
− [∆Φ + vnvmΦvnvm

+ v3(∆w + vnvmwvnvm
)](1 + w2

vn
+ τ2),

S0 = det ‖Φvnvm
+ v3wvnvm

‖.
Здесь θ = v3(vnwvn

− w) + vnΦvn
− Φ, τ = vnwvn

− w, ∆ — двумерный оператор
Лапласа.



Совместность и решения нелинейных уравнений Даламбера и Гамильтона 135

Определитель (1.39) не равен нулю, так как соотношения S1 = S2 = S0 =
0 противоречат равенствам (1.6б). Действительно, дифференцируя последние по
переменной xm, имеем (при λ = 1){

x0

(√
1 + v2

l + w2

)
vnvm′

+ x3wvnv′m + Φvnv′m

}
∂vm′

∂xm
= −δnm.

Но это равенство невозможно, так как определитель матрицы∥∥∥∥∥x0

(√
1 + v2

l + w2

)
vnvm′

+ x3wvnvm′ + Φvnvm′

∥∥∥∥∥
2

n,m′=1

в силу условий S0 = S1 = S2 = 0 равен нулю.
Подставляя определитель (1.39) в формулу (1.33) и сравнивая полученный ре-

зультат с (3), заключаем, что функция F (u) с необходимостью задается одним из
следующих выражений:

I. F (u) = 0,
II. F (u) = u−1,

III. F (u) = u−1 + (u+ α)−1, α ∈ C
1.

Расщепляя в каждом из приведенных случаев равенство (1.33) по степеням
величины v0, v3, приходим к системам двумерных ДУЧП на функции Φ(v1, v2),
w(v1, v2)

I. 1 + w2
vn

+ τ2 = 0,
(vnτ + wvn

)(vmτ + wvm
)Φvnvm

= 0,
(1.40)

причем det ‖v3wvnvm
+ Φvnvm

‖ 	= 0;

II. 1 + w2
vn

+ τ2 = 0, det ‖wvnvm
‖ = 0,

(1 + v2
n + w2) det ‖Φvnvm

‖ = ρ{(vnτ + wvn
)(vmτ + wvm

)Φvnvm
},

(1 + v2
n + w2)(∆Φ∆w − Φvnvm

wvnvm
) =

= τ{(vnτ + wvn
)(vmτ + wvm

)Φvnvm
};

(1.41)

III. (∆w + vnvmwvnvm
)(1 + w2

vn
+ τ2)−

− (vnτ + wvn
)(vmτ + wvm

)wvnvm
= −2τ(1 + w2

vn
+ τ2),

det ‖wvnvm
‖ = τ2(1 + w2

n + τ2)(1 + v2
n + w2)−1,

(∆Φ + vnvmΦvnvm
)(1 + w2

vn
+ τ2)− (vnτ + wvn

)×
× (vmτ + wvm

)Φvnvm
= −(2ρ+ α)(1 + w2

vn
+ τ2),

det ‖Φvnvm
‖ = ρ(ρ+ α)(1 + w2

vn
+ τ2)(1 + v2

n + w2)−1,

∆Φ∆w − Φvnvm
wvnvm

= τ(2ρ+ α)(1 + w2
vn

+ τ2)(1 + v2
n + w2)−1.

(1.42)

В формулах (1.42) использовано обозначение ρ = vnΦvn
− Φ.

Таким образом, общее решение системы Даламбера–Гамильтона (1.2) при ус-
ловии rank ‖uµν‖ = 2 с точностью до P (1, 3)-сопряженности задается формулами
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(1.6), где λ = 1, Φ(v1, v2), w(v1, v2) — произвольные решения одной из систем
ДУЧП (1.40)–(1.42).
Проводя аналогичные вычисления для случая, когда rank ‖uµν‖ = 1, убеждаем-

ся, что функция F (u) с необходимостью задается одним из следующих соотноше-
ний:

I. F (u) = 0,
II. F (u) = u−1.

При этом общее решение системы уравнений Даламбера–Гамильтона (1.2) за-
дается формулами (1.7), где λ = 1, wa(v), Φ(v) — гладкие функции, удовлетворя-
ющие системам ОДУ

I. ẇ2
a = 1, w2

a = v2 − 1. (1.43)

II. ẅa = (1− ẇ2
b )(vẇa − wa),

Φ̈ = (1− ẇ2
b )(vΦ̇− Φ), w2

a = v2 − 1,
(1.44)

при F (u) = 0 и F (u) = u−1 соответственно.
В (1.43), (1.44) точкой обозначено дифференцирование по переменной v.

§ 2. Необходимые и достаточные условия совместности
системы уравнений Даламбера–Гамильтона

В этом параграфе получен критерий совместности переопределенной системы
ДУЧП (1), т.е. описаны в явном виде все функции F1(u), F2(u), при которых
система уравнений Даламбера–Гамильтона имеет нетривиальные решения.

Теорема 2. Система ДУЧП (1) совместна, если и только если функции F1(u),
F2(u) имеют вид

1) F1(u) = F2(u) = 0;

2) F1(u) = Nḟ−1(f − c)−1 − f̈ ḟ−3, F2(u) = ḟ−2.
(2.1)

Здесь f = f(u) ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция, удовлетворяющая усло-
вию ḟ(u) 	≡ 0; c = const; N — дискретный параметр, принимающий одно из
значений 0, 1, 2, 3.

Доказательство. Пусть F2 ≡ 0, тогда согласно [1, 2, 7] система ДУЧП (1) совме-
стна, если и только если F1 ≡ 0.
Предположим теперь, что F2 	≡ 0, тогда замена (1.1) приводит уравнения Да-

ламбера–Гамильтона к виду (1.2). Задача исследования совместности уравнений
(1.2а) и (1.2б) в предыдущем параграфе была сведена к исследованию совместно-
сти переопределенных систем ДУЧП меньшей размерности (1.38), (1.40)–(1.44).
Покажем, что из требования совместности этих систем с необходимостью следует
равенство α = β = 0.

1. Совместность системы ДУЧП (1.38). Уравнения (1.38) существенно упро-
щаются, если сделать следующую локальную замену переменных:

za = va(1 + v2
b )

−1/2, p(�z ) = (1 + v2
b )

−1/2Φ(�v ). (2.2)
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В переменных za, p(�z ) система (1.38) принимает вид

1) ∆p− zazbpzazb
= −(α+ β)(1− z2

a)
−1/2,

2) M2(p)− (∆p)zazbpzazb
+ +zazbpzazc

pzbzc
= αβ(1− z2

a)
−1,

3) det ‖pzazb
‖ = 0,

(2.3)

где ∆ = ∂za
∂za
,M2(p) — сумма главных миноров второго порядка матрицы ‖pzazb

‖.
Из третьего уравнения системы (2.3) следует, что матрица ‖pzazb

‖ является
вырожденной. Поэтому ее ранг равен либо 1, либо 2. Рассмотрим отдельно каждый
из этих случаев.

A. rank ‖pzazb
‖ = 1. (2.4)

Из условия (2.4) следует существование таких функций Rn ∈ C2(C1,C1), для
которых

pzn
= Rn(pz3), n = 1, 2. (2.5)

Подставляя (2.5) во второе уравнение из (2.3), видим, что его левая часть
тождественно равна нулю, откуда αβ = 0. Следовательно, один из параметров
(скажем β) равен нулю.
С учетом cказанного первое уравнение системы (2.3) представляется в виде

pz3z3

[
1 + Ṙ2

n − (znṘn + z3)2
]

= −α(1− z2
a)

−1/2, (2.6)

где Ṙn ≡ dRn/dpz3 .
Если pz3z3 = 0, то из (2.6) с необходимостью следует, что α = 0.
Пусть pz3z3 	= 0. Совершим в (2.6) контактное преобразование Эйлера для трех

независимых переменных [17]

yn = zn, y3 = pz3 , H(�y ) = z3pz3 − p,
Hyn

= −Pzn
, Hy3 = z3, Hy3y3 = p−1

z3z3 ,

Hyny3 = −pznz3p
−1
z3z3 , Hynym

=

∣∣∣∣∣pz3z3 pznz3

pzmz3 pznzm

∣∣∣∣∣ p−1
z3z3 , n,m = 1, 2.

(2.7)

В новых переменных ya, H(�y ) уравнения (2.5), (2.6) принимают вид

1)
[
1 + Ṙ2

n − (ynṘn +Hy3)
2
]
H−1
y3y3 = −α(1− y2

n −H2
y3),

2) Hy1 = −R1,

3) Hy2 = −R2.

(2.8)

Здесь Rn = Rn(y3), Ṙn ≡ dRn/dy3.
Таким образом, комбинируя локальную и нелокальную замену переменных

(2.2), (2.7), мы существенно упростили систему нелинейных ДУЧП (1.38), по-
скольку два последних уравнений из (2.8) являются линейными. Интегрирование
этих уравнений дает следующее выражение для H = H(�y):

H = −Rn(y3)yn +Q(y3), (2.9)

где Q ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция.
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Подставляя (2.9) в уравнение 1) из (2.8), имеем

(−R̈nyn + Q̈)−1(1 + Ṙ2
n − Q̇2) = −α

[
1− y2

n − (Ṙnyn − Q̇)2
]−1/2

. (2.10)

Необходимым условием расщепления уравнения (2.10) по переменным y1, y2
является требование, чтобы выражение

1− y2
1 − y2

2 − (Ṙ1y1 + Ṙ2y2 − Q̇)2 (2.11)

было точным квадратом. Предположим, что это так, т.e. ∃ λn(y3), λ3(y3), для
которых

(λnyn + λ3)2 = 1− y2
n − (Ṙnyn − Q̇)2.

Приравнивая коэффициенты при степенях независимых переменных y1, y2, по-
лучаем систему нелинейных, алгебраических уравнений

λ2
3 = 1− Q̇2, λ3λn = Q̇Ṙn, λ2

n = −1− Ṙ2
n, λ1λ2 = Ṙ1Ṙ2.

Несложный подсчет показывает, что эта система несовместна. Следовательно,
выражение (2.11) не является точным квадратом по переменным y1, y2 ни при
каких Rn(y3), Q(y3). Из этого заключаем, что уравнение (2.10) может иметь не-
тривиальные решения только при α = 0.

B. rank ‖pzazb
‖ = 2.

В этом случае, не умаляя общности, можно считать, что выполнено условие

det

∥∥∥∥∥pz1z1 pz1z2
pz1z2 pz2z2

∥∥∥∥∥ 	= 0. (2.12)

Следовательно, существует такая функция R ∈ C3(C2,C1), для которой

pz3 = R(pz1 , pz2). (2.13)

С учетом равенства (2.13) система ДУЧП (2.3) переписывается следующим
образом:

1)
[
1 +R2

1 − (z1 + z3R1)2
]
pz1z1 + 2 [R1R2 − (z1 + z3R1)(z2 + z3R2)] pz1z2 +

+
[
1 +R2

2 − (z2 + z3R2)2
]
pz2z2 = −(α+ β)(1− z2

a)
−1/2,

2)
[
(1− z2

a)(1 +R2
n) + (z3 − znRn)2

] ∣∣∣∣∣pz1z1 pz1z2
pz1z2 pz2z2

∣∣∣∣∣ = αβ(1− z2
a)

−1,

3) pz3 = R.

(2.14)

Здесь мы использовали обозначение Rn ≡ dR/dpzn
.

Совершим в (2.14) следующее контактное преобразование Эйлера:

yn = pzn
, y3 = z3, H(y) = znpzn

− p, Hyn
= zn, Hy3 = −pz3 ,

Hy1y1 = δ−1pz2z2 , Hy1y2 = −δ−1pz1z2 , Hy2y2 = δ−1pz1z1 ,

Hy3y3 = −δ−1 det ‖pzazb
‖, Hy1y3 = δ−1(pz1z2pz2z3 − pz2z2pz1z3),

Hy2y3 = δ−1(pz1z3pz1z2 − pz1z1pz2z3),

(2.15)
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где

δ = pz1z1pz2z2 − p2
z1z2 	= 0.

В новых переменных система ДУЧП (2.14) принимает вид

1)
[
1 +R2

y2 − (Hy2 + y3Ry2)
2
]
Hy1y1 −

− 2 (Ry1y2 − (Hy1 + y3Ry1)(Hy2 + y3Ry2))Hy1y2 +
+
[
1 +R2

y1 − (Hy1 + y3Ry1)
2
]
Hy2y2 =

= −(α+ β)
(
1−H2

yn
− y2

3

)−1/2 (
Hy1y1Hy2y2 −H2

y1y2

)
,

2)
[(

1− y2
3 −H2

yn

) (
1 +R2

yn

)
+ (y3 −Ryn

Hyn
)2
]

=

= −αβ (1−H2
yn
− y2

3

)−1 (
Hy1y1Hy2y2 −H2

y1y2

)
,

3) Hy3 = R(y1, y2).

(2.16)

Интегрируя последнее уравнение из (2.16), имеем

H = −y3R(y1, y2) + iQ(y1, y2), (2.17)

где Q ∈ C3(C2,C1) — произвольная функция.
Подстановка выражения (2.17) в первые два уравнения системы (2.16) дает

следующие соотношения для определения функций R, Q:

1) −y3f(R) + if(Q) = −(α+ β) det ‖ − y3Rynym
+ iQynym

‖ ×
× [1− y2

3 − (y3Ryn
− iQyn

)2
]−1/2

,

2) g(R,Q) = αβ det ‖ − y3Rynym
+ iQynym

‖ [1− y2
3 − (y3Ryn

− iQyn
)2
]−1

.

(2.18)

В (2.18) использованы такие обозначения:

f(S) =
(
1 +R2

yn
+Q2

yn

)
Symym

− (Ryn
Rym

+Qyn
Qym

)Synym
,

g(R,Q) =
(
1 +R2

yn

) (
1 +Q2

ym

)− (Ryn
Qyn

)2 .

Первое уравнение системы (2.16) расщепляется по y3 только при условии, что
выражение

1− y2
3 − (y3Ryn

− iQyn
)2

является точным квадратом по переменной y3. Вычисляя его детерминант ∆, име-
ем

∆ = −g(R,Q).

Если ∆ = −g(R,Q) = 0, то ввиду условия

det ‖Hynym
‖ ≡ det ‖ −Rynym

y3 + iQynym
‖ 	= 0 (2.19)

имеем из (2.18), что αβ = 0. Следовательно, при ∆ = 0 один из параметров α, β
(скажем, β) равен нулю. С учетом этого факта уравнения (2.18) после расщепления
по степеням переменной y3 принимают вид

1) iα det ‖Rynym
‖ =
(
1 +R2

yn

)1/2
f(R),

2) iα det ‖Qynym
‖ =
(
1 +Q2

yn

)1/2
f(Q),

3) iαh(R,Q) =
(
1 +R2

yn

)1/2
f(Q) +

(
1 +Q2

yn

)1/2
f(R),

4) g(R,Q) = 0.

(2.20)
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В (2.20) h(R,Q) = Ry1y1Qy2y2 +Ry2y2Qy1y1−2Ry1y2Qy1y2 ; функции f(R), f(Q),
g(R,Q) определены выше.
Если в (2.18) ∆ = −g(R,Q) 	= 0, то в силу (2.19) из первого уравнения следует,

что α+β = 0. Расщепляя уравнения (2.18) по степеням переменной y3 при β = −α,
приходим к переопределенной системе двумерных ДУЧП на функции R, Q.

1) f(R) = 0,
2) f(Q) = 0,

3) α2 det ‖Rynym
‖ =
(
1 +R2

yn

)1/2
g(R,Q),

4) α2 det ‖Qynym
‖ =
(
1 +Q2

yn

)1/2
g(R,Q),

5) α2h(R,Q) = 2(Ryn
Qyn

)g(R,Q).

(2.21)

Таким образом, задача исследования совместности системы ДУЧП (2.14) с по-
мощью нелокального преобразования (2.15) сводится к исследованию совместно-
сти систем двумерных уравнений (2.20), (2.21). Мы подробно рассмотрим случай
системы (2.20), для уравнений (2.21) рассуждения аналогичны.
Продифференцировав уравнение 4) из (2.20) по переменным yn, n = −1, 2,

имеем следующие ДУЧП второго порядка:[(
1 +Q2

yn

)
Rym

− (Ryn
Qym

)Qym

]
Rymyl

+
+
[(

1 +R2
yn

)
Qym

− (Ryn
Qym

)Rym

]
Qymyl

= 0.

Эти соотношения на множестве решений системы (2.20) переписываются в виде

τm

[(
1 +Q2

yn

)1/2
Rymye

− (1 +R2
yn

)1/2
Qymye

]
= 0, (2.22)

где

τm =
(
1 +Q2

yn

)1/2
Rym

− (1 +R2
yn

)1/2
Qym

, m = 1, 2.

Пусть α 	= 0. Рассматриваем уравнения (2.22) совместно с уравнением 3) из
(2.20) как систему линейных алгебраических уравнений на Ry1y1 , Ry1y2 , Ry2y2

Ry1y1Qy2y2 − 2Ry1y2Qy1y2 +Ry2y2Qy1y1 =

= (iα)−1
[(

1 +R2
yn

)1/2
f(Q) +

(
1 +Q2

yn

)1/2
f(R)

]
≡

≡ 2(iα)−1
(
1 +R2

yn

)1/2
f(Q),(

1 +Q2
yn

)1/2
τmRymyl

=
(
1 +R2

yn

)1/2
τmQymyl

.

(2.23)

На множестве решений системы ДУЧП (2.20) определитель системы линейных
алгебраических уравнений (2.23) равен

∆ = − (1 +Q2
yn

)
f(Q). (2.24)

Далее необходимо рассматривать два случая f(Q) 	= 0, f(Q) = 0.
1. f(Q) 	= 0. Здесь имеется две принципиально различных возможности

a) Ryn
Qyn

	= 0, б) Ryn
Qyn

= 0.
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Пусть имеет место условие a). В силу уравнения 4) из (2.20)(
1 +Q2

yn

) (
1 +R2

ym

) 	= n

и, следовательно, определитель системы (2.23) не равен нулю. Поэтому эта систе-
ма имеет единственное решение, явный вид которого дается формулами

Rynym
=
(
1 +R2

yl

)1/2 (
1 +Q2

yl

)−1/2
Qynym

. (2.25)

Из необходимых и достаточных условий совместности системы ДУЧП (2.25)

∂Rynym

∂yl
=
∂Rylym

∂yn
, l,m, n = 1, 2.

следуют такие соотношения:(
1 +R2

yn

)1/2 (1 +Q2
yn

)−1/2 det ‖Qynym
‖ ×

×
[(

1 +R2
yn

)1/2
Qyl
− (1 +Q2

yn

)1/2
Ryl

]
= 0.

Если det ‖Qynym
‖ = 0, то из (2.25) заключаем, что det ‖Rynym

‖ = h(R,Q) = 0.
Но это невозможно в силу (2.19). Поэтому из необходимых и достаточных условий
совместности системы (2.23) следуют такие уравнения на функции R, Q:(

1 +R2
yn

)1/2
Qym

=
(
1 +Q2

yn

)1/2
Rym

, m = 1, 2.

откуда Rym
≡ Qym

, m = 1, 2.
Подставляя этот результат в (2.20), имеем

1) iα det ‖Rynym
‖ = −2

(
1 +R2

yn

)1/2 (Rym
Ryl

Rymyl
),

2) 1 + 2R2
yn

= 0.

Но из второго уравнения этой системы следует, что det ‖Rynym
‖ = 0, откуда

h(R,Q) = det ‖Qynym
‖ = 0. Пришли к противоречию с условием (2.19).

Обратимся теперь к случаю б). Из условия Ryn
Qyn

= 0 в силу четвертого
уравнения системы (2.20) следуют три возможных случая

б.1) 1 +R2
yn

= 0, 1 +Q2
yn
	= 0;

б.2) 1 +R2
yn
	= 0, 1 +Q2

yn
= 0;

б.3) 1 +Q2
yn

= 1 +R2
yn

= 0.

Пусть имеет место случай б.1). Так как условие Q = const противоречит (2.19),
то, не умаляя общности, можно считать, что Qy2 	= 0. Разрешая соотношение
Ryn

Qyn
= 0 относительно Ry2 и подставляя полученный результат в уравнение

1 +R2
yn

= 0, имеем

Q2
y2 +R2

y1Q
2
yn

= 0.

Из этого равенства следует, что Qyn
	= 0, откуда

Ry1 = iQy2
(
Q2
yn

)−1/2
, Ry2 = −iQy1

(
Q2
yn

)−1/2
, (2.26)
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Из необходимого и достаточного условия совместности системы (2.26) получа-
ется такое уравнение на Q:

Q2
yn
Qymym

−Qyn
Qym

Qynym
= 0. (2.27)

Но из соотношений 1 + R2
yn

= 0, Ryn
Qyn

= 0 следует, что Ryn
Rym

Qynym
= 0.

Поэтому справедливо равенство

f(Q) ≡ (1 +R2
yn

+Q2
yn

)
Qymym

− (Ryn
Rym

+Qyn
Qym

)Qynym
= 0.

Таким образом, мы пришли к противоречию с исходным предположением f(Q) 	=
0.
Пусть имеет место случай б.2). Если R = const, то определитель матрицы

‖ − Rynym
+ iQynym

‖ равен нулю, что противоречит условию (2.19). Следователь-
но, не умаляя общности, можно считать, что Ry2 	= 0. Разрешая соотношение
Qyn

Ryn
= 0 относительно Qy2 и подставляя полученный результат в уравнение

1 +Q2
yn

= 0, имеем

R2
y2 +Q2

y1

(
R2
yn

)
= 0.

Из этого равенства следует, что R2
yn
	= 0, откуда

Qy1 = iRy2
(
R2
yn

)−1/2
, Qy2 = −iRy1

(
R2
yn

)−1/2
. (2.28)

Система (2.28) совместна, если и только если ∂Qy1/∂y2 = ∂Qy2/∂y1 Из этого
условия вытекает следующее двумерное ДУЧП на функцию R(y1, y2):

R2
yn
Rymym

−Ryn
Rym

Rynym
= 0. (2.29)

Но из соотношений 1 + Q2
yn

= 0, Ryn
Qyn

= 0 следует, что Qyn
Qym

Rynum
= 0.

Поэтому справедливо равенство

f(R) ≡ (1 +R2
yn

+Q2
yn

)
Rymym

− (Rynym
+Qyn

Qym
)Rynym

= 0.

Подставляя формулы (2.28) в третье уравнение системы (2.20) при 1+Q2
yn

= 0,

f(R) = 0, имеем
(
1 +R2

yn

)1/2
f(Q) = 0, что противоречит исходному предположе-

нию.
Обратимся теперь к случаю б.3). Разрешая соотношения 1+R2

yn
= 0, 1+Q2

yn
=

0, Ryn
Qyn

= 0 относительно Ryn
, имеем

Ry1 = ±iQy2 , Ry2 = ±iQy1 , 1 +Q2
yn

= 0.

Отсюда вытекают равенства

det ‖Rynym
‖ = det ‖Qynym

‖ = h(R,Q) = 0

что противоречит условию (2.19).
2. f(Q) = 0. Если f(Q) = 0, то из уравнений (2.20) в силу (2.19) следует, что

α = 0. Если же f(R) 	= 0, то замена

R→ Q, Q→ R (2.30)

сводит этот случай к уже рассмотренному (здесь используется симметрия уравне-
ний относительно преобразования (2.30).
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Таким образом, требование совместности переопределенной системы ДУЧП с
необходимостью приводит к условию α = 0. Аналогичный результат имеет место и
для системы (2.21). Следовательно, из требования совместности переопределенной
системы ДУЧП (2.14) с необходимостью вытекает, что α = β = 0.
Суммируя вышесказанное, приходим к выводу: необходимым условием совме-

стности системы уравнений (1.38) является равенство нулю параметров α, β.
2. Совместность системы ДУЧП (1.42). Как и в предыдущем случае, прежде

чем исследовать совместность уравнений (1.42), упростим их о помощью следую-
щей локальной замены переменных:

zn = vn
(
1 + v2

m + w2
)−1/2

,

G(z) = w
(
1 + v2

m + w2
)−1/2

, P (z) = Φ
(
1 + v2

m + w2
)−1/2

.
(2.31)

Замена (2.31) не определена при w = i
(
1 + v2

m

)1/2
, однако это равенство не-

возможно, поскольку в силу формул (1.15), (1.16) оно влечет за собой равенство
u0 = 0, что противоречит исходному предположению.
Совершив в (1.42) замену переменных (2.31), после громоздких вычислений

приходим к системе двумерных ДУЧП для определения функций G(z1, z2),
P (z1, z2)

1)
[
1 + (1− z2

n)G
2
zm

+ 2GGzn
zn −G2

]
∆G− znzmGznzm

−
− 2GGzn

Gznzm
zm + (z2

n − 1)Gzm
Gzl

Gzmzl
= 0,

2)
[
1 + (1− z2

n)G
2
zm

+ 2GGzn
zn −G2

]
∆P − znzmPznzm

−
− 2GGzn

Pznzm
zm + (z2

n − 1)Gzm
Gzl

Pzmzl
=

= −α(1− z2
n −G2)−1/2

[
1 +G2

zn
− (znGzn

−G)2
]
,

3) |Gznzm
| = 0,

4) |Pznzm
| = 0,

5) Pz1z1Gz2z2 + Pz2z2Gz1z1 − 2Pz1z2Gz1z2 = 0,

(2.32)

где ∆ = ∂
∂z21

+ ∂
∂z22
.

Из третьего и четвертого уравнений системы (2.32) следует, что существуют
такие дважды непрерывно-дифференцируемые функции R, Q, для которых [12, 15]

Gz2 = R(Gz1), Pz2 = Q(Pz1). (2.33)

Подставляя соотношения (2.33) в пятое уравнение из (2.32), имеем

Pz1z1Qz1z1(Ṙ− Q̇)2 = 0. (2.34)

Далее необходимо отдельно рассмотреть следующие возможности:

I. Pz1z1Gz1z1 	= 0.
II. Pz1z1 = Gz1z1 = 0.
III. Pz1z1 = 0, Gz1z1 	= 0.
IV. Pz1z1 	= 0, Gz1z1 = 0.
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В случае I из (2.34) немедленно следует, что Ṙ(Gz1) = Q̇(Pz1). Если Q̈ 	= 0, то
в силу (2.33) имеем цепочки равенств

Pz1z1 = R̈(Q̈)−1Gz1z1 ,

Pz1z2 = Q̇Pz1z1 = ṘR̈(Q̈)−1Gz1z1 ,

Pz2z2 = Q̇2Pz1z1 = Ṙ2R̈(Q̈)−1Gz1z1 .

С учетом этих соотношений система ДУЧП (2.32) переписывается в виде

1) δ ≡ (1 + Ṙ2)(1−G2)− (z1 + z2Ṙ)2 + (1− z2
n)(ṘGz1 −R)2+

+ 2G(z1Ṙ− z2)(ṘGz1 −R) = 0,

2) R̈(Q̈)−1δGz1z1 = −α(1− z2
n −G2)−1/2 ×

× [1 +G2
z1 +R2 − (z1Gz1 + z2R−G)2

]
,

3) Gz2 = R(Gz1),
4) Pz2 = Q(Pz1),

5) Ṙ(Gz1) = Q̇(Pz1).

(2.35)

Из первых двух уравнений системы (2.35) следует, что

α
[
1 +G2

z1 +R2 − (z1Gz1 + z2R−G)2
] ≡ α [1 +G2

zn
− (znGzn

−G)2
]

= 0.

Предположим, что α 	= 0. Тогда справедливо равенство

1 +G2
zn

+ (znGzn
−G)2 = 0.

В переменных vn, w(v1, v2) это соотношение имеет вид

1 + w2
vn

+ (vnwvn
− w)2 = 0. (2.36)

Подставляя равенство (2.36) в (1.42), получаем следующую систему ДУЧП на
функции w, Φ:

1) (vnτ + wvn
)(vmτ + wvm

)wvnvm
= 0,

2) det ‖wvnvm
‖ = 0,

3) (vnτ + wvn
)(vmτ + wvm

)Φvnvm
= 0,

4) det ‖Φvnvm
‖ = 0,

5) Φv1v1wv2v2 + Φv2v2wv1v1 − 2Φ̇v1v2wv1v2 = 0.

(2.37)

Из (2.36), (2.37) вытекает, что определитель (1.39) равен нулю. Пришли к
противоречию, источником которого является предположение о том, что α 	= 0.
Следовательно, параметр α с необходимостью равен нулю.
Пусть теперь Q̈ = 0 или Q = λ0Pz1 + λ1, где λ0, λ1 ∈ C

1. Так как Ṙ(Gz1) =
Q̇(Pz1) = λ0, то R = λ0Gz1 + λ2, λ2 ∈ C

1. Следовательно, функции P , G удовле-
творяют соотношениям вида

Pz2 = λ0Pz1 + λ1, Gz2 = λ0Gz1 + λ2. (2.38)

Легко видеть, что при λ0 	= ±i соотношения (2.38) с помощью вращений из
группы O(2) могут быть приведены к виду

Pz1 = λ1, Gz1 = λ2
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или Pz1z1 = Gz1z1 = 0. Ho эти равенства противоречат предположению I.
Если λ0 = i, то общее решение системы (2.38) может быть записано в виде

P =
1
2
µ1z

∗ + f(z), G =
1
2
µ2z

∗ + g(z),

где f , g — произвольные гладкие функции; µn = −iλn, z = z1 + iz2, z∗ = z1 − iz2.
Подставляя эти выражения в уравнения 1), 2) из (2.32), имеем

g̈(z2 + 2µ2zg + µ2
2) = 0,

f̈(z2 + 2µ2zg + µ2
2) = α

[
1− zz∗ −

(
1
2
µ2z

∗ + g

)2
]−1/2

×

× [1 + 2µ2ġ − (zġ − g)2] .
(2.39)

Так как по условию I Gz1z1 	= 0, то g̈ 	= 0. Следователъно, выполнено равенство

z2 + 2µ2zg + µ2
2 = 0, (2.40)

причем µ2 	= 0. Разрешая (2.41) относительно функции g(z), имеем

g(z) = −1
2

(
z

µ2
+
µ2

z

)
. (2.41)

Функция (2.41) тождественно удовлетворяет равенству

1 + 2µ2ġ − (zġ − g)2 = 0,

из которого вытекает справедливость соотношения

1 +G2
zn
− (znGzn

−G)2|G= 1
2µ2z∗+g(z) = 1 + 2µ2ġ − (zġ − g)2 = 0.

Возвращаясь к переменным vn, w(v1, v2), переписываем это равенство в виде

1 + w2
vn

+ (vnwvn
− w)2 = 0.

Из полученного соотношения в силу уравнений (1.42) следует, что определи-
тель (1.39) равен нулю. Пришли к противоречию.
С помощью аналогичных рассуждений можно показать, что случай λ0 = −i

также приводит к противоречию.
Рассмотрим теперь случай II. Подставляя в уравнения 3),4) из (2.32) равенства

Pz1z1 = 0, Gz1z1 = 0, имеем

Pz1z2 = Gz1z2 = 0,

откуда

P = λ1z1 + f(z2), G = λ2z1 + g(z2). (2.42)

В (2.42) f, g ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции; λn ∈ C
1.

Подставляя выражения (2.42) в остальные уравнения системы (2.32), убежда-
емся в том, что пятое уравнение выполняется тождественно, а первое и второе
представляются в виде

1) g̈
[
(1 + λ2

2)(1− z2
2)− g2

]
= 0,

2) f̈
[
(1 + λ2

2)(1− z2
2)− g2

]
= −α [1− z2

n − (λ2z1 + g)2
]−1/2 ×

× [1 + λ2
2 + ġ2 − (z2ġ − g)2

]
.

(2.43)
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Если α 	= 0, то необходимым условием совместности системы (2.43) является
требование, чтобы правая часть уравнения 2) не зависела от z1. Приравнивая к
нулю коэффициенты при степенях z1, имеем

1 + λ2
2 = 0, g = 0.

Следовательно, выполнено соотношение

1 +G2
zn
− (znGzn

−G)2|G=λ2z1+g(z2) = 1 + λ2
2 + ġ2 − (z2ġ − g)2 = 0,

откуда в силу уравнений (1.42) вытекает равенство нулю определителя (1.39).
Итак, мы пришли к противоречию, источником которого является предположение
о том, что α 	= 0. Следовательно, параметр α с необходимостью равен нулю.
Обратимся к случаю III. При Gz1z1 	= 0, Pz1z1 = 0 из четвертого и пятого

уравнений системы ДУЧП (2.32) следует, что

Pz1z2 = Pz2z2 = 0.

Подстановка полученных результатов в уравнение 2) из (2.32) приводит к та-
кому соотношению

α
[
1 +G2

zn
− (znGzn

−G)2
]

= 0.

Второй сомножитель не равен нулю, так как в противном случае определитель
(1.39) равен нулю, что невозможно. Следовательно, α = 0.
Нам осталось рассмотреть случай IV. При Gz1z1 = 0, Pz1z1 	= 0 из третьего и

пятого уравнений система (2.32) вытекают такие соотношения:

Gz1z2 = Gz2z2 = 0,

откуда

G = λnzn + λ0, λn, λ0 ∈ C
1. (2.44)

Кроме того, из четвертого уравнения систему (2.32) следует существование
дважды непрерывно-дифференцируемой функции Q(Pz1) такой, что

Pz2 = Q(Pz1). (2.45)

Подставляя полученные результаты в уравнения 1), 2) из (2.32), приходим к
следующему соотношению:{

(1 + Q̇2)
[
1− (λnzn + λ0)2

]− (z1 + z2Q̇)2 + (1− z2
n)(λ1Q̇− λ2)2 +

+ 2(λnzn + λ0)(z1Q̇− z2)(λ1Q̇− λ2)
}
Pz1z1 =

= −α [1− z2
n − (λnzn + λ0)2

]−1/2 (1 + λ2
n − λ2

0),

(2.46)

причем множитель 1 + λ2
n − λ2

0 отличен от нуля, так как в противном случае
определитель (1.39) равен нулю, что невозможно.
Используя вращения из группы O(2), выражение (2.44) можно преобразовать

к виду

a) G = λz1 + λ0, при λ2
n 	= 0; (2.47а)
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б) G = λ(z1 + iλ2) + λ0, при λ2
n = 0; (2.47б)

Пусть G задается формулой (2.47a). Подставляя λ1 = λ, λ2 = 0 в (2.46), имеем{
(1 + Q̇2)

[
1− (λz1 + λ0)2

]− (z1 + z2Q̇)2 +

+ λ2(1− z2
n)Q̇

2 + 2λ(λz1 + λ0)(z1Q̇− z2)Q̇
}
Pz1z1 =

= −α [1− z2
n − (λz1 + λ0)2

]−1/2 (1 + λ2 − λ2
0).

(2.48)

Совершим в ДУЧП (2.45), (2.48) преобразование Эйлера [17]

y1 = Pz1 , y2 = z2, H = z1Pz1Pz1 − P, Hy1 = z1, Hy2 = −Pz2 ,
Hy1y1 = (Pz1z1)

−1, Hy1y2 = −Pz1z2(Pz1z1)−1,

Hy2y2 = −det ‖Pznzm
‖(Pz1z1)−1.

(2.49)

В новых переменных yn, H(y1, y2) уравнение (2.45) линеаризуется

Hy2 = −Q(y1),

откуда

H = −Q(y1)y2 + Z(y1), (2.50)

где Z(y1) ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция.
Подставляя выражение (2.50) в ДУЧП (2.48), записанное в переменных yn,

H(y1, y2), имеем

(−Q̈y2 + Z̈)−1
[
1 + (1 + λ2 − λ2

0)Q̇
2 − Ż2 − (λŻ + λ0)2

]
=

= −α
[
1− y2

2 − (y2Q̇− Ż)2(1 + λ2) + 2λ0λ(y2Q̇− Ż)− λ2
0

]−1/2

(1 + λ2 − λ2
0).
(2.51)

Предположим, что величина

∆ = 1 + (1 + λ2 − λ2
0)Q̇

2 − Ż2 − (λŻ + λ0)2

нe равна нулю. Тогда в силу независимости функций Q, Z от y2, необходимым
условием расщепления уравнения (2.15) попеременной y2 является требование,
чтобы выражение под корнем было точным квадратом. Непосредственный подсчет
показывает, что детерминант этого выражения в точности равен ∆. Следователь-
но, при ∆ 	= 0, уравнение (2.15) не имеет решений. Из этого заключаем, что
необходимым условием совместности уравнения (2.51) является равенство

1 + (1 + λ2 − λ2
0)Q̇

2 − Ż2 − (λŻ + λ0)2 = 0. (2.52)

Сравнивая (2.52) и (2.51), приходим к выводу, что α = 0.
Пусть теперь G задается формулой (2.47б). Переходя в уравнении (2.46) при

λ1 = λ, λ2 = iλ к новым переменным yn, H(y1, y2) согласно формул (2.49) и
подставляя в полученное соотношение выражение (2.50), имеем

(−Q̈y2 + Z̈)−1
[
(1 + Q̇2)(1− (λŻ + λ0)2)− Ż2 +

+ λ2(Q̇− i)2(1− Ż2) + 2λ(λŻ + λ0)Q̇Ż(Q̇− i)
]

=

= −α
[
1− y2

2 − (Q̇y2 − Ż)2 − (λy2(i− Q̇) + λŻ + λ0)2
]−1/2

(1− λ2
0),

(2.53)

причем 1− λ2
0 	= 0.
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Предположим, что величина

∆̃ = (1 + Q̇2)[1− (λŻ + λ0)2]− Ż2 +
+ λ2(Q̇− i)2)(1− Ż2) + 2λ(λŻ + λ0)Q̇Ż(Q̇− i) (2.54)

отлична от нуля. Тогда, в силу независимости функций Q, Z от y2, необходимым
условием расщепления уравнения (2.53) по y2 является требование, чтобы выра-
жение под корнем было точным квадратом. Непосредственный подсчет показывает,
что детерминант этого выражения равен ∆̃. Отсюда заключаем, что необходимым
условием совместности уравнения (2.53) является равенство ∆̃ = 0. Сравнивая это
соотношение с (2.53), приходим к выводу, что α = 0.
Таким образом, доказано, что переопределенная система ДУЧП (2.32) (а, сле-

довательно, и (1.38)) может быть совместной только тогда, когда α = 0.
Ввиду того, что среди всех редуцированных систем уравнений (1.38), (1.40)–

(1.44), только системы (1.38), (1.40) содержат числовые параметры α, β, из всего
вышеизложенного вытекает следующее утверждение: необходимым условием сов-
местности уравнений (1.2) является такое соотношение:

F (u) = N(u+ c)−1, (2.55)

где c ∈ C
1 — произвольная константа, N = 0, 1, 2, 3.

Но равенство (2.55) является также и достаточным условием совместности си-
стемы ДУЧП (1.2), так как последняя имеет при F (u) вида (2.55) следующие
решения:

N = 0, u = −c+ x0;

N = 1, u = −c+
(
x2

0 − x2
1

)1/2 ;

N = 2, u = −c+
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2 ;

N = 3, u = −c+
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)1/2
.

Подставляя (2.55) в (2.2) и совершая замену переменных, обратную к (1.1),
приходим к ДУЧП вида (1а,б), где функции F1(u), F2(u) задаются выражениями
(2.1). Теорема доказана.

§ 3. Интегрирование уравнений Даламбера–Гамильтона
В основе предлагаемого нами подхода к интегрированию переопределенной си-

стемы ДУЧП (1.2) также лежит метод нелокальных (контактных) преобразова-
ний. Явный вид используемых контактных преобразований существенно зависит
от ранга r матрицы ‖uµν‖, поэтому следует отдельно исследовать каждый из слу-
чаев r = 1, 2, 3.
I. Рассмотрим случай, когда rank ‖uµν‖ = 3. Как было установлено в §§ 1, 2,

при таком условии система (1.2) совместна, если и только если F (u) = 3(u+ c)−1,
причем ее общее решение задается следующими формулами:

u+ c = x0(1 + v2
a)

1/2 + xava + Φ(v1, v2, v3), (3.1)

где va = va(x) — гладкие функции, определяемые такими соотношениями

xa + x0va(1 + v2
b )

1/2 + Φva
= 0, a = 1, 3, (3.2)

а скалярная функцияΦ(v) удовлетворяет переопределенной системе ДУЧП (1.38).
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В предыдущем параграфе система ДУЧП (1.38) с помощью локальной замены
переменных (2.2) была приведена к виду (2.3). Далее следует отдельно исследовать
две возможности:

1) rank ‖pzazb
‖ = 1,

2) rank ‖pzazb
‖ = 2,

Пусть имеет место 1). Если pz3z3 = 0, то из формул (2.5) сразу же следует, что
pz3zn

= pznzm
= 0, n,m = 1, 2, откуда

p(z) = caza + c0, cµ ∈ C
1. (3.3)

Если pz3z3 	= 0, то система (2.3) после преобразования Эйлера (2.7) пере-
писывается в виде (2.8), причем α = 0. Общее решение уравнений (2.8) за-
дается формулой (2.9), где Rn(y3), Q(y3) — произвольные дважды непрерывно-
дифференцируемые функции, удовлетворяющие, согласно (2.10), следующему соо-
тношению:

1 + Ṙ2
n − Q̇2 = 0, (3.4)

причем функции R̈n, Q̈ одновременно не равны нулю.
Возвращаясь по формулам (2.7) к переменным zn, p(z), имеем

p(z) = Rn(τ)zn + τz3 −Q(τ), (3.5)

где τ = τ(z1, z2) определяется из соотношения

z3 + Ṙn(τ)zn − Q̇(τ) = 0, (3.6)

Rn(τ), Q(τ) ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции, удовлетворяющие (3.4).
Переписывая формулы (3.3)–(3.6) в переменных va, Φ(v), имеем следующие

классы точных решений системы (1.38):

1) Φ(v) = cava + c0(1 + v2
a)

1/2;

2) Φ(v) = Rn(τ)vn + τv3 − (1 + v2
a)

1/2Q(τ),

0 = Ṙn(τ)vn + v3 − (1 + v2
a)

1/2Q̇(τ),

(3.7)

где cµ ∈ C
1 — произвольные константы, Rn(τ), Q(τ) — произвольные дважды

непрерывно-дифференцируемые функции, удовлетворяющие соотношению (3.4).
Пусть теперь имеет место случай 2). Тогда система ДУЧП (2.3) после пре-

образования Эйлера (2.15) принимает вид (2.16). Общее решение уравнений (2.16)
задается формулой (2.17), где R(y1, y2), Q(y1, y2) — произвольные решения одной
из систем ДУЧП (2.20), (2.21) при α = 0, такие, что det ‖iQynym

− y3Rynym
‖ 	= 0.

В силу последнего условия величины 1 + R2
yn
, 1 + Q2

yn
одновременно не равны

нулю и, следовательно, обе системы ДУЧП (2.20), (2.21) при α = 0 эквивалентны
системе трех уравнений вида

1) (1 +Q2
yn

)(1 +R2
ym

)− (Ryn
Qyn

)2 = 0,
2) (1 +Q2

yn
+R2

yn
)∆Q− (Ryn

Rym
+Qyn

Qym
)Qynym

= 0,
3) (1 +Q2

yn
+R2

yn
)∆R− (Ryn

Rym
+Qyn

Qym
)Rynym

= 0.
(3.8)
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Используя соотношение (2.22), нетрудно показать, что третье уравнение из
(3.8) является следствием первых двух. Система ДУЧП

1) (1 +Q2
yn

)(1 +R2
ym

)− (Ryn
Qyn

)2 = 0,
2) (1 +Q2

yn
+R2

yn
)∆Q− (Ryn

Rym
+Qyn

Qym
)Qynym

= 0
(3.9)

согласно теоремы Коши–Ковалевской [10, 18] находится в инволюции, и ее общее
решение запиcывается через три произвольные функции от одной переменной.
Возвращаясь согласно формул (2.15), (2.2) к переменным va, Φ(v), получаем

следующий класс решений системы (1.38) (при α = β = 0):

Φ(v) = ynvn +R(y1, y2)v3 − i(1 + v2
a)

1/2Q(y1, y2), (3.10)

где yn = yn(v) определяются из соотношений

vn + v3Ryn
− i(1 + v2

a)
1/2Qyn

= 0, (3.11)

a R,Q ∈ C2(C2,C1) — произвольные решения системы ДУЧП (3.9), удовлетворя-
ющие условию (2.19).
Таким образом, в случае, когда ранг матрицы ‖uµν‖ равен трем, общее реше-

ние уравнений Даламбера–Гамильтона (1.2) с точностью до P (1, 3)-сопряженности
задается неявными формулами (3.1), (3.7), (3.10).
II. Рассмотрим случай, когда rank ‖uµν‖ = 2. Согласно результатов §§ 1, 2,

система (1.2) совместна, если и только если F (u) задается одной из формул

F (u) = N(u+ c)−1, N = 0, 1, 2,

причем ее общее решение имеет вид

u+ c = x0(1 + v2
n + w2)1/2 + xnvn + x3w + Φ, (3.12)

где vn = vn(x) — гладкие функции, определяемые соотношениями

xn + x3wvn
+ x0(vn + wwvn

)(1 + v2
n + w2)−1/2 + Φvn

= 0, n = 1, 2, (3.13)

а скалярные функции w(v1, v2), Φ(v1, v2) удовлетворяют одной из систем ДУЧП
(1.40)–(1.42).
1. F (u) = 0. В этом случае функции w(v1, v2), Φ(v1v2) удовлетворяют системе

уравнений (1.40). Эта система согласно теоремы Коши–Ковалевской [10, 18] на-
ходится в инволюции, и ее общее решение выражается через три произвольные
функции одной переменной.
2. F (u) = (u + c)−1. При таком условии функции w(v1, v2), Φ(v1v2) удовле-

творяют переопределенной системе ДУЧП (1.41). Проинтегрируем сначала первые
два уравнения этой системы, совершив в них следующую замену независимых
переменных:

v1 = R cosϕ, v2 = R sinϕ. (3.14)

В результате имеем

1) 1 + w2
R +R−2w2

ϕ + (RwR
− w)2 = c,

2) (R−1wRϕ −R−2wϕ)2 + wRR(R−2wϕϕ +R−1wR) = 0,
(3.15)

где wR = ∂w/∂R, wϕ = ∂w/∂ϕ и т.д.
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Дописывая к системе (3.15) два ДУЧП, который получаются из 1) диффе-
ренцированием по переменным R, ϕ, приходим к системе четырех уравнений на
w = w(R,ϕ). Исключая из этой системы функции wϕ, wϕR, wϕϕ, имеем

{R[R(RwR − w) + wR]wRR}2 = 0. (3.16)

Если выполнено равенство

R(RwR
− w) + wR = 0,

то w = λ(ϕ)(1 + R2)1/2, где λ(ϕ) ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция. Под-
становка полученного соотношения в первое уравнение системы (3.15) дает такое
условие λ2 = −1. Но тогда 1 + v2

n +w2 ≡ 1 +R2 +λ2(1 +R2) = 0, что невозможно.
Следовательно, ДУЧП (3.16) эквивалентно уравнению wRR = 0, общее решение

которого дается формулой

w = λ1R+ λ2, (3.17)

где λn = λn(ϕ) ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции.
Подставляя (3.17) в уравнение 1) из (3.15) и расщепляя полученное соотноше-

ние по степеням R, приходим к системе ОДУ на λn(ϕ)

1 + λ2
n + λ̇2

1 = 0, λ̇2 = 0.

Общее решение выписанной системы дается одной из следующих формул:

λ1 = i(1 + c22)
1/2R sin(ϕ+ c1), λ2 = c2;

λ1 = c1 exp(±iϕ), λ2 = ±i. (3.18)

Подстановка выражений (3.18) в (3.17) дает общее решение система ДУЧП
(3.15), которое в исходных переменных vn может быть представлено в виде

w = λnvn + λ3, (3.19а)

где λn, λ3 — произвольные комплексные постоянные, удовлетворяющие соотноше-
нию

λ2
n + λ2

3 + 1 = 0. (3.19б)

Подставляя (3.19а) в третье и четвертое уравнения системы (1.41), приходим к
следующей системе ДУЧП на Φ(v1, v2):

1)
[
1 + v2

n + (λnvn + λ3)2
]
det ‖Φvnvm

‖ =
= (vnΦvn

− Φ)[(λ3vn + λn)(λ3vm + λm)Φvnvm
],

2) λ3[(λ3vn + λn)(λ3vm + λm)Φvnvm
] = 0.

(3.20)

Если справедливо равенство

(λ3vn + λn)(λ3vm + λm)Φvnvm
= 0,

то, в силу условия 1+ v2
n+w2 	= 0, из первого уравнения системы (3.20) вытекает,

что

det ‖Φvnvm
‖ = 0.
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Легко видеть, что при этом определитель (1.39) равен нулю. Пришли к проти-
воречию. Следовательно, λ3 = 0, и система (3.20) сводится к одному уравнению[

1 + v2
n + (λnvn)2

]
det ‖Φvnvm

‖ = (vnΦvn
− Φ)λnλmΦvnvm

. (3.21)

Далее необходимо отдельно рассмотреть два случая

а) det ‖Φvnvm
‖ = 0,

б) det ‖Φvnvm
‖ 	= 0.

В случае а) уравнение (3.21) переписывается в виде

1) det ‖Φvnvm
‖ = 0,

2) vnΦvn
− Φ = 0.

(3.22)

Общее решение уравнения 2) из (3.22) задается формулой

Φ = (v2
n)

1/2Ψ(v1v−1
2 ), (3.23)

где Ψ ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция.
Непосредственная проверка показывает, что функция (3.23) тождественно

удовлетворяет первому уравнению системы (3.22). Следовательно, формула
(3.23) определяет общее решение системы ДУЧП (3.22).
Обратимся теперь к случаю б). Используя преобразования из группы O(2),

уравнение (3.21) с дополнительным условием (3.19б) можно привести к виду

(1 + v2
2) det ‖Φvnvm

‖ = (Φ− vnΦvn
)Φv1v1 . (3.24)

Совершим в (3.24) преобразование Лежандра [11, 12]

vn = Hyn
, Φvn

= yn, Φ = ynHyn
−H, Hy1y1 = δ−1Φv2v2 ,

Hy2y2 = δ−1Φv1v1 , Hy1y2 = −δ−1Φv1v2 , δ = det ‖Φvnvm
‖, (3.25)

откуда

1 +H2
y2 +HHy2y2 = 0. (3.26)

Уравнение (3.26) интегрируется, его общее решение имеет вид

H =
[−y2

2 + Ψ1(y1)y2 + Ψ2(y1)
]1/2

,

где Ψn ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции.
Возвращаясь согласно формул (3.25) к переменным vn, Φ(v), получаем общее

решение ДУЧП (3.24)

Φ = vnyn − (Ψ1y2 + Ψ2 − y2
2)1/2, (3.27)

где yn = yn(v1v2) — гладкие функции, определяемые из соотношений

v1 − 1
2
(Ψ̇1y2 + Ψ̇2)(Ψ1y2 + Ψ2 − y2

2)−1/2 = 0,

v2 +
1
2
(2y2 −Ψ1)(Ψ1y2 + Ψ2 − y2

2)−1/2 = 0,

Ψn(y1) ∈ C2(C1,C1) — производные функции.



Совместность и решения нелинейных уравнений Даламбера и Гамильтона 153

3. F (u) = 2(u + c)−1. В этом случае функции w(v1v2), Φ(v1, v2) определяются
из системы ДУЧП (2.42) при α = 0. Последняя с помощью локальной замены
переменных (2.31) приводится к виду (2.32) при α = 0.
Далее необходимо отдельно рассмотреть такие возможности

a) Pz1z1Gz1z1 	= 0;
б) Pz1z1 = Gz1z1 = 0;
в) Pz1z1 = 0, Gz1z1 	= 0;
г) Pz1z1 	= 0, Gz1z1 = 0.

Согласно результатов § 2, в случае а) система (2.32) перепишется в виде

1) (1 + Ṙ2)(1−G2)− (z1 + z2Ṙ)2 + (1− z2
n)(ṘGz1 −R)2 +

+ 2G(z1Ṙ− z2)(ṘGz1 −R) = 0,
2) Gz2 = R(Gz1),
3) Pz2 = Q(Pz1),

4) Ṙ(Gz1) = Q̇(Pz1),

(3.28)

причем Q̈ 	= 0.
Проинтегрируем уравнения 1), 2) с помощью преобразования Эйлера (2.49),

где вместо функции P (z) следует подставить G(z). В новых переменных yn, H(y)
уравнение 2) принимает вид

Hy2 = −R(y1),

откуда

H = −R(y1)y2 + Z(y1). (3.29)

В (3.29) Z ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция.
Переписывая первое уравнение системы (3.28) в переменных yn, H(y) и под-

ставляя в полученное соотношение формулу (3.29), имеем

1 + Ṙ2 − Ż2 + (y1Ṙ−R)2 − (y1Ż − Z)2 − (ṘZ − ŻR)2 = 0. (3.30)

Возвращаясь к переменным zn, G(z), получаем общее решение уравнений 1),
2) системы ДУЧП (3.28)

G = y1z1 +R(y1)z2 − z(y1), (3.31)

где y1 = y1(z1, z2) — гладкая функция, определяемая неявным соотношением

z1 + Ṙ(y1)z2 − Ż(y1) = 0, (3.32)

а R,Q ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции, связанные равенством (3.30). Да-
лее, поскольку Q̈ 	= 0, то функция Q̇ = Q̇(Pz1) имеет обратную, которую обозначим
символом A. С учетом этого факта уравнения 3), 4) переписываются в виде

Pz1 = A(Ṙ(Gz1)), Pz2 = Q(Pz1) = Q(A(Ṙ(Gz1))). (3.33)
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Необходимым и достаточным условием совместности переопределенной систе-
мы ДУЧП (3.33) является выполнение равенства

∂Pz1/∂z2 = ∂Pz2/∂z1. (3.34)

Так как, в силу уравнения 2) из (3.28), имеют место цепочки равенств

∂Pz1/∂z2 = Ȧ(Ṙ(Gz1))R̈(Gz1)Gz1z2 = Ȧ(Ṙ(Gz1))R̈(Gz1)Ṙ(Gz1)Gz1z1 ,

∂Pz2/∂z1 = Q̇(A(Ṙ(Gz1)))︸ ︷︷ ︸
||

Ṙ(Gz1 )

Ȧ(Ṙ(Gz1))R̈(Gz1)Gz1z1 ,

то условие (3.34) выполнено, т.е. система ДУЧП (3.33) находится в инволюции.
Ее общее решение может быть представлено в виде

P =
∫
A(Ṙ(Gz1))dz1. (3.35)

Таким образом, формулы (3.30)–(3.33), (3.35) задают общее решение системы
ДУЧП (2.32) при α = 0, Pz1z1Gz1z1 	= 0.
Пусть имеет место случай б), т.е. Pz1z1 = Gz1z1 = 0. Тогда функции P (z), G(z)

имеют вид (2.42), причем f = f(z2), g = g(z2) удовлетворяют системе ОДУ (2.43)
при α = 0. Эта система имеет два класса решений:

1) g = c1z2 + c2, f = c3z2 + c4;

2) g = (1 + λ2
2)

1/2(1− z2
2)1/2.

Здесь f ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция, c1, . . . , c4, λ2 — произвольные
комплексные постоянные.
Подстановка полученных выражений в формулы (2.42) дает общее решение

системы ДУЧП (2.32) при α = 0, Gz1z1 = Pz1z1 = 0, которое задается одним из
следующих выражений:

1) G = cnzn + c3, P = c3+nzn + c6;

2) G = (1 + c21)
1/2(1− z2

2)1/2 + c1z1, P = c2z1 + f(z2),
(3.36)

где c1, . . . , c6 ∈ C
1 — произвольные константы.

Рассмотрим теперь случаи в). Как было установлено в предыдущем параграфе
функция P (z) определяется таким соотношением:

P = cnzn + c3, ca ∈ C
1. (3.37)

При этом уравнения 2), 4), 5) системы (2.32) удовлетворяются тождественно, а
общее решение системы ДУЧП 1), 3) задается формулами (3.30)–(3.32).
Нам осталось проинтегрировать систему (2.32) при Gz1z1 = 0, Pz1z1 	= 0. В этом

случае функция G(z) с точностью до P (1, 3)-сопряженности задается формулами
(2.47а,б). Для того, чтобы получить выражение для функции P (z), необходимо
переписать формулу (2.50) в переменных zn, P (z) согласно (2.49).
В результате имеем

P = y1z1 +Q(y1)z2 − Z(y1), (3.38)
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где y1 = y1(z1, z2) — гладкая функция, определяемая из соотношения

z1 + Q̇(y1)z2 − ż(y1) = 0,

а Q,Z ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции, удовлетворяющие равенству (2.52)
(если G(z) задается формулой (2.47а)) либо равенству

(1 + Q̇2)
[
1− (λŻ + λ0)2

]
− Ż2 + λ2(Q̇− i)2(1− Ż2) +

+ 2λ(λŻ + λ0)(Q̇− i)Q̇Ż = 0
(3.39)

(если G(z) задается формулой (2.47б)).
Таким образом, мы доказали, что общее решение системы ДУЧП (2.32) при

α = 0, задается формулами ((3.31), (3.35)), (3.36), ((3.37), (3.31)), ((2.47а,б),
(3.38)). Для того, чтобы получить общее решение системы (1.42), следует в этих
выражениях совершить замену переменных, обратную к (2.31),

vn = zn(1− z2
m −G2)−1/2,

w(v) = G(1− z2
m −G2)−1/2,

Φ(v) = P (1− z2
m −G2)−1/2.

(3.40)

Мы не приводим соответствующие формулы из-за их громоздкости.
III. Рассмотрим случай, когда rank ‖uµν‖ = 1. Согласно результатов §§ 1, 2

система (1.2) совместна, если и только если F (u) задается одной из формул

F (u) = N(u+ c)−1, N = 0, 1,

причем ее общее решение, определяемое с точностью до P (1, 3)-сопряженности,
имеет вид

u(x) = x0(1 + w2
a(v))

1/2 + xawa(v) + Φ(v), (3.41)

где v = v(x) — гладкая функция, которая находится из соотношения

x0waẇa(1 + w2
b )

−1/2 + xaẇa + Φ̇ = 0, (3.42)

а Φ = Φ(v), wa = wa(v) ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции, удовлетворяющие
одной из систем ОДУ (1.43), (1.44).
1. F (u) = 0. Вводя сферическую систему координат

w1 = ρ(v) cosϕ(v) cos θ(v),
w2 = ρ(v) sinϕ(v) cos θ(v),
w3 = ρ(v) sin θ(v),

переписываем систему (1.43) в виде

ϕ̇2 cos2 θ + θ̇2 = −(v2 − 1)−2,

ρ = (v2 − 1)1/2.
(3.43)

Следовательно, общее решение уравнений (1.43) задается формулами

w1 = (v2 − 1)1/2 cosϕ cos θ, w2 = (v2 − 1)1/2 sinϕ cos θ,

w3 = (v2 − 1)1/2 sin θ,
(3.43′)

где ϕ(v), θ(v) — произвольные гладкие функции, связанные соотношением (3.43).
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2. F (u) = (u+c)−1. Умножая первое уравнение системы (1.44) на ẇa и суммируя
полученное равенство по a, приходим к ОДУ на функцию f(v) ≡ ẇ2

a(v)− 1

ḟ + 2vf2 = 0,

откуда f(v) = (v2 + c0)−1, c0 ∈ C
1. C учетом этого система (1.44) перепишется

в виде

ẅa = −(v2 + c0)−1(vẇa − wa), Φ̈ = −(v2 + c0)−1(vΦ̇− Φ), (3.44а)

ẇ2
a = (v2 + c0)−1, w2

a = v2 − 1, (3.44б)

Согласно [19], общее решение ОДУ

(v2 + c0)ḧ(v) + vḣ(v)− h(v) = 0,

задается следующими формулами:

1) c0 	= 0, h = c1v + c2(v2 + c20)
1/2, cn ∈ C

1,

2) c0 = 0, h = c1v + c2v
−1, cn ∈ C

1,

Пусть вначале c0 	= 0, тогда общее решение уравнений (3.44а) имеет вид

wa(v) = cav + da(v2 + c20)
1/2, Φ(v) = λ1v + λ2(v2 + c20)

1/2, (3.45)

где ca, da, λn ∈ C
1 — произвольные постоянные. Подставляя (3.45) в соотношения

(3.44б) и расщепляя полученные равенства по степеням величины v, имеем

cada = 0, c2a + d2
a = 1, c2a = 1 + c−2

0 . (3.46)

Используя преобразования из группы вращений 0(3), векторы �c, �d, удовлетво-
ряющие (3.46), можно привести к виду

�c = c−1
0 (1 + c2a)

1/2(1, 0, 0), �d = ic−1
0 (0, 1, 0). (3.47)

Подставляя формулы (3.45), (3.47) в (3.41), (3.42), имеем

u(x) = (x0 + λ1)v + c−1
0

[
(1 + c20)

1/2vx1 + i(v2 + c20)
1/2(x2 − iλ2c0)

]
,

x0 + λ1 + c−1
0

[
(1 + c20)

1/2x1 + iv(v2 + c20)
−1/2(x2 − iλ2c0)

]
= 0.

С помощью сдвигов по переменным x0, x2 это решение приводится к виду

u(x) = vx0 + c−1
0

[
(1 + c20)

1/2vx1 + i(v2 + c20)
1/2x2

]
, (3.48)

где v = v(x) — гладкая функция, определяемая соотношением

x0 + c−1
0

[
(1 + c20)

1/2x1 + iv(v2 + c20)
−1/2x2

]
= 0.

Обратимся теперь к случаю c0 = 0. При таком условии общее решение системы
ОДУ (3.44а) имеет вид

wa = cav + dav
−1, Φ = λ1v + λ2v

−1, (3.49)

где ca, da, λn ∈ C
1 — произвольные постоянные.
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Подстановка полученных выражений в (3.44б) дает систему алгебраических
уравнений на ca, da

c2a = 1, cada = −1
2
, d2

a = 0.

Общее решение этих соотношений о точностью до O(3)-сопряженности можно
представить в виде

�c = (1, 0, 0), �d = −1
2
(1, i, 0). (3.50)

Подставляя формулы (3.49), (3.50) в (3.41), (3.42), получаем следующий класс
решений системы ДУЧП (1.2):

u(x) = (x0 + x1 + λ1)v − 1
2
v−1(x1 + ix2 − 2λ2),

x0 + x1 + λ1 +
1
2
v−2(x1 + ix2 − 2λ2) = 0.

С помощью сдвигов по переменным x0, x2 это решение приводится к виду

u(x) = (x0 + x1)v − 1
2
v−1(x1 + ix2), (3.51)

где v = v(x) — гладкая функция, определяемая из соотношения

x0 + x1 +
1
2
(x1 + ix2)v−2 = 0.

Таким образом, при условии rank ‖uµν‖ = 1 общее решение системы ДУЧП
(1.2) с точностью до P (1, 3)-сопряженности задается формулами (3.43′), (3.48),
(3.51).
Нами получено полное описание решений системы ДУЧП Даламбера–Гамиль-

тона (1.2). В ряде случаев удается разрешить неявные соотношения, с помощью
которых задаются решения, относительно функции u(x) и тем самым построить
решение уравнений (1.2) в явном виде.
В качестве примера рассмотрим решение системы ДУЧП (1.2), определяемое

неявными формулами (3.1), (3.2), (3.7). Подставляя выражение Φ = cava + c0(1 +
v2
b )

1/2 в равенства (3.1), (3.2), имеем

u+ c = x̃(1 + v2
a)

1/2 + x̃ava, x̃a + x̃0(1 + v2
b )

−1/2 = 0, (3.52)

где x̃µ = xµ + cµ, µ = 0, 3.
Разрешая последние три уравнения этой системы относительно функций va =

va(x), имеем

va(x) = −x̃a(x̃µx̃µ)−1/2, a = 1, 3.

Подставляя полученный результат в первое уравнение из (3.52), приходим к
точному решению системы ДУЧП Даламбера–Гамильтона

u+ c = (x̃µx̃µ)1/2 ≡ [(xµ + cµ)(xµ + cµ)]1/2 ,

которое удовлетворяет уравнениям (1.2) при F (u) = 3(u+ c)−1.
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Ниже приводятся некоторые другие классы точных решений системы уравне-
ний Даламбера–Гамильтона, полученные аналогичным образом,

F (u) = 3(u+ c)−1 :

(u+ c)2 − x̃µx̃µ = (x̃0 + x̃3)w
(
(x̃0 + x̃3)(x̃1 + ix̃2)−1

)−
− (x̃1 + ix̃2)

∫ (x̃0+x̃3)(x̃1+ix̃2)
−1

zẇ(z)dz,[
x̃2

1 + x̃2
2 −
(
1 + i

(
(u+ c)2 + x̃2

3

)1/2)2
]1/2

=

= x̃1 cos

{[
x̃2

1 + x̃2
2 −
(
1 + i

(
(u+ c)2 + x̃2

3

)1/2)2
]1/2

− x̃0

}
−

− x̃2 sin

{[
x̃2

1 + x̃2
2 −
(
1 + i

(
(u+ c)2 + x̃2

3

)1/2)2
]1/2

− x̃0

}
;

F (u) = 2(u+ c)−1 :

(u+ c)2 = x̃0 − x̃2
1 − x̃2

2, −(u+ c)2 = x̃2
1 + x̃2

2 + x̃2
3;

F (u) = (u+ c)−1 :

(u+ c)2 = [x̃0 + w1(x̃1 + ix̃2)]2 − [x̃3 + w2(x̃1 + ix̃2)]2,
−(u+ c)2 = [x̃1 + w1(x̃0 + x̃3)]2 + [x̃2 + w2(x̃0 + x̃3)]2,

F (u) = 0 :

i(u+ c) = x̃1 cosw1(x̃0 + x̃3) + x̃2 sinw1(x̃0 + x̃3) + w2(x̃0 + x̃3),
x̃1 sinw(u+ c+ x̃0) + x̃2 cosw(u+ c+ x̃0) + ix̃3 = 0,
x̃0 + x̃1 sinw1(i(u+ c) + x̃3)+ x̃2 cosw1(i(u+ c)+ x̃3)+ w2(i(u+ c) + x̃3) = 0.

Здесь x̃µ = xµ + cµ, µ = 0, 3; cµ ∈ C
1 — произвольные постоянные; w,w1, w2 ∈

C2(C1,C1) — произвольные функции.
В заключение кратко остановимся на геометрических свойствах решений си-

стему ДУЧП Даламбера–Гамильтона (1.2). Для этого нам понадобятся следую-
щие обозначения: S(u) = {x ∈ R(1, 3) : u(x) = 0} — поверхность уровня решения
u = u(x) системы (1.2); U = ‖gµνuxµ

xν‖3µ,ν=0; λµ = λµ(x), µ = 0, 3 — собственное
значение матрицы U .
Поскольку определитель матрицы U равен нулю, то одно из ее собственных

значений (скажем λ0) равно нулю. Исходя из общей теории поверхностей, можно
сказать, что величины λ1, λ2, λ3 — это главные кривизны поверхности S(u) (см.,
например, [7]).
Замечательным является то обстоятельство, что в рассматриваемом случае эти

кривизны вычисляются в явном виде. Согласно [1, 2], на решениях системы (1.2)
тождественно выполнены следующие равенства:

TrUa = (−1)a−1[(a− 1)!]−1F (a−1)(u), a = 1, 3, (3.53)

где F (r) ≡ drF/dur.
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Подставляя в (3.53) выражение F (u) = N(u+ c)−1, имеем

TrUa = N(u+ c)−a, a = (1, 3). (3.54)

С другой стороны, из общей теории матриц известно, что собственные значения
матрицы удовлетворяют следующим соотношениям:

λa0 + λa1 + λa2 + λa3 = TrUa, a = 1, 3. (3.55)

Из формул (3.54), (3.55) заключаем, что главные кривизны λa поверхности
S(u), удовлетворяют системе нелинейных алгебраических уравнений

λa1 + λa2 + λa3 = Nc−a, a = 1, 3.

общее решение которых задается формулами

1) N = 0, λ1 = λ2 = λ3 = 0;
2) N = 1, λ1 = c−1, λ2 = λ3 = 0;
3) N = 2, λ1 = λ2 = c−1, λ3 = 0;
4) N = 3, λ1 = λ2 = λ3 = c−1.

(3.56)

Таким образом, главные кривизны поверхностей уровня решений системы ДУ-
ЧП Даламбера–Гамильтона постоянны и задаются формулами (3.56).
Следовательно, с геометрической точки зрения имеется четыре неэквивален-

тных типа решений системы (1.2).
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Качественный анализ семейств
ограниченных решений нелинейного
трехмерного уравнения Шредингера

В.И. ФУЩИЧ, И.О. ПАРАСЮК

Известно, что нелинейное трехмерное уравнение Шредингера со степенной нелиней-
ностью допускает редукцию к набору обыкновенных дифференциальных уравнений.
В данной работе исследована задача о существовании и асимптотическом поведе-
нии ограниченных на полуоси решений этих уравнений. На основе такого подхода
описаны семейства pешений уравнения Шредингера. обладающих разнообразными
свойствами: квазипериодические, сферически симметрические, убывающие на беско-
нечности по пространственным переменным, неограниченно растущие во времени.

В [1, 2] проведена редукция трехмерного нелинейного уравнения Шредингераi ∂
∂t

+
1

2m

 3∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ λ|Ψ|k
Ψ = 0,

Ψ : Rt ×R3
x → C, m > 0, λ ∈ R, k = 4/3,

(1)

к набору обыкновенных дифференциальных уравнений вида

a2(τ)z̈(τ) + a1(τ)ż(τ) + a0(τ)|z(τ)|kz(τ) = 0, (2)

где z : Rτ → C, an(τ) = Pn(τ)/Qn(τ), Pn и Qn — полиномы второй степени,
n = 0, 1, 2.
Явный вид анзацев, редуцирующих (1) к (2), приведен в [1, 2].
В настоящей работе на основе качественного анализа редуцированных уравне-

ний описаны некоторые семейства ограниченных на множестве [t0,∞)×R3
x реше-

ний уравнения (1) и исследованы их асимптотики.
1. Рассмотрим анзац

Ψ(t, x) = t−3/2 exp
(
imx2

2t

)
z(τ),

где τ = t−1α·x. Здесь и в дальнейшем α ∈ R3, α2 = 1, и редуцированное уравнение
(см. (II) в [1], τ = ω1) имеет вид

z̈ + a|z|4/3z = 0, a = 2λn. (3)

Утверждение 1. Если a > 0, то общее решение уравнения (3) является квази-
периодической функцией

z = Z(ν1τ + ϕ1, ν2τ + ϕ2), (4)

Укр. матем. журн., 1990, 42, № 10, C. 1344–1349.
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где Z(ϕ1, ϕ2) : T 2 → C, T 2 — стандартный двухмерный тор, T 2 = {(ϕ1, ϕ2) ∈
R2 | mod 2π}; ν1, ν2, ϕ1, ϕ2 — вещественные параметры (произвольные посто-
янные).
Доказательство. Уравнение (3) в координатах q1 = Re z, q2 = Im z представляет
собой лагранжеву систему с лагранжианом

L =
1
2
(
q̇21 + q̇22

)− 3a
10
(
q21 + q22

)5/3
,

описывающую движение частицы в центральном поле. Если a > 0, то потенци-
альная энергия является положительно определенной функцией. Известно (см.,
например, [3]), что в этом случае совместная поверхность уровня полной энергии
и кинетического момента, являющихся интегралами движения, компактна и, сле-
довательно, является двухмерным тором. Общее решение уравнения (3) является
квазипериодической функцией, частоты которой ν1, ν2 можно считать независи-
мыми параметрами.

2. Рассмотрим анзац “бегущая волна”

Ψ(t, x) = z(α · x− lt), l ∈ R.
и редуцированное уравнение для функции z(τ) (см. (VII), (IX) в [1])

z̈ − 2ikż + a|z|4/3z = 0, k = lm, a = 2λm. (5)

Утверждение 2. Если a > 0, то уравнение (5) имеет квазипериодическое общее
решение вида (4). Если a < 0, то наряду с квазипериодическими решениями ви-
да (4) уравнение (5) имеет семейство асимптотически периодических решений
вида

z = r(τ + ξ) exp
(
i

(
kτ +

∫ τ

0

µr−2(s+ ξ)ds+ θ

))
,

где µ, ξ, θ — вещественные параметры, функция r(τ) : R → R удовлетворяет
при некоторых положительных γ, r∗ оценке

|r(τ)− r∗| = O(exp(−γ|τ |)), τ →∞. (6)

Доказательство. Уравнение (5) отличается от уравнения (3) наличием “гироско-
пического члена” — 2ikż. Естественно поэтому положить z = r exp(iϕ). Тогда для
вещественных переменных r и ϕ получим систему

r̈ − rϕ̇2 + 2kϕ̇+ ar7/3 = 0,
rϕ̈+ 2ṙϕ̇− 2kṙ = 0.

(7)

Умножив второе уравнение на r, будем иметь

d

dτ
(r2ϕ̇) = k

d

dτ
(r2), ϕ̇ = k + µr−2, (8)

где µ — произвольная постоянная.
С учетом (8) первое уравнение (7) примет вид

r̈ − µ2r−3 + k2r + ar7/3 = 0. (9)
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Это уравнение движения консервативной системы с одной степенью свободы, по-
тенциальная энергия которой имеет вид

Π(r) = 2−1(µ2r−2 + k2r2) + 3 · 10−1ar10/3.

Если a > 0, то ситуация та же, что и в п. 1 (случай потенциальной ямы).
Если a < 0, то, уменьшая µ, можно добиться того, чтобы график Π(r) имел

локальный минимум в точке r∗ > 0 и локальный максимум в точке r∗ > r∗.
На фазовой плоскости (r, ṙ) линии уровня интеграла энергии 2−1ṙ + Π = E для
Π(r∗) < E < Π(r∗) в окрестности точки (r∗, 0) замкнуты. Таким значениям соо-
тветствуют квазипериодические решения уравнения (5). Линия уровня для значе-
ния E = Π(r∗) является петлей сепаратрисы седла (r∗, 0). Ей соответствует одно-
параметрическое семейство решений уравнения (9) r = r(τ + ξ), удовлетворяющее
оценке (6). Осталось воспользоваться формулой (7).

Замечание. Результаты данного пункта остаются справедливыми для уравнения
Шредингера с нелинейностью более общего вида Φ(|Ψ|)Ψ. При этом если Φ(0) < 0
и Φ(r) принимает положительные значения для достаточно больших r, то уравне-
ние может иметь решения типа “уединенная бегущая волна”.

3. Рассмотрим анзац

Ψ(t, x) = t−3/4z(t−1/2α · x)
и редуцированное уравнение (см. (IV), (V) в [1], τ = ω1)

z̈ − imτż − 3
2
imz + a|z|4/3z = 0, a = 2λm. (10)

Утверждение 3. Уравнение (10) имеет семейство ограниченны на всей оси ре-
шений z = Z(τ, c), где c — комплексный параметр, причем Z(τ, c) = Z(−τ, c) и
Z(τ, c) = O(τ−3/2) при τ →∞.

Доказательство. Положим s = 2−1τ2. Тогда уравнение (10) примет вид

d2z

ds2
+
(
−im+

1
2s

)
dz

ds
− 3im

4s
z +

a

2s
|z|4/3z = 0.

Стандартной заменой убираем член с производной

z = v exp
(

1
2

∫ (
im− 1

2s

)
ds

)
= vs−1/4 exp

(
ims

2

)
. (11)

Получим

d2v

ds2
+
(
m2

4
− im

2s
+

3
16s2

)
v +

a

2
s−4/3|v|4/3v = 0. (12)

Исследуем соответствующее линейное уравнение (a = 0). Для него s = 0 —
регулярная особая точка. Определяющее уравнение ρ2 − ρ + 3/16 = 0 имеет два
корня: ρ1 = 1/4, ρ2 = 3/4. Поэтому для любого решения уравнения (12) при a = 0
существует конечный предел

lim
s→0

v(s)s−1/4 <∞. (13)
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Исследуем поведение решений при s→∞. Для корней уравнения

ρ2 +
(
m2

4
− im

2s

)
= 0

справедливо асимптотическое разложение

ρ±(s) = ±i
√
m2

4
− im

2s
= ±
(
im

2
+

1
2s

+O

(
1
s2

))
.

Поскольку Re (ρ1(s) − ρ2(s)) 	= 0, то уравнение (12) при a = 0 имеет фундамен-
тальную систему решений v+(s), v−(s), вронскиан которых равен 1 и для которых
имеет место асимптотика [4]

v±(s) =
(

exp
∫ s

s0

ρ±(s1)ds1

)
(c± + o(1)) = O

(
s±1/2

)
. (14)

Кроме того, для этих решений выполнено условие (13).
Теперь задача об ограниченных на [0,∞) решениях уравнения (12) стандар-

тным образом с помощью метода вариации произвольных постоянных сводится к
интегральному уравнению

v(s) = v−(s)
(
c+

a

2

∫ s

1

v+(θ)θ−4/3|v(θ)|4/3v(θ)dθ
)

+

+
a

2
v+(s)

∫ ∞

s

v−(θ)θ−4/3|v(θ)|4/3v(θ)dθ def= A[v],
(15)

где c — комплексный параметр.
Нетрудно показать, что оператор A на полном метрическом пространстве BK

непрерывных функций f : [0,∞) → C с метрикой ρ(f, g) = sup
s∈[0,∞)

|f(s) − g(s)| и
таких, что

|f(s)| ≤
{

Ks1/4, s ∈ [0, 1];

Ks−1/2, s ∈ (1,∞)
(16)

при всех достаточно малых |c| и K > 0 является оператором сжатия. Действитель-
но, условия (13), (14) гарантируют существование константы K1 > 0, не зависящей
от c и K, такой, что

|A[f ]| ≤
{

K1

(|c|+K7/3
)
s1/4, s ∈ [0, 1];

K1

(|c|+K7/3
)
s−1/2, s ∈ (1,∞),

ρ(A[f ], A[g]) ≤ K1K
4/3ρ(f, g),

если f, g ∈ BK . Теперь ясно, что уменьшением |c| и K можно добиться выполнения
условий сжатия:

K1

(
|c|+K7/3

)
≤ K, K1K

4/3 < 1.

Отсюда следует, что уравнение (16) для всех достаточно малых c имеет решение
v(s, c), удовлетворяющее условию (13) и имеющее асимптотику v(s, c) = O

(
s−1/2

)
при s→∞. Осталось подставить это решение в формулу (11).
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4. Рассмотрим анзац

Ψ(t, x) = t−3/2 exp
(
imx2

2t

)
z

(
x2

t2

)
и редуцированное уравнение (см. (II) в [1], τ = ω2)

z̈ +
3
2τ
ż +

a

τ
|z|4/3z = 0, a =

λm

2
. (17)

Утверждение 4. Если a > 0, то уравнение (17) имеет семейство решений
вида z = exp(iθ)r(τ, c), где θ, c — вещественные параметры, а r(τ, c) при
фиксированном c является ограниченной на полуоси [0,∞) функцией класса
C1[0,∞) ∩ C2(0,∞) и удовлетворяет условиям

lim
τ→0

r̈(τ, c) · τ <∞, r(τ, c) = O
(
τ−3/10

)
при τ →∞.

Замечание 1. В силу первого условия анзац является классическим решением
уравнения (1) в области (0,∞)×R3

x.

Доказательство. Положим z = exp(iθ)r, где θ ∈ R — параметр, а r = r(τ) —
вещественное решение уравнения

r̈ +
3
2τ
ṙ +

a

τ
r7/3 = 0. (18)

Выполняя затем подстановку r = τ−1/2p, получаем

p̈+
1
2τ
ṗ+ aτ−5/3p7/3 = 0.

Производная функции

V (τ, p, ṗ) = 2−1(ṗ)2 + 3 · 10−1aτ−5/3p10/3

в силу этого уравнения удовлетворяет оценке

V̇ = −τ−1
(
2−1(ṗ)2 + 2−1aτ−5/3p10/3

)
≤ −τ−1V.

Значит, V (τ, p(τ), ṗ(τ)) = O
(
τ−1
)
, а тогда p10/3(τ) = O

(
τ2/3
)
, p(τ) = O

(
τ1/5
)
, и,

следовательно, r(τ) = O
(
τ−3/10

)
для любого решения (18).

Покажем теперь, что уравнение (18) имеет однопараметрическое семейство ре-
шений r(τ, c), для которых существует конечный предел lim

τ→+0
r(τ, c) <∞.

Положим τ = e−s. Уравнение (18) примет вид

d2r

ds2
− 1

2
dr

ds
+ ae−sr7/3 = 0. (19)

Это уравнение имеет для любого достаточно малого c решение с асимптотикой [5]

r = r̃(s, c) = c+ o(1), s→∞.
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Положим r(τ, c) = r̃(− ln τ, c). При фиксированном c эта функция непрерывна и
ограничена по τ на полуоси [0,∞). Так как для τ > 0 она удовлетворяет уравнению
(17), то справедливо представление

ṙ(τ, c) = −aτ−3/2

∫ τ

0

τ
1/2
1 r7/3(τ1, c)dτ1.

Из этой формулы легко выводятся требуемые свойства функции r(τ, c).

Замечание 2. Можно показать, что если a < 0, то уравнение (17) имеет семейство
решений с асимптотикой O

(
τ−3/4

)
, τ → ∞. Однако ли такое решение имеет

особенность при типа τ = 0 типа τ−3/4.

5. Рассмотрим анзац

Ψ(t, x) = t−3/4z
(
x2t−1

)
и редуцированное уравнение (см. (VI) [1], τ = ω2)

z̈ +
1
2

(
3
τ
− im

)
ż − 3im

8τ
z +

a

τ
|z|4/3z = 0, a =

λm

2
. (20)

Утверждение 5. Уравнение (20) имеет семейство решений z = Z(τ, c), где c —
комплексный параметр, а Z(τ, c) при фиксированном c является ограниченной
на полуоси [0,∞) функцией класса C1[0,∞)∩C2(0,∞) и удовлетворяет условию
lim
τ→0

Z̈(τ, c)τ <∞ и Z(τ, c) = O
(
τ−3/4

)
при τ →∞ (см. замечание 1 п. 4).

Доказательство. Подставляя

z = exp
(
−1

4

∫ (
3
τ
− im

)
dτ

)
v = exp

(
imτ

4

)
τ−3/4v

в уравнение (20), имеем

v̈ +
(
m2

16
+

3
16τ2

)
v +

a

τ2
|v|4/3v = 0. (21)

Любое решение этого уравнения, для которого v(τ0) достаточно мало, где τ0 > 0,
ограничено на полуоси [τ0,∞). Значит, малые решения уравнения (20) имеют
асимптотику O

(
τ−3/4

)
при τ → ∞. Теперь нужно среди таких решений выбрать

семейство решений, остающихся ограниченными при подходе к точке τ = 0. После
подстановки τ = e−s доказательство существования этого семейства проводится
аналогично п. 4.

Замечание. Утверждение остается в силе на полуоси (−∞, 0].

6. Рассмотрим анзац

Ψ(t, x) =
(
1− t2)3/4 exp

(
− im

2
tx2

1− t2
)
z

(
x2

1− t2
)

и соответствующее редуцированное уравнение (см. (I) в [1], τ = ω2)

z̈ +
3
2τ
ż +

m2

4
z +

a

τ
|z|4/3z = 0, a =

λm

2
. (22)
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Утверждение 6. Уравнение (22) имеет семейство решений z = Z(τ, c), где c —
комплексный параметр, а функция Z(τ, c) обладает свойствами, указанными
в утверждении 5.
Доказательство. Выполним подстановку z = τ−3/4v. Уравнение для v имеет вид

v̇ +
(
m2

4
+

3
16τ2

)
v +

a

τ2
|v|4/3v = 0. (23)

Дальнейшие рассуждения проводятся так же, как и в п. 5.
Для интерпретации результата данного пункта нам понадобится следующее его

уточнение: для любого δ > 0 можно указать такое c0(δ) > 0, что если |c| < c0(δ),
то

|Z(τ, c)| ≤ δmin
(
1, τ−3/4

)
∀ τ ∈ [0,∞). (24)

Это уточнение легко получается из теорем [5], использованных в пп. 4, 5.
7. В заключение отметим, что рассмотренные выше решения моделируют про-

цессы самоорганизации в системе, описываемой уравнением (1). Например, рас-
смотрим решение, получаемое в соответствии с утверждением 6. Покажем, что
равномерно малое в момент t = 0 решение п. 6 при t → 1 локализуется в окре-
стности точки x = 0, причем в самой точке оно неограниченно растет.
Действительно, в соответствии с оценкой (24), если |c| < c0(δ), то в начальный

момент t = 0 имеем

|Ψ(0, x)| ≤ δmin
(
1, ‖x‖−3/2

)
, ‖x‖ =

√
x2.

Для 0 < t < 1 в силу (24) получаем

|Ψ(t, x)| ≤ δ (1− t2)−3/4
min
(
1,
(
1− t2)3/4 , ‖x‖−3/2

)
(25)

и

|Ψ(0, x)| = (1− t2)−3/4 |Ψ(0, 0)|. (26)

Из (25) получаем оценку

|Ψ(t, x)| ≤ δ‖x‖−3/2,

а из (26) следует неограниченный рост решения в точке x = 0 при t → 1. Таким
образом, рассмотренное решение моделирует характерный режим с обострени-
ем [6]. Аналогичное поведение демонстрируют решения пп. 4, 5 при t → t∗, если
предварительно преобразовать t→ t− t∗.
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Редукция и точные решения
уравнения эйконала

А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

С использованием подалгебр ранга 3 алгебры AC(1, 4), являющейся максимальной
алгеброй инвариантности уравнения эйконала, построены анзацы, редуцирующие
данное уравнение к обыкновенным дифференциальным уравнениям. По решениям
редуцированных уравнений найдены широкие классы точных решений уравнения
эйконала.

Релятивистским аналогом классического уравнения Гамильтона является уравне-
ние эйконала(

∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1. (∗)

Установлено [1], что максимальной алгеброй инвариантности уравнения (∗) явля-
ется алгебра AC(1, 4), являющаяся алгеброй Ли группы C(1, 4) конформных пре-
образований пространства Минковского R1,4. Симметрийная редукция уравнения
(∗) по подалгебрам алгебры AP (1, 4) исследовалась в [2]. Некоторые точные ре-
шения этого уравнения с использованием одномерных подалгебр алгебры AP̃ (1, 2)
определены в [3, 4].
В настоящей статье находятся вещественные решения уравнения эйконала с

помощью анзацев, редуцирующих уравнение к обыкновенным дифференциаль-
ным уравнениям. Большинство из полученных таким образом дифференциальных
уравнений удается проинтегрировать и тем самым построить решения исходного
уравнения. Для построения анзацев используются подалгебры ранга 3 алгебры
AC(1, 4). Исследуется также зависимость между уравнением эйконала и уравне-
нием Гамильтона–Якоби

ut +
1

2m
(∇u) = 0, (∗∗)

где u = u(t, �x ), �x = (x1, x2, x3), m — постоянная (масса частицы).
1. Подалгебры ранга 3 алгебры AC(1, 4). Максимальной алгеброй инвари-

антности уравнения эйконала является конформная алгебра AC(1, 4), обладающая
базисом

Pα = ∂α, Jαβ = gανxν∂β − gβνxν∂α, D = −xα∂α,
Kα = −2(gαβxβ)D − (gβνxβxν)∂α,

где g00 = −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0 при α 	= β (α, β, ν =
0, 1, . . . , 4) содержит алгебру Пуанкаре AP (1, 4) = 〈P0, P1, P2, P3, P4〉 ⊕ AO(1, 4),

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 4, С. 461–474.
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где AO(1, 4) = 〈Jµν |µ, ν = 0, 1, . . . , 4〉, расширенную алгебру Пуанкаре AP̃ (1, 4)=
AP (1, 4)⊕ 〈D〉, а также оптическую алгебру AOpt(3), обладающую базисом

S1 + T1 =
1
2
(P0 + P4 +K0 −K4), Z1 = −J04 −D, C1 = J04 −D,

T1 =
1
2
(P0+P4), M1 = P0−P4, Pa, Ha = J0a+Ja4, Jab (a, b = 1, 2, 3).

Алгебра AP (1, 4) содержит расширенную алгебру Галилея AG̃(3), порожденную
генераторами

Pa, Jab, Ga = J0a−Ja4, T =
1
2
(P0−P4), M = P0+P4 (a, b = 1, 2, 3).

В данной статье подалгебры ранга 3 алгебры AC(1, 4) используются для реду-
кции и поиска точных решений уравнения (∗). Если L — одна из таких подалгебр,
ω′(x, u), ω(x, u) — ее основные инварианты, то анзац ω′ = ϕ(ω) редуцирует уравне-
ние (∗) к обыкновенному дифференциальному уравнению с неизвестной функцией
ϕ(ω). Каждому решению ϕ = ϕ(ω) редуцированного уравнения соответствует L-
инвариантное решение u = u(x) исходного уравнения (∗). Для классификации
всех таких решений следует описать с точностью до C(1, 4)-эквивалентности по-
далгебры ранга 3 алгебры AC(1, 4). При этом две подалгебры L1, L2 ⊂ AC(1, 4)
называются C(1, 4)-эквивалентными, если с точностью до C(1, 4)-сопряженности
они обладают одними и теми же инвариантами.
Так как мы ищем только вещественные решения уравнения (∗), то необходимо

исключить из рассмотрения те подалгебры алгебры AC(1, 4), которые с точностью
до эквивалентности содержат P0 + P2 или P0. Действительно, пусть L — подалге-
бра алгебры AC(1, 4), содержащая P0 + P2. Если решение u− u(x) = 0 уравнения
эйконала инвариантно относительно L, то u = u(x0 − x2, x1, x3). Но тогда

(∇u)2 = −
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

,

откуда

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1,

и мы приходим к противоречию. Аналогично рассматривается случай P0 ∈ L.
Используя классификацию с точностью до C(1, 4)-сопряженности подалгебр

конформной алгебры AC(1, 4) [4], получаем с учетом изложенного выше требуе-
мый перечень C(1, 4)-неэквивалентных подалгебр ранга 3 алгебры AC(1, 4).
Подалгебры ранга 3 алгебры AC(1, 4):

1) L1 = 〈J01 −D,J02 − J21 + P4, P3〉; 2) L2 = 〈P1, P2, P3〉;
3) L3 = 〈J01, P2, P3〉; 4) L4 = 〈J01 − J12, J02, P3〉;
5) L5 = 〈J01 − J13, J02 − J23, J03〉; 6) L6 = 〈J01,D, P3〉;
7) L7 = 〈J01, J02, J12,D〉; 8) L8 = 〈J01 − J12 + P0 − P2, J02 − 2D,P3〉;
9) L9 = 〈J01 + P4, P2, P3〉; 10) L10 = 〈J01 − J12, J02 + P4, P3〉;
11) L11 = 〈J01 − J13, J02 − J23, J03 + P4〉;
12) L12 = 〈J01 − J13 + P4, J02 − J23 + αP2 + βP4, J03 −D〉, α > 0, β ≥ 0;
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13) L13 = 〈J04, J12, P3〉; 14) L14 = 〈J12, J13, J23, J04〉;
15) L15 = 〈G3, J04, J12〉; 16) L16 = 〈J14, P2, P3〉;
17) L17 = 〈J12, J14, J24, P3〉; 18) L18 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉;
19) L19 = 〈J04−J41, P2, P3〉; 20) L20 = 〈J01−J13, J02−J23, J04−J43−J12〉;
21) L21 = 〈J04 − J41, J02 − J21 − P2, P3〉; 22) L22 = 〈J03, J14,D〉;
23) L23 = 〈J12, J34,D〉; 24) L24 = 〈J02 + αD, J01 − J12, J04 − J42〉, α 	= 0;
25) L25 = 〈J03 + αD, J12 + βD, J04 − J43〉, α 	= 0, β ≥ 0;
26) L26 = 〈J04, J12 + αD, J03 − J34〉, α > 0;
27) L27 = 〈J12 + αJ03, J04 − J43,D〉, α > 0;
28) L28 = 〈J04 − J42, J02 + αD,P3〉, α 	= 0;
29) L29 = 〈J12, J14, J24J03 + αD〉, α > 0;
30) L30 = 〈P2, P3, J01 +D + P0 + P1〉;
31) L31 = 〈J01 − J12, J02 +D + P0 + P2, P3〉;
32) L32 = 〈J12, J14, J24, J03 +D + P0 + P3〉;
33) L33 = 〈J03 +D + P0 + P3, J12 + α(P0 + P3), J04 − J43〉, α > 0;
34) L34 = 〈J03 − J32 + P0 − P2, J14, J02 − 2D〉;
35) L35 = 〈J03 +D,J12 + P0 + P3, J04 − J43〉;
36) L36 = 〈J04 − J41 + P0 − P1, P2, P3〉; 37) L37 = 〈J14 + αD,P2, P3〉;
38) L38 = 〈J12 + αJ04,D, P3〉 α > 0; 39) L39 = 〈J14 + P0, P2, P3〉;
40) L40 = AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + γM1〉, γ < 0; 41) L41 = 〈S1 + T1, J12, Z1〉;
42) L42 = AO(3)⊕ 〈S1 + T1 + αZ1〉; 43) L43 = 〈S1 + T1, J12, Z1,H1 + P2〉;
44) L44 = 〈S1 + T1 + 2J12 + γM1,H1 + P2 +

√
2P3,H2 − P1 −

√
2H3〉, γ < 0;

45) L45 = 〈αZ1 + S1 + T1 + 2J12,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉, α ∈ R;
46) L46 = 〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉;
47) L47 = 〈P0 +K0, J12, J34〉; 48) L48 = AO(3)⊕ 〈P0 +K0〉;
49) L49 = 〈P0 −K0 − α(K4 − P4), J12, J13, J23〉, α > 0, α 	= 0;

50) L50 = 〈P2 +K2 +
√

3(P1 +K1) + 2J03,−P3 −K3 + 2J02 − 2
√

3J01,

P0 +K0 − 4J23〉;
51) L51 = 〈2J12+ J34, 2J13+ 2J24−

√
3(K4 − P4), 2J23− 2J14+

√
3(K3 − P3)〉.

2. Анзацы вида u = f(x)ϕ(ω) + g(x), ω = ω(x). В настоящем пункте для
построения анзацев, редуцирующих уравнение (∗) к обыкновенным дифференци-
альным уравнениям, используются подалгебры L1–L12. Рассмотрим, например, по-
далгебру L1. Ее полный набор основных инвариантов состоит из функций

ω′ =
(x0 − x1)u− x2

(x2
0 − x2

1 − x2
2)

1/2
, ω = x0 − x1.

Поэтому алгебре L1 соответствует анзац ω′ = ϕ(ω), который можно записать в
следующем виде:

u =

(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2
x0 − x1

ϕ(ω) +
x2

x0 − x1
, ω = x0 − x1.
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Аналогично получаем анзацы и для остальных подалгебр

L2 : u = ϕ(ω), ω = x0; L3 : u = ϕ(ω), ω =
(
x2

0 − x2
1

)1/2 ;

L4 : u = ϕ(ω), ω =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2 ;

L5 : u = ϕ(ω), ω =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)1/2 ;

L6 : u = x2ϕ(ω), ω =
x2

0 − x2
1

x2
2

;

L7 : u = x3ϕ(ω), ω =
x2

0 − x2
1 − x2

2

x2
3

;

L8 : u =
[
(x0 − x2)2 − 4x1

]
ϕ(ω), ω = 3 ln

[
(x0 − x2)2 − 4x1

]−
− 2 ln

[
6(x0 + x2)− 6x1(x0 − x2) + (x0 − x2)3

]
;

L9 : u = ϕ(ω)− ln(x0 − x1), ω =
(
x2

0 − x2
1

)1/2 ;

L10 : u = ϕ(ω)− ln(x0 − x2), ω =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2 ;

L11 : u = ϕ(ω)− ln(x0 − x3), ω =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)1/2 ;

L12 : u = −
(
x2

0 − x2
1 −

x0 − x3

x0 − x3 + α
x2

2 − x2
3

)1/2

ϕ(ω) +

+
βx2

x0 − x3 + α
+

x1

x0 − x3
, ω = x0 − x3.

Анзац, соответствующий подалгебре L1, редуцирует уравнение (∗) к уравнению
2ϕϕ̇− ω−1ϕ2 − ω−1(1 + ω2) = 0. (1)

Общим решением уравнения (1) является функция ϕ = (ω2 + Cω − 1)1/2. В этом
случае

u = (x0 − x1)−1
{
x2 +

(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2 [
(x0 − x1)2 + C(x0 − x1)− 1

]1/2}
.

Выпишем редуцированные уравнения, соответствующие всем остальным по-
далгебрам L2–L12. Редуцированному уравнению присвоим номер той алгебры Lj ,
2 ≤ j ≤ 12, которой оно соответствует:

ϕ̇2 − 1 = 0, (2–5)

4ωϕ̇2 − (ϕ− 2ωϕ̇)2 − 1 = 0, (6–7)

144(eω − 1)ϕ̇2 − 96ϕϕ̇− 16ϕ2 − 1 = 0, (8)

ϕ̇2 − 2
ω
ϕ̇− 1 = 0, (9–11)

2ωϕϕ̇+ ϕ2 − ω−2 − β2(ω + α)−2 − 1 = 0. (12)

Найдем общие решения редуцированных уравнений (2–12) и укажем соответ-
ствующие им точные решения уравнения эйконала. Общим решением редуциро-
ванного уравнения (2) является ϕ = ±ω + C. Следовательно, получаем такие
решения уравнения эйконала:

u = ± (x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l

)1/2
+ C, l = 1, 2, 3; u = ±x0 + C.
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Общим решением уравнения (6) является

ϕ =
1
2

(
1 + ω1/2

){
λ(ω) + λ(ω)−1

}− λ(ω)−1,

где λ(ω) = C или λ(ω) = ± (ω1/2 − 1
)1/2 (

ω1/2 + 1
)−1
. В первом случае

u =
C2 + 1

2C
(
x2

0 − x2
1

)1/2
+
C2 − 1

2C
x2, C ∈ R

а во втором —

u = ± (x2
0 − x2

1 − x2
2

)1/2
.

Алгебре L7 соответствуют такие решения уравнения эйконала.

u =
C2 + 1

2C
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2
+
C2 − 1

2C
x3, u = ± (x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)1/2
.

Общим решением уравнения (9) является

ϕ = ln |ω| ±
{√

1 + ω2 + ln |
√

1 + ω2 − 1| − ln |ω|
}

+ C.

Следовательно, получаем решения уравнения эйконала

u =
√

1 + x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l + ln

∣∣∣∣∣
√

1 + x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − 1

x0 − xl

∣∣∣∣∣+ C,

u = −
√

1 + x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l + ln

∣∣∣∣∣
√

1 + x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l + 1

x0 − xl

∣∣∣∣∣+ C,

где l = 1, 2, 3.
Интегрируя уравнение (12), находим

ϕ = −
{
ω3 + (C + α)ω2 + (Cα− β2 − 1)ω − α

ω2(ω + α)

}1/2

.

Соответствующее ему решение уравнения эйконала имеет вид

u =
(
x2

0 − x2
1 −

x0 − x3

x0 − x3 + α
x2

2 − x2
3

)1/2

×

×
{

(x0 − x3)3 + (C + α)(x0 − x3)2 + (Cα− β2 − 1)(x0 − x3)− α
(x0 − x3)2(x0 − x3 + α)

}1/2

+

+
βx2

x0 − x3 + α
+

x1

x0 − x3
.

3. Анзацы вида u2 = f(x)ϕ(ω) + g(x), ω = ω(x). Для построения анзацев
указанного вида используем подалгебры L13–L35. В результате несложных вычи-
слений получаем следующие анзацы:

L13 : u2 = ϕ(ω) + x2
0, ω =

(
x2

1 + x2
2

)1/2 ;

L14 : u2 = ϕ(ω) + x2
0, ω =

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2 ;

L15 : u2 = ϕ(ω) + x2
0 − x2

3, ω =
(
x2

1 + x2
2

)1/2 ;
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L16 : u2 = ϕ(ω)− x2
1, ω = x0;

L17 : u2 = ϕ(ω)− x2
1 − x2

2, ω = x0;
L18 : u2 = ϕ(ω)− x2

1 − x2
2 − x2

3, ω = x0;
L19 : u2 = ϕ(ω) + x2

0 − x2
1, ω = x0 − x1;

L20 : u2 = ϕ(ω) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3, ω = x0 − x3;

L21 : u2 = ϕ(ω) + x2
0 − x2

1 −
x0 − x1

x0 − x1 − 1
x2

2, ω = x0 − x1;

L22 : u2 = x2
2ϕ(ω)− x2

1, ω =
x2

0 − x2
3

x2
2

;

L23 : u2 = x2
0ϕ(ω)− x2

3, ω =
x2

1 + x2
2

x2
0

;

L24 : u2 = −x2
3ϕ(ω) + x2

0 − x2
1 − x2

2, ω =
1 + α

α
lnx3 − ln(x0 − x2);

L25 : u2 = − (x2
1 + x2

2

)
ϕ(ω) + x2

0 − x2
3,

ω = (1 + α) ln
(
x2

1 + x2
2

)− 2α ln(x0 − x3)− 2β arctg
x2

x1
;

L26 : u2 = − (x2
1 + x2

2

)
ϕ(ω) + x2

0 − x2
3, ω = ln

(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctg
x2

x1
;

L27 : u2 = − (x2
1 + x2

2

)
ϕ(ω) + x2

0 − x2
3,

ω = 2 ln(x0 − x3)− ln
(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctg
x2

x1
;

L28 : u2 = −x2
1ϕ(ω) + x2

0 − x2
2, ω = α ln(x0 − x2)− (1 + α) lnx1;

L29 : u2 =
(
x2

0 − x2
3

)
ϕ(ω)− x2

1 − x2
2,

ω = (1 + α) ln(x0 + x3) + (1− α) ln(x0 − x3);
L30 : u2 = (x0 − x1)ϕ(ω), ω = x0 + x1 + ln(x0 − x1);

L31 : u2 = (x0 − x2)ϕ(ω), ω =
x2

0 − x2
1 − x2

2

x0 − x2
+ ln(x0 − x2);

L32 : u2 = (x0 − x3)ϕ(ω)− x2
1 − x2

2, ω = x0 + x3 + ln(x0 − x3);

L33 : u2 = −(x0 − x3)ϕ(ω) + (x0 − x3)
[
ln(x0 − x3) + 2α arctg

x2

x1

]
+ x2

0 − x2
3,

ω =
x0 − x3

x2
1 + x2

2

;

L34 : u2 =
[
(x0 − x2)2 − 4x3

]2
ϕ(ω)− x2

1, ω = 3 ln
[
(x0 − x2)2 − 4x1

]−
− 2 ln

[
6(x0 + x2)− 6x1(x0 − x2) + (x0 − x2)3

]
;

L35 : u2 = −(x0 − x3)ϕ(ω) + 2(x0 − x3) arctg
x2

x1
+ x2

0 − x2
3, ω =

x0 − x3

x2
1 + x2

2

.

Выпишем редуцированные уравнения, соответствующие указанным анзацам:

ϕ̇2 + 4ϕ = 0, (13–15)

ϕ̇2 − 4ϕ = 0, (16–18)

ωϕ̇− ϕ = 0, (19–21)
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(ω − ω2)ϕ̇2 + 2ωϕϕ̇− ϕ2 − ϕ = 0, (22)

(ϕ− ωϕ̇)2 − ωϕ̇2 − ϕ = 0, (23)

γ2ϕ̇2 − 4(1− γϕ)ϕ̇+ 4(ϕ2 − ϕ) = 0, γ = α−1(1 + α), (24)

{(1 + α)2 + β2}ϕ̇2 + 2{(1 + α)ϕ− α}ϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0, (25)

(1 + α2)ϕ̇2 + 2ϕϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0, (26)

(1 + α2)ϕ̇2 − 2ϕϕ̇+ 2ϕ̇2 + ϕ2 − ϕ = 0, (27)

(1 + α)2ϕ̇2 + 4{α− (1 + α)ϕ}ϕ̇+ 4ϕ(ϕ− 1) = 0, (28)

(1− α2)ϕ̇2 + 2ϕϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0, (29)

ϕ̇2 + ϕϕ̇− ϕ = 0, (30–32)

ω3ϕ̇2 + ωϕ̇+ ωα2 − 1 = 0, (33)

144(eω − 1)ϕ̇2 − 96ϕϕ̇− 16ϕ2 − 1 = 0, (34)

ω2ϕ̇2 + ϕ̇+ 1 = 0. (35)

Общим решением уравнения (13) является ϕ = −(ω + C)2. Таким образом,
получаем следующие решения уравнения эйконала:

u2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 − 2C
(
x2

1 + x2
2

)1/2 − C2;

u2 = x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l − 2C

(
x2

1 + · · ·+ x2
l

)1/2
, l = 2, 3.

Решая уравнение (16), получаем такие решения уравнения эйконала:

u2 = x2
0 − x2

1 − · · · − x2
l + 2Cx0 + C2, l = 1, 2, 3.

Так как ϕ = Cω является общим решением уравнения (19), то уравнение эйко-
нала имеет такие решения:

u2 = C(x0 − x1) + x2
0 − x2

1, u2 = C(x0 − x3) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3;

u2 = C(x0 − x1) + x2
0 − x2

1 −
x0 − x1

x0 − x1 − 1
x2

2.

Рассмотрим уравнение (24). Если γ = 2, то ϕ = −Ce−ω или ϕ = 1 − Ceω.
Получаем решение уравнения эйконала

u2 = C(x0 − x2) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − δx2

3, δ = 0, 1.

Если γ = 1, то ϕ = −C2e−2ω + 2Ce−ω, C ∈ R, а потому
u2 = C(x0 − x2)2 − 2Cx3(x0 − x2) + x2

0 − x2
1 − x2

2.

Если γ = 0, то ϕ = −Ce−ω(1 − Ce−ω)−1. Соответствующим решением уравнения
(∗) является

u2 =
{

x2
3

1− C(x0 − x2)
+ x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

}
.
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Если γ 	= 0, 1, 2, то ϕ задается неявно∣∣{1− (2γ − γ2)ϕ}1/2 − γ + 1|γ−1|{1− (2γ − γ2)ϕ}1/2 + 1
∣∣ = e−ω+C ,∣∣{1− (2γ − γ2)ϕ}1/2 + γ − 1|γ−1|{1− (2γ − γ2)ϕ}1/2 − 1
∣∣ = e−ω+C .

Подставляя вместо ϕ выражение
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − u2
)
x−2

3 , получаем уравнения, ко-
торые в некоторых областях пространства R1,4 задают u как неявную функцию от
x0, x1, x2, x3.
Уравнение (25) имеет частные решения ϕ = 1 и ϕ = 0. Им соответствуют

решения

u2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 и u2 = x2
0 − x2

3.

Если α = −1, β = 0, то

ϕ = Ceω/2(Ceω/2 − 1)−1.

В этом случае

u2 =
x2

1 + x2
2

1− C(x0 − x3)
+ x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3.

Если α = 1, β = 0, то ϕ = −Ce−ω/2 или ϕ = 1 − Ce−ω/2. Имеем такие решения
уравнения (∗):

u2 = C(x0 − x3) + x2
0 − x2

3, u2 = C(x0 − x3) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3.

Уравнение (27) распадается на два уравнения. Общее решение первого уравне-
ния задается соотношением

2 ln
∣∣∣{(1− ϕ)(1 + α2ϕ)}1/2 − 1 + ϕ

∣∣∣− ln |1− ϕ|+

+ 2α arctg
{(1− ϕ)(1 + α2ϕ)}1/2

α(1− ϕ)
= ω + C,

а общее решение второго уравнения — соотношением

2 ln
∣∣∣{(1− ϕ)(1 + α2ϕ)}1/2 + 1− ϕ

∣∣∣− ln |1− ϕ| −

− 2α arctg
{(1− ϕ)(1 + α2ϕ)}1/2

α(1− ϕ)
= ω + C.

Уравнение (28) имеет при α2 	= 1 такие решения:

α ln
∣∣{α2 + (1− α2)ϕ}1/2 − α∣∣+ ln

∣∣{α2 + (1− α2)ϕ}1/2 + 1
∣∣ = ω + C,

α ln
∣∣{α2 + (1− α2)ϕ}1/2 + α

∣∣+ ln
∣∣{α2 + (1− α2)ϕ}1/2 − 1

∣∣ = ω + C.

Если α = 1, то ϕ = Ceω или ϕ = 1 + Ceω. Во втором случае получаем решение

u2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 − C(x0 − x2).

При α = −1 имеем ϕ = (1− Ceω)−1 и, соответственно,

u2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 −

Cx2
1

C − (x0 − x2)
.
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Общим решением уравнения (29) при α = 1 является ϕ = 1+Ce−ω/2. Соответ-
ствующим ему решением уравнения (∗) будет

u2 = C(x0 + x3) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3.

Уравнение (30) распадается на два уравнения, которые имеют соответственно
такие общие решения:

ln
∣∣∣∣ψ − 1
ψ + 1

∣∣∣∣− 2
ψ + 1

= ω + C, ln
∣∣∣∣ψ + 1
ψ − 1

∣∣∣∣+ 2
ψ − 1

= ω + C,

где ψ = ((ϕ+ 4)/ϕ)1/2.
Интегрируя уравнение (33), находим, что при α 	= 0

ϕ =
1
2ω
±
{

1− λ(ω)
4ω

+ 2α arctg
λ(ω)− 1

2αω
+

+ ln
∣∣∣∣λ(ω)− 1− 2ω

ω

∣∣∣∣+ (1 + α2)ω
λ(ω)− 1− 2ω

}
+ C,

где λ(ω) = (−4α2ω + 4ω + 1)1/2, а при α = 0

ϕ =
1
2ω
±
{

ln
∣∣∣∣ (4ω + 1)1/2 − 1
(4ω + 1)1/2 + 1

∣∣∣∣− (4ω + 1)1/2

2ω

}
+ C.

Уравнение (35) распадается на два уравнения, которые имеют такие общие
решения соответственно:

ϕ = − 2ω
(1− 4ω2)1/2 − 1

− 2 arctg
(1− 4ω2)1/2 − 1

2ω
− C,

ϕ = − (1− 4ω2)1/2 − 1
2ω

+ 2arctg
(1− 4ω2)1/2 − 1

2ω
− C.

Получаем следующие решения уравнения эйконала:

u2 = (x0 − x3)
(

1
z

+ 2arctg z + 2arctg
x2

x1
+ x0 + x3 + C

)
,

u2 = (x0 − x3)
(

1
z
− 2 arctg z + 2arctg

x2

x1
+ x0 + x3 + C

)
,

где

z =

{(
x2

1 + x2
2

)2 − 4(x0 − x3)2
}1/2

− (x2
1 + x2

2

)
2(x0 − x3)

.

4. Неявные анзацы. Используя подалгебры L36–L50, получаем анзацы вида
ω′(x, u) = ϕ(ω(x, u)), где ω′ и ω зависят от u. Такие анзацы задают в некоторых
областях пространства R1,4 u как неявную функцию от x0, x1, x2, x3 и потому мы
их называем неявными анзацами:

L36 : u =
1
4
ϕ(ω) +

1
4
(x0 − x1)2, ω = 6(x0 − x1)− (x0 − x1)3 − 6(x0 + x1);

L37 : u2 = x2
0ϕ(ω)− x2

1, ω = ln
(
x2

1 + u2
)− 2α arctg

u

x1
;

L38 : u2 = − (x2
1 + x2

2

)
ϕ(ω) + x2

0, ω = 2α arctg
x2

x1
− ln

x0 − u
x0 + u

;

L39 : u2 = ϕ(ω)− x2
1, ω = x0 + arctg

u

x1
;
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L40 : x0 − u−
(x0 + u)

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
(x0 + u)2 + 1

− 2γ arctg (x0 + u) =
√

2ϕ(ω),

ω =
x2

1 + x2
2 + x2

3

(x0 + u)2
;

L41 : x0 − u−
(x0 + u)

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
(x0 + u)2 + 1

=
x2

1 + x2
2 + x2

3

(x0 + u)2 + 1
ϕ(ω), ω =

x2
1 + x2

2

x2
3

;

L42 : −x0 − u+
(x0 − u)

[
(x0 + u)2 + 1

]
x2

1 + x2
2 + x2

3

= ϕ(ω),

ω = ln
(x0 + u)2 + 1
x2

1 + x2
2 + x2

3

− 2α arctg (x0 + u);

L43 :
(x0− u)

[
(x0+ u)2 + 1

]
x2

3

− 2

(
x2

1 − x2
2

)
(x0+ u)+ x1x2

[
(x0+ u)2− 1

]
(x0 + u)2 + 1

−

− (x0 + u)
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
= ϕ(ω), ω =

[x1 + (x0 + u)x2]
2

[(x0 + u)2 + 1]x3
;

L44 :
x0 − u

2
− (x0 + u)ω2 −

{
(x0 + u)

[
(x0 + u)2 − 3

]
2 [(x0 + u)2 + 1]2

(
x2

1 − x2
2

)
+

+
1− 3(x0 + u)2

[(x0 + u)2 + 1]2
x1x2 −

√
2

(x0 + u)2 + 1
x1x3 −

−
√

2(x0 + u)
(x0 + u)2 + 1

x2x3

}
− γ arctg (x0 + u) = ϕ(ω),

ω =
2
√

2(x0 + u)x1 +
√

2
[
(x0 + u)2 − 1

]
x2 +

[
(x0 + u)2 + 1

]
x3√

2 [(x0 + u)2 + 1]3/2
;

L45 :
x0 − u

2
− (x0 + u)ω2 −

{
(x0 + u)

[
(x0 + u)2 − 3

]
2 [(x0 + u)2 + 1]2

(
x2

1 − x2
2

)
+

+
1− 3(x0 + u)2

[(x0 + u)2 + 1]2
x1x2 −

√
2

(x0 + u)2 + 1
x1x3 −

−
√

2(x0 + u)
(x0 + u)2 + 1

x2x3

}
− γ arctg(x0 + u) = ϕ(lnω + d arctg (x0 + u)),

ω =
2
√

2(x0 + u)x1 +
√

2
[
(x0 + u)2 − 1

]
x2 +

[
(x0 + u)2 + 1

]
x3√

2 [(x0 + u)2 + 1]3/2
;

L46 :
(�x 2 − 1)2 − 4

(
x2

1 + x2
2

)
(�x 2 + 1)2

= ϕ(ω), ω =
x0(�x 2 − 1) + 2x1x3 + 2x2u

(�x 2 + 1)2
;

L47 :
x2

3 + x2
4

x2
1 + x2

2

= ϕ(ω), ω =
(�x 2 + 1)2

x2
1 + x2

2

;

L48 :
u2

x2
1 + x2

2 + x2
3

= ϕ(ω), ω =
�x 2 + 1
u

;

L49 :
4u2 + (�x 2 + 1)2

x2
1 + x2

2 + x2
3

= ϕ(ω), ω = α arctg
2x0

�x 2 − 1
+ arctg

�x 2 + 1
2u

;
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L50 : u2 = − 1
12

x2√
3(x0 − u)2 + 4x3

ϕ(u)− 1
12

[√
3(x0 − u)2 + 4x3

]2
x2

2

+

+
√

3
4

2(x0 + u) + 2
√

3(x0 − u)x3 + (x0 − u)3
x2

2

[√
3(x0 − u)2 + 4x3

] − 1.

Указанные анзацы редуцируют уравнение эйконала к следующим уравнениям:

9ϕϕ̇2 + 4 = 0; (36)

(ϕ− α2)ϕ̇2 + 4ϕ2ϕ̇+ 4ϕ3 − 4ϕ2 = 0; (37)

(4 + α2ϕ2)ϕ̇2 + ϕ4 − ϕ3 = 0; (38)

(ϕ− 1)ϕ̇2 − 4ϕ2 = 0; (39)

2ω̇ϕ2 + ω + 2γ = 0; (40)

2ω(ω + 1)2ϕ̇2 + 2ϕ2 + 1 = 0; (41)

2ϕ̇2 − (4ϕ+ 2
√

2α)ϕ̇+ 2ϕ2 + 1 = 0; (42)

(ω + ω2)ϕ̇2 − 2ωϕϕ̇+ ϕ2 + 4ω + 1 = 0; (43)

3ϕ̇2 + 12ω2 + 4γ = 0; (44)

12 + 12ϕ2 + (4α+ 12ϕ)ϕ̇+ 3ϕ̇2 = 0; (45)

(16ω2 − 1)ϕ̇2 + 2(5ϕ− 1)ωϕ̇+ 16ϕ(ϕ− 1) = 0; (46)

(ω2 + 4)ϕ̇2 − 4ωϕϕ̇− 4ϕ− 4ϕ2 = 0; (47)

(4 + ωϕ)ϕ̇2 + 4ωϕϕ̇+ 4ϕ2(ϕ+ 1) = 0; (48)

(−α2ϕ+ ϕ+ 4)ϕ̇2 + ϕ2(ϕ+ 4)2 = 0; (49)

−9[ϕ2 − 256(ω2 + 1)2]ϕ̇2 + 6ωϕϕ̇− ω2 − 1 = 0. (50)

Общим решением уравнения (36) является ϕ = −(ω+C)2/3. Ему соответствует
решение

4u+
[
6(x0 − x1)u− (x0 − x1)3 − 6(x0 + x1) + C

]2/3 − (x0 − x1)2 = 0

уравнения (∗).
По решениям уравнения (37) находим следующие решения уравнения эйконала:

α arctg

√
(1 + α2) (x2

1 + u2)− α2x0

αx0
+

+ ln
∣∣∣∣√(1 + α2) (x2

1 + u2)− α2x0 − x0

∣∣∣∣− α arctg
u

x1
+ C = 0,

−α arctg

√
(1 + α2) (x2

1 + u2)− α2x0

αx0
+

+ ln
∣∣∣∣√(1 + α2) (x2

1 + u2)− α2x0 + x0

∣∣∣∣− α arctg
u

x1
+ C = 0.
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Уравнение (38) имеет решения ϕ = 0, ϕ = 1 и

−2α

{
α

(
1− ϕ

1 + α2ϕ

)1/2
}

+ ln
∣∣∣∣ (1− ϕ)1/2 − (1 + α2ϕ)1/2

(1− ϕ)1/2 + (1 + α2ϕ)1/2

∣∣∣∣ = ±ω + C.

Если ϕ = 0, то u = ±x0.
Общим решением уравнения (39) является√

ϕ− 1− arctg
√
ϕ− 1 + C = ±ω.

Следовательно, получаем решение уравнения эйконала√
x2

1 + u2 − 1− arctg
√
x2

1 + u2 − 1±
(
x0 + arctg

u

x1

)
+ C = 0.

По решениям редуцированных уравнений (40)–(50) находим следующие реше-
ния уравнения эйконала:

−x0 + u+
(x0 + u)

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
(x0 + u)2 + 1

+ 2γ arctg (x0 + u)±

± γ
[
2 arctg

√
−x

2
1 + x2

2 + x2
3 + 2γ [(x0 + u)2 + 1]

x2
1 + x2

2 + x2
3

+

+

√
− (x2

1 + x2
2 + x2

3) (x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2γ [(x0 + u)2 + 1])

γ [(x0 + u)2 + 1]

]
= 0,

−u+
√

2(x0 + u)ω2 +
(x0 + u)

[
(x0 + u)2 − 3

]
√

2 [(x0 + u)2 + 1]2
(
x2

1 − x2
2

)
+

+

√
2
[
1− 3(x0 + u)2

]
[(x0 + u)2 + 1]2

x1x2 − 2
(x0 + u)2 + 1

x1x3 − 2(x0 + u)
(x0 + u)2 + 1

x2x3 +

+
√

2γ arctg(x0 + u)± 2
√

2 arcsin

√
3
|γ|ω + C = 0,

ω =
2
√

2(x0 + u)x1 +
√

2
[
(x0 + u)2 − 1

]
x2 +

[
(x0 + u)2 + 1

]
x3√

2 [(x0 + u)2 + 1]3/2
.

5. О связи между уравнениями эйконала и Гамильтона–Якоби. Макси-
мальной алгеброй инвариантности уравнения (∗∗) является конформная алгебра
AC(1, 4) [5], обладающая базисом

Ĵab = xb∂a − xa∂b, P̂a = ∂a, P̂0 = − 1√
2
(∂0 +m∂u),

P̂4 = − 1√
2
(∂0 −m∂u), D̂ = −(t∂0 + xa∂a + u∂u),

Ĵ04 = t∂0 − u∂u, Ĵ0a = − 1√
2

{
xa∂0 +

(
t+

1
m
u

)
∂a +mxa∂u

}
,

Ja4 = − 1√
2

{
−xa∂0 +

(
t− 1

m
u

)
∂a +mxa∂u

}
,

K0 = −
√

2
[(
t2 +

�x 2

2

)
∂0 +

(
t+

1
m
u

)
xa∂a +

(
m

2
�x 2 +

u2

m

)
∂u

]
,
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K4 =
√

2
[(
t2 − �x 2

2

)
∂0 +

(
t− 1

m
u

)
xa∂a +

(
m

2
�x 2 − u2

m

)
∂u

]
,

Ka = −2xaD +
(

2
m
tu− �x 2

)
Pa,

где �x 2 = x2
1 + x2

2 + x2
3, a, b = 1, 2, 3.

Чтобы установить связь между уравнениями (∗) и (∗∗), рассмотрим пространс-
тва Xt × V и X × U , где X = {(x0, x1, x2, x3)} и Xt = {(t, x1, x2, x3)} — про-
странства, представляющие независимые переменные, а U = {u} и V = {v} —
пространства зависимых переменных. Отображение θ: (t, �x, v)→ (x0, �x, u), опреде-
ленное с помощью формул

x0 =
1√
2

(
t+

v

m

)
, xa = xa, u =

1√
2

(
t− v

m

)
,

является отображением пространства Xt × V на пространство X × V . В предпо-
ложении, что ∂u/∂x0 + 1 	= 0, подстановка θ переводит уравнение (∗) в уравнение
(∗∗). Аналогично, отображение θ1: (x0, �x, u) → (t, �x, v), определенное с помощью
формул

t =
1√
2
(x0 + u), xa = xa, v =

m√
2
(x0 − u),

является отображением пространства X × U на пространство Xt × V и если
m + vt 	= 0, то подстановка θ1 переводит уравнение (∗∗) в (∗). Так как θθ1 —
тождественное преобразование пространства X × U , а θ1θ — тождественное пре-
образование пространства Xt × V , то θ1 = θ−1.
Исследуем зависимость между уравнениями (∗) и (∗∗) более подробно. С этой

целью рассмотрим пространства Xt × V × V (1) и X × U × U (1), координаты ко-
торых представляют независимые переменные, зависимые переменные и произво-
дные первого порядка от зависимых переменных. Выделим в Xt×V ×V (1) открытое
подпространство M1 состоящее из тех векторов (t, x, v, v0, v1, v2, v3), У которых
v0 +m 	= 0, а в X × U × U (1) — открытое подпространство M2, состоящее из тех
векторов (x0, �x, u, u0, u1, u2, u3), у которых u0 + 1 	= 0. Покажем, что отображение
θ : Xt × V → X × U можно продолжить до отображения θ̂: M1 →M2.
Возьмем произвольную функцию v = f(t, �x) и пусть

Γf = {(t, �x, f(t, �x) | (t, �x) ∈ ω} ⊂ Xt × V
— ее график, где ω — область определения функции f . Отображение θ переводит
Γf в

θ · Γf = {(x0, �x, u) = θ(t, �x, v) | ((t, �x, v) ∈ Γf}.
Множество θ · Γf в общем случае не является графиком какой-либо однозначной
функции u = f̂(x0, �x). Однако, поскольку m + vt 	= 0, то результат преобразо-
вания θ · Γf = Γf̂ является графиком некоторой однозначной гладкой функции
u = f̂(x0, �x). Докажем это. Действительно, имеем

m√
2
(x0 − u)− v

(
1√
2
(x0 + u), x1, x2, x3

)
= 0. (51)
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Найдем производную по u:

− m√
2
− vt 1√

2
= − 1√

2
(m+ vt).

По условию m+ vt 	= 0. Поэтому уравнение (51) определяет в некоторой окрестно-
сти точки (x0, x1, x2, x3, u) u как однозначную неявную функцию f̂ от x0, x1, x2,
x3. Функция f̂ называется образом f при отображении θ и обозначается f̂ = θ · f .
Отметим также, что если vt = 0, то уравнение Гамильтона–Якоби не имеет ве-
щественных решений. Поэтому следует предполагать, что vt 	= 0 и m + vt 	= 0.
При таком предположении u0 + 1 	= 0. Продолжение θ̂: M1 → M2 отображе-
ния θ определяется так, что оно преобразует производные функции v = f(t, �x )
в соответствующие производные преобразованных функций u = f̂(x0, �x). Про-
долженное действие отображения θ определено корректно. Действительно, пусть
(t0, �x 0, v0, v0

0 , v
0
1 , v

0
2 , v

0
3) — заданная точка в M1. Выберем произвольную гладкую

функцию v = f(t, �x), определенную в окрестности точки (t0, �x 0), график которой
лежит в M1 и которая имеет данные производные v0

0 , v
0
1 , v

0
2 , v

0
3 в точке (t0, �x 0).

Преобразованная функция θ · f определена в окрестности соответствующей точки
(x0

0, �x
0, u) = θ(t0, �x 0, v0). Определим теперь действие продолженного преобразо-

вания θ̂ на точку (t0, �x 0, v0, v0
0 , v

0
1 , v

0
2 , v

0
3), вычисляя производные преобразованной

функции θ · f в точке (x0
0, �x

0). Пользуясь цепным правилом, получаем, что это
определение зависит лишь от производных функции f в точке (t0, �x 0), т.е. от са-
мой точки (t0, �x 0, v0, v0

0 , v
0
1 , v

0
2 , v

0
3), и следовательно, не зависит от выбора функции

f , представляющей точку (t0, �x 0, v0, v0
0 , v

0
1 , v

0
2 , v

0
3).

Пусть ∆1 и ∆2 — многообразия, определяющиеся уравнениями (∗) и (∗∗) со-
ответственно, M1 — множество, состоящее из всех точек многообразия ∆1, для
которых u0 + 1 	= 0, a M2 — множество, состоящее из всех точек многообразия
∆2, для которых vt + m 	= 0. Очевидно, M1 = M1 ∩ ∆1, M2 = M2 ∩ ∆2 и в
силу изложенного выше θ̂ отображает M1 на M2. Инвариантность уравнения (∗)
относительно группы G1 = expAC(1, 4) означает, что многообразие ∆1 инвариан-
тно относительно действия продолженной группы G̃1. Аналогично, многообразие
∆2 инвариантно относительно продолженной группы G̃2, где G2 = exp ÂC(1, 4).
Отсюда вытекает, что если g1 ∈ G̃1, то θ̂g1θ̂1 ∈ G2 и, обратно, если g2 ∈ G̃2,
то θ̂1g2θ̂ ∈ G1. Значит, отображение θ индуцирует изоморфизм ϕθ: X → θXθ1
алгебры AC(1, 4) на алгебру ÂC(1, 4), который действует следующим образом:

P0 → −P̂0, P4 → −P̂4, Jab → Jab, Ja4 → −Ĵa4, J04 → −Ĵ04,

J0a → −Ĵ0a, K0 → −K̂0, K4 → −K̂4, Ka → K̂a.

Докажем, например, что ϕθ(P0) = −P̂0. Действительно, пусть f(x0, �x, u) — прои-
звольная дифференцируемая функция. Тогда

θ1f(x0, �x, u) = f

(
1√
2

(
t+

u

m

)
, �x,

1√
2

(
t− u

m

))
и значит, P0θ1f(x0, �x, u) = − ∂f

∂x0
. Следовательно, θP0θ1 = − ∂

∂x0
= −P̂0, а потому

ϕθ(P0) = −P̂0.
Пусть H — произвольная подалгебра алгебры AC(1, 4), тогда ϕθ(H) = Ĥ яв-

ляется подалгеброй алгебры ÂC(1, 4), причем ранги алгебр H и Ĥ совпадают. Из
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предыдущих результатов вытекает, что если ω1, . . . , ωs — полная система инва-
риантов алгебры H, то θ(ω1), . . . , θ(ωs) — полная система инвариантов алгебры
H. Анзац ωs = ϕ(ω1, . . . , ωs−1), соответствующий подалгебре H, редуцирует урав-
нение (∗) к дифференциальному уравнению F (ω1, . . . , ωs−1, ϕ, ϕ1, . . . , ϕs−1) = 0,
содержащему только переменные ω1, . . . , ωs−1, функцию ϕ и частные произво-
дные ϕ1, . . . , ϕs−1 от ϕ по переменным ω1, . . . , ωs−1 соответственно. Анзац θ(ωs) =
ϕ(θ(ω1), . . . , θ(ωs−1)) = 0, соответствующий подалгебре Ĥ, редуцирует уравнение
(∗∗) к дифференциальному уравнению F (θ(ω1), . . . , θ(ωs−1), ϕ, ϕ1, . . . , ϕs−1) = 0,
имеющему тот же вид, что и предыдущее. Это утверждение вытекает из равен-
ства

u2
0 − u2

1 − u2
2 − u2

3 − 1 = − 4m
(m+ vt)2

(
vt +

1
2m

(∆v)2
)

и соотношений

u0 =
m− vt
m+ vt

, ua = −
√

2
m+ vt

va, a = 1, 2, 3,

которые связывают производные функций u = u(x0, x1, x2, x3) и v = θ1u.
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Связные подгруппы
конформной группы C(1, 4)

А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

Предложен метод описания максимальных подалгебр ранга r, 1 ≤ r ≤ 4, конформ-
ной алгебры AC(1, 4), являющейся максимальной алгеброй инвариантности уравне-
ния эйконала. С помощью этого метода проведена классификация с точностью до
C(1, 4)-эквивалентности всех максимальных подалгебр L ранга 1, 2, 3 и 4 алгебры
AC(1, 4), удовлетворяющих условию L∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉, где V — пространство
трансляций.

Введение. Уравнение эйконала(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1 (1)

инвариантно относительно конформной группы C(1, 4) пространства Минковского
R1,4 с метрикой x2

0 − x2
1 − x2

3 − x2
4, где x4 = u [1]. Применение методов группового

анализа для построения точных решений уравнения (1) связано с задачей выделе-
ния в группе C(1, 4) связных подгрупп, удовлетворяющих заданным требованиям.
Изучение связных подгрупп группы C(1, 4) сводится к изучению подалгебр соо-
тветствующей алгебры Ли AC(1, 4). Систематическое изучение подалгебр алгебр
преобразований квантовой механики начато в основополагающей работе Патеры,
Винтериитца и Цассенхауза [2], в которой предложен метод для описания отно-
сительно определенной сопряженности классов подалгебр конечномерной алгебры
Ли с нетривиальным разрешимым идеалом и, в частности, с нетривиальным абе-
левым идеалом.
Этим методом проведена классификация подалгебр произвольных веществен-

ных трех- и четырехмерных алгебр Ли [3] и таких алгебр: AP (1, 3) [2], AP̃ (1, 3) [4],
AP̃ (1, 2) [5], AE(3) [6], AO(1, 4) [7], AO(2, 3) [8], AOpt(1, 2) [8], AOpt(1, 3) [9],
AP (1, 4) [10–13]. Подалгебры конформной алгебры AC(1, 4) изучены с точностью
до C(1, 4)-сопряженности в работе [14].
В настоящей работе предложен новый метод для классификации подалгебр

алгебры инвариантности AC(1, 4) уравнения (1). Он основан на том, что подал-
гебры алгебры AC(1, 4) изучаются с точностью до C(1, 4)-эквивалентности. Две
подалгебры L1, L2 ⊂ AC(1, 4) называются эквивалентными, если для некоторого
g ∈ C(1, 4) подалгебры gL1g

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами.
Классификацию всех подалгебр конформной алгебры проводим по рангам. Две
максимальные подалгебры L1, L2 данного ранга r эквивалентны тогда и только
тогда, когда L1 и L2 C(1, 4)-сопряжены. Таким образом, в классе всех подал-
гебр алгебры AC(1, 4), эквивалентных между собой, существует с точностью до
C(1, 4)-сопряженности только одна максимальная подалгебра. В работе предложен
метод, с помощью которого подалгебры данного рода можна полностью описать.

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 7–8, С. 870–884.
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Указанный метод основан на разложении пространства трансляций в ортогональ-
ную сумму подпространств и на разбиении множества всех подалгебр алгебры
AC(1, 4) на классы, каждый из которых характеризуется изотропным рангом. В
ходе решения задачи получено также описание максимальных подалгебр расши-
ренной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4) и решена задача о конформной сопряженности
подалгебр алгебры AP̃ (1, 4).

2. Конформная группа C(1, 4) и ее алгебра Ли. Пусть R1,4 — пространство
Минковского с метрикой gαβ , где gαβ = 0 при α 	= β, α, β = 0, 1, . . . , 4, g00 =
−g11 = · · · = −g44 = 1. Отображение xi = xi(y0, y1, . . . , y4), i = 0, 1, . . . , 4, области
U ⊂ R1,4 в U называется конформным, если

∂xk
∂yα

gkl
∂xl
∂yβ

= λ(x)gαβ ,

где λ(x) 	= 0, x = (x1, . . . , x4). Множество всех конформных преобразований про-
странства R1,4 образует группу C(1, 4).
Пусть O(2, 5) — группа изометрий псевдоевклидова пространства R2.5 с метри-

кой ρab, где ρab = 0 при a 	= b, a, b = 1, 2, . . . , 7, ρ11 = ρ22 = −ρ33 = · · · = −ρ77 = 1.
Известно (см., например [14]), что существует гомоморфизм ϕ: O(2, 5) → C(1, 4),
сопоставляющий матрице C ∈ O(2, 5) конформное преобразование ϕC пространс-
тва R1,4. Ядро гомоморфизма ϕ состоит из ±E7, где E7 — единичная матрица
порядка 7. Поэтому часто отождествляют C(1, 4) c O(2, 5).
Гомоморфизм ϕ: O(2, 5) → C(1, 4) индуцирует изоморфизм f алгебры AO(2, 5)

на алгебру AC(1, 4). Если отождествить алгебры AO(2, 5) и AC(1, 4), то группа
O(2, 5)-автоморфизмов алгебры AO(2, 5) совпадает с группой C(1, 4)-автоморфиз-
мов алгебры AC(1, 4). Выпишем изоморфизм f в явном виде. Пусть Iab — матрица
порядка 7, имеющая единицу на пересечении a-й строки и b-го столбца и нули на
всех остальных местах (a, b = 1, . . . , 7). Базис алгебры AO(2, 5) образуют матрицы
Ω12 = I12 − I21, Ωab = −Iab + Iab, a < b; a, b = 3, . . . , 7, Ωia = −Iia − Iai, i = 1, 2;
a = 3, . . . , 7. Они связаны такими коммутационными соотношениями:

[ΩabΩcd] = ρadΩbc + ρbcΩad − ρacΩbd − ρbdΩac, a, b, c, d = 1, . . . , 7.

Базис алгебры AC(1, 4) составляют генераторы псевдовращений Jαβ , α, β =
0, 1, . . . , 4, трансляций (сдвигов) Pα, нелинейных конформных преобразований Kα,
α = 0, 1, . . . , 4, и дилатации D. Они удовлетворяют коммутационным соотношени-
ям [14]

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ+ gβγJαδ− gαγJβδ− gβδJαγ , [Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ ,
[Pα, Pβ ] = 0, [Kα, Jβγ ] = gαβKγ − gαγKβ , [Kα,Kβ ] = 0,
[D,Pα] = Pα, [D,Kα] = −Kα, [D,Jαβ ] = 0, [Kα, Pβ ] = 2(gαβD − Jαβ),

(2)

где g00 = −g11 = · · · = −g44 = 1, gαβ = 0 при α 	= β, α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , 4.
Изоморфизм f : AO(2, 5)→ AC(1, 4) задается таким образом:

f(Ωα+2,β+2) = Jαβ , f(Ω1,α+2 − Ωα+2,7) = Pα,

f(Ω1,α+2 + Ωα+2,7) = Kα, f(Ω17) = −D, α, β = 0, 1, . . . , 4.
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В дальнейшем будем отождествлять прообраз с образом при изоморфизме f . В свя-
зи с этим получаем два набора обозначений для одного и того же базиса, а именно:

Ωα+2,β+2 = Jαβ , Ω1,α+2 =
1
2
(Pα +Kα),

Ωα+2,n+3 =
1
2
(Kα − Pα), Ω17 = −D, α, β = 0, 1, . . . , 7; α < β.

(3)

Пусть Q1, . . . , Q7 — ортонормированный базис псевдоевклидова пространства
R2,5 с метрикой

ρ(X,X) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − · · · − x2

5, X = xiQ
i.

Нормализатор одномерного вполне изотропного пространства 〈Q1 +Q7〉 в алгебре
AO(2, 5) совпадает с расширенной алгеброй Пуанкаре AP̃ (1, 4) = 〈P0, P1, . . . , P4〉⊕
(AO(1, 4) ⊕ 〈D〉), а нормализатор двумерного изотропного пространства 〈Q1 +
Q7, Q2 +Q6〉 совпадает с алгеброй

AOpt(1, 4) = 〈M,P1, P2, P3, G1, G2, G3〉 ⊕ (AO(3)⊕ 〈C,S, T, Z〉),
где

AO(1, 4) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, . . . , 4〉, AO(3) = 〈Jαβ | a, b = 1, 2, 3〉,
M = P0 + P4, Ga = J0a − Ja4, a = 1, 2, 3, C = −(J04 +D),

Z = J04 −D, S =
1
2
(K0 +K4), T =

1
2
(P0 − P4).

Алгебра AOpt(1, 4) называется оптической алгеброй пространства R1,4.
Базисные элементы алгебры AP̃ (1, 4) удовлетворяют коммутационным соотно-

шениям (2). Генераторы алгебры AOpt(1, 4) удовлетворяют следующим коммута-
ционным соотношениям:

[Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = δabM,

[Ga,M ] = [Pa,M ] = [Jab,M ] = 0. [C,S] = 2S, [C, T ] = −2T, [T, S] = C,

[Z,M ] = −2M, [Z,Ga] = −Ga, [Z,Pa] = −Pa,
[Z,C] = [Z, S] = [Z, T ] = 0, [C,Ga] = Ga, [C,Pa] = −Pa, [C,M ] = 0,
[S,Ga] = 0, [S, Pa] = −Ga, [S,M ] = 0, [T,Ga] = Pa, [T, Pa] = 0,
[T,M ] = 0, a, b, c = 1, 2, 3.

3. Алгебра инвариантности уравнения эйконала. В работе [1] доказано, что
максимальной алгеброй инвариантности уравнений эйконала (1) является алгебра
Ли AC(1, 4) конформной группы C(1, 4) пространства Минковского R1,4 с метри-
кой x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 − x2

4, где x4 = u. Базис алгебры AC(1, 4) составляют такие
векторные поля:

Pα = ∂α, Jαβ = gαγxγ∂β − gβγxγ∂α, D = −xα∂α,
Kα = −2(gαβxβ)D − (gβγxβxγ)∂α,

где g00 = −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0 при α 	= β, α, β, γ = 0, 1, 2, 3, 4.
Пусть G — подгруппа Ли группы C(1, 4). Вещественная функция f(x) =

f(x0, x1, . . . , x4), определенная на некоторой области U пространства R1,4 и не
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являющаяся тождественно постоянной, называется инвариантом группы G, если
f(x) постоянна на G-орбите каждой точки x ∈ U . Функцию f(x) называют также
инвариантом алгебры Ли AG группы G. Пусть r∗ = r∗(ξ) — общий ранг каса-
тельного отображения ξ группы G [15]. Число r∗(AG) = r∗ называется рангом
алгебры AG. Пусть L1 и L2 — подалгебры алгебры AC(1, 4). Если для некоторого
g ∈ C(1, 4) подалгебры gL1g

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами,
то L1 и L2 будем называть C(1, 4)-эквивалентными.
Множество подалгебр алгебры AC(1, 4) = AO(2, 5) разобьем на три класса:

1) подалгебры, не имеющие в R2,5 инвариантных вполне изотропных подпро-
странств; 2) подалгебры, имеющие в R2,5 инвариантное вполне изотропное под-
пространство размерности 1; 3) подалгебры, имеющие в R2,5, инвариантное впол-
не изотропное подпространство размерности 2 и не имеющее в R2,5 инвариантных
вполне изотропных подпространств размерности один. Подалгебры второго клас-
са являются подалгебрами расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4). Подалгебры
третьего класса являются подалгебрами оптической алгебры AOpt(1, 4) и не сопря-
жены с подалгебрами алгебры AP̃ (1, 4). Основная трудность — в задаче классифи-
кации подалгебр расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4). Решение такой задачи
опирается на следующий алгоритм построения максимальных подалгебр ранга r
алгебры AP̃ (1, 4), не содержащихся в AP (1, 4) [16].
1. Для максимальной подалгебры K ⊂ AP (1, 4) ранга r − 1 находим ее нор-

мализатор в алгебре AP̃ (1, 4). Пусть, например. NorAP̃ (1,4)K = K + N, где N —
подалгебра.
2. Проводим классификацию с точностью до группы внутренних автоморфизмов

алгебры N всех одномерных подалгебр алгебры N с ненулевой проекцией на 〈D〉.
3. Если 〈D1 +X1〉, . . . , 〈Dt +Xt〉 — все одномерные подалгебры алгебры N, то

K⊕〈D1 +X1〉, . . . ,K⊕〈Dt+Xt〉 — все расширения ранга r подалгебры K алгебры
AP̃ (1, 4), содержащие подалгебру K.
В настоящей работе используются следующие обозначения: V = 〈P0, P1, . . .,

P4〉 — пространство трансляций расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4); π̂0, π̂,
ω̂ — проектирования AP̃ (1, 4) на 〈J04〉, 〈D〉, AO(3), AO(1, 4) соответственно; ψ̂,
τ̂ — проектирования AOpt(1, 4) на AO(3) и 〈D,S, T, Z〉 соответственно.
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AC(1, 4). Если P0 ∈ L или

P0 + P4 ∈ L, то уравнение (1) не имеет вещественных решений, инвариантных
относительно L. Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что все рассматрива-
емые подалгебры L ⊂ AC(1, 4) удовлетворяют условию L ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉.

4. Подалгебры класса 0 алгебры AC(1, 4). Подалгебру F ⊂ AO(2, 5) отне-
сем к классу 0, если она не имеет в R2,5 инвариантных вполне изотропных подпро-
странств. Используя описание неприводимых подалгебр алгебр AO(2, 1), AO(2, 3)
и AO(2, 2), а также соотношения (3), доказываем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть F — подалгебра класса 0 алгебры AC(1, 4). Тогда справедли-
вы следующие утверждения:

a) если F — максимальная подалгебра ранга 1, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P0 +K0 + αJ12〉, α > 0, α 	= 2; 2) F2 = 〈P0 +K0〉;
3) F3 = 〈P0 +K0 + αJ12 + βJ34〉, 0 < α ≤ β, α, β 	= 2;
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b) если F — максимальная подалгебра ранга 2, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P0 +K0, J12〉; 2) F2 = 〈P0 +K0, J12 + αJ34〉, 0 < α ≤ 1;
3) F3 = 〈J12 + α(P0 +K0), J34 + β(P0 +K0)〉, α > 0, β ≥ 0,

2α 	= 1 при β = 0;

c) если F — максимальная подалгебра ранга 3, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉;
2) F2 = AO(3)⊕ 〈P0 +K0〉; 3) F3 = 〈P0 +K0, J12, J34〉;
4) F4 = 〈P0 −K0 − α(K4 − P4), J12, J13, J23〉, α > 0, α 	= 1;

d) если F — максимальная подалгебра ранга 4, то она сопряжена с одной
из таких алгебр:

1) F1 = 〈P0 +K0 − 2J12 − 2J34, P1 +K1 + 2J02, P3 +K3 + 2J04, J13 + J24〉;
2) F2 = 〈P0 +K0 − 4J23, P2 +K2

√
3(P1 +K1) + 2J03,

−P3 −K3 + 2J02 − 2
√

3J01,K4 − P4〉;
3) F3 = 〈J12 − J34 + α(P0 +K0)〉 ⊕

⊕ 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉, α > 0;
4) F4 = 〈P0 +K0〉 ⊕AO(3)⊕ 〈K4 − P4〉;
5) F5 = 〈P0 +K0〉 ⊕ 〈2J12 + J34,

J13 + J24 −
√

3
2

(K4 − P4), J23 − J14 +
√

3
2

(K3 − P3)〉;
6) 〈P0 +K0〉 ⊕AO(4);
7) 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34,K1 − P1,K2 − P2,K3 − P3,K4 − P4〉;
8) 〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈J03, J04, J34〉;
9) 〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈K3 − P3,K4 − P4, J34〉.

5. Одномерные подалгебры алгебры AP̃ (1, 4). Пусть V = 〈P0, P1, . . ., P4〉 —
пространство трансляций алгебры Пуанкаре AP (1, 4). Подалгебра L ⊂ AO(1, 4)
называется подалгеброй класса 0, если V не содержит вполне изотропного под-
пространства, инвариантного относительно L. Будем говорить, что подалгебра
L ⊂ AO(1, 4) относится к классу 1 или имеет изотропный ранг 1, если ранг ма-
ксимального вполне изотропного подпространства V , инвариантного относительно
L, равен 1. Для подалгебры класса 0 изотропный ранг полагаем равным нулю.
Очевидно, любая подалгебра алгебры AO(1, 4) имеет изотропный ранг 0 или 1.
Аналогично определяются эти понятия и для подалгебры алгебры AO(1, 4).
Пусть L — подалгебра класса 0 алгебры AO(1, 4). Тогда пространство V явля-

ется прямой ортогональной суммой неприводимых L — подпространств V0, V1, . . .,
Vs, каждое из которых невырождено. По теореме Витта можно предполагать, что
V0 = 〈P0, P1, . . . , Pk0〉, V1 = 〈Pk0+1, . . . , Pk0+k1〉, . . ., Vs = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+ks

〉, где
σ = k0 + k1 + · · · + ks−1, σ + ks = 4, k0 ≥ 0, ki ≥ 1, i = 1, . . . , s. Здесь V0
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— псевдоевклидово пространство типа (1, k0), если k0 	= 0, Vi — евклидово про-
странство размерности ki, i = 1, . . . , s. Естественно возникает задача определе-
ния подобного разложения для подалгебры L класса 1 алгебры AO(1, 4). Всегда
можно предполагать, что такая подалгебра L оставляет инвариантным подпро-
странство V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉. Пространство V(1) с точностью до O(1, 4)-
сопряженности является прямой ортогональной суммой L-инвариантных подпро-
странств U и W , удовлетворяющих двум условиям [16]:
а) пространство U изотропно и является ортогональной суммой U = U1+· · ·+Us

L-инвариантных подпространств U1 = 〈P0 + P4〉 ⊕ V1, . . ., Us = 〈P0 + P4〉 ⊕ Vs, где
V1 = 〈P1, . . . , Pk1〉, . . ., Vs = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+ks

〉, σ = k1 + · · · + ks−1; каждое из
подпространств U1 содержит только следующие L-инвариантные подпространства:
0, 〈P0 + P4〉, Ui;
b) пространство W невырождено и является прямой ортогональной суммой

подпространств W1 = 〈Pl0+1, . . . , Pl0+l1〉, . . ., Wt = 〈Pσ+1, . . . , Pσ+lt〉, t ≥ 0, l0 =
σ+ ks, δ = l0 + · · ·+ lt−1, σ+ lt = 3; каждое из подпространств Wi неприводимо и
инвариантно относительно L.
Отметим, что максимальная подалгебра класса 1 алгебры AO(1, 4), оставляю-

щая V(1) инвариантным, совпадает с алгеброй 〈G1, G2, G3〉 ⊕ (AO(3) ⊕ 〈J04〉), где
Ga = J0a − Ja4, AO(3) = 〈J12, J13, J23〉, a = 1, 2, 3.
Применим эти результаты к задаче классификации максимальных подалгебр

данного ранга алгебры AP̃ (1, 4). В настоящем пункте рассматривается классифи-
кация одномерных подалгебр алгебры AP̃ (1, 4).

Теорема 2. С точностью до P̃ (1, 4)-сопряженности одномерные подалгебры
алгебры AP̃ (1, 4) исчерпываются следующими алгебрами:

1) L1 = 〈J12〉; 2) L2 = 〈J12 + P0〉; 3) L3 = 〈J12 + P0 + P4〉;
4) L4 = 〈J12 + P3〉; 5) L5 = 〈J12 + αJ34〉, 0 < α ≤ 1;
6) L6 = 〈J12 + αJ34 + P0〉; 7) L7 = 〈G1〉; 8) L8 = 〈G1 + P2〉;
9) L9 = 〈G1 + P0 − P4〉; 10) L10 = 〈J12 +G3〉;
11) L11 = 〈J12 +G3 + P0 − P4〉; 12) L12 = 〈J04〉;
13) L13 = 〈J04 + P1〉; 14) L14 = 〈J12 + cJ04〉, c > 0;
15) L15 = 〈J12 + cJ04 + P3〉, c > 0; 16) L16 = 〈J12 + αD〉, α > 0;
17) L17 = 〈J12 + J34 + αD〉, α > 0;
18) L18 = 〈J12 + cJ34 + αD〉, c > 0, α > 0; 19) L19 = 〈J04 + αD〉, α > 0;
20) L20 = 〈J12 + cJ04 + αD〉, c > 0, α > 0; 21) L21 = 〈G3 +D〉;
22) L22 = 〈J12 +G3 + αD〉, α > 0; 23) L23 = 〈J04 +D +M〉;
24) L24 = 〈J12 + α(J04) +D +M)〉, α > 0; 25) L25 = 〈D〉;
26) L26 = 〈P1〉.

Доказательство. Пусть одномерная подалгебра L содержится в AP (1, 4) и отно-
сится к классу 0. Тогда пространство V является прямой суммой неприводимых
L-подпространств. С точностью до O(1, 4)-сопряженности V = 〈P0〉 ⊕ 〈P1, P2〉 ⊕
〈P3, P4〉. Следовательно, L = 〈J12 + α34 + βP0〉. Если β 	= 0, то автоморфизм вида
exp(ad tD) отображает L на 〈J24 + αJ34 + εP0〉, ε = ±1. Так как автоморфизм,
соответствующий матрице diag [−1, 1, 1, 1, 1], отображает алгебру 〈J12 +αJ34−P0〉
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на алгебру 〈J12 + α34 + P0〉, то в рассматриваемом случае L сопряжена либо с L5,
либо с L6.
Пусть далее одномерная подалгебра L, являющаяся подалгеброй алгебры

AP (1, 4), относится к классу 1 и π̂0(L) = 0. Если V(1) = 〈P0 +P4〉⊕ 〈P1, P2〉⊕ 〈P3〉,
то ω(L) = 〈J12〉. Поэтому L = 〈J12 + X〉, где X ∈ 〈P0, P3, P4〉. В силу теоремы
Витта существует такая изометрия пространства 〈P0, P3, P4〉, которая отобража-
ет X в один из генераторов αP0, αP3, α(P0 + P4). Рассмотрим, например, алге-
бру 〈J12 + αP0〉, α 	= 0. Автоморфизм вида exp(ad tD) отображает ее на алгебру
〈J12 + εP0〉, ε = ±1. Если ε = −1, то автоморфизм, соответствующий матрице
diag [−1, 1, 1, 1, 1], отображает алгебру 〈J12 + P0〉 на алгебру 〈J12 + P0〉. В двух
других случаях показываем, что L P̃ (1, 4)-сопряжена с алгебрами 〈J12 + P3〉 и
〈J12 + P0 +P4〉 соответственно. Аналогично, если пространство V(1) допускает ра-
зложение V(1) = 〈P0 + P4, P1〉 ⊕ 〈P2〉 ⊕ 〈P3〉, то получаем алгебры 〈G1〉, 〈G1 + P2〉
и 〈G1 + P2〉 и 〈G1 + P0 − P4〉, а если V(1) = 〈P0 + P4, P3〉 ⊕ 〈P1, P2〉, — то алгебры
〈J12 +G3〉, 〈J12 +G3 + P0 − P4〉.
Пусть L является подалгеброй алгебры AP (1, 4) и π̂(L) = 〈J04〉. Допустим,

например, что V(1) = 〈P0 + P4〉 ⊕ 〈P1, P2〉 ⊕ 〈P3〉. Тогда с точностью до P̃ (1, 4)-
сопряженности L = 〈J12 + cJ04 +X〉, X = αP3, c 	= 0. Автоморфизм, соответству-
ющий, матрице diag [1, T, 1, 1],

T =
(

0 1
1 0

)
отображает L на 〈J12−cJ04+αP3〉. Следовательно, можно предполагать, что c > 0.
Как и выше, нетрудно убедиться, что α = 1.
Рассмотрим, наконец, случай, когда проекция L на 〈D〉 совпадает с 〈D〉. Тогда

L = 〈D + X〉, где X ∈ AP (1, 4). Поэтому задача сводится к исследованию всех
случаев, изложенных выше. Если X = J12 + cJ34 + βP0, то очевидно, алгебра
L сопряжена с алгеброй 〈J12 + cJ34 + αD〉, α > 0. Аналогично рассматриваются
остальные случаи. Теорема доказана.
Так как каждая одномерная подалгебра является максимальной подалгеброй

ранга 1, то доказанная теорема дает полную классификацию максимальных подал-
гебр ранга 1 алгебры AP̃ (1, 4) с точностью до P̃ (1, 4)-сопряженности.

6. Подалгебры ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4). В настоящем пункте проводим
классификацию максимальных подалгебр ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4) с точностью
до P̃ (1, 4)-сопряженности, используя одномерные подалгебры алгебры AP (1, 4),
классификация которых изложена в п. 5. Указанная задача решается в три этапа.
a) Подалгебры класса 0 алгебры AP (1, 4). Все максимальные подалгебры ранга

2, относящиеся к классу 0, описываются следующим предложением.

Предложение 1. Пусть F — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AP (1, 4),
относящаяся к классу 0, и F ∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда она P̃ (1, 4)-сопряжена
с одной из следующих алгебр:

1) F1 = 〈J12, J34〉; 2) F2 = 〈J12 + P0, J34 + δP0〉, δ ≥ 0;
3) F3 = 〈J03, J04, J34〉.

Доказательство. Пусть F — максимальная подалгебра ранга 2, относящаяся к
классу 0, и F ∩ V = 0. Тогда пространство V является прямой ортогональной
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суммой неприводимых F -подпространств. Допустим, например, что V = 〈P0〉 ⊕
〈P1, P2〉⊕ 〈P3, P4〉. Из условия F ∩V = 0 вытекает, что F = 〈J12 +αP0, J34 +βP0〉.
Если α = β = 0, то получаем алгебру F = 〈J12, J34〉. В случае α2 + β2 	= 0 можно
предполагать, что α 	= 0. С помощью автоморфизма вида exp(ad tD) алгебру F ото-
бражаем на алгебру F ′ = 〈J12+εP0, J34+β′P0〉, где ε = ±1. Автоморфизм, соответ-
ствующий матрице diag [−1, 1, 1, 1, 1], отображает F ′ на F ′′ = 〈J12+P0, J34+β′′P0〉.
Всегда можно считать, что β2 ≥ 0. Разложению V = 〈P1〉⊕ 〈P2〉⊕ 〈P0, P3, P4〉 про-
странства V соответствует подалгебра F3 предложения 1. Предложение доказано.
b) Подалгебры класса 1 алгебры AP (1, 4). Вначале проведем классификацию

подалгебр алгебры AP (1, 4), проекция которых на 〈J04〉 равна 0. Описывает такие
подалгебры следующее предложение.

Предложение 2. Пусть K — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры
AP (1, 4), относящаяся к классу 1, π̂0(K) = 0 и K ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. То-
гда K P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих, алгебр:

1) K1 = 〈G1 + P3, G2 + αP2 + βP3〉, α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0;
2) K2 = 〈G1, G2 + P2〉; 3) K3 = 〈G1 + P0 − P4, P2〉;
4) K4 = 〈G1 + P2, P3〉; 5) K5 = 〈G1, P3〉; 6) K6 = 〈G3, J12〉;
7) K7 = 〈G3 + P0 − P4, J12〉; 8) K8 = 〈P2, P3, J23〉; 9) K9 = 〈G1, G2, J12〉;
10) K10 = 〈J12 + P0 + P4, G3 + α(P0 − P4)〉, α ≥ 0;
11) K11 = 〈J12, J13, J23〉; 12) K12 = 〈J12, P3〉;
13) K13 = 〈J12 + P0 + P4, P3〉; 14) K14 = 〈J12 + P3, P4〉;
15) K15 = 〈J12 + P0, P3〉.

Доказательство. Пусть K — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры
AP (1, 4), K ∩ V = 0 и V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉 – разложение пространс-
тва V(1), удовлетворяющее условиям п. 5. Тогда K = 〈G1, G2, G3〉 ⊕ AO(3), где
AO(3) = 〈J12, J13, J23〉. Однако ранг алгебры K равен 3, что противоречит усло-
вию предложения. Пусть V(1) = 〈P0 +P4, P1, P2〉⊕〈P3〉. В этом случае G1, G2 ∈ K.
В силу максимальности K имеем J12 ∈ K, а потому K = 〈G1, G2, J12〉, и алгебра
K относится к типу 9 предложения 2.
Пусть V(1) = 〈P0 +P4, P1〉⊕〈P0 +P4, P2〉⊕〈P3〉. Если проекция K на 〈P3〉 равна

0, то с точностью до P̃ (1, 4)-сопряженности K обладает базисом G1, G2 + P2 и
потому относится к типу 2 предложения 2. Пусть проекция K на 〈P3〉 отлична от
нуля. Тогда K относится к типу 1 предложения 2.
Пусть V(1) = 〈P0 + P4, P3〉 ⊕ 〈P1, P2〉. Алгебра K содержит генераторы G3 +

β(P0 − P4) и J12 + δ(P0 + P4). В результате алгебра K относится к типам 6, 7, 10
предложения 2.
Случай K ∩ V = 〈P3〉 рассматривается аналогично. Предложение доказано.

Предложение 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры
AP (1, 4), π̂0(L) = 〈J04〉 и L ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена
с одной из следующих алгебр:

1) L1 = 〈J04, P1〉; 2) L2 = 〈J12 + cJ04, P3〉, c > 0; 3) L3 = 〈J04, P12〉;
4) L4 = 〈G3, J12 + cJ04〉, c > 0; 5) L5 = 〈J04 + P2, P1〉;
6) L6 = 〈J04 + P3, J12 + δP3〉, δ ≥ 0; 7) L7 = 〈J04, J12 + P3〉;
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8) L8 = 〈G3, J04 + P1〉.

Доказательство. Согласно алгоритму, изложенному в п. 2, классификация всех
максимальных подалгебр ранга 2 алгебры AP (1, 4), удовлетворяющих предложе-
нию 3, сводится к нахождению всех неэквивалентных расширений одномерных
подалгебр F ранга 1, для которых π̂0(F ) = 0, с помощью одномерных подалгебр
вида 〈J04 +X〉, X ∈ AP (1, 4).

1◦. Алгебра F = 〈J12〉. Нормализатор NorAP (1,4)F1 алгебры F1 в AP (1, 4) сов-
падает с алгеброй F1 ⊕ AP (1, 2), где AP (1, 2) = 〈P0, P3, P4, J03, J04, J34〉. Поэто-
му задача свелась к нахождению всех одномерных подалгебр алгебры AP (1, 2)
с точностью до P (1, 2)-сопряженности. Алгебра AP (1, 2) содержит только такие
одномерные подалгебры с ненулевой проекцией на 〈J04〉: 〈J04〉, 〈J04 +αP3〉, α > 0.
Таким образом, получаем следующие расширения ранга 2 алгебры F1: 〈J12, J04〉,
〈J12, J04 + αP3〉, α > 0.

2◦. Алгебра F2 = 〈J12 + P3〉. Очевидно, NorAP (1,4)F2 = F2 ⊕ 〈P0, P3, P4, J04〉.
Алгебра 〈P0, P3, P4, J04〉 содержит следующие одномерные подалгебры с ненулевой
проекцией на 〈J04〉: 〈J04〉, 〈J04 + αP3〉, α ≥ 0. В результате получаем такие ма-
ксимальные подалгебры ранга 2: 〈J12 + P3, J04〉, 〈J12 + P3, J04 + αP3〉. Последняя
подалгебра сопряжена с алгеброй 〈J04 + P3, J12 + δP3〉, δ ≥ 0.
Остальные случаи рассматриваются аналогично. Предложение доказано.

с) Максимальные подалгебры ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4). Используя классифи-
кацию подалгебр, изложенную в пп. 6а) и 6b), получаем следующую теорему.

Теорема 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4) и
L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) F1–F3 предложения 1; 2) K1–K15 предложения 2;
3) L1–L8 предложения 3; 4) 〈J12, J34 + αD〉, α > 0;
5) 〈J12, J04 + αD〉, α > 0; 6) 〈J12, G3 +D〉; 7) 〈J12,D〉;
8) 〈J12 + αJ34,D〉, 0 ≤ α ≤ 1; 9) 〈J12 + αJ34, J12 + βD〉, 0 ≤ α ≤ 1, β ≥ 0;
10) 〈G3,D〉; 11) 〈G3, J04 +D +M〉; 12) 〈G3, J04 + αD〉, α > 0;
13) 〈G3, J12 + βD〉, β > 0; 14) 〈G3, J12 + cJ04 + αD〉, c > 0, a > 0;
15) 〈J12 +M,J04 +D〉; 16) 〈J12 + αM, J04 +D +M〉, α ≥ 0;
17) 〈G1 + P2, J04 −D〉; 18) 〈G1 + P0 − P4, J04 − 2D〉; 19) 〈J04,D〉;
20) 〈J04, J12 + αD〉, α > 0; 21) 〈J12 + cJ04,D〉, c > 0;
22) 〈J12 + cJ04, J04 + αD〉, c > 0, α > 0; 23) 〈P3,D〉;
24) 〈P3, J12 + αD〉, α > 0; 25) 〈P3, J04 + αD〉, α > 0;
26) 〈P3, J12 + cJ04 + αD〉, c > 0, α > 0; 27) 〈P3, G1 +D〉;
28) 〈P3, J04 +D +M〉; 29) 〈P3, J12 + c(J04 +D +M)〉;
30) 〈G3 + P0 − P4, J12 + c(J04 − 2D)〉, c > 0.

Теорема доказывается с использованием алгоритма, изложенного в п. 3.

7. Подалгебры ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4). Классификацию максимальных
подалгебр ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4) проводим по схеме, изложенной в п. 3. Вначале
находим максимальные подалгебры ранга 3, относящиеся к классу 0.
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a) Подалгебры класса 0 алгебры AP (1, 4). Описывает все максимальные подал-
гебры класса 0 следующее предложение.
Предложение 4. Пусть F — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP (1, 4)
и F ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда F P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих
алгебр:

1) F1 = 〈J12, P3, P4, J34〉; 2) F2 = 〈J03, J04, J34, J12〉;
3) F3 = 〈J12 + P0, P3, P4, J34〉; 4) F4 = 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉;
5) F5 = 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34〉;

Предложение 4 доказывается аналогично предложению 1.

b) Подалгебры класса 1 алгебры AP (1, 4). Докажем следующее предложение.
Предложение 5. Пусть K — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP (1, 4),
относящаяся к классу 1, π̂0(K) = 0 и K ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда K P̃ (1, 4)-
сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) K1 = 〈G1, G2, J12, P3〉; 2) K2 = 〈G3, P1, P2, J12〉;
3) K3 = 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉; 4) K4 = 〈G3 + 2T, P1, P2, J12〉;
5) K5 = 〈G1, G2 + P2, P3〉; 6) K6 = 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
7) K7 = 〈G1, G2 + P2, G3 + λP3〉, λ > 0; 8) K8 = 〈J12, J13, J23, P4〉.

Доказательство. Пусть K ∩ V = 0 и V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2〉 ⊕ 〈P3〉 — разложение
пространства V(1), удовлетворяющее условиям п. 3. Тогда G1, G2 ∈ K и в силу ма-
ксимальности K имеем J12 ∈ K. Следовательно, K1 = 〈G1, G2, J12〉 ⊂ K и потому
K = K1⊕K ′. С учетом K ∩ V = 0 отсюда получаем, что K ′ = 0. Однако, ранг ал-
гебры K1 равен 2, что противоречит условию. Если V(1) = 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉, то
получаем K = 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉. Если V(1) = 〈P0 +P4, P1〉⊕ 〈P0 +P4, P2〉⊕
〈P0 + P4, P3〉, то K = 〈G1, G2 + P2, G3 + λP3〉.
Случаи K ∩ V = 〈P3〉, K ∩ V = 〈P1, P2〉 рассматриваются аналогично. Предло-

жение доказано.

Предложение 6. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP (1, 4),
относящаяся к классу 1, π̂0(L) = 〈J04〉 и L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-
сопряжена с одной из следующих, алгебр:

1) L1 = 〈J04, P1, P2, J12〉; 2) L2 = 〈J12, J13, J23, J04〉;
3) L3 = 〈J04 + P3, P1, P2, J12〉; 4) L4 = 〈J04 + P2, G1, P3〉;
5) L5 = 〈G1, G2, J12, J04 + P3〉; 6) L6 = 〈J04, J12, P3〉.

Предложение 6 доказывается аналогично предложению 3.

с) Максимальные подалгебры ранга 3 алгебры AP (1, 4). Используя классифи-
кацию подалгебр, изложенную в пп. 7а) и 7b), а также классификацию максималь-
ных подалгебр ранга 2 алгебры AP (1, 4), изложенную в п. 6, получаем следующую
теорему.

Теорема 4. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4) и
L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) F1–F5 предложения 4; 2) K1–K8 предложения 5;
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3) L1–L6 предложения 6; 4) 〈J12, J34,D〉;
5) 〈J03, J04, J34,D〉; 6) 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉, α > 0;
7) 〈G1 + P3, G2 + αP2 + βP3, J04 − 2D〉, α > 0 ∨ α = 0, β > 0;
8) 〈G1, G2 + P2, J04 −D〉; 9) 〈G1 + P0 − P4, P2, J04 − 2D〉;
10) 〈G1 + P2, P3, J04 −D〉; 11) 〈G1, P3,D〉; 12) 〈G1, P3, J04 + αD〉, α > 0;
13) 〈G1, P3, J04 +D +M〉; 14) 〈G3, J12,D〉; 15) 〈G3, J12, J04 + αD〉, α > 0;
16) 〈G3, J12, J04 +D +M〉; 17) 〈G3 + P0 − P4, J12, J04 − 2D〉;
18) 〈P2, P3, J23,D〉; 19) 〈P2, P3, J23, J04 + αD〉, α > 0;
20) 〈P2, P3, J23, J04 +D +M〉; 21) 〈G1, G2, J12,D〉; 21) 〈G1, G2, J12,D〉;
22) 〈G1, G2, J12, J04 + αD〉, α 	= 0; 23) 〈G1, G2, J04 +D +M〉;
24) 〈J12, J13, J33,D〉; 25) 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉, α > 0;
26) 〈J12, J13, J23, J04 +D +M〉; 27) 〈J12, P3,D〉;
28) 〈J12, P3, J04 + αD〉, α > 0; 29) 〈J12, P3, J04 +D +M〉;
30) 〈J12 +M,P3, J04 +D〉; 31) 〈J12 + αM,P3, J04 +D +M〉, α > 0;
32) 〈J04, P1,D〉; 33) 〈J12 + cJ04, P3,D〉, c > 0;
34) 〈J12 + cJ04, P3, J04 + αD〉, c > 0, α > 0; 35) 〈J04, J12,D〉;
36) 〈G3, J12 + cJ04,D〉, c > 0; 37) 〈G3, J12 + cJ04, J04 + αD〉, c > 0, α 	= 0.

Доказательство. Если L ⊂ AP (1, 4), то справедливость теоремы вытекает из
предложений 4–6. Проведем классификацию максимальных подалгебр ранга 3
алгебры AP̃ (1, 4), проекция которых на 〈D〉 совпадает с 〈D〉. Согласно алгори-
тму, изложенному в п. 3, для каждой максимальной подалгебры ранга 2 алгебры
AP (1, 4) необходимо найти все ее неэквивалентные расширения ранга 3 в алгебре
AP̃ (1, 4). Все вычисления приведены в таблице. Теорема доказана.

8. Подалгебры ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4). Классификацию максимальных
подалгебр ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4) проводим по схеме, изложенной в п. 3. В ре-
зультате получим следующую теорему.

Теорема 5. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4) и
L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда L P̃ (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) AO(1, 4); 2) AO′(1, 3)⊕ 〈P3〉, где AO′(1, 3) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, 2, 4);
3) 〈J03, J04, J34, P1, P2, J12〉; 4) 〈P1, P2, P3, P4, J12, J13, J14, J23, J24, J34〉;
5) 〈J12, P3, P4, J34,D〉; 6) 〈J01, J03, J13, P4,D〉; 7) 〈J03, J04, J34, J12,D〉;
8) 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23,D〉; 9) 〈J12, J13, J14, J23, J24,D〉;
10) 〈G1, G2, J12, P3,D〉; 11) 〈G3, P1, P2, J12,D〉;
12) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23,D〉; 13) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23,D〉;
14) 〈J04, P1, P2, J12,D〉; 15) 〈J12, J13, J23, J04,D〉;
16) 〈J04, J12, P3,D〉; 17) 〈G1, G2, J12, P3, J04 + αD〉, α > 0;
18) 〈G1, G2, J12, P3, J04 +D +M〉;
19) 〈G3, P1, P2, J12, J04 + αD〉, α > 0; 20) 〈G3, P1, P2, J12, J04 +D +M〉;
21) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 + αD〉, α 	= 0;
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22) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 +D +M〉;
23) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23, J04 + αD〉, α > 0;
24) 〈G3 + P0 − P4, P1, P2, J12, J04 − 2D〉;
25) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23, J04 +D +M〉; 26) 〈G1, G2 + P2, P3, J04 −D〉;
27) 〈J12, J13, J23, P4,D〉; 28) 〈G1, G2 + P2, G3 + λP3, J04 −D〉, λ > 0;
29) 〈P1, P2, P3, J12, J13, J23, J04〉.

9. Конформная сопряженность подалгебр алгебры AP̃ (1, 4). В пп. 5–8 про-
ведена классификация максимальных подалгебр ранга 1, 2, 3 и 4 алгебры AP̃ (1, 4)
с точностью до группы G1 P̃ (1, 4)-автоморфизмов. Все эти автоморфизмы оставля-
ют инвариантным вполне изотропное подпространство V̄(1) = 〈Q1 +Q7〉. Получен-
ное множество подалгебр алгебры AP̃ (1, 4) обозначим через U. Две подалгебры
L1, L2 ∈ U могут быть сопряжены с помощью некоторого C(1, 4)-автоморфизма, не
входящего в G1. Следовательно, на втором этапе выделяется задача классифика-
ции подалгебр из множества U с точностью до C(1, 4)-сопряженности. Отметим,
что если L1, L2 ∈ U C(1, 4)-сопряжены, то подалгебры ω̂(L1) и ω̂(L2) относя-
тся одновременно либо к классу 0, либо к классу 1. Рассмотрим вначале случай,
когда ω̂(L1) и ω̂(L2) относятся к классу 0. Обозначим через C1 и C2 матрицы
diag [1, 1, 1, 1, 1, 1,−1] и diag [1, 1, 1, 1, 1,−1, 1] соответственно. Пусть ϕi — C(1, 4)-
автоморфизм алгебры AC(1, 4), определяемый матрицей Ci, i = 1, 2. Полное реше-
ние задачи о сопряженности подалгебр L1, L2 ∈ U будет опираться на следующее
предложение.

Предложение 7. Пусть L ∈ U — подалгебра алгебры AP̃ (1, 4) и ω̂(L) относится
к классу 0. Если W — L-инвариантное вполне изотропное подпространство V ,
то существует такой P̃ (1, 4)-автоморфизм f алгебры AP̃ (1, 4), что f(L) = L
и f(W ) = 〈Q1 + εQ7〉, где ε = ±1.
Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая, когда L ∩ V = 0. Слу-
чай L ∩ V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉 рассматривается аналогично. Так как ω̂(L) — вполне
приводимая подалгебра алгебры AO(1, 4), то она либо полупроста, либо O(1, 4)-
сопряжена с алгеброй AO(1, 2)⊕〈J34〉. Если ω̂(L) полупроста, то она имеет только
расщепляемые расширения в алгебре AP (1, 4), а потому L сопряжена либо с ал-
геброй AO(1, k), 2 ≤ k ≤ 4, либо с алгеброй AO(1, k)⊕ 〈D〉. В случае k = 4 W ⊂
〈Q1, Q7〉, а потомуW = 〈Q1+εQ7〉. Пусть k = 3, тогдаW ⊂ 〈Q1, Q6, Q7〉. Образую-
щий вектор Q пространства W запишем в виде Q = α(Q1+Q7)+β(Q1−Q7)+γQ6.
Так как Q — изотропный вектор, то γ2 − 4αβ = 0. Подействовав на вектор Q ав-
томорфизмом, определяемым элементом exp(ad tP6), получим

exp(−tP6)Q exp(tP6) = (α+ γt+ βt2)(Q1 −Q7) + (γ + 2βt)Q6.

Если β = 0, то γ = 0, а потому W = 〈Q1 + Q7〉. Допустим, что β 	= 0. Положим
γ + 2β = 0, тогда α + γt+ βt2 = 0. Следовательно, W = 〈Q1 −Q7〉. Случай k = 2
рассматривается аналогично.
Алгебра AO(1, 2) ⊕ 〈J34〉 аннулирует в пространстве V только нулевое под-

пространство. Следовательно, она имеет только расщепляемые расширения в ал-
гебре AP (1, 4) и потому L сопряжена либо с алгеброй AO(1, 2) ⊕ 〈J34〉, либо с
алгеброй AO(1, 2) ⊕ 〈J34 + αD〉. Таким образом, этот случай аналогичен случаю
L = AO(1, 4). Предложение доказано.
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Пусть теперь f — C(1, 4)-автоморфизм, отображающий алгебру L1 ∈ U на ал-
гебру L2 ∈ U. Подпространство f−1(V(1)) вполне изотропно и инвариантно отно-
сительно подалгебры L1. В силу предложения 7 существует P (1, 4)-автоморфизм
ψ, отображающий 〈Q1 − Q7〉 на f−1(V(1)), причем ψ(L1) = L1. Автоморфизм fψ
отображает L1 на L2, a 〈Q1 − Q7〉 нa V(1). Таким образом, можно предполагать,
что f(L1) = L2 и f(〈Q1 − Q7〉) = V(1). Автоморфизм fϕ1 отображает V(1) на V(1)

и потому fϕ1 = f1, где f1 — некоторый P̃ (1, 4)-автоморфизм. Отсюда f = f1ϕ1.
Последнее соотношение дает возможность проверить, будут ли сопряжены алге-
бры L1 ∈ U и L2 ∈ U с помощью некоторого C(1, 4)-автоморфизма, не входящего
в G1. С этой целью действуем на алгебру L1 автоморфизмом ϕ1 и получаем алге-
бру ϕ(L1). Если L1 и L2 сопряжены, то выполняется условие ϕ1(L1) ⊂ AP̃ (1, 4).
При выполнении этого условия остается проверить алгебры ϕ1(L1) и L2 на со-
пряженность относительно группы P̃ (1, 4)-автоморфизмов, а эта задача решена в
предыдущих пунктах.
Пусть далее L1, L2 ∈ U C(1, 4)-сопряжены и ω̂(L1), ω̂(L2) относятся к классу 1.

Вполне изотропное подпространство V(2) = 〈Q1 +Q7, Q2 +Q6〉 инвариантно отно-
сительно каждой из подалгебр L1, L2. Цепочка подпространств 0 ⊂ V(1) ⊂ V(2)

является композиционным рядом каждого из Li-модулей V(2), i = 1, 2. Справедли-
во следующее предложение.
Предложение 8. Пусть L ∈ U — подалгебра алгебры AP̃ (1, 4) и ω̂(L) относится
к классу 1. Если W — максимальное вполне изотропное подпространство V ,
инвариантное относительно L, и K — композиционный ряд L-модуля W , то
существует такой P̃ (1, 4)-автоморфизм f алгебры AP̃ (1, 4), что f(L) = L,
f(W ) = 〈Q1 + ε1Q7, Q2 + ε2Q6〉, где εi = ±1, i = 1, 2, а композиционный ряд
f(K) модуля f(W ) имеет один из следующих видов: а) 0 ⊂ 〈Q1 +ε1Q7〉 ⊂ f(W );
b) 0 ⊂ 〈Q2 + ε2Q6〉 ⊂ f(W ).
Предложение 8 доказывается аналогично предложению 7.
Покажем, как практически применить данное предложение к задаче сопряжен-

ности двух подалгебр L1, L2 ∈ U относительно группы C(1, 4)-автоморфизмов.
Допустим, что L1 и L2 C(1, 4)-сопряжены и f — автоморфизм, отображающий L1

на L2. Подпространство f−1(V(2)) вполне изотропно и инвариантно относительно
подалгебры L1. В силу предложения 8 существует P̃ (1, 4)-автоморфизм ψ, ото-
бражающий 〈Q1 + ε1Q7, Q2 + ε2Q6〉 на f−1(V(2)), и ψ(L1) = L1. Кроме того,
автоморфизм ψ отображает композиционный ряд K одного из видов а), b) пре-
дложения 8 на композиционный ряд модуля V(2). Будем считать, что K имеет
такой вид: 0 ⊂ 〈Q2 + Q6〉 ⊂ 〈Q1 + Q7, Q2 + Q6〉. Обозначим через θ автомор-
физм, определяемый матрицей diag [T, 1, 1, 1, T ], где T =

(
0 1
1 0

)
. Автоморфизм

θ отображает K, на композиционный ряд 0 ⊂ V(1) ⊂ V(2). Нетрудно убедиться,
что f = f1, где f1 — некоторый P̃ (1, 4)-автоморфизм алгебры AP̃ (1, 4). Отсюда
вытекает, что если L1 и L2 C(1, 4)-сопряжены, то θ(L1) ⊂ AP̃ (1, 4) и подалгебры
θ(L1) и L2 P̃ (1, 4)-сопряжены. Автоморфизм θ обладает такими свойствами:

θ(Ga) = Pa, θ(Pa) = −Ga, θ(J04) = −D, θ(D) = −J04, θ(M) = M.

Из изложенного выше вытекает, что дальнейшее упрощение подалгебр из мно-
жества U достигается за счет автоморфизмов вида fθ, fψθ, fϕ, где ϕ ∈ {ϕ1, ϕ2},
f — P̃ (1, 4)-автоморфизм. В результате получаем следующие теоремы.
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Теорема 6. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 1 алгебры AP (1, 4).
Тогда она C(1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) 〈P1〉; 2) 〈J12〉; 3) 〈J12 + cJ34〉, 0 < c ≤ 1; 4) 〈J04〉;
5) 〈J12 + cJ04〉, c > 0; 6) 〈J12 + P0〉; 7) 〈J12 + P3〉; 8) 〈J12 +M〉;
9) 〈J12 + J34 + P0〉; 10) 〈J12 + cJ34 + P0〉, 0 < c < 1; 11) 〈J04 + P1〉;
12) 〈J12 + cJ04 + P3〉, c > 0; 13) 〈G3 + P1〉; 14) 〈G3 + 2T 〉;
15) 〈G3 − J12 + 2T 〉; 16) 〈J12 + cJ34 + αD〉, 0 < c ≤ 1, α > 0;
17) 〈J04 + αD〉, 0 < α ≤ 1; 18) 〈J12 + cJ04 + αD〉, 0 < c ≤ α;
19) 〈J04 −D + 2T 〉; 20) 〈J12 + c(J04 −D + 2T )〉.

Теорема 7. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AP̃ (1, 4),
удовлетворяющая условию L∩V ⊂ 〈P1, P2, P3, P4〉. Тогда она C(1, 4)-сопряжена
с одной из следующих алгебр:

1) 〈P2, P3, J23〉; 2) 〈J12, P3〉; 3) 〈J04, P1〉; 4) 〈J12 + cJ04, P3〉, c > 0;
5) 〈G3, P1〉; 6) 〈J12, J34〉; 7) 〈J04, J12〉; 8) 〈G3, J12 + cJ04〉, c > 0;
9) 〈J12, J13, J23〉; 10) 〈J03, J04, J34〉; 11) 〈J12 + P0, P3〉; 12) 〈J14 + P3, P2〉;
13) 〈J12 +M,P3〉; 14) 〈J04 + P2, P1〉; 15) 〈G3 + P2, P1〉;
16) 〈G3 + 2T, P1〉; 17) 〈J12 + P0, J34 + δ0P0〉, δ ≥ 0;
18) 〈J04 + P3, J12 + δP3〉, δ ≥ 0; 19) 〈J04, J12 + P3〉;
20) 〈J12 +M,G3 + δT 〉, δ = 0; 2; 21) 〈J12, G3 + 2T 〉;
22) 〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP3〉, µ > 0, δ ≥ 0; 23) 〈G3, J04 + P1〉;
24) 〈J12 + J34,D〉; 25) 〈J12 + cJ34,D〉, 0 < c < 1; 26) 〈J04,D〉;
27) 〈J12 + cJ04,D〉, c > 0; 28) 〈J04 + αD,P1〉, α > 0;
29) 〈J12 + cJ04 + βD,P3〉, c > 0, β > 0;
30) 〈J12 + αD, J34 + βD〉, α > 0, β ≥ 0;
31) 〈J04 + αD, J12 + βD〉, α > 0, β ≥ 0; 32) 〈J04, J12 + αD〉;
33) 〈P1, J04 −D + 2T 〉; 34) 〈J12 + c(J04 −D + 2T ), P3〉, c > 0;
35) 〈J04 +D +M,J12 + αM〉, α ≥ 0; 36) 〈J04 +D,J12 +M〉;
37) 〈J04 − 2D,G3 + 2T 〉; 38) 〈J04 −D,G3 + P1〉;
39) 〈J12 + c(J04 − 2D), G3 + 2T 〉, c > 0.

Теорема 8. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 алгебры AP̃ (1, 4).
Тогда она C(1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) 〈J04, P1, P2, J12〉; 2) 〈J04, J12, P3〉; 3) 〈J12, J13, J23, J04〉;
4) 〈J04 + P3, P1, P2, J12〉; 5) 〈J04 + αD,P1, P2, J12〉, α 	= 0;
6) 〈J04,D, P1〉; 7) 〈J12 + cJ04,DP3〉, c > 0; 8) 〈J04, J12,D〉;
9) 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉; 10) 〈J04 +D +M,J12 + αM,P3〉, α ≥ 0;
11) 〈J04 +D,J12 +M,P3〉; 12) 〈P1, P2, P4, J12, J14, J24〉;
13) 〈J12, P3, P4, J34〉; 14) 〈G3, J04, P1〉; 15) 〈J12, J13, J23, P4〉;
16) 〈G3, J04, J12〉; 17) 〈G1, G2, J12, J04〉; 18) 〈J03, J04, J34, J12〉;
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19) 〈J12 + P0, P3, P4, J34〉; 20) 〈J12 + αD,P3, P4, J34〉;
21) 〈J03, J04, J34,D〉; 22) 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉, α > 0;
23) 〈J04 −D + 2T, P1, P2, J12〉; 24) 〈J12, J13, J23, J04 −D + 2T 〉;
25) 〈G3, P1, P2, J12〉; 26) 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉;
27) 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉; 28) 〈G3 + 2T, P1, P2, J12〉;
29) 〈G1, G2 − P2, P3〉; 30) 〈G3, J04 + P2, P1〉; 31) 〈G1, G2, J12, J04 + P3〉;
32) 〈J04 + αD, J12 + βD,P3〉, α2 + β2 	= 0; 33) 〈G3, J04 + αD,P1〉;
34) 〈J12, J34,D〉; 35) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1〉; 36) 〈J04 +D +M,G3, P1〉;
37) 〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉; 38) AO(4).

Теорема 9. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 4 алгебры AP̃ (1, 4).
Тогда она (1, 4)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) 〈P1, P2, P3, P4, J12, J13, J14, J23, J24, J34〉; 2) 〈J04, P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
3) 〈J03, J04, J34, P1, P2, J12〉;
4) AO′(1, 3)⊕ 〈P3〉, где AO′(1, 3) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, 2, 4〉; 5) AO(1, 4);
6) 〈J12,D, P3, P4, J34〉; 7) 〈D,P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
8) 〈J04,D, P1, P2, J12〉; 9) 〈J04 + αD,P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
10) 〈J04, J12,D, P3〉; 11) 〈G3 + αD, J04 + βD,P1, P2, J12〉, α2 + β2 	= 0;
12) 〈J12, J14, J24,D, P3〉; 13) 〈J03, J04, J34, P2,D〉; 14) AO(4)⊕ 〈D〉;
15) 〈J03, J04, J34, J12,D〉; 16) 〈J12, J13, J23, J04,D〉; 17) AO′(1, 3)⊕ 〈D〉;
18) 〈J04 −D + 2T, P1, P2, P3, J12, J13, J23〉;
19) 〈J04 − 2D,G3 + 2T, P1, P2, J12〉; 20) 〈J04 +D +M,G3, P1, P2, J12〉;
21) 〈J04 −D,G1, G2 + P2, P3〉.

10. Подалгебры оптической алгебры AOpt(1, 4). Целью настоящего пун-
кта является описание подалгебр алгебры AOpt(1, 4), не имеющих в R2,5 инва-
риантных вполне изотропных подпространств размерности 1. Подалгебры алгебры
AOpt(1, 4), имеющие в R2,5 инвариантное вполне изотропное подпространство ра-
змерности 1, сопряжены с подалгебрами расширенной алгебры Пуанкаре AP̃ (1, 4)
и их классификация по рангам изложена в пп. 5–9.
Пусть L — подалгебра алгебры AOpt(1, 4). Если τ̂(L) ⊂ 〈C, T, Z〉, то L C(1, 4)-

сопряжена с подалгеброй алгебры AP̃ (1, 4) [14]. Учитывая это, доказываем следу-
ющие теоремы.

Теорема 10. Одномерные подалгебры алгебры AOpt(1, 4), не сопряженные с по-
далгебрами алгебры AP̃ (1, 4), исчерпываются с точностью до C(1, 4)-сопря-
женности такими алгебрами:

1) 〈S + T 〉; 2) 〈S + T ±M〉; 3) 〈J12 + α(S + T )〉, α > 0;
4) 〈S + T + αZ〉, α > 0; 5) 〈J12 + α(S + T )±M〉;
6) 〈J12 + S + T +G1 + P2〉; 7) 〈J12 + α(S + T ) + βZ〉, α > 0, β > 0.

Теорема 11. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 2 алгебры AOpt(1, 4),
не сопряженная с подалгеброй алгебры AP̃ (1, 4). Тогда она C(1, 4)-сопряжена с
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одной из следующих алгебр:

1) 〈S + T + J12, G1 + P2〉; 2) 〈J12, S + T 〉; 3) 〈S + T + J12 +M,G1 + P2〉;
4) 〈S + T,Z〉; 5) 〈S + T + αJ12, Z〉, α > 0;
6) 〈S + T + J12 + λZ,G1 + P2〉, λ > 0; 7) 〈J12 + αZ, S + T + βZ〉, α > 0;
8) 〈J12, S + T + αZ〉, α > 0; 9) 〈J12 +M,S + T + γM〉;
10) 〈J12, S + T +M〉.

Теорема 12. Пусть L — максимальная подалгебра ранга 3 или 4 алгебры
AOpt(1, 4), не сопряженная с подалгеброй алгебры AP̃ (1, 4). Тогда она C(1, 4)-
сопряжена с одной из таких алгебр:

1) AO(3)⊕ (S + T + γM〉, γ < 0; 2) 〈S + T, J12, Z〉;
3) AO(3)⊕ 〈S + T + αZ〉; 4) 〈S + T + J12, Z,H1 + P2〉;
5) 〈S + T + 2J12 + γM,H1 + P2 +

√
2P3,H2 − P1 −

√
2H3〉, γ < 0;

6) 〈αZ + S + T + 2J12,H1 + P2 +
√

2P3,H2 − P1 −
√

2H3〉, α ∈ R;

7) 〈Z, S + T + 2J12, G1 + P2 +
√

2P3, G2 − P1 −
√

2G3〉;
8) AO(3)⊕ 〈S + T,Z〉.

1. Fushchych W.I., Shfelen W.M., The symmetry and some exact solutions of the eikonal equation,
Lett. Nuovo Cim., 1982, 34, 498–502.

2. Patera J., Winternitz P., Zassenhaus H., Continuous subgroups of the fundamental groups of physics.
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Редукция многомерного
Пуанкаре-инвариантного нелинейного
уравнения к двумерным уравнениям

А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

Изучена структура инвариантов расширенной изохронной алгебры Галилея
AG̃(0, n−1), являющейся подалгеброй алгебры Пуанкаре AP (1, n). С использовани-
ем этих результатов проведена классификация максимальных подалгебр ранга n− 2
и n − 1 алгебры AP (1, n). По подалгебрам ранга n − 1 алгебры AP (1, n) постро-
ены анзацы, редуцирующие уравнение Φ(�u, (∇u)2, u) = 0 к дифференциальным
уравнениям от двух инвариантных переменных.

1. Введение. Настоящая статья посвящена редукции нелинейного волнового
уравнения

Φ
(
�u, (∇u)2, u) = 0 (1)

в пространстве Минковского R1,n к двумерным уравнениям. Здесь u = u(x) —
скалярная функция от переменной x, x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ R1,n,

�u =
∂2u

∂x2
0

− ∂2u

∂x2
1

− · · · − ∂2u

∂x2
n

,

(∇u)2 =
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

− · · · −
(
∂u

∂xn

)2

.

Симметрийные свойства уравнения (1) при n ≤ 3 изучались в [1], а для
произвольного n — в [2, 3]. Частным случаем уравнения (1) являются уравне-
ния Клейна–Гордона, Даламбера, Лиувилля, Гамильтона–Якоби, уравнение синус-
Гордона и другие. Их изучению посвящены работы [1–8]. Для уравнения (1) ва-
жной является проблема редукции. Суть ее состоит в том, что вводятся новые
переменные ω1(x), . . . , ωk(x), 1 ≤ k ≤ n, являющиеся функциями от x и обла-
дающие тем свойством, что анзац u = ϕ(ω1, . . . , ωk) редуцирует уравнение (1) к
уравнению от меньшего числа переменных ω1, . . . , ωk. В частном случае, когда
k = 1, указанный анзац редуцирует уравнение (1) к обыкновенному дифференци-
альному уравнению с неизвестной функцией ϕ = ϕ(ω1). Построение всех анзацев
для уравнения (1) является очень трудной задачей. Эту трудность в значитель-
ной мере можно преодолеть в случае, когда ω1, . . . , ωk являются инвариантными
переменными.
Уравнение (1) инвариантно относительно группы преобразований Пуанкаре

P (1, n) пространства R1,n. Функции ω1(x), . . . , ωk(x) называются инвариантными
переменными, если они образуют полную систему инвариантов некоторой под-
группы группы P (1, n). Построение инвариантных переменных тесно связано с

Укр. матем. журн., 1991, 43, № 10, 1311–1323.
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задачей классификации связных подгрупп группы P (1, n), которая сводится к за-
даче классификации подалгебр соответствующей алгебры Ли AP (1, n). В рабо-
те [3] описаны максимальные подалгебры ранга n алгебры AP (1, n) с точностью
до P (1, n)-сопряженности. Это позволило выделить семь анзацев, редуцирующих
уравнение (1) к обыкновенным дифференциальным уравнениям. В этой же работе
построены все анзацы, редуцирующие уравнение (1) к дифференциальным урав-
нениям от двух и трех инвариантных переменных в пространствах Минковского
R1,2 и R1,3. По редуцированным уравнениям найдены некоторые классы точных
решений уравнений Клейна–Гордона, синус-Гордона и других уравнений.
Настоящая статья является продолжением исследований, выполненных в [7, 8].

В ней полностью изучена структура инвариантов расширенной изохронной алге-
бры Галилея AG̃(0, n − 1), являющейся подалгеброй алгебры AP (1, n). Показано,
что инварианты алгебры AG̃(0, n − 1) получаются из инвариантов ортогональной
алгебры AO(n − 1), если в последних провести нелинейную замену переменных,
явный вид которой определяется структурой инвариантного подпространства для
подалгебры алгебры AO(n − 1). Результаты, относящиеся к инвариантам алге-
бры AG̃(0, n − 1), позволили дать классификацию максимальных подалгебр рачга
n − 2 и n − 1 алгебры AP (1, n). По подалгебрам ранга n − 1 построены анзацы,
редуцирующие уравнение (1) к дифференциальным уравнениям от двух инвари-
антных переменных ω1 и ω2. Подалгебры ранга n − 2 алгебры AP (1, n) можно
использовать для редукции нелинейных уравнении Даламбера, Лиувилля, Борна–
Инфельда, Эйконала в пространстве Минковского R1,n.

2. Алгебра инвариантности уравнения (1). Уравнение (1) инвариантно отно-
сительно алгебры Пуанкаре AP (1, n), базис которой составляют такие векторные
поля:

Pµ = ∂µ, J0a = x0∂a + xa∂0, Jab = xb∂a − xa∂b,
µ = 0, 1, . . . , n; a, b = 1, 2, . . . , n.

(2)

Они связаны следующими коммутационными соотношениями:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαβ − gβγJβδ − gβδJαγ ,
[Pa, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , [Pα, Pβ ] = 0,

(3)

где g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 0 при α 	= β, α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , n.
Алгебра AP (1, n) содержит ортогональную алгебру AO(n) = 〈Jab | a, b = 1, . . . , n〉,
псевдоортогональную алгебру AO(1, n) = 〈Jµν | µ, ν = 0, 1, . . . , n〉, коммутативную
алгебру V = 〈P0, P1, . . . , Pn〉. Важной подалгеброй алгебры AP (1, n) является ра-
сширенная специальная алгебра Галилея AG̃(2, n − 1) = 〈M,T, P1, . . . , Pn−1, G1,
. . . , Gn−1〉⊕ (AO(n−1)⊕〈J0n〉), где M = P0 +Pn, T = 1

2 (P0−Pn), Ga = J0a−Jan,
a = 1, . . . , n − 1, AO(n − 1) = 〈Jab | a, b = 1, . . . , n − 1〉. Ее можно определить как
нормализатор изотропного пространства 〈P0 + Pn〉 в алгебре AP (1, n). Алгебра
AG̃(2, n− 1) содержит расширенную изохронную алгебру Галилея AG̃(0, n− 1) =
〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉 ⊕AO(n− 1).
Для проведения редукции уравнения (1) по подалгебрам алгебры AP (1, n) сле-

дует описать подалгебры алгебры AP (1, n) с точностью до P (1, n)-эквивалентнос-
ти. Две подалгебры K1, K2 алгебры AP (1, n) называются P (1, n)-эквивалентными,
если для некоторого g ∈ P (1, n) алгебры gK1g

−1 и K2 обладают одними и теми же
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инвариантами. Две максимальные подалгебры K1 и K2 данного ранга r эквива-
лентны тогда и только тогда, когда K1 и K2 P (1, n)-сопряжены. Таким образом, в
классе всех подалгебр алгебры AP (1, n) эквивалентных между собой, существует
с точностью до P (1, n)-сопряженности только одна максимальная подалгебра. В
настоящей статье предложен метод, с помощью которого подалгебры такого рода
можно полностью описать.
Пусть K — некоторая подалгебра алгебры AP (1, n). Если P0 ∈ K, то любое

решение u = u(x) уравнения (1), инвариантное относительно K, не зависит от x0

и потому является решением уравнения

Φ
(−�u,−(∇u)2, u) = 0 (4)

в евклидовом пространстве En, где

�u =
∂2u

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
n

, (∇u)2 =
(
∂u

∂x1

)2

+ · · ·+
(
∂u

∂xn

)2

.

Уравнение (4) инвариантно относительно алгебры Евклида AE(n) = 〈P1, . . . , Pn,
J12, . . . , Jn−1,n〉, генераторы которой имеют вид (2). Аналогично, если P0+Pn ∈ K,
то любое решение уравнения (1), инвариантное относительно K, имеет вид u =
u(x0 − xn, x1, . . . , xn−1) и потому является решением уравнения (4) в евклидовом
пространстве En−1. Таким образом, случаи P0, P0 + Pn ∈ K свелись к задаче
классификации подалгебр алгебр Евклида AE(n) и AE(n−1) и мы их рассмотрим
отдельно.
В работе будут использованы следующие обозначения:

AO[r, s] = 〈Jab | a, b = r, . . . , s〉, r ≤ s;
AE[r, s] = 〈Pr, . . . , Ps〉 ⊕AO[r, s], r ≤ s;
AE1[r, s] = 〈Gr, . . . , Gs〉 ⊕AO[r, s] r ≤ s;

π0, ω, ϕ — проектирование AG̃(2, n−1) на 〈J0n〉, AO[1, n−1] и 〈G1, . . . , Gn−1〉 соо-
тветственно; ω0 — проектирование AP̃ (1, n) на AO(1, n); M[r, s] = 〈Gr, . . . , Gs, Pr,
. . . , Ps〉 — векторное пространство над R, натянутое на Gr, . . . , Gs, Pr, . . . , Ps.

3. Инварианты расширенной изохронной алгебры Галилея AG̃(0, n − 1).
При изучении структуры инвариантов произвольной подалгебры алгебры AG̃(0, n−
1) используется понятие примарной части подалгебры ортогональной алгебры
AO(n− 1), введенное в работе [9].
Предложение 1. Пусть l = q1d1, m0 ≥ 0, L = (L ∩ M[m0 +1,m0 + l])+⊃ F —
полупрямая сумма подалгебры L ∩ M[m0 + 1,m0 + l], и примарной алгебры
F ⊂ AO[m0 + 1,m0 + l], являющейся подпрямой суммой неприводимых подал-
гебр соответственно алгебр AO[m0 + 1,m0 + d1], AO[m0d1 + 1,m0 + 2d1],. . . ,
AO[m0 + (q1 − 1)d1 + 1,m0 + q1d1]. Если P0, P0 + Pn 	∈ L, L ∩ V = 0 и ϕ(L) =
〈Gm0+1, . . . , Gm0+q1d1〉, то L сопряжена с алгеброй N1 ⊕ F , где N1 обладает
базисом

Gm0+1 + γ1Pm0+1, . . . , Gm0+d1 + γ1Pm0+d1 ,

Gm0+d1+1 + γ2Pm0+d1+1, . . . , Gm0+2d1 + γ2Pm0+2d1 ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gm0+(q1−1)d1+1 + γq1Pm0+(q1−1)d1+1, . . . , Gm0+q1d1 + γq1Pm0+q1d1 .

(5)
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Если P0, P0 + Pn 	∈ L, L ∩ V = 0 и ϕ(L) = 〈Gm0+1, . . . , Gm0+(q1−1)d1〉, то L
сопряжена с алгеброй N2 ⊕ F , где N2 обладает базисом

Gm0+1 + γ1Pm0+1 + λ1Pm0+(q1−1)d1+1, . . . , Gm0+d1 + γ1Pm0+d1 + λ1Pm0+q1d1 ,

Gm0+d1+1 + γ2Pm0+d1+1 + λ2Pm0+(q1−1)d1+1, . . . ,

Gm0+2d1 + γ2Pm0+2d1 + λ2Pm0+q1d1 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gm0+(q1−2)d1+1 + γq1−1Pm0+(q1−2)d1+1 + λq1−1Pm0+(q1−1)d1+1, . . . ,

Gm0+(q1−1)d1 + γq1−1Pm0+(q1−1)d1 + λq1−1Pm0+q1d1 .

(6)

Доказательство. В силу условия P0 + Pn 	∈ L подалгебра L ∩M[m0 + 1,m0 + l]
коммутативная. Поэтому первая часть предложения 1 вытекает из работы [10].
Пусть далее ϕ(L) = 〈Gm0+1, . . . , Gm0+(q1−1)d1〉. Тогда можно предполагать, что L∩
M[m0+1,m0+l] есть подпрямая сумма алгебры 〈Gm0+1+δ1Pm0+1, . . . , Gm0+(q1−1)d1

+δ(q1−1)d1Pm0+(q1−1)d1〉 и алгебры 〈Pm0+(q1−1)d1+1, . . . , Pm0+q1d1〉. при этом δ1 =
· · · = δd1 , δd1+1 = · · · = δ2d1 , . . . , δ(q1−2)d1+1 = · · · = δ(q1−1)d1 .
Алгебра L ∩M[m0 + 1,m0 + l] является прямой суммой алгебр M1, . . . ,Mq−1,

где Mj — алгебра, обладающая базисом

Gm0+(j−1)d1+1 + γjPm0+(j−1)d1+1 + δj11Pm0+(q1−1)d1+1 + · · ·+ δj1d1Pm0+q1d1 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gm0+jd1 + γjPm0+jd1 + δjd11Pm0+(q1−1)d1+1 + · · ·+ δjd1d1Pm0+q1d1 ,

j = 1, . . . , q1 − 1.

Связывающая матрица

∆j =

 δj11 · · · δj1d1· · · · · · · · ·
δjd11 · · · δjd1d1


сплетает представления неприводимой части алгебры F в пространствах
〈Gm0+(j−1)d1+1, . . . , Gm0+jd1〉 и 〈Pm0+(q1−1)d1+1, . . . , Pm0+q1d1〉. Поэтому ∆j = µjCj ,
где µj — вещественное число, а Cj — ортогональная матрица. O(n)-автоморфизм,
соответствующий матрице

Ed1 · · · 0
· · · · · · · · ·
· · · Cj · · ·
· · · · · · · · ·
0 · · · Ed1


оставляет неизменным F , Ml при l 	= j и преобразует пространство Mj в про-
странство, которому соответствует связывающая матрица µjEd1 . Предложение до-
казано.

Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AG̃(0, n − 1), обладающая нену-
левой проекцией ω(L) на AO(n− 1), P0, P0 + Pn 	∈ L. Обозначим через A1, . . . , At
примарные части ω(L). Тогда алгебра L∩M[1, n− 1] коммутативна и инвариантна
относительно ω(L). Согласно работе [11] она является прямой суммой

W = W1 ⊕ · · · ⊕Wt ⊕ W̃ , (7)
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подалгебр Wi, i = 1, . . . , t, W̃ , удовлетворяющих соотношениям [Wi, Ai] = [Ai,W ]
= Wi, [Aj ,Wi] = 0 при j 	= i, W̃ = {y ∈ W [L, y] = 0}. Изучим структуру ин-
вариантов алгебр Li = Wi ⊕ Ai, i = 1, . . . , t, так как они в значительной мере
определяют структуру инвариантов алгебры L. Не нарушая общности, можно огра-
ничиться рассмотрением алгебры L1. Ее примарная часть совпадает с A1 и являе-
тся подпрямой суммой неприводимых подалгебр соответственно алгебр AO[1, d1],
AO[d1 + 1, 2d1],. . . ,AO[(q1 − 1)d1 + 1, q1d1]. Инварианты алгебры L1 будем рассма-
тривать в пространстве функций от переменных x0−xn, x1, . . . , xq1d1 . ЕслиW1 	= 0,
то всегда можно предполагать, что ϕ(L1) = 〈G1, . . . , Gq′d1〉, где 1 ≤ q′ ≤ q1. В за-
висимости от значения q′ рассмотрим три случая.
a) Случай q′ = q1. В силу предложения 1 алгебра W1 с точностью до O(n −

1)-сопряженности обладает базисом (5) (если положить m0 = 0). Так как ранг
алгебры W1 равен q1d1, то она имеет два основных инварианта. В качестве этих
инвариантов можно взять функции x0 − xn и

σ = −x2
0 +

q1∑
i=1

x0 − xn
x0 − xn + γi

(
x2

(i−1)d1+1 + · · ·+ x2
id1

)
+ x2

n.

Так как каждая из них является инвариантом алгебры A1, то система функций
x0 − xn, σ образует полную систему инвариантов алгебры L1.
b) Случай q′ = q1 − 1. В силу предложения 1 алгебра W1 с точностью до

O(n − 1)-сопряженности обладает базисом (6) (если положить m0 = 0). Так как
ранг алгебры W1 равен (q1 − 1)d1, то ее полная система инвариантов состоит из
d1 + 2 функций. Очевидно, инвариантами W1 являются функции x0 − xn и

σ = −x2
0 +

q1−1∑
i=1

x0 − xn
x0 − xn + γi

(
x2

(i−1)d1+1 + · · ·+ x2
id1

)
+ x2

n.

Эти инварианты функционально независимы. Найдем остальные d1 функциональ-
но независимых инварианта алгебры W1, которые дополняют систему двух ин-
вариантов x0 − xn и σ алгебры W1 до полной системы инваиантов W1. Легко
убедиться, что инвариантом алгебры W1 является функция

y1 =
q1−1∑
i=1

λix(i−1)d1+1

x0 − xn + γi
− x(q1−1)d1+1. (8)

Подействовав на нее генератором J1j + Jd1+1,d1+j + · · · + J(q1−1)d1+1,(q1−1)d1+j ,
j = 2, . . . , d1, получим такой инвариант алгебры W1:

yj =
q1−1∑
i=1

λix(i−1)d1+j

x0 − xn + γi
− x(q1−1)d1+j . (9)

Мы нашли d1 функционально независимых инварианта y1, . . . , yd1 алгебры W1, ко-
торые вместе с инвариантами x0 − xn и σ образуют полную систему инвариантов
алгебры W1. Запишем генераторы примарной алгебры B, являющейся подпрямой
суммой алгебр AO[1, d1], AO[d1 + 1, 2d1],. . . , AO[(q1 − 1)d1 + 1, q1d1] в новых пе-
ременных y1, y2, . . . , yd1 . Рассмотрим, например, генератор

J̃ab = Jab + Jd1+a,d1+b + · · ·+ J(q1−1)d1+a,(q1−1)d1+b, a < b, 1 ≤ a, b ≤ d1.
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Используя формулы (7) и (8), получаем, что в переменных y1, y2, . . . , yd1 генератор
J̃ab принимает вид J̃ab = ya

∂
∂yb
− yb

∂
∂ya
. Отсюда вытекает, что A1 можно рас-

сматривать как подалгебру ортогональной алгебры AÕ(d1) = 〈J̃12, . . . , J̃d1−1,d1〉,
действующую в евклидовом пространстве Ẽd, состоящем из d1-мерных векторов
(y1, y2, . . . , yd1).
Допустим, что ранг алгебры A1 равен r. Тогда полная система инвариантов

алгебры A1, в пространстве функций от y1, y2, . . . , yd1 состоит из d1 − r функций.
Пусть это будут функции θ1, . . . , θd1−r. Используя эти функции, легко находим
полную систему инвариантов алгебры L1. Она состоит из функций x0 − xn, σ,
θ1, . . . , θd1−r, где вместо y1, . . . , yd1 подставлены из выражения (7) и (8).
c) Случай q′ < q1 − 1. Аналогично случаю b) A1 можно рассматривать как

подалгебру примарной алгебры B, являющейся подпрямой суммой ортогональных
алгебр AÕ[1, d1], AÕ[d1 +1, 2d1],. . . , AÕ[(q1−q′)d1−d1 +1, (q1−q′)d1]. Генераторы
этих алгебр записаны в переменных y1, . . . , yd1 , . . . , y(q1−q′)d1 , которые являются
инвариантами алгебры W1, не зависящими от u.
Допустим, что ранг алгебры A1 равен r. Тогда полная система инвариантов

алгебры A1 в пространстве функций от переменных y1, . . . , y(q1−q′)d1 , состоит из
(q1 − q′)d1 − r функций θ1, . . . , θ(q1−q′)d1−r. Используя их, получаем, что полная
система инвариантов алгебры L состоит из функций x0−xn, σ, θ1, . . . , θ(q1−q′)d1−r.
Результаты, изложенные в настоящем пункте, сводят задачу построения ин-

вариантов произвольной подалгебры алгебры AP (1, n) к задаче построения инва-
риантов неприводимых подалгебр ортогональной алгебры AO(k) для всех k ≤ n.
Известно [12], что неприводимая подалгебра L либо полупроста, либо является
полупрямой суммой L = S ⊕ Z(L) полупростого идеала S и одномерного центра
Z(L) Задача построения инвариантов полупростой алгебры в общем случае нера-
зрешима в квадратурах. Учитывая это обстоятельство, в дальнейшем будем пред-
полагать, что если, например, 1 — примарная часть алгебры ω(L), то она является
подпрямой суммой алгебр AO[1, d1], AO[d1+1, 2d1],. . . , AO[(q1−1)d1+1, q1d1], т. е.
рассматриваются лишь те неприводимые подалгебры алгебры AO[(i−1)d1 +1, id1],
которые совпадают с AO[(i − 1)d1 + 1, id1], i = 1, . . . , q1. Этому условию удовле-
творяют, очевидно, все разрешимые подалгебры алгебры AP (1, n). Однако класс
подалгебр алгебры AP (1, n), который выделяется с помощью данного условия,
является более широким, чем класс разрешимых подалгебр.

4. Максимальные подалгебры ранга n − 2 и n − 1 алгебры AG̃(0, n − 1).
Используя результаты, изложенные в пп. 2 и 3, найдем максимальные подалгебры
ранга n − 2 и n − 1 алгебры AG̃(0, n − 1). Пусть d1, . . . , dt — натуральные числа,
удовлетворяющие соотношениям 0 = d0 < d1 < · · · < dt = m. Для любых двух
натуральных чисел r и s, r ≤ s, положим

Φ(r, s, γ) = 〈Gr + γPr, . . . , Gs + γPs〉 ⊕AO[r, s], γ ∈ R.

Теорема 1. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n−2 алгебры AG̃(0, n−1)
и P0, P0 + Pn 	∈ L. Тогда L P (1, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) B1 = Φ(d0 + 1, d1, γ1)⊕ · · · ⊕ Φ(dt−1 + 1,m, γt)⊕AE[m+ 1, n− 2];
2) B2 = L1 ⊕ Φ(d + 1, d2, γ2) ⊕ · · · ⊕ Φ(dt−1 + 1,m, γt) ⊕ AE[m + 1, n − 1], где

L1 = W1 ⊕ A1, W1 обладает базисом (6) при m0 = 0, l = d, A1 — диагональ в
AO[1, d1]⊕ · · · ⊕AO[(q − 1)d1 + 1, q1d1];
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3) B3 = AO[1, d]⊕ Φ(d+ 1, d2, γ2)⊕ · · · ⊕ Φ(dt−1 + 1,m, γt)⊕ AE[m+ 1, n− 1],
d = 1, . . . , n− 2, m = d+ 1, , . . . , n− 1, n ≥ 4;

4) B4 = L1 ⊕ AE[m + 1, n − 1], где L1 = W1 ⊕ A1, W1 обладает базисом (6)
при m0 = 0, l = m, A1 — диагональ в AO[1, d1] ⊕ · · · ⊕ AO[(q1 − 1)d1 + 1, q1d1],
m = 2, . . . , n− 1, n ≥ 4;

5) B5 = L1 ⊕ AE[m + 1, n − 1], где L1 = W1 ⊕ A1, W1 обладает базисом (6)
при m0 = 0, l = m = 2q1, A1 = 〈J +αM〉, а J = J12 + · · ·+Jl−1,l, m = 2, . . . , n− 1,
n ≥ 4;

6) B6 = L1 ⊕ Φ(d + 1, d2, γ2) ⊕ · · · ⊕ Φ(dt−1 + 1,m, γt) ⊕ AE[m + 1, n − 1], где
L1 = W1 ⊕ 〈J + αM〉, W1 обладает базисом (6) при m0 = 0, l = d = 2q1,
J = J12 + · · ·+ Jd−1,d, m = d+ 1, . . . , n− 1;

7) B7 = AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1], m = 1, . . . , n− 1; n ≥ 2;
8) B8 = 〈J12 + αP0〉 ⊕AE[3, n], α > 0, n ≥ 2;
9) B9 = 〈J12 +M〉 ⊕AE[3, n− 1], n ≥ 3;
10) B10 = 〈J12 + αP3〉 ⊕AE[4, n], α > 0, n ≥ 3.

Доказательство. При доказательстве теоремы достаточно ограничиться рассмо-
трением случая L∩V = 0. Пусть ω(L) 	= 0, A1, . . . , At — примарные части алгебры
ω(L), W1, . . . ,Wt — подпространства алгебры L ∩M[1, n − 1], определяемые ра-
зложением (7). По определению A1 является подпрямой суммой алгебр AO[1, d1],
AO[d1 + 1, 2d1],. . . , AO[(q1 − 1)d1 + 1, q1, d1]. В зависимости от структуры про-
странства W1 рассмотрим три случая.
а) Случай ϕ(W1) = 〈G1, . . . , Gq1d1〉. В силу предложения 1 можно считать, что

W1 обладает базисом (5), где m0 = 0. Поэтому полная система инвариантов алге-
бры W1 состоит из функций x0 − xn, σ, xq1d1+1, . . . , xn−1. Следовательно, любой
инвариант J алгебры L является функцией J = J(x0 − xn, σ, xq1d1+1, . . . , xn−1).
В силу максимальности L отсюда вытекает, что AO[1, d1] ⊂ L, а значит, q1 = 1.
Таким образом, алгебра W1 ⊕A1 совпадает с алгеброй Φ(d0 + 1, d1, γ1) и выделяе-
тся прямым слагаемым в алгебре L, т.е. L = Φ(d0 + 1, d1, γ1)⊕L′. Через конечное
число шагов t1, t1 ≤ t, выделим в качестве прямых слагаемых все подалгебры
Wi ⊕Ai указанного вида, т.е.

L = Φ(d0 + 1, d1, γ1)⊕ · · · ⊕ Φ(dt1−1 + 1, dt1 , γt1)⊕ L.
Если L = 0, то, очевидно dt1 = n− 2 и мы получаем алгебру типа 1 теоремы 1.
Пусть ω(L) = 0 и L 	= 0. Так как L ∩ V = 0, то с точностью до P (1, n)-

сопряженности ϕ(L) = 〈Gm+1, . . . , Gn−2〉, где m = dt1 . Поэтому алгебра L облада-
ет либо базисом Gm+1 + γm+1Pm+1, . . . , Gn−2 + γn−2Pn−2, либо базисом Gm+1 +
γm+1Pm+1+λm+1Pn−1, . . . , Gn−2+γn−2Pn−2+λn−2Pn−1, где λ2

m+1+· · ·+λ2
n−2 	= 0.

В первом случае L = Φ(m+ 1,m+ 1, γm+1)⊕ · · · ⊕ Φ(n− 2, n− 2, γn−2) и потому
алгебра L, относится к типу 1 теоремы. Во втором случае алгебра L относится к
типу 2 теоремы.
Пусть далее ω(L) 	= 0. Тогда примарными частями алгебры L являются алгебры

At1+1, . . . , At. Алгебра At1+1 является подпрямой суммой алгебр AO[m+1,m+d],
AO[m+d+1,m+2d],. . . , AO[m+(q−1)d+1,m+ qd], где m = dt1 . Допустим, что
Wt1+1 = · · · = Wt = 0. Если q > 1, то инвариантами алгебры At1+1, а значит, и
алгебры L являются функции ϕ1 = x2

m+1 + · · ·+ x2
m+d, ϕ2 = x2

m+d+1 + · · ·+ x2
m+d.

так как инварианты x0 − xn, ϕ1 и ϕ2 алгебры L функционально независимы,
то они образуют полную систему инвариантов алгебры L. Следовательно, любой
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другой инвариант J алгебры L является функцией J = J(x0−xn, ϕ1, ϕ2) и потому
P0 + Pn ∈ L. Последнее соотношение противоречит предположению относительно
алгебры L. Значит, q = 1. Аналогично доказываем, что t1 + 1 = t. Следовательно,
L = Φ(d0 + 1, d1, γ1) ⊕ · · · ⊕ Φ(dt1−1 + 1, tt1 , γt1) ⊕ AO[m + 1,m + d] ⊕ L

′
, где

ω(L
′
) = 0. Нетрудно убедиться, что ϕ(L

′
) = 〈Gm+d+1, . . . , Gn−1〉 и потому L

′

обладает базисом Gm+d+1 + γm+d+1Pm+d+1, . . . , Gn−1 + γn−1Pn−1. это означает,
что алгебра L относится к типу 3 теоремы.
Допустим, что Wt1+1 	= 0. Тогда ϕ(Wt1+1) = 〈Gm+1, . . . , Gm+q′d〉, где 1 ≤ q′ ≤

q − 1. В силу результатов п. 3 инвариантами алгебры Lt1+1 = Wt1+1 ⊕ At1+1

являются функции x0 − xn, θ1,. . . , θ(q−q′)d−r (см. п. 3c). Они функционально не-
зависимы и каждая из них является инвариантом алгебры L. Отсюда вытекает,
что если q′ < q − 1, то (q − q′)d − r ≥ 3 и потому полная система инвариантов
алгебры L состоит более чем из трех функций. Это противоречит предположению
относительно алгебры L. Таким образом, q′ = q−1 и потому в силу предложения 1
Wt1+1 обладает базисом (6). Но тогда инвариантами алгебры Lt1+1, а значит, и
алгебры L являются функции x0−xn, y2

m+1+· · ·+y2
m+d, где ym+1, . . . , ym+d заданы

выражениями (8) и (9). Докажем, что t1 + 1 = t. Действительно, пусть t1 + 1 < t
Примарная алгебра At1+2 является подпрямой суммой алгебр AO[m1 +1,m1 +d1],
AO[m1 +d1 +1,m1 +2d1],. . . , AO[m1 +(q1−1)d1 +1,m1 +q1d1], где m1 = (q−1)d.
Если Wt1+2 = 0, то инвариантом алгебры At1+2, а значит, и алгебры L является
функция x2

m1+1 + · · ·+ x2
m1+d1

. Следовательно, полная система инвариантов алге-
бры L состоит из функций x0 − xn, y2

m+1 + · · · + y2
m+d, x

2
m1+1 + · · · + x2

m1+d1
. Но

тогда P0 +Pn ∈ L, что противоречит предположению относительно алгебры L. По-
лученное противоречие доказывает, что если t1 +1 < t, то Wt1+2 	= 0. Аналогично,
как и выше, доказываем, что ϕ(Wt1+2) = 〈Gm1+1, . . . , Gm1+(q1−1)d1〉. Но тогда ин-
вариантом алгебры Lt1+2 = Wt1+2⊕At1+2 является функция y2

m1+1 + · · ·+ y2
m1+d1

,
где ym1+1, . . . , ym1+d1 заданы выражениями (8) и (9), если положить x(i−1)d1+1 =
xm1+(i−1)d1+1. Таким образом, мы нашли три функционально независимых инва-
рианта x0−xn, y2

m+1 + · · ·+y2
m+d, y

2
m1+1 + · · ·+y2

m1+d1
алгебры L. Отсюда следует,

что P0 + Pn ∈ L и мы снова приходим к противоречию. Следовательно, t1 + 1 = t
и потому алгебра L относится к типу 2 или 6 теоремы.
b) Случай ϕ(W1) = 〈G1, . . . , Gq′d1〉, 1 ≤ q′ < q1. Из рассуждений, изложенных

выше, вытекает, что q′ = q1 − 1 и потому W1 обладает базисом (6) при m0 = 0.
Исключая алгебры, рассмотренные в п. а), доказываем далее, что t = 1. Таким
образом, алгебра L относится к одному из типов 4, 5 теоремы.
c) Случай ϕ(W1) = 0. Исключая алгебры, рассмотренные в пп. а) и b), получа-

ем W2 = · · · = Wt = 0. Следовательно, t = 1 и потому алгебра L относится к типу
7 или 9 теоремы. Теорема доказана.

Опишем далее максимальные подалгебры ранга n − 2 алгебры AG̃(2, n − 1) с
ненулевой проекцией на 〈J0n〉. Каждая такая подалгебра представляется в виде
полупрямой суммы L+⊃ 〈J0n +X〉, где L — максимальная подалгебра ранга n− 3
алгебры AG̃(0, n− 1), а X ∈ AG̃(0, n− 1).

Предложение 2. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n − 3 алгебры
AG̃(0, n− 1), для которой существует элемент вида J0n +X, X ∈ AG̃(0, n− 1),
содержащийся в нормализаторе алгебры L. Если P0, P0 + Pn 	∈ L, то L P (1, n)-
сопряжена с одной из следующих алгебр:
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1) AE1[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 3], m = 1, . . . , n− 3; n ≥ 4;
2) AE1[1, d]⊕AO[d+1,m]⊕AE[m+1, n−2], d = 1, . . . , n−3; m = d+2, . . . , n−2;

n ≥ 4;
3) AE1[1, d1]⊕AO[d1 +1, d2]⊕AO[d2 +1,m]⊕AE[m+1, n−1], d1 = 1, . . . , n−3;

d2 = d1 + 1, . . . , n− 2; m = d2 + 1, . . . , n− 1; n ≥ 4;
4) AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 2], m = 1, . . . , n− 2; n ≥ 3;
5) AO[1, d]⊕AO[d+1,m]⊕AE[m+1, n−1], d = 1, . . . , n−2; m = d+1, . . . , n−1;

n ≥ 3.

Доказательство. Пусть ω(L) 	= 0, A1, . . . , At — примарные части ω(L) и A1 явля-
ется подпрямой суммой алгебр AO[1, d1], AO[d1 + 1, 2d1], . . . , AO[(q1− 1)d1 + q1d1].
Допустим, что W1 	= 0. Тогда из условия [J0n + X,L] ⊂ L вытекает W1 =
〈G1, . . . , Gq′d1〉, где q′ ≥ 1. В силу максимальности L имеем AO[1, d1] ⊂ L и
потому q′ = 1. Таким образом, алгебра W1 ⊕ A1 совпадает с AE1[1, d1] и выде-
ляется прямым слагаемым в алгебре L, т.е. L = AE1[1, d1] ⊕ L′. Если L′ = 0, то
d1 = n − 3 и алгебра L относится к типу 1 предложения 2. Пусть далее L′ 	= 0.
При этом условии ω(L′) 	= 0 и алгебры A2, . . . , At являются примарными частя-
ми алгебры ω(L′). Из условия [J0n + X,L] ⊂ L и максимальности L вытекает
W2 = · · · = Wt = 0. Так как ранг алгебры L равен n − 3, то t ≤ 3. Рассмотрим
случай t = 2. Нетрудно убедиться, что A2 — ортогональная алгебра, совпадающая
с AO[d1 + 1, n− 1]. Если d1 + 1 = n− 2, то AO[d1 + 1, n− 1] = 〈Jn−2,n−1〉 и потому
L = AE1[1, d1]⊕ 〈Jn−2,n−1 +αM〉. Используя соотношение [J0n +X,L] ⊂ L, полу-
чаем α = 0. Таким образом, алгебра L относится к типу 2 предложения 2. Если
d1 +1 < n− 2, то AO[d1 +1, n− 1] ⊂ L и потому L = AE1[1, d1]⊕AO[d1 +1, n− 1].
Если t = 3, то аналогичными рассуждениями доказываем, что L относится к ти-
пу 3 предложения.
Допустим далее, что W1 = · · · = Wt = 0. Если t = 1, то, очевидно, L =

AO[1, n− 2]. Если t = 2, то L = AO[m+ 1, n− 1].
Пусть ω(L) = 0. В этом случае L = 〈G1〉 и, значит, n = 3, т.е. получаем алгебру

типа 1 предложения 2. Предложение доказано.

Теорема 2. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n−2 алгебры AG̃(2, n−
1), π0(L) = 〈J0n〉, L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена с одной из
следующих алгебр:

1) L1 = (AE1[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 3])⊕ 〈J0n〉, m = 1, . . . , n− 3; n ≥ 4;
2) L2 = (AE1[1,m]⊕AE[m+1, n− 3])⊕〈J0n+αPn−1〉, m = 1, . . . , n− 3; n ≥ 4;

α > 0;
3) L3 = (AE1[1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 3]) ⊕ 〈Jn−2,n−1 + cJ0n〉, m = 1, . . . , n − 3;

n ≥ 4; c > 0;
4) L4 = (AE1[1, d]⊕ AO[d+ 1,m]⊕ AE[m+ 1, n− 2])⊕ 〈J0n〉, d = 1, . . . , n− 3;

m = d+ 1, . . . , n− 2; n ≥ 4;
5) L5 = (AE1[1, d] ⊕ AO[d + 1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 2]) ⊕ 〈J0n + αPn−1〉, d =

1, . . . , n− 3; m = d+ 1, . . . , n− 2; n ≥ 4; α > 0;
6) L6 = (AE1[1, d1]⊕AO[d1 + 1, d2]⊕AO[d2 + 1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1])⊕ 〈J0n〉,

d1 = 1, . . . , n− 3; d2 = d1 + 1, . . . , n− 2, m = d2 + 1, . . . , n− 1; n ≥ 5;
7) L7 = (AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 2])⊕ 〈J0n〉, m = 1, . . . , n− 2; n ≥ 3;
8) L8 = (AO[1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 2]) ⊕ 〈J0n + αPn−1〉, m = d + 1, . . . , n − 2;

n ≥ 4; α > 0;
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9) L9 = (AO[1, d] ⊕ AO[d + 1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 1]) ⊕ 〈J0n〉, d = 1, . . . , n − 2;
m = d+ 1, . . . , n− 1; n ≥ 3.

Доказательство. Классификация всех максимальных подалгебр ранга n− 2 алге-
бры AG̃(2, n − 1), удовлетворяющих условию теоремы 2, сводится к нахождению
всех неэквивалентных расширений максимальных подалгебр F ранга n − 3 с по-
мощью одномерных подалгебр вида 〈J0n +X〉, X ∈ AG̃(0, n− 1).

1◦. Алгебра F1 = AE1[1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 3]. Нормализатор NorAP (1,n)F1

алгебры F1 в AP (1, n) совпадает с алгеброй F1⊕K, где K = 〈P0 +Pn, Pn−2, Pn−1,
Jn−2,n−1, J0n〉. Поэтому задача свелась к нахождению всех одномерных подалгебр
алгебры K с точностью до сопряженности относительно группы внутренних авто-
морфизмов. Алгебра K содержит только такие одномерные подалгебры с ненулевой
проекцией на 〈J0n〉: 〈J0n〉, 〈J0n + αPn−1〉, α > 0, 〈Jn−2,n1 + cJ0n〉, c > 0. Таким
образом, получаем следующие расширения ранга n − 2 алгебры F1: F1 ⊕ 〈J0n〉,
F1 ⊕ 〈J0n + αPn−1〉, α > 0, F1 ⊕ 〈Jn−2,n1 + cJ0n〉, c > 0.

2◦. Алгебра F2 = AE1[1, d] ⊕ AO[d + 1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 2]. Нормализа-
тор NorAP (1,n)F2 алгебры F2 в AP (1, n) совпадает с алгеброй F2 ⊕ K, где K =
〈P0 + Pn, Pn−1, J0n〉. Алгебра K содержит следующие одномерные подалгебры с
ненулевой проекцией на 〈J0n〉: 〈J0n〉, 〈J0n + αJn−1〉, α > 0. В результате полу-
чаем такие максимальные подалгебры ранга n > 2, содержащие F2: F2 ⊕ 〈J0n〉,
F2 ⊕ 〈J0n + αJn−1〉, α > 0.
Остальные случаи рассматриваются аналогично. Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n−1 алгебры AG̃(2, n−
1) и L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена с одной из следующих
алгебр:

1) AE[1, n− 1];
2) AE1[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1], m = 1, . . . , n− 1; n ≥ 2;
3) AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1]⊕ 〈J0n〉, m = 2, . . . , n− 1; n ≥ 3;
4) 〈G1 + P0 − Pn〉 ⊕AE[2, n− 1], n ≥ 2;
5) (AE1[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 2])⊕ 〈J0n〉, m = 1, . . . , n− 2; n ≥ 3;
6) Φ(d0 +1, d1, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dt−1 +1,m, γ1)⊕AE[m+1, n− 1], m = 1, . . . , n− 1;

n ≥ 2;
7) 〈J0n + αP1〉 ⊕AE[2, n− 1], n ≥ 2; α > 0;
8) (AE1[1,m] ⊕ 〈J0n + αPm+1〉) ⊕ AE[m + 2, n − 1], m = 1, . . . , n − 2; α > 0;

n ≥ 3.

Доказательство. При доказательстве теоремы достаточно ограничиться рассмо-
трением случая L∩ V = 0. Если π0(L) = 〈J0n〉, то L является полупрямой суммой
K +⊃ 〈J0n + X〉 максимальной подалгебры K ранга n − 2 алгебры AG̃(0, n − 1)
и одномерной подалгебры 〈J0n + X〉 ⊂ AG̃(2, n − 1). Используя описание макси-
мальных подалгебр ранга n − 2 алгебры AG̃(0, n − 1), изложенное в теореме 1, и
доказательство теоремы 2, легко проводим классификацию подалгебр, удовлетво-
ряющих указанным требованиям.
Если π0(L) = 0, то доказательство теоремы проводится аналогично доказатель-

ству теоремы 1. Теорема доказана.

5. Максимальные подалгебры ранга n − 2 и n − 1 алгебры AP (1, n). По-
далгебра L ⊂ AP (1, n) называется подалгеброй класса 0, если V не содержит
вполне изотропного подпространства, инвариантного относительно L.
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Теорема 4. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n− 2 алгебры AP (1, n),
относящаяся к классу 0, и L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена с
одной из следующих алгебр:

1) F1 = AO[0,m]⊕AE[m+ 1, n− 2], m = 2, . . . , n− 2; n ≥ 4;
2) F2 = AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1], m = 1, . . . , n− 1; n ≥ 3;
3) F3 = 〈J12 + αP0, J34 + βP0〉 ⊕AE[5, n], n ≥ 4;
4) F4 = 〈J12 + αP0〉 ⊕AO[3,m]⊕AE[m+ 1, n], m = 3, . . . , n; n ≥ 3;
5) F5 = AO[0,m]⊕AE[m+1, n−3]⊕〈Jn−2,n−1 +αPn〉, m = 2, . . . , n−3; α > 0;

n ≥ 5;
6) F6 = AO[0, d1]⊕AO[d1+1, d2]⊕AO[d2+1,m]⊕AE[m+1, n], d1 = 2, . . . , n−2;

d2 = d1 + 1, . . . , n− 1; m = d2 + 1, . . . , n; n ≥ 4;
7) F7 = AO[0, d] ⊕ AO[d + 1,m] ⊕ AE[m + 1, n − 1], d = 2, . . . , n − 2; m =

d+ 1, . . . , n− 1; n ≥ 4;
8) F8 = AO[0,m]⊕AO[m+1, d]⊕AE[d+1, n], m = 1, . . . , n−1; d = m+1, . . . , n;

n ≥ 2.

Доказательство. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n−2 алгебры AP (1, n),
L ∩ V = 0 и подалгебра ω0(L) относится к классу 0. Тогда пространство V являе-
тся прямой ортогональной суммой неприводимых L-подпространств V0, V1, . . . , Vs,
каждое из которых невырождено. По теореме Витта можно предполагать, что
V0 = 〈P0, P1, . . . , Pk0〉, V1 = 〈Pk0 , . . . , Pk0+k1〉, . . ., Vs = 〈Pσ+1, . . ., Pσ+ks

〉, где
σ = k0 + k1 + · · · + ks−1, σ + ks = n, k0 ≥ 0, k1 ≥ 1, i = 1, . . . , s. Здесь V0 —
псевдоевклидово пространство типа (1, k0), если k0 	= 0, Vi — евклидово про-
странство размерности ki, i = 1, . . . , s. Если k0 = 0, то V0 = 〈P0〉. Отсюда вытека-
ет, что алгебра ω0(L) является подпрямой суммой подалгебр A1 = AO[1, k1], . . .,
As = AO[σ + 1, σ + ks]. Пусть A1 	= 0, a A2 = · · · = As = 0. Тогда k1 = n − 1
и потому L относится к типу 2 или 4 теоремы 4. Пусть A1 	= 0, A2 	= 0, а
A3 = · · · = As = 0. Нетрудно убедиться, что алгебра L относится к одному из
типов 3, 8 теоремы 4. Если A1 	= 0, A2 	= 0, A3 	= 0, то вследствие максимальности
L имеем P0 ∈ L, что противоречит предположению.
Пусть далее k0 	= 0. Тогда k0 ≥ 2 и алгебра ω0(L) является подпрямой суммой

алгебр A0 = AO[1, k0], A1 = AO[k0 + 1, k0 + k1], . . ., As = AO[σ + 1, σ + ks]. Если
A1 = · · · = As = 0, то, очевидно, k0 = n − 2 и L относится к типу 1 теоремы 4.
Пусть A1 	= 0, A2 = · · · = As = 0. Если допустить, что k1 > 3, то L = AO[0, k0]⊕
AO[k0 + 1, n − 1]. Если k1 = 2, то 1 + k0 = n − 2, т.е. k0 = n − 3. Следовательно,
получаем такие алгебры: AO[0, k0]⊕AO[k0+1, n−1], AO[0, n−3]⊕〈Jn−2,n−1+αPn〉,
α > 0.
Пусть A1 	= 0, A2 	= 0, A3 = · · · = As = 0. Тогда k0 + k1 + k2 = 3 и алгебра L

относится к типу 6 теоремы. Теорема доказана.

Теорема 5. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n− 2 алгебры AP (1, n)
и L∩V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) B1–B10 теоремы 1;
2) F1–F8 теоремы 4;
3) L2, L3, L5, L7–L9 теоремы 2.

Доказательство. Нетрудно убедиться, что каждая из подалгебр Fi теоремы 4, i =
1, . . . , 7, максимальна в алгебре AP (1, n). Исследуем на максимальность алгебры,
представленные в теореме 2. Если алгебра L теоремы 2 не является максимальной



212 А.Ф. Баранник, Л.Ф. Баранник, В.И. Фущич

в алгебре AP (1, n), то она содержится в некоторой максимальной подалгебре L′

ранга n − 2, относящейся к классу 0. Так, для алгебры L1 соответствующей
максимальной подалгеброй L является алгебра 〈J01, . . . , J0m, J1n, . . . , Jmn, J0n〉 ⊕
AE[m + 1, n − 3], которая сопряжена с алгеброй AO[0,m + 1] ⊕ AE[m + 2, n −
2]. Аналогично исследуются алгебры L4, L6. Все остальные алгебры теоремы 2,
отличные от L1, L4 и L6, максимальны в алгебре AP (1, n). Теорема доказана.

Теорема 6. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n− 1 алгебры AP (1, n)
и L∩V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Тогда L P (1, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) L1 = AE[1, n− 1];
2) L2 = AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n], m = 1, . . . , n; n ≥ 2;
3) L3 = AE1[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1], m = 1, . . . , n− 1; n ≥ 2;
4) L4 = AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 1]⊕ 〈J0n〉, m = 1, . . . , n− 1; n ≥ 3;
5) L5 = AO[0,m]⊕AE[m+ 1, n− 1], m = 2, . . . , n− 1; n ≥ 3;
6) L6 = AO[0,m]⊕AO[m+1, q]⊕AE[q+1, n], m = 2, . . . , n−1; q = m+1, . . . , n;

n ≥ 3;
7) L7 = 〈G1 + P0 − Pn〉 ⊕AE[2, n− 1], n ≥ 2;
8) L8 = Φ(d0+1, d1, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dt−1+1,m, γt)⊕AE[m+1, n−1], m = 1, . . . , n−1;

n ≥ 3;
9) L9 = 〈J0n + αP1〉 ⊕AE[2, n− 1], n ≥ 2; α > 0;
10) L10 = (AE1[1,m] ⊕ 〈J0n + αPm+1〉) ⊕ AE[m + 2, n − 1], m = 1, . . . , n − 2;

α > 0; n ≥ 3;
11) L11 = 〈J13 + αP0〉 ⊕AE[3, n], n ≥ 2; α > 0.

Теорема 6 доказывается аналогично доказательству теорем 4 и 5.

6. Редукция по подалгебрам алгебры AP (1, n). В настоящем пункте прово-
дим редукцию уравнения (1) к дифференциальным уравнениям от двух инвариан-
тных переменных ω1, ω3. Для проведения указанной редукции используем макси-
мальные подалгебры L ранга n − 1 алгебры AP (1, n), удовлетворяющие условию
L ∩ V ⊂ 〈P1, . . . , Pn〉. Отдельно рассмотрим случай, когда L ∩ V изотропно или
L ∩ V = 〈P0〉.
Пусть L — некоторая подалгебра алгебры AP (1, n). Если P0 ∈ L или P0 +

Pn ∈ L, то, как показано в п. 2, любое решение уравнения (1), инвариантное
относительно L, является решением уравнения (4) в евклидовом пространстве En.
Таким образом, случаи P0, P0 +Pn ∈ L свелись к задаче классификации подалгебр
Евклида AE(n) и AE(n− 1).

Предложение 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n − 3 алгебры
Евклида AE[1, n − 1]. Тогда L E[1, n − 1]-сопряжена с одной из следующих,
алгебр:

1) F1 = AO[1,m]⊕AE[m+ 1, n− 2], m = 1, 2, . . . , n− 2; n ≥ 4;
2) F2 = AO[1,m] ⊕ AO[m + 1, d] ⊕ AE[d + 1, n − 1], m = 1, . . . , n − 2; d =

m+ 1, . . . , n− 1; n ≥ 4;
3) F3 = 〈J12 + αP3〉 ⊕AE[4, n− 1], α > 0; n ≥ 4.

Предложение 3 доказывается аналогично доказательству теоремы 4.
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Подалгебрам F1–F3 предложения 3 соответствуют такие анзацы:

F1 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

1 + · · ·+ x2
m

)1/2
, ω2 = xn−1;

F2 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

1 + · · ·+ x2
m

)1/2
, ω2 =

(
x2
m+1 + · · ·+ x2

d

)
;

F3 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 = α arctg

x2

x1
+ x3.

Анзац u = ϕ(ω1, ω2) редуцирует уравнение (4) к дифференциальному уравне-
нию от двух инвариантных переменных ω1 и ω2:

F1 : Φ
(
−ϕ11 − m− 1

ω1
ϕ1 − ϕ22,−ϕ2

1 − ϕ2
2, ϕ

)
= 0;

F2 : Φ
(
−ϕ11 − m− 1

ω1
ϕ1 − ϕ22 − d−m− 1

ω2
ϕ2,−ϕ2

1 − ϕ2
2, ϕ

)
= 0;

F3 : Φ
(
−ϕ11 − 1

ω1
ϕ1 − α2ϕ22 +

α

ω2
ϕ2,−ϕ2

1 − (α2 + 1)ϕ2
2, ϕ

)
= 0.

(10)

Используя далее подалгебры ранга n − 2 алгебры AE(n), изложенные в пре-
дложении 3 (если вместо n − 1 положить n), редуцируем уравнение (4) к диф-
ференциальным уравнениям от двух инвариантных переменных ω1 и ω2. Все эти
редуцированные уравнения имеют вид (10).
Проведем редукцию уравнения (1) по подалгебрам Li, представленными в тео-

реме 6. Этим подалгебрам соответствуют следующие анзацы:

L1 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 = x0, ω2 = xn;

L2 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 = x0, ω2 =
(
x2

1 + · · ·+ x2
m

)1/2 ;

L3 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 = x0 − xn, ω2 =
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

m − x2
n

)1/2 ;

L4 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

1 + · · ·+ x2
m

)1/2
, ω2 =

(
x2

0 − x2
n

)1/2 ;

L5 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

0 − x2
1 · · · − x2

m − x2
n

)1/2
, ω2 = xm+1;

L6 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

0 − x2
1 · · · − x2

m − x2
n

)1/2
,

ω2 =
(
x2
m+1 + · · ·+ x2

q

)1/2 ;
L7 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 = (x0 − xn)2 − 4x1,

ω2 = (x0 − xn)2 − 6x1(x0 − xn) + 6(x0 + xn);
L8 : u = ϕ(ω1, ω2), ω2 = x0 − xn,

ω1 = x2
0 −

t∑
i=1

(di − di−1)(x0 − xn)
x0 − xn + γi

(
x2
di−1+1 + · · ·+ x2

di

)
+ x2

n;

L9 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

0 − x2
n

)1/2
, ω2 = α ln(x0 + xn)− x1;

L10 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

0 − x2
1 − · · · − x2

m − x2
n

)1/2
,

ω2 = α ln(x0 − xn) + xm+1;

L11 : u = ϕ(ω1, ω2), ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 = x0 + arctg

x2

x1
.
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Анзац u = ϕ(ω1, ω2) редуцирует уравнение (1) к уравнению от двух инвариан-
тных переменных ω2 и ω2:

L1 : Φ
(
ϕ11 − ϕ22, ϕ

2
1 − ϕ2

2, ϕ
)

= 0;

L2 : Φ
(
ϕ11 − ϕ22 +

1−m
ω2

ϕ2, ϕ
2
1 − ϕ2

2, ϕ

)
= 0;

L3 : Φ
(

2ϕ11 +
2ω1

ω2
ϕ12 + ϕ22 +

m+ 1
ω2

ϕ2, 2ϕ2
1 +

2ω1

ω2
ϕ1ϕ2 + ϕ2

2, ϕ

)
= 0;

L4 : Φ
(
−ϕ11 + ϕ22 +

1−m
ω1

ϕ1 +
1
ω2
ϕ2,−ϕ2

1 + ϕ2
2, ϕ

)
= 0;

L5 : Φ
(
ϕ11 − ϕ22 +

m+ 1
ω1

ϕ1, ϕ
2
1 − ϕ2

2, ϕ

)
= 0;

L6 : Φ
(
ϕ11 − ϕ22 +

m+ 1
ω1

ϕ1 +
m+ 1− q

ω2
ϕ2, ϕ

2
1 − ϕ2

2, ϕ

)
= 0;

L7 : Φ
(−ϕ11 + 4ω1ϕ22,−ϕ2

1 + 4ω1ϕ
2
2, ϕ
)

= 0;

L8 : Φ

(
ϕ11 +

2ω2

ω1
ϕ12 +

1
ω1

[
1 +

t∑
i=1

(di − di−1)ω2

ω2 + γi

]
ϕ1,

ϕ2
1 +

2ω2

ω1
ϕ1ϕ2, ϕ

)
= 0;

L9 : Φ
(
ϕ11 +

2α
ω1
ϕ12 − ϕ22 +

1
ω1
ϕ1, ϕ

2
1 +

2α
ω1
ϕ1ϕ2 − ϕ2

2, ϕ

)
= 0;

L10 : Φ
(
ϕ11 +

2α
ω1
ϕ12 − ϕ22 +

m+ 1
ω1

ϕ1, ϕ
2
1 +

2α
ω1
ϕ1ϕ2 − ϕ2

2, ϕ

)
= 0;

L11 : Φ
(
−ϕ11 +

ω2
1 − 1
ω2

1

ϕ22 − 1
ω1
ϕ1,−ϕ2

1 +
ω2

1 − 1
ω2

1

ϕ2
2, ϕ

)
= 0.
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О редукции и точных решениях
нелинейных многомерных уравнений
Шредингера
А.Ф. БАРАННИК, В.А. МАРЧЕНКО, В.И. ФУЩИЧ

С использованием канонического разложения произвольной подалгебры ортогональ-
ной алгебры AO(n) описаны максимальные подалгебры ранга n и n−1 расширенной
изохронной алгебры Галилея, а также максимальные подалгебры ранга n обобщен-
ной расширенной классической алгебры Галилея AG̃(1, n), расширенной специаль-
ной алгебры Галилея AG̃(2, n) и расширенной полной алгебры Галилея AG̃(3, n).
По подалгебрам ранга п построены анзацы, редуцирующие многомерные уравнения
Шредингера к обыкновенным дифференциальным уравнениям. По решениям реду-
цированных уравнений найдены точные решения уравнений Шредингера.

With the help of the canonical decomposition of an arbitrary subalgebra of the orthogonal
algebra AO(n) the rank n and n− 1 maxima] subalgebras of the extended isochronous
Galileo algebra, the rank n maximal subalgebras of the generalized extended classi-
cal Galileo algebra AG̃(1, n), the extended special Galileo algebra AG̃(2, n) and the
extended whole Galileo algebra AG̃(3, n) are described. By using the rank n subalgebras,
ansätze reducing the many dimensional Schrödinger equations to ordinary differential
equations is found. With the help of the reduced equation solutions exact solutions of
the Schrödinger equation are constructed.

Введение
Рассмотрим дифференциальное уравнение

i
∂ψ

∂t
= k∆ψ + V (x, ψ, ψ∗), (1)

где V — произвольная дифференцируемая функция, ψ = ψ(t, x), x = (x1, x2, . . .,
xn), k — ненулевое вещественное число. Это уравнение при n = 3 и V = 0
превращается в свободное уравнение Шредингера.
Симметрийные свойства уравнения (1) с использованием методов С. Ли [1–5]

при n = 3 изучены в [4–9], а для произвольного n — в [5, 10, 11]. В настоящей
работе уравнение (1) исследуется для случаев V = ψF (|ψ|), где F — произволь-
ная гладкая функция, V = λψ|ψ|q, λ — произвольное комплексное число, а q —
вещественное число, и V = λψ|ψ|4/n. Для каждого из указанных случаев мы
выделяем в алгебре инвариантности уравнения (1) все максимальные подалгебры,
редукция по которым приводит к обыкновенным дифференциальным уравнениям.
Такие подалгебры имеют ранг n. Их описание получено из полного описания ма-
ксимальных подалгебр ранга n и n− 1 расширенной изохронной алгебры Галилея
AG̃(0, n) и основано на каноническом разложении произвольной подалгебры орто-
гональной алгебры AO(n) [12]. По решениям редуцированных уравнений найдены
точные решения уравнения (1).

Теор. и мат. физика, 1991, 87, № 2, C. 220–234.
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1. Алгебра инвариантности уравнения Шредингера
Если V = ψF (|ψ|), где F — произвольная гладкая функция, то уравнение (1)

инвариантно относительно обобщенной расширенной классической алгебры Гали-
лея AG̃(1, n) [5], базис которой составляют такие векторные поля:

Pa = −∂a, Jab = xb∂b − xb∂a, Ga = t∂a +
xa
2ki

(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗),

T = ∂t, M =
1

2ki
(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗) (a, b = 1, 2, . . . , n).

Они связаны следующими коммутационными соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Pb] = [Ga, Gb] = 0,
[Pa, Jbc] = δabPc − δacPb, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb,
[T, Jab] = 0, [T, Pa] = 0, [T,Ga] = −Pa, [Ga, Pb] = δabM,

(1.1)

где M — центральный элемент, δab = 0, если a 	= b, δab = 1, если a = b. Алгебра
AG̃(1, n) содержит ортогональную алгебру AO(n) = 〈J12, . . . , Jn−1,n〉 и расширен-
ную изохронную алгебру Галилея AG(0, n) = 〈M,P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉+⊃ AO(n)
(+⊃ — знак полупрямой суммы).
Если V = λψ|ψ|q, где λ — произвольное комплексное число, q — произволь-

ное вещественное число, то уравнение (1) инвариантно относительно расширенной
специальной алгебры Галилея AG̃(2, n), получаемой из алгебры AG̃(1, n) в резуль-
тате присоединения генератора дилатации

D = 2t∂t + xa∂a − 2
q
(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗).

Генераторы алгебры AG̃(2, n), удовлетворяют коммутационным соотношениям (1.1)
и таким соотношениям:

[D,Jab] = 0, [D,Pa] = −Pa, [D,Ga] = Ga, [D,T ] = −2T. (1.2)

Если V = λψ|ψ|4/n, где λ — произвольное комплексное число, то уравнение (1)
инвариантно относительно расширенной полной алгебры Галилея AG̃(1, n) [11],
получаемой из алгебры AG̃(1, n) в результате присоединения генераторов

D = 2t∂t + xa∂a − n

2
(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗),

S = t2∂t + txa∂a +
|x|2
4ki

(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗)− n

2
t(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗),

где |x|2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n. Генераторы алгебры AG̃(3, n) связаны коммутацион-

ными соотношениями (1.1), (1.2) и следующими соотношениями:

[S, Jab] = 0, [S, Pa] = Ga, [S,Ga] = 0, [D,S] = 2S, [T, S] = D.

Максимальную локальную группу инвариантности соответствующего уравне-
ния Шредингера обозначим через G̃(l, n) (l = 1, 2, 3). Ее алгебра Ли совпадает с
алгеброй AG̃(l, n). Для проведения редукции уравнения (1) по подалгебрам алге-
бры AG̃(l, n) (l = 1, 2, 3) следует описать подалгебры алгебры AG̃(l, n) с точностью
до G̃(l, n)-эквивалентности. Две подалгебры K1, K2 алгебры AG̃(l, n) называются
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G̃(l, n)-эквивалентными, если для некоторого g ∈ G̃(l, n) алгебры gK1g
−1 и K2

обладают одними и теми инвариантами. Если функции fδ(x) (δ = 1, . . . , s) являю-
тся инварианта ненулевой подалгебры K алгебры AG̃(l, n), то K будем называть
алгеброй инвариантности данной системы функций. Для системы инвариантов ка-
ждой подалгебры алгебры AG̃(l, n) существует максимальная алгебра ивариантно-
сти, содержащая все алгебры инвариантности данной системы функций. Нетрудно
доказать, что подалгебры K1 и K2 алгебры AG̃(l, n) эквивалентны тогда и только
тогда, когда максимальные алгебры инвариантности полных систем инвариантов
подалгебр K1 и K2 G̃(l, n)-сопряжены. В силу этого в классе всех подалгебр,
эквивалентных между собой, естественно выделить и изучить максимальные по-
далгебры, поскольку такие подалгебры определяются однозначно с точностью до
G̃(l, n)-сопряженности.
Пусть K — некоторая подалгебра алгебры AG̃(l, n). Если M ∈ K, то ψψ∗ =

const, и мы получаем линейное уравнение. При T ∈ K инварианты не зависят
от t. В связи с этим будем предполагать, что все рассматриваемые подалгебры не
содержат M и T .
В работе будут использоваться следующие обозначения: V ′[r, s] = 〈Gr, . . . , Gs〉

(r ≤ s); V = 〈P1, . . . , Pn〉; τ , ω, ϕ — проектирования AG̃(3, n) на 〈D,T, S〉,
AO(n), 〈G1, G2, . . . , Gn〉, соответственно; AO[r, s] = 〈Jab | a, b = r, . . . , s〉; AO(n) =
AO[1, n]; M[r, s] = 〈M,Gr, . . . , Gs, Pr, . . . , Ps〉 — алгебра Ли над R с генераторами
M,Gr, . . ., Gs, Pr, . . . , Ps.

2. Каноническое разложение подалгебры
ортогональной алгебры AO(n)

Пространство V ′ = 〈G1, . . . , Gn〉 можно рассматривать как евклидово про-
странство с ортонормированным базисом G1, . . . , Gn. Группу O(n) будем отожде-
ствлять с группой изометрий пространства V ′.
Пусть Γ : X → X — тривиальное представление алгебры F ⊂ AO(n). Тогда

Γ O(n)-эквивалентно diag [Γ1, . . . ,Γm], где Γj — неприводимое подпредставление
(j = 1, . . . ,m). Можно предполагать, что алгебра Fj = {diag [0, . . . ,Γj(X), . . . , 0] |
X ∈ F} является неприводимой подалгеброй ортогональной алгебры AO(Uj), где
Uj = V ′[kj−1 + 1, kj ] (k0 = 0; km = n; j = 1, . . . ,m). Если Fj 	= 0, то алгебру Fj
будем называть неприводимой частью алгебры F . Хорошо известно, что если пред-
ставления ∆ и ∆ алгебры Ли L кососимметрическими матрицами эквивалентны
над R, то C∆(X)C−1 = ∆′(X) для некоторой ортогональной матрицы C (X ∈ L).
Отсюда заключаем, что если Γr, и Γs, суть эквивалентные представления, то мо-
жно предполагать, что для любого X ∈ F имеет место равенство Γr(X) = Γs(X).
Объединив эквивалентные ненулевые неприводимые подпредставления, мы полу-
чим ненулевые попарно дизъюнктные подпредставления ∆1, . . . ,∆l представления
Γ. Алгебру

Aj = {diag [0, . . . ,∆j(X), . . . , 0] |X ∈ F} (j = 1, . . . , l)

будем называть примарной частью алгебры F . Очевидно, F является под пря-
мой суммой своих примарных частей. Разложение F в подпрямую сумму своих
примарных частей будем называть каноническим разложение алгебры F . Если F
совпадает со своей примарной частью, то F называется примарной алгеброй.

Предложение 1. Пусть n = ld, L = (L ∩M[1, n])+⊃ F — полупрямая сумма
подалгебры L ∩M[1, n] и примарной алгебры F ⊂ AO(n), являющейся подпря-
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мой суммой неприводимых подалгебр соответственно алгебр AO[1, d], AO[d +
1, 2d], . . . , AO[(l− 1)d+1, ld]. Если M 	∈ L, L∩V = 0 и ϕ(L) = 〈G1, . . . , Gld〉, то L
сопряжена с алгеброй W1 +⊃ F , где W1 обладает базисом

G1 + γ1P1, . . . , Gd + γ1Pd,

Gd+1 + γ2Pd+1, . . . , G2d + γ2P2d,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
G(l−1)d+1 + γlP(l−1)d+1, . . . , Gld + γlPld.

(2.1)

Если M 	∈ L, L∩V = 0 и ϕ(L) = 〈G1, . . . , G(l−1)d〉, то L сопряжена с алгеброй
W1 +⊃ F , где W1 обладает базисом

G1 + γ1P1 + λ1Pλ(l−1)d+1, . . . , Gd + γ1Pd + λ1Pld,

Gd+1 + γ2Pd+1 + λ2P(l−1)d+1, . . . , G2d + γ2P2d + λ2Pld,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
G(l−2)d+1 + γl−1P(l−2)d+1 + λl−1P(l−1)d+1, . . . , G(l−1)d + γl−1P(l−1)d + λl−1Pld.

(2.2)

Доказательство. В силу условия M 	∈ L подалгебра L ∩M[1, n] коммутативная.
Поэтому первая часть предложения вытекает из работы [13]. Пусть, далее, ϕ(L) =
〈G1, . . . , G(l−1)d〉. Тогда можно предполагать, что L∩M[1, n] есть подпрямая сумма
алгебры 〈G1 + δ1P1, . . . , G(l−1)d + δ(l−1)dPl−1d〉 и алгебры 〈P(l−1)d+1, . . . , Pld〉, при
этом δ1 = · · · = δd, δd+1 = · · · = δ2d, . . . , δ(l−2)d+1 = · · · = δ(l−1)d.
Алгебра L ∩M[1, n] является прямой суммой алгебр N1 . . . ,Nl−1, где Nj —

алгебра, обладающая базисом

G(j−1)d+1 + γjP(j−1)d+1 + δj11P(l−1)d+1 + · · ·+ δj1dPld,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Gjd + γjPjd + δjd1P(l−1)d+1 + · · ·+ δjddPld (j = 1, . . . , l − 1).

Связывающая матрица

∆j =

 δj11 · · · δj1d
· · · · · · · · ·
δjd1 · · · δjdd


сплетает представления неприводимой части алгебры F в пространствах
〈G(j−1)d+1, . . . , Gjd〉 и 〈P(l−1)d+1, . . . , Pld〉. Поэтому ∆j = λjCj , где λj — веще-
ственное число, a Cj — ортогональная матрица. O(n)-автоморфизм, соответству-
ющий матрице

Ed
. . . 0

Cj

0
. . .

Ed


оставляет неизменным F , Nj , при i 	= j и преобразует пространство Nj в про-
странство, которому соответствует связывающая матрица λjEd. Предложение до-
казано.
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3. Инварианты расширенной изохронной алгебры Галилея AG̃(0, n)
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AG̃(0, n), обладающая нулевой

проекцией ω(L) на AO(n), и M /∈ L. Обозначим через A1, . . . , Ap примерные
части ω(L). Подалгебра L ∩M[1, n] коммутативна и инвариантна относительно
ω(L). Согласно работе [14] она является прямой суммой

W = W1 ⊕ · · · ⊕Wp ⊕ W̃

подалгебрWj (j = 1, . . . , p), W̃ , удовлетворяющих соотношениям [Wj , Aj ] = [Aj ,W ]
= Wj , [Ar,Wj ] = 0 при r 	= j, W̃ = {y ∈ W | [L, Y ] = 0}. Изучим структуру
инвариантов алгебр Lj = Wj +⊃ Aj (j = 1, . . . , p), так как они в значитель-
ной мере определяют структуру инвариантов алгебры L. He нарушая общно-
сти, можно ограничиться рассмотрением алгебры L1. Ее npi часть совпадает с
A1 и является подпрямой суммой неприводимых алгебр соответственно алгебр
AO[1, d], AO[d+ 1, 2d], . . . , AO[(l − 1)d+ 1, ld]. Инварианты алгебры L1 будем рас-
сматривать в пространстве функции переменных t, ψ, x1, . . . , xld. Всегда можно
предполагать, что ϕ(L1) = 〈G1, . . . , Gl1d〉, где 1 ≤ l1 ≤ l. В зависимости от значе-
ния l1 рассмотрим три случая.
А. Случай l1 = l. В силу предложения 1 алгебра W1 с точностью O(n)-

сопряженности обладает базисом (2.1). Так как ранг алгебры W1 равен ld, то
она имеет два основных инварианта. В качестве этих инвариантов можно взять
функции t и

σ = ψ exp

 i

4k

l∑
j=1

x2
(j−1)d+1 + · · ·+ x2

jd

t− γj

 . (3.1)

Так как каждая из них является инвариантом алгебры Aj , то система функций t,
σ образует полную систему инвариантов алгебры L1.
Б. Случай l1 = l − 1. В силу предложения 1 алгебра W1 с точностью O(n)-

сопряженности обладает базисом (2.2). Так как ранг алгебры W1 равен (l−1)d, то
ее полная система инвариантов состоит из d+2 функций. Очевидно, инвариантами
W1 являются функции t и

σ = ψ exp

 i

4k

l−1∑
j=1

x2
(j−1)d+1 + · · ·+ x2

jd

t− γj

 .
Эти инварианты функционально независимы. Найдем остальные d функционально
независимых инвариантов алгебры W1, которые дополняют систему двух инвари-
антов t и σ алгебры W1 до полной системы инвариантов W1. Легко убедиться, что
инвариантом алгебры W1 является функция

y1 =
l−1∑
s=1

λs(t+ γ1) · · · (t+ γs−1)(t+ γs+1) · · · (t+ γl−2)x(s−1)d+1 −

−
l−1∏
s=1

(t+ γs)x(l−1)d+1.

(3.2)
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Подействовав на нее генератором J1j + Jd+1,d+j + · · · + J(l−1)d+1,(l−1)d+j (j =
2 . . . , d), получаем такой инвариант алгебры W1:

yj =
l−1∑
s=1

λs(t+ γ1) · · · (t+ γs−1)(t+ γs+1) · · · (t+ γl−2)x(s−1)d+j +

+
l−1∏
s=1

(t+ γs)x(l−1)d.

(3.3)

Мы нашли d функционально независимых инвариантов y1, . . . , yd алгебры W1, ко-
торые вместе с инвариантами t и σ образуют полную систему инвариантов алгебры
W1. Запишем генераторы примарной алгебры, являющейся подпрямой суммой ал-
гебр AO[1, d], AO[d+1, 2d], . . . , AO[(l−1)d+1, ld] в новых переменных y1, y2, . . . , yd.
Рассмотрим, например, генератор J̃12 = J12 + Jd+1,d+2 + · · · + J(l−1)d+1,(l−1)d+2.
Используя формулы (3.2) и (3.3), получаем, что в переменных y1, y2, . . . , yd ге-
нератор J̃12 принимает вид J̃12 = y1

∂
∂y2
− y2 ∂

∂y1
.Отсюда вытекает, что A1 можно

рассматривать как подалгебру ортогональной алгебры AÕ(d) = 〈J̃12, . . . , J̃d−1,d〉
действующую в евклидовом пространстве Ẽd, состоящем из d-мерных векторов
(y1, y2, . . . , yd).
Допустим, что ранг алгебры A1 равен r. Тогда полная система инвариантов

алгебры A1 в пространстве функций от y1, y2, . . . , yd состоит из d − r функций.
Пусть это будут функции θ1, . . . , θd−r. Используя эти функции, мы без труда на-
ходим полную систему инвариантов алгебры L1. Она состоит из функций t, σ,
θ1, . . . , θd−r, где вместо y1, . . . , yd подставлены их выражения (3.2) и (3.3).
В. Случай l1 < l − 1. Аналогично случаю Б A1 можно рассматривать как по-

далгебру примарной алгебры B, являющейся подпрямой суммой ортогональных
алгебр AÕ[1, d], AÕ[d + 1, 2d], . . . , AÕ[(l − l1)d − d + 1, (l − l1)d]. Генераторы этих
алгебр записаны в переменных y1, . . . , yd, . . . , y(l−l1)d, которые являются инвариан-
тами алгебры W1 не зависящими от ψ.
Допустим, что ранг алгебры A1 равен r. Тогда полная система инвариантов

алгебры A1 в пространстве функций от переменных y1, . . . , y(l−l1)d состоит из
(l − l1)d − r функций. Пусть это будут функции θ1, . . . , θ(l−l1)d−r. Используя их,
получаем, что полная система инвариантов алгебры L1 состоит из функций t, σ,
θ1, . . . , θ(l−l1)d−r где σ задается формулой (3.1), в которой l = l1.

4. Максимальные подалгебры ранга n и n − 1 флгебры AG̃(0, n)
Здесь и в дальнейшем будем использовать следующие обозначения:

Φ(d0, d1, γ1) = 〈Gd0 + γ1Pd0 , . . . , Gd1 + γ1Pd1〉+⊃ AO[d0, d1];
AE(n−m) = 〈Pm+1, . . . , Pn〉+⊃ AO[m+ 1, n] (0 ≤ m ≤ n− 1);
AE(n− n) = AE(0) = 0;
AE1(n−m) = 〈Gm+1, . . . , Gn〉+⊃ AO[m+ 1, n] (0 ≤ m ≤ n− 1);
AE1(n− n) = AE1(0) = 0.

Пусть d1, . . . , dp — натуральные числа, удовлетворяющие соотношение d0 = 1 <
d1 < · · · < dp ≤ n.
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Предложение 2. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AG̃(0, n),
M 	∈ L и L ∩ V = 0. Тогда L G̃(0, n)-сопряжена с алгеброй Φ(1, d1, γ1) ⊕ Φ(d1 +
1, d2, γ2)⊕ · · · ⊕ Φ(dp−1 + 1, dp, γp), dp = n, γ1 < γ2 < · · · < γp.

Доказательство. Пусть ω(L) = 0. Так как M 	∈ L, то L является коммутативной
подалгеброй алгебры M[1, n]. Следовательно, алгебра L O(n)-сопряжена с алге-
брой 〈G1 + γ1P1, . . . , Gn + γnPn〉 [13]. Если, например, γ1 = γ2, то J12 ∈ L, а
потому ω(L) 	= 0. Полученное противоречие доказывает, что γ1 < γ2 < · · · < γn.
Пусть ω(L) 	= 0 и A1, . . . , Ap — примарные части алгебры ω(L). По опреде-

лению A1 является подпрямой суммой неприводимых подалгебр соответственно
алгебр AO[1, d1], AO[d1 + l, 2d1], . . . , AO[(l − 1)d1 + 1, ld1]. Допустим, что W1 = 0.
Тогда инвариантами алгебры A1, а значит, и алгебры L являются функции t,
ϕ1 = x2

1 + · · · + x2
d1
, . . ., ϕl = x2

(l−1)d1+1 + · · · + x2
ld1
. Tак как по условию полная

система инвариантов алгебры L состоит из двух инвариантов, то l = 1. Любой дру-
гой инвариант J алгебры L является функцией J = J(t, ϕ1) и потому M ∈ L, что
противоречит условию. Таким образом W1 	= 0. В силу результатов п. 2 и предло-
жения 1 можно считать, что W1 обладает базисом (2.1). Поэтому полная система
инвариантов алгебры W1 состоит из функций t, σ, xld1+1, . . . , xn. Следовательно,
любой инвариант J алгебры L является функцией J = J(t, σ, xld1+1, . . . , xn). В си-
лу максимальности L отсюда вытекает, что AO[1, d1] ⊂ L, а значит, l = 1. Мы
доказали, что алгебра Φ(1, d1, γ1) выделяется прямым слагаемым в алгебре L, т.е.
L = Φ(1, d1, γ1)⊕ L′.
Алгебра ω(L′) является подпрямой суммой примарных частей A2, . . . , Ap. При-

меняя к ней предыдущие рассуждения, доказываем, что L′ = Φ(d1 +1, d2, γ2)⊕L′′.
Через p шагов получаем, что L = Φ(1, d1, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dp−1+1, dp, γp)⊕L0, где L0 —
нулевая либо коммутативная подалгебра, содержащаяся в M[dp, n]. Если L0 = 0,
то все доказано. Если L0 	= 0, то ω(L0) = 0, а этот случай уже рассмотрен.
Предложение доказано.

Следствие 1. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AG̃(0, n) и
M 	∈ L. Тогда L G̃(0, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:
1) F1 = AE(n);
2) F2 = Φ(1, d1, γ1)⊕ Φ(d1 + 1, d2, γ2)⊕ · · · ⊕ Φ(dp−1 + 1, dp, γp) (dp = n);
3) F3 = Φ(1, d1, γ1) ⊕ Φ(d1 + 1, d2, γ2) ⊕ · · · ⊕ Φ(dp−1 + 1, dp, γp) ⊕ AE(n − m)

(dp = m; 1 ≤ m ≤ n).

Предложение 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n − 1 алгебры
AG̃(0, n) и M 	∈ L. Тогда L G̃(0, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:

1) K1 = 〈J12 + δM〉 ⊕AE(n− 2) (n ≥ 2);
2) K2 = AO(m)⊕AE(n−m) (1 ≤ m ≤ n);
3) K3 = AO[1, d]⊕Φ(d+1, d1, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dp−1 +1, dp, γp)⊕AE(n−m) (dp = m;

m ≤ n);
4) K4 = L1 ⊕ AE(n −m), где L1 = W1 +⊃ A1, W1 обладает базисом (2.2), а

A1 — диагональ в AO[1, d]⊕ · · · ⊕AO[(l − 1)d+ 1, ld] (m = ld; m ≤ n);
5) K5 = L1 ⊕ AE(n −m), где L1 = W1 +⊃ 〈J + αM〉, W1 обладает базисом

(2.2) при m = 2l, d = 2, a J = J12 + · · ·+ Jm−1,m (m ≤ n; α > 0);
6) K6 = L1⊕Φ(d1+1, d2, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dp+1,m, γp)⊕AE(n−m), где L1 = W1 +⊃

A1, W1 обладает базисом (2.2) при n = d1, a A1 — диагональ в AO[1, d1]⊕ · · · ⊕
AO[(l − 1)d1 + 1, ld1] (m ≤ n);
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7) K7 = L1⊕Φ(d1+1, d2, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dp+1,m, γp)⊕AE(n−m), где L1 = W1 +⊃
〈J+αM〉, W1 обладает базисом (2.2) при n = d1, d = 2, a J = J12 + · · ·+Jd1−1,d1

(α 	= 0).

5. Редукция по подалгебрам алгебры AG̃(1, n)
В настоящем пункте мы проводим редукцию уравнения (1) при V = ψF (|ψ|),

где F — произвольная гладкая функция, по максимальным подалгебрам ранга n
алгебры AG̃(1, n). Все такие подалгебры, содержащиеся в AG̃(0, n), описаны в пре-
дложении 2. Для нахождения максимальных подалгебр ранга n алгебры AG̃(1, n),
не содержащихся в AG̃(0, n), воспользуемся следующим предложением.

Предложение 4. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n, алгебры
AG̃(1, n), не содержащаяся в AG̃(0, n). Тогда L = K +⊃ 〈S〉, где K — максималь-
ная подалгебра ранга n− 1 алгебры AG̃(0, n), a S = T +X, X ∈ AG̃(0, n).

Справедливость предложения вытекает из теоремы об универсальном инвари-
анте [1]. Из предложения 4 вытекает, что построение максимальных подалгебр
ранга n алгебры AG̃(1, n), не содержащихся в AG̃(0, n), сводится к нахождению
всех расширений максимальных подалгебр ранга n − 1 алгебры AG̃(0, n) с помо-
щью одномерных подалгебр вида 〈T +X〉, X ∈ AG̃(0, n). Рассмотрим этот вопрос
более подробно. Пусть K — произвольная максимальная подалгебра ранга n − 1
алгебры AG̃(1, n). Допустим, что NorAG̃(1,n), где N — подпространство. Следо-

вательно, максимальная подалгебра L ранга n алгебры AG̃(1, n), содержащая K,
представляется в виде L = K +⊃ 〈T +X〉, где T +X ∈ N. Пусть L′ = K +⊃ 〈T +X ′〉
(T + X ′ ∈ N) — какая-нибудь другая максимальная подалгебра ранга n алгебры
AG̃(1, n). Тогда имеет место следующее

Предложение 5. Две подалгебры L = K +⊃ 〈T + X〉 и L′ = K +⊃ 〈T + X ′〉
G̃(1, n)-сопряжены тогда и только тогда, когда 〈T +X〉 и 〈T +X ′〉 сопряжены
относительно группы внутренних автоморфизмов алгебры K ⊕N.

Из предложений 4 и 5 вытекает следующий алгоритм построения максималь-
ных подалгебр ранга n алгебры AG̃(1, n), не содержащихся в AG̃(0, n).
1. Для максимальной подалгебры K ⊂ AG̃(0, n) находим ее нормализатор в

алгебре AG̃(1, n). Пусть, например, NorAG̃(1,n)K = K ⊕N.
2. Проводим классификацию с точностью до группы внутренних автоморфизмов

алгебры K⊕N всех одномерных подалгебр пространства N с ненулевой проекцией
на 〈T 〉.
3. Если 〈T +X1〉, . . . , 〈T +Xs〉 — все одномерные подалгебры пространства N,

то K1 = K +⊃ 〈T + X1〉, . . ., Ks = K +⊃ 〈T + Xs〉 — все расширения ранга n
алгебры AG̃(1, n), содержащие подалгебру K.
Отметим, что алгоритм построения подалгебр ранга n алгебры AG̃(l, n) (l =

2, 3), не содержащихся в AG̃(1, n), формулируется аналогично.
Используя указанный алгоритм, доказываем следующую теорему

Теорема 1. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AG̃(l, n) и
M,T 	∈ L. Тогда L G̃(1, n)-сопряжена с одной из следующих, алгебр:
1) F1 = AE(n);
2) F2 = Φ(1, d1, γ1)⊕· · ·⊕Φ(dp−1 +1, dp, γp)⊕AE(n−m) (dp = m; 1 ≤ m ≤ n);
3) F3 = 〈T + γM, J12 + δM〉 ⊕AE(n− 2) (γ, δ ∈ R; γ 	= 0);
4) F4 = 〈T + γM〉 ⊕AE(n− 1);
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5) F5 = 〈T + αG1〉 ⊕AE(n− 1);
6) F6 = 〈T + γM〉 ⊕AO[1,m]⊕AE(n−m) (γ ∈ R; γ 	= 0; 3 ≤ m ≤ n).

Для подалгебр F1–F6 получаем такие анзацы:

F1 : ψ = ϕ(ω), ω = t;

F2 : ψ = exp

− i

4k

p∑
j=1

x2
dj−1+1 + · · ·+ x2

dj

t− γj

ϕ(ω), ω = t;

F3 : ψ = exp
(
− iγ

2k
t+

iα

2k
arctg

x1

x2

)
ϕ(ω), ω = x2

1 + x2
2;

F4 : ψ = exp
(
− iγ

2k
t

)
ϕ(ω), ω = x1;

F5 : ψ = exp
(
iα2

6k
t3 − iαt

2k
x1

)
ϕ(ω), ω = αt2 − 2x1;

F6 : ψ = exp
(
− iγ

2k
t

)
ϕ(ω), ω =

m∑
j=1

x2
j .

Указанные анзацы редуцируют уравнение (1) в случае V = ψF (|ψ|) обыкновен-
ному дифференциальному уравнению с неизвестной функцией ϕ = ϕ(ω):

F1 : iϕ̇− ϕF (|ϕ|) = 0;

F2 : ϕ̇+
ϕ

2

p∑
j=1

dj − dj−1

ω − γj + iϕF (|ϕ|) = 0;

F3 : 4kωϕ̈+ 4kϕ̇−
(
γ

2k
+
α2

4k
ω−1

)
ϕ+ ϕF (|ϕ|) = 0;

F4 : kϕ̈− γ

2k
ϕ+ ϕF (|ϕ|) = 0;

F5 : 4kϕ̈+
α

4k
ωϕ+ ϕF (|ϕ|) = 0;

F6 : 4kωϕ̈+ 2mkϕ̇− γ

2k
ϕ+ ϕF (|ϕ|) = 0.

6. Редукция по подалгебрам алгебры AG̃(2, n)
В этом пункте мы рассматриваем уравнение Шредингера (1) при V = λψ|ψ|q,

где λ — произвольное комплексное число, a q — произвольное вещественное число.
Для редукции данного уравнения мы используем максимальные подалгебры ранга
n алгебры AG̃(2, n), которые не сопряжены с подалгебрами алгебры AG̃(1, n).
Учитывая, что каждая из таких подалгебр L удовлетворяет условию D ∈ τ(L) и
используя алгоритм описания таких подалгебр, изложенный в п. 5, приходим к
следующей теореме.

Теорема 2. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AG̃(2, n), не
сопряженная с подалгеброй алгебры AG̃(1, n). Если D ∈ τ(L), M,T 	∈ L, то L
G̃(2, n)-сопряжена с одной из следующих алгебр:
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1) L1 = AO(m)⊕AE(n−m)⊕ 〈D + δM〉 (m = 1, 2, . . . , n);
2) L2 = AO(m) ⊕ AE1(l − m) ⊕ AE(n − 1) ⊕ 〈D + δM〉 (m = 1, 2, . . . , n − 1;

l = m+ 1, . . . , n);
3) L3 = 〈J12 + αM,D + δM〉 ⊕AE(n− 2) (α ≥ 0);
4) L4 = 〈J12 + αM,D + δM〉 ⊕AE1(m− 2)⊕AE(n−m) (α ≥ 0, m = 3, . . . , n).

Подалгебрам L1–L4 соответствуют такие анзацы:

L1 : ψ = exp
[
−
(

1
q

+
iδ

4k

)
ln t
]
ϕ(ω), ω =

m∑
j=1

x2
j/t;

L2 : ψ = exp

−(1
q

+
iδ

4k

)
ln t− i

4kt

l∑
j=m+1

x2
j

ϕ(ω), ω =
m∑
j=1

x2
j/t;

L3 : ψ = exp
[
−
(

1
q

+
iδ

4k

)
ln t+

iα

2k
arctg

x1

x2

]
ϕ(ω), ω =

x2
1 + x2

2

t
;

L4 : ψ = exp

−(1
q

+
iδ

4k

)
ln t+

iα

2k
arctg

x1

x2
− i

4kt

m∑
j=3

x2
j

ϕ(ω),

ω =
x2

1 + x2
2

t
.

Указанные анзацы редуцируют уравнение (1) в случае V = λψ|ψ|q к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям с неизвестной функцией ϕ = ϕ(ω):

L1 : 4kωϕ̈+ (2km+ iω)ϕ̇+
(
i

q
− δ

4k

)
ϕ+ λϕ|ϕ|q = 0;

L2 : 4kωϕ̈+ (2km+ iω)ϕ̇+
(
i

q
− i(l −m)

2
− δ

4k

)
ϕ+ λϕ|ϕ|q = 0;

L3 : 4kωϕ̈+ (4k + iω)ϕ̇+
(
i

q
− δ

4k
− α2

4k
ω−1

)
ϕ+ λϕ|ϕ|q = 0;

L4 : 4kωϕ̈+ (4k + iω)ϕ̇+

+
(
i

q
− δ

4k
− i(m− 2)

2
− δ

4k
− α2

4k
ω−1

)
ϕ+ λϕ|ϕ|q = 0.

7. Редукция по подалгебрам алгебры AG̃(3, n)
В данном пункте речь пойдет о симметрийной редукции уравнения Шредин-

гера (1) при V = λψ|ψ|4/n, где λ — произвольное комплексное число. Поскольку
это уравнение является частным случаем уравнений, pacсмотренных в п. 5, 6,
то при изучении симметрийной редукции его можно ограничиться теми подалге-
брами, которые не сопряжены с подалгебрами алгебр AG̃(1, n) и AG̃(2, n). Тако-
выми являются те и только те подалгебры алгебры AG̃(3, n), проекции которых
на 〈D,S, T 〉 совпадают с 〈S + T 〉 или с 〈D,S, T 〉. Но поскольку мы исключаем
случаи, когда подалгебр; содержит T , то следует ограничиться подалгебрами, чьи
проекции на 〈D,S, T 〉 совпадают с 〈S + T 〉. Нетрудно убедиться, что для таких
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подалгебр L ω(L) = 0 или ω(L) — примарная алгебра. Используя описание ма-
ксимальных подалгебр ранга n − 1 алгебры AG̃(0, n) и алгоритм, изложенный в
п. 5, можно получить полное описание максимальных подалгебр ранга n алгебры
AG̃(3, n), чьи проекции на 〈D,S, T 〉 совпадают с 〈S + T 〉. Так как операторы этих
подалгебр имеют громоздкий вид, то мы выпишем лишь подалгебры L, у которых
примарная алгебра ω(L) является подпрямой суммой не более трех неприводимых
алгебр.

Теорема 3. Пусть L — максимальная подалгебра ранга n алгебры AG̃(3, n),
τ(L) = 〈S + T 〉 и ω(L) — примарная алгебра, являющаяся подпрямой суммой
не более трех неприводимых алгебр. Если M,T 	∈ L, то L G̃(0, n)-сопряжена с
одной из следующих алгебр:
1) K1 = AO(n)⊕ 〈S + T + αM〉;
2) K2 = 〈G1 +Pd+1, G2 +Pd+2, . . . , Gd +P2d〉+⊃ (K ⊕ 〈J〉), где K — диагональ

в AO[1, d]⊕AO[d+ 1, 2d], a J = S + T +
d∑
a=1

Ja,a+d + αM (n = 2d; d > 1);

3) K3 = 〈S + T + βM, J12 + αM〉 ⊕AE(n− 2);
4) K4 = 〈Ga+ 1√

3
Pa+ 2√

3
P2d+a, Gd+a− 1√

3
Pd+a+ 2√

3
P2d+a | a = 1, . . . , d〉+⊃ (K⊕

〈J〉) (n = 3d, d > 1), где K — диагональ в AO[1, d]⊕AO[d+1, 2d]⊕AO[2d+1, 3d], a

J = S + T + 2√
3

d∑
a=1

(Ja,d+a + Ja,2d+a + Jd+a,2d+a) + βM ;

5) K5 = 〈G1+P3, G2+P4〉+⊃ (〈J12+J34+βM〉⊕〈J〉), J = S+T+J13+J24+αM ;
6) K6 = 〈Ga + 1√

3
Pa + 2√

3
P4+a, G2+a − 1√

3
P2+a + 2√

3
P4+a | a = 1, 2〉+⊃ (〈J12 +

J34 +J56 +βM〉⊕ 〈J〉), где J = S+T + 2√
3
(J13 +J24 +J15 +J35 +J26 +J46)+αM .

Алгебрам K1–K6 соответствуют такие анзацы:

K1 : ψ = exp


it

n∑
j=1

x2
j

4k(t2 + 1)
− n

4
ln(t2 + 1)− iα

2k
arctg t

ϕ(ω),

ω =
n∑
j=1

x2
j/(t

2 + 1);

K2 : ψ = exp

[
−d

2
ln(t2 + 1)− i

4k

(
ω
t2 − 1
t

+
d∑
a=1

x2
a

t
+ 2α arctg t

)]
ϕ(ω),

ω = (t2 + 1)−2
d∑
a=1

(xa + txd+a)2;

K3 : ψ = exp
[
−1

2
ln(t2 + 1) +

it(x2
1 + x2

2)
4k(t2 + 1)

− iβ

2k
arctg t+

iα

2k
arctg

x1

x2

]
ϕ(ω),

ω =
x2

1 + x2
2

t2 + 1
;

K4 : ψ = exp
[
−3d

4
ln(t2 + 1)− i

4k

(
4ωt

t2 − 3
3t2 − 3

+
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+
d∑
a=1

(
x2
a

t− 1√
3

+
x2
d+a

t+ 1√
3

)
+ 2β arctg t

)]
ϕ(ω),

ω = (t2 + 1)−3
d∑
a=1

[(
t+

1√
3

)
xa +

(
t− 1√

3

)
xd+a +

+
√

3
2

(
t2 − 1

3

)
x2d+a

]2
;

K5 : ψ = exp
[
− ln(t2 + 1)− i

4k

(
ω
t2 − 1
t

+
x2

1 + x2
2

t
+

+ 2α arctg t− 2β arctg
x1 + tx3

x2 + tx4

)]
ϕ(ω),

ω = (t2 + 1)−2
[
(x1 + tx3)2 + (x2 + tx4)2

]
;

K6 : ψ = exp
[
− ln(t2 + 1)− i

4k

(
ω
t2 − 1
t

+
x2

1 + x2
2

t
+

+ 2α arctg t− 2β
y1
y2

)]
ϕ(ω),

y1 =
(
t+

1√
3

)
x1 +

(
t− 1√

3

)
x3 +

√
3

2

(
t2 − 1

3

)
x5,

y2 =
(
t+

1√
3

)
x2 +

(
t− 1√

3

)
x4 +

√
3

2

(
t2 − 1

3

)
x6,

ω = (t2 + 1)−2(y2
1 + y2

2).

Указанные анзацы редуцируют уравнение (1) в случае V = λψ|ψ|4/n к следую-
щим уравнениям:

K1 : 4kωϕ̈+ 2nkϕ̇−
( α

2k
+

ω

4k

)
ϕ+ λϕ|ϕ|4/n = 0;

K2 : −1
k

(
ω +

β

2

)
ϕ+ 2kdϕ̇+ 4kωϕ̈+ λϕ|ϕ|2/d = 0;

K3 : 4kωϕ̈+ 4kϕ̇−
(
β

2k
+

ω

4k
+
α2

4k
ω−1

)
ϕ+ λϕ|ϕ|2 = 0;

K4 : 2kωϕ̈+
3
2
kdϕ̇− 1

k

(
3ω +

β

2

)
ϕ+ λϕ|ϕ|4/3d = 0;

K5 : 4kωϕ̈− 1
k

(
ω +

α

2
+
β2

4ω

)
ϕ+ λϕ|ϕ| = 0;

K6 : 4kωϕ̈− 1
k

(
3ω +

α

2
+
β2

4ω

)
ϕ+ λϕ|ϕ|2/3 = 0.

8. Точные решения уравнений Шредингера
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Редуцированное уравнение, соответствующее подалгебре Fj будем обозначать
(5.j) (j = 1, . . . , 7). Аналогично редуцированное уравнение, соответствующее по-
далгебре Lj обозначим (6.j) (j = 1, . . . , 4). Найдем решения уравнения Шрединге-
ра (1) в случае V = ψF (|ψ|). Уравнение (5.2) имеет общее решение

ϕ = C

p∏
j=1

(t− γj)− 1
2 (dj−dj−1)

∫
F

 p∏
j=1

(t− γj)− 1
2 (dj−dj−1)

 dt.
Следовательно, решением уравнения Шредингера (1) является функция

ψ = exp

− i

4k

p∑
j=1

x2
dj−1+1 + · · ·+ x2

dj

t− γj

ϕ(t). (8.1)

Найдем решения уравнения (1), соответствующие решениям редуцированного урав-
нения (5.4), в предположении, что F (|ψ|) — вещественная функция. Пусть ϕ(ω) =
ρ(ω) exp(iθ(ω)), где ρ(ω), θ(ω) — вещественные функции. Нетрудно получить, что

ω = ±
∫

dρ√
−kC2

ρ2 + γ
2kρ

2 − 2ρ
∫
F (ρ)dρ

, θ =
C

ρ2
.

Уравнение (5.6) при F (|ϕ|) = λ|ϕ|q и γ = 0 имеет решение

ϕ =
[

2k
λqω

(
m− 2 +

2
q

)]1/q
.

Следовательно, решением уравнения Шредингера (1) является функция

ψ =

 2k

λq
m∑
j=1

x2
j

(
m− 2 +

2
q

)
1/q

. (8.2)

Уравнение (5.3) при F (|ϕ|) = λ|ϕ|q и γ = 0 имеет решение

ϕ =
[

1
λω

(
4k
q2
− α2

4k

)]1/q
. (8.3)

Ему соответствует такое решение уравнения Шредингера (I):

ψ = exp
(
iα

2k
arctg

x1

x2

)[
1

λ(x2
1 + x2

2)

(
4k
q2
− α2

4k

)]1/q
. (8.4)

Уравнение (5.2) при F (|ϕ|) = λ|ϕ|q и γ1 = γ2 = · · · = γp имеет решения

ϕ = Cω−m/2 exp
(

iCq

1−mq/2ω
1−mq/2

)
, mq 	= 2;

ϕ = Cω−1/q exp(iCq ln |ω|), mq = 2.



О редукции и точных решениях нелинейных уравнений Шредингера 229

Им соответствуют следующие решения уравнения Шредингера (1):

ψ = exp

− i

4k(t− γ1)

m∑
j=1

x2
j

Ct−m/2 exp
(

iCq

1−mq/2 t
1−mq/2

)
, mq 	= 2;(8.5)

ψ = exp

− i

4k(t− γ1)

m∑
j=1

x2
j

Ct−1/q exp (iCq ln |t|) , mq = 2. (8.6)

Уравнение (6.1) обладает решением ϕ = C, где

|C|q =
1
λ

(
δ

4k
− i

q

)
.

В результате получаем такое решение уравнения (1):

ψ = C exp
[
−
(

1
q

+
iδ

4k

)
ln t
]
. (8.7)

Аналогичное уравнение (6.2) обладает решением ϕ = C, где

|C|q =
1
λ

(
δ

4k
+
i(l −m)

2
− i

q

)
.

Ему соответствует решение

ψ = C exp

−(1
q

+
iδ

4k

)
ln t− i

4kt

l∑
j=m+1

x2
j

 . (8.8)

уравнения (1).
Итак, формулы (8.1)–(8.7) определяют многопараметрические семейства точных

решений уравнения (1) с нелинейностями V = ψF (|ψ|) и V = λψ|ψ|q. Эти решения
могут быть размножены, если воспользоваться инвариантностью уравнения (1)
относительно G(1, n) и G(2, n). Действительно, если ψ1(t, x) есть решение, то
новые решения строятся по формулам

ψ2 = ψ1

(
t

1− θt ,
x

1− θt
)

+
ix2

4k
θ

1− θt ,

ψ3 = ψ1(t, x+ vt) +
iv2

4k
t+

i

2k
vx,

где θ, v — параметры группы G(1, n).
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Про електромагнiтну структуру мас
елементарних частинок

О. БЕДРIЙ, В.I. ФУЩИЧ

Formulas are suggested for masses of elementary particles depending on the volume
and intensity of fields.

Проблема походження мас елементарних частинок на сьогоднi вiдкрита. Вона
не вирiшена не тiльки на кiлькiсному, а й на якiсному рiвнi. Вперше Дж.Дж.
Томпсон у 1893 р. [1] висунув iдею про електромагнiтну природу маси електрона.
Пiзнiше ця iдея обговорювалася з рiзних точок зору багатьма авторами в зв’язку
з рiзними конкретними моделями електрона (М. Абрагам, Г. Лоренц та iн.).
У повiдомленнi запропонованi формули для мас елементарних частинок, якi

залежать вiд об’єму V0, потенцiалу (неелектромагнiтного i негравiтацiйного по-
ходження) Vg, електромагнiтного поля D, E, B, H. Цi поля за припущенням
створюються складовими частинками елементарних частинок, структура i власти-
востi яких нам невiдомi.
Будемо припускати, що маса частинок m є деякою функцiєю, вказаних величин

m = F (V0, Vg,DE,DB,DH ,BE,HE,BH). (1)

Оскiльки m — скалярна величина, F — iнварiантна вiдносно просторових поворо-
тiв векторiв D, B, E, H. Це означає, що (1) має вигляд

m = F (V0, Vg,DE,DH ,DB,BE,HE,BH ,D2,E2,B2,H2). (2)

Якщо вимагати масштабну iнварiантнiсть (2) вiдносно перетворень

D → λD, E → λE, B → λB, H → λH, (3)

λ — масштабний параметр, то (2) набуває вигляду

m = F

(
V0, Vg,

DE

DH
,
DE

BE
, . . .

)
. (4)

Виходячи з розмiрностей m, V0, Vg, D, E, B, H, можна одержати найпростiшi
формули типу (2) для мас елементарних частинок. Наведемо деякi з них

m = V0
DE

Vg
, (5)

m = V0
BH

Vg
, (6)

m = g1V
n1
0 V n2

g (EH)n3 , (7)

Доповiдi АН України, 1991, № 2, С. 38–40.
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m = g2V
k1
0 V k2g (BD)k3 , (8)

m = g3V
l1
0 V l2g (B2 −D2)l3 , (9)

m = g4V
r1
0 V r2g (E2 −H2)r3 , (10)

де n1, n2, n3, k1, k2, k3, l1, l2, l3, r1, r2, r3 — дiйснi числа, g1, g2, g3, g4 — розмiрнi
константи, якi можуть бути визначенi з теорiї розмiрностей.
Варто зауважити, що формули (7)–(10), якщо V0 i Vg — постiйнi величини,

iнварiантнi не тiльки вiдносно просторових поворотiв, а iнварiантнi також вiдносно
групи Лоренца.
Наведемо тепер числовi значення V0, Vg, |D|, |E|, |B|, |H|, якi дають, згiдно з

формулами (5), (6), експериментальнi значення мас електрона i протона.
Для електрона

V0 = 4, 44043 · 10−41, Vg = 8, 98775 · 1016, B = 4, 81346 · 1010,

H = 3, 83043 · 1016, D = 1, 27769 · 108, E = 1, 44304 · 1019,

me = 9, 10938 · 10−31.

Для протона

V0 = 1, 07583 · 10−36, Vg = 1, 29308 · 1015, B = 3, 32551 · 109,

H = 6, 04608 · 1014, D = 1, 68136 · 107, E = 1, 19569 · 1017,

mp = 1, 67262 · 10−27.

Числовi значення наведенi в таких одиницях:

[m] = кг, [V0] = м3, [B] = вебер · м−2, [D] = кулон · м−2,

[E] = вольт · м−1, [H] = ампер · м−1, [Vg] = джоуль · (кг)−1.

При обчисленнi мас електрона i протона за формулами (5), (6)

DE = |D||E| cosϕ, BH = |B||H | cosϕ (11)

ми вибрали ϕ = 0. Очевидно, що кутовий параметр ϕ можна вибрати довiльно, що
приведе до iнших значень D, B, E, H, якщо зафiксувати значення V0, Vg.
Наведенi нами найпростiшi формули для обчислення експеримен тальних зна-

чень мас, якщо вiдоме електромагнiтне поле, можна роз глядати як одну з можли-
вих кiлькiсних реалiзацiй глибокої iдеї Дж.Дж. Томпсона.

1. Thomson J.J., Recent researches on electricity and magnetism, Oxford, 1893, 250 p.
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Условная симметрия уравнений нелинейной
математической физики
В.И. ФУЩИЧ

Представлен обзор результатов по исследованию условной симметрии нелинейных
уравнений математической и теоретической физики: волнового уравнения, уравне-
ний Шредингера, Буссинеска, Кортевега-де Фриза, Максвелла, Дирака. Построены
семейства точных решений, которые не могут быть получены в классическом подходе
Ли.

1. Введение. В настоящей статье будут представлены некоторые результаты
по исследованию условной симметрии нелинейных уравнений математической и
теоретической физики, полученные в Институте математики АН Украины.
Термин и концепция “условная симметрия уравнения” или “условная инвариан-

тность” введены в [1–10]. Под условной симметрией уравнения мы понимаем сим-
метрию некоторого подмножества решений. Очевидно, такое общее определение
условной симметрии требует детализации, в противном случае оно неэффективно.
Конкретизация этого понятия означает следующее: аналитически описать усло-
вия на решения уравнения, при которых некоторое подмножество решений имеет
более широкие (или другие) симметрийные свойства, чем все множество реше-
ний. Если такое описание осуществлено, то мы можем получить такие решения
уравнения, которые невозможно получить в классическом подходе Ли, в котором,
как известно, редукция многомерного дифференциального уравнения в частных
производных (ДУЧП) к уравнениям с меньшим числом переменных проводится с
использованием симметрии всего множества решений.
Эйлер, Ли, Бейтмен (1914), В. Смирнов и Л. Соболев (1932) и многие другие

классики использовали в неявном виде симметрию подмножеств решений линей-
ных уравнений Д’Аламбера, Лапласа для построения точных решений.
Сравнительно недавно Блумен, Коул [11] предложили “неклассический метод

решений, инвариантных относительно группы” для линейного теплового уравне-
ния.
Олвер и Розенау (1986) [12] построили решения одномерного нелинейного урав-

нения акустики

u00 = uu11, u00 =
∂2u

∂t2
, u11 =

∂2u

∂x2
, (1)

которые не могут быть получены с помощью метода Ли. Кларксон и Крускал (1989)
[13] предложили “новый метод инвариантной редукции уравнения Буссинеска”

u00 +
1
2
(u2)xx + uxxxx = 0. (2)

Вывод 1. Если воспользоваться концепцией “условная симметрия ДУЧП”, то все
перечисленные результаты получаются с помощью единого симметрийного подхо-
да.

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 11, C. 1456–1470.
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Вывод 2. Большинство линейных и нелинейных уравнений математической и те-
оретической физики: Д’Аламбера, Максвелла, Шредингера, Дирака, Буссинеска,
нелинейной теплопроводности и акустики обладают условной симметрией.

Замечание 1. Все решения уравнения Буссинеска (2), построенные Кларксоном
и Крускалом, получены на основе концепции условной симметрии независимо в
работах Леви и Винтернитца [14] и В. Фущича и Н. Серова [10].

Рассмотрим некоторую систему ДУЧП

L(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

s
) = 0, (3)

u = u(x), x ∈ R(n+ 1), u ∈ R; u
n
— совокупность всевозможных производных n-го

порядка.
Согласно Ли уравнение (3) инвариантно относительно оператора первого по-

рядка

X = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
, (4)

если X — s-раз продолженный оператор удовлетворяет условию

X
s
L = λL, или X

s
L
∣∣∣
L=0

= 0, (5)

где λ = λ(x, u, u
1
, . . .) — некоторое дифференциальное выражение.

Обозначим через символ Q = {Q1, . . . , Qk} совокупность операторов, не при-
надлежащих алгебре инвариантности (AI) уравнения (3), т.е. Ql 	∈ AI, l = 1, 2,
. . . , k.

Определение 1 [2, 5]. Уравнение (3) назовем условно инвариантным относи-
тельно оператора Q, если существует нетривиальное дополнительное условие
на решение уравнения

L1(x, u, u
1
, . . . , u

s
) = 0, (6)

при котором уравнение (3) вместе с уравнением (6) инвариантно относитель-
но операторов Q. При этом предполагается, что уравнения (3) и (6) совме-
стны.

Дополнительное условие (6) выделяет из всего множества решений уравне-
ния (3) некоторое подмножество. Оказывается, что для многих важных нелиней-
ных уравнений математической физики эти подмножества имеют симметрию более
широкую, чем все множество решений. Именно такие подмножества необходимо
научиться выделять.
Пусть действие оператора Q на уравнение (3) задается формулой

Q
s
L = λ0L+ λ1L1, (7)

или

Q
s
L
∣∣∣Lu = 0
L1u = 0

= 0
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λ0, λ1 	= 0 — некоторые дифференциальные выражения, зависящие от x, u, u
1
,

. . ., u
s
, Q
s
— s-раз продолженный оператор из Q. В наиболее простейшем случае

условие инвариантности уравнений (3) и (6) означает, что

Q
s
L1 = λ2L+ λ3L1, (8)

где λ2, λ3 — некоторые дифференциальные выражения.
Главная проблема нашего подхода описать в явном виде дополнительные урав-

нения вида (6), которые расширяют симметрию уравнения (3).
Эта общая и трудная проблема существенно упрощается, если в качестве до-

полнительного условия (6) выбрать такое нелинейное уравнение первого порядка

Qu = 0, (9)

где

Q = Jµ(x, u)∂µ + Z(x, u)∂u, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
, ∂u ≡ ∂

∂u
. (10)

При этом условие инвариантности уравнений (3), (9) имеют вид

Q
s
L = λ0L+ λ1(Qu). (11)

Определение 2. Будем говорить, что уравнение (3) Q-условно инвариантно,
если система (3), (9) инвариантна относительно оператора (10).
Остановимся теперь на простейшем одномерном нелинейном уравнении акусти-

ки (1).

2. Условная симметрия уравнения (2).

Теорема 1 [8]. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора
(10), если коэффициентные функции

J0 ≡ A(x), J1 ≡ B(x), Z = h(x)u+ q(x), x = (x0, x1)

удовлетворяют дифференциальным уравнениям.
Случай 1: A 	= 0, B 	= 0; h = 2

(
B1 −A0 + B

AA1

)
, q = 2BAB0;

h00 +
2h
A
h0 −

[
h

A
A00 +

2h
A
A00 + 2

(
h

A

)
1

B0

]
= q11 −

[ q
A
A11 + 2

( q
A

)
1
A1

]
,

h11 =
h

A
A11 + 2

(
h

A

)
1

A1,

h00 + 2
q

A
q0 −−

[ q
A
A00 + 2

( q
A

)
1
B0

]
= 0,

B11 − 2h1 −
[
B

A
A11 + 2

(
B

A

)
1

A1 + 2
h

A
A1

]
= 0,

B00 + 2
B

A
h0 −

[
B

A
A00 + 2

(
B

A

)
1

B0

]
= 0.

(12)

Индексы внизу означают соответствующую производную.
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Случай 2: A = 0, B 	= 0. Не умаляя общности, можно положить B = 1;

h0 = 0, h11 + 3hh1 + h3 = 0,
q11 + hg1 + (3h1 + 2h2)q = 0, q00 − qq1 − hq2 = 0.

(13)

Случай 3: A1 = 1, B = 0;

h1 = 0, h00 + hh0 − h3 = q11,

q(q0 + hq) = 0, q00 + h0q − h2q = 0.
(14)

Итак, задача об Q-условной симметрии уравнения (2) свелась к построению ча-
стных или общих решений уравнений (12)–(14). Подчеркнем, что коэффициентные
функции Jµ(x, u), Z(x, u) оператора Q, в отличие от коэффициентных функций
ξµ, η (4), являются решениями нелинейных уравнений. Это обстоятельство суще-
ственно затрудняет задачу об описании условной симметрии заданных уравнений.
Однако, широкие классы частных решений таких уравнений можно построить.
Решая систему (12)–(14), мы нашли 12 типов неэквивалентных операторов

условной симметрии уравнения (2). Два из них имеют вид

Q1 = x2
0x1∂1 +

(
x2

0u+ 3x2
1 + b5x

5
0 + b6

)
∂u, (15)

Q2 = ∂1 + [W (x0)x1 + f(x0)∂u], W ′′ = W 2, f ′′ = Wf, (16)

W — функция Вейерштрасса.
Оператор (15) порождает анзац

U = x1ϕ(x0) + 3x−2
0 x1 − b5x3

0 + b6x
−2
0 . (17)

Анзац (17) редуцирует нелинейное уравнение (2) к линейному ОДУ

x2
0ϕ

′′(x0) = 6ϕ. (18)

Оператор (16) порождает анзац

u =
1
2
W (x0)x2

1 + f(x0)x1 + ϕ(x0). (19)

Анзац (19) редуцирует уравнение (2) к линейному ОДУ с потенциалом Вейер-
штрасса W

ϕ′′(x0) = Wϕ(x0). (20)

Замечание 2. Аналогичным методом построены семейства точных решений мно-
гомерного уравнения [8]

u00 = u∆u. (21)

Вывод 3. Анзацы, порождаемые операторами условной симметрии, во многих слу-
чаях редуцируют исходное нелинейное уравнение к линейному уравнению. Лиев-
ская редукция, как правило, не меняет нелинейную структуру уравнения.

3. Условная симметрия уравнения Д’Аламбера. Рассмотрим нелинейное урав-
нение

�u = F1(u), u = u(x0, x1, x2, x3), (22)
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F1(u) — произвольная гладкая функция. Максимально широкой симметрией урав-
нения (22) является конформная группа C(1, 3), в том и только в том случае, ко-
гда F1(u) = 0 или F1(u) = λu3. Наложим на решение (22) пуанкаре-инвариантное
условие эйконального типа

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= F2(u), (23)

где F2(u) — гладкая функция.
Теорема 2 [14]. В том случае, когда F1 = F2 = 0, уравнение (22) при условии
(23) инвариантно относительно бесконечно-мерной алгебры, коэффициенты
оператора (4) имеют вид

ξµ(x, u) = c00(u)xµ + cµν(u)xν + dµ(u), η(x, u) = η(u),

где c00(u), cµν(u), η(u) — произвольные гладкие функции, зависящие только
от u.
Из этой теоремы видно, что дополнительное условие (23) (F2 = 0) выделяет из

множества всех решений линейного уравнения Д’Аламбера (F1 = 0) подмножество
с уникальными симметрийными свойствами. Кроме того, система (22), (23) (F1 =
F2 = 0) обладает тем свойством, что произвольная гладкая функция от решения
будет снова решением.

Теорема 3 [9]. Система (22), (23) инвариантна относительно конформной
группы C(1, 3) тогда и только тогда, когда

F1 = 3λ(u+ c)−1, F2 = λ, (24)

где λ, c = const.
Итак, дополнительное условие эйконального типа (23) расширяет класс не-

линейных волновых уравнений, инвариантных относительно конформной группы.
Это означает, что мы можем построить широкие классы точных решений уравне-
ния (22), используя подгруппы конформной группы.

Замечание 3. Система (22), (23) [15] полностью проинтегрирована.

Рассмотрим лоренц-неинтегрированное волновое уравнение [4]

Lu ≡ �u+ F (x, u, u
1
) = 0 (25)

F = −
(
λ0

x0

)2(
∂u

∂x0

)2

+
(
λ1

x1

)2(
∂u

∂x1

)2

+

+
(
λ2

x2

)2(
∂u

∂x2

)2

+
(
λ3

x3

)2(
∂u

∂x3

)2

, xµ 	= 0.

(26)

Максимальной группой инвариантности уравнения (25), (26) является двухпара-
метрическая группа

xµ → xµ = eaxµ, u→ u′ = u+ b,

a и b — произвольные параметры группы.
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Дополнительное условие типа (6) к уравнению (25) выберем в виде

Iµνu(x) = 0, Iµν = xµ∂ν − xν∂µ, ν, µ = 0, 1, 2, 3. (27)

Непосредственной проверкой условий инвариантности (7) можно убедиться, что
уравнения (25), (27) инвариантны относительно группы Лоренца O(1, 3). Это озна-
чает, что лоренц-инвариантный анзац

u = ϕ(ω), ω = xµx
µ = x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 (28)

редуцирует нелинейное волновое уравнение (25) к ОДУ

ω
d2ϕ

dω2
+ 2

dϕ

dω
+ λ2

(
dϕ

dω

)2

= 0, λ2 = λµλ
µ = λ2

0 − λ2
1 − λ2

2 − λ2
3.

Решением этого уравнения являются функции

ϕ(ω) = 2(−λ2)−1/2 tan−1[ω(−λ2)−1/2], λ2 < 0,

ϕ(ω) = −(λ2)−1/2 ln
{

(λ2)1/2 + ω

(λ2)1/2 − ω
}
, λ2 > 0,

ϕ(ω) =
c1
ω

+ c2, λ2 = 0.

c1, c2 — константы.
Таким образом, условие (27) выделяет из множества решений лоренц- неинва-

риантного уравнения (25) подмножество, которое инвариантно относительно ше-
стипараметрической группы Лоренца. Такое существенное расширение симметрии
дает возможность построить широкие классы точных решений нелинейного вол-
нового уравнения (25).

4. Условная симметрия нелинейного уравнения Шредингера. Рассмотрим
нелинейное уравнение вида

Su+ F (|u|)u = 0, S ≡ i ∂
∂x0

+ λ1∆. (29)

Уравнение (29) при произвольной функции F (|u|) инвариантно относительно ал-
гебры Галилея AG(1, n) с базисными элементами

P0 = ∂0, Pa = ∂a, Jab = xaPb − xbPa, a, b = 1, n,

Ga = x0Pa +
1

2λ1
xaR1,

(30)

где

R1 = i

(
u
∂

∂u
+ u∗

∂

∂u∗

)
.

Среди множества нелинейных уравнений (29) только два уравнения имеют
более широкую симметрию, чем уравнение (29) [16, 17]:

Su+ λ2|u|ru = 0, (31)

Su+ λ3|u|4/nu = 0, (32)
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где λ2, λ3, r — произвольные действительные параметры, n — число пространс-
твенных переменных в уравнении (29).
Уравнение (31) инвариантно относительно расширений алгебры Галилея

AG1(1, n) = 〈AG(1, n),D〉 с базисными элементами AG(1, n) (30) и оператора
масштабных преобразований

D = 2x0P0 + xaPa +
2
r
R2, (33)

где единичный оператор

R2 = u
∂

∂u
+ u∗

∂

∂u∗
.

Уравнение (32) инвариантно относительно обобщенной алгебры Галилея
AG2(1, n) = 〈AG1(1, n), A〉 с базисными элементами (30), (33) и оператора прое-
ктивных преобразований

A = x2
0P0 + x0xaPa +

x2

4λ3
R1 − n

2
x0R2.

Теорема 4 [18]. Уравнение Шредингера (23) условно инвариантно относитель-
но оператора

Q1 = ln
( u
u∗
)
R1 + xaPa − cR2, c = const, (34)

если

F (|u|) = λ4|u|−4/r + λ5|u|4/r,
λ4, λ5, r — произвольные параметры, а модуль функции u удовлетворяет урав-
нению

λ1∆|u|+ λ6|u|
r+4

r = 0. (35)

Теорема 5 [18]. Уравнение (32) вместе с уравнением (35) инвариантно отно-
сительно алгебры AG2(1, n) и оператора Q1 (34).
Итак, налагая на решения линейного уравнения (29) дополнительные условия

(35), мы расширили его симметрию.

5. Условная симметрия нелинейных уравнений теплопроводности. Для
описания нелинейных процессов тепломассопереноса широко используются одно-
мерные уравнения вида

u0 + u11 = F (u), (36)

u0 + uu11 = 0, (37)

где F (u) — гладкая функция.
Будем искать оператор условной симметрии в виде

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 + C(x, u)∂u, (38)

A, B, C — гладкие функции.
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Теорема 6 [19]. Уравнение (36) Q-условно инвариантно относительно опера-
тора (38), если функции A, B, C удовлетворяют следующей системе диффе-
ренциальных уравнений.

Случай 1; A = 1;

Buu = 0, Cuu = 2(B1u +BBu),
3BuF = 2(C1u +BuC)− (B0 +B11 + 2BB1),
CFu − (Cu − 2B1)F = C0 + C11 + 2CB1.

(39)

Здесь и ниже индекс внизу возле функции означает дифференцирование по
соответствующему аргументу (x0, x1, u).

Случай 2; A = 0, B = 0;

CFu − CuF = C0 + C11 + 2CC1u + C2Cuu, (40)

Если построить общие решения нелинейных систем (39), (40), тогда мы опи-
шем Q-условную симметрию уравнения (36).
Теорема 7 [19]. Уравнение (36) Q-yсловно инвариантно относительно опера-
тора (38) (A = 1, Bu 	= 0) тогда и только тогда, когда оно локально эквива-
лентно уравнению

u0 + u11 = b3u
3 + b1u+ b0, b0, b1, b3 = const. (41)

оператор (38) имеет вид

Q = ∂0 +
3
2

√
2b3u∂1 +

3
2
(b3u3 + b1u− b0)∂u. (42)

Уравнение (41) можно свести к одному из четырех канонических уравнений

u0 + u11 = λu(u2 − 1), (43)

u0 + uu11 = λ(u3 − 3u+ 2), (44)

u0 + u11 = λu3, (45)

u0 + uu11 = λu(u2 + 1). (46)

Анзацы, построенные с помощью оператора (42) для уравнений (43)–(46), соо-
тветственно имеют вид

ϕ(ω) = 2 tan−1 u+
√

2λx1, ω = − ln(1− u−2) + 2λx0; (47)

ϕ(ω = −4
9

ln
u+ 2
u− 1

− 2
3
(u− 1)−1 −

√
2λx1,

ω =
2
9

ln
u+ 2
u− 1

− 2
3
(u− 1)−1 − 3λx0;

(48)

ϕ(ω) = 2u−1 +
√

2λx1, ω = −u−2 − 3λx0; (49)

ϕ(ω) = 2 tan−1 u−
√

2λx1, ω = − ln(1 + u−2)− 3λx0. (50)
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Анзацы (47)–(50) редуцируют уравнения (43)–(46) к ОДУ

2ϕ̈ = (ϕ̇2 − 1)ϕ̇, 2ϕ̈ = ϕ̇3 − 3ϕ̇+ 2, (51)

2ϕ̈ = ϕ̇3, 2ϕ̈ = ϕ̇(ϕ̇2 + 1). (52)

Из редуцированных уравнений (51), (52) видно, что анзацы, порожденные опе-
ратором условной инвариантности (42), существенно изменили нелинейные правые
части. Это позволило построить общие решения (51), (52) в элементарных фун-
кциях

ϕ(ω) = −2 tan−1
(√

c1 expω + 1
)

+ c2, (53)

ln
[
c1 − 3

2
(ϕ+ 2ω)

]
= ln c2 − 3

2
(ϕ− ω), (54)

ϕ(ω) = 2
√
c1 − ω + c2, (55)

ϕ(ω) = 2 tan−1
(√

c1 expω − 1
)

+ c2, (56)

где c1, c2 = const.
Итак, подставляя (53)—(56) в (47)—(50), получаем семейство точных решений

уравнений (43)—(46). Эти решения не могут быть получены с помощью метода
Ли.

Теорема 8 [20]. Уравнение (37) условно инвариантно относительно оператора
(38) A = 1, если коэффициентные функции B,C удовлетворяют следующей
системе уравнений:

uCuu = 2(BBu + uBu1), Buu = 0, (57)

B0 + uB11 − CBU−1 − 2uCu1 + 2BB1 − 2BuC = 0, (58)

C0 + uC11 − C2u−1 + 2B1C = 0. (59)

Решая систему уравнений (57)–(59), находим явный вид оператора (38)

Q = b1Q1 + b2Q2 + b3D1 + b4D2 + b5∂0 + b6∂1,

Q1 = x1∂0 + u∂1, Q2 = x2
1∂0 + 2x1u∂1 + 2u2∂u,

(60)

D1 = 20∂0 + x1∂1, D2 = x1∂1 + 2u∂u, bi = const, i = 1, 6. (61)

Теорема 9 [20]. Уравнение (37) Q-yсловно инвариантно относительно опера-
тора

Q = ∂1 + C(x, u)∂u, (62)

если C(x, u) удовлетворяет условию

C0 + u
(
C11 + 2CC1u + C2Cuu

)
+ C1C + C2Cu = 0. (63)
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Построив частные или общие решения уравнения (63), получаем явные выра-
жения для операторов условной симметрии. Некоторые из таких операторов (62)
имеют вид

Q3 =
√
x0∂1 +

√
2u∂u, (64)

Q4 =
√

2x0∂1 +R(u)∂u, (65)

Q5 = ∂1 + lnu∂u, (66)

Q6 = x0∂1 + x1∂u, (67)

где R(u) — решения дифференциального уравнения

uR̈(u) + Ṙ(u) = R−1.

Приведем несколько анзацев, которые порождают операторы Q1, Q2, Q3

x0u− 1
2
x2

1 = ϕ(u), (68)

2ux0

x1
− x1 = ϕ

(
u

x1

)
, (69)

u =
1
2

(
x1√
x0

+ ϕ(x0)
)2

. (70)

Редуцированные уравнения имеют весьма простой вид:

ϕ̈(u) = 0 для анзаца (68),

ϕ̈

(
u

x1

)
= 0 для анзаца (69),

2x0ϕ̇(x0) + ϕ = 0 для анзаца (70), x0 	= 0.

Итак, анзацы (68)–(70) редуцируют нелинейное уравнение теплопроводности к
линейным ОДУ.

6. Уравнение типа Кортевега-де Фриза. Рассмотрим нелинейное уравнение

u0 + F (u)uk1 + u111 = 0, (71)

u111 = ∂3u
∂x3 , k — произвольный действительный параметр. При F (u) = u, k = 1 (1)

совпадает с классическим уравнением КдФ.

Теорема [23]. Уравнение Q-yсловно инвариантно относительно оператора га-
лилеевского типа

Q = xr0∂1 +H(x, u)∂u, (72)

r — произвольный действительный параметр, если

1) F (u) = λ1u
2−k

k + λ2u
1−k
2 , H(x, u) =

(
kλ1

2

)−1/k

u1/2; (73)
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2) F (u) = (λ1 lnu)1−k, H(x, u) = (kλ1)−1/ku; (74)

3) F (u) = (λ1 arcsinu+ λ2)(1− u2)
1−k
2 ,

H(x1u) = (kλ1)−1/k(1− u2)1/2;
(75)

4) F (u) = (λ1 Arshu+ λ2)(1− u2)
1−k
2 ,

H(x, u) = (kλ1)−1/k(1 + u2)1/2;
(76)

5) F (u) = λ1u, H(x, u) = (kλ1)−1/k; (77)

где r 	= k−1, k 	= 0, λ1, λ2 — произвольные постоянные.
С помощью операторов условной инвариантности (72) редуцируем (71) к ОДУ

и построим следующие точные решения:

u =

{
x1

2

(
kλ1x0

2

)−1/k

+ λx
−1/k
0 − λ2

λ1

}2

,

когда F (u) имеет вид (73);

u = exp
{
−k(kλ1)−3/k

k − 2
x
− 3

k +1
0 + λx

−1/k
0 + (kλ1x0)−1/kx1 − λ2

λ1

}
,

при k 	= −2, F (u) имеет вид (74); когда k = 2

u = exp
{
−(2λ1)−3/2x

−1/2
0 lnx0 + λx

−1/2
0 + (2λ1x0)−1/2x1 − λ2

λ1

}
,

u = sin
{
k(kλ1)−3/k

k − 2
x
− 3

k +1
0 + λx

−1/k
0 + (kλ1x0)−1/kx1 − λ2

λ1

}
, k 	= 2,

u = sin
{

(2λ1)−3/2 lnx0√
x0

+ λx
−1/2
0 + (2λ1x0)−1/2x1 − λ2

λ1

}
, k = 2,

когда F (u) имеет вид (75);

u = sh
{
−k(kλ1)−3/k

k − 2
x
−3/k+1
0 + λx

−1/k
0 + (kλ1x0)−1/kx1

}
, k 	= 2,

u = sh
{
−(2λ1)−3/2x

−1/2
0 lnx0 + λx

−1/2
0 + (2λ1x0)−1/2x1

}
, k = 2,

когда F (u) имеет вид (76). Во всех формулах λ — произвольный параметр. Итак,
изучив условную симметрию уравнения (1), мы построим нетривиальные классы
точных решений.

7. Нелинейное волновое уравнение. Уравнение вида

u00 − (F (u)u1)1 = 0 (78)

широко применяется для описания нелинейных волновых процессов. Групповые
свойства (78) методом Ли детально исследованы в [24]. В зависимости от явного
вида функции F (u) уравнение (78) обладает широкой условной симметрией.
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Теорема [25]. Уравнение (78) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 +H(x, u)∂u,

если функции A(x, u), B(x, u), H(x, u), F (u) удовлетворяют следующей системе
уравнений.

Случай 1; A = 1, D = F −B2;

(BuD−1)u = 0,
F (H1D

−1)1 − (H0D
−1)0 −H2(HuD

−1)u −H(H0D
−1)u −H(HuD

−1)0 +
+D2{2F (B0D1 −B1H0 +H[BuH1 −B1Hu])−BHH1F} = 0,

D2Huu +D{(HḞ )u + 2B(BuHu −BuuH)− 2FB1u − 2BB0u} −
−HD2

4 + 2BB0Du + 2BB1(BḞ − 2BuF ) = 0;
D{B00 + 2(B0H)u − 2(BH0u −BuH0) + 2(H1F )u −

−B11F +BuuH
2 + 2BHHuu} −Du{B0H +BuH

2 + 2BHHu}+

+B{B1HḞ + 2B2
0 + 2B0BuH + 4BB0Hu + 4B1HuF − 2B2

1F} = 0.

Случай 3; A = 1, B = F 1/2;

1) ḂH + 2BHu = 0, H0 +HHu −BH1 = 0;

2) ḂH + 2BHu 	= 0, H0 +HHu −BH1 = 0;

[B̈H2 + 2Ḃ(BH1 +HHu) + 2B(H0u +HHuu +BH1u)] =

= (H0 +HHu −HH1)− [H00 +H2Huu −B2H11 + 2HH0u − 2ḂHH1]×
× (ḂH + 2BHu) = 0.

Случай 3; A = 0, B = 1

H00 −H3Ḟ − (3HH1 + 2H2Hu)Ḟ − (H11 + 2HH1u)F = 0.

Решая эти системы, при конкретных выборах функции F (u) построены явные
виды операторов Q. Приведем только некоторые из полученных операторов и ан-
зацев:

F (u) = expu, Q1 = x1∂1 + ∂u, u = lnx1 + ϕ(x0),
Q2 = ∂0 + 2 tg x0∂u, expu = ϕ(x1) cos−2 x0;

F (u) = uk, Q1 = ∂0 + exp
(u

2

)
∂1 − 4x−1

0 ∂u,

Q2 = (k + 1)x1∂1 + u∂u;

x0 exp
(u

2

)
+ x1 + ϕ

(
x2

0 exp
u

2

)
= 0;

uk+1 = x1ϕ
k+1(x0);

F (u) = u−1/2, Q1 = ∂0 + x1u
1/2∂u,

Q2 = x2
1∂0 + (4x0 + a1x

5
1)u

1/2∂u;

2u1/2 = x0x1 + ϕ(x1),

u1/2 = x2
0x

−2
1 +

a1

2
x0x

3
1 + ϕ(x1),

a1, a2, a3 — постоянные.
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Наиболее простые решения уравнения (78), построенные с помощью анзацев,
имеют вид

expu = (x2
1 + a1) cos−2 x0, expu = x1 expx0, если F (u) = expu;

uk+1 = xk+1
0 x1, если F (u) = uk;

u = x0x1 +
x4

0

12
+ a1, u = W (x0)x2

1, если F (u) = u;

u1/2 = W (x1)x2
0, 2u1/2 = x0x1 +

x4
1

24
+ a1,

u1/2 = x2
0x

−2
1 + 3a1x0x

3
1 +

a2
1

6
x8

1 + a2x
−1
1 + a3x

2
1, если F (u) = u−1/2.

Итак, нами проведена классификация и редукция нелинейных волновых урав-
нений (78), обладающих условной симметрией.

8. Трехмерное нелинейное уравнение акустики. Ограниченные звуковые пу-
чки описывают нелинейным уравнением вида

u00 − (F (u)u1)1 − u22 − u33 = 0. (79)

В том случае, когда F (u) = u, оно совпадает с уравнением Хохлова–Заболотской

u01 − (uu1)1 − u22 − u33 = 0. (80)

Положим на решение (79) дополнительное условие в виде нелинейного уравне-
ния первого порядка

u0u1 − F (u)u2
1 − u2

2 − u2
3 = 0. (81)

Теорема [26]. Уравнение (80) при условии (81) инвариантно относительно бе-
сконечномерной алгебры с оператором

X = ai(u)Ri, i = 1, 12, (82)

где ai(u) — произвольные гладкие функции зависимой переменной u,

Rµ+1 = ∂µ, µ = 0, 3, R5 = x3∂2 − x2∂3,

R6 = x2∂1 + 2x0∂2, R7 = x3∂1 + 2x0∂3, R8 = xµ∂µ,

R9 = 4x0∂0 + 2x1∂1 + 3x2∂2 + 3x3∂3 − 2
F (u)
F ′(u)

∂u, R10 = F ′(u)x0∂1 − ∂u,
R11 = x2∂0 + 2(x1 + F (u)x0)∂2, R12 = x3∂0 + 2(x1 + 2F (u)x0)∂3,

Операторы 〈R1, . . . , R8〉 являются лиевскими операторами симметрии уравне-
ния (80), 〈R9, . . . , R12〉 операторы условной симметрии уравнения (79). Восполь-
зовавшись операторами условной симметрии уравнения (79) 〈R9, . . . , R12〉 можно
построить широкие классы точных решений. Так, например, оператор X = ∂0 +
a(u)∂1, порождает следующие анзацы:

u = ϕ(ω1, ω2, ω3), ω1 = a(u)x0 + x3, ω2 = x2, ω3 = x3. (83)
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Анзац (83) редуцирует четырехмерное уравнение (79), (81) к трехмерному

(a(ϕ)− ϕ)ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 +
(
da(ϕ)
dϕ

− 1
)
ϕ2

1 = 0,

(a(ϕ)− ϕ)ϕ2
1 − ϕ2

2 − ϕ2
3 = 0 ϕi =

∂ϕ

∂ωi
, i = 1, 3.

(84)

Конкретизируя функцию a(u), в некоторых случаях можно построить общее ре-
шение (84). Пусть a(u) = u+ 1, тогда имеем систему

ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 = 0, (85)

ϕ2
1 − ϕ2

2 − ϕ2
3 = 0. (86)

Систему (85) естественно назвать уравнением Бейтмена (1914 г.) — Соболева —
Смирнова (1932–1933гг.), поскольку именно они детально изучали ее. Уравнение
(85) имеет общее решение и задается формулой Соболева–Смирнова

ϕ = c1(ϕ)ω1 + c2(ϕ)ω2 + c3(ϕ)ω3, (87)

где c1, c2, c3 — произвольные функции, удовлетворяющие условиям

c21 − c22 − c23 = 0, c22 + c23 	= 0.

Таким образом, формула (87) задает класс точных решений трехмерных нели-
нейных уравнений (85), (86).
Итак, анзацы (68)–(70) редуцирует нелинейное уравнение теплопроводности

(37) к линейным ОДУ.

9. Условная симметрия уравнения Дирака. Рассмотрим нелинейное уравне-
ние Дирака

{γµpµ − λ(Ψ̄Ψ)}Ψ(x) = 0 (88)

и наложим на его решение условие Ψ̄Ψ = 1. Тогда (71) становится линейным
уравнением с нелинейным дополнительным условием

(γµpµ − λ)Ψ = 0, Ψ̄Ψ = 1. (89)

Система (72) условно инвариантна относительно операторов [9]

Q1 = p0 − λγ0, Q2 = p3 − λγ3. (90)

В рассматриваемом случае уравнение типа (6) имеет вид

Q1Ψ = 0 и Q2Ψ = 0. (91)

Оператор Q1 порождает анзац

Ψ(x) = exp(−iλγ0x0)ϕ(x1, x2, x3), (92)

где ϕ(x1, x2, x3) — четырехкомпонентная вектор-функция, зависящая только от
трех переменных.
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10. Условная симметрия уравнений Максвелла. Рассмотрим линейную си-
стему

∂ �E

∂t
= rot �H,

∂ �H

∂t
= −rot �E. (93)

Можно непосредственно проверить, что система (93) не инвариантна относительно
преобразований Лоренца. Однако, если добавить к системе (93) известные допол-
нительные условия

div �E = 0, div �H = 0,

то система (93), (94) становится лоренц-инвариантной. Приведенная точка зрения
на уравнения Максвелла [1–10, 21] указывает на естественность термина “услов-
ная симметрия” и физическую важность этой концепции для широкого класса
уравнений математической физики [22].

Заключение. Исследование условий симметрии ДУЧП только началось. При-
веденные результаты говорят о том, что на этом пути следует ожидать качествен-
но нового понимания симметрии уравнения, симметрийной классификации ДУЧП,
редукции многомерных нелинейных уравнений к уравнениям с меньшим числом
переменных, процесса линеаризации нелинейных уравнений.
Одним из наиболее фундаментальных законов физики, механики, гидромехани-

ки, биофизики является принцип относительности, т.е. равноправие всех инерци-
альных систем отсчета. На математическом языке этот принцип означает инвари-
антность уравнения движения либо относительно преобразований Галилея, либо
преобразований Лоренца, ДУЧП, не удовлетворяющие этому принципу, обычно не
рассматриваются в физических теориях, поскольку они несовместимы с принципом
относительности. Такие уравнения не могут быть использованы для математиче-
ского описания движения реальных физических систем.
Понятие условной инвариантности дает возможность существенно расширить

классы уравнений, удовлетворяющих принципу относительности. Уравнения, кото-
рые не совместимы, в обычном смысле, с принципом относительности могут услов-
но удовлетворять ему. Т.е. существуют нетривиальные условия на решения таких
уравнений, выделяющие подмножества решений исходного уравнения, инвариан-
тные либо относительно преобразований Галилея, либо преобразований Лоренца.
Описание и детальное изучение классов уравнений, условно инвариантных отно-
сительно групп Галилея, Пуанкаре и их подгрупп, представляется автору весьма
важной задачей математической физики.
Условная симметрия, например, скалярного уравнения дает возможность стро-

ить такие анзацы, которые увеличивают (антиредукция) число зависимых пере-
менных. Она позволяет провести не только редукцию по числу независимых пе-
ременных, но при этом увеличить число зависимых переменных. Подчеркнем, что
такие анзацы существенно меняют структуру нелинейностей исходного уравне-
ния. И, конечно, они не могут быть построены в рамках классической схемы Ли.
Процесс линеаризации, например, нелинейной системы Навье–Стокса в нашем
подходе следует рассматривать как замену нелинейного уравнения на линейную
систему

∂�u

∂t
+ ∆�u+ �∇p = 0, div �u = 0, (94)



248 В.И. Фущич

при нелинейном дополнительном условии

(�u�∇)�u = 0, или {(�u�∇)�u}2 = 0. (95)

Линейное уравнение Навье–Стокса при нелинейном дополнительном условии об-
ладает нетривиальной условной симметрией. Очевидно, в качестве дополнитель-
ного условия к нелинейному ураанеяию Навье–Стокса можно выбрать и такие
уравнения:

(�u�∇)�u+ �∇p = 0.

Детальному изучению условной линеаризации нелинейных ДУЧП будут посвя-
щены отдельные публикации.
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Условная симметрия и точные решения
уравнения нелинейной акустики
В.И. ФУЩИЧ, П.И. МИРОНЮК

1. Рассматривается нелинейное уравнение

u01 − (uu1)1 − u22 − u33 − f(u) = 0, (1)

ui ≡ ∂u
∂xi
, uij ≡ ∂2u

∂xi∂xj
, f(u) — гладкая функция, частным случаем которого

есть уравнение нелинейной акустики ограниченных звуковых пучков (уравнение
Хохлова–Заболотской) [1]

u01 − (uu1)1 − u22 − u33 = 0. (1′)

Групповые свойства уравнения (1) описываются следующей теоремой.

Теорема 1. Максимальной (в смисле Ли) группой инвариантности уравне-
ния (1) при произвольной функции f(u)) есть 7-параметрическая группа —
ядро основних групп (ЯОГ). Базисные оператори алгебры Ли ЯОГ имеют вид:
Xj+1 = ∂j, j = 0, 3, X5 = x3∂2 − x2∂3, X6 = x2∂1 + 2x0∂2, X7 = x3∂1 + 2x0∂3.

Расширение ЯОГ возможно лишь при таких специализациях функции f(u):

1) f(u) = ±eku, k 	= 0, k = const.

К ЯОГ прибавляется оператор X8 = kxl∂l + 2(x0∂1 − ∂u), xl = xl (здесь и ниже
по повторяющимся латинским индексам подразумевается суммирование от 0
к 3, а по греческим — от 0 к 4).

2) f(u) = ±(um)k, k 	= 0, k,m = const.

К ЯОГ прибавляется оператор X8 = kxl∂l + 2(mx0 − x1)∂1 − x2∂2 − x3∂3 − 2(u+
m)∂u.

3) f(u) = λ, λ ∈ {0; 1;−1}
В этом случае уравнение (1) инвариантно относительно бесконечноизмеримой
алгебры Ли, базис которой можно задать в таком виде:

Y1,2 = 5
∫
p1,2(x0)∂0 + p1,2(x0)

[
3
4
(
x2

2 + x2
3

)
∂1 − x1∂u

]
+

+ p1,2(x0)
[
x1∂1 + 3x2∂2 + 3x3∂3 −

(
4u+

3
4
λ
(
x2

2 + x2
3

))
∂u

]
,

где p1,2 — линейно независимые решения уравнения p′′ = λp,

Y3 = ∂0, Y4 = x3∂2 − x2∂3, Y5 = 2x1∂1 + x2∂2 + x3∂3 + 2u∂u,
Y6(A) = A′x2∂1 + 2A∂2 −A′′x2∂u, Y7(B) = B′x3∂1 + 2B∂3 −B′′x3∂u,

Y8(C) = C∂1 − C ′∂u,
(2)

Доклады АН УССР, 1991, № 6, С. 23–29.
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A, B, C — произвольные гладкие функции x0, штрихами обозначены соответ-
ственные производные.

Заметим, что операторы Y3, Y4, Y6

(
1
2

)
, Y7

(
1
2

)
, Y8(1), Y6(x0), Y7(x0) дают ЯОГ.

В [2] построены операторы условной инвариантности и на их основании полу-
чены точные решения уравнения (1′) при дополнительном условии

u0u1 − uu2
1 − u2

2 − u2
3 = κ, (3)

если κ = 0.
Ниже исследуется условная инвариантность уравнения (1′) дополнительным

условием (3) при κ = ±1, а также рассматривается вопрос Q-условной инвариан-
тности этого уравнения (о условной и Q-условной симметрии см. [3, 4]). При по-
мощи операторов уссловной инвариантности проводится редукция уравнения (1′) к
уравнению с меньшим числом независимых переменных, а также строятся точные
решения этого уравнения.

2. Исследуем сначала симметрию дополнительного условия (3).

Теорема 2. Максимальная локальная группа инвариантности уравнения (3)
при κ = 1 — 21-параметрическая группа. Базисные операторы соответствен-
ной алгебры Ли имеют вид:

Xµ+1 = ∂µ, µ = 0, 3, X5 = x3∂2 − x2∂3, X6 = x2∂1 + 2x0∂2,

X7 = x3∂1 + 2x0∂3, X8 = x0∂1 − ∂u, X9 = x0x2∂1 +
(
u+ x2

0

)
∂2 − x2∂u,

X10 = x0x3∂1 +
(
u+ x2

0

)
∂3 − x3∂u, X11 =

(
u− x2

0

)
∂1 + 2x0∂u,

X12 = x0∂0 +
(

2
3
x3

0 − 2ux0 − x1

)
∂1 − 2x2

0∂u,

X13 = x2∂0 + x2

(
x2

0 − u
)
∂1 + 2

(
x1 + ux0 +

1
3
x3

0

)
∂2 − 2x0x2∂u,

X14 = x3∂0 + x3

(
x2

0 − u
)
∂1 + 2

(
x1 + ux0 +

1
3
x3

0

)
∂3 − 2x0x3∂u,

X15 =
(
u+ x2

0

)
∂0 −

(
2x0x1 + u2 + 2ux2

0 −
1
3
x4

0

)
∂1 + 2

(
x1 − 2

3
x3

0

)
∂u,

X16 =
(

2x1 + ux0 − 1
3
x3

0

)
∂1 + x2∂2 + x3∂3 +

(
u+ x2

0

)
∂u,

X17 = 4x2
0∂0 +

(
x2

2 + x2
3 + +x4

0 + u2 − 6x2
0u
)
∂1 + 4x0(x2∂2 + x3∂3) +

+ 4x0

(
u− x2

0

)
∂u,

X18 = x0

(
u+ x2

0

)
∂0 +

[(
u− x2

0

)
∂1 +

1
2
x0

(
x2

2 + x2
3 − u2

)− 5
3
x3

0u+
1
6
x5

0

]
∂1 +

+
(
u+ x2

0

)
(x2∂2 + x3∂3) +

[
2x0x1 + x2

0u−
1
2
(
x2

2 + x2
3 − u2

)− 5
6
x4

0

]
∂u,

X19 = x0x2∂0 + x2

(
x1 − ux0 +

1
3
x3

0

)
∂1 +

+
[
2x0x1 +

1
2
(
x2

2 − x2
3 − u2

)
+ ux2

0 +
1
6
x4

0

]
∂2 + x2x3∂3 +

(
u− x2

0

)
∂u,

(4)
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X20 = x0x3∂0 + x3

(
x1 − ux0 +

1
3
x3

0

)
∂1 + x2x3∂2 +

+
[
2x0x1 − 1

2
(
x2

2 − x2
3 + u2

)
+ ux2

0 +
1
6
x4

0

]
∂3 +

(
u− x2

0

)
x3∂u,

X21 =
(
x2

2 + x2
3 + u2 + 2ux0 + x4

0

)
∂0 +

[
4x2

1 + 4ux0x1 − 4
3
x3

0x1 − u3 −

− x2
0u

2 − 5
3
x4

0u+
1
9
x6

0 +
(
x2

0 − u
) (
x2

2 + x2
3

)]
∂1 +

+ 4
(
x1 + ux0 +

1
3
x3

0

)
(x2∂2 + x3∂3) +

+
[
4ux1 + 4x2

0x1 +
4
3
x3

0u− 2x0

(
x2

2 + x2
3 − u2

)− 2
3
x5

0

]
∂u.

Доказательство теорем проводится методом Ли [4].
Как известно [4], максимальной локальной группой инвариантности эйкональ-

ного уравнения

v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 = 1, (5)

v = v(y0, y1, y2, y3), vl = ∂v
∂yl , l = 0, 3 есть 21-параметрическая конформная группа

C(1, 4), базисные элементы алгебри Ли AC(1, 4) которой имеют вид

Pα =
∂

∂yα
, Jαβ = yαPβ − yβPα, D = yαPα, (6)

Kα = 2yαD − s2Pα, (7)

где α, β = 0, 4, y4 = v, yα = gαβy
β , gαβ = (1,−1, . . . ,−1)δαβ , s2 = yαyα ≡

y2
0 − y2

1 − y2
3 − y2

4 , и удовлетворяют коммутационным соотношениям

[Pα, Pβ ] = 0, [Pα, Jβρ] = gαβPρ − gαβPβ , [Pα,D] = Pα,

[Jαβ , Jρσ] = gασJβρ + gβρJασ − gαρJβσ − gβσJαρ, [Jαβ ,D] = 0,
[Kα,Kβ ] = 0, [Kα, Jβρ] = gαβKρ − gαρKβ ,

[Pα,Kβ ] = 2(gαβD − Jαβ), [D,Kα] = Kα.

(8)

Выясним вопрос о взаимосвязи алгебр (4) и (6), (7).

Теорема 3. Алгебра (4) изоморфная конформной алгебре AC(1, 4), заданной
соотношениями (6)–(8).

Доказательство. Положим в (6), (7)

y0 =
1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 +

2
3
x3

0

)
,

y1 =
1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 − 2

3
x3

0

)
,

y2 = x2, y3 = x3, y4 ≡ v = u+ x2
0;

(9)
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P0 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 −
1
2

)
∂1 + 2x0∂u

]
,

P1 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 +
1
2

)
∂1 + 2x0∂u

]
,

P2 = −∂2, P3 = −∂3, P4 = x0∂1 − ∂u.

(10)

Вычисляя по формулам (6), (7) операторы Jαβ , D, Kα, легко убедиться, что
они есть линейными комбинациями операторов Xi (4), и наоборот, а также, что
выполняются коммутационные соотношения (8).

Следствие 1. Уравнение (3) при κ = 1 заменой (9) сводится к уравнению (5).
Действительно, используя (9), имеем

u1 =
∂u

∂x1
=

∂

∂x1

(
v − x2

0

)
=

∂v

∂yl
∂yl

∂x1
=
√

2x0(v0 − v1)u1 +
√

2(v0 − v1),

vl = ∂v
∂yl , откуда u1 =

√
2(v0−v1)

1+
√

2(v1−v0)x0
. Аналогично вычисляя u0, u2, u3, после под-

становки в (3) и упрощений получаем (5).
Аналогично теоремам 1–3 доказывается

Теорема 4. Максимальная локальная группа инвариантности уравнения (3)
при κ = −1 — 21-параметрическая конформная группа C(2, 3).
Аналог операторов (4) вследствие громоздкости приводить не будем. Базис

алгебры Ли AC(2, 3) имеет вид (6), (7), причем соответственные преобразования
(9), (10) задаются формулами

y0 =
1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 − 2

3
x3

0

)
,

y1 =
1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 +

2
3
x3

0

)
,

y2 = x2, y3 = x3, y4 ≡ v = u− x2
0;

(9′)

P0 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 −
1
2

)
∂1 − 2x0∂u

]
,

P1 =
1√
2

[
−∂0 +

(
u− x2

0 +
1
2

)
∂1 − 2x0∂u

]
,

P2 = −∂2, P3 = −∂3, P4 = x0∂1 − ∂u.

(10′)

gαβ имеет сигнатуру (+−−−+).
Следствие 2. Уравнение (3) при κ = −1 заменой (9′) сводится уравнению

v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 = −1. (5′)

3. Теорема 5. Уравнение (1′) при дополнительном условии (3) инвариантно
относительно 16-параметрической группы, изоморфной группе P̃ (1, 4) при κ =
1 и P̃ (2, 3) при κ = −1, (P̃ (1, 4), P̃ (2, 3) — расширенные группы Пуанкаре в
5-измеримом пространстве). Базисные элементы алгебр Ли AP̃ (1, 4) и AP̃ (2, 3)
имеют соответственно вид (6), (9), (10) и (6), (9′), (10′).
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Заметим, что алгебры AP̃ (1, 4) и AP̃ (2, 3) есть максимальными (в смысле Ли)
алгебрами инвариантности системы (1′), (3) с κ = ±1.
Следствие 3. Система (1′), (3) заменой (9) при κ = 1 ((9′) при κ = −1) сводится
к системе:

v00 − v11 − v22 − v33 = 0,
v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 = κ.
(11)

Действительно, вычисляя uαβ через vαβ , vα, v, yα при помощи формул (9)
или (9′) и подставляя в (1′), после упрощений получим уравнение

1
A

(v00 − v11 − v22 − v33) +
1
A3

[
2x2

0(v00 − 2v01 + v11) +

+ 2
√

2Ax0

(
∂

∂y0
− ∂

∂y1

)](
v2
0 − v2

1 − v2
2 − v2

3 − κ
)

= 0.

(12)

где A ≡ 1 +
√

2x0(v1 − v0), x0 выражается через (yα, v) по формула (9) или (9′).
С (12) видно, что при выполнении дополнительного условия (3) получаем систе-
му (11).

Замечание 1. С уравнения (12) получается еще другое дополнительное условие
v0 − v1 = 0, которое также сводит (12) к уравнению д’Аламбера. Этому условию в
пространстве (x, u) соответствует условие u1 = 0.
Замечание 2. Операторы X9–X16 с (4) не входят в алгебру инвариантности урав-
нения (1′), они есть операторами симметрии этого уравнения лишь при выпол-
нении дополнительного условия (3). Это означает, что уравнение (1′) без допол-
нительного условия (3) не инвариантно относительно группы P̃ (1, 4) или P̃ (2, 3),
поэтому для решений уравнения (1′) не выполняется принцип относительности
Лоренца–Пуанкаре–Эйнштейна. С теоремы 5 следует, что из множества всех ре-
шений уравнения (1′) дополнительным условием (3) выделяется подмножество,
для элементов которого указанный принцип выполняется.

Замечание 3. Используя теоремы 2, 3 работы [2], можно получить замену

y0 =
1√
2
(x0 + 2x1 + 2ux0), y1 =

1√
2
(x0 − 2x1 − 2ux0),

y2 = x2, y3 = x3, y4 ≡ v = u,

(13)

при помощи которой уравнение (3) при κ = 0 сводится к уравнению v2
0 − v2

1 − v2
2 −

v2
3 = 0, а соответственная система (1′), (3) — к системе (11) с κ = 0.
4. Исследуем Q-условную инвариантность уравнения (1′) в классе операторов

первого порядка

Q = ξl(x, u)∂l + η(x, u)∂u, (14)

l = 0, 3, x = (x0, x1, x2, x3).
Теорема 6. Уравнение (1′) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = 3∂1 + (a− bx1)∂u, (15)
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если функции a = a(x0, x2, x3), b = b(x0, x2, x3) удовлетворяют системе уравне-
ний:

b22 + b33 = b2, a22 + a33 + b0 − ab = 0. (16)

Никаких других операторов Q-условной инвариантности класса (4) (кроме
операторов вида R = f(x, u)X, где f(x, u) — некоторая функция, X — опера-
тор симметрии уравнения (1′)) уравнение Хохлова–Заболотской (1′) не имеет.
Теорема 6 доказывается по схеме, приведенной в [4]. Заметим, что в ходе

доказательства теоремы 6 кроме оператора Q-условной инвариантности (15) полу-
чаются и все операторы (2) лиевской симметрии уравнения (1′).

5. Перейдем к построению точных решений уравнения (1′). Учитывая следствие
3 и замечание 3, получаем, что произвольное точное решение системы (11) в про-
странстве переменных (y, v) порождает соответственное точное решение системы
(1′), (3) (а значит, и уравнения Хохлова–Заболотской (1′)).
Система типа (11) играет важную роль в теории пуанкаре-инвариантных диф-

ференциальных уравнений в частных производных [5], поэтому вопросы ее совме-
стности и построения точных решений детально изучены (см. [5] и цитированную
там литературу).
В [6] показано, что произвольное решение системи (11) при κ = 0 (как ком-

плексное, так й действительное) можно получить из формулы Бейтмена–Смирно-
ва–Соболева

ψ(v) = ϕi(v)yi, (17)

где ψ(v) — произвольная гладкая функция, ϕi(v) = ϕj(v)gij , gij = (1,−1,−1,
−1)δij , ϕj(v) — гладкие функции, удовлетворяющие условию ϕj(v)ϕj(v) = 0, а та-
кже в виде

v = F (aiyi, biyi), (18)

где ai = ajgij , bi = bjgij , aj , bj — постоянные, удовлетворяющие условиям ajbj =
aja

j = bjb
j = 0, F — произвольная гладкая функция.

Переходя в (17), (18) к переменным (x, u), по формулам (13) получим классы
точных решений (1′), заданных в неявном виде.
Заметим, что в классе, заданном формулой (17), содержатся как действитель-

ные, так и комплексные решения, а в классе (18) действительные решения исчер-
пываются формулой v = Φ(aiyi), aiai = 0, Φ — произвольная гладкая функция;
все остальные решения этого класса являются комплексными.
В [5] построено в параметрическом виде общее решение системы (11) при κ =

±1. Там же рассмотрен ряд случаев, когда решения этой системы можно задать
в явном или неявном виде. Для примера приведем два класса точных решений
системы (1′), (3) при κ = −1 и κ = 1.
1) κ = −1.

u = x2
0 +

1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 +

2
3
x3

0 + c1

)
cosϕ(z) + x2 sinϕ(z) + ψ(z),

где z = 1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 − 2

3x
3
0

)
+ x3 + c2; c1, c2 — произвольные постоянные;

ϕ(z), ψ(z) — произвольные гладкие функции.
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2) κ = 1.

1√
2

(
x0 + 2x1 + 2ux0 +

2
3
x3

0 + c1

)
+

1√
2

(
x0 − 2x1 − 2ux0 − 2

3
x3

0 + c2

)
×

× sinϕ(z) + (x1 + c3) cosϕ(z) + ψ(z) = 0,

z = i
(
u+ x2

0

)
+ x3 + c4, i2 = −1, cj = const, j = 1, 4, ϕ(z), ψ(z) — произвольные

гладкие функции.
Широкий класс точных решений уравнения (1′) можно построить при помо-

щи оператора Q-условной инвариантности (15). Этому оператору соответствует
анзац [4]

u =
1
3
a(x0, x2, x3)x1 − 1

6
b(x0, x2, x3)x2

1 + ϕ(x0, x2, x3). (19)

Подставляя (19) в (1′), после упрощений получаем на функции a, b, ϕ систему
уравнений в частных производных:

b22 + b33 = b2, a22 + a33 + b0 − ab = 0,

ϕ22 + ϕ33 − 1
3
bϕ− 1

3
a0 +

1
9
a3 = 0,

(20)

решив которую, получим согласно (19) точное решение уравнения (1′).
Характерной особенностью анзаца (19) является то, что при его помощи про-

водится редукция по независимым и антиредукция по зависимым переменным
(от одного уравнения в пространстве (x0, x1, x2, x3, u) переходим к системе трех
уравнений в пространстве (x0, x2, x3, a, b, ϕ)). Понятно, что построить точные ре-
шения системы (20) проще, нежели уравнения (1′), поскольку практически только
первое уравнение в (20) нелинейное, а переменная x0 фактически играет роль
параметра. В [7] исследована симметрия и построены точные решения уравнения
b22 + b33 = bk. Подставив полученные там решения во второе уравнение систе-
мы (20), будем иметь линейное уравнение для нахождения функции a(x0, x2, x3),
решив которое (построив частные решения), для ϕ получаем также линейное урав-
нение.
Классы точных решений системы (20) можно построить и на основании ее

симметрии, которая описывается следующей теоремой.

Теорема 7. Максимальной группой инвариантности системы (20) является
бесконечнопараметрическая группа, базисные операторы алгебры Ли которой
имеют вид:

X1 = ∂0, X2 = x3∂2 − x2∂3, X3 = x0∂0 − a∂a − 2ϕ∂ϕ,
X4 = x2∂2 + x3∂3 − 2b∂b + 2ϕ∂ϕ,

X5 =
5
12
x2

0∂0 +
1
2
x0(x2∂2 + x3∂3)− x0b∂b −

−
[
5
6
ax0 − 1

8
(
x2

2 + x2
3

)
b+

1
2

]
∂a −

[
2
3
x0ϕ+

1
24
(
x2

2 + x2
3

)
a

]
∂ϕ,

X(A) = 2A∂2 +A′x2b∂a −
(

1
3
A′x2a+A′′x2

)
∂ϕ,

X(B) = 2B∂3 +B′x3b∂a −
(

1
3
B′x3a+B′′x3

)
∂ϕ,

(21)
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X(C) = Cb∂a −
(

1
3
Ca+ C ′

)
∂ϕ,

где A, B, C — произвольные функции от x0, ∂a = ∂
∂a , ∂b = ∂

∂b , ∂ϕ = ∂
∂ϕ .

Построив по операторам (21) соответственные анзацы [4], редуцируем систе-
му (20) к системе трех уравнений с двумя независимыми переменными.
Приведем для иллюстрации решения уравнения (1′) вида

u = −1
6
W (xi)x2

1 + ϕ(x0, x2, x3), (22)

где W (xi), i = 2, 3 — функция Вейерштрасса, являющаяся решением уравнения
d2W (xi)
dx2

i
= W 2, а ϕ — решением линейного уравнения ϕ22 + ϕ33 − 1

3W (xi)ϕ =
0, в котором переменная x0 является параметром. Эти решения неинвариантны
относительно алгебры инвариантности уравнения (1′), поэтому их нельзя получить
классическим методом Ли.
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Качественный анализ семейств
ограниченных решений многомерного
нелинейного уравнения Шредингера
В.И. ФУЩИЧ, И.О. ПАРАСЮК

Установлено существование семейств ограниченных по пространственным перемен-
ным решений нелинейного многомерного уравнения Шредингера, а также изучены
их асимптотические свойства. Исследование включает два этапа. Вначале исходное
уравнение с помощью анзацев специального вида редуцируется к набору обыкно-
венных дифференциальных уравнений, а затем проводится качественный анализ ка-
ждого такого уравнения.

Данная работа является продолжением исследований, начатых в [1].
Рассмотрим многомерное нелинейное уравнение Шредингера

i∂tΨ + 1/(2m)∆Ψ + λ|Ψ|kΨ = 0, (1)

где Ψ : Rt × Rnx → C, ∆ =
n∑
j=1

(∂xj
)2, m > 0, k > 0, λ ∈ R. В [1] это уравне-

ние изучалось в случае, когда k = 4/n, n = 3 (при таком k уравнение (1) обладает
наиболее широкой группой симметрии [2, 3]). В настоящей работе, следуя [1], изу-
чим ограниченные решения уравнения (1) при произвольном n и более широком
диапазоне значений k. Для этой цели с помощью анзацев [2, 3] редуцируем урав-
нение (1) к набору обыкновенных дифференциальных уравнений, а затем проведем
качественный анализ этих уравнений.

1. Анзац Ψ(t, x) = t−1/kz(τ), где τ = t−1/2α · x (здесь и в дальнейшем α ∈ Rn,
α2 = 1), редуцирует уравнение (1) к уравнению

z̈ − imτż − 2imk−1z + a|z|kz = 0, a = 2λm. (2)

Утверждение 1. Если k 	= 4, то уравнение (2) имеет семейство решений z =
Z(τ, c), где c — комплексный параметр, а функция Z(τ, c) при фиксированном
c ограничена на всей оси Rτ и удовлетворяет условиям

Z(−τ, c) = Z(τ, c) и Z(τ, c) = O
(
τ−|1/2−2/k|−1/2

)
, τ →∞.

Доказательство. Рассмотрим уравнение более общего вида чем (2):

z̈ ± imτż + imbz + a|z|kz = 0, b ∈ R. (3)

Сделаем замену независимой переменной s = τ2/2:

d2z

ds2
+
(
±im+

1
2s

)
dz

ds
+
imb

2s
z +

a

2s
|z|kz = 0.

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 6, C. 821–828.
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Выполнив подстановку

z = exp
(
−1

2

∫ (
±im+

1
2s

)
ds

)
v = s−1/4 exp(±ims/2)v,

приходим к уравнению

d2v

ds2
+
(
m2

4
+
im

2s
+
(
b± 1

2

)
+

3
16s2

)
v +

a

2s1+k/4
|v|kv = 0. (4)

Вначале исследуем линейное уравнение вида

d2v

ds2
+
(
m2

4
+
imν

s
+

3
16s2

)
v = 0, (5)

где ν = |b ± 1/2|/2. Для него s = 0 является регулярной особой точкой c опре-
деляющим уравнением ρ2 − ρ + 3/16 = 0, которое имеет пару корней ρ1 = 1/4 и
ρ2 = 3/4. Поэтому для любого решения v(s) уравнения (5) существует конечный
предел

lim
s→0

s−1/4v(s) <∞. (6)

Для исследования асимптотики решений (5) при s → ∞ в соответствии с [4]
рассмотрим уравнение

ρ2 +
(
m2

4
+
imν

s

)
= 0.

Для его корней имеет место представление

ρ±(s) = ±i
√
m2/4 + imν/s = ±im/2± ν/s+O

(
s−2
)
.

Предположим, что ν 	= 0. Тогда уравнение (5) имеет пару решений

v±(s) =
(

exp
∫ s

s0

ρ±(s1)ds1

)
(c± + o(1)) = O

(
s±νρ

)
, (7)

вронскиан которых равен 1. Для этих решений выполняется условие (6). Очевидно,
что аналогичный результат справедлив и в случае, когда ν = −|b±1/2|/2, поэтому
полагаем ν > 0.
Теперь задачу об ограниченных на полуоси [0,∞) решениях уравнения (4)

сведем к интегральному уравнению

v(s) = v−(s)
(
c+

a

2

∫ s

0

v+(θ)θ−1−k/4|v(θ)|kv(θ)|dθ
)

+

+
a

2
v+(s)

∫ ∞

s

v−(θ)θ−1−k/4|v(θ)|kv(θ)dθ def= A[v](s),

где c — комплексный параметр. Покажем, что оператор A на полном метрическом
пространстве BL непрерывных функций f : [0,∞) → C с метрикой ρ(f, g) =

sup
s∈[0,∞)

|f(s)− g(s)| таких, что

|f(s)| ≤ Lmin
(
s1/4, s−ν

)
, L > 0, (8)
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при всех достаточно малых |c| и L является оператором сжатия. Действительно.
для любой f ∈ BL из оценок∫ 1

0

|v±(θ)|θ−1−k/4|f(θ)|k+1dθ ≤ c1Lk+1

∫ 1

0

θ1/4−1−k/4+(k+1)/4dθ ≤ c2Lk+1;∫ ∞

1

|v+(θ)|θ−1−k/4|f(θ)|k+1dθ ≤ c3Lk+1

∫ ∞

1

θν−1−k/4−(k+1)νdθ ≤ c4Lk+1;∫ ∞

s

|v−(θ)|θ−1−k/4|f(θ)|k+1dθ ≤ c5Lk+1

∫ ∞

s

θ−ν−1−k/4−(k+1)νdθ ≤

≤ c6Lk+1s−(k+2)ν−k/4, s ≥ 1,

следует оценка

|A[f ](s)| ≤ c7
(|c|+ Lk+1

)
min
(
s1/4, s−ν

)
,

причем константа c7 не зависит ни от |c|, ни от L. Значит, A : BL → BL, как
только малостью L и |c| будет обеспечено выполнение условия c7

(|c|+ Lk+1
) ≤ L.

Выясним условия сжатия. Для любых f, g ∈ BL из оценок∫ 1

0

|v±(θ)|θ−1−k/4||f(θ)|kf(θ)− |g(θ)|kg(θ)|dθ ≤

≤
∫ 1

0

|v±(θ)|θ−1−k/4(|f(θ)|kf(θ)− g(θ)|+ (|f(θ)|k − |g(θ)|k)|)dθ ≤

≤ c8Lk
(∫ 1

0

θ1/4−1−k/4+k/4dθ
)
ρ(f, g) ≤ c9Lkρ(f, g);∫ s

1

|v+(θ)|θ−1−k/4||f(θ)|kf(θ)− |g(θ)|kg(θ)|dθ ≤

≤ c10Lk
(∫ s

1

θν−1−k/4−kνdθ
)
ρ(f, g) ≤

≤ c11Lk
(
sν−k/4−kν + 1

)
ρ(f, g), s ≥ 1;∫ ∞

s

|v−(θ)|θ−1−k/4||f(θ)kf(θ)− |g(θ)|kg(θ)|dθ ≤

≤ c12Lk
(∫ ∞

s

θ−ν−1−k/4−kνdθ
)
ρ(f, g) ≤ c13Lks−ν−k/4−kν , s ≥ 1,

следует оценка

ρ(A[f ], A[g]) ≤ c14Lkρ(f, g)
причем c14 не зависит ни от c, ни от L. Выполнение условия сжатия c14Lk < 1
также можно добиться малостью L.
Таким образом, уравнение (4) при условии ν = 0, обладает семейством реше-

ний, зависящих от параметра c и удовлетворяющих условию (8).
Вернемся теперь к уравнению (2), которое соответствует (3) при b = −2/k и

знаке “−”. Для него ν = |1/2 − 2/k|/2 	= 0. Тогда, учитывая связь между v и z,
получаем искомое семейство z = Z(τ, c). Утверждение доказано.
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В случае k = 4 имеет место утверждение, аналогичное доказанному выше, с
той лишь разницей, что семейство ограниченных на всей оси и убывающих на
бесконечности с асимптотикой O(τ−1/2) решений будет зависеть от двух компле-
ксных параметров.

2. Анзац

Ψ(t, x) = t−1/k exp
(
imx2

2t

)
z(τ), τ = t−1/2α · x,

редуцирует уравнение (1) к уравнению

z̈ + imτż + im

(
n− 2

k

)
z + a|z|kz = 0, a = 2λm. (9)

Утверждение 2. Если k 	= 4/(2n−1), то уравнение (9) имеет семейство решений
z = Z(τ, c), где c — комплексный параметр, а функция Z(τ, c) при фиксирован-
ном c ограничена на всей оси Rτ и удовлетворяет условиям

Z(−τ, c) = Z(τ, c); Z(τ, c) = O
(
τ−|n−2/k−1/2|−1/2

)
.

Доказательство. Уравнение (9) имеет вид (3) при b = n−2/k в знаке “+”. К нему
применимо доказательство утверждения 1 для случая ν = |n−2/k−1/2|, поскольку
ν 	= 0 в силу условия, наложенного на k. Утверждение доказано.
Случай k = 4/(2n− 1) аналогичен случаю k = 4 из предыдущего пункта.

3. Анзац Ψ(t, x) = t−n/2 exp
(
imx2

2t

)
z(τ), τ = t−1α · x, редуцирует (1) при

k = 4/n к уравнению

z̈ + a|z|4/nz = 0, a = 2λm,

которое исследовано в [1].

4. Анзац Ψ(t, x) = t−1/kz(τ), τ = t−1x2, редуцирует уравнение (1) к уравнению

z̈ + (n/(2τ)− im/2)ż − imz/(2kτ) + a|z|kz/τ = 0, a = λm/2. (10)

Утверждение 3. Пусть l1(n)< k< l2(n), где l1(n)= (2−n+
√
n2 + 12n+ 4)/(2n),

а l2(n) = ∞ при n = 1, 2 и l2(n) = 4/(n − 2) при n ≥ 3. Тогда уравнение
(10) имеет семейство решений z = Z(τ, c), где c — комплексный параметр, a
Z(τ, c) при фиксированном c является функцией класса C1[0,∞) ∩ C2(0,∞) и
удовлетворяет условиям

lim
τ→0

τ · Z̈(τ, c) <∞, Z(τ, c) = O
(
τ−ν
)
, τ →∞,

где ν = min(1/k, n/2− 1/k).

Доказательство. Сначала исследуем линеаризованное уравнение, соответствую-
щее (10) (a = 0). Справедлива такая лемма.

Лемма. Уравнение

z̈ + (n/2τ)− im/2)ż + imz/(2kτ) = 0 (11)
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при выполнении условий утверждения 3 имеет фундаментальную систему ре-
шений z1(τ) и z2(τ), удовлетворяющих условиям

lim
τ→0

z1(τ) = 1, z2(τ) = (1 + o(1))
∫
τ−n/2(1 + o(1))dτ, τ → 0; (12)

zj(τ) = O
(
τ−ν
)
, żj(τ) = O

(
τ−ν
)
, j = 1, 2, τ →∞. (13)

Вронскиан этих решений равен exp(imτ/2)τ−n/2.

Доказательство. Существование решения z1(τ), удовлетворяющего (12), следует
из того, что τ = 0 — регулярная особая точка уравнения (11) с определяющим
уравнением ρ((ρ − 1) + n/2) = 0, откуда ρ1 = 0, ρ2 = 1 − n/2. Решение z2(τ) и
выражение для вронскиана получаются из формулы Остроградского–Лиувилля.
Для исследования асимптотики zj(τ) при τ →∞ выполним подстановку

z =
(

exp
(
−1

2

∫ (
n

2τ
− im

2

)
dτ

))
v = τ−n/4 exp(imτ/2)v. (14)

Получим уравнение

v̈ +
(
m2

16
+
im

2τ

(
n

4
− 1
k

)
+

4n− n2

16τ2

)
v = 0. (15)

Исследуется оно так же, как и (5). Если k 	= 4/n, то в этом случае ρ1,2(τ) =
1 ∓ im/4 ± (n/4 − 1/k)τ−1 + O

(
τ−2
)
и (15) имеет пару линейно независимых

решений

v1,2(τ) = O
(
τ±(n/4−1/k)

)
. (16)

Если же k = 4/n, то (15) имеет пару решений с асимптотикой v1,2(τ) = O(1), ко-
торая формально также удовлетворяет (16). Такую же асимптотику имеет v̇1,2(τ).
В обоих случаях соответствующее решение zj(τ) с учетом (14) удовлетворяет (13).
Лемма доказана.
Задачу об ограниченных решениях уравнения (10) сведем к интегральному

уравнению

z(τ) = z1(τ)
(
c+ a

∫ τ

0

exp(−imθ/2)θn/2−1z2(θ)|z(θ)|kz(θ)dθ
)
−

− az2(τ)
∫ τ

0

exp(−imθ/2)θn/2−1z1(θ)|z(θ)|kz(θ)dθ def= A[z](τ).
(17)

Применим к (17) принцип сжимающих отображений. Рассмотрим полное метри-
ческое пространство BL непрерывных функций f : [0,∞) → C, удовлетворяющих
условию

|f(τ)| ≤ Lmin
(
1, τ−ν

)
, L > 0, (18)

с метрикой ρ(f, g) = sup
τ∈[0,∞)

|f(τ)− g(τ)|.
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Покажем, что A : BL → BL при всех достаточно малых |c| и L. Пусть f ∈ BL.
Тогда, учитывая (12), имеем

|A[f ](τ)| ≤ c1
(
|c|+ Lk+1

∫ τ

0

θn/2−1

(∫
θ−n/2dθ

)
dθ +

+ Lk+1

(∫
τ−n/2dτ

)∫ τ

0

θn/2−1dθ

)
≤ c2

(|c|+ Lk+1
)
, τ ∈ [0, 1].

(19)

Нетрудно видеть, что условия утверждения 3 гарантируют выполнение неравенства

n/2− (k + 2)ν < 0. (20)

А тогда, учитывая (13), имеем

|A[f ](τ)| ≤ c3
(|c|+ Lk+1

)
τ−ν + c4τ

−νLk+1

∫ τ

1

θn/2−1−(k+2)νdθ ≤

≤ c5
(|c|+ Lk+1

)
τ−ν , τ ∈ (1,∞).

(21)

(Здесь и ниже константы ci не зависят ни от c, ни от L.) Значит, A[f ](τ) будет
удовлетворять условию (18), как только c5

(|c|+ Lk+1
)
< L.

Перейдем к исследованию условий сжатия. Для f, g ∈ BL получаются оценки
|A[f ](τ)−A[g](τ)| ≤ c6Lkρ(f, g), τ ∈ [0, 1];

|A[f ](τ)−A[g](τ)| ≤ c7τ−νLk
(

1 +
∫ τ

1

θn/2−1−(k+1)νdθ

)
ρ(f, g) ≤

≤ c8Lk
(
1 + τn/2−(k+2)ν

)
ρ(f, g) ≤ 2c8Lkρ(f, g), τ ∈ (1,∞),

на основании которых находим условие сжатия max(c6, 2c8)Lk < 1. Из принципа
сжимающих отображений следует существование решения z(τ) = Z(τ, c) уравне-
ния (17), удовлетворяющего условию (18).
Для того чтобы закончить доказательство, найдем из (17)

ż(τ) =
d

dτ
A[z](τ) = ż1(τ)

(
c+ a

∫ τ

0

exp(−imθ/2)θn/2−1z2(θ)|z(θ)|kz(θ)dθ
)
−

− ż2(τ)
∫ τ

0

exp(−imθ/2)θn/2−1z1(θ)|z(θ)|kz(θ)dθ.
(22)

С помощью формулы Остроградского–Лиувилля получаем ż2(τ) = (1 + o(1))z2(τ)
+(1 + o(1))τ−n/2. А тогда с учетом представления∫ τ

0

exp(−imθ/2)θn/2−1z1(θ)|z(θ)|kz(θ)dθ =

= τn/2
∫ 1

0

exp(−imsτ/2)sn/2−1z1(sτ)|z(sτ)|kz(sτ)ds

и (22) заключаем, что z(τ) ∈ C1[0,∞).
Свойство для Z̈(τ, c) вытекает непосредственно из уравнения (10). Утверждение

доказано.
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Замечание. Случай n = 1 при менее жестких ограничениях на параметр k факти-
чески исследован в п. 1.

5. Анзац

Ψ(t, x) = t−n/2 exp
(
imx2

2t

)
z(τ), τ = t−2x2,

редуцирует уравнение (1) при k = 4/n к уравнению

z̈ + nż/(2τ) + a|z|4/nz/τ = 0, a = λm/2. (23)

Утверждение 4. Если n ≥ 2, a > 0, то уравнение (23) имеет семейство решений
вида z = exp(iθ)r(τ, c), где θ, c — вещественные параметры, а r(τ, c) при фи-
ксированном c является функцией класса C1[0,∞)∩C2(0,∞) и удовлетворяет
условиям

r(0, c) = c; lim
τ→0

r̈(τ, c)τ <∞, (24)

r(τ, c) =

{
O(τ−1/6), n = 2,

O(τ−n/(2n+4)), n ≥ 3,
τ →∞, (25)

Доказательство. Подстановка z = exp(iθ)r в (23) приводит к уравнению

r̈ + nṙ/(2τ) + ar4/n+1/τ = 0. (26)

Для того чтобы показать существование семейства решений (26), удовлетворяю-
щих (24) при малых τ ≥ 0, следуя [5], запишем (26) в виде

d

dτ
(ṙτn/2) = −aτn/2−1r4/n+1, (26′)

откуда с учетом требования непрерывности ṙ при τ = 0 имеем представление

ṙ(τ) = −aτ−n/2
(∫ τ

0

τ
n/2−1
2 r4/n+1(τ2)dτ2

)
.

Следовательно, искомое семейство удовлетворяет интегральному уравнению

r(τ) = c− a
∫ τ

0

τ
−n/2
1

∫ τ1

0

τ
n/2−1
2 r4/n+1(τ2)dτ2.

При каждом фиксированном c ∈ R локальная (при малых τ ) разрешимость этого
уравнения легко доказывается с помощью принципа сжимающих отображений.
Теперь докажем, что всякое решение из семейства r(τ, c) продолжимо на по-

луось [0,∞) и обладает асимптотикой (25). Заметим, что (26′) — это известное
уравнение Эдмена–Фаулера. Его качественный анализ проведен, например, в [4].
К сожалению, в [4] не выписаны в явном виде формулы асимптотик в рассматри-
ваемом здесь случае.
Пусть n = 2. Положим τ = es, r = exp(−s/6)p. Получим

p̈(1/3)ṗ+ (1/36)p+ ap3 exp(2s/3) = 0
(
ṗ =

dp

ds

)
. (27)
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Рассмотрим функцию

V (s, p, ṗ) = ṗ2/2 + (1/72)p2 + (c/4)p4 exp(2s/3).

В силу (27) имеем

V̇ = (2/3)
(
ṗ2/2 + (a/4)p4 exp(2s/3)

) ≤ (2/3)V.

Отсюда V = O(exp(2s/3)) и p = O(1) при s→∞. Значит, r = O
(
τ−1/6

)
.

Пусть n ≥ 3. Положим r = τ (2−n)/2p. Получим

p̈+ (4− n)ṗ/(2τ) + aτ4/n−3p4/n+1 = 0. (28)

Рассмотрим функцию

W (τ, p, ṗ) = ṗ2/2 + a(4/n+ 2)−1τ4/n−3p4.

Ввиду (28) получим

Ẇ = τ−1
[
(n− 4)ṗ2/2 + a(4/n− 3)(4/n+ 2)−1τ4/n−3p4/n+2

]
≤ (n− 4)τ−1W.

Отсюда W = O
(
τn−4

)
. Следовательно,

p4/n+2 = O
(
τn−4

)
, p = O

(
τ (n2−n−4)/(2n+4)

)
,

r = O
(
τ (2−n)/2+(n2−n−4)/(2n+4)

)
= O

(
τ−n/(2n+4)

)
.

Утверждение доказано.

Замечание. Случай n = 1 сводится к п. 3.

6. Анзац

Ψ(t, x) = (1− t2)−n/4 exp
(
− im

2
tx2

1− t2
)
z(τ), τ = x2/

(
1− t2) ,

редуцирует уравнение (1) к уравнению

z̈ + nż/(2τ) +m2z + a|z|4/nz/τ = 0, a = λm/2. (29)

Утверждение 5. Уравнение (29) имеет семейство решений z = Z(τ, c), где c —
комплексный параметр и функция Z(τ, c) при фиксированном с принадлежит
классу C1[0,∞) ∩ C2(0,∞) и удовлетворяет условиям

lim
τ→0

τZ̈(τ, c) <∞, Z(τ, c) =
(
τ−n/4

)
, τ →∞.

Доказательство. Линеаризованное уравнение (29) (a = 0) обладает фундамен-
тальной системой решений z1(τ), z2(τ), удовлетворяющих условиям (12), (13) при
ν = n/4. Это утверждение, а также последующие рассуждения повторяют схе-
му доказательства в п. 4. Соответствующее интегральное уравнение отличается
от (17) лишь отсутствием экспонент под знаком интеграла. Осталось заметить,
что неравенство (20) при ν = n/4, k = 4/n выполняется.
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Точные решения некоторых уравнений
газовой динамики и нелинейной акустики

В.И. ФУЩИЧ, В.К. РЕПЕТА

New non-Lie ansätze used to construct exact solutions of some gas dynamics equations
and nonlinear acoustics equations are suggested.

Предложены анзацы, с помощью которых построены некоторые классы точных
решений уравнений газовой динамики: Линя–Рейснера–Циня и “коротких волн”,
а также нелинейной акустики.

1. Для описания нестационарных потенциальных течений газа с околозвуко-
выми скоростями используется уравнение Линя–Рейснера–Циня [1]

2u01 + u1u11 − u22 = 0, (1)

где u = u(x) ∈ R1, x = (x0, x1, x2) ∈ R3, uµ = ∂u
∂xµ
, uµν = ∂2u

∂xµ∂xν
, µ, ν = 0, 2.

В работе [2] показано, что локальная группа симметрии уравнения (1) беско-
нечномерна и порождается операторами

X1 = 2x0∂0 + x2∂2 − 2u∂u, X2 = h(x0)∂u, X3 = m(x0)x2∂u,

X4 = γ∂1 +
[
2γ̇x1 + 2γ̈x2

2

]
∂u, X5 = β̇x2∂1 + β∂2 +

[
2β̈x1x2 +

2
3

...

β x3
2

]
∂u,

X6 = 3αx0∂0 +
[
α̇x1 + α̈x2

2

]
∂1 + 2α̇x2∂2 +

+
[
−αu+ α̈x2

1 + 2
...
α x1x

2
2 +

α(4)

3
x4

2

]
∂u.

(2)

Здесь α(x0), β(x0), γ(x0), m(x0), h(x0) — произвольные функции от x0.
Решения уравнения (1) будем искать в виде

а) u =
∫
ϕ1(x1, x2)dx1 + ϕ2(x0, x2) + ϕ3(x0, x2)x1, (3)

б) u = v1(x0, x2) + v2(x0, x2)ϕ(ω), ω = v3(x0, x2)x1 + v4(x0, x2). (4)

Подставляя анзац (3) в уравнение (1), получаем

ϕ2
22 = 2ϕ3

0 + ϕ1ϕ1
1 −
∫
ϕ1

22dx1 + ϕ3ϕ1
1 − ϕ3

22x1. (5)

Наложим на ϕ дополнительные условия

ϕ1
22 − (ϕ1ϕ1

1)1 = λ, (6)

ϕ3ϕ1
11 − ϕ3

22 = λ (λ = const). (7)

Доклады АН УССР, 1991, № 8, С. 39–45.
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Тогда правая часть уравнения (5) является функцией только двух переменных x0

и x2.
В работе [3], используя условную симметрию [4, 5], построены точные решения

нелинейного волнового уравнения (6) при λ = 0. Обобщая результаты [3] на
случай произвольного значения параметра λ, приходим к следующим решениям
уравнения (6):

λ = 0

ϕ1 = W (x2)x2
1 + Λ(x2), ϕ1 = 1 +

√
1 + 2(x1 − x2),

ϕ1 =
1
2

(
x2

2 − 2x1 + x2

(
x2

2 − 4x1

)1/2)
, ϕ1 = x2x

1/2
1 ,

ϕ1 = x2
1x

−2
2 + x

1/2
1

(
a1x

5/2
2 + a2x

−3/2
2

)
;

(8)

λ ∈ R1

ϕ1 = x1x2 +
x4

2

12
+
λx2

2

4
+ a1x2 + a2,

ϕ1 = x2
1x

−2
2 + 3a1x

3
2x1 +

a2
1x

8
2

6
+ a2x

−1
2 + a3x

2
2 +

λ

3
x2

2 lnx2.

Решения уравнения (7), соответствующее (8), имеют вид
λ = 0

ϕ3 = Λ(x2), ϕ3 = 0;

λ ∈ R1

ϕ3 =
λ

2
x2

2 + b(x0)x2 + c(x0),

ϕ3 = b1(x0)x2
2 + b2(x0)x−1

2 +
λ

3
x2(lnx2 − 1).

(9)

Проинтегрировав уравнение (5) с учетом (8), (9) и подставив значения функций
ϕ1, ϕ2, ϕ3 в (3), получим точные решения уравнения

u = W (x2)
x3

1

3
+ 2Λ(x2)x1 +H,

u =
x3

1x
−2
2

3
+

2
3
x

3/2
1

(
a1x

5/2
2 + a2x

−3/2
2

)
+
a2
1

84
x7

2 +
a2
2

4
x−1

2 +
a1a2

6
x3

2 +H,

u = x1 +
1
3
[1 + 2(x1 − x2)]3/2 − x2

2

2
+H, u = λx2x

3/2
1 +

3
48
λ2x4

2 +H,

u = −x
4
2

12
+

1
2

[
x1x

2
2 − x2

1 −
x2

6
(
x2

2 − 4x1

)3/2]
+H,

u =
x2

1x2

2
+ x1

[
x4

2

12
+ (a1 − b)x2 + a2 − c

]
+

x7
2

504
+

+ (a1 − b)x
4
2

12
+

1
6
(a2 − c− 2ḃ)x3

2 − ċx3
2 +H,

u =
1
3
x3

1x
−2
2 +

3
2
a1x

2
1x

3
2 + x1

[
a2
1

6
x8

2 + (a2 − b2)x−1
2 + (a3 + b1)x2

2

]
+

+
a1

2

[
a2
1

156
x13

2 +
a3 + b1

7
x7

2

]
+

2ḃ2 + 3a1(b2 + a2)
12

x4
2 +

+ 2ḃ2x2(lnx2 − 1) +H.

(10)
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Здесь W (x2) — функция Вейерштрасса, т.е. решение уравнения W ′′ = 6W 2;
Λ(x2) — решение уравнения Ламе Λ′′ = 2WΛ; H = h1(x0)x2 + h2(x0); a, b, c,
b1, b2, h1, h2 — произвольные функции от x0. Точкой обозначено дифференциро-
вание по x0.
Во втором случае, подставляя анзац (4) в уравнение (1), придет к соотношению

ϕ̈
[
2v2v3

(
v3
0x1 + v4

0

)− v2
(
v3
2x1 + v4

2

)2]+ ϕ̇ϕ̈(v2)2(v3)3 − v1
22 − ϕv2

22 +

+ ϕ̇
[
2(v2v3)0 − 2v2

2(v3
2x1 + v4

2)− v2(v3
22x1 + v4

22)
]

= 0.
(11)

При некоторых условиях на функции vi, i = 1, 4 (11) сводится обыкновенному
дифференциальному уравнению (ОДУ) для ϕ(ω). Рассмотрим несколько случаев:

Случай 1.

v2 = v3 = 1, 2v4
0 − (v4

2)2 = λ, v4
22 = 0, v1

22 = λ1, λ1 	= 0. (12)

Уравнение (11) при выполнении (12) будет иметь вид

ϕ̈λ+ ϕ̇ϕ̈− λ1 = 0. (13)

Решая (12) и (13), получаем точное решение уравнения (1)

u =
λ1

2
x2

2 ±
1

3λ1
[λ2 + 2(λ1ω + λ2)]3/2 − λω +H, (14)

где ω = x1 + x0
λ+(λ2)

2

2 + λ2x2, λ2 — произвольная константа.
Случай 2. Положим в (11) ϕ = ω3/2. Тогда функции vi, i = 1, 4 удовлетворяют

системе уравнений

v2
22 = 0, 2v4

0 − (v4
2)2 = 0, v1

22 =
9
8
(v2)2, 2v2

0 − 2v2
2v

4
2 − v2v4

22 = 0. (15)

Решая систему уравнений (15), по формуле (4) получаем решения уравнения (1)

u =
3
32

(g1x2 + g2)4

(g1)2
+ (g1x2 + g2)ω3/2 +H, (16)

где функции g1, g2 и ω принимают вид

1) g1 = λ1x
−3/2
0 , g2 = λ2x

−2
0 , ω = x1 − x2

2

2x0
,

2) g1 = const, g2 = −g1x0 + λ3, ω = x1 +
x0

2
− x0.

Полученные результаты обобщаются на уравнение 2u01 +u1u11−u22−u33 = 0.
Для этого в формулах (10), (14), (16) необходимо x2 заменить на α1x2 + α2x3

(α2
1 + α2

2 = 1).
Замечание 1. Решения уравнения (1) можно размножить с помощью операто-
ров (2). Формула размножения, построенная по операторам X1–X5 для известного
решения u = f(x0, x1, x2), имеет вид

u = θ21f(θ21x0, γθ3 + x2θ4 + x1, θ1(x2 + βθ4))− θ2m(x2 + βθ1)− hθ5 −
− θ3

[
2γ̇(x2θ4 + x1) + 2γ̈(x2 + βθ4)2

]− 2β̈x1x2θ4 − 2
3

...

β x2
2θ4,

где θi — групповые параметры, i = 1, 5.
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Укажем формулы размножения для некоторых конкретных значений функции
α(x0)

α = const

u = (x0 + θ, x1, x2);

α = x0

u = θ2f(θ3x0, θx1, θ
2x2),

α = xn0 , n 	= 0; 1

u = f

(
(qa+ p)1/(1−n), (qa+ p)n/q

(
x
−n/p
1 − b1

q
F (−1)

)
,

x2

(
q

p
a+ 1

)2n/q
)

(qa+ p)n/q +
1
q

(
n(n− 1)b2F (−1)−

− b1b2nF (−2) + b21F (−3)
[
n

3
+

(n− 2)(n− 3)
n(n− 1)

])
p−n/q,

где q = 3(1−n), p = x1−n
0 , b1 = n(n−1)x2

1p, b2 = x1x
−n/q
0 + b1

qp , F (k) = (qa+p)k−pk;
θ, a — групповые параметры.

2. В теории “коротких волн” в газовой динамике используется система уравне-
ний

w2 − 2v1 − 2(v − x1)v1 − 2kv = 0,
v2 + w1 = 0, (k = 0; 1),

(17)

которая представляет собой некоторую аппроксимацию уравнений введенную в
работе [6].
Замена w = u2, v = −u1 сводит (17) к уравнению

2u01 − 2(x1 + u1)u11 + u22 + 2ku1 = 0. (18)

Уравнение (18), также как и система (17), допускает бесконечную группу точечных
преобразований [7, 8].
Для отыскания решений уравнения (18) используем анзацы вид (4) и

u = x
3/2
1 ϕ1(x0, x2) + x2

1ϕ
2(x0, x2) + ϕ3(x0, x2). (19)

Подставляя (19) в уравнение (18), получим

x
3/2
1 ϕ1

22 + x2
1ϕ

2
22 + x

1/2
1

(
ϕ1

0 − ϕ1

(
3ϕ2 − k +

1
2

))
+

+ x1

(
ϕ2

0 − 2(ϕ2)2 − ϕ2(1− k))+ ϕ3
22 −

9
4
(ϕ1)2 = 0.

Итак, уравнение (18) при помощи анзаца (18) редуцируется к системе уравне-
ний

ϕ1
22 = ϕ1

22 = 0, ϕ3
22 =

9
4
(ϕ1)2,

ϕ1
0 = ϕ1

[
3ϕ2 − k +

1
2

]
, ϕ2

0 = 2(ϕ2)2 + ϕ2(1− k).
(20)
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Интегрируя (20) и подставляя полученные значения функций ϕ1, ϕ2, ϕ3 в (19),
получаем точные решения уравнения (18)

k = 0

u = x
3/2
1 e−x0(c1x2 + c2)− x2

1

2
+ e−2x0H1, u = x

3/2
1 ex0/2(c1x2 + c2) + ex0H1,

u = x
3/2
1 ex0/2(1− 2cex0)−3/2(c1x2 + c2) +
+ x2

1e
x0c(1− 2cex0)−1 + ex0(1− 2cex0)−3H1,

k = 1

u = x
3/2
1 e−x0/2(c1x2 + c2) + e−x0H1,

u = x
3/2
1 e−x0/2(2x0 + c)−3/2(c1x2 + c2)− x2

1

2x0 + c
+ e−x0H1.

Здесь c, c1, c2 — произвольные постоянные; H1 = 3
16c21

(c1x2 + c2)4 + h3(x0)x2 +
h4(x0); h3(x0), h4(x0) — произвольные функции.
Анзац (4) при v2 = const, v3 = const (не ограничивая общности можно поло-

жить v2 = v3 = 1) приводит уравнение (18) к виду

2ϕ̇ϕ̈+ 2
[
x1 − v4

0 −
(v4

2)2

2

]
ϕ̈− ϕ̇[2k + v4

22]− v1
22 = 0. (21)

Требуя, чтобы (21) сводилось к ОДУ для ϕ(w), получаем на функции v1 и v2

систему уравнений

v1
22 = λ1, v4

0 +
(v4

2)2

2
+ v4 = λ, v4

22 = −2k + λ2, (22)

где λ, λ1, λ2 — постоянные.
При условии (22) уравнение (21) принимает вид

2ϕ̇ϕ̈+ 2ϕ̈(ω − λ)− ϕ̇λ2 − λ1 = 0. (23)

Система уравнений (22) имеет решения
λ2 = 2k

v4 = e−x0(λ3x2 + λ4) +
λ2

3

2
e−2x0 + λ, v1 =

λ1

2
x2

2 +H;

λ2 = 2k − 1

v4 = −x
2
2

2
+ λ3e

−x0 + λ4x2 − λ2
4

2
, v1 =

λ1

2
x2

2 +H.

Таким образом, в первом случае

w = x1 + e−x0(λ3x2 + λ4) +
λ2

3

2
e−2x0 + λ, (24)

а во втором

w = x1 − x2
2

2
+ λ3e

−x0 + λ4x2
λ2

4

2
+ λ. (25)
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Решения уравнения (23) представляются в параметрическом виде
λ2 = 0:

ϕ = c3e
2t/λ1

(
2t
λ1
− 1
)

+
1
2

(
−t2 − λ5 + λλ1 − λ2

1

2

)
,

w =
2c3
λ1

et − t+ λ− λ1

2
;

λ2 = −1:

ϕ = (−t+ λ1)−2

(
c3(2t− λ1)− t4

3
+

2
3
λ1t

3 − t2(λ5 + λλ1)
]
,

ω = (−t+ λ1)−2

[
c3 − 2

3
t3 + t2(λ+ λ1)− 2tλλ1 − λ1λ5

]
;

(26)

λ2 = 2:

ϕ = t2
(

4c3 − 1
4

)
+
λ1

4
t− 1

4
(4λ1c3 + λλ1 + λ4) +

1
8
(4t2 − λ2

1) ln(2t+ λ1),

w = t(8c3 − 1) +
1
2
(2t+ λ1) ln(2t+ λ1) ln(2t+ λ1) + λ+ 4λ1c3;

λ2 = 1:

ϕ = c3(t+ λ1)2(2t− λ1)− t2 +
1
3
(λ2

1 − λ1λ− λ5),

w = 3c3(t+ λ1)2 − 2t+ λ− λ1.

Подставляя (24)–(26) в (4), получим точные решения уравнения (18).
3. Построим новые решения, отличные от [3], уравнения нелинейной акустики

u00 − (uu1)1 = 0. (27)

Следуя [3–5, 9], можно показать, что уравнение (27) Q-условно инвариантно
относительно операторов

Q1 = ∂0 − 2x0∂1 + 8x0∂0,

Q2 = x0∂0 −
(
6x5

0 + x1

)
∂1 + 2

[
u− 3

(
x2

1

x2
0

+ 2x1x
3
0 − 24x8

0

)]
∂u,

Q3 = 2x0∂0 +
(
x1 − 3x2

0

)
∂1 − 2

(
u+ 3x1 − 9x2

0

)
∂u,

Q4 = 2W∂0 + Ẇx1∂1 − Ẇ
[
2u−Wx2

1

]
∂u,

Q5 = x0∂0 − 3x2
0∂1 +

[
u+ 27x4

0

]
∂u.

Здесь W (x0) — решение уравнения Ẅ = W 2.
Используя операторы Q1–Q5 находим анзацы

u = 4x2
0 + ϕ(w), w = x1 + x2

0,

u = 30x2
0ϕ(w) +

(
x1

x0
+ bx4

0

)2

, w = x0

(
x1 + x5

0

)
,

u = −2
(
x2

0 − x1

)
+ x−1

0 ϕ(w), w = x
−1/2
0

(
x1 + x2

0

)
,

u = W−1ϕ(w) +
1
6
Wx2

1, w = W−1/2x1,

u = 9x4
0 + x1ϕ(w), w = x1 + x3

0,

(28)
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которые редуцируют уравнение (27) к ОДУ

2ϕ− ϕϕ̇+ 8w = 0, ϕϕ̇− ϕ− 2w − λ = 0,

ϕ̇2 + ϕ̈

(
ϕ− w2

4

)
− 7

4
wϕ̇− 2ϕ = 0,

ϕ̇2 + ϕ̈ϕ− λ

2
[ϕ̈w2 + 7wϕ̇+ 8ϕ] = 0, ϕ̇2 + ϕ̈ϕ− 12ϕ− 108w + λ = 0.

(29)

Решая уравнения (29) и используя формулы (28), находим точные решения
уравнения (27). Приведем некоторые из них[

u− 4
(
x1 + 2x2

0

)]2 (
u+ 2

(
x1 − x2

0

))
= c,(

u

6x0
− 3x1 − 9

2
x3

0

)3(
u

6x0
− x2

0

2
+ x1

)
= c,(

u−
(
x1

x0

)2

− 72x1x
3
0 − 96x8

0 − 30λx2
0

)2

×

×
(
u−
(
x1

x0

)2

+ 18x1x
3
0 − 6x8

0 + 15λx2
0

)
= cx4

0

(30)

(c, λ — произвольные постоянные).
Известно, что заменой v = u1/2 уравнение (27) приводится к уравнению v11 −(

v−1/2v0
)
0

= 0.
Таким образом, меняя в (30) местами x1 и x0, и заменяя u на u1/2, получим

точные решения уравнения u00 −
(
u−1/2u1

)
1

= 0.
Замечание 2. Операторы Q2–Q4 впервые были найдены при изучении условной
симметрии уравнения Буссинеска в работе [9].

Замечание 3. Отметим, что анзац u = 9x4
0+12x0ϕ

(
x1 + x2

0

)
редуцирует уравнение

u00 = uu11 к ОДУ ϕϕ̈− ϕ̇ = 3
4 .
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Условная инвариантность
нелинейного волнового уравнения
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

Установлена условная инвариантность нелинейного волнового уравнения относитель-
но бесконечномерной, конформной и Пуанкаре алгебр.

Введение. Рассмотрим уравнение

u00 −∇[f(u)∇u] = F (x, u, u
1
), (1)

где u = u(x) ∈ R1, x = (x0,x) ∈ R1+n, f и F гладкие функции своих аргументов,
f(u) > 0, u

1
= (u0, u1, . . . , un), uµ = ∂u/∂xµ, u00 = ∂2u/∂x2

0, µ = 0, n.

Уравнение (1) используется для описания нелинейных волновых процессов. В
работе [1] методом Ли изучены групповые свойства уравнения (1) при F = 0.
Бесконечная алгебра инвариантности уравнения (1) с дополнительным условием

u2
0 − f(u)(∇u)2 = m, m = const. (2)

при f = 1, F = m = 0 , найдена в [2].
В настоящей работе исследована условная инвариантность (подробно об этом

понятии см. [3–7] уравнения (1), а также лиевская инвариантность уравнения (2).

1. Симметрия уравнения (2). Изучим симметрийные свойства уравнения (2)
методом С. Ли (см., например, [8, 9]).
1. Рассмотрим сначала случай m = 0, т.е. уравнение

u2
0 − f(u)(∇u)2 = 0. (3)

Теорема 1. Максимальной, в смысле С. Ли, группой инвариантности уравнения
(3) является бесконечномерная группа C∞(1, n) × C∞, порождаемая операто-
рами

X =
{−bµ[x2

0f(u)− xaxa] + 2xµ[b0x0f(u)− baxa] + c00xµ + cµνx
ν + dµ

}
∂µ +

+ η

(
− f

′

2f
x0∂0 + ∂u

)
,

(4)

где bµ, c00, cµν , dµ, η — произвольные гладкие функции аргумента и, ca0 =
c0af(u), cab = −cba; µ, ν = 0, n; µ 	= ν, a, b = 1, n.
Доказательство. Уравнение (3) заменой

y0 = x0

√
f(u), ya = xa, v = u (5)

приводится к уравнению(
∂v

∂y0

)2

− ∂v

∂ya

∂v

∂ya
= 0. (6)

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 3, C. 394–399.
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Инвариантность уравнения (6) относительно бесконечномерной группы уста-
новлена в § 1.2 из [7]. Используя эти результаты и замену (5), получаем форму-
лы (4).
2. Пусть m = 1. Тогда имеем уравнение

u2
0 − f(u)(∇u)2 = 1. (7)

Симметрия уравнения (7) существенно зависит от размерности пространства не-
зависимых переменных (n = 1 или n ≥ 2). Рассмотрим эти случаи отдельно.
2.1. Одномерный случай. В этом случае x = (x0, x1) ∈ R2 а уравнение (7)

имеет вид

u2
0 − f(u)u2

1 = 1. (8)

С помощью метода С. Ли [8, 9] доказываются следующие утверждения.

Теорема 2. Максимальная алгебра инвариантности (МАИ) уравнения (8) за-
дается следующими базисными элементами:

∂0 = ∂/∂x0, ∂1 = ∂/∂x1, (9)

если f(u) — произвольная гладкая функция;

∂0, ∂1, D = x0∂0 +
k + 2

2
x1∂1 + u∂u, (10)

если f(u) = λuk, (λ, k — произвольные постоянные).

Если f(u) = z−2, где z(u) — решение уравнения

z′′ = λ1z, λ1 = const, (11)

то уравнение (8) обладает самой широкой алгеброй инвариантности, состоящей
из десяти операторов. Причем в зависимости от значений постоянной λ1 возмо-
жны четыре неэквивалентных случая. Ниже мы приведем их в виде отдельных
утверждений.

Теорема 3. МАИ уравнения

u2
0 − u−2u2

1 = 1 (12)

является конформная алгебра AC(1, 2), базисные операторы которой имеют
вид

p0 = ∂0, p1 = −u−1 sinx1∂1 + cosx1∂u, p2 = u−1 cosx1∂1 + sinx1∂u,

J01 = x0p1 + u cosx1p0, J02 = x0p2 + u sinx1p0, J12 = ∂1,

D = x0∂0 + u∂u, K0 = 2x0D − (x2
0 − u2)p0,

K1 = 2u cosx1D + (x2
0 − u2)p1, K2 = 2u sinx1D + (x2

0 − u2)p2,

(13)

Теорема 4. МАИ уравнения

u2
0 − e2uu2

1 = 1 (14)
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является конформная алгебра AC(1, 2) с базисными операторами

p0 = e−u(chx0∂0 − shx0∂u), p1 = ∂1, p2 = e−u(−shx0∂0 + chx0∂u),
J01 = eushx0p1 + x1p0, J02 = ∂0, J12 = x1p2 − euchx0p1,

D = x1∂1 + ∂u, K0 = 2eushx0D +
(
x2

1 + e2u
)
p0,

K1 = 2x1D −
(
x2

1 + e2u
)
p1, K2 = 2euchx0D −

(
x2

1 + e2u
)
p2.

(15)

Теорема 5. МАИ уравнения

u2
0 − ch−2uu2

1 = 1 (16)

является алгебра Лоренца AO(2, 3) с базисными операторами

Q1 = chx0 shx1 chu∂0 + shx0chx1 ch−1u∂1 + shx0 shx1 shu∂u,

Q2 = chx0 chx1 chu∂0 + shx0 shx1 ch−1u∂1 + shx0chx1 shu∂u,

Q3 = shx0 shx1chu∂0 + chx0 chx1ch−1u∂1 + chx0 shx1 shu∂u,

Q4 = shx0 chx1 chu∂0 + chx0 shx1 ch−1u∂1 + chx0 chx1 shu∂u,
Q5 = shx0 shu∂0 + chx0 chu∂u, Q6 = chx0 shu∂0 + shx0 chu∂u,
Q7 = shx1 thu∂1 − chx1∂u, Q8 = chx1 thu∂1 − shx1∂u,

Q9 = ∂0, Q10 = ∂1.

(17)

Теорема 6. МАИ уравнения

u2
0 − cos−2 uu2

1 = 1 (18)

является алгебра Лоренца с базисными операторами вида (17), где x0, x1, u
нужно заменить соответственно на ix0, ix1, iu.
Наличие широкой симметрии в уравнений (12), (14), (16), (18) наводит на

мысль, что эти уравнения могут быть локально эквивалентными уравнению эй-
конала(

∂v

∂y0

)2

−
(
∂v

∂y1

)2

= 1, v = v(y0, y1), (19)

МАИ которого является конформная алгебра AC(1, 2) (см. [7], § 1.2). Действи-
тельно уравнения (12) и (14) приводятся к уравнению (19), если перейти к цилин-
дрическим координатам

y0 = x0, y1 = u cosx1, v = u sinx1 (20)

и

y0 = eu shx0, y1 = x1, v = eu shx0 (21)

соответственно. Уравнение (16) приводится к уравнению (19) с помощью сфериче-
ских координат

y0 = ex0 chx1 chu, y1 = ex0 shx1 chu, v = ex0 shu. (22)

Уравнение (18) приводится к уравнению (16), если в нем заменить (x0, x1, u) на
(ix0, ix1, iu).
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2.2. Многомерный случай. При n ≥ 2 уравнения (12), (16) и (18) не обладают
симметрийными свойствами, описанными в теоремах 3, 5, 6. Только уравнение
(14), которое в многомерном случае имеет вид

u2
0 − e2u(∇u)2 = 1, (23)

конформно инвариантно. Как и предыдущие утверждения, методом С. Ли дока-
зывается следующая теорема.

Теорема 7. МАИ уравнения (7) задается базисными операторами:

∂0, ∂a, Jab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, n (24)

если f(u) — произвольная гладкая функция:

∂0, ∂a, Jab, D = x0∂0 +
k + 2

2
xa∂a + u∂u, (25)

если f(u) = λuk,(λ, k — произвольные постоянные);

∂0, ∂a, Jab, D = x0∂0 + u∂u,K0 = 2x0D − (x2
0 − u2)∂0, (26)

если f(u) = e2u;

p0 = e−u(chx0∂0 − shx0∂u), pa = ∂a, pn+1 = e−u(−shx0∂0 + chx0∂u),
J0a = eu shx0pa + xap0, J0n+1 = ∂0, Jab = xa∂b − xb∂a,
Jan+1 = xapn+1 − eu chx0pa, D = xa∂a + ∂u,

K0 = 2eu shx0D +
(
x2 + e2u

)
p0, Ka = 2xaD −

(
x2 + e2u

)
pa,

Kn+1 = 2eu chx0D +
(
x2 + e2u

)
pn+1,

(27)

если f(u)=e2u. Причем операторы (27) образуют конформную алгебруAC(1,n+
1).
Замечание 1. С помощью обобщенных цилиндрических координат

y0 = eu shx0, ya = xa, v = eu chx0, a = 1, n (28)

уравнение (23) приводится к уравнению эйконала(
∂v

∂y0

)2

− ∂v

∂ya

∂v

∂ya
= 1. (29)

Замечание 2. Уравнение (2) m 	= 0; 1 локально эквивалентно уравнению (7).
В этом нетрудно убедиться, если заменить в нем x на x/

√
m.

2. Условная нвариантность уравнения (1). Покажем, что симметрия урав-
нения (1) значительно расширяется, если его рассматривать в системе с допол-
нительным условием (2). Это означает, что уравнение (1) имеет подмножества
решений, обладающие более широкой симметрией, чем все множество решений
данного уравнения.

Теорема 8. Уравнение (1), в котором F (x, u, u1) = 0, при условии (3) инва-
риантно относительно бесконечномерной группы Ли P̃∞(1, n), порождаемой
операторами (4) при bµ = 0.
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Доказательство данной теоремы заключается в проверке выполнения усло-
вий [7]

X̃S
∣∣∣S = 0
S1 = 0

= 0, X̃S1

∣∣∣
S1=0

= 0, (30)

где

S = u00 −∇[f(u)∇u], S1 = u2
0 − f(u)(∇u)2, (31)

X̃ — продолжение оператора (4).
Аналогично теореме 8 доказываются следующие утверждения.

Теорема 9. Уравнение

u00 − ∂1

(
u−2u1

)
= −u−1 (32)

при условии (12) инвариантно относительно расширенной алгебры Пуанкаре
AP̃ (1, 2), базисными операторами которой являются операторы p0, p1, p2, J01,
J02, J12, D, заданные формулами (13).

Теорема 10. Уравнение

u00 − ∂1

(
u−2u1

)
= u−2u1 ctg u1 (33)

при условии (12) инвариантно относительно конформной алгебры AC(1, 1),
состоящей из операторов p0, p1, J01, D, K0, K1 алгебры (13).

Теорема 11. Уравнение

u00 − ∂1

(
ch−2uu1

)
= 2 sh−12u (34)

при условии (16) инвариантно относительно алгебры Лоренца AO(2, 2), состо-
ящей из операторов Q1, Q2, Q3, Q4, Q9, Q10 алгебры (17).

Теорема 12. Уравнение

u00 − ∂1

(
ch−2uu1

)
= −(u0 + thu) (35)

при условии (16) инвариантно относительно расширенной алгебры Пуанкаре
AP̃ (1, 2) с базисными элементами Q3 −Q1, Q4 −Q2, Q6 −Q5, Q7, Q8, Q9, Q10

где Q1, . . . , Q10 — операторы алгебры (17).

Теорема 13. Уравнение

u00 − ∂1

(
cos−2 uu1

)
= 2 sin−1 2u (36)

при условии (18) инвариантно относительно алгебры Лоренца с базисными
операторами Q1, Q2, Q3, Q4, Q9, Q10 алгебры (17), в которых вместо (x0, x1, u)
необходимо положить (ix0, ix1, iu).

В уравнениях (32)–(36) функция u зависит от двух переменных (x0, x1). Для
многомерного уравнения (1) справедливы следующие результаты.

Теорема 14. Уравнение

u00 −∇
(
e2u∇u) = 0 (37)
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при условии (28) инвариантно относительно расширенной алгебры Пуанкаре
AP̃ (1, n + 1) с базисными элементами p0, pa, pn+1, J0a, J0n+1, Jab, Jan+1, D,
заданными формулами (27).
Теорема 15. Уравнение

u00 −∇
(
e2u∇u) = n(u0 thx0 + 1) (38)

при условии (28) инвариантно относительно конформной алгебры AC(1, n) с
базисными операторами p0, pa, J0a, Jab, D, K0, Ka алгебры (27).
Замечание 3. Наличие бесконечномерной алгебры инвариантности в уравнения

u00 −∇[f(u)∇u] = 0 (39)

при условии (3) позволяет получить следующую формулу размножения решений.
Если u = W (x0, x) — решение системы уравнений (3), (39), то

Φ(u) = τ
(
x0f

1/2(u),x
)

(40)

— также решение данной системы при произвольной гладкой функции Φ(u), где
функция τ(y0, x) находится из уравнения

τ = W
(
y0f

−1/2(τ),x
)
, (41)

a y0 = x0f
1/2(u).

Например, u = (αx)−1(α0x0 − 1) — решение системы (3), (39) при α2
0 = α2 и

f(u) = u−2. Из уравнения τ = (αx)−1(α0y0τ−1) находим τ = (α0x0−αx)−1. Тогда
Φ(u) = u(α0x0 − udx)−1 или ϕ(u) = α0x0 − udx — решение системы уравнений
(3), (39) (f(u) = u−2) при произвольной гладкой функции ϕ(u).
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Негрупповая симметрия некоторых
нелинейных волновых уравнений
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

Non-group symmetry of some nonlinear wave equations is investigated. These sym-
metries are used to construct formulas of generating solutions of equations in question.

К настоящему времени детально исследована симметрия линейных и нелиней-
ных волновых уравнений относительно непрерывных групповых (лиевских) пре-
образований (см. [1–3] и цитированную там литературу). Однако указанные выше
преобразования далеко не исчерпывают всевозможные преобразования инвариан-
тности дифференциальных уравнений. Так, например, преобразования C-, P -, T -
инвариантности линейных волновых уравнений квантовой механики, найденные
в [3], не являются непрерывными. В [4] отмечено, что волновое уравнение

�u+ λ(xνxν)−1u = 0 (1)

инвариантно относительно преобразований инверсии

xµ → x′µ = xµ(xνxν)−1, u→ u′ = uxνx
ν ; µ, ν = 0, 3, (2)

не образующих группу. В формулах (1), (2) и везде ниже по повторяющимся ин-
дексам предполагается суммирование. Преобразования (2), как и лиевские, дают
возможность размножать решения уравнения (1). Это свойство очень важно для
нелинейных уравнений, для которых не имеет место принцип линейной суперпо-
зиции. Следует отметить, что негрупповая и дискретная симметрия нелинейных
дифференциальных уравнений мало изучена.
В данной работе исследованы негрупповые и дискретные симметрии уравне-

ний Монжа–Ампера, эйконала, Борна–Инфельда, Лиувилля, Гамильтона–Якоби,
нелинейных уравнений теплопроводности, акустики, д’Аламбера и Шредингера.
Найденные преобразования использованы для размножений решений данных урав-
нений.
Рассмотрим сначала одномерное уравнение Монжа–Ампера

u00u11 − u2
01 = 0, (3)

где u = u(x), x = (x0, x1), uµν = ∂2u
∂xµ∂xµ

; µ, ν = 0, 1.

Теорема 1. Уравнение (3) инвариантно относительно дробно-линейных пре-
образований вида

x0 → x′0 =
β0x0 + β1x1 + β2u+ β3

α0x0 + α1x1 + α2u+ α3
,

x1 → x′+1 =
γ0x0 + γ1x1 + γ2u+ γ3

α0x0 + α1x1 + α2u+ α3
,

(4)

Доклады Академии наук УССР, 1991, № 9, C. 45–49.
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u→ u′ =
δ0x0 + δ1x1 + δ2u+ δ3
α0x0 + α1x1 + α2u+ α3

где α = (α0,α), β = (β0,β), γ = (γ0,γ), δ = (δ0, δ) — произвольные постоянные
линейно независимые векторы.

Доказательство теоремы сводится к проверке соотношения

∂2u

∂x2
0

∂2u

∂x2
1

−
(

∂2u

∂x0∂x1

)2

= λ

[
∂2u′

(∂x′0)2
∂2u′

(∂x′1)2
−
(

∂2u′

∂x′0∂x
′
1

)2
]
,

где λ = λ(x′0, x
′
1, u

′, α, β, γ, δ) — некоторая функция.
Очевидно, что преобразования (4) содержат в качестве подмножества лиевские

преобразования [5]. Кроме того, они содержат преобразования R(x0, x1, u)

R0 : x0 → x′0 = x0, x1 → x′1 = x1, u→ u′ = u;
R1 : x0 → x′0 = −x0, x1 → x′1 = x1, u→ u′ = u;
R2 : x0 → x′0 = x0, x1 → x′1 = −x1, u→ u′ = u;
R3 : x0 → x′0 = x0, x1 → x′1 = x1, u→ u′ = −u;
R4 : x0 → x′0 = −x0, x1 → x′1 = −x1, u→ u′ = u;
R5 : x0 → x′0 = −x0, x1 → x′1 = x1, u→ u′ = −u;
R6 : x0 → x′0 = x0, x1 → x′1 = −x1, u→ u′ = −u;
R7 : x0 → x′0 = −x0, x1 → x′1 = −x1, u→ u′ = −u;

(5)

преобразования годографа H(x0, x1, u)

H0 : x0 → x′0 = x0, x1 → x′1 = x1, u→ u′ = u;
H1 : x0 → x′0 = x1, x1 → x′1 = x0, u→ u′ = u;
H2 : x0 → x′0 = u, x1 → x′1 = x1, u→ u′ = x0;
H3 : x0 → x′0 = x0, x1 → x′1 = u, u→ u′ = x1;
H4 : x0 → x′0 = u, x1 → x′1 = x0, u→ u′ = x1;
H5 : x0 → x′0 = x1, x1 → x′1 = u, u→ u′ = x0;

(6)

преобразования инверсии

J0 : x0 → x′0 =
1
x0
, x1 → x′1 =

x1

x0
, u→ u′ =

u

x0
;

J1 : x0 → x′0 =
x0

x1
, x1 → x′1 =

1
x1
, u→ u′ =

u

x1
;

J2 : x0 → x′0 =
x0

u
, x1 → x′1 =

x1

u
, u→ u′ =

1
u
.

(7)

Не сложно убедиться в том, что преобразования (5) и (6) образуют дискретные
группы, а преобразования (7) группу не образуют.
Все результаты, полученные выше, обобщаются на случай многомерного урав-

нения Монжа–Ампера

det ‖uµν‖ = 0, (8)
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где u = u(x), x = (x0,x) ∈ R1+n, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

; µ, ν = 0, n.
Теорема 2. Уравнение (8) инвариантно относительно преобразований вида

xA → x′A =
βABxB
αCxC

, (9)

где A = 0, n+ 1; B,C = 0, n+ 2; xn+1 ≡ u, xn+2 ≡ 1, βA = {βA0, βA1, . . . , βAn+2},
α = {α0, α1, . . . , αn+2} — произвольные постоянные векторы образующие базис
в пространстве Rn+3.
Ради краткости результаты, относящиеся к другим уравнениям, приведены в

табл. 1, где λ, m — произвольные постоянные, HR — группа, состоящая из пре-
образований R,H и их суперпозиций, Fi(x0, u) — произвольные гладкие функции,
i = 1, 7.

Таблица 1

Уравнение Преобразование инвариантности

1 − uνu
ν = 0 x′A = xA(xBx

B)−1

u0 + 1
2m

(∇u)2 = 0 x′0 =

√
2x0

σ
, x′ =

x

σ
, u′ =

√
2u

mσ
, σ =

x0u

m
− x2

�u = λu
n+3
n−1 , n �= 1 x′µ = xµ(xνx

ν)−1,u′ = u(xνx
ν)

n−1
2

u00 − u11 = λ expu x′µ = xµ(xνx
ν)−1, u′ = u+ 2 lnxνx

ν , µ, ν = 0, 1

u00 = x−2
0 ∆u+ λu−3 x′0 = x−1

0 , x
′ = x, u′ = ux−1

0

u4u00 = ∆u+ λu x′0 = x−1
0 , x

′ = x, u′ = ux−1
0

u00 = ∇(u−4∇u) + λu−3 x′0 = x−1
0 , x

′ = x, u′ = ux−1
0

u00 = u
4

2−n ∆u, n �= 2 x′0 = x0, x′ = x(x2)−1, u′ = u(x2)
n−2

2

iu0 + ∆u
2M(u)

= 0, M = m|u| 4
n−2 x′0 = x0, x′ = x(x2)−1, u′ = u(x2)

n−2
2

u0 = ∇
(
u− 4

n+2∇u
)

x′0 = x0, x′ = x(x2)−1, u′ = u(x2)
n−2

2

1 + uνu
ν = 0 R(x0,x, u), H(x0, u), H(x), HR(x)

u0 + 1
2m

(∇u)2 = 0 R(x0,x, u), H(x0, u), H(x), HR(x)

1 − uνu
ν = 0 R(x0,x, u), H(x, u), HR(x, u)

(1 − uνu
ν)�u+ uµuνuµν = 0 R(x0,x, u), H(x, u), HR(x, u)

uνu
ν = F1(x0, u) R(x), H(x), HR(x)

u0 + F2(x0, u)∆u = F3(x0, u) R(x), H(x), HR(x)

iu0 + F4(x0, u)∆u = F5(x0, u) R(x), H(x), HR(x)

u00 + F6(x0, u)∆u = F7(x0, u) R(x), H(x), HR(x)

В справедливости результатов, приведенных в табл. 1, можно убедиться непо-
средственной проверкой. Например, при xA → x′A = xA(xBxB)−1

1− ∂u

∂xν
= σ−1

[
1− ∂u′

∂x′ν

∂u′

∂(xν)′

]
,

где σ = x′A(xA)′ − 2u′
(
x′ν

∂u′
∂xν
− u′
)
.

Преобразования инвариантности, полученные выше, мы применили для раз-
множения решений соответствующих уравнений. Все эти результаты сведены в
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табл. 2, где f(x) — известное, а u = u(x) — новое решения указанных уравне-
ний. Кроме формул, приведенных в табл. 2, справедливы формулы размножения
решений при помощи преобразований из групп R, H, HR. Например,

u(x0, x1, x2, x3) = f(x0,−x1, x2, x3),
u(x0, x1, x2, x3) = f(x0, x2, x1, x3),
u(x0, x1, x2, x3) = f(x0, x2,−x1, x3).

Таблица 2

Уравнение Формула размножения решений

det ‖uµν‖ = 0
βn+1BxB

αCxC
= f

(
βµBxB

αCxC

)
1 − uνu

ν = 0
u

xνxν − u2
= f

(
x

xνxν − u2

)
u0 + 1

2m
(∇u)2 = 0

√
2u

mσ
= f

(√
2x0

σ
,
x

σ

)
, σ =

x0u

m
− x2

�u = λu
n+3
n−1 , n �= 1 u = (xνx

ν)
1−n

2 f

(
x

xνxν

)
u00 − u11 = λ expu u = f

(
x

xνxν

)
− 2 lnxνx

ν

u4u00 = ∆u+ λu u = x0f(x−1
0 ,x)

u00 = ∇(u−4∇u) + λu−3 u = x0f(x−1
0 ,x)

u00 = u
4

2−n ∆u, n �= 2 u = (x2)
2−n

2 f
(
x0,

x

x2

)
iu0 + ∆u

2M(u)
= 0, M = m|u| 4

n−2 u = (x2)
2−n

2 f
(
x0,

x

x2

)
u0 = ∇

(
u

4
n+2∇u

)
u = (x2)−

n+2
2 f
(
x0,

x

x2

)
u00 = x−2

0 ∆u+ λu−3 u = x0f(x−1
0 ,x)
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Об условной симметрии обобщенного
уравнения Кортевега-де Фриза
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, Т.К. АМЕРОВ

Lie symmetry of the generalized Korteweg-de Vries equation is studied under k �= 1
as well as conditional symmetry under ∀ k �= 0. The obtained operators of conditi-
onal symmetry are used to find ansätze reducing the equation to ordinary differential
equations and to construct exact solutions.

Обобщим уравнение Кортевега-де Фриза (КДФ)

u0 + uu1 + u111 = 0

следующим образом:

u0 + f(u)uk1 + u111 = 0, (1)

где u = u(x), (x0, x1), uµ = ∂u
∂xµ

= ∂µu, µ = 0, 1, u111 = ∂3u
∂x3

1
, k = const.

Групповые свойства уравнения (1) при k = 1 хорошо известны (см., напр., [1]).
В сообщении исследована лиевская симметрия уравнения (1) при k 	= 1, а также
условная симметрия уравнения (1) при произвольном k. Полученные операторы
условной инвариантности используются для нахождения анзацев, редуцирующих
уравнение (1) к обыкновенным дифференциальным уравнениям (ОДУ), а также
для построения точных решений.

Лиевская симметрия.

Теорема 1. Базисные элементы максимальной алгебры инвариантности
(МАИ) уравнения (1) при k 	= 1 состоят из следующих операторов:

∀ k 	= 1, ∀ f(u) : 〈P0 = ∂0, P1 = ∂1〉;
k = 3, ∀ f(u) : 〈P0, P1,D1 = 3x0∂0 + x1∂1〉;
∀ k 	= 1, f(u) = u−2 : 〈P0, P1,D2 = 3x0∂0 + x1∂1 + u∂u〉;
∀ k 	= 1, f(u) = eu : 〈P0, P1,D = 3x0∂0 + x1∂1 + (k − 3)∂u〉;
∀ k 	= 1, f(u) = λ = const : 〈P0, P1, ∂u,D = 3x0∂0 + x1∂1 +

k − 3
k − 1

u∂u〉;
k = 3, f(u) = u−2 : 〈P0, P1,D1 = 3x0∂0 + x1∂1,

D2 = 3x0∂0 + x1∂1 + u∂u〉.
Доказательство этой теоремы проводится методом Ли [2].

Условная инвариантность.

Теорема 2. Уравнение (1) k = 1 Q-условно инвариантно относительно опера-
тора Галилея

Q = x0∂1 + Φ(x1, u)∂u, (2)

Доклады Академии наук УССР, 1991, № 12, C. 15–18.
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если

f(u) = λ1

√
u+ λ2, Φ(u) =

2
λ1

√
u; f(u) = λ1 lnu, Φ(u) =

u

λ1
;

f(u) = λ1 arcsinu+ λ2, Φ(u) =
√

1− u2

λ1
; f(u) = λ1 Arshu+ λ2,

Φ(u) =
√

1 + u2

λ1
; f(u) = λ1u, Φ(u) =

1
λ1
,

где λ1, λ2 — произвольные постоянные.

Доказательство. Уравнение (1) при k = 1 условно инвариантно относительно
оператора (2), если

3

Q̃[u0 + f(u)u1 + u111

∣∣∣u0 + f(u)u1 + u111 = 0
Qu = 0

≡ 0, (3)

где
3

Q̃ — третье продолжение оператора Q, Qu = x0u1 − Φ. Расщепив (3) до
различным степеням x0, получим систему определяющих уравнений

fΦ1 + Φ1110,
−Φ + 3ΦΦu11 + 3Φ1Φu1 + f ′Φ2 = 0,
3Φ2Φuu1 + 3ΦΦuΦu1 + 3ΦΦ1Φuu = 0,
Φ3Φuuu + 3Φ2ΦuΦuu = 0.

(4)

Исследование системы (4) показало, что можно считать Φ = Φ(u). Тогда систе-
ма (4) принимает вид

f ′Φ = 1, (Φ3Φ′′)′ = 0. (5)

Решение системы (5) задается формулами

а) Φ(u) = λ1

√
u+ λ2; f(u) =

2
√
u

λ1
;

б) Φ(u) = (c1u2 + c2)1/2; f(u) =
∫

(c1u2 + c2)−1/2du+ c3,

(6)

где λ1, λ2, ci, i = 1, 3 — произвольные постоянные.
Вычисляя интеграл в формулах (6) в зависимости от постоянных c1, c2, полу-

чим утверждение теоремы.
Если рассматривать оператор галилеевского типа

Q = xm0 ∂1 + Φ(x1, u)∂u, m = const, (7)

то справедлива более общая
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Теорема 3. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора (7)
если

1) f(u) = λ1u
2−k
2 + λ2u

1−k
2 , Φ(u) =

(
kλ1

2

)− 1
k √

u;

2) f(u) = (λ1 lnu)u1−k, Φ(u) = (kλ1)−
1
k u;

3) f(u) = (λ1 arcsinu+ λ2)(1− u2)
1−k
2 , Φ(u) = (kλ1)−

1
k

√
1− u2;

4) f(u) = (λ1 Arshu+ λ2)(1 + u2)
1−k
2 , Φ(u) = (kλ1)−

1
k

√
1 + u2;

5) f(u) = λ1u, Φ(u) = (kλ1)−
1
k ,

где m = 1
k , k 	= 0, λ1, λ2 — произвольные постоянные.

6) При k = 3 уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = (3λx0)
1
3 ∂1 + Φ(u)∂u, λ = const,

если f(u) = F (u)Φ−2(u), где F (u) определяется выражением F ′ = λ
Φ − (ΦΦ′)′′,

Φ(u) — произвольная функция.

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 2.
Операторы условной инвариантности из теоремы 3 используем для нахождения

анзацев, редуцирующих уравнение (1) к ОДУ. Эти результаты сведены в таблицу.

f(u) Анзацы Редуцированные ОДУ

1 λ1u
2−k
2 + λ2u

1−k
2 u =

[
x1
2

(
kλ1x0

2

)− 1
k

+ ϕ(x0)

]2
ϕ̇+ ϕ

kx0
+ λ2

kλ1x0
= 0

2 (λ1 lnu)u1−k u = eϕ(x0)+(kλ1x0)
− 1

k x1 ϕ̇+ ϕ
kx0

+ 1
(kλ1x0)3/k = 0

3 (λ1 arcsinu+ λ2)(1 − u2)
1−k
2 u = sin

[
ϕ(x0) + (kλ1x0)−

1
k x1

]
ϕ̇+ ϕ

kx0
+ λ2

kλ1x0
−

− 1
(kλ1x0)3/k = 0

4 (λ1 Arshu+ λ2)(1 + u2)
1−k
2 u = sh

[
ϕ(x0) + (kλ1x0)−

1
k x1

]
ϕ̇+ ϕ

kx0
+ λ2

kλ1x0
+

+ 1
(kλ1x0)3/k = 0

5 λ1u u = ϕ(x0) + (kλ1x0)−
1
k x1 ϕ̇+ ϕ

kx0
= 0

6 F (u)Φ−2(u), ψ(u) =
x1+ϕ(x0)

(3λx0)
1
3
, ϕ̇ = c1(3λx0)−

2
3

где F ′ = λ
Φ

− (ΦΦ′)′′ где ψ′(u) = 1
Φ(u)

c1 = const

Проинтегрировав редуцированные уравнения и подставив найденую функцию ϕ
в соответствующий анзац, получим точное решение уравнения (1) с соответству-
ющей нелинейностью f

1) u =

[
x1

2

(
kλ1x0

2

)− 1
k

+ λx
− 1

k
0 − λ2

λ1

]2
;

2) u = exp

[
−k(kλ1)−

3
k

k − 2
x
− 3

k +1
0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
k

0 + (kλ1x0)−
1
k x1

]
, k 	= 2,
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u = exp
[
−(2λ1)−

3
2x

− 1
2

0 lnx0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
2

0 + (2λ1x0)−
1
k x1

]
, k = 2;

3) u = sin
[
k(kλ1)

− 3
k

k−2 x
− 3

k +1
0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
k

0 + (kλ1x0)−
1
k x1

]
, k 	= 2,

u = sin
[
(2λ1)−

3
2
lnx0√
x0
− λ2

λ1
+ λx

− 1
2

0 + (2λ1x0)−
1
2x1

]
, k = 2;

4) u = sh

[
−k(kλ1)−

3
k

k − 2
x
− 3

k +1
0 − λ2

λ1
+ λx

− 1
k

0 + (kλ1x0)−
1
k x1

]
, k 	= 2,

u = sh
[
−(2λ1)−

3
2
lnx0√
x0
− λ2

λ1
+ λx

− 1
2

0 + (2λ1x0)−
1
2x1

]
, k = 2;

5) u = λx
− 1

k
0 + x1(kλ1x0)−

1
k ;

6) ψ(u) = x1(3λx0)−
1
3 + c,

где λ, c — произвольные постоянные.

1. Олвер П., Приложения групп Ли к дифференциальным уравнениям, М., Мир, 1989.

2. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., Наука, 1978.

3. Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И., Симметрийный анализ и точные решена нелинейных
уравнений математической физики, Киев, Наук. думка, 1989.
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Условная симметрия, редукция и точные
решения нелинейного волнового уравнения
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, В.К. РЕПЕТА

Conditional invariance is studied and the classes of exact solutions of nonlinear wave
equation u00 − (F (u)u1)1 = 0 are constructed. The results are generalized for n-di-
mensional case.

Рассмотрим нелинейное волновое уравнение

u00 − (F (u)u1)1 = 0, (1)

где u = u(x) ∈ R1, x = (x0, x1) ∈ R2, uµ = ∂u
∂xµ
, uµν = ∂2u

∂xµ∂xν
, µ, ν = 0, 1, F (u) —

произвольная дифференцируемая функция.
Групповые свойства уравнения (1) методом С. Ли детально исследованы в [1].

Ниже исследуется условная инвариантность уравнения (1). Операторы условной
симметрии [2–4] использованы для нахождения анзацев, редуцирующих уравне-
ние (1) к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Это позволило найти
некоторые семейства точных решений уравнения (1).

Теорема. Уравнение (1) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 + C(x, u)∂u, (2)

если функции A(x, u), B(x, u), C(x, u) и F (u) удовлетворяют следуюющей си-
стеме дифференциальных уравнений:

Случай 1. A 	= 0, D ≡ F −B2. Не умаляя общности можно положить A = 1.

(BuD−1)u = 0,
F (C1D

−1)1 − (C0D
−1)0 − C2(CuD−1)u − C(C0D

−1)u − C(CuD−1)0 +
+D−2{2F (B0C1 −B1C0 + C[BuC1 −B1Cu])−BCC1F} = 0,

D2Cuu +D{(CḞ )u + 2B(BuCu −BuuC)− 2FB1u − 2BB0u} −
− CD2

u + 2BB0Du + 2BB1(BḞ − 2BuF ) = 0,
D{B00 + 2(B0C)u + 2(BC0u −BuC0) + 2(C1F )u −B11F +

+BuuC
2 + 2BCCuu} −Du{B0C +BuC

2 + 2BCCu}+

+B{B1CḞ + 2B0BuC + 4BB0Cu + 4B1CuF − 2B2
1F} = 0.

(3)

Случай 2. A = 1, B = F 1/2

а) ḂC + 2BCu = 0, C0 + CCu −BC1 = 0; (4)

б) BC + 2BCu 	= 0, C0 + CCu −BC1 = 0,

[B̈C2 + 2Ḃ(BC1 + CCu) + 2B(C0u + CCuu +BC1u)]×
× (C0 + CCu −BC1) =

= [C00 + C2Cuu −B2C11 + 2CC0u − 2BCC1](ḂC + 2BCu).

(5)

Доклады АН УССР, 1991, № 5, С. 29–34.
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Случай 3. A = 0, B = 1

Cuu = 0, C0u = 0,

C00 − C3F̈ − (3CC1 + 2C2Cu)Ḟ − (C11 + 2CC1u)F = 0.
(6)

Доказательство теоремы основано на использовании критерия Q-условной ин-
вариантности дифференциальных уравнений, описаного в [2–4]. Ввиду громоздко-
сти выкладок доказательство теоремы не приводим.
Общее решение системы (3)–(6), за исключением случая (4), нам найти не

удалось. При конкретных значениях функции F (u) построены частные решения
этих систем, которым соответствуют операторы Q. В табл. 1 приведены явные
виды операторов Q, анзацы, редуцированные уравнения.
В табл. 1 и ниже введены следующие обозначения P2(z) = a1z

2 + a2z + a3 —
произвольный многочлен второй степени; h(z) — решение уравнения h′′ = λ1h

k+1;
W (z) — функция Вейерштрасса, являющаяся решением уравнения W ′′ = 6W 2;
Λ(z) — функция Ламе, удовлетворяющая уравнению Λ = WΛ; γ(z) — эллиптиче-
ская функция, удовлетворяющая уравнению γ′′ = 2γ3; β(u) — решение уравнения
Риккати β′ + λ3β

2 = λ3F ; H4(u) — функция которая определяется из условия

а) H−1 +
√
λ arcth

√
λH = a0u+ a2, λ =

a1

a0
> 0;

б) H−1 +
√−λ arctg√−λH = a0u+ a2, λ < 0;

ω1 = (a0x0 + a1x1) exp
{− ∫ H(u)(a0 + a1H

2(u))du
}
; ϕ — новая неизвестная фун-

кция; λi, ai, k — произвольные постоянные, λ3 	= 0, k 	= −1, i = 0, 3.
Интегрируя редуцированные уравнения и подставляя найденную функцию ϕ

в соответствующий анзац, получим решение уравнения (1), которые приведены в
табл. 2.
Здесь ψ(z) = σ(z±α)

σ(z) exp{∓zζ(α)}, где α определяется из условия W (α) = 0; σ,
ζ — функция Вейерштрасса.

Замечание. Найденные решения можно размножить используя операторы лиев-
ской инвариантности уравнения (1). Формулы размножения решений в зависимо-
сти от вида функции F (u) будут следующее:

а) F (u) — произвольная гладкая функция
u = f(θ1x0 + a0, θ1x1 + a1);

б) F (u) = eu

u = f(θ1x0 + a0, θ2(θ1x1 + a1))− 2 ln θ2;
в) F (u) = uk

u = θ−k2 f(θ1x0 + a0, θ
k
2 (θ1x1 + a1));

г) F (u) = u−4/3

u = (1− ax1)−3θ−2
2 f

(
θ1x0 + a0,

θ1x1 + a1

θ
4/3
2 − a(θ1x1 + a1)

)
;

д) F (u) = u−4

u = (1− ax0)−1θ−2
2 f

(
θ1x0 + a0

θ42 − a(θ1x0 + a0)
, θ1x1 + a1

)
,

(7)
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Таблица 2

F (u) Решение уравнения

F (u) ∈ C1(R)
∫
F (u)du− λ2

2u+ λ1(λ2x0 − x1) = 0, β(u) = x−1
0 x1, F 1/2(u)x0 − x1 + ϕ(u) = 0

eu eu = ex0x1, eu = (x2
1 + a1) cos−2 x0, eu = (x2

1 + a1) sh−2x0

uk uk+1 = xk+1
0 x1

u u = x0x1 +
x4
0

12
+ a1, u = W (x0)x2

1, u = x−2
0 x2

1 + x
1/2
1 (a1x

5/2
0 + a2x

−3/2
0 ),

u = x−2
0 x2

1 + 3a1x1x3
0 +

a2
1
6
x8
0 + a2x

−1
0 + a3x2

0, u = W (x0)x2
1 + ψ(x0)

u−1/2 u1/2 = W (x1)x2
0, 2u

1/2 = x0x1 +
x4
1

24
+ a1, u1/2 = W (x1)x2

0 + ψ(x1),

u1/2 = x
1/2
0 x−2

1 (x
3/2
0 + a1x

5/2
1 + a2x

−3/2
1 ),

u1/2 = x2
0x

−2
1 + 3a1x0x3

1 +
a2
1
6
x8
1 + a2x

−1
1 + a3x2

1

u−2/3 u1/3 = x0x
−1
1 + x2

1, u
1/3 = x0γ(x1)

u−1 u = (x2
0 + a1) cos−2 x1, u = ex1x0, u = (−x2

0 + a1) sh−2x1

u2 u = x−1
0 x1 + x2

0, u = γ(x0)x1, u = x
1/3
1

eu + λ2 eu = ex0 (x1 ± λx0), 2eu = (x1 ± λx0)2 cos−2 x0, 2eu = (x1 ± λx0)2sh−2x0

u−4/5 u = [W (x1)]−5/2x0

u4 u5 = [W (x0)]−5/2x1

u−4/3 x0 + x1u2/3 + ϕ(x1u1/3) = 0

u−4 x0 + x1u2 + ϕ(x−1
0 u)u2 = 0

H4(u) x0 − ω1

∫
H(u) exp

{∫
H(u)(a0 + a1H2(u))du

}
du = ϕ(ω1)

где a, a0, a1, θ1, θ1 — произвольные групповые параметры, θ1 	= 0, θ2 	= 0,
f(x0, x1) — известное решение уравнения (1).
Результаты, приведенные выше, обобщены на случай произвольного количества

независимых переменных x = (x0,x) ∈ R1,n в уравнении (1), т.е. для уравнения

u00 −∇[F (u)∇u] = 0. (8)

Операторы вида

Q = ∂1 + C(x0, x1, u)∂u, Q = ∂0 + (F (u))1/2∂1 + C(x0, x1, u)∂u (9)

приведенные в табл. 1, обобщаются следующим образом:

Qa = ∂a + αaC(x0,αx, u)∂u, Qa = αa[∂0 + C(x0,αx, u)∂u] + (F (u))1/2∂a,

где α = {α1, α2, . . . , αn} — произвольный постоянный единичный вектор; a = 1, n.
В анзацах, соответствующих операторам (9), нужно заменить x1 на αx. Редуци-
рованные уравнения при этом не изменяются.
Анзацы, полученные при помощи операторов Q = ∂0 + C(x0, x1, u)∂u для мно-

гомерного уравнения (8) имеют вид∫
F (u)du = f(x0)ϕ(x) + g(x0,x), (10)

где f(x0) и g(x0,x) — заданные функции, ϕ(x) — новая неизвестная функция.
Подставляя (10) в (8), имеем

∆ϕ =
1
f

[
−∆g + F−1(f̈ϕ+ g00)− ḞF−3(ḟϕ+ g0)2

]
. (11)
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Если правая часть уравнения (11) является функцией только от ϕ и x, то уравнение
принимает вид

∆ϕ = G(x, ϕ) (12)

и становится редуцированным для уравнения (8). В частности, при
a) F (u) = uk, k 	= −1, f(x0) = hk+1(x0), g(x0,x) = 0, редуцированное уравне-

ние будет нелинейным уравнением Лапласа

∆ϕ = λϕ1/(k+1); (13)

б) F (u) = u−1, f(x0) = 1, g(x0,x) = ln v(x0), v(x0) — решение уравнения
v̈ = λ, λ = const. В этом случае (12) — уравнение Лиувилля

∆ϕ = λ expϕ; (14)

в) F (u) = expu, f(x0) = expw(x0), g(x0,x) = 0, w(x0) — решение уравнения
ẅ = λ expw, редуцированное уравнение — линейное уравнение Лапласа

∆ϕ = λ. (15)

Интересно отметить, что анзац

u1/3 = u1(x) + u2(x)x0, (16)

где u1(x) и u2(x) — новые неизвестные функции, редуцирует уравнение

u00 = ∇
(
u−2/3∇u

)
(17)

к системе двух уравнений

∆u1 = 2u1(u2)2, ∆u2 = 2(u2)3, (18)

а анзац

u1/2 = u1(x) + u2(x)x0 + u3(x)
x2

0

2!
, (19)

u1(x), u2(x), u3(x) — новые неизвестные функции, редуцирует уравнение

u00 = ∇
(
u−1/2∇u

)
(20)

к системе трех уравнений

∆u1 = u1u3 + (u2)2, ∆u2 = 3u2u3, ∆u3 = 3(u3)2. (21)

Анзацы (16) и (19) осуществляют редукцию (уменьшение) уравнений (17) и (20)
по независимым переменным и антиредукцию (увеличение числа функций) по
зависимым функциям. Очевидно, что такие анзацы не могут быть получены при
помощи операторов лиевской или условной симметрии.
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решения нелинейных уравнений математической физики, Киев, Ин-т математики АН УССР,
1987, 4–6.
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W.I. Fushchych, Scientific Works 2002, Vol. 4, 294–300.

Нелиевская симметрия и точные решения
одномерных уравнении газовой динамики
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, В.К. РЕПЕТА

The method for investigation of the non-Lie symmetry of gas dynamics is suggested.
The non-Lie ansätzes are used to construct exact solutions of the equations. The local
symmetry of nonlinear wave equation u00 = F3(x1)(G(u)u1)1 is studied.

1. Нелиевская (нелокальная) симметрия линейных уравнений математической
физики изучена довольно подробно [1–3]. Термин “нелиевская симметрия”, вве-
денный в [2], означает симметрию уравнения, которая не может быть вычислена
по классическому алгоритму С. Ли. Нелокальная симметрия нелинейных уравне-
ний математической физики мало изучена. Это связано с тем, что только в редких
случаях алгоритм С. Ли дает возможность эффективно вычислять высшие симме-
трии.
В настоящей работе предложен метод исследования нелиевской симметрии и

построения нелиевских анзацев для уравнений газовой динамики.
В лагранжевых переменных одномерное адиабатическое движение газа опи-

сывается системой уравнений (см., напр., [4] и цитированную там литературу)

u1
0 − u2

1 = 0, u2
0 − u3

1 = 0, u3
0 − F (u1, u3)u2

1 = 0. (1)

Здесь uij = ∂ui

∂xj , i = 1, 3, j = 0, 1, F (u1, u3) = ∂S/∂u1

∂S/∂u3 , S — энтропия, (u1)−1 ≡ ρ —

плотность, u2 — скорость, u3 ≡ p — давление.
Локальная и квазилокальная симметрия (1) изучена в [4].
2. Для исследования системы (1) поступим следующим образом. Во-первых, с

помощью нелокальной замены

u1 = w11, u2 = w01, u3 = w00 (2)

приведем систему (1) к одному скалярному уравнению третьего порядка

w000 − F (w11, w00)w011 = 0. (3)

Во-вторых, полученное уравнение (3) преобразуем при некоторых выборах фун-
кции F к нелинейному волновому уравнению второго порядка. В-третьих, исполь-
зуя локальную симметрию волнового уравнения, строим нелиевские анзацы для
исходной системы (1). В дальнейшем будем следовать этому алгоритму.
Для конкретной реализации нашего алгоритма рассмотрим несколько случаев.
Случай I. Пусть в (3) F = Ḟ1(w11) является производной от произвольной

гладкой функции F1 относительно w11. Интегрируя уравнение (3) по переменной
x0, а затем дифференцируя дважды по переменной x1, получаем

w0011 − [F1(w11)]11 = 0. (4)

Доклады АН УССР, 1991, № 11, С. 27–33.
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Полагая v = w11, приходим к нелинейному волновому уравнению

v00 − (Ḟ1(v)v1)1 = 0. (5)

Случай II. Пусть в (3) F = F2(w00) — произвольная гладкая функция w00.
Дифференцируя уравнение (3) по переменной x0 и положив v = w00, приходим к
уравнению

v11 −
(
F−1

2 (v)v0
)
0

= 0. (6)

Случай III. Пусть F = rw00
w11
, r — произвольное действительное число. Инте-

грируя (3) по переменной x0, а затем дифференцируя дважды по x1 получаем
уравнение четвертого порядка

w0011 − (F r3w
r
11)11 = 0, (7)

Замена vF−1
3 = w11 приводит (7) к уравнению второго порядка

v00 − F3(x1)(vr)11 = 0. (8)

Итак, если уравнения (5), (6), (8) обладают нетривиальной локальной симме-
трией, то эта симметрия будет, вообще говоря, нелокальной для исходной системы
уравнений (1). Используя локальную симметрию уравнений (5), (6), (8), построим
нелиевские анзацы для уравнений (1), которые редуцируют двумерную систему
дифференциальных уравнений в частных производных к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ). Лиевская и условная симметрия уравнения
(5), (6), (8) изучена в [5–7].

3. Нелиевские анзацы для системы (1), полученные по указанной схеме, имеют
следующий вид.

Случай I. Пусть F = u1. Решение системы (1) ищем в виде

u1 = ϕ1(ω), ω = x1 + ax0, u2 = aϕ1(ω) + ϕ2(x0),
u3 = a2ϕ1(ω) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ2(x0),

(9)

a — произвольный действительный параметр;

u1 = ϕ̈1(ω), ω = x1x
−1
0 , u2 = ϕ̇1(ω)− ωϕ̈1(ω) + ϕ2(x0),

u3 = 2ϕ1(ω)− 2ωϕ̇1(ω) + ϕ̈1(ω)ω2 + x1ϕ̇
2(x0) + ϕ3(x0);

(10)

u1 = x2
1ϕ

1(x0), u2 =
1
3
x3

1ϕ̇
1(x0) + ϕ2(x0),

u3 =
1
12
x4

1ϕ̈
1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0);

(11)

u1 = x
1/2
1 ϕ1(x0), u2 =

2
3
x

3/2
1 ϕ̇1(x0) + ϕ2(x0),

u3 =
4
15
x

5/2
1 ϕ̈1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0);

(12)

u1 = x0x1 + ϕ1(x0), u2 =
1
2
x2

1 + ϕ̇1(x0)x1 + ϕ2(x0),

u3 =
1
2
x2

1ϕ̈
1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0);

(13)
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u1 = x2
1x

−2
0 + x

1/2
1 ϕ1(x0), u2 = −2

3
x3

1x
−3
0 +

2
3
x

3/2
1 ϕ̇1(x0) + ϕ2(x0),

u3 =
1
2
x4

1x
−4
0 +

4
15
ϕ̈1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0);

(14)

u1 = ϕ̇1(ω) + 4x2
0, ω = x1 + x2

0, u2 = 2x0ϕ̇
1(ω) + ϕ2(x0) + 8x0x1,

u3 = 4x2
0ϕ̇

1(ω) + 2ϕ1(ω) + 4x2
1 + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0);

(15)

u1 = 9
(
x0ϕ̇

1(ω) + x4
0

)
, ω = x1 + x3

0,

u2 = 9
(
ϕ1(ω) + 3x3

0ϕ̇
1(ω) + 4x3

0x1 + ϕ2(x0)
)
,

u3 = 9
(
9x5

0ϕ̇
1(ω) + 12x2

0ϕ
1(ω) + 6x2

0x
2
1 + x1ϕ̇

2(x0) + ϕ3(x0)
)
;

(16)

u1 = x2
0ϕ̇

1(ω) +
(
x1x

−1
0 + 6x4

0

)
, ω = x0x1 + x6

0,

u2 = ϕ1(ω) + ϕ̇1(ω)
(
x0x1 + 6x6

0

)− 2
3
x3

1x
3
0 + 288x1x

7
0 + 18x2

1x
2
0 + ϕ2(x0),

u3 = ϕ̇1(ω)
(
x1 + 6x5

0

)2
+ 30x4

0ϕ
1(ω) +

1
2
x4

1x
−4
0 +

+ 12x3
1x0 + 1008x6

0x
2
1 + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0).

(17)

Анзацы (9)–(17) редуцируют систему (1) к следующим системам ОДУ:
a3ϕ̇1 + λ1ω − ϕ̇1ϕ1a+ λ2 = 0,
ϕ̈2 = λ1,

ϕ̇3 − aλ1x0 = λ2;


...
ϕ1(ϕ̈1 + ω2) + λ2ω

−1 + λ1 = 0,

ϕ̈2 = λ1x
−2
0 ,

ϕ̇3 = λ2x
−1
0 ;

ϕ̈1 = 6(ϕ1)2 + λ,

ϕ̈2 = 0,
ϕ̇3 = 0;


...
ϕ1 = 0,
ϕ̈2 − ϕ̇1ϕ1 = 0,
ϕ̇3 = 0;

...
ϕ1 = 2x0,

ϕ̈2 = x0ϕ̇
1 + ϕ1,

ϕ̇3 = ϕ̇1ϕ1;


4x3

0

...
ϕ1 − 15x0ϕ̇

1 + 30ϕ1 = 0,
ϕ̈2 = ϕ̇1ϕ1,

ϕ̇3 = 0;
ϕ̇1(ϕ̈1 − 2) + 16ω + λ = 0,
ϕ̈2 + 32x2

0 = 0,
ϕ̇3 + 2λx0 = 0;


3(ϕ̇1)2 − 8ϕ1 − 4ω2 = 0,
ϕ̈2 − 60x4

0 = 0,
ϕ̇3 − 84x7

0 = 0;
(ϕ̇1)2 − 60ϕ1 − 1800ω2 − 2λ = 0,
ϕ̈2 = 24552x10

0 ,

ϕ̇3 = 24768x15
0 + 4λx3

0.

Здесь и ниже λ, λ1, λ2 — произвольные постоянные.
Случай II. Пусть F = (u1)k. Решение системы ищем с помощью анзацев

u1 = xα1ϕ
1(x0), u2 =

1
α+ 1

xα+1
1 ϕ̇1(x0) + ϕ2(x0),

u3 =
1

(α+ 1)(α+ 2)
xα+2

1 ϕ̈1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0).
(18)
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Подставляя (18) в (1), получаем редуцированные системы ОДУ

α =
1

k + 1
, k 	= −1 :


...
ϕ1 = 0,
ϕ̈2 − (ϕ1)kϕ̇1 = 0,
ϕ̇3 = 0;

α =
2
k
, k 	= −1; −2 :


k2

...
ϕ1 − 2(k + 1)(k + 2)(ϕ1)kϕ̇1 = 0,

ϕ̈2 = 0,
ϕ̇3 = 0.

Для конкретных значений степени k укажем еще некоторые анзацы и соответ-
ствующие им редуцированные системы ОДУ

k = 2

u1 = x−1
0 x1 + ϕ1(x0),

u2 = −1
2
x2

1x
−2
0 + ϕ̇1(x0)x1 + ϕ2(x0),

u3 =
1
3
x3

1x
−3
0 +

1
2
ϕ̈1(x0)x2

1 +

+ ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0),


x3

0

...
ϕ1 − 2x0ϕ̇

1 + 4ϕ1 = 0,
x2

0ϕ̈
2 − 2x0ϕ̇

1ϕ1 + (ϕ1)2 = 0,
ϕ̇3 − (ϕ1)2ϕ̇1 = 0;

k = −2

u1 = x−2
1 ϕ1(x0),

u2 = −x−1
1 ϕ̇1(x0) + ϕ2(x0),

u3 = − lnx1ϕ̈
1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0),


...
ϕ1 = 0,
ϕ̈2 = 0,
ϕ̇3 − (ϕ1)−1ϕ̇1 = 0;

k = − 3
2

u1 = x−2
1 ϕ1(x0),

u2 = −x−1
1 ϕ̇1(x0) + ϕ2(x0),

u3 = − lnx1ϕ̈
1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0),


...
ϕ1 = 0,
ϕ̇3 = 0,

ϕ̈2 − (ϕ1)−3/2ϕ̇1 = 0;

k = −1

u1 = x−2
1 ϕ1(x0),

u2 = lnx1ϕ̇
1(x0) + ϕ2(x0),

u3 = x1(lnx1 − 1)ϕ̈1(x0) + ϕ̇2(x0)x1 + ϕ3(x0),


...
ϕ1 = 0,
ϕ̈2 − (ϕ1)−2ϕ̇1 = 0,
ϕ̇3 = 0.

Случай III. Пусть F = (u3)−1. Анзацы получаются из (9)–(17) круговой заме-
ной: x0 → x1, x1 → x0, u1 → u3, u3 → u1. Соответствующие системы редуциро-
ванных уравнений имеют вид{

ϕ̇1ϕ1 − a2ϕ̇1 − λ = 0,
ϕ̇2 = λ;

{...
ϕ1(ϕ̈1 − ω2)− λ = 0,
ϕ̇2x1 = λ;

{
ϕ̈1 − 6(ϕ1)2 = 0,
ϕ̇2 = 0;{

ϕ̈1 = 0,
2ϕ̇2 = (ϕ1)2;

{
ϕ̈1 = x2

1,

ϕ̇2 = x1ϕ
1;

{
4x1ϕ̈

1 − 15ϕ1 = 0,
2ϕ̇2 = (ϕ1)2;{

ϕ̇1(ϕ̈1 − 2)− 8ω + λ = 0,
ϕ̇2 = 8x2

1;

{
3ϕ̇1ϕ̈1 − 4ϕ̇1 − 4ω + λ = 0,
ϕ̇2 = 12x5

1 − 3λx2
1;
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ϕ̇1ϕ̈1 − 30ϕ̇1 − 1800ω + λ = 0,
ϕ̇2 = −1368x11

1 − λx5
1.

Все приведенные анзацы можно представить в общем виде

u = Aϕ + bϕ̇ + Cϕ̈ + D,

где u = (u1, u2, u3)T , ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)T , ϕ̇ и ϕ̈ — соответственно первая и вторая
производные от ϕ по своему аргументу, A, B, C, D — некоторые переменные
матрицы размерности 3× 3.

4. Большинство из полученных редуцированных ОДУ можно проинтегрировать
в явном виде. Приведем некоторые точные решения, системы (1).

Случай I. F = u1

u1 = x2
1x

−2
0 ,

u2 = −2
3
x2

1x
−3
0 + λx0 + λ1,

u3 =
1
12
x4

1x
−4
0 + λx1 + λ2;

u1 = x
1/2
1 (λ1x

2
0 + λ2x0 + λ3),

u3 =
2
3
x

3/2
1 (2λ1x0 + λ2) +

1
2

(
λ2

1

5
x5

0 +
1
3
(λ2

2 + 2λ1λ3)x3
0 +

+
1
4
λ1λ2x

4
0 + λ2λ3x

2
0 + (λ2

3 + λ5)x0 + λ6

)
,

u3 =
8
15
x

5/2
1 λ1 +

x1

2
(λ2

1x
4
0 + x2

0(λ
2
2 + 2λ1λ3) + λ1λ2x

3
0 +

+ 2λ2λ3x0 + λ2
3 + λ5 + λ4).

Случай II. F = (u1)2

u1 = x1x
−1
0 + λ1x

2
0 + λ2x

2
0 lnx0,

u2 = −1
2
x2

1x
−2
0 + x1(2λ1x0 + λ2x0(2 lnx0 + 1)) +

+ λ3x0 + λ+
1
4
x4

0

((
λ1 + λ2

(
lnx0 − 1

4

))2

+
λ2

2

16

)
,

u3 =
1
3
x3

1x
−3
0 +

1
2
x2

1(2λ1 + λ2(2 lnx0 + 3)) +

+ x6
0(λ1 + λ2 lnx0)3 + x1(x3

0(λ1 + λ2 lnx0)2 + λ5).

Случай III. F = (u3)−1

u1 =
1
2
x4

0x
−4
1 + λ1x

1/2
1 + λ2x

−7/2
1 +

x0

2
(λ2

1x
5
1 + 2λ1λ2x1 + λ2

2x
−3
1 ) + ϕ3(x1),

u2 = −2
3
x3

0x
−3
1 +

1
3
x

3/2
0

(
5λ1x

3/2
1 − 3λ2x

−5/2
1

)
+

+
1
2

(
λ2

1

6
x6

1 −
1
2
λ2

2x
−2
1 + λ1λ2x

2
1

)
+ λ3,

u3 = x2
0x

−2
1 + x

1/2
0

(
λ1x

5/2
1 + λ2x

−3/2
1

)
;
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u1 =
1
2
x2

0x
2
1 + x0

(
x5

1

12
+ λ1x

2
1 + λ2x1

)
+ ϕ3(x1),

u2 =
1
2
x2

0 + x0

(
1
3
x3

1 + λ1

)
+

1
72
x6

1 +
1
3
λ1x

3
1 +

1
2
λ2x

2
1 + λ3,

u3 = x0x1 +
1
12
x4

1 + λ1x1 + λ2.

5. Изучим групповые свойства нелинейного волнового уравнения

u00 − F3(x1)(G(u)u1)1 = 0 (19)

для F3 	= const, G 	= const. Нами получены следующие результаты:
Теорема 1. Ядро основных групп уравнения (19) соответствует одномерной
алгебре инфинитезимальных операторов с базисом X1 = ∂0.
Теорема 2. Уравнение (19) допускает расширение ядра основных групп только
при таких специализациях функций F3 и G:
1) G — произвольная

а) F3 = xn1 X1, X2 = (2− n)x0∂0 + 2x1∂1;
б) F3 = enx1 X1, X3 = nx0∂0 − 2∂1;

2) G = eλu

а) F3 — произвольная X1, X4 = λx0∂0 + 2x1∂u;
б) F3 = enx1 X1, X3, X4;
в) F3 = xn1 X1, X2, X4;
г) F3 = x3

1 X1, X2, X4, X5 = λx2
1∂1 + x1∂u;

3) G = uk

а) F3 — произвольная X1, X6 = nx0∂0 − 2u∂u;
б) F3 = enx1 X1, X3, X6;
в) F3 = xn1 X1, X2, X6;

г) F3 = x
3k+4
k+1

1 X1, X2, X6, X7 = (k + 1)x2
1∂1 + x1u∂u;

4) G = u−4

а) F3 — произвольная X1, X6, X8 = x2
0∂0 + x0u∂u;

б) F3 = enx1 X1, X3, X6, X8;
в) F3 = xn1 X1, X2, X6, X8;

г) F3 = x
8/3
1 X1, X2, X6, X7, X8;

5) G = u−1, F3 = enx1

X1, X3, X9 = x0∂0 + 2u∂u, X10 = x0∂0 + x1∂1 + nx1u∂u.

Теоремы 1 и 2 доказаны с помощью метода Ли [8].
Полученные результаты могут быть использованы для построения точных ре-

шений системы уравнений (1).
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Чи iнварiантнi рiвняння Максвелла
щодо перетворень Галiлея?
В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

It is shown that Maxwell equations for vacuum are invariant about the Galilei trans-
formations x′ = x + vt, t′ = t. The corresponding transformations of electromagnetic
field turn out to be nonlocal ones unlike the Lorentz transformations. Analogous results
are obtained for the Dirac and Klein–Gordon–Fock equations.

Показано, що рiвняння Максвелла (РМ) для вакууму iнварiантнi щодо пере-
творень Галiлея: x′ = x+vt, t′ = t. При цьому, однак, вiдповiднi перетворення для
полiв E та H виявляються, на вiдмiну вiд перетворень Лоренца, нелокальними.
Аналогiчний результат одержано для рiвняння Дiрака i рiвняння Клейна–Гордона–
Фока.
З часiв Лоренца, Пуанкаре, Ейнштейна на сформульоване в заголовку питання

iснує негативна вiдповiдь. За наш час добре вiдомо, що РМ

∂E

∂t
= rot H, div E = 0,

∂H

∂t
= −rot E, div H = 0, (1)

iнварiантнi щодо перетворень Лоренца i нсiнварiантнi щодо перетворень Галiлея

x′a = xa + vat, t′ = t, a = 1, 2, 3, (2)

де va — довiльнi постiйнi (швидкiсть iнерцiальної системи вiдлiку). Якщо ми не-
явно припускаємо, що поля E i H при переходi вiд однiєї iнерцiальної системи
до iншої перетворюються локальним чином, тобто перетворенi поля E′ та H ′ за-
лежать тiльки вiд E та H, (i, звичайно, вiд параметрiв va), але не залежать вiд
похiдних вiд E i H, то випливає негативна вiдповiдь на обговорюване питання.
Якщо припустити, що перетворення полiв можуть бути нелокальними, то одержи-
мо позитивну вiдповiдь.

Теорема 1. Рiвняння Максвелла (1) iнварiантнi щодо перетворень Галiлея (2)
при умовi, що електромагнiтне поле E, H перетворюється згiдно закону

E′ = E − v ×H − (v · x) rot H +O
(
v2
)
,

H ′ = H + v ×E + (v · x) rot E +O
(
v2
)
.

(3)

Доведення. Впевнимося в правильностi теореми безпосередньою перевiркою. Iз (2)
випливає, що

∇′ = ∇, ∂t′ = ∂t − v · ∇. (4)

Пiдставляючи формули (3), (4) у “штрихованi” рiвняння системи (1) i нехтуючи
членами квадратичними по v, знаходимо

(div E)′ = div E′ = div E − div (v ×H)− div [(v · x) rot H] =
= div E + v · rot H − v · rot H = div E = 0.

Доповiдi АН УРСР, 1991, № 3, С. 22–26.
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Тут використано тотожностi

div (v ×H) = −v · rot H,

div [(v · x) rot H] = v · rot H.
(5)

Далi

(∂tE − rot H)′ = (∂t − v · ∇)E′ − rot H ′ = Ė − v × Ḣ −
− (v · x) rot Ḣ − (v · ∇)E − rot H − rot (v ×E)− rot [(v · x) rot E]

(крапкою позначено диференцiювання по t). Враховуючи тотожностi

rot (v ×E) = −(v · ∇)E + v div E,

rot [(v · x) rot E] = (v · x) rot rot E + v × rot E
(6)

i використовуючи рiвняння (1), отримуємо

(Ė − rot H)′ = Ė − v × Ḣ − (v · x)× rot Ḣ − (v · ∇)E − rot H +
+ (v · ∇)E − v div E − (v · x) rot rot E − v × rot E =

= Ė − rot H + v × (Ḣ + rot E)− (v · x) rot (Ḣ + rot E)− v div E = 0.

Цiлком аналогiчно доводиться iнварiантнiсть решти рiвнянь системи (1) щодо пе-
ретворень (2), (3).
Теорема доведена.

Порiвнюючи перетворення (2), (3) з iнфiнiтезимальними перетвореннями Ло-
ренца

x′ = x + vt+O
(
v2
)
, t′ = t+ v · x +O

(
v2
)
, (7)

E′ = E − v ×H +O
(
v2
)
, H ′ = H + v ×E +O

(
v2
)
, (8)

одразу видно, що простота геометричних перетворень (2) тягне за собою складний
(нелокальний) характер перетворень для полiв (3). Для того щоб вияснити смисл
одержаного результату, запишемо РМ (1) у еквiвалентному виглядi [1]

i
∂ψ

∂t
= Hψ, H = iσ̂2(S · ∇),

div E = div H = 0,
(9)

де

ψ = стовпчик (E1 E2 E3 H1 H2 H3), σ̂2 = i

(
0̂ −I3
I3 0̂

)
, (10)

I3, 0̂ — одинична та нульова матрицi розмiрностi 3× 3,

S1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , S2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , S3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 . (11)
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Неважко впевнитися, що система (9) iнварiантна щодо наступних алгебр Пуанка-
ре:

P I
µ = Pµ =

∂

∂xµ
, µ = 0, 3, (x0 ≡ t),

J I
ab = xaPb − xbPa + iεabc

(
Sc 0̂
0̂ Sc

)
, J I

0a = x0Pa − xaP0 + σ̂2Sa

(12)

i

P II
0 = −iH = σ̂2(S · ∇), P IIa = P I

a, J II
ab = J I

ab,

J II
0a = tPa − i

2
(Hxa + xaH) +

1
2
σ̂2Sa.

(13)

Оператори J I
0a породжують добре вiдомi перетворення Лоренца. В той же час

оператори J II
0a, будучи нелiївськими, очевидно, приводять до цiлком iнших пере-

творень. Щоб знайти цi перетворення можна скористатися формулами, запропоно-
ваними в [2–4], згiдно з якими

t′ = exp(tv · ∇)t exp(−v · ∇) = t, x′ = exp(tv · ∇)x exp(−v · ∇) = x + vt,(14)

ψ′(x′) = exp{tv · ∇} exp{−tv · ∇+ σ̂2(S · v + x · v · S · ∇)}ψ(x), (15)

де функцiя ψ(x) визначена в (10).
Iнфiнiтезимальнi перетворення (3), як легко впевнитися, випливають з (15) в

першому порядку по v. Кiнцевi геометричнi перетворення (14) збiгаються з галiле-
ївськими перетвореннями (2). Зауважимо, що зображення алгебри Пуанкаре, зада-
нi формулами (12), (13), взагалi кажучи, нееквiвалентнi, але на множинi розв’язкiв
рiвнянь Максвелла (9) вони збiгаються, оскiльки

J I
0aψ = J II

0aψ, (J I
0a)

2ψ = (J II
0a)

2ψ, . . . , (16)

де ψ — довiльний розв’язок РМ. Це говорить про те, що перетворення Лоренца
i (14), (15) на розв’язках РМ еквiвалентнi. Iнварiантнiсть РМ щодо перетворень
Галiлея стала можливою за рахунок нелокальностi перетворень електромагнiтного
поля. Iдею дуальностi просторово-часової симетрiї релятивiстських рiвнянь вперше
розглянуто в роботах [5, 6].
Важливим застосуванням перетворень (14), (15) є можливiсть коректного впро-

вадження наближеної галiлеївської iнварiантностi (з єдиним абсолютним часом)
РМ. Очевидно, що перетворення (2), (3) можна розглядати як наближенi галiлеїв-
ськi перетворення РМ. Формула (15) дозволяє вирахувати явний вигляд перетво-
рень Галiлея для електромагнiтного поля в будь-якому порядку по v. Наприклад,
друге наближення має вигляд

E′ = E − v ×H −
(

v · x +
1
2
v2t

)
rot H +

1
2
[
v2E − v(v ·E) +

+ (v · x)((v · ∇)E − 2v × rot E) + (x · v)2∆E
]
+O
(
v3
)
,

H ′ = H + v ×E +
(

v · x +
1
2
v2t

)
rot E +

1
2
[
v2H − v(v ·H) +

+ (v · x)((v · ∇)H − 2v × rot H) + (x · v)2∆H
]
+O
(
v3
)
,

(17)
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Перетворення Лоренца з точнiстю до v2 задаються формулами

x′ = x + vt+
1
2
v(v · x) +O

(
v3
)
,

t′ = t+ x · v +
1
2
v2t+O

(
v3
)
,

E′ = E − v ×H +
1
2
[
v2E − v(v ·E)

]
+O
(
v3
)
,

H ′ = H + v ×E +
1
2
[
v2H − v(v ·H)

]
+O
(
v3
)
.

(18)

Порiвнюючи формули (2), (17) з (18), бачимо, що перетворення (17) вiдрiзняються
вiд лоренцiвських перетворень для електромагнiтного поля (18) лише членами, в
якi входять похiднi вiд E i H. Геометричнi перетворення x → x′, t → t′ (18)
суттєво вiдрiзняються вiд перетворень Галiлея (2) навiть в першому порядку по v.
Час t у формулi (18) змiнюється при переходi рухомої системи вiдлiку.
Сформулюємо аналогiчний результат для рiвняння Дiрака та рiвняння Клей-

на–Гордона–Фока.
Запишемо рiвняння Дiрака у виглядi

i
∂ψ

∂t
= Hψ, H = −iγ0γa∂a + γ0m, (19)

де γµ — матрицi Дiрака 4 × 4, ψ = ψ(x) — 4-х компонентна комплексна функцiя
(стовпчик), m — довiльна постiйна. Рiвняння (19) iнварiантне щодо операторiв [6]

J II
0a = t∂a − i

2
(Hxa + xaH), (20)

що породжують перетворення [2–4]

t′ = t, x′ = x + vt,

ψ′(x′) = exp{tv · ∇) exp
{
−tv · ∇+

i

2
(Hv · x + (v · x)H)

}
ψ(x) =

= exp
{(v

2
cth

v

2
− 1
)
tv · ∇+

i

2
(Hv · x + v · xH+ v2tH)

}
ψ,

(21)

де v =
(
v2
1 + v2

2 + v2
3

)1/2
.

Розглянемо рiвняння Клейна–Гордона–Фока

(� +m2)ϕ = 0 (22)

i запишемо його в еквiвалентному виглядi [6]

i
∂Φ
∂t

= HΦ, H =
1

2κ

[(
E2 + κ

2
)
σ1 +

(
E2 − κ

2
)
iσ2

]
, (23)

де E = m2 −∆, Φ = Φ(x) — 2-х компонентна функцiя

Φ =
(

Φ1

Φ2

)
, Φ1 =

i

κ

∂ϕ

∂t
, Φ2 = ϕ, (24)

κ 	= 0 — довiльна постiйна, σ1, σ2 — матрицi Паулi 2×2. Рiвняння (23) iнварiантне
щодо оператора вигляду (20), який призводить до перетворень (21).
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Вiдзначимо, що на вiдмiну вiд рiвняння Дiрака оператори (20) для рiвнян-
ня (23) нелокальнi навiть на множинi його розв’язкiв, де вони мають вигляд

J0a = i∂a + xa∂t +
i

2κ
(σ1 + iσ2)∂a.

Оператори (25) породжують перетворення Лоренца для t i x, а функцiя Φ пере-
творюється як

Φ′(x′) =
1
2

[
(σ0 + σ3) ch θ + σ0 − σ3 − i

κ
(σ1 + iσ2) sh θ

θ · ∇
θ

]
Φ,

де σ0 — одинична матриця 2 × 2, θ = {θ1, θ2, θ3} — довiльнi постiйнi, θ = (θ21 +
θ22 + θ23)

1/2.
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Reduction and exact solutions
of the Navier–Stokes equations
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN, S.L. SLAVUTSKY

We construct a complete set of G̃(1, 3)-inequivalent ansätze of codimension 1 for the
Navier–Stokes (NS) field which reduce the ns equations to systems of ordinary di-
fferential equations (ODE). Having solved these ODEs we thereby obtain solutions of
the NS equations. Formulae of group multiplication of solutions are given. Several non-
Lie ansätze are discussed.

1. Introduction
The NS equations

∂u

∂t
+ (u · ∇)u−∆u +∇p = 0, div u = 0, (1.1)

where u = u(x) = {u1, u2, u3} is the velocity field of a fluid, p = p(x) is the
pressure, x = {t,x} ∈ R(4), ∇ = {∂/∂xa}, a = 1, 2, 3, ∆ is Laplacian, are basic
equations of hydrodynamics which describe motion of an incompressible viscous fluid.
The problem of finding exact solutions of nonlinear equations (1.1) is an important but
rather complicated one. Considerable progress in solving this problem can be achieved
by making use of a symmetry approach. Equations (1.1) have non-trivial symmetry
properties; it is well known (see, e.g. Birkhoff [3]) that they are invariant under the
extended Galilei group G̃(1, 3) generated by operators

∂t ≡ ∂

∂t
, ∂a ≡ ∂

∂xa
, Ga = t∂a + ∂ua ,

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua , D = 2t∂t + xa∂a − ua∂ua − 2p∂p,
(1.2)

where ∂ua ≡ ∂/∂ua, ∂p ≡ ∂/∂p. Recently it was shown (Ovsyannikov [12], Lloyd [11])
that the maximal, in the sense of Lie invariance algebra, of the NS equations (1.1)
is the direct sum of eleven-dimensional AG̃(1, 3) (1.2) and infinite-dimensional algeb-
ra A∞ with basis elements

Q = fa∂a + ḟa∂ua − xaf̈a∂p, R = g∂p, (1.3)

where fa = fa(t) and g = g(t) are arbitrary differentiable functions of t; dot means
differentiation with respect to t.
In this paper we systematically use symmetry properties of (1.1) to find their exact

solutions. In section 2 we describe the complete set of G̃(1, 3)-inequivalent ansätze of
codimension 1

ua(t,x) = fab(x)ϕb(ω) + ga(x), p(x) = F (x)ϕ(ω), (1.4)

where the functions fab, ga and F , and new variable ω = ω(x) are determined by
means of operators of three-dimensional subalgebras of AG̃(1, 3) (1.2). We consider

J. Phys. A: Math. Gen., 1991, 24, P. 971–984.
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three-dimensional subalgebras of AG̃(1, 3) because an ansatz of the form (1.4), inva-
riant under such a subalgebra, reduces (1.1) to a system of ODE immediately. As
a rule reduced systems of ode can be solved by a standard method. (In most cases we
find the general solutions of these reduced systems of ODE). Ansätze of the type (1.4),
which are obtained by means of Lie symmetry operators, we shall call Lie ansätze.
The method of finding exact solutions of PDE used here is based on Lie’s ideas of
invariant solutions and it is described in full detail in Fushchych et al [9].
Starting from solutions of the reduced systems of ODE (which are, of course,

solutions of the NS equations) one can construct multiparameter families of solutions
for the NS equations. To do this one has to use formulae of group multiplication of
solutions which are given at the end of section 2.
In section 3 we consider some non-Lie ansätze for the NS field. These ansätze

cannot be obtained within the framework of the local Lie approach used in section 2.

2. G̃(1, 3)-inequivalent ansätze of codimension 1 for the NS field
and exact solutions of the NS equations (1.1)

Let 〈Qj〉 ≡ 〈Q1, Q2, Q3〉 be a three-dimensional subalgebra of AG̃(1, 3) (1.2). It
follows from (1.2) that the general form of operator Qj is

Qj = ξνj (x)∂ν + ηaj (u)∂ua + η̃j(p)∂p, (2.1)

where ν = 0, 3, ∂0 ≡ ∂/∂t; ξνj , ηaj , η̃j are linear functions of x, u, p. The explicit form
of an ansatz (1.4) is determined as the solution of the following equations

ξνj (x)∂νω(x) = 0,
Qj [ua − fab(x)ϕb(ω)− ga(x)] = 0,
Qj [p− F (x)ϕ(ω)] = 0.

(2.2)

Equations (2.2) can be solved rather easily. All three-dimensional G̃(1, 3)-inequivalent
subalgebras of AG̃(1, 3) are found in Fushchych et al [6] and Barannik and Fush-
chych [1] with the help of the method developed by Patera et al [13]. In table 1 we
list these three-dimensional subalgebras and give corresponding invariant ansätze of
the form (1.4) obtained as solutions of equations (2.2).
In this table f , g, h, ϕ are differentiable functions of corresponding invariant

variable ω; α 	= 0 is an arbitrary constant.
Let us substitute ansätze from table 1 into the ns equations (1.1). As a result we

obtain the following systems of ODE:

1◦. ḟ = 0, ġ = 0, ḣ = 0.

2◦. hḟ − f̈ = 0, hġ − g̈ = 0, hḣ− ḧ+ ϕ̇ = 0, ḣ = 0.

3◦. g + hḟ − f̈ = 0, hġ − g̈ = 0, hḣ− ḧ+ ϕ̇ = 0, ḣ = 0.

4◦. ḟh+ 2f̈ = 0, ġh+ 2g̈ = 0, 1− 2hḣ− 4ḧ− 2ϕ̇ = 0, ḣ = 0.

5◦. 1 + hḟ − f̈ = 0, gḣ− g̈ = 0, hḣ− ḧ+ ϕ̇ = 0, ḣ = 0.

6◦. g − 2hḟ − 4f̈ = 0, hġ + 2g̈ = 0, 1− 2hḣ− 4ḧ− 2ϕ̇ = 0, ḣ = 0.

7◦. (αf − h)ḟ − 2(α2 + 1)f̈ + αϕ̇ = 0, (αf − h)ġ − 2(α2 + 1)g̈ = 0,

(αf − h)ḣ− 2(α2 + 1)ḧ− ϕ̇+ 1
2 = 0, αḟ − ḣ = 0.

8◦. −ḟ(h− αg) + g − (α2 + 1)f̈ = 0, −ġ(h− αg) + αϕ̇− (α2 + 1)g̈ = 0,

1− ḣ(h− αg)− ϕ̇− (α2 + 1)ḧ = 0, ḣ− αġ = 0.
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Table 1. G̃(1, 3)-inequivalent ansätze of codimension 1 for the NS field

N Algebra
Invariant
variable ω

Anzatz

1 ∂1, ∂2, ∂3 t u1 = f(ω), u2 = g(ω), u3 = h(ω), p = ϕ(ω)

2 ∂t, ∂1, ∂2 x3 u1 = f(ω), u2 = g(ω), u3 = h(ω), p = ϕ(ω)

3 ∂t, ∂1, G1 +G2 x3 u1 = x2 + f(ω), u2 = g(ω), u3 = h(ω),
p = ϕ(ω)

4 ∂1, ∂2, ∂t +G3 t2 − 2x3 u1 = f(ω), u2 = g(ω), u3 = t+ h(ω), p = ϕ(ω)

5 ∂1, ∂2, ∂t +G1 x3 u1 = t+ f(ω), u2 = g(ω), u3 = h(ω), p = ϕ(ω)

6 ∂1, ∂2 +G1, t2 − 2x3 u1 = x2 + f(ω), u2 = g(ω), u3 = t+ h(ω),
∂t +G3 p = ϕ(ω)

7 ∂1 + α∂3, ∂2, t2 + 2αx1 − 2x3 u1 = f(ω), u2 = g(ω), u3 = t+ h(ω), p = ϕ(ω)
∂t +G3

8 ∂1, ∂t +G3, αx2− x3+ (t2/2) u1 = x2 + f(ω), u2 = g(ω), u3 = t+ h(ω),
G1 + ∂2 + α∂3 p = ϕ(ω)

9 ∂t, ∂3, J12 (x2
1 + x2

2)
1/2 u1 = x1f(ω) − x2g(ω), u2 = x1g(ω) + x2f(ω),

u3 = h(ω), p = ϕ(ω)

10 ∂t +G3, ∂3, J12 (x2
1 + x2

2)
1/2 u1 = x1f(ω) − x2g(ω), u2 = x1g(ω) + x2f(ω),

u3 = t+ h(ω), p = ϕ(ω)

11 ∂t, ∂3, D x1/x2 u1 = (1/x2)f(ω), u2 = (1/x2)g(ω),
u3 = (1/x2)h(ω), p = (1/x2

2)ϕ(ω)

12 ∂t, ∂3, J12 + αD ln(x2
1 + x2

2)+ u1 = (x2
1 + x2

2)
−1(x1f(ω) − x2g(ω)),

2α tan−1(x1/x2) u2 = (x2
1 + x2

2)
−1(x1g(ω) + x2f(ω)),

u3 = (x2
1 + x2

2)
−1/2h(ω), p = (x2

1 + x2
2)

−1ϕ(ω)

13 ∂t, J12, D (x2
1 + x2

2)
1/2/x3 u1 = (x2

1 + x2
2)

−1(x1f(ω) − x2g(ω)),
u2 = (x2

1 + x2
2)

−1(x1g(ω) + x2f(ω)),
u3 = (x2

1 + x2
2)

−1/2h(ω), p = (x2
1 + x2

2)
−1ϕ(ω)

14 ∂3, J12, D (x2
1 + x2

2)
1/2/t u1 = (1/t)(x1f(ω) − x2g(ω)),

u2 = (1/t)(x1g(ω) + x2f(ω)),
u3 = (1/

√
t)h(ω), p = (1/t)ϕ(ω)

15 G3, J12, D (x2
1 + x2

2)
1/2/t u1 = (1/t)(x1f(ω) − x2g(ω)),

u2 = (1/t)(x1g(ω) + x2f(ω)),
u3 = (1/

√
t)h(ω) + (x3/t), p = (1/t)ϕ(ω)

16 ∂t, ∂2, D x3/
√
t u1 = (1/

√
t)f(ω), u2 = (1/

√
t)g(ω),

u3 = (1/
√
t)h(ω), p = (1/t)ϕ(ω)

17 ∂t, D, G2 + αG1 x3/
√
t u1 = (1/

√
t)f(ω) + (αx2/t),

u2 = (1/
√
t)g(ω) + (x2/t),

u3 = (1/
√
t)h(ω), p = (1/t)ϕ(ω)

18 G1, G2, D x3/
√
t u1 = (1/

√
t)f(ω) + (x1/t),

u2 = (1/
√
t)g(ω) + (x2/t),

u3 = (1/
√
t)h(ω), p = (1/t)ϕ(ω)

19 ∂1, G2, D x3/
√
t u1 = (1/

√
t)f(ω), u2 = (1/

√
t)g(ω) + (x2/t),

u3 = (1/
√
t)h(ω), p = (1/t)ϕ(ω)
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9◦. f2 − g2 + ωfḟ +
1
ω
ϕ̇ =

3
ω
ḟ + f̈ , 2fg + ωfġ =

3
ω
ġ + g̈,

ωfḣ = ḧ+
1
ω
ḣ, 2f + ωḟ = 0.

10◦. f2 − g2 + ωfḟ +
1
ω
ϕ̇ =

3
ω
ḟ + f̈ , 2fg + ωfġ =

3
ω
ġ + g̈,

1 + ωfḣ = ḧ+
1
ω
ḣ, 2f + ωḟ = 0.

11◦. f ḟ − g(f + ωḟ) + ϕ̇ = 2(1 + ω)f + ω(2ḟ + ωf̈),
f ġ − g(g + ωġ)− ωϕ̇ = 2(1 + ω)g + ω(2ġ + ωg̈),

f ḣ− g(h+ ωḣ) = 2(1 + ω)h+ ω(2ḣ+ ωḧ), ḟ − (g + ωġ) = 0.

12◦. − 1
2 (f2 + g2) + (f − αg)ḟ − ϕ+ ϕ̇ = 2(−f − ḟ + αġ + (α2 + 1)f̈),

−(f − αg)ġ + αϕ̇ = 2[g + ġ + αḟ − (α2 + 1)g̈],

−fh+ 2(f − αg)ḣ = h− 4ḣ+ 4(α2 + 1)ḧ, ḟ − αġ = 0.

13◦. −f2 − g2 + ωfḟ − ω2hḟ − 2ϕ+ ωϕ̇ = ω(−f + ωf̈) + ω3(2ḟ + ωf̈),
f ġ − ω2hġ = ω(−g + ωg̈) + ω3(2ġ + ωg̈),

f(−h+ ωḣ)− ω2hḣ− ω2ϕ̇ = h− ωḣ+ ω2ḧ+ ω3(2ḣ+ ωḧ),

ḟ − ωḣ = 0.

14◦. f2 − g2 + 2ωfḟ + 2ϕ̇ = 4(2ḟ + ωf̈),
g + ωġ − 2f(g + ωġ) = −(2ġ + ωg̈),

−
(

1
2h+ ωḣ

)
+ 2ωfḣ = 4(ḣ+ ωḧ), f + ωḟ = 0.

15◦. f2 − g2 + 2ωfḟ + 2ϕ̇ = 4(2ḟ + ωf̈),
g + ωġ − 2f(g + ωġ) = −4(2ġ + ωg̈),

−
(

1
2h+ ωḣ

)
+ 2ωfḣ+ h = 4(ḣ+ ωḧ), f + ωḟ + 1

2 = 0.

16◦. − 1
2 (f + ωḟ) + hḟ = f̈ , − 1

2 (g + ωġ) + hġ = g̈,

− 1
2 (h+ ωḣ) + hḣ+ ϕ̇ = ḧ, ḣ = 0.

17◦. − 1
2 (f + ωḟ) + hḟ + αg = f̈ , − 1

2 (g + ωġ) + hġ + g = g̈,

− 1
2 (h+ ωḣ) + hḣ+ ϕ̇ = ḧ, ḣ+ 1 = 0.

18◦. 1
2 (f − ωḟ) + hḟ = f̈ , 1

2 (g − ωġ) + hġ = g̈,

− 1
2 (h+ ωḣ) + hḣ = ḧ, ḣ+ 2 = 0.

19◦. − 1
2 (f + ωḟ) + hḟ = f̈ , 1

2 (g − ωġ) + hġ = g̈,

− 1
2 (h+ ωḣ) + hḣ+ ϕ̇ = ḧ, ḣ+ 1 = 0.

(2.3)

Equations 1◦–19◦ in (2.3) correspond to that of ansatze in table 1; dot means diffe-
rentiation with respect to corresponding ω.
Equations 1◦–10◦ (2.3) can easily be solved and their general solutions are as

follows:

1◦. f = c1, g = c2, h = c3, ϕ = ϕ(ω)

(here and in what follows, c with a subscript denotes an arbitrary constant; ϕ = ϕ(ω)
means that ϕ is an arbitrary differentiable function of ω).
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2◦. f =


c1
c3
ec3ω + c2, c3 	= 0,

c1ω + c2, c3 = 0,

g =


c4
c3
ec3ω + c5, c3 	= 0,

c4ω + c5, c3 = 0,

h = c3, ϕ = c6.

3◦. f =


c1 + c2e

c3ω +
c4
c23

(
ω − 1

c3

)
ec3ω − c5

c3
ω, c3 	= 0,

c1 + c2ω +
1
6
c4ω

3 +
1
2
c5ω

2, c3 = 0,

g =


c4
c3
ec3ω + c5, c3 	= 0,

c4ω + c5, c3 = 0,

h = c3, ϕ = c6.

4◦. f =


c1
c3

exp
(
−1

2
c3ω

)
+ c2, c3 	= 0,

c1 + c2ω, c3 = 0,

g =


c4
c3

exp
(
−1

2
c3ω

)
+ c5, c3 	= 0,

c4ω + c5, c3 = 0,

h = c3, ϕ =
1
2
ω + c6.

5◦. f =


− 1
c3
ω +

c1
c23
ec3ω + c2, c3 	= 0,

1
2
ω2 + c1ω + c2, c3 = 0,

g =


c4
c3
ec3ω + c5, c3 	= 0,

c4ω + c5, c3 = 0,

h = c3, ϕ = c6.

6◦. f =



c1 + c2 exp
(
−1

2
c3ω

)
+

c5
2c3

ω −

− c4
c23

(
ω

2
+

1
c3

)
exp
(
−1

2
c3ω

)
, c3 	= 0,

1
4

(
c1 + c2ω +

1
2
c5ω

2 +
1
6
c4ω

3

)
, c3 = 0,

g =


c4
c3

exp
(
−1

2
c3ω

)
+ c5, c3 	= 0,

c4ω + c5, c3 = 0,

h = c3, ϕ =
1
2
ω + c6.

(2.4)
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7◦. f =


c1 exp

(
cω

2(α2 + 1)

)
+ c2 − αω

2(α2 + 1)c
, c 	= 0,

αω2

2[2(α2 + 1)]2
+ c1ω + c2, c = 0,

g =

c3 exp
(

cω

2(α2 + 1)

)
+ c4, c 	= 0,

c3ω + c4, c = 0,

h = αf − c, ϕ =
ω

2(α2 + 1)
+ c5.

8◦. f =



αω2

2c2(α2 + 1)
+
ω

c

( α
c2
− c4
)

+
[
c3
c

(
ω − α2 + 1

c

)
+ c1

]
×

× exp
(

cω

α2 + 1

)
+ c2, c 	= 0,

(α2 + 1)−1

(
αω4

24(α2 + 1)2
+
c3
6
ω3 +

c4
2
ω2 + c1ω + c2

)
, c = 0,

g =


−αω

c(α2 + 1)
+ c3 exp

(
cω

α2 + 1

)
+ c4, c 	= 0,

α

2(α2 + 1)
ω2 + c3ω + c4, c = 0,

h = αg − c, ϕ =
ω

α2 + 1
+ c6.

9◦. f =
c

ω2
, = c1ω

c +
c2
ω2
, h = c3ω

c + c4,

ϕ =



c21
2(c+ 1)

ω2(c+1) +
2c1c2
c

ωc − c2 + c22
2ω2

+ c5, c 	= −1, 0,

c21 lnω − 2c1c2
ω
− c22 + 1

2ω2
+ c5, c = −1,

1
2
c21ω

2 + 2c1c2 lnω − c22
2ω2

+ c5, c = 0.

10◦. f , g and ϕ are the same as in the previous case 9◦,

h =



ω2

2(2− c) + c3ω
c + c4, c 	= 2, 0,

ω

4
− c3 lnω + c4, c = 0,

ω2

2
lnω − ω2

4
+ c3ω

2 + c4, c = 2.

For 11◦ (2.3) we did not find solutions. A particular solution of 12◦ (2.3) is

12◦. f = c, g = 0, ϕ = 2c− c2

2
,

h =


c1e

λ1ω + c2e
λ2ω,

c2

4
> α2(1 + c),

eλω(c1 + c2ω),
c2

4
= α2(1 + c),

eλω(c1 cosβω + c2 sinβω),
c2

4
< α2(1 + c),
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λ1,2 =
1 + (c/2)±√(c2/4)− α2(1 + c)

2(1 + α2)
, λ =

1 + (c/2)
2(1 + α2)

,

β =

√
α2(1 + c)− (c2/4)

2(1 + α2)
.

A particular solution of 13◦ (2.3) is

13◦. f = c1, g = c2, h = 0, ϕ = −1
2
(c21 + c22). (2.4)

Consider system 14◦ (2.3). The last equation of 14◦ (2.3) immediately gives

f = c/ω (2.5)

(as before, c is an arbitrary constant). Substituting (2.5) into the remaining equations
of 14◦ (2.3) we get

4
d2

dω2
(ωg) +

(
1− 2c

ω

)
d

dω
(ωg) = 0 (2.6)

and

4ωḧ+ (ω + 4− 2c)ḣ+
1
2
h = 0. (2.7)

Equation (2.6) can be easily integrated and the result is

g(ω) =
c1
ω

∫ ω

xc/2e−x/4dx+
c2
ω
. (2.8)

In particular, when c = 0, the general solution of equation (2.6) takes the form

g(ω) =
c1
ω
e−ω/4 +

c2
ω
. (2.9)

Equation (2.7) is in itself an equation for a degenerate hypergeometric function and it
can be rewritten in standard Whittaker form

4x2ẅ − (x2 − 4kx+ 4m2 − 1)w = 0, (2.10)

where w = w(k,m, x); k, m are parameters, by the substitution

h(ω) = ω(c−2)/4e−ω/8w
( c

4
,− c

4
,
ω

4

)
. (2.11)

When c = 0, the substitution

h(ω) = e−τ Z̃0(τ), τ =
ω

8
(2.12)

reduces (2.7) to the modified Bessel equation of null order, that is

τ ¨̃Z0 + ˙̃Z0 − τZ̃0 = 0. (2.13)
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Summarizing results (2.5)–(2.12) we can write down the general solution of 14◦ (2.3)
as follows

14◦. f =
c

ω
, g =

c1
ω

∫ ω

xc/2e−x/4dx+
c2
ω
,

h = ω(c−2)/4e−ω/8w
( c

4
,− c

4
,
ω

4

)
, ϕ = − c

2

2ω
+

1
2

∫ ω

g2(y)dy + c3.

(2.4)

(We continue to numerate solutions of reduced NS equations 1◦–19◦ (2.3) as n◦ (2.4),
where n◦ = 1◦–19◦ indicates the corresponding ansatz of table 1.) When c = 0 we get
from 14◦ (2.4) the following particular solution of 14◦ (2.3)

14◦◦. f = 0, g =
c1
ω
e−ω/4 +

c2
ω
, h = e−ω/8Z̃0(ω/8),

ϕ = − c
2
2

2ω
+
c21
2

∫ ω e−y/2

y2
dy + c1c2

∫ ω e−y/2

y2
dy + c3,

(2.4)

where Z̃0 is modified Bessel function satisfying equation (2.12).
Consider system 15◦ (2.3). The last equation in it gives

f =
c

ω
− 1

2
. (2.13)

The rest equations of 15◦ (2.3) take the form

2
d2

dω2
(ωg) +

(
1− c

ω

) d

dω
(ωg) = 0, (2.14)

2ϕ̇ =
( c
ω

)2

+ g2 − 1
4
, (2.15)

ωḧ+
(

1
2
ω + 1− c

2

)
ḣ− 1

8
h = 0. (2.16)

Equations (2.14), (2.15) can be easily integrated and the result is as follows

g =
c1
ω

∫ ω

xc/2e−x/2dx+
c2
ω
, (2.17)

ϕ =
1
2

∫ ω

g2(y)dy − c2

2ω
− 1

8
ω. (2.18)

Equation (2.16) is reduced to the Whittaker equation (2.10) by the substitution

h(ω) = ω(c−2)/4e−ω/4w
(
c− 3

4
,− c

4
,
ω

2

)
. (2.19)

Note, when c = 3, function w
(
0,− 3

4 ,
ω
2

)
is reduced to the modified Bessel function

Z̃−3/4(ω/4). The general relation is (Bateman and Erdelyi [2])

w(0,m, x) =
√
xZ̃m(x/2). (2.20)
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So, we can write down the general solution of reduced ns equations 15◦ (2.3) in the
form

15◦. f =
c

ω
− 1

2
, g =

c1
ω

∫ ω

xc/2e−x/2dx+
c2
ω
,

h = ω(c−2)/4e−ω/4w
(
c− 3

4
,− c

4
,
ω

2

)
, ϕ =

1
2

∫ ω

g2(y)dy − c2

2ω
− 1

8
ω,

(2.4)

where w satisfies the Whittaker equation (2.10).
Consider system 16◦ (2.3). The two last equations of it give rise to

h = c, ϕ =
cω

2
+ c1. (2.21)

Taking into account (2.21) we can rewrite the rest equations of system 16◦ (2.3) as
follows

f̈ +
(

1
2
ω − c

)
ḟ +

1
2
f = 0, (2.22)

g̈ +
(

1
2
ω − c

)
ġ +

1
2
g = 0. (2.23)

By substituting

f(ω) = F (τ), τ =
1
2
ω − c (2.24)

into (2.22), we obtain the following equation:

d2F

dτ2
+ 2τ

dF

dτ
+ 2F = 0. (2.25)

The general solution of (2.25) is

F (τ) = e−τ
2
(
c2 + c3

∫ τ

ey
2
dy

)
. (2.26)

Summarizing results (2.21)–(2.26) we write down the general solution of equations
16◦ (2.3):

16◦. f = exp
[
−
(ω

2
− c
)2
](

c2 + c3

∫ (ω/2)−c
ey

2
dy

)
,

g = exp
[
−
(ω

2
− c
)2
](

c4 + c5

∫ (ω/2)−c
ey

2
dy

)
,

h = c, ϕ =
cω

2
+ c1.

(2.4)
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In the same way we find solutions of reduced equations 17◦–19◦ (2.3). The soluti-
ons are as follows

17◦. α = 1,

f = g =
(

3
2
ω − c

)−1/2

exp

[
−1

6

(
3
2
ω − c

)2
]
×

× w
[
− 5

12
,
1
4
,
1
3

(
3
2
ω − c

)2
]
,

h = ω + c, ϕ =
3
2
cω − ω2 + c1,

(2.4)

where w(·, ·, ·) is solution of the Whittaker equation (2.10). The above solution 17◦

(2.4) is a particular solution of equations 17◦ (2.3) with α = 1. When α is an arbitrary
constant, the general solution of 17◦ (2.3) has the form

17◦◦. g =
(

3
2
ω − c

)−1/2

exp

[
−1

6

(
3
2
ω − c

)2
]
×

× w
[
− 5

12
,
1
4
,
1
3

(
3
2
ω − c

)2
]
,

h = ω + c, ϕ =
3
2
cω − ω2 + c1

(2.4)

and f satisfies the ODE

f̈ +
(

3
2
ω − c

)
ḟ +

1
2
f − αg = 0.

The general solution of 18◦ (2.3) is

18◦. f = g =
(

5
2
ω − c

)−1/2

exp

[
− 1

10

(
5
2
ω − c

)2
]
×

× w
[
−27

20
,
1
4
,
1
5

(
5
2
ω − c

)2
]
,

h = −2ω + c, ϕ =
5
2
cω − 3ω2 + c1.

(2.4)

The general solution of 19◦ (2.3) is

19◦. f = g =
(

3
2
ω − c

)−1/2

exp

[
−1

6

(
3
2
ω − c

)2
]
×

× w
[
− 1

12
,
1
4
,
1
3

(
3
2
ω − c

)2
]
,

h = −ω + c, ϕ =
3
2
cω − ω2 + c1.

(2.4)

In 17◦–19◦ (2.4) w(·, ·, ·) is an arbitrary solution of the Whittaker equation (2.10).
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Remark 1. The solutions of reduced ns equations 1◦–19◦ (2.3) given in 1◦–19◦ (2.4)
should be considered together with the corresponding ansatze of table 1; then one
gets solutions of the NS equations (1.1).

The solutions of the ns equations (1.1) obtained above can be used in a basic way
to construct multiparameter families of solutions. A procedure for generating new
solutions from a known one is based on the well known fact of Lie theory according
to which symmetry transformations transform any solution of a given differential
equation into another solution. For example, if transformations

xµ → x′µ = fµ(x, θ), (µ = 0, n− 1 ),
u(x)→ u′(x′) = R(x, θ)u(x) +B(x, θ),

where the θ are parameters, u = column (u1, u2, . . . , uk), R(x, θ) is a non-singular
matrix k × k, R(x, 0) = I, fµ, B (column) are some smooth functions, fµ(x, 0) = xµ,
B(x, 0) = 0 leave considered PDEs invariant, then the function

uII(x) = R−1(x, θ)[uI(x′)−B(x, θ)] (2.27)

will be a new solution of the equation provided uI(x) is any given solution. Formulae
like (2.27) we call formulae of group multiplication of solutions (GMS) (Fushchych et
al [9]). So, to construct the formulae of GMS for the NS equations one has to find,
first of all, the final transformations generated by symmetry operators (1.2), (1.3) and
then, according to (2.27), construct the formulae. The results of this is given in the
table 2.
Note that in 1–11 p′(x′) = p(x) and therefore pII = pI(x′). In this table δ0, δa,

αa, θa, β, ε, κ are arbitrary constants, α = (α2
1 + α2

2 + α2
3)

1/2; f and g are arbitrary
differentiable functions of t. The formulae of GMS stated above allow to construct
new solutions uII(x) of the NS equations (1.1) starting from a known one uI(x).

Table 2. Final symmetry transformations and the corresponding formulae
of GMS for the NS equations (1.1)

Final transformations

N Operator x→ x′ u(x) → u′(x′) Formulas of GMS

1 ∂t t′ = t+ δ0 x′ = x u′(x′) = u(x) uII(x) = uI(x
′)

2–4 ∂a t′ = t x′a = xa + δa u′(x′) = u(x) uII(x) = uI(x
′)

5–7 Jab t′ = t x′ = xcosα+ u′a(x′) =

(
δab cosα+ ua

II(x) =

(
δab cosα+

+ (x× α) sin α
α

+ +εabcαc
sin α

α
+ +εabcαc

sin α
α

+

+ α(α · x) 1−cos α
α2 + αaαb

1−cos α
α2

)
ub(x) + αaαb

1−cos α
α2

)
ub
I (x

′)

8–10 Ga t′ = t x′ = x + θt u′(x′) = u(x) + θ uII(x) = uI(x
′) − θ

11 D t′ = e2βt x′ = eβx u′(x′) = e−βu(x) uII(x) = eβuI(x
′)

p′(x′) = e−2βp(x) pII(x) = e2βpI(x)

12 Q t′ = t x′ = x + εf(t) u′(x′) = u(x) + εḟ(t) uII(x) = uI(x
′) − εḟ(t)

p′(x′) = p(x) − εx · f̈(t) p′II(x) = pI(x
′) + εx · f̈(t)

13 R t′ = t x′ = x u′(x′) = u(x) uII(x) = uI(x
′)

p′(x′) = p(x) + κg(t) p′II(x) = pI(x
′) − κg(t)
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Remark 2. It will be noted that operator Q given in (1.3) generates transformations
(N 12 in table 2) which can be considered as an invariant transition to a frame of
reference which is moved arbitrarily: xref = εf(t).

Let us give some examples of the application of formulae of GMS. Having applied
formulae 5–7 of table 2 to solution 16◦ (2.4) we get a new multiparameter solution
for the NS equations (1.1)

u(x) =
1√
t

{
e−τ

2
[
a

(
α1 + α2

∫ τ

es
2
ds

)
+ b

(
α3 + α4

∫ τ

es
2
ds

)]
+ c

}
,

τ =
c · x
2
√
t
− 1, p(x) =

1
t

(
c · x
2
√
t

+ α5

)
,

(2.28)

where α1, . . . , α5 are arbitrary constants, a, b, c are arbitrary orthonormal constant
vectors

a2 = b2 = c2 = 1, a · b = a · c = b · c = 0. (2.29)

Further application of the formulae of GMS N 8–10 to (2.28) gives rise to the
following solution of the NS equations

u(x) =
1√
t

{
e−y

2
[
a

(
α1 + α2

∫ y

es
2
ds

)
+ b

(
α3 + α4

∫ y

es
2
ds

)]
+ c

}
− θ,

y =
c · (x + θt)

2
√
t

− 1, p(x) =
1
t

(
c · (x + θt)

2
√
t

+ α5

)
,

(2.30)

where the θ are arbitrary constants, the rest are the same as in (2.28).
The procedure of generating solutions by means of symmetry transformations can

be continued until one gets an ungenerative family of solutions, that is the family
which is invariant (up to transformation of constant parameters) with respect to the
total GMS procedure. Without doubt, the reader can carry out this procedure by
analogy with the above examples, for any solution 1◦–19◦ (2.4) of the NS equations.

3. Examples of non-Lie ansätze for the NS field
Ansätze collected in table 1, of course, do not exhaust all possible ansätze which

reduce the NS equations. Here we consider several examples of ansätze which do not
have the form (1.4). More complete consideration of this question will be given in our
next paper.
Because all ansätze obtained within the framework of the Lie approach have form

(1.4), it is natural to call other ansätze non-Lie. Our first example of this is the well
known ansatz

u = ∇ϕ, (3.1)

where ϕ = ϕ(x) is a scalar function. If satisfies the Hamilton–Jacobi and Laplace
equations

ϕt + (∇ϕ)2 + p = 0, ∆ϕ = 0 (3.2)

then the function u (3.1) automatically satisfies the NS equations (1.1). It is an
example of non-local component reduction.
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Ansatz

u = aϕ(t, b · x, c · x), (3.3)

where a, b, c are constant vectors satisfying (2.29), reduces (1.1) to the two-dimen-
sional heat equation

ϕt −∆2ϕ = 0, ∆2 ≡ ∂2

∂ω2
1

+
∂2

∂ω2
2

, ω1 = b · x, ω2 = c · x, (3.4)

Ansatz

u = xϕ(x), p = p(x) (3.5)

reduces equations (1.1) to the system of pde for two scalar functions ϕ and p

x(ϕt + ∆ϕ) +∇(ϕ+ p) = 0, ϕ+ (x · ∇)ϕ = 0. (3.6)

New ansätze and solutions of the NS equations (1.1) obtained within the framework
of conditional symmetry will be given in our next paper. The concept and the term
conditional invariance was firstly introduced by Fushchych [5] (see also Fushchych
and Nikitin [7]). Further development and applications of this concept are contained
in Fushchych et at [9], Fushchych and Serov [8], Levi and Winternitz [10].
Let us make some concluding remarks. It will be noted that the question of what

spin is carried by the NS field has a rather strange answer (Fushchych [4]): the NS
field carries not only spin 1 but all possible integer spins s = 0, 1, 2, . . .. It is due to
the fact that the space of solutions of the ns equations can be decomposed into an
infinite direct sum of subspaces invariant under operators Sab = ua∂ub − ub∂ua from
algebra AO(3), and these subspaces are not invariant under operators Ga from (1.2)
because of the unboundedness of operators ∂ua .
In hydrodynamics the linearized NS equations are sometimes used

ut −∆u = 0, div u = 0. (3.7)

The maximal invariance algebra of (3.7) is the seven-dimensional Lie algebra with
basis elements

∂t, ∂a, D = 2t∂t + xa∂a, I = ua∂ua ,

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua .
(3.8)

It should be pointed out that (3.7) are not Galilei invariant and therefore they fail in
adequately describing real hydrodynamics processes.
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On the connection between solutions of Dirac
and Maxwell equations, dual Poincaré
invariance and superalgebras of invariance
and solutions of nonlinear Dirac equations
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN, S.V. SPICHAK

The connection between solutions of massless Dirac and Maxwell equations is establi-
shed. It is shown that the massless Dirac equation is invariant under three different
representation of the Poincaré algebra corresponding to spins 1

2
and 1 and 0, and under

three superalgebras. All generators of these symmetry algebras and superalgebras are
local (differential operators of first order). A system of two Dirac equations with masses
m and −m has analogous symmetry properties. Invariant nonlinear generalizations of
this system are described. We construct the complete set of P (1, 3)-inequivalent ansätze
of codimension 1 for all representations of Poincaré algebra discused. These ansätze are
used for reduction and finding exact solutions of some nonlinear Dirac equations.

1. Introduction
It is well known that the Dirac equation describes a particle with spin- 12 , or

a fermionic field, because it is invariant with respect to the representation D(1
2 , 0)⊕

D(0, 1
2 ) of the Poincaré algebra AP (1, 3). In this paper we will show that the massless

Dirac equation as well as the system of two coupled Dirac equations with masses m
and −m are invariant not only with respect to the spin- 12 representation of AP (1, 3)
but also under integer spin representations of AP (1, 3). This means that Dirac equa-
tions describe not only fermionic fields but also bosonic ones.
In section 2 we obtain formulae of connection between solutions of the massless

Dirac equation and Maxwell equations for a vacuum, so that one can construct soluti-
ons of the Dirac equation knowing solutions of the Maxwell equations and vice versa.
Further, we show that the massless Dirac equation is invariant under three different
representations of the Poincaré algebra AP (1, 3) and under three superalgebras. All
generators of these symmetries are differential operators of first order and belong to
the maximal in the sense of Lie invariance algebra of the equation. We shall call
invariance of an equation, with respect to different representations of the Poincaré
algebra, dual Poincaré invariance.
In section 3 we study dual Poincaré invariance of the Dirac equation with non-zero

mass and prove that the system of two coupled Dirac equations with masses m and
−m possesses this symmetry. It is worthwhile to note that the same Dirac system
was studied by Fushchych [1, 2] and by Petroni et al [12, 13]. Fushchych [1, 2] had
shown that the most symmetric (including discrete symmetries) spinor representation
of the Poincaré algebra is realized only on the system of two coupled Dirac equations
and such a realization is impossible on a single Dirac equation with non-zero mass.
We prove that the Dirac system under study is also invariant under two superalgebras.
Nonlinear dual Poincaré invariant generalizations of the equations are considered.

J. Phys. A: Math. Gen., 1991, 24, P. 1683–1698.
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In section 4 we construct the complete set of the P (1, 3)-inequivalent ansätze of
codimension 1 for all representations of AP (1, 3) discussed in the previous sections.
These ansätze reduce corresponding Poincaré invariant equation to a system of ordina-
ry differential equations (ODEs). Here we essentially used results on the subalgebraic
classification of AP (1, 3) of Patera et al [11] and Grundland et al [7]. It will be noted
that the P (1, 3)-inequivalent ansätze of codimenions 1 and 3 for the spin- 12 Dirac
field are fully described in Fushchych and Zhdanov [5], Fushchych and Shtelen [4]
and Fushchych et al [6]. Using ansätze constructed, we make reductions and find
exact solutions of some nonlinear Dirac equations. An example solution of a linear
Dirac equation is considered. This solution is obtained by making use of the vector
representation of AP (1, 3) of the coupled Dirac equations. It has an unusual structure
and can be obtained as the invariant solution of the non-Lie symmetry operator of
second order. In conclusion we give operators which transform the fermionic ansätze
into bosonic ones.

The massless Dirac equation and Maxwell equations
Consider the massless Dirac equation

iγ∂ψ ≡ iγµ∂µψ = 0, (2.1)

where ψ = ψ(x) is a four-component complex function (column), x = {x0 = t,x} ∈
R(1, 3), µ = 0, 3, ∂µ = ∂/∂xµ and γµ are 4× 4 Dirac matrices,

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 .
(2.2)

There is a connection between solutions of (2.1) and the Maxwell equations for
a vacuum [15]:

Ė ≡ ∂E

∂t
= rotH, div E = 0,

Ḣ ≡ ∂H

∂t
= −rotH, div H = 0,

(2.3)

where E = (E1, E2, E3) and H = (H1,H2,H3) are vectors of electric and magnetic
field. To establish this connection let us decompose an arbitrary solution of (2.1)
intoreal and imaginary parts using the notation of Ljolje [9]:

ψ = ψreal + iψimag =


−D1

D3

−B2

−G

+ i


D2

−F
−B1

B3

 . (2.4)
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Theorem 1. Let ψ defined by (2.4) be an arbitrary solution of the massless Dirac
equation (2.1). Then the functions

E = D +∇
∫ t

t0

G(τ,x)dτ +∇G̃(t0,x),

H = B +∇
∫ t

t0

F (τ,x)dτ +∇F̃ (t0,x),
(2.5)

where G̃(t0,x) and F̃ (t0,x) satisfy the Poisson equations

∆G̃(t0,x) =
∂G(τ,x)

∂τ

∣∣∣
τ=t0

, ∆F̃ (t0,x) =
∂F (τ,x)

∂τ

∣∣∣
τ=t0

, (2.6)

t0 is an arbitrary constant, are solutions of the Maxwell equations (2.3).
Prof. First of all we note that after substitution of (2.4) into (2.1) and separation into
real and imaginary parts we get Maxwell equations with currents

Ḋ − rotB = −∇G, div D = −Ġ,
Ḃ + rotD = −∇F, div B = −Ḟ , (2.7)

where D = (D1,D2,D3), B = (B1, B2, B3) and the dot means differentiation with
respect to t. So, the Dirac equation (2.1) and the system (2.7) are fully equivalent.
Therefore, taking into account (2.7) and the well known fact that every component of
the ψ-function (2.4) obeying (2.1) satisfies the wave equation �ψ = 0 (in particular,
∆G(τ,x) = ∂2G(τ,x)/∂τ2) we find after substitution of (2.5) into (2.3)

Ė − rotH = Ḋ +∇G− rotB = 0,

div E = div D +
∫ t

t0

∆G(τ,x)dτ + ∆G̃(t0,x) =

= div D +
∫ t

t0

∂2G(τ,x)
∂τ2

dτ + ∆G̃(t0,x) =

= div D + Ġ− ∂G(τ,x)
dτ

∣∣∣
τ=t0

+∆G̃(t0,x) = 0.

In the last equality we have used (2.6). In the same spirit one can prove the validity
of the theorem for the second pair of Maxwell equations (2.3). Thus, the theorem is
proved.

The inverse statement also holds true.

Theorem 2. Let there be given a solution E, H of the Maxwell equations (2.3) and
two solutions F and G of the scalar wave equation

�F = �G = 0. (2.8)

Then the ψ-function (2.4) witn components F , G and

Da = Ea − ∂a
(∫ t

t0

G(τ,x)dτ + G̃(t0,x)
)
,

Ba = Ha − ∂a
(∫ t

t0

F (τ,x)dτ + F̃ (t0,x)
)
,

(2.9)
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where a = 1, 2, 3, G̃(t0, x) and F̃ (t0, x) are determined from (2.6), is a solution of
the massless Dirac equation (2.1).
Proof. Let us use the equivalence between the Dirac equation (2.1) and the system
(2.7). Having substituted (2.9) into (2.7) and taking into account (2.3), (2.8) and
(2.6), we get

Ḋ − rotB +∇G = Ė −∇G+∇G− rotH = 0,

div D + Ġ = div E +
∫ t

t0

∆G(τ,x)dτ −∆G̃(t0,x) + Ġ = 0.

Analogously one has to act to prove the theorem for the rest of the equations of
system (2.7).

Theorem 2 has an important corollary: choosing F = G = 0 we get from (2.9)
D = E, B = H, and in this case formula (2.4) takes the particularly simple form

ψ =


−E1 + iE2

E3

−H2 − iH1

iH3

 . (2.10)

So, if E and H satisfy the Maxwell equations (2.3), then ψ given by (2.10) automati-
cally satisfies the Dirac equation (2.1), and one can consider relation (2.10) as a repre-
sentation of the spinor field ψ by an electromagnetic field E, H. It is appropriate
to note that if E and H are transformed under Lorentz boost as an electromagnetic
Maxwell field, then the ψ-function (2.10) is not transformed like a Dirac spinor (this
point will be discussed in detail below). It will be also noted that, according to
theorem 1, the procedure of obtaining solutions of the vacuum Maxwell equations
(2.3) from those of the massless Dirac equation (2.1) and the associated Poisson
equations (2.6) is unique to within a gauge transformation, whereas the inverse
procedure, Maxwell → Dirac, involves ambiguities due to the arbitrary choice of
additional scalar fields F and G satisfying (2.8). When we construct solutions of
Maxwell equations via solutions of the massless Dirac equation using formulae (2.5),
then we have arbitrariness in determining F̃ and G̃. But this arbitrariness can be
considered as gauge transformetions E → E′ = E +∇f(x), H →H ′ = H +∇g(x)
(f and g are arbitrary scalar functions satisfying the Laplace equation ∆f = ∆g = 0),
which leave invariant the Maxwell equations (2.3). An analogous situation is when
considering the inverse procedure (formulae (2.9), Dirac equation in the form (2.7)).
Consider an example. Let us take solutions of the Maxwell equations (2.3) and

wave equations (2.8) in the form

E = α× x, H = −2αt, F = G = 3t2 + x2, (α = const).

Then, by means of (2.9) and (2.4) one easily finds the following solution of the Dirac
equation (2.1):

ψ =


−[(α× x)1 − 2tx1] + i[(α× x)2 − 2tx2]

[(α× x)3 − 2tx3]− i(3t2 + x2)
2t(α2 + x2) + 2it(α1 + x1)
−(3t2 + x2)− 2it(α3 + x3)

 .
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In terms of D, B, F , G from (2.4)

ψ̄ψ = D2 −B2 + F 2 −G2 (2.11)

and in the case of solution ψ considered above we have

ψ̄ψ = α2x2 − (α · x)2 − 4t2(α2 + 2α · x).

Let us make up a four-component ψ-function as

ψ = iγ∂


ϕ0

ϕ1

ϕ2

ϕ3

 , (2.12)

where ϕ0, . . . , ϕ3 are arbitrary solutions of the wave equation, that is �ϕµ = 0. Since
(iγ∂)2 = �, then the ψ-function (2.12) automatically satisfies the Dirac equation (2.1)
for any set of ϕµ, �ϕµ = 0. So, (2.12) and (2.4), (2.5) give the following chain
of solutions: scalar wave equation → massless Dirac equation → vacuum Maxwell
equations.
It will be noted that Shtelen [14] and Fushchych et al [6] described a simple pres-

cription for obtaining solutions of linear partial differential equations with nontrivial
symmetry. It consists of the following. Let there be given a solution u of the wave
equation (�u = 0). Then the functions

u1 = Ku, u2 = Ku1, . . . (2.13)

where K = 2cxx∂ −x2c∂ + 2cx (generator of conformal transformations) and cµ are
arbitrary constant, will be also solutions u = 1 we get from (2.13)

u1 = cx, u2 = (cx)2 − 1
4
c2x2, u3 = (cx)3 − 1

2
(cx)c2x2, . . . (2.14)

For further analysis it is convenient to consider the Dirac equation (2.1) together
with its conjugation and write it uniformly as

iΓµ∂µΨ = 0, (2.15)

where Ψ = Ψ(x) = column (ΨΨ̃), Ψ̃ = γ0Ψ∗, Γµ are 8× 8 matrices,

Γµ =
(
γµ 04

04 −(γµ)T

)
, (2.16)

γµ are Dirac matrices (2.2), 04 is a 4× 4 zero matrix.
Symmetry properties of (2.15) were studied first by Dirac who showed that the

equation is conformally invariant. Later, Pauli and Touschhek found that this equation
also admits an eight-parameter group, G8, of component transformations. And, finally,
Ibragimov [8] proved that a 23-parameter group, G23 = C(1, 3)⊗G8, is the maximal
in the sence of the Lie invariance group of the equation. Relativistic invariance of
(2.15) is usually understood as invariance with respect to the spinor representation

D

(
1
2
, 0
)
⊕D

(
0,

1
2

)
⊕D

(
1
2
, 0
)
⊕D

(
0,

1
2

)
(2.17)
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of the Poincaré group P (1, 3) (it means that Ψ is transformed under the Lorentz
boost as a spinor). However, the invariance of (2.15) under the Pauli–Touschek eight-
parameter group allows two additional representations of AP (1, 3), which are realized
on the set of solutions of (2.15), namely

D(1, 0)⊕D(0, 1)⊕D(0, 0)⊕D(0, 0) (2.18)

and

D

(
1
2
,
1
2

)
⊕D

(
1
2
,
1
2

)
. (2.19)

The explicit form of basis elements of AP (1, 3) for representations (2.17)–(2.19) is

AP (k)(1, 3) =
〈
Pµ =

∂

∂xµ
, J (k)

µν = xµPν − xνPµ + S(k)
µν

〉
, (2.20)

where k = 1, 2, 3 corresponds to (2.17)–(2.19), respectively;

xµ = gµνx
ν , gµν = {1,−1,−1,−1}δµν

and matrices S(k)
µν are

S(1)
µν = −1

4
[Γµ,Γν ], S(2)

µν = S(1)
µν +Qµν , S

(3)
01 = S

(2)
01 , S

(3)
02 = S

(2)
02 ,

S
(3)
03 = S

(2)
03 − 2Q03, S

(3)
12 = S

(2)
12 , S

(3)
13 = S

(2)
13 − 2Q13, S

(3)
23 = S

(2)
23 − 2Q23.

(2.21)

Here Γµ are the same as in (2.16); Qµν are six basis elements of the Pauli–Touschek
algebra, they are 8× 8 matrices of the form

Q01 =
1
2

(
04 −iγ0γ2

−iγ0γ2 04

)
, Q02 =

1
2

(
04 −γ0γ2

−γ0γ2 04

)
,

Q03 =
1
2

(−γ5 0
04 γ5

)
, Q12 =

i

2

(
I4 04

04 −I4
)
,

Q13 =
1
2

(
04 −γ1γ3

−γ1γ3 04

)
, Q23 =

i

2

(
04 γ1γ3

−γ1γ3 04

)
,

(2.22)

where

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
(

02 I2
I2 02

)
I2, I4 are 2× 2 and 4× 4 unit matrices. It will be noted that the action of operators
(2.20) is defined in the space of the eight-component function introduced in (2.15).
Invariance of (2.15) under AP (2)(1, 3) results in the possibility of representing this

equation in the form (2.7), and invariance of (2.15) under AP (3)(1, 3) allows us to
rewrite it as [9]

∂µAν − ∂νAµ − 1
2
εµνρσ(∂ρBσ − ∂σBρ) = 0,

∂νA
ν = ∂νB

ν = 0,
(2.23)
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where

ψ = ψreal + iψimag =


−A2

−B0

−B1

B3

+ i


−A1

A3

B2

−A0

 . (2.24)

Now consider the following three sets of symmetry operators of (2.15):

SA(k) = 〈Pµ, J (k)
µν ,Γ4, I;Qµν〉, (2.25)

where Pµ, J
(k)
µν and Qµν are defined in (2.20) and (2.22), Γµ are given in (2.16),

Γ4 = Γ0Γ1Γ2Γ3. There sets of operators form Lie algebra as well as superalgebras.
Operators Pµ, J

(k)
µν , Γµ, I are even and Qµν are odd in corresponding superalgebras.

To prove this statement we write down commutation and anticommutation relations
for these operators.
Operators Pµ and J

(k)
µν satisfy standard commutation relations of the Poincaré

algebra AP (1, 3)

[Pµ, Pν ] = 0, [Pσ, Jµν ] = gσµPν − gσνPµ,
[Jµν , Jρσ] = gνρJµσ + gµσJνρ − gµρJνσ − gνσJµν ,

(2.26)

Γ4 and I commute with all elements of SA(k). Further, it is convenient to introduce
the notation

Ra = Q0a, Ta =
1
2
εabcQbc, N (k)

a = J
(k)
0a , M (k)

a =
1
2
εabcJ

(k)
bc . (2.27)

It is easy to check that

{Ra, Rb} ≡ RaRb +RbRa =
1
2
σab,

{Ta, Tb} = −1
2
δabI, {RaTb} = δabΓ4.

(2.28)

Operators Ra, Ta from SA(1) commute with all even operators of SA(1). For SA(2)

we have

[Pµ, Ra] = [Pµ, Ta] = 0, [N (2)
a , Rb] = [Ra, Rb] = εabcTc,

[N (2)
a , Tb] = [Ra, Tb] = −εabcRc, [M (2)

a , Rb] = [Ta, Rc] = −εabcRc,
[M (2)

a , Tb] = [Ta, Tb] = −εabcTc.
(2.29)

Subalgebra SA(3) is isomorphis to SA(2). The isomorphism is achived by means of
the transformations

R3 → R′
3 = −R3, T1 → T ′

1 = −T1, T2 → T ′
2 = −T2. (2.30)

So, the structure of superalgebras (2.25) is fully described. The superalgebras (2.25)
do not belong to the semi-simple family, but the quotient by their radical is simply
SO(1, 3).
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3. Dirac equations with non-zero mass
possessing dual Poincaré invariance

The Dirac equation for a massive particle (field)

(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (3.1)

where γµ are given in (2.2) and m is an arbitrary real constant (mass of the particle),
is invariant under a 14-parameter group only [8], which includes the Poincaré group,
and identical, phase and two charge-type transformations. As always, we are factoring
out an infinite-demensional ideal, present for any linear equation, and corresponding
to the linear superposition principle. It is to be emphasized that we are considering
group action on the field of real numbers, and therefore identical ψ′ = eαψ (α is an
arbitrary real constant) and phase transformations ψ′ = eiαψ should be distinguished.
The above-mentioned four-parameter group of component transformations is not

sufficient to construct a non-spinor representation of AP (1, 3), as was done in the
case of the massless field. The situation can be improved by considering the system
of two Dirac equations

(iγ∂ −m)Ψ− = 0, (iγ∂ +m)Ψ+ = 0. (3.2)

The full information on Lie symmetry of this system gives the following statement.

Theorem 3. The maximal in the sense of the Lie invariance algebra of system (3.2)
is a 26-dimensional Lie algebra A26 = AP (1)(1, 3)⊕A16, with basis elements having
the form

AP (1)(1, 3) =
〈
Pµ =

∂

∂xµ
, Ĵ (k)

µν = xµPν − xνPµ + Ŝ(1)
µν

〉
,

A16 =
〈
matrices 16× 16 of the form

(
Λ Σ
Σ̃ Λ̃

)〉
,

(3.3)

where

Ŝ(1)
µν = −1

4
[Γ̂µ, Γ̂ν ], Γ̂µ =

(
Γµ 08

08 −Γµ

)
, 〈Λ, Λ̃〉 = 〈I,Q01, Q02, Q03〉,

〈Σ, Σ̃〉 = 〈Q12, Q13, Q23,Γ4〉, Γ4 = Γ0Γ1Γ2Γ3

(3.4)

(matrices 8 × 8 Γµ and Qµν are defined in (2.16)), and acting in the space of
16-component functions

Ψ̂ = column (Ψ−Ψ+) ≡ column (Ψ−, Ψ̃− = γ0Ψ∗
−,Ψ+, Ψ̃+ = γ0Ψ∗

+). (3.5)

Proof. First of all we write system (3.2) together with its conjugation as

(iΓ̂µ∂µ −m)Ψ̂ = 0, (3.6)

where Ψ̂ = Ψ̂(x) is defined in (3.5). To prove the theorem is to find the general form
of infinitesimal operator of invariance

Q = ξµ(x)∂µ + η(x), (3.7)
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where ξµ(x) are scalar functions and η(x) is a 16 × 16 matrix. It can be done by
means of the standard Lie algorithm (see [10]), but the simplest way is to use the
invariance condition in the form

[L,Q] = λ(x)L, (3.8)

where L is the operator of (3.6), L ≡ iΓ̂µ∂µ − m and λ(x) is some scalar smooth
function. Starting from (3.8) one gets, after some simple but tedious calculations, the
proof of the theorem.

Invariance of the system (3.6) with respect to the matrix algebra A16 (3.3) allows
a vector representation of AP (1, 3), which can be realized on the set of solutions of
this system. This representation is

L(D(1, 0)⊕D(0, 1))⊕ 4D(0, 0). (3.9)

It is defined by the basis elements

AP (2)(1, 3) = 〈Pµ, Ĵ (2)
µν = Ĵ (1)

µν + Q̂µν〉, (3.10)

where Pµ and Ĵ
(1)
µν are given in (3.3),

Q̂µν =


(
Qµν 08

08 Qµν

)
, if (µν) = 〈(0, 1), (0, 2), (1, 2)〉,(

08 Qµν
Qµν 08

)
, if (µν) = 〈(0, 3), (1, 3), (2, 3)〉

(3.11)

and matrices 8 × 8 Qµν are given in (2.22). Invariance of (3.6) with respect to
AP (2)(1, 3) (3.10) means that (3.6) describes not only spinor particles(fermionic fi-
elds) but also a coupled system of vector and scalar particles (bosonic fields).
Now consider the following two sets of symmetry operators of equation (3.6):

SA(i) = 〈Pµ, Ĵ (i)
µν , Γ̂4, I; Q̂µν〉, i = 1, 2, (3.12)

where

Γ̂4 =
(

08 Γ4

Γ4 08

)
, (3.13)

Γ4 is givel in (3.4). These sets of operators form Lie algebras as well as superalgebras.
Superalgebras (3.12) are isomorphic to those from (2.25). The isomorphism is achieved
by means of the transformations

Pµ → Pµ, J (i)
µν → Ĵµν , Γ4 → Γ̂4, I → I, Qµν → Q̂µν . (3.14)

In conclusion of this section let us consider a nonlinear generalization of (3.6)
possessing dual Poincaré invariance.

Theorem 4. The equation

[iΓ̂µ∂µ − F (Ψ̄Ψ̂,ΨMΨ̂)]Ψ̂ = 0, (3.15)

where Ψ̂ is defined in (3.5),

Ψ̄ = row (Ψ̄−ΨT
−Ψ̄+ΨT

+), M =
(

08 I8
I8 08

)
(3.16)
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and F is an arbitrary smooth function, is invariant under the two Poincaré algebras
(3.3) and (3.10).
Proof. One can make sure that the operator iΓ̂µ∂µ commutes with all generators
of the considered Poincaré algebras. Further, the quantities Ψ̄Ψ̂, Ψ̄MΨ̂ are absolute
invariants of these Poincaré algebras. Thus, the theorem is proved.
It will be noted that

Ψ̄Ψ̂ = 2(Ψ̄−Ψ− + Ψ̄+Ψ+), Ψ̄MΨ̂ = 2(Ψ̄−Ψ+ + Ψ̄+Ψ−), (3.17)

where Ψ−, Ψ+ are four-component functions, Ψ̄± = (Ψ±)+γ0.

4. P (i)(1, 3)-inequivalent ansätze, reduction and solutions
of nonlinear Dirac equations

The nonlinear equation (3.15), as we have shown, is dual Poincaré invariant and
therefore it unites fermionic and bosonic fields. Such unification opens new ways to
solve the general problem of unification forces and fields.
It is important to find exact solutions of (3.15). Of course, we shall be looking

for classical solutions, but these solutions may be very useful as basic ones in the
corresponding quantum theory. It is to be emphasized that the standard procedure
of quantization, when the complete set of solutions of a given equation is quantized
according to bosonic or fermionic rules, may be misleading because our equation
may have bosonic and fermionic subsets of solutions simultaneously (the simplest
example is the massless Dirac equation considered in section 2). Therefore, it is more
preferable to quantize separate families of solutions, having established beforehand
what representation of the Poincaré algebra is realized on them.
To fing exact solutions of equations of the (3.15) we construct P (i)(1, 3)-inequiva-

lent ansätze of codimension 1. These ansätze reduce a given equation to ODEs. The
general form of such an anzatz is

Ψ̂(x) = A(x)φ(ω), (4.1)

where A(x) is 16× 16 matrix, φ is 16-component function (column) depending on the
new variable ω. Matrix A(x) and the new independent variable ω are determined from
the equations [3]

QkA(x) ≡ (ξνk (x)∂ν + ηk(x))A(x) = 0,
ξνk (x)∂νω(x) = 0, k = 1, 2, 3,

(4.2)

where 〈Q1, Q2, Q3〉 is a three-dimensional subalgebra of AP (1, 3). The full description
of subalgebras of AP (1, 3) is given in [11] and [7]. Fushchych and Shtelen [4]) (see
also [6]) have used one-dimensional subalgebras of AP (1, 3) to construct ansätze of
codimension 3 for the Dirac spinor field. Ansätze of codimension 1 for the Dirac spinor
field are fully described in [5]. We present the complete set of P (i)(1, 3)-inequivalent
ansätze of codimension 1 for a 16-component field (3.5) in table 1. Basis elements of
AP (i)(1, 3) are given in (3.3) and (3.10).
In table 1 α and β are arbitrary non-zero constants,

G
(i)
k = ĵ

(i)
0k + j

(i)
3k = (x0 + x3)Pk + xk(P0 − P3) + Ŝ

(i)
0k + Ŝ

(i)
3k , (4.3)

Ŝ
(1)
µν are given in (3.4) and Ŝ

(2)
µν = Ŝ

(1)
µν + Q̂µν see (3.10) and (3.11).
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Table 1. P (i)(1, 3)-inequivalent ansätze (4.1) of codimension 1 for field (3.5).

N Algebra A(x) ω

1 P0, P1, P2 1 x3

2 P1, P2, P3 1 x0

3 P0 − P3, P1, P2 1 x0 + x3

4 Ĵ(i)
03 , P1, P2 exp[−Ŝ(i)

03 ln(x0 + x3)] x2
0 − x2

3

5 Ĵ(i)
03 , P1, P0 − P3 exp[−Ŝ(i)

03 ln(x0 + x3)] x2

6 Ĵ(i)
03 + αP2, P0, P3 exp

(
−x2

α
Ŝ

(i)
03

)
x1

7 Ĵ(i)
03 + αP2, P0 − P3, P1 exp

(
−x2

α
Ŝ

(i)
03

)
α ln(x0 + x3) − x2

8 Ĵ(i)
12 , P0, P3 exp

(
Ŝ

(i)
12 tan−1 x1

x2

)
x2
1 + x2

2

9 Ĵ(i)
03 − αP0, P1, P2 exp

(
x0
α
Ŝ

(i)
12

)
x3

10 Ĵ(i)
12 + αP3, P1, P2 exp

(
−x3

α
Ŝ

(i)
12

)
x0

11 Ĵ(i)
12 − P0 + P3, P1, P2 exp

(
− 1

2
(x3 − x0)Ŝ

(i)
12

)
x0 + x3

12 G(i)
1 , P0 − P3, P2 exp

[
− x1

x0+x3
(Ŝ

(i)
01 + S

(i)
31 )
]

x0 + x3

13 G(i)
1 , P0 − P3, P1 + αP2 exp

[
x2−αx1

α(x0+x3)
(Ŝ

(i)
01 + S

(i)
31 )
]

x0 + x3

14 G(i)
1 + P2, P1, P0 − P3 exp

[
−x2(Ŝ

(i)
01 + S

(i)
31 )
]

x0 + x3

15 G(i)
1 − P0, P2, P0 − P3 exp

[
(x0 + x3)(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )
]

2x1 + (x0 + x3)2

16 G(i)
1 − P0, P0 − P3, exp

[
(x0 + x3)(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )
]

2(x2 − αx1) − α(x0 + x3)2

P1 + αP2

17 Ĵ(i)
03 + αĴ

(i)
12 , P0, P3 exp

[
1
α

(Ŝ
(i)
03 + αŜ

(i)
12 ) tan−1 x1

x2

]
x2
1 + x2

2

18 Ĵ(i)
03 + αĴ

(i)
12 , P1, P2 exp

[
−(Ŝ

(i)
03 + αŜ

(i)
12 ) ln(x0 + x3)

]
x2
0 − x2

3

19 G(i)
1 , G

(i)
2 , P0 − P3 exp

{
− 1

x0+x3
[x1(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) + x0 + x3

+ x2(Ŝ
(i)
02 + Ŝ

(i)
32 )]

}
20 G(i)

1 + P2, G
(i)
2 + αP1+ exp

[
αx2−x1(x0+x3+β)

(x0+x3)(x0+x3+β)−α
(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) + x0 + x3

+βP2, P0 − P3 +
x1−x2(x0+x3)

(x0+x3)(x0+x3+β)−α
(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
32 )

]
21 G(i)

1 , G
(i)
2 + P1 + βP2, exp

[
− x1

x0+x3
(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) − x0 + x3

P0 − P3 − x2
x0+x3+β

(Ŝ
(i)
02 + Ŝ

(i)
32 ) +

+ x2
(x0+x3)(x0+x3+β)

(Ŝ
(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )

]
22 G(i)

1 , G
(i)
2 + P2, P0 − P3, exp

[
− x1

x0+x3
(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) − x0 + x3

− x2
x0+x3+1

(Ŝ
(i)
02 + Ŝ

(i)
32 )

]
23 G(i)

1 , Ĵ
(i)
03 , P2 exp

[
− x1

x0+x3
(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )
]
× x2

0 − x2
1 − x2

3

× exp[−Ŝ(i)
3 ln(x0 + x3)]
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Table 1. (continued)

N Algebra A(x) ω

24 J
(i)
03 + αP1 + βP2, Ĝ

(i)
1 , P0 − P3 exp

[
α ln(x0+x3)−x1

x0+x3
(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )
]
× x2 − β ln(x0 + x3)

× exp[−Ŝ(i)
03 ln(x0 + x3)]

25 Ĵ
(i)
12 − P0 + P3, G

(i)
1 , G

(i)
2 exp

{
− 1

x0+x3
[x1(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) + x0 + x3

+ x2(Ŝ
(i)
02 + Ŝ

(i)
32 )

}
×

× exp
(

x·x
2(x0+x3)

(Ŝ
(i)
12

)
26 Ĵ

(i)
03 + αĴ

(i)
12 , G

(i)
1 , G

(i)
2 exp

{
− 1

x0+x3
[x1(Ŝ

(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) + x · x

+ x2(Ŝ
(i)
02 + Ŝ

(i)
32 )]

}
×

× exp[−(Ŝ
(i)
03 + αŜ

(i)
12 ) ln(x0 + x3)]

Let us substitute ansätze (4.1) from table 1 info (3.15). As a result we obtain the
following reduced ODEs:

(1) Γ̂2φ̇+ iRφ = 0,

(2) Γ̂0φ̇+ iRφ = 0,

(3) (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(4) −(Γ̂0 + Γ̂3)Ŝ(i)
03 φ+ [ω(Γ̂0 + Γ̂3) + (Γ̂0 + Γ̂3)]φ̇+ iRφ = 0,

(5) −(Γ̂0 + Γ̂3)Ŝ(i)
03 φ+ Γ̂2φ̇+ iRφ = 0,

(6) − 1
α

Γ̂2Ŝ
(i)
03 Γ̂1φ̇+ iRφ = 0,

(7) − 1
α

Γ̂2Ŝ
(i)
03 φ+ [α(Γ̂0 + Γ̂3)eω/α − Γ̂2]φ̇+ iRφ = 0,

(8)
1√
ω

Γ̂1Ŝ
(i)
12 φ+ 2

√
ωΓ̂2φ+ iRφ = 0,

(9)
1
α

Γ̂0Ŝ
(i)
12 φ+ Γ̂3φ̇+ iRφ = 0,

(10) − 1
α

Γ̂3Ŝ
(i)
12 φ+ Γ̂0φ̇+ iRφ = 0,

(11) −1
2
(Γ̂0 − Γ̂3)Ŝ(i)

12 φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(12) − 1
ω

Γ̂1(Ŝ
(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(13)
1
αω

(Γ̂2 − αΓ̂1)(Ŝ(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(14) −Γ̂2(Ŝ(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(15) (Ŝ(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )(Γ̂0 + Γ̂3)φ+ 2Γ̂1φ̇+ iRφ = 0,

(16) (Ŝ(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )(Γ̂0 + Γ̂3)φ+ 2(Γ̂2 − αΓ̂1)φ̇+ iRφ = 0,



332 W.I. Fushchych, W.M. Shtelen, S.V. Spichak

(17) − 1
α
√
ω

Γ̂1(Ŝ
(i)
03 + αŜ

(i)
12 )φ+ 2

√
ωΓ̂2φ̇+ iRφ = 0,

(18) −(Γ̂0 + Γ̂3)(Ŝ(i)
03 + αŜ

(i)
12 )φ+ [ω(Γ̂0 + Γ̂3) + (Γ̂0 − Γ̂3)]φ̇+ iRφ = 0,

(19) − 1
ω

[Γ̂1(Ŝ
(i)
01 + Ŝ

(i)
31 ) + Γ̂2(Ŝ(i)

02 + Ŝ
(i)
32 )]φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(20) [ω(ω + β)− α]−1{[αΓ̂2 − (ω + β)Γ̂1](S(i)
01 + S

(i)
31 ) +

+ (Γ̂1 − ωΓ̂2)(Ŝ(i)
02 + Ŝ

(i)
32 )}φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(21) [(−Γ̂1 + (ω + β)−1Γ̂2)ω−1(Ŝ(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )−

− (Γ̂2(ω + β)−1(Ŝ(i)
02 + Ŝ

(i)
32 )]φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(22)

[
− 1
ω

Γ̂1(Ŝ(i)
01 + Ŝ

(i)
31 )− Γ̂2

ω + 1
(Ŝ(i)

02 + Ŝ
(i)
32 )

]
φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(23) −[(Γ̂0+ Γ̂3)Ŝ(i)
03 + Γ̂1(Ŝ(i)

31 + Ŝ
(i)
31 )]φ+ [ω(Γ̂0+ Γ̂3) + Γ̂0− Γ̂3]φ̇+ iRφ = 0,

(24) −[(Γ̂0 + Γ̂3)Ŝ(i)
03 + Γ̂1(Ŝ(i)

31 + Ŝ
(i)
31 )]φ+ [Γ̂2 − β(Γ̂0 + Γ̂3)]φ̇+ iRφ = 0,

(25)
[
2Ŝ(i)

03 (Γ̂0 + Γ̂3)ω−1 +
1
2
Ŝ

(i)
12 (Γ̂0 − Γ̂3)

]
φ+ (Γ̂0 + Γ̂3)φ̇+ iRφ = 0,

(26) −[(Γ̂0 + Γ̂3)Ŝ(i)
03 + (Ŝ(i)

01 + Ŝ
(i)
31 )Γ̂1 + (Ŝ(i)

02 + Ŝ
(i)
32 )Γ̂2]φ+

+ [(Γ̂0 + Γ̂3)ω + (Γ̂0 − Γ̂3)]φ̇+ iRφ = 0.

(4.4)

Enumerations (1)–(26) in (4.4) correspond to those of the ansätze in table 1; the
dot denotes differentiation with respect to the corresponding ω and R = F (φ̄φ, φ̄Mφ).
Below we obtain some solutions of reduces ODEs (4.4) in the case of a non-

standard representation of AP (1, 3) realized by matrices Ŝ(2)
µν = Ŝ

(1)
µν + Q̂µν (see (3.4),

(3.10) and (3.11)). The cases with Ŝ(1)
µν are analogous to those considered in [3, 4, 5,

6].
First of all we note that the condition of compatability for equations (3), (12)–(14),

(19) and (22) in (4.4) results in R ≡ F (φ̄φ, φ̄Mφ) = 0 and therefore such cases are
rather trivial.
Consider equation (5) in (4.4), choosing

R = λρ1/2k, ρ ≡ φ̄φ, (4.5)

where λ, k 	= 0 are arbitrary real constants. From equation (5) we find as a corollary
(or condition of compatibility)

d2ρ

dω2
= 4λρ1/2k

(
2λk

1 + 2k
ρ1+1/2k + c0

)
, k 	= −1

2
, (4.6)

c0 is an arbitrary real constant. A particular solution of (4.6) is

ρ(ω) =
(
c− 2λ

1 + 2k
ω

)−2k

, (4.7)
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c is an arbitrary real constant. Let us go back to equation (5) in (4.4). Using (4.7)
we obtain a linear ODE and its general solution has the form

φ = exp
[
− i(1− 2k)

2
Γ̂2 ln

(
c− 2λω

1 + 2k

)]
exp
{
−1 + 2k

4λ
(Γ̂0 + Γ̂3)Ŝ03 ×

×
[
Γ̂2

(
[c− 2λω/(1 + 2k)]2k+2

2k + 2
− [c− 2λω/(1 + 2k)]−2k

2k

)
×

+ i

(
[c− 2λω/(1 + 2k)]2k+2

2k + 2
+

1
2k[c− 2λω/(1 + 2k)]2k

)]}
χ,

(4.8)

where χ is an arbitrary 16-component constant column satisfying the conditions

χ̄χ = 0, χ̄(Γ̂0 + Γ̂3)Q̂03Γ̂2χ = −iχ̄(Γ̂0 + Γ̂3), χ̄Q̂03χ =
2λk

1 + 2k
. (4.9)

Let us write down the general solution of equation (5) in (4.4) in the case of the
spinor representation (i = 1). It can be found without difficulty and has the form

φ = exp
{
ωΓ̂2

[
1
2
(Γ̂0 + Γ̂3) + iλ(χ̄χ)1/2k

]}
χ, (4.10)

where χ is an arbitrary 16-component column.
Consider equation (15) in (4.4). In this case, by analogy with (5) in (4.4) consi-

dered above, we find

d2ρ

dω2
= λρ1/2k

(
2λk

1 + 2k
ρ1+1/2k + c0

)
, k 	= −1

2

and then

φ(ω) = exp[iΓ̂1β(ω)] exp
[
1
2
Γ̂1(Q̂01 + Q̂31)(Γ0 + Γ3) ×

×
(∫ ω

coshβ(y)dy + iΓ̂1

∫ ω

sinhβ(y)dy
)]

χ,

(4.11)

where

χ̄χ = 0,

χ̄Γ̂1(Q̂01 + Q̂31)(Γ̂0 + Γ̂3)χ = iχ̄(Q̂01 + Q̂31)(Γ̂0 + Γ̂3)χ =
2λk

1 + 2k
,

β(ω) = −(1 + 2k) ln
(
c− λω

1 + 2k

)
.

Analogously, in the case of equation (16) in (4.4) we have

d2ρ

dω2
=

λ

1 + α2
ρ1/2k

(
2λk

1 + 2k
ρ1+1/2k + c

)
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and

φ(ω) = exp
(

iβ(ω)
2(1 + α2)

(Γ̂2 − αΓ̂1)
)
×

× exp
[

1
2(1 + α2)

(Q̂01 + Q̂31)(Γ̂0 + Γ̂3) ×(
(Γ̂1 − αΓ̂2)

∫ ω

cosh
β(y)√
1 + α2

dy + i
√

1 + α2

∫ ω

sinh
β(y)√
1 + α2

dy

)]
χ,

(4.12)

where

β(ω) = −(1 + 2k) ln
(
c− λω

(1 + 2k)
√

1 + α2

)
,

χ̄χ = 0,

χ̄(Q̂03 + Q̂31)(Γ̂0 + Γ̂3)(Γ̂1 − αΓ̂2)χ =

= i
√

1 + α2χ̄(Q̂01 + Q̂31)(Γ̂0 + Γ̂3)χ =
2kλ(1 + α2)

1 + 2k
.

Now consider an example of obtaining an exact solution of the standard Dirac
equation with non-zero mass

(iγ∂ −m)Ψ− = 0 (4.13)

using symmetry AP (2)(1, 3) (3.10) of system (3.2) (or, to be more exact, of the
equivalent system (3.6). Let us take a two-dimensional subalgebra 〈Ĵ (2)

23 , P0 − P1〉 of
AP (2)(1, 3). The corresponding ansatz for (3.5) has the form

Ψ̂(x) = exp
(
Ŝ

(2)
23 tan−1 x2

x3

)
φ(ω),

ω = {ω1, ω2}, ω1 = x0 + x1, ω2 = (x2
2 + x2

2)
1/2.

(4.14)

Taking into account the identities

Ŝ
(2)
23 = Ŝ

(1)
23 + Q̂23, [Ŝ(1)

23 , Q23] = 0

we find from (4.14) the ansatz for Ψ−:

Ψ−(x) =
1
2

(
1 +

1
ω2

(x3 − γ2γ3x2)
)
ϕ−(ω)−

− i

2

(
γ2 +

1
ω2

(γ3x2 − γ2x3)
)
γ1ϕ+(ω).

(4.15)

Further, it is convenient to introduce the notation

Z(ω) =
1

2ω2
ϕ− +

i

2ω2
γ2γ1ϕ+, H(ω) =

1
2
(ϕ− − iγ2γ1ϕ+). (4.16)

By means of (4.16) we rewrite (4.15) as

ψ− = (x3 − γ2γ3x2)Z +H. (4.17)
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After substitution of (4.17) into (4.13) we get the following system of reduced equa-
tions

2γ3Z + (γ0 + γ1)
∂H

∂ω1
+ γ3ω2

∂Z

∂ω2
= −imH,

(γ0 + γ1)ω2
2

∂Z

∂ω1
+ γ3ω2

∂H

∂ω2
= −imω2

2Z.

(4.18)

We shall look for solutions of this system in the form

Z = ω−2
2 A(ω2) exp[i(γ0 + γ1)f(ω1)],

H = B(ω2) exp[i(γ0 + γ1)f(ω1)],

where A and B are some 4× 4 matrices and f is an arbitrary differentiable function.
Now one can easy solve (4.18) and write down the solution of (4.13),

ψ−(x) =
[

1
ω2

(γ2x2 + γ3x3)J1(imω2)
]

exp[i(γ0 + γ1)f(ω1)]x, (4.19)

where J1 and J0 are Bessel functions and χ is a four-component constant.
It is noteworthy that ansatz (4.15) has, due to its construction, a vector rather

than spinor nature and therefore solution (4.19) of the Dirac equation (4.13) cannot be
obtained within the framework of local symmetry of (4.13). Indeed, ansatz (4.15) (and
therefore solution (4.19)) is invariant with respect to operators P0 − P3 and J2

23 + 1
4 ,

(J23 = x2P3 − x3P2 − 1
2γ2γ3), the latter being a non-Lie one (differentional oprator of

second order).
In conclusion, let use note that there is a simple connection between P (2)(1, 3)-

invariant ansätze and P (1)(1, 3) invariant ones. Since

Ŝ(2)
µν = Ŝ(1)

µν + Q̂µν

(see (3.4), (3.10) and (3.11)), we can write

Ψ̂(2)(x) = exp(f(x)Q)Ψ(1)(x), (4.20)

where f(x) is some smooth function, Q is an element of six-dimensional Pauli–
Touschek algebra (3.11). It is natural to consider relation (4.20) as a conection
between bosonic and fermionic fields.
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Редукция и решения нелинейного
уравнения для векторного поля

В.И. ФУЩИЧ, И.А. ЕГОРЧЕНКО

Substitutions reducing the non-linear system of equations for the vector potential

pνpνAµ − pµpνAν = AµF (AνAν , xνAν)

to the ordinary differential equations are considered. The families of exact solutions of
this system are constructed.

Рассматривается задача редукции многомерной нелинейной системы уравнений
для вектора потенциала

pνpνAµ − pµpνAν = AµF (AνAν) (1)

к двумерным и одномерным системам. Здесь µ, ν = 0, 1, 2, 3; Aν = Aν(x), x =
(x0, x1, x2, x3), F — произвольная дважды дифференцируемая функция. Операторы
pµ, имеют вид pµ = igµν∂/∂xν , где gµν = diag (1,−1,−1,−1) — метрический
тензор, по повторяющимся индексам подразумевается суммирование.
В [1] найдены семейства точных решений уравнения (1)

Aµ = aµϕ(bx), Aµ = bµϕ(ax), (2)

где a2 = −b2 = 1, ab = 0 (a2 ≡ aµaν = a2
0 − a2

1 − a2
2 − a2

3).
Уравнение (1) инвариантно относительно алгебры Пуанкаре AP (1, 3). В [2] по-

строены анзацы и проведена редукция (1) по неэквивалентным трехмерным подал-
гебрам алгебры AP (1, 3). Однако в результате такой редукции получаются нели-
нейные системы обыкновенных дифференциальных уравнений, как правило, нера-
зрешимые в квадратурах и весьма сложные для исследования. Поэтому представ-
ляет интерес построение анзацев более общей структуры, чем (2), редуцирующих
(1) к уравнениям для одной функции.
Будем рассматривать анзац

Aµ = zµϕ(z, ω), (3)

где z и ω — некоторые функции от x, zµ ≡ ∂z
∂xµ
. Подставляя (3) в (1), получаем

уравнение

zµ{ϕ22ωνων + ϕ2�ω + ϕ12zνων} − ωµϕ2�z − zνωµνϕ2 +
+ zµνωνϕ2 − zνzνωµϕ12 − ωµωνzνϕ22 = zµϕF (zνzνϕ2),

(4)

где ϕ1 ≡ ∂ϕ
∂z , ϕ2 ≡ ∂ϕ

∂ω , ω и z должны быть независимы, ϕ2 	≡ 0.

Доклады АН Украины, 1991, № 4, 23–25.
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Выпишем условия на z и ω, при которых (4) приводится к паре уравнений в
частных производных на функцию ϕ.

ωνων = τ1(z, ω), �ω = τ2(z, ω), zνzν = τ3(z, ω),
�z = τ4(z, ω), zνων = τ5(z, ω),
zµνων = ωµτ6(z, ω) + zµτ7(z, ω), zνωµν = ωµτ8(z, ω) + zµτ9(z, ω).

(5)

Здесь τi — функции, удовлетворяющие условиям: ∂
∂ω τ5 = τ6 + τ8, ∂

∂z τ5 = τ7 + τ9.
Отметим, что исследование совместности и решение систем типа (5) пред-

ставляет собой сложную задачу. Проще задать, например, z и затем искать ω,
удовлетворяющие системе (5). Рассмотрим в качестве примера анзац

Aµ = xµϕ(x2, ω). (6)

Если заменить ϕ→ 2ϕ′, то это анзац типа (3), z = x2. Система (5) тогда имеет
вид

ωνxν = h(x2, ω), ωνων = τ1(x2, ω), ωνxν = τ2(x2, ω). (7)

Анзацы вида (6) эквивалентны относительно замены ω → ω̃(x2, ω), что дает
возможность привести (7) к виду

ωνων = λ (λ = 0,±1), �ω = τ(x2, ω), ωνxν = h(x2, ω). (8)

Если τ = τ(ω), то можно воспользоваться результатами работы [3], откуда τ = λN
ω ,

N = 0, 1, 2, 3. В этом случае легко показать, что h(ω) ≡ ω.
Таким образом, ω определяется из уравнений

ωνων = λ (λ = 0,±1), �ω =
λN

ω
(N = 0, 1, 2, 3), ωµxµ = ω. (9)

Общее решение первых двух уравнений для λ 	= 0 приведено в [3]. Приведем
несколько примеров решений системы (9).

ω = by + k(ay + dy), λ = −1, N = 0;

ω = ((ay)2 − (dy)2)1/2, λ = 1, N = 1;

ω = ((by)2 + (cy)2)1/2, λ = −1, N = 1;

ω = ((ay)2 − (by)2 − (cy)2 − (dy)2)1/2, λ = 1, N = 3;
ω = ay + dy, λ = 0, N = 0.

(10)

Здесь a2 = −b2 = −c2 = −d2 = 1, ab = bc = cd = ac = ad = bd = 0, yν = xν + lν ;
k, lν = const.
Анзац (6), где w удовлетворяет системе (9), редуцирует уравнение (1) к паре

уравнений для ϕ

λϕ22 + 2ωϕ12 +
N

ω
ϕ2 = ϕF (x2ϕ2), (11)

ωϕ22 + 2x2ϕ12 + 3ϕ2 = 0. (12)

Требование совместности редуцированной системы накладывает условия и на
функцию F . Анзацы вида (3) оказываются применимыми только для некоторых
классов нелинейных уравнений.
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Общее решение (12) имеет вид

ϕ =
1
x2

Φ
(

ω√
x2

)
, (13)

тогда из (11) получаем
(
Φ = Φ(τ), Φ̇ = dΦ

dτ

)
(λ− τ2)Φ̈ +

λN − 3τ2

τ
Φ̇ = x2ΦF

(
Φ
x2

)
. (14)

Уравнение (14) будет уравнением только на Φ, если F (θ) = Bθ, B = const. То-
гда (14) приобретает вид

(λ− τ2)Φ̈ +
1
τ

(λN − 3τ2)Φ̇ = BΦ3. (15)

Если λ = 0, то заменой Φ = yR(y), τ = y1/2 (15) приводится к уравнению Эмдена–
Фаулера

R̈+
2
y
Ṙ+BR3 = 0.

Рассмотрим теперь уравнение для векторного потенциала Aµ

pνpνAµ − p̄µpνAν = AµF (AνAν , xνAν). (16)

Анзац (6), (13) приводит (16) к следующему уравнению для Φ:

(λ− τ2)Φ̈ +
λN − 3τ2

τ
Φ̇ = x2ΦF

(
Φ2

x2
,Φ
)
. (17)

Если F (θ1, θ2) = θ1ψ(θ2), то (17) имеет вид

(λ− τ2)Φ̈ +
1
τ

(λN − 3τ2)Φ̇ = Φ3ψ(Φ). (18)

Если ψ = B
θ22
, B = const, то (18) — линейное уравнение. Таким образом, при

F =
BAµAµ
(xµAµ)2

, (19)

посредством анзаца (6), (13) мы редуцируем нелинейное уравнение к линейному.
При λ = 0 получаем семейство точных решений системы (16), (19):

Aµ =
xµ
x2

[
C1

(
ω√
x2

)β1

+ C2

(
ω√
x2

)β2
]
.

Здесь C1, C2 — произвольные постоянные, β1, β2 — корни уравнения β(β+2)−B =
0.
При λ = 1, N = 0

Aµ =
xµ
x2

u
(

ω√
x2

)
√
ω2 − x2

.
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Функция u = u(τ) определяется в зависимости от знака B + 1 (она является
решением уравнения (τ2 − 1)ü+ τ u̇− (B + 1)u = 0 [4])

1) B + 1 = α2 > 0,

u =

{
C1 exp(α arch |τ |) + C2 exp(−α arch |τ |), |τ | > 1,
C2 cos(α arccos τ) + C2 cos(α arcsin τ), |τ | < 1;

2) B + 1 = −α2 < 0,

u =

{
C1 cos(α arch |τ |) + C2 sin(α arch |τ |), |τ | > 1,
C1 exp(α arccos τ) + C2 exp(−α arccos τ), |τ | < 1;

3) B = −1,

u = C1 ln
∣∣∣τ +

√|τ2 − 1|
∣∣∣+ C2;

C1, C2 — произвольные постоянные, ω определяются из уравнений (9) для соо-
тветствующих λ, N .
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Нелиевские анзацы и условная симметрия
нелинейного уравнения Шредингера
В.И. ФУЩИЧ, И.А. ЕГОРЧЕНКО

Предложен новый подход к построению анзацев, редуцирующих многомерное не-
линейное уравнение Шредингера к обыкновенным дифференциальным уравнениям.
При этом, кроме известных решений, получаемых с помощью лиевской симметрии,
найдены решения, порождаемые операторами условной инвариантности уравнения
Шредингера.

Введение и постановка задачи. Рассмотрим нелинейное уравнение Шредин-
гера

L = 2iut + ∆u− uF (|u|) = 0. (1)

Здесь u — комплекснозначная функция, u = u(t, �x), �x = (x1, . . . , xn), |u| =
√
uu∗,

звездочка обозначает комплексное сопряжение, F — произвольная функция;

ut ≡ ∂u

∂t
, ua ≡ ∂u

∂xa
, ∆u ≡ ∂2u

∂xa∂xa
.

Здесь и далее по повторяющимся индексам подразумевается суммирование,

xaxa ≡ xaxa = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n.

Уравнение (1) инвариантно относительно алгебры Галилея с базисными операто-
рами

∂t ≡ ∂

∂t
, ∂a ≡ ∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = t∂a + ixa(u∂u − u∗∂u∗), a, b = 1, . . . , n, M = i(u∂u − u∂u∗)
(2)

для произвольной функции F .
В [1–3] построены точные решения уравнения (1) методом редукции к обыкно-

венным дифференциальным уравнениям. При этом использована лиевская симме-
трия уравнения (1), т.е. инвариантность (1) относительно алгебры (2).
Далее будет предложен способ редукции уравнения (1), не использующий в

явном виде его симметрию, к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Этот
способ позволяет построить такие решения уравнения (1), которые не могут быть
получены, если использовать только лиевскую симметрию. В дальнейшем, для
краткости изложения, будем подробно рассматривать построение тех решений,
которые могут быть получены с использованием лиевской симметрии.
Для редукции уравнения (1) используем следующую подстановку:

u = exp{if(t, �x )}ϕ(ω), (3)

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 12, 1620–1628.
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где f , ω — некоторые неизвестные действительные функции от t и �x. Выраже-
ние (3) будет анзацем для (1), если эта подстановка сведет уравнение (1) к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям для функции, зависящей только от новой
переменной ω.
Из этого следуют условия на функции f и ω:

2ft + fafa = R(ω), ∆f = Q(ω),
faωa + ωt = S(ω), ∆ω = V (ω), ωaωa = T (ω),

(4)

где R, Q, S, V , T — произвольные достаточно гладкие функции, зависящие только
от переменной ω.
Таким образом, задача о редукции уравнения (1) к обыкновенным дифференци-

альным уравнениям сводится к построению в явном виде функций f и ω, удовле-
творяющих системе нелинейных уравнений (4). Если f и ω являются решениями
системы (4), то уравнение (1) посредством анзаца (3) редуцируется к уравнению

2iS(ω)ϕ′ −R(ω)ϕ+ iQ(ω)ϕ+ ϕ′V (ω) + ϕ′′T (ω) = ϕF (|ϕ|). (5)

Сначала кратко изложим основные результаты, полученные в работе.

1. Новые анзацы для уравнения Шредингера. Для n = 2, n = 3 найдены
общие решения системы (4) с точностью до эквивалентности относительно под-
становок вида (3).
При n = 2 найден следующий анзац вида (3), который не может быть получен

из операторов симметрии уравнения (1):

ω = t, f =
1
2
x2

1(t+B1) + 2B3x1x2 + x2
2(t+B2)

(t+B1)(t+B2)−B2
3

, (6)

где B1, B2, B3 — произвольные постоянные.
При B3 = 0 анзац (3), (6) сводится к известному, для которого

f =
x2

1

t+B2
+

x2
2

t+B1
.

При n = 3 получены следующие анзацы, порождаемые операторами условной
инвариантности: 1) ω = t, f имеет вид (6); 2) ω = t,

f =
1
2
{−(xaba)2 + x2

1τ2τ3 + x2
2τ1τ2 + x2

3τ1τ3 + 2x1x2τ3b3 + 2x1x3τ2b2 +

+ 2x2x3τ1b1}{τ1τ2τ3 − b21τ1 − b22τ2 − b23τ3 + 2b1b2b3}−1,

(7)

τk ≡ t+ ak, ak, bk — постоянные.

2. Условная симметрия и решения уравнения (1). Понятие “Условная сим-
метрия (инвариантность) дифференциального уравнения” введено в [4, 5]. Даль-
нейшее развитие и применение этого понятия привело к существенному расшире-
нию возможностей теоретико-алгебраического метода исследования уравнений. С
использованием этого подхода в работах [4–9] построены широкие классы точных
решений многих нелинейных уравнений математической физики.
В настоящей работе мы искали в явном виде решения системы (4) и соо-

тветствующие им анзацы (3). Среди найденных таким образом анзацев есть и
нелиевские, для которых соответствующие им операторы не входят в алгебру (2).



Нелиевские анзацы и условная симметрия уравнения Шредингера 343

Операторы условной инвариантности, соответствующие анзацу (3), ω = t для
произвольного n, описывает следующая теорема.

Теорема 1. Уравнение Шредингера (1), к которому дописаны дополнительные
условия

La = ua − ifau = 0, (8)

ивариантно относительно операторов

Qa = r(t, �x)(∂a + ifa(u∂u − u∗∂u∗), a = 1, . . . , n, (9)

где r(t, �x) — произвольная ненулевая функция, f(t, �x) удовлетворяет уравнени-
ям

2ft + fafa = 0, ∆f = Q(t), (10)

Q(t) — некоторая функция.

Замечание 1. Анзац (3) представляет собой общее решение системы (8).

Доказательство теоремы 1. Необходимое и достаточное условие инвариантности
системы (1), (8) относительно операторов (9) имеет вид

kaQ
2
a(2iut + ∆u− uF (|u|)

∣∣∣L = 0
La = 0

= 0,

kaQ
1
a(ua − ifau)

∣∣∣
La=0

= 0,
(11)

где ka — произвольные постоянные, Q1
a, Q

2
a — первое и второе лиевские продол-

жения операторов Qa.
Первое из определяющих уравнений (11) приводится к виду

2i(ηt − ξat ua) + ηaa + 2ηuaua − 2ξbauab − ξbaaub = 0, η = irkafau, ξa = kar.

С учетом дополнительных условий (8) получаем

−2ukar(fat + fbfab) + irfabbka = 0

вследствие уравнений (10).
Из второго уравнения (11)

ηa + ηuua − ξbaub − ifabξbu− ifaη = 0

— тождественное равенство с учетом (8). Теорема доказана.
Запишем операторы условной инвариантности, соответствующие анзацу (3),

ω = t, f имеет вид (6), (7).
1) n = 2, f имеет вид (6):

Q1 =
[
(t+B1)(t+B2)−B2

3

]
∂x1 + [x2B3 + x1(t+B1)]M,

Q2 =
[
(t+B1)(t+B2)−B2

3

]
∂x2 + [x1B3 + x2(t+B2)]M,

(12)

где M ≡ i[u∂u − u∗∂u∗ ];
2) n = 3, f имеет вид (6): Q1, Q2 определяются соотношениями (12), ∂x3 ;
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3) n = 3, f имеет вид (7):

Qk = T∂k +NkM, k = 1, 2, 3,
T = (t+ a1)(t+ a2)(t+ a3)− b21(t+ a1)2 − b22(t+ a2)2 − b23(t+ a3) + 2b1b2b3,
Nk = −xk(bcxc) + xaτlτm + xlτmbm + xmτlbl, τ = t+ al,

по k нет суммирования, {1, 2, 3} = {k, l,m}.
Анзац (3), ω = t, f имеет вид (6) или (7), редуцирует (1) к уравнению

i(Q(t)ϕ+ 2ϕ′) = ϕF (|ϕ|), (13)

где Q(t) = ∆t. Если представить Q(t) в виде Q(t) = θ(t)/θ(t), то

ϕ =
c√
θ

exp
{
− i

2

∫
F

(
c√
θ

)
dt

}
, (14)

c — произвольная постоянная; Q(f) = 2t+B1+B2
(t+B1)(t+B2)−B2

3
, f имеет вид (6);

Q(t) =
3t2 + 2t(a1 + a2 + a3) + a1a2 + a1a3 + a2a3 − b21 − b22 − b23

(t+ a1)(t+ a2)− b21(t+ a1)− b22(t+ a2)− b23(t+ a3)− 2b1b2b3
,

f имеет вид (7).
Решения уравнения (1) записываются в виде

u = exp i
{
f(t, �x)− 1

2

∫
F

(
c√
θ

)
dt

}
c√
θ
,

где f имеют вид (6), (7), θ = d
dt ln ∆f .

3. Совместность и симметрия системы (4). Так как мы рассматриваем только
действительные функции f и ω, то T (ω) в (4) должна быть неотрицательной. Сле-
довательно, уравнение ωaωa = T (ω) локальными преобразованиями можно приве-
сти к виду T (ω) ≡ 0 или T (ω) = 1.
1. В случае ωaωa = 0, ωa = 0, можно положить ω = ω(t). При подстановке

ω = t система (4) приобретает вид

2ft + fafa = R(t), ∆f = Q(t). (15)

Нашей целью является описание всех анзацев вида (3), редуцирующих уравне-
ние (1) к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Поэтому без ограниче-
ния общности можно привести (4) к более простому виду таким образом, что
получаемые при решении этой системы анзацы будут эквивалентными, т.е. приве-
дут к одинаковым решениям уравнения (1).
Очевидно, анзацы вида (3) эквивалентны с точностью до преобразований f →

f + ρ(ω), поэтому можно считать, что R(t) ≡ 0.
Далее докажем, что условие совместимости системы (15) R(t) = 0 необходимо

для произвольного n и достаточно для n = 2, 3.

Теорема 2. Система

2ft + fafa = 0, ∆f = Q(t) (16)
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совместна только в случае, если

Q(t) =
θ′

θ
, θ(n+1) ≡ 0. (17)

Доказательство. {fab} — матрица вторых производных функции f размерности
(n× n). Через Sk обозначим tr({fab}k) и докажем, что

Sk =
(−1)k−1

(k − 1)

(
d

dt

)k−1

Q(t). (18)

Дифференцируя по xb и xc первое уравнение (16), получаем

fbct + fabcfa + fabfac = 0. (19)

Доказательство проводится методом математической индукции; S1 = Q(t) —
утверждение для k = 1 верно.
Умножив равенство (19) на fba1 · · · fan−1c, получаем

1
n

(Sn)t +
1

n− 1
(Sn−1)afa + Sn+1 = 0,

так как Sn−1, по предположению, функция от t, то (Sn1)a = 0 и Sn+1 = − 1
n (Sn)t,

т.е. из справедливости утверждения для k = n следует его справедливость для
k = n+ 1.
По теореме Гамильтона–Кэли для матрицы W размерности (n×n) справедливо

соотношение

Wn =
n−1∑
k=1

(−1)k+1MkW
n−k + (−1)n+1E detW, (20)

Mk — сумма главных миноров порядка k матрицы W , E — единичная матрица
размерности (n× n).
Если взять следы от равенства (20) и от этого же равенства, умноженного

на W , W = {fab}, то получим следующие уравнения для Sk:

Sn +
n−1∑
k=1

(−1)kMkSn−k + (−1)n · ndetW = 0,

Sn+1 +
n−1∑
k=1

(−1)kMkSn+1−k + (−1)n · S1 detW = 0,

откуда

n−1∑
k=0

(−1)kMk(S1Sn−k − nSn+1−k) = 0 (M0 = 1). (21)

Методом математической индукции легко показать, что

Mk =
1
k

k−1∑
l=0

(−1)k−l−1MlSk−1,
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откуда, положив Q(t) = θ(t)/θ(t) и используя (18), получаем Mk = 1
k
θ(k)

θ .
Подставим в (21) выражения Mk и Sk через θ(t):

k−1∑
k=0

(−1)k
1
k!
θ(k)

θ

 θ̇
θ

 (−1)n−k−1

(n− k − 1)!

(
θ̇

θ

)(n−k−1)
− n(−1)n−k

(n− k)!

(
θ̇

θ

)(n−k) =

=
(−1)n−1

(n− 1)!θ

n∑
k=0

Ckn

(
θ̇

θ

)(n−k)
θ(k) =

(−1)n−1

(n− 1)!
θ(n+1)

θ
= 0,

θ(n+1) = 0, что и требовалось доказать.

2. ωaωa = 1. В [10] установлено, что при n = 3 ∆ω = N/ω, N = 0, 1, 2 (при
n = 2 N = 0, 1).
Покажем, что с точностью до эквивалентности анзацев можно положить S(ω)

= 0. Уравнение faωa + ωt = S(ω) имеет общее решение для f :

f = ϕ(Ωi)−
∫
ωt
ωt
dx1 +

∫
S(ω)dω, (22)

ωt

ω1
= R(x1,Ωi), Ωi — интегралы уравнения faωa = 0. Так как анзацы (3) экви-

валентны с точностью до преобразования f̃ → f + ρ(ω), то из (22) следует, что
можно положить S = 0.

Теорема 3. Система уравнений

2ft + fafa = R(ω), ∆f = Q(ω),
faωa + ωt = 0, ωaωa = 1, ∆ω = N/ω,

(23)

N = 0, 1 при n = 2, N = 0, 1, 2 при n = 3 совместна только в случае, когда
Q(ω) = 0, R(ω) = c1ω + c2, N = 0; R(ω) = c1/ω

2 + c2, N = 1; R(ω) = c1, N = 2;
c1, c2 — постоянные.

Замечание 2. Доказательство теоремы 3 проводится аналогична доказательству
теоремы 2. При этом нужно использовать дифференциальные следствия уравне-
ний (23) и теорему Гамильтона–Кэли.
Замечание 3. Для дальнейших рассуждении достаточно использовать тот факт,
что система (4) инвариантна относительно операторов

Jab = xa∂b − xb∂a, ∂a, Ĝa = t∂a + xa∂t. (24)

Будем искать общее решение этой системы с точностью до преобразований, поро-
ждаемых этими операторами:

xa → αaxb + βa, xa → gat+ xa, (25)

αab, ga, βa — постоянные, αabαcb = δac (символ Кронекера).

4. Решения системы (4). Нахождение решений системы (4) требует большого
числа громоздких вычислений. Поэтому остановимся более подробно на случае
ωaωa = 0, когда получаются нелиевские анзацы; опишем кратко способ построения
решений, а для ωaωa = 1 приведем список анзацев.
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1. ωaωa = 0. Пусть n произвольное. Рассмотрим общее решение уравнения
Гамильтона–Якоби 2ft + fafa = 0 ранга n (det{fab} 	= 0) [11]. Рангом решения
называется ранг матрицы {fab},

f = xaya − t

2
y2
a + Φ(�y), 0 = xa − tya + Φa, (26)

y = (y1, . . . , yn) — параметры, Φ — произвольная функция.
Из (26) следует

∆f = tr
({tδab − Φyayb

}−1
)

=
d
dt detT
detT

, T = {tδab − Φyayb
}.

По теореме 2 Q(t) = θ̇(t)/θ(t), θ(n+1) ≡ 0. Следовательно, detT — полином
no t с постоянными коэффициентами. Коэффициенты detT — главные миноры
матрицы

{Φyayb
} = Φ, detT =

n−1∑
k=0

Mk(−1)ktn−k + (−1)n detΦ,

Mk — главные миноры матрицы Φ, M0 ≡ 1.
Таким образом, решение системы (16) ранга n имеет вид (26), где Φ(�y) удовле-

творяет условиям

∆Φ = A1,∣∣∣∣Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

∣∣∣∣+ · · ·+ ∣∣∣∣Φn−1,n−1 Φn−1,n

Φn,n−1 Φnn

∣∣∣∣ = A2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
det Φ = An.

(27)

При n = 2, n = 3 посредством преобразований Эйлера [11] из (27) можно
получить, что

Φyayb
= const, Φ = labyayb + kaya +ma,

L = {lab} — постоянная матрица, ka, ma — произвольные постоянные. Пре-
образования (25) позволяют привести выражение для f (26) к виду, когда ka =
ma = 0.
Из (26)

f =
1
2
�y{Et− 2L}�y, �x = {Et− 2L}�y,

откуда f = 1
2�x{Et − 2L}−1�x; n = 2, −2L =

(
B1 B3

B3 B2

)
— для f получается

выражение (7); n = 3, −2L =

a1 b3 b2
b3 a2 b1
b2 b1 a3

 — для f получается выражение (7).
Общее решение для уравнения Гамильтона–Якоби в (16) ранга 2 при n = 3

имеет вид

f = y1x1 + y2x2 + Ψ(y1, y2)x3 − t

2
(y2

1 + y2
2 + Ψ2(y1, y2)) + Φ(�y),
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0 = x1 + Ψy1x3 − t(y1 + ΨΨy1) + Φy1 ,
0 = x2 + Ψy1x3 − t(y2 + ΨΨy1) + Φy2 ,

(28)

Подставив выражение для ∆f из (28) во второе уравнение (16), можно пока-
зать, что ψy1 , ψy2 — постоянные и преобразованиями (25) уравнения (28) приво-
дятся к виду (26) для n = 2, следовательно, и в этом случае f имеет вид (6).
Решение рассматриваемого уравнения Гамильтона–Якоби ранга 1 имеет вид

f = Ψa(y)xa − t

2
Ψa(y)Ψa(y) + Φ(y),

0 = Ψ̇axa − tΨ̇aΨa + Φ̇(y).
(29)

Подставив выражение для ∆f из (29) во второе уравнение (16), можно пока-
зать, что Ψ̇a(y) — постоянные, Ψa = bay + ca.
С учетом (25) можно положить b2 = b3 = ca = 0, b1 = 1. Тогда f = x2

1(2t+ c0).
Решение ранга 0 для произвольного n линейно по x, f = c1x1 + c2.
2. ωaωa = 1. Пара уравнений

∆ω = N/ω, ωaωa = 1 (30)

инвариантна относительно группы вращений, параметры которой зависят от t

ya = αab(t)xa + βa(t), αabαcb = δac. (31)

Действительные решения системы (30) с точностью до преобразований (31) имеют
вид

x1,
√
x2

1 + x2
2 (n = 2);

x1,
√
x2

1 + x2
2,
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 (n = 3).
(32)

Однако вся система (4) не инвариантна относительно преобразований (31), поэто-
му подстановка в (4) решений (32) не даст общего решения системы (4).
Чтобы получить общее решение (4), вместо ω нужно подставлять размножен-

ные посредством преобразований (31) следующие решения (4):

y1,
√
y2
1 + y2

2 ,
√
y2
1 + y2

2 + y2
3 . (33)

Однако значительно проще сначала применить преобразования (31) к уравнениям
(4) и в полученную систему для �y и t подставлять выражения (33):

2(fτ + fya
(α̇abαcb(yc − βc) + β̇a)) + fyaya

= R(ω), fyaya
= 0,

fya
ωya

+ ωτ + ωya
(α̇abαcb(yc − βc) + β̇a) = 0,

∆ω =
N

ω
, ωyaya

= 1 (xa = αba(yb − βb), t = τ).

(34)

Решив систему (34), получим следующие выражения для f (с точностью до
преобразований (25)):

1) n = 2, n = 3, N = 0,

ω = x1 + at2, f = −2atx1 + at3
1
6

+ bt;
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2) n = 2, n = 3, N = 1,

ω =
√
x2

1 + x2
2, f = A arctg

x1

x2
+Bt;

3) n = 3, N = 2,

ω =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3, f = ct.

Здесь a, b, c, A, B — произвольные постоянные. Приведенным решениям си-
стемы (4) соответствуют известные лиевские анзацы для уравнения Шредингера
[1–3, 6].

5. Заключение. Мы описали все анзацы вида (3), редуцирующие уравнение
Шредингера (1) к нелинейным дифференциальным уравнениям, где функция u
зависит от двух или трех пространственных переменных.
Очевидно, анзацы, для которых соответствующие им инфинитезимальные опе-

раторы не входят в алгебру инвариантности уравнения, и аналогичные (3) (ω = t),
можно получить и для произвольного n:

f =
1
2
�x(Et+A)−1�x, �x = (x1, . . . , xm),

A — постоянная матрица (m ×m), m ≤ n, однако для n > 3 могут существовать
и другие решения.
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Несимметрийный подход к построению
точных решений одного нелинейного
волнового уравнения
В.И. ФУЩИЧ, И.В. РЕВЕНКО, Р.З. ЖДАНОВ

The exact solutions containing an arbitrary function are obtained for the nonlinear wave
equation.

Группой симметрии двухмерного нелинейного волнового уравнения

utt =
[
a2(u)ux

]
x

+ b(u) (1)

при произвольных функциях a(u), b(u) является двухпараметрическая группа сдви-
гов

t′ = t+ C1, x′ = x+ C2, u′ = u, (2)

C1, C2 — константы.
Расширение этой группы происходит при конкретизации функций a(u) и b(u).

Этот вопрос детально изучен в [1]. Построению широких классов точных решений
уравнения (1) с использованием его условной симметрии посвящена работа [2].
Ниже без использования в явном виде симметрииных свойств, уравнения (1)

построены семейства его точных решений, содержащие произвольные функции.
Для этого, следуя [3, 4], мы применяем классический метод промежуточного ин-
теграла [5, 6].

Определение. Дифференциальное уравнение в частных производных (ДУЧП)
первого порядка

G(ut, yx, u, t, x) = 0 (3)

называется промежуточным интегралом уравнения (1), если всякое решение
(3) тождественно удовлетворяет соотношению (1).
Справедлива

Теорема 1. Уравнение (1) допускает промежуточный интеграл только в таких
случаях:

1) a(u) = A2
1(u), b(u) = λ2Ȧ1(u)A−3

1 (u);

2) a(u) = A2
2(u), b(u) = −µȦ2(u)A−3

2 (u),
(4)

причем функция G задается формулами

1) G = εA2
1(u)ux − ut + λA−1

1 (u);

2) G = εA2
2(u)ux − ut +H(αt+ βx; ν)A−1

2 (u).
(5а)

Доклады АН УССР, 1991, № 7, 15–19.
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В приведенных формулах α, β, λ, µ — произвольные действительные параме-
тры, ε = ±1; A1(u) — произвольная гладкая функция;

H(ω;µ) =


µ1/2tg (µ1/2ω + C1), µ > 0;

−|µ|1/2th (|µ|1/2ω + C1), µ < 0;
−(ω + C1)−1,

(5б)

Функция A2(u) определяется одним из следующих неявных соотношений:

α = 0, β = 0, A2(u) = (C2 − αu)−1; (6а)

α = 0, β = 0, A2(u) = (C2 − 3εβu)−1; (6б)

εαβ−1 = τ2 > 0, A−2
2 τ−2 + τ−3arctg

A2

τ
= C2 − εβu;

εαβ−1 = −τ2 < 0, A−2
2 τ−2 +

τ−3

2
ln
∣∣∣∣A2 − τ
A2 + τ

∣∣∣∣ = C2 + εβu;

C1, C2 ⊂ R1, Ȧi =
dAi
du

.

(6в)

Доказательство. Нетрудно убедиться, что в случае ∂G
∂ut

= 0 соотношение (3) не
является промежуточным интегралом уравнения (1). Поэтому, не умаляя общно-
сти, можно переписать ДУЧП (3) в эквивалентном виде

ut = F (ux, u, t, x). (7)

Рассмотрим переопределенную систему ДУЧП, состоящую из уравнения (1) и
дифференциальных следствий первого порядка из уравнения (7)

utt −
[
a2(u)ux

]
x
− b(u) = 0, utt − Fux

utx − FuFt = 0,

utx − Fux
uxx − Fuux − Fx = 0.

(8)

Согласно [2, 3], необходимым условием того, чтобы выражение (7) было проме-
жуточным интегралом, является равенство нулю определителя матрицы, состав-
ленной из коэффициентов при utt, utx, uxx. Вычисляя этот определитель, имеем
F 2
ux = a2(u), откуда F = εa(u)ux + f(u, t, x), ε = ±1. Подстановка полученного
результата в систему (8) приводит ее к виду

utt − (a2ux)x − b = 0,
utt − εautx − (εaux + f)(εȧux + fu)− ft = 0,
utx − εauxx − ux(εȧux + fu)− fx = 0,

(9)

где ȧ = da
du .

Умножая первое уравнение системы (9) на 1, второе — на −1, третье — на εa
и складывая полученные выражения, имеем

−b+ ux(εȧf + 2εafu) + ffu + ft + εafx = 0. (10)

Наконец, расщепляя равенство (10) по степеням ux, приходим к необходимым
и достаточным условиям того, что (7) является промежуточным интегралом урав-
нения (1).

ȧf + 2afu = 0, ffu + ft + εafx − b = 0. (11)
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Анализ системы ДУЧП (11) показывает, что ее общее решение при ft = fx = 0
задается формулами

a(u) = A2
1(u), b(u) = λ2Ȧ1(u)A−3

1 (u), f(u) = λA−1
1 (u);

а при f t + f2
x 	= 0 —

a(u) = A2
2(u), b(u) = −µȦ2(u)A−3

2 (u), f(u, t, x) = H(αt+ βx;µ)A−1
2 (u),

где A1(u) — произвольная гладкая функция, а функции H(ω;µ), A2(u) определены
в (5б), (6). Теорема доказана.

Замечание. В процессе доказательства теоремы было установлено тождество(
∂

∂t
+ εa(u)

∂

∂x

)
G = utt − [a2(u)ux]x − b(u),

где функции a(u), b(u), G задаются формулами (4), (5). Следовательно, задача по-
строения частных решений нелинейного уравнения (1) сводится к интегрированию
одного из ДУЧП первого порядка

1) ut − εA2
1(u)ux − λA−1

1 (u) = 0,
2) ut − εA2

2(u)ux −H(αt+ βx;µ)A−1
2 (u) = 0.

(12)

Но всякое квазилинейное скалярное ДУЧП первого порядка инвариантно отно-
сительно бесконечнопараметрической группы Ли [4]. Из этого вытекает, что урав-
нение (1) имеет подмножества решений, инвариантные относительно более ши-
рокой группы, чем все множество решений в целом. Иначе говоря, нелинейное
ДУЧП (1) при указанных функциях a(u), b(u) обладает нетривиальной условной
симметрией [2, 5].
Общее решение ДУЧП первого порядка вида (12) представляется в виде

ρω1 = ϕ(ω2), (13)

где ρ — дискретный параметр, равный либо 0, либо 1; ϕ ∈ C2(R1, R2) — прои-
звольная функция; ω1(u, t, x), ω2(u, t, x) — первые интегралы соответствующей
системы уравнений Эйлера–Лагранжа.
Для уравнения 1) из (12) система Эйлера–Лагранжа имеет вид

dt

1
=

dx

−εA2
1(u)

=
du

λA−1
1 (u)

. (14)

При λ = 0 одним из первых интегралов этой системы является функция ω1 = u.
Еще один первый интеграл получается в результате интегрирования обыкновенно-
го дифференциального уравнения с раздельными переменными dt = −εA−2

1 (ω1)dx,
откуда ω2 = tA2

1(u)+εx. Подобным же образом интегрируются уравнения (14) при
λ 	= 0

ω1 = λt −R(u), ω2 = ελx+
∫ R(u)

0

A2
1(R̃(τ))dτ,

где R(u) =
∫ u
0
A1(τ)dτ , R̃(τ) — функция, обратная к R(τ).
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Подстановка полученных результатов в формулу (13) дает два класса точных
решений нелинейного ДУЧП

utt =
[
A4

1(u)ux
]
x

+ λ2Ȧ1(u)A−3
1 (u),

ρu = ϕ(εx+ tA2
1(u)), ρ

(
ελx+

∫ R(u)

0

A2
1(R̃(τ))dτ

)
= ϕ(λt−R(u)),

(15)

где ρ = 0, 1; ϕ — произвольная дважды непрерывно-дифференцируемая функция.
Интегрируя ДУЧП 2) из (12), получаем классы точных решений нелинейного

ДУЧП

utt =
[
A4

2ux
]
x
− µȦ2(u)A−3

2 (u).

1) A2(u) задается формулой (6а),
µ = 0

ρA2(u) = (βx+ C1)ϕ(βεt−A−2
2 (βx+ C1)),

µ < 0

ρA2(u) = ch (|µ|1/2βx+ C1)ϕ(2ε|µ|1/2βt+A−2
2 (u) sh 2(|µ|1/2βx+ C1),

µ < 0

ρA2(u) = cos(µ1/2βx+ C1)ϕ(2εµ1/2β +A−2
2 (u) sin 2(µ1/2βx+ C1);

2) A2(u) задается формулой (6б)
µ = 0

ρA2 = (αt+ C1)−1ϕ(αεx−A2
2(αt+ C1)),

µ < 0

ρA2(u) = ch−1(α|µ|1/2t+ C1)ϕ(2ε|µ|1/2αx+A2
2 sh 2(|µ|1/2αtx+ C1)),

µ > 0

ρA2(u) = cos−1(µ1/2αt+ C1)ϕ(2εµ1/2αx+A2
2 sin 2(µ1/2αtx+ C1));

3) A2(u) задается одной из формул (6в)
µ = 0

ρ(αt+ βx+ C1)A2(u) = (εβA2
2(u) + α)ϕ(t− (αt+ βx+ C1)(εβA2

2(u) + α)−1);

µ < 0

ρA2(u) ch (|µ|1/2(αt+ βx) + C1) = (εβA2
2(u) + α)×

× ϕ([εβA2
2(u) sh 2|µ|1/2αt+ α sh 2(|µ|1/2βx+ C1)](εβA2

2(u) + α)−1);

µ > 0

ρA2(u) cos(µ1/2(αt+ βx) + C1) = (εβA2
2(u) + α)×

× ϕ([εβA2
2(u) sin 2µ1/2αt+ α sin 2(µ1/2βx+ C1)](εβA2

2(u) + α)−1).
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В приведенных формулах ϕ ∈ C2(R1, R1) — произвольная функция; α, β, C1 —
произвольные действительные параметры, причем α 	= 0, β 	= 0, ρ = 0, 1, ε = ±1.
Ввиду того, что построенные нами точные решении содержат произвольную

функцию, они могут использоваться при анализе довольно широкого класса крае-
вых задач для нелинейного ДУЧП (1). Например, решение задачи Коши

utt =
[
a2(u)ux

]
x
, u(0, x) = U0(x), ut(0, x) = U1(x),

где U0(x), U1(x) — произвольные действительные функции, связанные соотноше-
нием U1(x) = ±a(U0(x))U̇0(x), задается неявной фopмyлой u = U0(x± ta(u)).
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On the non-Lie reduction
of the nonlinear Dirac equation
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

The method of construction of exact solutions of nonlinear spinor equations based on
their conditional (non-Lie) symmetry is suggested. With the help of this method new
ansätze that reduce the nonlinear Poincaré-invariant Dirac equation to ordinary di-
fferential equations are constructed. The new family of exact solutions of the nonlinear
Dirac equation with scalar selfinteraction is found.

1. Introduction
It is common knowledge that the classical Lie approach to the construction of

exact solutions of partial differential equations (PDEs) essentially uses invariance
properties of the set of solutions of the considered equation [1, 2]. In Refs. [3–5]
a natural generalization of the Lie approach was suggested that takes into account
not only the symmetry of the set of solutions of PDEs as a whole, but the symmetry
of their subsets as well. This is achieved by imposing on the solutions of the initial
equation such additional conditions (equations) that the obtained system of PDEs is
compatible and possesses wide symmetry.
Using the above idea, in the present paper we construct a family of the new exact

solutions of the following nonlinear spinor equation:

{iγµ∂mu − λ(ψ̄ψ)1/2k}ψ = 0, λ, k = const, (1)

where ψ = ψ(x0, x1, x2, x3) is the four-component complex function, ψ̄ = ψ†γ0 and
γµ are 4×4 Dirac matrices, ∂µ = ∂/∂xµ, and µ = 0, 3. Hereafter, the summation over
the repeated indices is supposed.

2. Construction of the non-Lie anzätze for the spinor field
The solution of Eq. (1) is found in the form

ψ(x) = exp{fµν(x)γµγν}ϕ(ω), (2)

where ϕ(ω) is a four-component function and fµν(x) and ω = ω(x) are scala real
functions. The functions fµν , ω are chosen such that substitution of expression (2)
into Eq. (1) yields an ordinary differential equation (ODE) for ϕ = ϕ(ω).
We shall describe ansätze (2) as reducing the PDE (1) to systems of ODEs if the

functions fµν , ω are of the following structure:

f00 = −f11 = −f22 = −f33 =
1
4
θ0(x0 + x3, x1, x2),

f01 = −f10 = f13 = −f31 =
1
2
θ1(x0 + x3, x1, x2),

f02 = −f20 = f23 = −f32 =
1
2
θ2(x0 + x3, x1, x2),

f03 = f30 = f12 = f21 = 0, ω = ω(x0 + x3, x1, x2).

J. Math. Phys., 1991, 32, № 12, 3488–3490.
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Substituting the ansatz

ψ(x) = exp{θ0 + (θ1γ1 + θ2γ2)(γ0 + γ3)}ϕ(ω) (3)

into Eq. (1) and multiplying the obtained equality by

exp{−θ0 − (θ1γ1 + θ2γ2)(γ0 + γ3)}
one has

i[(γ0 + γ3)∂ξθ0 + γa∂aθ0 + γaγB(∂aθB)(γ0 + γ3)− 2θa(∂aθ0)(γ0 + γ3)]ϕ+

+ i[(γ0 + γ3)(∂ξω − 2θa∂aω) + γa∂aω]ϕ− λeθ0/k(ϕ̄ϕ)1/2kϕ = 0,

where ξ = x0 + x3, ∂ξ = ∂/∂ξ, a = 1, 2, and B = 1, 2.
Hence it follows that ansatz (3) reduces the initial PDEs to ODEs if the nonlinear

equations hold:

∂ξθ0 − 2θa∂aθ0 − ∂aθa = eθ0/kf1(ω), ∂1θ0 = eθ0/kf2(ω),

∂aθ0 = eθ0/kf3(ω), ∂2θ1 − ∂1θ2 = eθ0/kf4(ω),

∂ξω − 2θa∂aω = eθ0/kf5(ω), ∂1ω = eθ0/kf6(ω), ∂2ω = eθ0/kf7(ω).

(4)

In Eqs. (4) f1, . . . , f7 are arbitrary smooth real functions.
It is worth noting that as a result of the arbitrariness of the function ϕ(ω) substi-

tution of the expressions

ω(x), θα(x) (5)

and

f̃(ω(x)), θα(x) + f̃α(ω(x)), (6)

where f̄ , f̄a ⊂ C1(R1,R1), α = 0, 2, into formula (3) gives the same ansatz for the
field ψ(x). In this sebse solutions of system (4) of the forms (5) and (6) are equivalent.
System (4) contains seven equations for four functions, i.e., it is an overdetermined

system. This fact makes it possible to construct its general solution.

Theorem. The general solution of the nonlinear system of PDEs (4) determined up
to the above equivalence relation is given by one of the following formulas:

θ0 = k lnω1, θ1 = (2ω1)−1(ω̇1x1 + ω̇2),
θ2 = (2ω1)−1[(2k − 1)ω̇1x2 + ω3], ω = ω1x1 + ω2;
θ0 = −k ln(x1 + ω1),
θa = ω3[(x1 + ω1)2 + (x2 + ω2)2]k−1(xa + ωa) + 1

2 ω̇a, a = 1, 2,
ω = (x1 + ω1)(x2 + ω2)−1;
θ0 = 0, θ1 = R(x1 + ix2, x0 + x3) +R(x1 − ix2, x0 + x3) + ω1x1,

θ2 = iR(x1 + ix2, x0 + x3)− iR(x1 − ix2, x0 + x3) + ω2x1, ω = x0 + x3.

(7)

Here ω1, ω2 and ω3 designate arbitrary real smoothfunctions on x0 + x3 and R
designates an arbitrary analytical function on the first variable.



On the non-Lie reduction of the nonlinear Dirac equation 357

Let us adduce the main steps of the proof. First, an overdetermined system made
up of the second, third, sixth, and seventh equations in (7) is integrated. Upon making
the change of the variable θ = e−θ0/k we rewrite this system in the form

∂aθ = Fa(ω), ∂aω = θ−1Ga(ω), Fa, Ga ⊂ C1(R1,R1), a = 1, 2. (8)

From the necessary and sufficient compatibility conditions of system (8), ∂1∂2θ =
∂2∂1θ, ∂1∂2ω = ∂2∂1ω, one has the following relations for Fa(ω), Ga(ω):

Ḟ1G2 = G1Ḟ2, G2Ġ1 −G1F2 = G1Ġ2 −G2F1, (9)

where the overdot means differentiation with with respect to ω.
The procedure for the integration of the system of ODEs (9) is essentially simpli-

fied by the fact that the equivalence conditions (6) induce the equivalence relation on
the set of solutions of Eqs. (9):

Fa(ω) ∼ Fa(f(ω))− ġ(ω)Ga(f(ω)),

Ga(ω) ∼ (ḟ(ω))−1Ga(f(ω))(g(ω))−1,
(10)

where f, g ⊂ C1(R1,R1), ḟg 	= 0.
By integrating the system of PDEs (8) and (9) one establishes that is general

solution up to the equivalence relations (6) and (10) is determined by one of the
following formulas:

F1 = G1 = 1, F2 = G2 = 0, θ = ω−1
1 , ω = ω1x1 + ω2;

F1 = 1, F2 = 0, G1 = ω, G2 = −ω2,

θ = x1 + ω1, ω = (x1 + ω1)(x2 + ω2)−1;
F1 = F2 = G1 = G2 = 0, ω = ξ, θ = 1;
F1 = F2 = 0, Ga ⊂ C1(R1,R1), ω = ξ,

θ = G1(ξ)x1 +G2(ξ)x2 + ω3.

(11)

Here ω1, ω2, and ω3 are arbitrary real smooth functions on ξ.
Substitution on the sxpressions for the functions ω(x), θ0(x) = −k ln θ(x) into the

remainder of Eqs. (4) yields four systems of PDEs on θ1(x) and θ2(x). By integrating
the first systems of PDEs one arrives at formulas (7). The fourth system of PDEs
proves to be incompatible system.
Substitution of expressions (7) into formula (3) gives three classes of ansätze for

the spinor field:

ψ(x) = ωk1 exp{(2ω1)−1[(ω̇1x1 + ω̇2)γ1 +
+ ((2k − 1)ω̇1x2 + ω3)γ2](γ0 + γ3)}ϕ(ω1x1 + ω2),

ψ(x) = (x1 + ω1)−k exp{ω3[(x1 + ω1)2 + (x2 + ω2)2]k−1

× γa(xa + ωa)(γ0 + γ3) + 1
2 ω̇aγa(γ0 + γ3)}ϕ((x1 + ω1)(x2 + ω2)−1);

ψ(x) = exp{[(R+R∗ + ω1x1)γ1 + (iR− iR∗ + ω2x1)γ2](γ0 + γ3)}ϕ(x0 + x3),

(12)

reducing the nonlinear Dirac equation (1) to the system of ODEs

iγ1ϕ̇ = λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

i(γ2 − γ1ω)ϕ̇ = λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

i(γ0 + γ3)ϕ̇ = λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ.

(13)
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The general solution of the first system in (13) is given by the formula [6]

ϕ(ω) = exp{iλγ1(χ̄χ)1/2kω}χ,
where χ is a constant four-componet column.
By substitutiong the above expression into the first ansatz in (12) we obtain the

new family of exact solutions of the nonlinear spinor equation (1) containing the three
arbitrary functions ωn(x0 + x3), n = 1, 3

ψ(x) = ωk1 exp{(2ω1)−1[(ω̇1x1 + ω̇2)γ1 + ((2k − 1)ω̇1x2 + ω3)γ2](γ0 + γ3)} ×
× exp{iλγ1(χ̄χ)1/2k(ω1x1 + ω2)}χ.

(14)

Let us emphasize that ansätze (12) are noninvariant under the three-parameter
subgroups of the symmetry group admitted by Eq. (1) (in the case involved it is the
extended Poincaré group P̃ (1, 3) (see Ref. [6])) and, consequently, they cannot be
obtained in the framework of the traditional Lie approach.

3. Conditional invariance of nonlinear Dirac equation
Let us now construct the non-Lie ansätze (12) using the conditional invariance of

the nonlinear Dirac equation (1).
Definition. Equation (1) is conditionally invariant with respect to the operators

Qτ = ετµ(x)∂µ + ητ (x), τ = 1, N, (15)

where ετµ(x) are real scalar functions and ητ (x) are variable 4 × 4 matrices if the
system

{iγµ∂µ − λ(ψ̄ψ)1/2k}ψ = 0, Qτψ = 0, τ = 1, N (16)

is invariant in the Lie sense under the one-parameter transformations groups gene-
rated by the operators Qτ .
Described another way, Eq. (1) possesses conditional symmetry if the set of its

solutions contains the nonempty subset that does not coincide with the whole set
having nontrivial symmetry.
We shall point out the explicit form of the operators Qn, n = 1, 3 such that (14)

satisfies system (16). For this purpose it is necessary to solve the following system
of algebraic equations on the functions ενµ, ην :

εnµ∂µω = 0,
ηn − [εnµ∂µ exp{θ0 + (γ1θ1 + γ2θ2)(γ0 + γ3)}]×

× exp{−θ0 − (γ1θ1 + γ2θ2)(γ0 + γ3)}.
(17)

Here ω, θ0, θ1, and θ2 are scalar functions determined by the first set of formulas
in (7) and n = 1, 3.
Solving Eqs. (17) one has

Q1 =
1
2
(∂0 − ∂3),

Q2 = ω1∂2 +
1
2
(1− 2k)ω̇1γ2(γ0 + γ3),

Q3 =
1
2
ω1(∂0 + ∂3)− ω̇1(x1∂1 + x2∂2)− ω̇2∂2 − kω̇1 +

+ (2ω1)−1[(2ω̇1ω̇2 − ω1ω̈2)γ1 + 2(ω3ω̇1 − ω1ω̇3)γ2](γ0 + γ3) +
+ (2ω1)−1(2ω̇2

1 − ω1ω̈1)(γ1x1 + (2k − 1)γ2x2)(γ0 + γ3).

(18)
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It is evident that the operators Q2 and Q3 are not linear combinations of the
generators of the extended Poincaré group; consequently, they do not belong to the
Lie algebra of the symmetry group of Eq. (1). By direct verification one can be
convinced that the following relations hold:

Q̃1L = 0,

Q̃2L = 2(2k − 1)ω̇1γ2Q1ψ + 2kω̇1ω
−1
1 (γ0 + γ3)Q2ψ +

1
2
(2k − 1)ω̇1γ2(γ0+ γ3)L,

Q̃3L = 2ω−1
1 [(ω1ω̈1 − 2ω̇2

1)(γ1x1 + (2k − 1)γ2x2) + (ω1ω̈2 − 2ω̇1ω̇2)γ1 +

+ 2(ω1ω̇3 − ω3ω̇1)γ2]Q1ψ + 2ω−2
1 [(1− k)(2ω̇2

1 − ω1ω̈1)x2 + ω1ω̇3 −
− ω3ω̇1]Q2ψ + 2ω̇1ω

−1
1 (γ0 + γ3)Q3ψ −

− {ω̇1 + (2ω1)−1(2ω̇2
1 − ω1ω̈1)(γ1x1 + (2k − 1)γ2x2)(γ0 + γ3) +

+ (2ω1)−1[(2ω̇1ω̇2 − ω1ω̈2)(γ1 + 2(ω3ω̇1 − ω1ω̇3)γ2](γ0 + γ3)}L,

where Q̃a designates the first prolongation of the operator Qa,

L = iγµ∂µψ − λ(ψ̄ψ)1/2kψ.

In addition, the commutational relations of the form

[Q1, Q2] = [Q1, Q3] = 0, [Q2, Q3] = −2ω̇1Q2

hold true.
Hence follows that the nonlinear Dirac equation (1) is conditionally invariant with

respect to the operators (18).
In the same way it is established that the second and third ansätze in (12) can be

obtained by using conditional invariance of Eq. (1).
In conclusion, let us note that ansatze (12) reduce to ODEs the more general

spinor equations

{iγµ∂µ − [f1((ψ̄ψ)(ψ̄γ4ψ)−1) + f2((ψ̄ψ)(ψ̄γ4ψ)−1)(ψ̄ψ)1/2k}ψ = 0,

where fa ⊂ C1(R1,C1).

4. Discussion
We emphasize once more that ansatze for the spinor field ψ constructed above

cannot be obtained with the help of symmetry reduction by subgroups of the invarian-
ce group of Eq. (1), These ansätze can be constructively described within the frame-
work of the conception of “conditional invariance” introduced for the first time in
Refs. [5] and [7] (see Appendix 4 of Ref. [7]). It seems impossible to obtain the
complete description of conditional symmetry of the nonlinear Dirac equation (1) since
(1) since the determining equations on the coefficients of the infinitesimal operators,
unlike the classical case, are nonlinear equations.
Conditional symmetry of some other nonlinear mathematical physics equations has

been investigated in Refs. [8–11]. Let us also mention that the wide classes of exact
solutions of Eq. (1) that correspond to its Lie symmetry were constructed in Ref. [12].
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Общие решения нелинейного волнового
уравнения и уравнения эйконала
В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ, И.В. РЕВЕНКО

Предложен конструктивный метод интегрирования переопределенной системы не-
линейных комплексных волновых уравнений Д’Аламбера и эйконала �u = F1(u),
uxµuxµ = F2(u). С помощью этого метода получено полное аналитическое описание
множества гладких решений этой системы.

1. Введение. Проблема построения широких классов точных решений нелиней-
ных пуанкаре-инвариантных скалярных уравнений посредством метода редукции
их к обыкновенным дифференциальным уравнением сводится к следующей задаче:
конструктивно описать все гладкие точные решения связки уравнений вида [1–3]

�u = F1(u), � = ∂2/∂x2
0 −∆3, (1)

uxµ
uxµ

= F2(u), uxµ
=

∂u

∂xµ
, (2)

где u = u(x0, x1, x2, x3) ∈ C2(C4,C1); F1, F2 ⊂ C1(C1,C1) — произвольные фун-
кции.
Связка уравнений (1), (2) возникает и в других задачах математической физики

[4].
Здесь и в дальнейшем по повторяющимся индексам предполагается суммиро-

вание в псевдоевклидовом пространстве R(1, 3) с метрическим тензором gµν =
diag (1,−1,−1,−1), т.е.

uxµ
uxµ

=
3∑

µ,ν=0

gµνuxµ
uxν

= u2
x0
− u2

x1
− u2

x2
− u2

x3
.

В случае, когда F2 = 0, система (1), (2) совместна тогда и только тогда, когда
F1 = 0 [4–5]. Поэтому система дифференциальных уравнений

�u = 0, uxµ
uxµ

= 0 (3)

будет рассмотрена отдельно.
В случае, когда F2(u) 	= 0, система уравнений (1), (2) с помощью локальной

замены зависимой переменной

u→ u′ =
∫ u

[F2(τ)]−1/2dτ (4)

приводится к виду

�u = F (u), (5)

Укр. мат. журн., 1991, 43, № 11, 1471–1486.
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uxµ
uxµ

= 1. (6)

В настоящей работе установлены необходимые и достаточные условия совме-
стности переопределенной системы дифференциальных уравнений в частных прои-
зводных (ДУЧП) (5), (6) и построены общие решения систем (3) и (5), (6) в классе
гладких функций.

2. Формулировка результатов. Приведем основные результаты работы в виде
следующих утверждений.

Теорема 1 [6]. Уравнения (5), (6) совместны тогда и только тогда, когда

F (u) = N(u+ C)−1, (7)

где C ∈ C
1 — произвольная константа, N — дискретный параметр, принима-

ющий одно из значений 0, 1, 2, 3.
Теорема 2. Общее решение уравнения эйконала

uxµ
uxµ

= λ, λ ∈ C1, (8)

задается одной из следующих неявных формул:

1) u(x) = Aµ(v1, v2, v3)xµ +B(v1, v2, v3), (9)

где va = va(x), a = 1, 3, — гладкие функции, определяемые формулами

∂Aµ
∂va

xµ +
∂B

∂va
= 0, a = 1, 3,

а Aµ, B — произвольные гладкие функции, удовлетворяющие

AµAµ = λ, rank ‖∂Aµ/∂va‖3µ=0
3
a=1 = 3;

2) u(x) = Aµ(v1, v2)xµ +B(v1, v2), (10)

где vk = nk(x), k = 1, 2, гладкие функции, определяемые формулами

∂Aµ
∂vk

xµ +
∂B

∂vk
= 0, k = 1, 2,

а Aµ, B — произвольные гладкие функции, удовлетворяющие

AµAµ = λ, rank ‖∂Aµ/∂vk‖3µ=0
2
k=1 = 2;

3) u(x) = Aµ(z)xµ +B(z), (11)

где z = z(x) — гладкая функция, определяемая формулой

∂Aµ
dz

xµ +
dB

dz
= 0,

Aµ, B — произвольные гладкие функции такие, что выполнено AµAµ = λ.
Теорема 3. Общее решение системы ДУЧП

�u = 3(u+ C)−1, uxµ
vxµ

= 1 (12)
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определяется формулой

(u+ C)2 = (xµ +Aµ(τ))(xµ +Aµ(τ)), (13)

где функция τ = τ(x) определяется неявным образом:

(xµ +Aµ(τ))Bµ(τ) = 0, (14)

функции Aµ(τ), Bµ(τ) удовлетворяют соотношениям

BµAµ = 0, BµBµ = 0 (15)

(здесь и далее точка над функцией одного аргумента означает производную
по нему).
Теорема 4. Общее решение системы ДУЧП

�u = 2(u+ C)−1, uxµ
uxµ

= 1 (16)

задается одной из следующих формул:

1) (u+ C)2 = (xµ +Rµ(τ))(xµ +Rµ(τ)) + [Bµ(τ)(xµ +Rµ(τ))]2, (17)

где функция τ = τ(x) определяется неявным образом: xµ + Rµ(τ))Ḃµ(τ) = 0,
а Rµ(τ), Bµ(τ) — произвольные гладкие функции, удовлетворяющие отноше-
ниям Ṙµ = TBµ, ḂµḂµ = 0, BµBµ = −1 при произвольной функции T = T (τ);

2) (u+ C)2 = (xµ +Rµ(τ))(xµ +Rµ(τ)) + [dµ(xµ +Rµ(τ))]2, (18)

где функция τ = τ(x) определяется неявным образом:

(xµ +Rµ(τ))Ṙµ(τ) + (xµ +Rµ(τ))dµ(dνṘν(τ)) = 0,

dµ = const, dµdµ = −1, Rµ(τ) — произвольные функции, удовлетворяющие соо-
тношению ṘµṘµ + (dµṘµ)2 = 0.
Теорема 5. Общее решение системы ДУЧП �u = (u+C)−1, uxµ

uxµ
= 1 задается

формулой

(u+ C)2 = (aµxµ + h1)2 − (dµxµ + h2)2, (19)

где hk = hk(θµxµ) ⊂ C2(C1,C1), k = 1, 2, — произвольные функции, aµ, dµ,
θµ — произвольные комплексные параметры, удовлетворяющие соотношениям
aµaµ = −dµdµ = 1, aµdµ = aµθµ = dµθµ = θµθµ = 0.
Теорема 6. Общее решение системы ДУЧП �u = 0, uxµuxµ = 1 задается фор-
мулой

u = Aµ(τ)xµ +R1(τ), (20)

где функция τ = τ(x) определяется неявным образом: Bµ(τ)xµ + R2(τ) = 0, а
функции Aµ(τ), Bµ(τ), R1(τ), R2(τ) связаны соотношениями AµAµ = 1, ȦµBµ =
0, BµBµ = 0.
Теорема 7. Общее решение системы ДУЧП (3) задается одной из формул

1) u(x) = Aµ(τ1, τ2)xµ +B(τ1, τ2), (21а)
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где функции τk = τk(x), k = 1, 2, определяются неявным образом:

∂Aµ(τ1, τ2)
∂τk

xµ +
∂B(τ1, τ2)

∂τk
= 0, k = 1, 2,

а Aµ(τ1, τ2), B(τ1, τ2) — произвольные функции, связанные соотношениями

AµAµ = 0,
∂Aµ
∂τk

∂Aµ
∂τn

= 0, k, n = 1, 2;

2) G(u,Aµ(u)xµ, Bµ(u)xµ) = 0, (21б)

где G ∈ C1(C3,C1) — произвольная функция, Aµ(u), Bµ(u) — произвольные
гладкие функции, связанные соотношениями AµAµ = BµBµ = AµBµ = 0.

Таким образом, теоремы 3–7 содержат полное аналитическое описание решений
системы ДУЧП (1), (2) во всех случаях, когда эта система совместна.
Подробное доказательство теоремы 1 проведено в работе [6], а доказательства

остальных теорем приводятся в следующем пункте.

3. Доказательство теорем 2–7. Приведем подробные доказательства теорем 2,
3, а в остальных случаях ограничимся изложением схемы доказательства. В осно-
ве нашего подхода к интегрированию ДУЧП вида (1), (2) и (8) лежит обобщение
метода нелокальных преобразований [7, 8] на случай многомерных нелинейных
дифференциальных уравнений, предложенное в [6].

Определение 1. Преобразование зависимых и независимых переменных

x′µ = fµ(x, u, u
1
, . . . , u

r
), u′ = f(x, u, u

1
, . . . , u

r
), r ≥ 1, (22)

где fµ, f — r раз непрерывно дифференцируемые функции, символом u
s
обо-

значен набор производных от функции u = u(x) s-го порядка, называется
нелокальным преобразованием порядка r.

Основная идея развиваемого метода нелокальных преобразований состоит в
том, чтобы для заданного нелинейного ДУЧП указать в явном виде нелокальное
преобразование (22), приводящее его к линейному уравнению. Если для преобра-
зованного уравнения удается построить общее или частное решение, то, обращая
преобразование (22), получаем решение исходного нелинейного ДУЧП.
Особая роль в теории ДУЧП первого порядка принадлежит контактным преоб-

разованиям — нелокальным преобразованиям вида

x′µ = fµ(x, u, u
1
), u′ = f(x, u, u

1
), u′xµ

= gµ(x, u, u
1
), (23)

которые сохраняют условия касания первого порядка, т.е.

du−
3∑

µ=0

uxµ
dxµ = 0 =⇒ du′ −

3∑
µ=0

u′xµ
dx′µ = 0.

Этот факт связан с тем, что всякие два скалярных ДУЧП первого порядка могут
быть переведены друг в друга подходящим контактным преобразованием [9].
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Доказательство теоремы 2. Из (8) следует, что величины ux0 , ux1 , ux2 , ux3

функционально зависимы, откуда заключаем, что

det
∥∥∥∥∂uxµ

∂xν

∥∥∥∥3
µ,ν=0

= det ‖uxµxν
‖3µ,ν=0 = 0.

Следовательно, ранг матрицы U = ‖uxµxν
‖3µ,ν=0 принимает одно из значений 1, 2,

3. Каждый из этих случаев необходимо рассмотреть отдельно.
Случай 1; rankU = 3. При таком условии существует ненулевой минор матрицы

U третьего порядка. Производя, если это необходимо, замены переменных x0 →
ixa, xa → ix0, либо xa → xb, xb → xa, 1 ≤ a ≤ 3, 1 ≤ b ≤ 3, при которых уравнение
(8) остается инвариантным, можем считать, что

det ‖uxaxb
‖3a,b=1 	= 0. (24)

Произведем в (8) следующее нелокальное преобразование:

y0 = x0, ya = uxa
, H(y) =

3∑
a=1

xauxa
− u,

Hy0 = −ux0 , Hya = xa, a = 1, 3.

(25)

Нетрудно проверить, что (25) — это контактное преобразование, которое яв-
ляется обобщением классического преобразования Эйлера для двух независимых
переменных [7, 8]. Кроме того, это преобразование является взаимно-однозначным
в силу (24).
В новых переменных yµ, H(y) уравнение (8) принимает вид

Hy0 = −
(
λ+

3∑
a=1

y2
a

)1/2

,

т.е. замена (25) приводит ДУЧП (8) при условии (25) к линейному уравнению,
общее решение которого задается следующей формулой:

H = −y0
(
λ+

3∑
a=1

y2
a

)1/2

−B(y1, y2, y3), (26)

где B ∈ C1(C3,C1) — произвольная функция. Подставляя (26) в (25), приходим к
такому выражению для u(x):

u(x) =
3∑
a=1

xaya −H = x0

(
λ+

3∑
a=1

y2
a

)1/2

+
3∑
a=1

xaya +B(y1, y2, y3), (27)

причем функции ya = ya(x) определяются неявными соотношениями

xa = Hya
= −x0ya

(
λ+

3∑
b=1

y2
b

)−1/2

−Bya
, a = 1, 3. (28)
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Обозначая в (28)

ya(x) = va(x), A0(v1, v2, v3) =

(
λ+

3∑
b=1

v2
b

)1/2

,

A0(v1, v2, v3) = −va, a = 1, 3,

получаем формулы (9).
Случай 2; rankU = 2. В этом случае, не умаляя общности, можно считать, что

det ‖uxaxb
‖2a,b=1 	= 0. (29)

и, кроме того, существует функция S ∈ C1(C4,C1) такая, что S(ux0 , ux1 , ux2 , ux3)
= 0 и выражения S(ux0 , ux1 , ux2 , ux3), uxµ

uxµ
− λ, рассматриваемые как функции

от переменных uxµ
, функционально-назависимы.

С учетом сказанного, уравнение (8) при условии (29) представляется в виде

ux0 =

(
λ+

3∑
a=1

u2
xa

)1/2

, S(ux0 , ux1 , ux2 , ux3) = 0

или

ux0 =

(
λ+

3∑
k=1

u2
xk

+W 2

)1/2

, ux3 = W (ux1 , ux2). (30)

Совершим в (30) следующее контактное преобразование:

x0 = y0, xk = Hyk
, x3 = y3, u =

2∑
k=1

ykHyk
−H,

ux0 = −Hy0 , uxk
= yk, ux3 = −Hy3 , k = 1, 2,

(31)

откуда

Hy0 = − (λ+ y2
1 + y2

2 +W 2(y1, y2)
)1/2

, Hy3 = −W (y1, y2).

Интегрируя эту систему ДУЧП, имеем

H = −y0
(
λ+ y2

1 + y2
2 +W 2

)1/2 − y3W −B(y1, y2), (32)

где B ∈ C1(C2,C1) — произвольная функция.
Подставляя полученный результат в формулы (31), получаем следующее выра-

жение для функции u(x):

u = x1y1 + x2y2 −H = x0

(
λ+ y2

1 + y2
2 +W 2

)1/2
+ x3W +B(y1, y2), (33)

причем функции y1(x), y2(x) определяются неявными соотношениями

xk = −x0(yk +WWyk
)
(
λ+ y2

1 + y2
2 +W 2

)−1/2 − x3Wyk
−Byk

, k = 1, 2.(34)

Обозначая в (33), (34)

yk(x) = vk(x), k = 1, 2, A0(v1, v2) =
(
λ+ v2

1 + v2
2 +W 2(v1, v2)

)1/2
,

Ak(v1, v2) = −vk, k = 1, 2, A3(v1, v2) = −W (v1, v2),

приходим к формулам (10).



Общие решения нелинейного волнового уравнения и уравнения эйконала 367

Случай 3; rankU = 1. В этом случае, не умаляя общности, можно считать, что
а) ux0x0 	= 0; б) ∃Wa = Wa(ux0 ∈ C1(C1,C1): uxa

= Wa(ux0), a = 1, 3.
С учетом этого факта уравнение эйконала (8) представляется в виде

ux0 =

(
λ+

3∑
a=1

W 2
a (ux0)

)1/2

, uxa
= Wa(ux0), a = 1, 3. (35)

Совершим в (35) следующее контактное преобразование

y0 = ux0 , ya = xa,

H = x0ux0 − u, Hy0 = x0, Hya
= −uxa

, a = 1, 3,
(36)

которое является взаимно-однозначным при условии ux0x0 	= 0. В новых перемен-
ных yµ, H(y) переопределенная система ДУЧП (35) принимает вид

Hya
= −Wa(y0), a = 1, 3,

3∑
a=1

W 2
a (y0) = y2

0 − λ,

откуда

H = −
3∑
a=1

Wa(y0)ya −B(y0), (37)

где B(y0) ∈ C1(C1,C1) — произвольная функция.
Подставив формулу (37) в (36), получим следующее выражение для функции

u = u(x):

u = x0y0 −H = x0

(
λ+

3∑
a=1

W 2
a (y0)

)1/2

+
3∑
a=1

Wa(y0)xa +B(y0), (38)

причем функция y0 = y0(x) определяется из соотношения

x0

3∑
a=1

Wa(y0)Ẇa(y0)

(
λ+

3∑
b=1

W 2
b (y0)

)−1/2

+
3∑
a=1

Ẇa(y0)xa + Ḃ(y0) = 0, (39)

и выполнено равенство y2
0 −

3∑
a=1

W 2
a (y0) = λ.

Вводя в (38), (39) обозначения

y0(x) = z(x), A0(z) =

(
λ+

3∑
a=1

W 2
a (z)

)1/2

, Aa(z) = −Wa(z), a = 1, 3,

приходим к формулам (11).
Кроме того, нам необходимо рассмотреть вырожденный случай, когда матрица

U = ‖uxµxν
‖3µ,ν=0 нулевая, т.е. uxµxν

= 0, µ, ν = 0, 3. Отсюда следует

u(x) = cµxµ + c4, (40)
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причем комплексные константы cµ, c4 удовлетворяют соотношению

cµcµ = λ. (41)

Легко видеть, что формулы (40), (41) получаются из (11), если положить Aµ = cµ,
B = c4.
Таким образом, общее решение нелинейного ДУЧП задается одной из формул

(9)–(11). Теорема доказана.
Доказанная теорема иллюстрирует основные этапы применения метода нело-

кальных преобразований, последовательная реализация которого позволила полу-
чить полное аналитическое описание множества гладких решений нелинейного
уравнения эйконала (8). Отметим, что это множество разбивается на три непере-
секающихся класса, каждый из которых характеризуется дискретным параметром
r = rankU . Причем это разбиение является пуанкаре-инвариантным, т.е. разли-
чные классы не переводятся друг в друга преобразованиями из группы Пуанкаре
P (1, 3).

Доказательство теоремы 3. Идея доказательства состоит в следующем: со-
вершив контактное преобразование вида (23), линеаризовать и проинтегрировать
второе уравнение системы (12), а затем подставить полученный результат в пер-
вое уравнение, записанное в новых переменных. Полученные системы ДУЧП с
меньшим количеством независимых переменных интегрируются в общем виде.
Множество решений системы (12) также разбивается на три непересекающихся

класса в зависимости от значения величины r = rank ‖uxµ
xν‖3µ,ν=0. Мы рассмо-

трим каждый из случаев r = 1, 2, 3 отдельно.
Случай 1; r = 3. Не умаляя общности, можно считать, что выполнено (24).

Совершим в (12) преобразование (25), для чего необходимо продолжить его до
производных второго порядка (см., например, [8]). После несложных, но довольно
громоздких, преобразований получаем

H11 =
∣∣∣∣ u22 u23

u23 u33

∣∣∣∣∆−1, H12 = −
∣∣∣∣ u12 u23

u13 u33

∣∣∣∣∆−1,

H31 = −
∣∣∣∣ u12 u22

u13 u23

∣∣∣∣∆−1, H22 =
∣∣∣∣ u11 u13

u13 u33

∣∣∣∣∆−1,

H23 = −
∣∣∣∣ u11 u12

u13 u23

∣∣∣∣∆−1, H33 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣∆−1,

H01 = −
∣∣∣∣∣∣
u01 u02 u03

u12 u22 u23

u13 u23 u33

∣∣∣∣∣∣∆−1, H02 = −
∣∣∣∣∣∣
u11 u12 u13

u01 u02 u03

u13 u23 u33

∣∣∣∣∣∣∆−1,

H03 = −
∣∣∣∣∣∣
u11 u12 u13

u12 u22 u23

u01 u02 u03

∣∣∣∣∣∣∆−1,

H00 = −det ‖uµν‖3µ,ν=0∆
−1, ∆ = det ‖uab‖3a,b=1.

(42)

В приведенных формулах использованы обозначения Hµν = Hyµyν
, uµν = uxµxν

,
µ, ν = 0, 3. Следует подчеркнуть, что при условии (24) замена переменных (25),
(42) является взаимно-однозначной.
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Совершая при необходимости замену переменных u→ u+ C, можно добиться,
чтобы в (12) C = 0.
Переходя в (12) к переменным yµ, H(y) согласно формулам (25), (42), имеем

det ‖Hyµyν
‖3µ,ν=0 +M2(H) + 3[T (H)]−1 det ‖Hyayb

‖3a,b=1 = 0,

Hy0 = −
(

1 +
3∑
a=1

y2
a

)1/2

,
(43)

где T (H) = yaHya
− H, символом M2(H) обозначена сумма главных миноров

матрицы ‖Hyµyν
‖3µ,ν=0 второго порядка.

Подставляя общее решение второго уравнения системы (43), задаваемое фор-
мулой (26) при λ = 1, в первое уравнение и умножая полученный результат на
[T (H)], замечаем, что полученное выражение переписывается в виде полинома
второй степени попеременной y0, т.е.

a1y
2
0 + a2y0 + a3 = 0, a1 = ∆3B + yaybByayb

+ 3T (B),
a2 = M2(B) + (∆3B)Byayb

yayb − yaybByayc
Bybyc

− 3[T (B)]2,
a3 = (1 + yaya) det ‖Byayb

‖3a,b=1 + [T (B)]3.
(44)

Здесь и далее под повторяющимися индексами, обозначенными буквами a, b, c,
подразумевается суммирование от 1 до 3; k, l, n — от 1 до 2.
Так как величины a1, a2, a3 не зависят от переменной y0, то из (44) немедленно

следует, что a1 = a2 = a3 = 0. Следовательно, система двух нелинейных ДУЧП
(12) при условии rank ‖uxµxν

‖ = 3 приведена к системе трех нелинейных ДУЧП с
тремя независимыми переменными

1) ∆3B + yaybByayb
= −3T (B);

2) M2(B) + yaybByayb
·∆3B − yaybByayc

Bybyc
= 3T 2(B);

3) det ‖Byayb
‖3a,b=1 = −T 3(B)(1 + yaya)−1.

(45)

Система (45) существенно упрощается, если сделать в ней замену переменных

za = ya(1 + ybyb)−1/2, p(z1, z2, z3) = (1 + yaya)−1/2B(y1, y2, y3). (46)

Совершив в (45) замену (46), после довольно громоздких преобразований будем
иметь

∆3p− zazbpzazb
= 0, M2(p)− (∆3p)zazbpzazb

+ zazbpzazc
pzbzc

= 0,
det ‖pzazb

‖3a,b=1 = 0,
(47)

где, как и ранее, ∆3p = pzaza
, M2(p) — сумма главных миноров второго порядка

матрицы P = ‖pzazb
‖3a,b=1.

Из третьего уравнения системы (47) следует, что матрица P является выро-
жденной. Поэтому ее ранг равен либо 1, либо 2. Рассмотрим отдельно каждый из
этих случаев.

Случай 1.1; rankP = 1. Из этого условия согласно теореме о неявной функции
следует существование таких функций R1, R2 ⊂ C2(C1,C1), для которых

pzk
= Rk(pz3), k = 1, 2. (48)
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Подставляя (48) во второе уравнение системы (47), видим, что оно удовлетворя-
ется тождественно при произвольных R1, R2. Первое же уравнение принимает
вид [

1 + ṘkṘk − (zkṘk + z3)2
]
pz3z3 = 0,

откуда либо

pz3z3 = 0, (49)

либо

1 + ṘkṘk − (zkṘk + z3)2 = 0, (50)

где Rk = dRk/dpz3 , k = 1, 2.
Пусть справедливо равенство (49), тогда, дифференцируя (48) по z3, имеем

pz3z1 = pz3z2 = 0.
Дифференцируя (48) по z1, z2, окончательно заключаем, что pzazb

= 0, a, b =
1, 3, откуда

p = caza + c0, cµ ∈ C
1. (51)

Пусть теперь pz3z3 	= 0, тогда выполнено равенство (50). Для того чтобы проин-
тегрировать систему нелинейных ДУЧП первого порядка (48), (50), совершим
контактное преобразование

tk = zk, t3 = pz3 , G(t1, t2, t3) = z3pz3 − p,
Gtk = −pzk

, Gt3 = z3, k = 1, 2.

В результате имеем

Gtk = −Rk(t3), k = 1, 2, 1 + ṘkṘk − (tkṘk +Gt3)
2 = 0. (52)

Интегрируя первые два уравнения системы (52), получаем

G = −Rk(t3)tk +Q(t3), (53)

где Q ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция. Подставляя (53) в третье уравнение
системы (52), получаем

1 + ṘkṘk − (tkṘk − Ṙktk + Q̇)2 = 1 + ṘkṘk − Q̇2 = 0. (54)

Следовательно, формула (53) при условии (54) задает общее решение системы
ДУЧП (52). Возвращаясь к исходным переменным za, p(z), имеем общее решение
системы (48), (50)

p = Rk(t3)zk + t3z3 −Q(t3), 1 + ṘkṘk − Q̇2 = 0, (55)

где t3 = t3(z) — гладкая функция, определяемая из соотношения

Ṙk(t3)zk + z3 − Q̇(t3) = 0. (56)

Для того чтобы формулы (55), (56) приобрели явно O(3)-инвариантный вид,
переопределим параметрическую функцию следующим образом: t3(z) = R̃3(τ(z))
и введем обозначения

R̃k(τ) = Rk(R̃3(τ)), k = 1, 2, Q̃(τ) = −Q(R̃3(τ)).
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С учетом этого формулы (55), (56) перепишутся в виде

p(z) = R̃a(τ)za + Q̃(τ), ˙̃Ra
˙̃Ra − ˙̃Q2 = 0, (57)

где τ = τ(z) — гладкая функция, определяемая из соотношения

˙̃Ra(τ)za + ˙̃Qa(τ) = 0. (58)

Таким образом, общее решение системы ДУЧП (47) задается одной из фор-
мул (51) либо ((57), (58)). Совершая в этих формулах замену переменных (45),
получаем общие решения системы нелинейных ДУЧП (44)

B(y1, y2, y3) = Caya + C0(1 + yaya)1/2, (59)

B(y1, y2, y3) = R̃a(τ)ya + Q̃(τ)(1 + yaya)1/2,
˙̃Ra

˙̃Ra − ˙̃Q2 = 0, (60)

где τ = τ(y) — гладкая функция, определяемая неявной формулой

˙̃Ra(τ)ya + ˙̃Q(τ)(1 + yaya)1/2 = 0. (61)

Очевидно, решение (59) содержится в классе (60), (61). Подставляя формулу (60)
в (26) при λ = 1, имеем

H(y) = −(1 + yaya)1/2(y0 + Q̃(τ))− yaR̃a(τ),
где функция τ = τ(y1, y2, y3) определяется соотношением (61).
Наконец, переписывая полученное выражение в исходных переменных x, u(x)

(см. формулы (25)), приходим к следующему классу решений системы ДУЧП (12)
при c = 0:

u(x) = xaya −H = (xa + R̃a(τ))ya + (1 + yaya)1/2(x0 + Q̃(τ)), (62)

где ya = ya(x) определяется из равенств

xa = Hya
= −R̃a(τ)− ya(1 + ybyb)−1/2(x0 + Q̃(τ)), a = 1, 3,

откуда

ya = −(xa + R̃a)
[
(x0 + Q̃)2 − (xb + R̃b)(xb + R̃b)

]1/2
.

Подставляя полученные соотношения в формулу (62), получаем

u(x) =
[
(x0 + Q̃(τ))2 − (xa + R̃a(τ))(xa + R̃a(τ))

]1/2
,

где τ = τ(x) функция, определяемая из уравнения

˙̃Ra(τ)ya + ˙̃Q(τ)(1 + yaya)1/2 ≡ (x0 + Q̃(τ)) ˙̃Q(τ)− (xa + R̃a(τ))
˙̃Ra(τ) = 0,

а Q̃, R̃a — произвольные гладкие функции, связанные равенством
˙̃Q2− ˙̃Ra

˙̃Ra = 0.
Вводя в полученных соотношениях обозначения A0 = Q̃, Aa = R̃a, получаем
формулы (13)–(15) при Bµ ≡ Aµ, µ = 0, 3.
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Случай 1.2; rankP = 2. В этом случае, не умаляя общности, можно полагать,
что

det
∥∥∥∥ Pz1z1 Pz1z2
Pz2z1 Pz2z2

∥∥∥∥ 	= 0.

Следовательно, существует такая функция R ∈ C3(C2,C1), для которой Pz3 =
R(pz1 , pz2). С учетом этого соотношения система ДУЧП (47) переписывается сле-
дующим образом:

pzkzk
+ (Rk − (zk + z3Rk))(Rn − (zn + z3Rn))pzkzn

= 0,
(1− zkzk − z2

3)(1 +RkRk) + (z3 − zkRk)2 = 0, pz3 = R(pz1 , pz2).
(63)

Здесь обозначено Rk = ∂R/∂pzk
, k = 1, 2. Совершим в (63) следующее контактное

преобразование:

tk = pzk
, t3 = z3, G(t1, t2, t3) = zkpzk

− p, Gtk = zk, k = 1, 2,
Gt3 = −pz3 , Gt1t1 = δ−1pz2z2 , Gt1t2 = −δ−1pz1z2 , Gt2t2 = δ−1pz1z1 ,

Gt3t3 = −δ−1 det ‖pzazb
‖3a,b=1, Gt1t3 = δ−1(pz1z2pz2z3 − pz2z2pz1z3),

Gt2t3 = δ−1(pz1z3pz2z1 − pz1z1pz2z3),
где δ = pz1z1pz2z3 − p2

z1z2 	= 0.
В новых переменных ta, G(t) система ДУЧП (63) принимает вид

1)
[
1 +R2

t2 − (Gt2 + t3Rt2)
2
]
Gt1t1 − 2[Rt1t2 − (Gt1 + t3Rt1)×

× (Gt2 + t3Rt2)Gt1t2 +
[
1 +R2

t1 − (Gt1 + t3Rt1)
2
]
Gt2t2 = 0;

2) (1− t23 −GtkGtk)(1 +RtkRtk) + (t3 −RtkGtk)2 = 0;
3) Gt3 = R(t1, t2).

(64)

Интегрируя последнее уравнение из (64), получаем

G = −t3R(t1, t2) + iQ(t1, t2), (65)

где Q ∈ C3(C2,C1) — произвольная функция.
Подставляя выражение (65) в первые два уравнения из (64) и расщепляя по-

лученные соотношения по переменной t3, приходим к системе двумерных ДУЧП
для определения функции R(t1, t2), Q(t1, t2):

1) (1 +QtkQtk)(1 +RtnRtn)− (RtkQtk)2 = 0,
2) (1 +QtkQtk +RtkRtk)∆2Q− (RtkRtn +QtkQtn)Qtktn = 0,
3) (1 +QtkQtk +RtkRtk)∆2R− (RtkRtn +QtkQtn)Rtktn = 0,

(66)

где ∆2 = ∂2
t1 + ∂2

t2 .
Подставляя общее решение системы (66) в формулы (65), (46), (26) (при λ = 1)

и переписывая полученный результат в явно P (1, 3)-инвариантном виде, приходим
к формулам (13)–(15) при C = 0 (опускаем соответствующие выкладки ввиду
ограниченности объема статьи).
Таким образом, произвольное решение системы ДУЧП (12) при условии rank

‖uxµxν
‖3µ,ν=0 = 3 принадлежит классу функций (13)–(15). Как установлено в [6]
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при исследовании совместности системы ДУЧП (1), (2), система (12) не имеет
решений в случае, когда rank ‖uxµxν

‖3µ,ν=0 < 3 Тем самым теорема 3 доказана.
Идея доказательства теорем 4–7 аналогична использованной выше. Именно:

вначале, используя контактное преобразование вида (23), линеаризуем и интегри-
руем уравнение эйконала (общее решение которого дается одной из формул (26),
(32), (37) при соответствующем выборе параметра λ), а затем, комбинируя локаль-
ные и нелокальные преобразования зависимых и независимых переменных, при-
водим системы ДУЧП для определения функций B(y1, y2, y3), ω(y1, y2), B(y1, y2),
ωa(y0), B(y0), которые получаются в результате подстановки формул (26), (32),
(37) в соответствующие нелинейные волновые уравнения, к интегрируемым ДУ-
ЧП.
Далее мы ограничимся тем, что приведем схемы доказательств теорем 4–7.
Согласно [6] система нелинейных ДУЧП (16) совместна только в том случае,

когда rank ‖uxµxν
‖ = 2. Поэтому применяем к этой системе контактное преобразо-

вание (31), продолжая его до производных второго порядка

H11 = u22δ
−1, H12 = −u12δ

−1, H22 = u11δ
−1,

H01 = −
∣∣∣∣ u01 u12

u02 u22

∣∣∣∣ δ−1, H23 = −
∣∣∣∣ u11 u13

u12 u23

∣∣∣∣ δ−1,

H13 = −
∣∣∣∣ u13 u12

u23 u22

∣∣∣∣ δ−1, H02 = −
∣∣∣∣ u11 u01

u12 u02

∣∣∣∣ δ−1,

H00 = −
∣∣∣∣∣∣
u00 u01 u02

u01 u11 u12

u02 u12 u22

∣∣∣∣∣∣ δ−1, H03 = −
∣∣∣∣∣∣
u01 u02 u03

u11 u12 u13

u12 u22 u23

∣∣∣∣∣∣ δ−1,

H33 =

∣∣∣∣∣∣
u11 u12 u13

u12 u22 u23

u13 u23 u33

∣∣∣∣∣∣ δ−1, δ =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣ 	= 0.

(67)

Здесь Hµν ≡ ∂2H/∂yµ∂yν , uµν ≡ ∂2u/∂xµ∂xν , µ, ν = 0, 3.
Общее решение уравнения эйконала, записанного в переменных y, H(y), имеет

вид (32) при λ = 1. Подставляя (32) в первое уравнение из (16) и расщепляя
его по переменным y0, y3, получаем систему нелинейных ДУЧП для определения
ω(y1, y2), B(y1, y2):

(∆2ω + ykynωykyn
)(1 + ωyk

ωyk
+ T 2(ω))− (T (ω)yk + ωyk

)×
× (T (ω)yn + ωyn

)ωykyn
= −2T (ω)(1 + ωyk

ωyk
+ T 2(ω)),

det ‖ωykyn
‖2k,n=1 = T 2(ω)(1 + ωyk

ωyk
+ T 2(ω))(1 + ykyk + ω2)−1,

(∆2B + ykynBykyn
)(1 + ωyk

ωyk
+ T 2(ω))− (T (ω)yk + ωyk

)×
× (T (ω)yn + ωyn

)Bykyn
= −2T (B)(1 + ωyk

ωyk
+ T 2(ω)),

det ‖Bykyn
‖2k,n=1 = T 2(B)(1 + ωyk

ωyk
+ T 2(ω))(1 + ykyk + ω2)−1,

(68)

(∆2B)(∆2ω)−Bykyn
ωykyn

= 2T (ω)T (B)(1 + ωyk
ωyk

+ T 2(ω))×
× (1 + ykyk + ω2)−1.

Здесь использованы обозначения T (f) = ykfyk
− f , ∆2f = fy1y1 + fy2y2 .
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Интегрируя уравнения (68) и возвращаясь к исходным переменным согласно
формулам (31), приходим к выражениям (17), (18).
Далее, согласно [6] система нелинейных ДУЧП (5), (6) при F (u) = (u+ C)−1

имеет решения, удовлетворяющие одному из двух условий:

a) rank ‖uxµxν
‖ = 2;

б) rank ‖uxµxν
‖ = 1.

(69)

В случае а) применяем к этой системе контактное преобразование (31), (67).
Общее решение уравнения эйконала, записанного в переменных y, H(y) имеет
вид (32) при λ = 1. Подставляя (32) в уравнение �u = (u − C)−1, записанное в
переменных y, H(y), и расщепляя его по переменным y0, y3, получаем систему
нелинейных ДУЧП для функций ω(y1, y2), B(y1, y2):

1 + ωyk
ωyk

+ T 2(ω) = 0, det ‖ωykyn
‖2k,n=1 = 0,

(1 + ykyk + ω2) det ‖Bykyn
‖2k,n=1 =

= T (B)[(T (ω)yk + ωyk
(T (ω)yn + ωyn

)Bykyn
],

(1 + ykyk + ω2)(∆2B∆2ω − ωykyn
Bykyn

) =
= T (ω)[(T (ω)yk + ωyk

)(T (ω)yn + ωyn
)Bykyn

].

(70)

Интегрируя эти уравнения и возвращаясь к исходным переменным согласно
формулам (31), получаем (19).
В случае б) к системе (5), (6) при F (u) = (u+ C)−1 следует применить конта-

ктное преобразование (36), продолжив его до производных второго порядка

H00 = u−1
00 , H0a = −u0au

−1
00 , Hab = (u0au0b − u00uab)u−1

00 , (71)

где Hµν ≡ ∂2H/∂yµ∂yν , uµν ≡ ∂2u/∂xµ∂xν , a, b = 1, 3, µ, ν = 0, 3.
Общее решение уравнения эйконала, записанного в переменных y,H(y), задае-

тся формулой (38) при λ = 1. Из требования, чтобы (38) удовлетворяло и первому
уравнению исследуемой системы, вытекают такие уравнения для функций ωa(y0),
B(y0):

ω̈a = (1− ω̇bω̇b)(y0ω̇a − ωa), a = 1, 3,

B̈ = (1− ω̇bω̇b)(y0Ḃ −B), ωaωa = y2
0 − 1.

Интегрируя эту систему обыкновенных дифференциальных уравнений и возвраща-
ясь к исходным переменным x, u(x), устанавливаем, что полученное выражение
является частным случаем формулы (19).
При F (u) = 0 система ДУЧП (5), (6) также имеет два непересекающихся

класса решений, удовлетворяющих одному из условий (69). В случае а) ее общее
решение задается формулой (32) при λ = 1, где ω(y1, y2), B(y1, y2) удовлетворяют
системе двумерных нелинейных ДУЧП

1 + ωyk
ωyk

+ (ykωyk
− ω)2 = 0,

[yk(ynωyn
− ω) + ωyk

][yl(ynωyn
− ω) + ωyl

]Bykyl
= 0.

Интегрируя уравнения (71), подставляя полученный результат в (32) при λ = 1 и
возвращаясь к исходным переменным согласно формулам (31), получаем выраже-
ние (20).
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В случае б) общее решение исследуемой системы ДУЧП задается формулой
(38) при λ = 1, где функции ωa(y0), B(y0) удовлетворяют соотношениям вида

ω̇aω̇a = 1, ωaωa = y2
0 − 1. (72)

Переписав (38) при λ = 1 в исходных переменных по формулам (36), после
несложных преобразований получаем выражение (20) при Bµ ≡ Ȧµ, R2 = Ṙ1.
Нам осталось рассмотреть систему ДУЧП (3). Общее решение этой системы в

зависимости от значения дискретного параметра r = rank ‖uxµxν
‖ задается:

а) формулой (26) при λ = 0, если r = 3 и функция B(y1, y2, y3), удовлетворяет
переопределенной системе нелинейных ДУЧП

Byayb
yayb = 0, Byayc

Bybyc
yayb = 0, a, b = 1, 3;

б) формулой (32) при λ = 0, если r = 2 и функции B(y1, y2), ω(y1, y2) удовле-
творяют системе уравнений

ωya
ya − ω = 0,

∆2ω[ω2 + ωyk
ωyk

ynyn − 2ωωyk
yk] + ykynωykyn

+
+ 2ωωyk

ωyn
ωykyn

− ωykyn
ωyk

ωyn
(ylyl) = 0,

∆2B[ω2 + ωyk
ωyk

ynyn − 2ωωyk
yk] +Bykyn

ykyn +
+ 2ωBykyn

ykωyn
−Bykyn

ωyk
ωyn

(ylyl) = 0, k, n, l = 1, 2.

в) формулой (37) при λ = 0, если r = 1 и функции B(y0), ωa(y0) удовлетворяют
системе уравнений

1− ω̇aω̇a = 0, y2
0 − ωaωa = 0.

Интегрируя записанные уравнения, подставляя полученные результаты в фор-
мулы (26), (32), (38) при λ = 0 и возвращаясь к исходным переменным x, u(x)
согласно формулам (25), (31), (36), приходим к выражениям (21а), (21б).

4. Явные решения системы ДУЧП (1), (2). В случае, когда u = u(x) — это
действительная функция от четырех действительных переменных xµ, система (1),
(2) с помощью замены переменных (4) приводится к виду

�u = F (u), uxµ
uxµ

= λ, (73)

где λ = −1, 0, 1. При этом согласно [6] система (73) совместна, если и только если

F (u) = Nλ(u+ C)−1, (74)

где N = 0, 1, 2, 3, C ∈ R
1.

Используя полученные выше результаты, построим многопараметрические
классы точных решений системы (73), (74) в классе действительно-значных фун-
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кций u(x):

1) F (u) = 3(u+ C)−1, λ = 1,
(u+ C)2 = (xµ + Cµ)(xµ + Cµ);

2) F (u) = 2(u+ C)−1, λ = 1,
(u+ C)2 = (x0 + C0)2 − (x1 + C1)2 − (x2 + C2)2;

3) F (u) = (u+ C)−1, λ = 1,
(u+ C)2 = (x0 + C0)2 − (x1 + C1)2;

4) F (u) = 0, λ = 1,
u = x0 + C0,

где Cµ ∈ R
1, µ = 0, 3.

Перечисленные выше решения получаются из формул (12)–(20), если считать
в них функции Aµ(τ), Bµ(τ), Rµ(τ) постоянными. Все они могут быть получены
с помощью симметрийной редукции пуанкаре-инвариантной системы ДУЧП (73),
(74) к обыкновенным дифференциальным уравнениям [10]. Ниже мы приведем
решения системы (73), (74) при λ = −1, которые в принципе не могут быть
получены в рамках классического подхода Ли.
Заметим, что уравнения (73) при λ = −1 получаются из (5), (6) с помощью

замены u→ iu. С учетом этого факта общее решение системы

�u = −3u−1, uxµ
uxµ

= −1 (75)

в классе комплекснозначных функций принимает вид

u2 = −(xµ +Aµ(τ))(xµ +Aµ(τ)),

(xµ +Aµ(τ))Bµ(τ) = 0, BµȦµ = BµBµ = 0.
(76)

Положим в (76) A0 = τ , A1 = C sin τ
C , A2 = C cos τ

C , A3 = 0, C ∈ R
1, Bµ = Aµ,

µ = 0, 3. При этом формулы (76) принимают вид

x0 + τ − x1 cos
τ

C
+ x2 sin

τ

C
= 0,

u2 =
(
x1 + C sin

τ

C

)2

+
(
x2 + C cos

τ

C

)2

+ x2
3 − (x0 + τ)2.

После несложных алгебраических преобразований находим явный вид функции

τ(x, u) = ±
{
±2C

(
u2 − x2

3

)1/2
+ xaxa − u2 − C2

}1/2

,

откуда заключаем, что функция u(x) определяется формулой

x1 cos
τ

C
− x2 sin

τ

C
= x0 + τ.

Подобным же образом получается еще один класс точных решений системы (75)

x0 sh
τ

C
− x1 ch

τ

C
= C ±

√
u2 − x2

3,

τ = −x2 ±
{
x2

0 − x2
1 +
(
C ±

√
u2 − x2

3

)2
}1/2

;
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5) F (u) = −2u−1, λ = −1,

C ± u = x0 sh
τ

C
− x1 ch

τ

C
,

τ = −x2 ±
√
x2

0 − x2
1 + (C ± u)2;

C ± u = x1 sin
τ

C
+ x2 cos

τ

C
,

τ = −x0 ±
√
x2

1 + x2
2 − (−C ± u)2;

x0 sh τ − x3 chτ =
1√
2

(
±u±

√
−u2 − xµxµ

)
,

τ = ± arcsin

√−u2 − xµxµ − u√
2(x2

1 + x2
2)

− arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

.

В приведенных формулах C ∈ R
1, C 	= 0.

5. Заключение. В случае, когда количество независимых переменных в системе
(1), (2) равно трем, ее общее решение построено Коллинзом [11]. Однако исполь-
зованный им геометрический метод, как отмечал сам автор, не обобщается на
случай четырех независимых переменных. Полученные им решения содержатся в
приведенных выше классах решений системы (1), (2) при A3 = B3 = R3 = 0.
В 1914 г. Гарри Бейтмен в [12] построил следующий класс точных решений

четырехмерной системы (3): u(x) = Cµ(τ)xµ + C(τ), где τ = τ(x) — функция,
определяемая формулой Ċµ(τ)xµ + Ċ(τ) = 0, а Cµ(τ), C(τ) — произвольные глад-
кие функции, связанные соотношениями CµCµ = 0, ĊµĊµ = 0 Эти формулы,
очевидно, получаются из (21а), если положить ∂Cµ/∂τ2 = 0, µ = 0, 3.
Общее решение трехмерной системы (3) при u = u(x0, x1, x2) в 1932–1933 гг.

построили В.И. Смирнов и С.Л. Соболев [13–15]:

A0(u)x0 −A1(u)x1 −A2(u)x2 +B(u) = 0,

где A0, A1, A2, B — произвольные гладкие функции, связанные соотношением
A2

0(u)−A2
1(u)−A2

2(u) = 0
Эти формулы, очевидно, получаются из (21 б) при Bµ = 0, µ = 0, 3, A3 = 0.

В 1944 г. Н. П. Еругин [16] обобщил формулу Смирнова–Соболева на четырехмер-
ный случай.
Из приведенных результатов вытекает такой общий качественный вывод. Все

решения линейных и нелинейных скалярных пуанкаре-инвариантных волновых
уравнений следует характеризовать рангом матрицы ‖uxµxν

‖ и значениями пара-
метра λ, входящего в уравнение эйконала (8). Параметр λ может принимать одно
из трех значений: −1, 0, 1. Важно подчеркнуть, что эти числа дают пуанкаре-
инвариантную характеристику множества решений волновых уравнений.
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Общие решения нелинейного волнового
уравнения и эйконала
В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ, И.В. РЕВЕНКО

The necessary and sufficient compatibility conditions are established for the system of
differential equations consisting of the nonlinear wave and eikonal equations in the four-
dimensional pseudo-Euclidian space. A general solution of this system is constructed.

Проблема редукции (понижения размерности) нелинейного волнового уравне-
ния

�v = H(v), (1)

где � = ∂2/∂x2
0 −∆3, v = v(x0, x1, x2, x3), H — произвольная гладкая функция от

v, с помощью анзаца [1]

v = ϕ(u) (2)

сводится к системе двух дифференциальных уравнений в частных производных на
одну неизвестную функцию u = u(x0, x1, x2, x3)

�u = F1(u),
∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= F2(u). (3)

Здесь и в дальнейшем по повторяющимся индексам предполагается суммирова-
ние в четырехмерном псевдоевклидовом пространстве R(1, 3) с метрикой gµν =
(1,−1,−1,−1).
Ниже построены общие решения системы (3), (4). Вывод основных формул

весьма громоздкий, поэтому читателя, интересующегося деталями доказательств,
мы отсылаем к работе [2].
Поскольку система дифференциальных уравнений (3), (4) является переопреде-

ленной, нужно исследовать необходимые и достаточные условия се совместности
(отметим, что необходимые условия были установлены в [3, 4]).

Теорема 1. Пусть в (3), (4) u = u(x) ∈ C3(C4,C1), F1(u), F2(u) ⊂ C1(C1,C1).
Тогда система дифференциальных уравнений в частных производных (3), (4)
совместна, если и только если

1) F1(u) = F2(u) = 0 (4)

или

2) F1(u) = N(ḟf)−1 − f̈(ḟ)−3, F2(u) = (ḟ)−2, (5)

где f = f(u) ∈ C2(C1,C1) — произвольная функция, удовлетворяющая условию
ḟ(u) 	≡ 0; N — дискретный параметр, принимающий значения 0, 1, 2, 3; ḟ =
df/du.

Доклады АН УССР, 1991, № 10, 29–31.
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Следствие. Система уравнений

�u = 0, uxµ
uxµ = F2(u)

совместна, если и только если функция F2(u) задается одним из выражений

a) F2(u) = C1 exp(C2u),

б) F2(u) = (C1u+ C2)2N/(1−N), N = 0, 2, 3; где C1, C2 ⊂ C
1.

Для доказательства этого утверждения следует проинтегрировать обыкновен-
ное дифференциальное уравнение F1(u) = N(ḟf)−1 − f̈(ḟ)−3 = 0 и подставить
результат в соотношение F2(u) = (ḟ)−2.

Теорема 2. Общее решение системы дифференциальных уравнений (3), (4) при
F1 = F2 = 0 задается одной из формул

1) G(Aµ(u)xµ, Bµ(u)xµ, u) = 0,
2) u(x) = Cµ(τ1τ2)xµ + C(τ1, τ2).

(6)

Здесь G ∈ C1(C3,C1) — произвольная функция, Aµ(u), Bµ(u) — произвольные
комплекснозначные функции, удовлетворяющие соотношениям

AµA
µ = 0, AµB

µ = 0, BµB
µ = 0, (7)

τa = τa(x) — комплекснозначные функции, определяемые неявными формулами
∂Cµ

∂τa
xµ + ∂C

∂τa
= 0, a = 1, 2; Cµ(τ1, τ2), C(τ1, τ2) — произвольные комплекснозна-

чные функции, удовлетворяющие соотношениям

CµC
µ = 0,

∂Cµ
∂τa

∂Cµ
∂τb

= 0, a, b = 1, 2.

Замечание 1. Общее решение системы (3), (4) при F1 = F2 = 0 в случае, когда
u = u(x0, x1, x2), дается формулой Смирнова–Соболева [5]

A0(u)x0 −A1(u)x1 −A2(u)x2 +A(u) = 0, A2
0 −A2

1 −A2
3 = 0. (8)

Очевидно, что формулы (9) получаются из (7), (8) при Bµ = 0, A3 = 0.

Замечание 2. Бейтмен в работе [6] получил класс точных решений, уравнений
(3), (4) при F1 = F2 = 0 вида u(x) = Cµ(τ)xµ + C(τ), где τ = τ(x) — фун-
кция, определяемая неявным соотношением Ċµ(τ)xµ + Ċ(τ) = 0, а Cµ(τ), C(τ) —
произвольные функции, удовлетворяющие равенствам CµCµ = 0, ĊµĊµ = 0.
Нетрудно показать, что эти решения также содержатся классе (7).

Теорема 3. Общее решение системы дифференциальных уравнений (3), (4) в
случае, когда F1, F2 имеют вид (6), задается одной формул
1) N = 0

f(u(x)) = Aµ(τ)xµ +R1(τ),

где τ = τ(x) определяется неявным соотношением Bµ(τ)xµ+R2(τ) = 0, а Aµ(τ),
Bµ(τ), R1(τ), R2(τ) — произвольные комплекснозначные функции, удовлетво-
ряющие условиям: AµAµ = 1, AµBµ = 0, ȦµBµ = 0, BµBµ = 0;
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2) N = 1

f2(u(x)) = (aµxµ +R1)2 − (dµxµ +R2)2,

где Ra = Ra(bµxµ + icµx
µ) ∈ C2(C1,C1) — произвольные функции, aµ, bµ, cµ,

dµ — произвольные константы, удовлетворяющие соотношениям

−aµaµ = bµb
µ = cµc

µ = dµd
µ = −1,

aµb
µ = aµc

µ = aµd
µ = bµc

µ = bµd
µ = cµd

µ = 0;

3) N = 2

a) f2(u(x))− (xµ +Aµ(τ))(xµ +Aµ(τ)) = [Bµ(τ)(xµ +Aµ(τ))]2,

где τ = τ(x) определяется неявной формулой (xµ + Aµ(τ))Ḃµ(τ) = 0; Aµ(τ),
Bµ(τ) — произвольные комплекснозначные функции, удовлетворяющие услови-
ям BµB

µ = −1, ḂµḂµ = 0, Ȧµ = R(τ)Ḃµ при произвольной функции R(τ) ∈
C1(C1,C1);

б) f2(u(x))− (xµ + θµ)(xµ + θµ) = [Bµ(τ)(xµ + θµ)]2,

где τ = τ(x) определяется неявной формулой (xµ + θµ)Ḃµ(τ) = 0; θµ — прои-
звольные комплексные константы, Bµ(τ) — произвольные комплекснозначные
функции, удовлетворяющие BµBµ = −1, ḂµḂµ = 0;

с) f2(u(x))− (xµ +Aµ(τ))(xµ +Aµ(τ)) = [dµ(xµ +Aµ(τ))]2,

где τ = τ(x) определяется неявной формулой

(xµ +Aµ(τ))Ȧµ(τ) + (xµ +Aµ(τ))dµdνȦν(τ) = 0;

Aµ(τ) — произвольные комплекснозначные функции, удовлетворяющие соотно-
шению ȦµȦ

µ + (dµȦµ)2 = 0;
4) N = 3

f2(u(x)) = (xµ +Aµ(τ))(xµ +Aµ(τ)),

где τ = τ(x) определяется неявной формулой (xµ + Aµ(τ))Bµ(τ) = 0; Aµ(τ),
Bµ(τ) — произвольные комплекснозначные функции, удовлетворяющие соотно-
шениям ȦµB

µ = 0, BµBµ = 0.
Отметим, что в трехмерном случае x ∈ R(1, 2) общее решение системы (3), (4)

было построено Коллинзом [7]. Однако используемый геометрический метод, как
отмечал сам автор, не обобщается на случай четырех независимых переменных.
Полученные им решения ее держатся в приведенных выше классах решений при
N = 0, 1, 2.
Таким образом, теоремы 1–3 дают полное решение задачи исследования совме-

стности и построения общего решения системы нелинейных волновых уравнений
(3), (4).
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On the reduction of the nonlinear
multi-dimensional wave equations
and compatibility of the d’Alembert–
Hamilton system
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV, I.A. YEGORCHENKO

The necessary conditions of the compatibility of the d’Alembert–Hamilton system in
Minkowsky space R(1, n) are established. The problem of reduction of P (1, n)-invariant
wave equations to ordinary differential equations is discussed.

1. Since Euler the method of reduction of partial differential equations (PDE) to
ordinary differential equations (ODE) is one of the most effective ways to construct
the exact solutions of PDE.
The papers [1–5] contain the symmetry reduction to ODE of the d’Alembert equati-

on

�u = G(u), � ≡ ∂2
x0
− ∂2

x1
− · · · − ∂2

xn
(1)

(where G(u) is an arbitrary smooth function). So the many-dimensional PDE [1] with
the ansatz

u = ϕ(ω), (2)

where ϕ ∈ C2(R1,R1); ω = ω(x) ∈ C2(Rn+1,R1), the new variable, is reduced to the
ODE of the form

ωµωµϕ̈(ω) + (�ω)ϕ̇(ω) = G(ϕ), (3)

where ωµ ≡ ∂ω/∂xµ, µ = 0, . . . , n. Hereafter summation over repeated indices is
understood in the Minkowsky space R(1, n) with the metric gµν = diag(1,−1, . . . ,−1).
In [3–5] using the symmetry properties of Eq. (1) and the subgroup structure of

the P (1, n) group the new variables ω = ω(x) for Eq. (3) had been constructed.
Equation (3) depends on ω and does not depend on “old” variables x. ω(x) are

invariants of the corresponding subgroups of the Poincaré group P (1, n).
In the present paper we suggest the approach to the problem of reduction of PDE

to ODE more general than one based on the employment of the symmetry properties
of PDE [1–5].

Definition. We say that the ansatz (2) reduces PDE (1) to ODE (3) when the new
variable ω = ω(x) satisfies both

�ω = F1(ω), ωµωµ = F2(ω), (4)

where F1(ω), F2(ω) are arbitrary smooth functions. Further we call Eqs. (4) the
d’Alembert–Hamilton system.

J. Math. Anal. and Appl., 1991, 161, № 2, 352–360.
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Evidently for every ω(x) satisfying the system (4) ODE (1) depends on ω only.
Thus the problem of finding of the ansatze (2) reducing PDE (1) to ODE leads to the
construction of solutions of the d’Alembert–Hamilton system (4).
Before solving the system (4) it is necessary to clear the matter of its compatibility,

i.e., to describe all functions F1, F2 for the system (4) to possess nontrivial solutions.
In the three-dimensional case (n = 2) the compatibility of the system (4) was

investigated by Collins [6] with the geometry methods. The compatibility of the
d’Alembert–Hamilton system in the four-dimensional space R(1, 3) was investigated
in detail in [7]. We had generalized the results of [7] for the case of (1+n)-dimensional
system of PDE (4) using the classical Hamilton–Cayley theorem.

2. The system (4) with the change of dependent variable z = z(ω) transforms to
the following system of PDE

�ω = F (ω), ωµωµ = λ, λ = const, (5)

Eq. (3) having the form

λϕ̈+ F (ω)ϕ̇ = G(ϕ). (6)

Before formulating the main result we adduce some preliminary statements.

Lemma 1. The solutions of the system (5) satisfy the equalities

ωµν1ων1µ = −λḞ (ω), ωµν1ων1ν2ων2µ =
1
2!
λ2F̈ (ω), . . . ,

ωµν1ων1ν2 . . . ωνNµ =
(−λ)N

N !
F (N)(ω), N ≥ 1,

(7)

where ωµν ≡ ∂2ω/∂xµ∂xν , µ, ν = 0, . . . , n.
Proof. We prove the lemma with the method of mathematical induction by N .
Having differentiated twice the second equation of the system (5) with respect to

xα, xβ we obtain the relation

ωµαβωµ + ωµαωµβ = 0. (8)

Convoluting (8) with the metric tensor gαβ we come to the equality

ωµαωµα + ωµ�ωµ = 0.

Since �ωµ = (∂/∂xµ)F (ω) = ωµḞ (ω), on the solutions of the system (5) the last
expression can be rewritten in the form

ωµαωµα + λḞ (ω) = 0.

Thus the basic statement of induction is proved.
Let us suppose that the lemma holds for N = k. We prove that whence its

statement follows for N = k + 1.
Convoluting (8) with the tensor

ωαν2ων2ν3 · · ·ωνkβ

we get the equality

ωµαωαν2 · · ·ωνkβωβµ + ωµωαβµωαν2 · · ·ωνkβ = 0. (9)
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Since

ωµωαβµωαν2 . . . ωνkβ =
1

k + 1
ωµ(ωβαωαν2 · · ·ωνkβ)µ =

=
1

k + 1
ωµ

(
(−λ)k

k!
F (k)(ω)

)
µ

= − (−λ)k+1

(k + 1)!
F (k+1)(ω)

(we used the assumption of induction) then it follows from (9) that

ωµν1ων1ν2 · · ·ωνk+1µ =
(−λ)k+1

(k + 1)!
F (k+1)(ω)

The Lemma is proved.

Lemma 2. On the solutions of the system (5) the equality

det ‖ωµν‖ = 0 (10)

holds.
The proof follows from the fact that (10) is the criterium of functional dependence

of ω0, . . . , ωn.

Theorem 1. For the system (5) to be compatible it is necessary that

F (ω) = λḟ(ω)f−1(ω), (11)

f satisfying the condition

f (n+1)(ω) ≡ dn+1f(ω)
dωn+1

= 0. (12)

Proof. Let us first consider the case λ 	= 0. For an arbitrary (n+ 1)× (n+ 1)-matrix
W = ‖wµν‖ by virtue of the Hamilton–Cayley theorem the equality

n−1∑
k=0

(−1)k
∑

Mk tr (Wn−k) + (−1)nndetW = 0 (13)

is true.
∑
Mk in (13) is the sum of basic minors of the order k of the matrix W ,

which is calculated with the recurrent formula∑
Mk =

[
k−1∑
l=0

(−1)l
∑

Ml tr (W k−l)

]
(−1)k−lk−1, k ≥ 1;∑

M0 = 1.

(14)

We take the matrix elements of W as

wµν =
n∑
α=0

gανωµα,

then from Lemmas 1, 2

tr (W k) =
(−λ)k−1

(k − 1)!
F (k−1)(ω), detW = 0. (15)
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The substitution of formula (15) into (14) gives the ODE for determination of the
function F = F (ω). Let us show that this ODE reduces using the nonlocal change of
variable (11) to the form (12).
Let

YN =
N∑
k=0

(−1)k
∑

Mk tr (WN−k+1)

then
∑
Mk = ((−1)k−1/k)Yk−1; whence

YN =
N∑
k=0

(−1)N−k+1

k(N − k)! λ
N+1−k

(
ḟ

f

)(N−k)
Yk−1.

Using the method of mathematical induction we prove that

YN =
(−1)N+1

N !
λN+1 f

(N+1)

f
. (16)

For N = 1, 2, 3 this equality follows from the results of [7]. Let us assume that (16)
holds for every m ∈ N, m ≤ N − 1. We show that whence it follows that (16) is true
for m = N .
Indeed

YN =
N∑
k=0

(−1)k+1

k(k − 1)!
λk
f (k)

f

(−1)N−k

(N − k)! λ
N+1−k

(
ḟ

f

)(N−k)
=

=
(−1)N+1λN+1

N !

N∑
k=0

CkN
f (k)

f

(
ḟ

f

)(N−k)
=

(−1)N+1λN+1

N !
f (N+1)

f
,

the same as what was to be proved.
From the equality (10) Yn = (−1)n+1ndetW = 0 whence by virtue of (15), (16)

we obtain

f (n+1) = 0.

Let us consider now the case λ = 0. Using Lemmas 1, 2 we have

tr (W k) = 0, k = 2, n; detW = 0.

Taking into account these equalities we can rewrite the Hamilton–Cayley identity
in the form

Yn = 0,

where Yn = (−1)n+1(F/n!). Whence we conclude that F = 0. The theorem is proved.
Consequence. The system �u = F (u), uµuµ = 0 is compatible iff F (u) = 0.
Proof. The necessity of the above statement follows from the Theorem 1. The suffi-
ciency is proved by the fact that the function u(x) = x0 + x1 satisfies both the
d’Alembert (�u = 0) and the Hamilton (uµuµ = 0) equations.
Let us note that this consequence was proved in [9] by another technique.
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Theorem 2. The system of PDE (5) is invariant with respect to the conformul group
of transformations of the Minkowskv space R(1, n) iff [7, 8]

F (ω) = λn(ω + C)−1, c = const, λ > 0. (17)

The proof is carried out by S. Lie’s method.
Let us note that the formula (17) is obtained from (11) when f = (ω + c)n. So

Theorem 2 demonstrates the deep connection between the symmetry of overdetermi-
ned system of PDE (5) and its compatibility.

Note. It is well known that PDE (1) is invariant under the conformal group C(1, n) iff
G(u) = cu(n+3)/(n−1) (see, e.g., [3, 10, 11]). Thus the additional condition uµuµ = λ
picks out the subset of solutions of Eq. (1) which admits a wider symmetry group
than the set of its solutions in a whole. In other words the nonlinear d’Alembert
equation is conditionally invariant under the conformal group if G(u) = λn(u + c)−1

(the notion of conditional invariance of PDE was introduced in [12–14]; see also [15,
16]).

The sufficient conditions of the compatibility of the d’Alembert–Hamilton sys-
tem (5) are

F (ω) = |λ|N(ω + c)−1, (18)

where c = const, N = 1− n, 2− n, . . . , 0, 1, . . . , n.
As shown by Collins [6] the above conditions are the necessary and sufficient

ones for the system (5) to be compatible if n = 1, 2. In the Appendix we list exact
solutions of the d’Alembert Hamilton system under (18) for n = 3 obtained in [3, 5,
7–9, 17]. Let us emphasize that solutions numbered (5)–(7), (9) are not invariants
of the Poincaré group P (1, n). Nevertheless they satisfy the d’Alembert–Hamilton
system and, consequently, can be used to reduce Eq. (1) to ODE via ansatz (2).
In conclusion we briefly consider the reduction of the arbitrary Poincaré-invariant

wave equation to ODE. As it was established in [18] every P (1, n)-invariant PDE for
the scalar function u = u(x) can be represented in the form where H(R1, . . . , Rn;
S1, . . . , Sn, u) = 0

Rj = uµ1uµ1µ2 · · ·uµj−1µj
uµj

, Sj = uµ1µ2uµ2µ3 · · ·uµjµ1 ,

and H is some continuous function.
It turns out that ansatz (2), where ω = ω(x) satisfies system (5), reduces every

PDE of the form (19) to ODE.
Using Lemma 2 we obtain

Sj(ϕ(ω)) = λjϕ̈j + ϕ̇jSj(ω) = λjϕ̈j + ϕ̇j
(−λ)j−1

(j − 1)!
F (j−1)(ω),

Rj(ϕ(ω)) = ϕ̇2ϕ̈j−1λj , j = 1, n.

Substituting these formulae to (19) we get

H(R1, . . . , Rn, S1, . . . , Snu)|u=ϕ(ω) = H̃(ω, ϕ, ϕ̇, ϕ̈).

Thus knowing the exact solutions of the d’Alembert–Hamilton system we can
construct using ansatz (2) the exact solutions of the arbitrary Poincaré-invariant
equation (19).
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Appendix

Exact solutions of the d’AIembert–Hamilton system (5)
in 1 + 3-dimensional Minkowsky space

N ∗ F (ω) ω = ω(x)

1 1 0 x0

2 1 ω−1
(
x2

0 − x2
1

)1/2

3 1 2ω−1
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2

4 1 3ω−1
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)1/2

5 −1 0 x1 cos(h1) + x2 sin(h2) + h2

6 −1 0 x0 − x1 cos(g1) − x2 sin(g1) − g2 = 0

7 −1 −ω−1
[
(x1 + h1)

2 + (x2 + h2)
2
]1/2

8 −1 −2ω−1
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2

9 0 0 h1

Note. Here h1, h2 are arbitrary smooth functions on x0 + x3 and g1, g2 are arbitrary smooth
functions on ω + x3.
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Нелиевские интегралы движения
для частиц произвольного спина
и для систем взаимодействующих частиц
А.Г. НИКИТИН, В.И. ФУЩИЧ

Найдены новые интегралы движения уравнений Кеммера–Дэффина–Петье, Штю-
кельберга, Рариты–Швингера, Дирака–Фирца–Паули, Боба, описывающих мини-
мальное и аномальное взаимодействие частиц спина s ≤ 2 с полем точечного за-
ряда, а также для ряда релятивистских и квазирелятивистских двух- и трехчасти-
чных уравнений. Эти интегралы принадлежат классу дифференциальных операторов
порядка 2s с матричными коэффициентами и имеют дискретный спектр.

New integrals of motion are found for the Kemmer–Duffin–Petiau equation, the
Stukelberg one, the Rarita–Schwinger equation, the Dirac–Fierz–Pauli one and the
Bhabna equation which describe minimal and anomal interaction of particles of spin
s ≤ 2 with the Coulomb field, and for a number of relativistic and quasirelativistiс
two- and three-particle equations. These motion integrals belong to a class of 2s-order
differential operators with matrix coefficients and have a discrete spectrum.

Хорошо известно, что для многих уравнений квантовой теории, описывающих
движение заряженной частицы в различных внешних полях, существуют интегра-
лы движения, которые не связаны непосредственно с геометрической симметрией
описываемой системы. В случае нерелятивистской бесспиновой частицы в поле Ку-
лона это вектор Рунге–Ленца, а для релятивистского электрона в поле Кулона —
интегралы Дирака [1] и Джонсона–Липпмана [2].
Упомянутые интегралы движения позволяют объяснить вырождение спектра

энергий соответствующих физических объектов, а интеграл Дирака существен-
но упрощает решение уравнения движения методом разделения переменных, обу-
словливая расцепление уравнений для радиальных функции на незацепляющиеся
подсистемы.
Целью настоящей работы является описание дополнительных интегралов дви-

жения для заряженной частицы со спином s ≤ 2 в поле Кулона, а также для систем
взаимодействующих частиц. Оказывается, такие интегралы движения существу-
ют для всех релятивистских волновых уравнений, инвариантных относительно
пространственной инверсии, и для широкого класса двухчастичных уравнений со
сферически-симметричным потенциалом.
Ниже получены новые интегралы движения для уравнений Кеммера–Дэффина,

Штюкельберга. Рариты–Швингера, Дирака–Фирца–Паули и Баба, описывающих
взаимодействие частиц спина s ≤ 2 с полем точечного заряда, и указан алгоритм
построения таких интегралов для частиц произвольного спина. Эти интегралы
являются дифференциальными операторами порядка 2s с матричными коэффи-
циентами и могут рассматриваться как обобщение интеграла Дирака на случай
произвольных s.

Теор. и матем. физика, 1991, 88, № 3, 406–415.
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В работе найдены новые интегралы движения для целого класса двухчасти-
чных уравнений — Брейта [3], Барута–Коми [4], Кроликовского [5], обобщенного
уравнения Брейта для связанных кварковых состояний [6, 7]и других. Дополни-
тельный интеграл движения получен также для трехчастичного уравнения Кроли-
ковского [8].
Следует подчеркнуть, что дополнительные интегралы движения в принципе не

могут быть найдены в рамках классического лцевского группового анализа диф-
ференциальных уравнений (современное изложение основных положений и при-
ложений такого анализа см. в [9–11]). Мы исходим из обобщенного нелиевского
подхода, предложенного и развитого в [12–14].

1. Интеграл Дирака для электрона
Как было впервые замечено Дираком [1], гамильтониан частицы со спином 1

2 и
зарядом e в поле точечного заряда qe

H = γ0γapa + γ0m+ V, pa = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, 3, (1.1)

где γ0, γa — матрицы Дирака, V = qe2/x, x =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, коммутирует с

оператором следующего вида:

Q = γ0

(
2SaJa − 1

2

)
≡ γ0

(
2S · J − 1

2

)
, (1.2)

где

Ja = εabcxbpc + Sa, (1.3)

Sa = i
4εabcγbγc — матрицы спина.

Иными словами, помимо трех очевидных интегралов движения — компонент
вектора углового момента Ja — для уравнения Дирака с кулоновским потенциа-
лом существует дополнительный интеграл движения (1.2), который представляет
собой дифференциальный оператор с матричными коэффициентами. Такие опера-
торы не являются генераторами группы Ли, поэтому интеграл Дирака в принципе
не мог быть найден в рамках классического группового анализа дифференциаль-
ных уравнений.
Используя тождество

2S · J = J2 −L2 + S2, L = x× p, (1.4)

нетрудно показать, что в пространстве квадратично интегрируемых функций спектр
оператора (1.2) дискретен и задается формулой [1]

Qψ = ε(j + 1/2)ψ, ε = ±l, j = 1/2, 3/2, . . . . (1.5)

Прямым вычислением проверяются следующие полезные соотношения:

Q2 = J2 + 1/4, [Q,S · p]+ ≡ QS · p + S · pQ = 0, [Q,S · x]+ = 0. (1.6)

Используя (1.6), нетрудно заметить, что оператор (1.2) является интегралом
движения не только для частицы, минимально взаимодействующей с полем Куло-
на, но и для более сложных взаимодействий. В частности, справедливо следующее
утверждение, которое мы приводим без доказательства.
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Утверждение 1. Общий вид сферически-симметричного потенциала V = V (x),
при котором гамильтониан (1.1) коммутирует с оператором: (1.2), определяе-
тся соотношением

V = V1 + V2γ0 + V3γaxa + V4γ0γaxa, (1.7)

где V1, . . . , V4 — произвольные функции от x.
В случае V1 = qe2/x, V3 = kqe2/x3, V2 = V4 = 0 соотношение (1.7) задает

потенциал аномального взаимодействия Паули с полем точечного заряда, а при
V1 = V2, V3 = V4 = 0 — общий вид потенциала взаимодействия, обеспечиваю-
щего конфайпмент в кварковых моделях, использующих одночастичное уравнение
Дирака [15] (мы не конкретизируем явный вид V3 и V4, который для наших це-
лей несуществен). Можно показать, что условие симметрии гамильтониана (1.1)
с произвольным потенциалом V относительно группы трехмерных вращений O(3)
и относительно преобразования пространственной инверсии

ψ(x0,x)→ Pψ(x0,x) = rψ(x0,−x), (1.8)

где r = γ0, также сводится к требованию, чтобы V имел форму (1.7). Иными
словами, требование P -инвариантности гамильтониана (1.1) с произвольным O(3)-
инвариантным потенциалом V является необходимым и достаточным условием
существования интеграла Дирака для этого гамильтониана. Мы увидим ниже,
что симметрия относительно преобразования пространственной инверсии влечет
существование дополнительных интегралов движения и для других одно- и дву-
хчастичных уравнений движения.
Итак, интеграл Дирака является оператором симметрии (т.е. оператором, пере-

водящим решения в решения, более строгое определение см. в [16]) для целого
класса уравнений вида

Lψ = 0, L = i
∂

∂x0
−H, (1.9)

где H — гамильтониан, задаваемый формулами (1.1), (1.7). Действительно, в силу
изложенного выше выполняется соотношение коммутации [14, 16]

[Q,L]ψ = 0, (1.10)

где ψ — произвольное решение уравнения (1.9).

2. Интегралы движения для векторных частиц
Покажем, что для векторных частиц, взаимодействующих с полем точечного

заряда, также существуют дополнительные интегралы движения, и найдем их в
явном виде.
Рассмотрим уравнение Кеммера–Дэффина–Петье (КДП) с аномальным взаи-

модействием для частицы спина 1 в поле Кулона

[βµπµ −m− ekSµνFµν ]ψ ≡ Lψ = 0. (2.1)

Здесь µ, ν = 0, 1, 2, 3.

πµ = i
∂

∂xµ
− eAµ, A0 =

qe

x
, Aa = 0, Sµν = i[βµ, βν ], (2.2)
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Fµν — тензор электромагнитного поля

Fµν = i[πµ, πν ], F0a =
qexa
x3

, Fab = 0, a, b 	= 0, (2.3)

βµ — десятирядные матрицы, удовлетворяющие алгебре КДП,

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gνλβµ, (2.4)

k — константа аномального взаимодействия. Уравнение (2.1) может быть записано
в форме Шредингера (1.9), где

H = [β0, βa]pa + β0m+
qe2

x
+
iqe2

m
(k+ β2

0 − 1)
βaxa
x3

+
ikqe2

m2

[
βaxa
x3

, βbpb

]
,(2.5)

а ψ — десятикомпонентная волновая функция, удовлетворяющая дополнительному
условию(

1− β2
0 +

βapa
m

β2
0 −

ikqe2

m2
βaβ0

xa
x3

)
ψ = 0.

Очевидными операторами симметрии уравнения (2.1) являются генераторы груп-
пы O(3) (операторы углового момента), явный вид которых задается формулами
(1.3) и (2.6):

Sa = iεabcβbβc. (2.6)

Эти генераторы являются интегралами движения, поскольку коммутируют с га-
мильтонианом (2.5).
Используя соотношения (2.4), можно убедиться прямой проверкой в справедли-

вости следующего утверждения.

Утверждение 2. Для уравнения (2.1)–(2.3) существует дополнительный инте-
грал движения

Q = (1− 2β2
0)[2(S · J)2 − 2S · J − J2], (2.7)

где J и S задаются формулами (1.3), (2.6).

Оператор (2.7) коммутирует как с гамильтонианом (2.5), так и с оператором
L (2.1) и, следовательно, является оператором симметрии рассматриваемого урав-
нения. Этот результат справедлив, конечно, и в случае k = 0, т.е. в отсутствие
аномального взаимодействия.
Как и интеграл Дирака, оператор (2.7) имеет дискретный спектр, который, в

отличие от (1.5), имеет вид

Qψ = εj(j + 1)ψ. (2.8)

К соотношению (2.8) приходим, используя представление (1.4) для оператора
S · J .
Оператор (2.7) не принадлежит обвертывающей алгебре, порождаемой генера-

торами (1.3), (2.6). Однако квадрат этого оператора выражается через J2:

Q2 = (J2)2. (2.9)
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Интересно отметить, что формула (2.7) задает оператор симметрии также для
уравнений Максвелла с токами и зарядами, если последние записать в виде си-
стемы [14]

(1− β2
5)(βµpµ + 1)ψ = 0, βµpµβ5ψ = 0,

где β5 = i
4!εµνpσβ

µβνβpβσ, ψ — столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3, j1, j2, j3, j0), Ea и
Ha (a = 1, 2, 3) — компоненты векторов напряженности электрического и магни-
тного полей, jµ (µ = 0, 1, 2, 3) — компоненты четырехвектора тока, βµ — матрицы
КДП в стандартном представлении, явный вид которых приведен, например, в [14].
Действительно, как нетрудно убедиться, [Q, (1− β2

5)(βµpµ + 1)] = [Q, βµpµβ5] = 0.
Дополнительный интеграл движения существует и для уравнения Штюкель-

берга [17], описывающего взаимодействие квазичастнцы (с возможными значени-
ями спина s = 0, 1) с полем точечного заряда. С учетом аномального взаимодей-
ствия Паули это уравнение может быть записано в форме (2.1)–(2.3), где βµ —
матрицы размерности 11 × 11, явный вид которых приведен, например, в [16],
Sµν — генераторы прямой суммы неприводимых представлений D

(
1
2 ,

1
2

)⊕D(0, 0)⊕
D(1, 0) ⊕ D(0, 1) группы Лоренца. Интеграл движения для такого уравнения за-
дается формулой (2.7), где Sa = 1

2εabcSbc, а β0 и Sab — соответствующие матрицы
размерности 11 × 11. Для нового интеграла движения уравнения Штюкельберга
справедливы соотношения (2.8), (2.9).

3. Интегралы движения для частиц произвольного спина
Приведенные выше результаты могут быть обобщены на случай релятивистских

волновых уравнений для частиц произвольного спина.
Рассмотрим произвольное уравнение вида (2.1), где Sµν — генераторы прямой

суммы конечномерных неприводимых представлений

D =
∑
⊕D(m,n) (3.1)

группы Лоренца, βµ — числовые матрицы, удовлетворяющие соотношениям

[βµ, Sνλ] = i(gµνβλ − gµλβν), (3.2)

обеспечивающим релятивистскую инвариантность уравнения (2.1).
Потребуем, чтобы уравнение (2.1) было инвариантно относительно преобразо-

вания пространственной инверсии (1.8), где r — числовая матрица для которой
должно выполняться [18]

r2 = 1, rβ0 = β0r, rβa = −βar, rSab = Sabr, rS0a = −S0ar. (3.3)

На матрицы βµ обычно накладывается ряд дополнительных ограничений, обес-
печивающих возможность лагранжевой формулировки уравнения (2.2) и един-
ственность значения спина описываемой им частицы [18]. Для наших целей эти
дополнительные предположения несущественны.
Ограничимся случаем, когда внешнее поле сводится к потенциалу Кулона (2.2).

По аналогии с (1.2), (2.7) оператор симметрии соответствующего уравнения (2.1)
ищем в виде

Q = rd, d = d(x,p, Sµν), (3.4)

где r — матрица пространственной инверсии.
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Потребовав коммутативность Q (3.4) с L (2.1), получаем, используя (3.2), (3.3),
следующие уравнения для d:

[d,x] = [d, β0] = 0, (3.5)

[d, S0aPa]+ = [d, S0axa]+ = 0. (3.6)

Из (3.5) следует, что d зависит только от матриц Sab, a, b 	= 0, и x×p, а уравнения
(3.6) достаточно рассмотреть для матриц S0a из неприводимого представления
D(m,n) ⊂ D.
Решение уравнений (3.6) удобно искать в базисе шаровых спиноров (собствен-

ных векторов коммутирующих операторов J2, S2, J3 и L2 = (x× p)2), в котором
операторы S0axa/x и xS0apa сводятся к числовым матрицам. Явный вид этих ма-
триц приведен в [16].
Переход к базису шаровых спиноров, по существу, является одной из форм

реализации предложенного в [12–14] алгоритма поиска нелокальных симметрии
дифференциальных уравнений, основная идея которого состоит в преобразовании
уравнений к такому представлению, в котором описание симметрии сводится к
чисто матричной задаче.
Опуская несколько громоздкие выкладки, приведем явный вид операторов d

для произвольных неприводимых представлений D(m,n):
(m+ n) целое:

d = CF

m+n∑
s=|m−n|

s∑
λ=0

(−1)λBsλ, λ = 0, 1, . . . ; (3.7)

(m+ n) полуцелое:

d = CF

m+n∑
s=|m−n|

s∑
ν=1/2

(−1)s+1/2−νNs
ν , ν = 1/2, 3/2, . . . , (3.8)

где F =
2(m+n)−1∑

α=1
(4J2 + 1 − α2), m + n 	= 1

2 , и F = 1 для m + n = 1
2 , C —

произвольная постоянная, Bsλ и N
s
ν — операторы, удовлетворяющие соотношениям

s∑
λ=λ0

Bsλ = 1, λ = λ0, λ0 + 1, . . . , λ0 =
1
4
[1− (−1)2s]; (3.9)

BsλB
s
λ′ = δλλ′Bsλ, BsλN

s
λ′ = δλλ′Ns

λ, Ns
λN

s
λ′ = δλλ′(4J2 + 1)Bsλ, (3.10)

Gs ≡ Ps(2S · J − S2) =
s∑

λ=λ0

(λNs
λ − λ2Bsλ). (3.11)

Здесь Ps — оператор проектирования

Ps =
∏
s′ 	=s

S2 − s′(s′ + 1)
s(s+ 1)− s′(s′ + 1)

, |m− n| ≤ s, s′ ≤ m+ n,
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S — вектор с компонентами Sa = 1/2εabcSbc, Sbc ∈ D(m,n).
Для каждого конкретного значения s операторы Bsλ и Ns

λ можно выразить
через Gs. Для этого достаточно последовательно возвести обе части уравнения
(3.11) в степень n = 1, 2, . . . , 2s и решить полученную систему 2s + l линейных
алгебраических уравнений для 2s + l неизвестных Bsλ и N

s
λ. При этом согласно

(3.10) уравнения с номерами n = 2k и n = 2k + 1 имеют вид

G2k
s =

s∑
λ=λ0

[
k∑

m=0

λ2(k+m)(4J2 + 1)k−mC2m
2k B

s
λ −

−
k−1∑
l=0

λ2(k+m)−1(4J2 + 1)k−m−1C2l+1
2k Ns

λ

]
, k ≤ s;

G2k+1
s =

s∑
λ=λ0

[
k∑

m=0

λ2(k+m)+1(4J2 + 1)k−mC2m
2k+1N

s
λ −

−
k−1∑
l=0

λ2(k+l)(4J2 + 1)C2l+1
2k+1B

s
λ

]
, k < s

(3.12)

(Cab — число сочетаний из b элементов по a), а уравнение с номером 2s+1 задается
формулой (3.8).
Пусть S = (m + n)max — максимальное значение квантового числа s, возни-

кающее при редукции представления (3.1) по группе O(3). Приведем решения
уравнений (3.7)–(3.9), (3.12) для d = dS , S ≤ 2:

d1/2 = 2S · J − 1/2; (3.13)

d1 = 2(S · J)2 − 2S · J − J2; (3.14)

d3/2 = 4/3[g3 − g2 − (7J2 + S2)g + (4S2 − 6)J2] + 3;
g = 2S · J − 3/2;

(3.15)

d2 = 2/3[(S · J)2 − 2S · J − 4J2](S · J − 1)(S · J − 3)−
− J2(J2 − 2) + (1/3S2 − 2)[(4− 3J2)(S · J)2 + (7J2 − 4)S · J −
− 4J2 + 3/8S2(4J2 + 1).

(3.16)

Здесь J — оператор (1.3), S — матрицы, входящие в соответствующее представ-
ление D (3.1) при S ≤ 2.
Формулы (3.4), (3.13)–(3.16) задают операторы симметрии для целого класса

релятивистски- и P -инвариантных уравнений вида (2.1), соответствующих S ≤ 2.
В этот класс входят уравнения, обсуждаемые выше в разделах 1, 2, уравне-
ния Рариты–Швингора [19] в формулировке, приведенной в [20], Дирака–Фирца–
Паули [21, 22], описывающие частицы с фиксированными значениями массы и
спина, а также уравнения Баба [23] для наборов частиц со спинами s ≤ S и
массами ms. Явный вид соответствующих матриц r и S приведен в [18, 20, 23].
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Отметим еще, что спектр операторов (3.13), (3.14) задается формулами (1.5),
(2.8) (где Q→ ds), а для операторов (3.15), (3.16) получаем с использованием (1.4)

d3/2ψ = ε(2j − 1)(2j + 1)(2j + 3)ψ, ε = ±1, j = 1/2, 3/2, . . . ;
d2ψ = ε(j − 1)j(j + 1)(j + 2)ψ, ε = ±1, j = 0, 1, . . . .

4. Интегралы движения для двух- и трехчастичных уравнений
Приведенные выше результаты позволяют построить новые интегралы движе-

ния для уравнений, описывающих системы взаимодействующих частиц.
Рассмотрим обобщенное двухчастичное уравнение вида

i
∂

∂x0
ψ = (H(1) +H(2) + V )ψ, (4.1)

где H(1) и H(2) — одночастичные гамильтонианы Дирака

H(α) = γ
(α)
0 γ(α)

a pa − γ(α)
0 m(α), α = 1, 2, (4.2)

{γ(1)
0 γ

(1)
a } и {γ(2)

0 γ(2)} — коммутирующие наборы матриц Дирака размерности 16×
16, V — потенциал взаимодействия следующего общего вида:

V = VAΓA + V ′
BΓaBxa + V ′′

c Γabc xaxb. (4.3)

Здесь {ΓA} (A = 1, 2, . . . , 16) — набор матриц {γ(1)
0 γ

(2)
0 , γ

(1)
4 γ

(2)
4 , σ(1)σ(2), I} и их

всевозможных произведений, пронумерованный произвольным образом, σ(a)
a =

i
2εabcγ

(α)
b γ

(α)
c , {ΓαB} = {γ(α)

4 γ
(β)
0 σ

(ν)
a , γ

(α)
4 σ

(β)
a , γ

(1)
0 γ

(2)
0 γ

(α)
4 σ

(β)
a }, B = 1, 2, . . . , 24,

(α, β, ν) = 1, 2, {ΓabC } (C = 1, 2, . . . , 8) — набор матриц вида Γ′
Cσ

(1)
a σ

(2)
b , где {Γ′

C} =
{γ(α)

0 , γ
(1)
4 , γ

(2)
4 , I, γ

(1)
0 γ

(2)
0 , γ

(1)
4 γ

(2)
4 γ

(α)
0 , γ

(1)
0 γ

(2)
0 γ

(1)
4 γ

(2)
4 }, VA, V ′

B, V
′′
C — произволь-

ные функции от x.
Формула (4.3) определяет общий вид потенциала V , при котором уравнение

(4.1) сохраняет инвариантность относительно группы O(3) и преобразования про-
странственной инверсии (1.8) (при этом r = γ

(1)
0 γ

(2)
0 ). Такой потенциал включает

как частные случаи (получаемые специальным выбором функций VA, V ′
B и V

′′
C )

квазирелятивистский потенциал Брейта [3], релятивистский потенциал двухчас
тичного уравнения Барута–Коми [4], а также потенциалы, используемые в кварцо-
вых моделях мезонов [5–7]. Соответствующие уравнения (4.1) интерпретируются
как двухчастичные уравнения в системе центра масс [7].
Для уравнения (4.1) с произвольным потенциалом вида (4.3) существует оче-

видный векторный интеграл движения — оператор полного момента (1.3), где

Sa = S(1)
a + S(2)

a , S(α)
a =

i

4
εabcγ

(α)
b γ(α)

c , α = 1, 2. (4.4)

Оказывается, однако, что, как и для рассмотренных выше одночастичных реляти-
вистских уравнений, можно указать дополнительный интеграл движения уравне-
ния (4.1), который имеет вид

Q = γ
(1)
0 γ

(2)
0 d1, (4.5)

где d1 задается формулами (3.14), (1.3), (4.4).
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Как можно убедиться прямой проверкой, оператор (4.5) коммутирует с гамиль-
тонианами H(1) и H(2) (4.2) с любым потенциалом вида (4.3). Такую проверку
несложно осуществить, воспользовавшись следующим представлением для Q̂:

Q̂ = γ
(1)
0 γ

(2)
0 ([Q(1), Q(2)]+ − 1/2), (4.6)

где Q(α) — операторы, явный вид которых может быть получен из (3.13) заменой
S → S(α) (S(α) заданы в (4.4), J — в (1.3), (4.4)). Эти операторы удовлетворяют
условиям

[Q(α),σ
(α) · p]+ = σ(α′) · p, [Q(α),σ

(α) · x]+ = σ(α′) · x,
[Q(α),σ

(α′) · p] = [Q(α),σ
(α′) · x] = [Q(α),x] = 0, α′ 	= α.

Таким образом, для любого двухчастичного уравнения вида (4.1) существует
дополнительный интеграл движения, задаваемый формулами (4.5), (4.6). Можно
показать, что в пространстве квадратично интегрируемых функций спектр опера-
тора (4.5) дискретен и задается формулой (2.8).
Укажем еще новый интеграл движения для трехчастичного уравнения Кроли-

ковского [8]:

Q = γ
(1)
0 γ

(2)
0 γ

(3)
0 d3/2.

Здесь d3/2 — оператор (3.14) для Sa = i
4εabc(γ

(1)
b γ

(1)
c + γ

(2)
b γ

(2)
c + γ

(3)
b γ

(3)
c ), {γ(1)

µ },
{γ(2)
µ }, {γ(3)

µ } — три набора коммутирующих матриц Дирака размерности 64× 64.

5. Заключение
Мы убедились, что дополнительпые интегралы движения типа Дирака суще-

ствуют для широкого класса одночастичных и двухчастичных уравнений. Найден-
ные интегралы движения могут быть использованы при решении соответствующих
уравнений методом разделения переменных, при построении ортогональных бази-
сов и для других целей.
При выводе новых интегралов движения существенно использовалась симме-

трия рассматриваемых уравнений относительно группы O(3) и преобразования
пространственной инверсии P . Полученные результаты могут быть обобщены па
случай произвольных O(3)- и P -инвариантных уравнений, не обязательно удов-
летворяющих условию релятивистской инвариантности. В частности, такие инте-
гралы движения могут быть получены для галилеевски-инвариантных волновых
уравнений [24–26, 16] и для уравнений вида (2.1) с произвольным O(3)- и P -
инвариантным потенциалом A0.
Следует еще раз отметить, что найденные интегралы движения в принципе не

могут быть получены методами классического группового анализа дифференци-
альных уравнений. Существеннно “нелиевскими элементами” используемого нами
подхода являются высокий порядок операторов дифференцирования, входящих в
операторы симметрии, и сведение задачи к нахождению общего решения антиком-
мутационных соотношений (3.6).
Многочисленные примеры нелиевской симметрии основных уравнений кванто-

вой теории приведены в [16].
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О нелиевской симметрии
галилеевски-инвариантного уравнения
для частицы со спином s = 1/2
Р.З. ЖДАНОВ, В.И. ФУЩИЧ

Исследована симметрия одного галилеевски-инвариантного спинорного уравнения в
классе дифференциальных операторов первого порядка. Установлено, что множество
операторов симметрии первого порядка содержит супералгебру, которая является
суперрасширением алгебры Галилея.

Symmetry of a Galilei-invariant spinor equation in a class of first-order matrix differen-
tial operators is studied. It is established that a set of the first-order symmetry operators
contains a subalgebra which is a superextension of the Galilei algebra.

Под термином “нелиевская симметрия”, введенным в [1], будем понимать сим-
метрию уравнения, которая не может быть получена в рамках классического под-
хода Софуса Ли (см., например, [2–5]).
Нелиевская симметрия уравнения Дирака исследована в работах [6–8]. Анало-

гичные результаты получены и для пуанкаре-инвариантных уравнений движения
для частиц произвольного спина [9, 10]. В то же время нелиевская симметрия
уравнений движения, инвариантных относительно группы Галилея, совершенно не
исследована.
В настоящей работе полностью изучена нелиевская симметрия в классе диф-

ференциальных операторов первого порядка простейшего спинорного галилеевс-
ки-инвариантного уравнения (1)

{−i(γ0 + γ4)∂t + iγa∂a +m(γ0 − γ4)}ψ(t,x) = 0, (1)

где γ0, γ1, . . . , γ4 — матрицы Дирака размерности 4 × 4, ψ(t,x) — четырехкомпо-
нентная комплекснозначная функция-столбец,

∂t =
∂

∂t
, ∂a =

∂xa
∂t

, a = 1, 3, m = const.

Здесь и в дальнейшем по повторяющимся индексам предполагается суммирование
от 1 до 3.
Уравнение (1) предложено рядом авторов [11, 12] для описания галилеевской

частицы с массой m и спином s = 1/2 (более подробно об этом см. [10, 13]).
Определение. Линейный дифференциальный оператор

Q = H0(t,x)∂t +Ha(t,x)∂a +H(t,x), (2)

где H0, Ha, H — переменные матрицы размерности 4 × 4, называется опера-
тором симметрии уравнения (1), если существует такой дифференциальный
оператор X, что выполнено соотношение (3)

[L,Q] ≡ LQ−QL = XL. (3)

Теор. и мат. физика, 1991, 89, № 3, C. 413–419.
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Здесь символом L обозначен оператор уравнения (1).
Операторное равенство (3) следует понимать следующим образом: дифферен-

циальные операторы, стоящие в левой и правой частях (3), при действии на прои-
звольное решение уравнения (1) дают одинаковый результат.
Если в (2) матрицы H0, Ha пропорциональны единичной матрице, то опера-

тор (2) генерирует локальную группу Ли преобразований [5, 10]. Отметим, что
максимальной локальной группой инвариантности уравне ния (1) является 13-
параметрическая группа Ли [5, 11, 14].

Теорема 1. Произвольный оператор симметрии (2) уравнения (1) при m 	= 0
может быть представлен в виде линейной комбинации следующих операторов:

P0 = ∂t, Pa = ∂a, Jab = xb∂a − xa∂b +
1
2
γaγb,

Ga = t∂a + 2imxa +
1
2
(γ0 + γ4)γa, D = 2t∂t + xa∂a + 2− 1

2
γ0γ4,

A = tD − t2∂t + imxaxa +
1
2
(γ0 + γ4)γaxa, M1 = I, M2 = iI,

W0 =
1
2
(γ0 + γ4)∂t − im

2
(γ0 − γ4),

Wa =
1
2
εabc

[
1
2
(γ0 + γ4)(γb∂c − γc∂b) + imγbγc

]
,

Sa = γ0γ4∂a + (γ0 + γ4)γa∂t − im(γ0 − γ4)γa,

Ta =
1
2
εabc

[
1
2
(γ0 − γ4)(γb∂c − γc∂b) + γbγc∂t

]
,

R0 = tW0 + xaWa +
3
4
(γ0 + γ4),

Ra = 2tTa + 2xaW0 + εabc

(
xbSc +

1
2
γbγc

)
+

3
2
γa,

N0 = xaSa + γ0γ4, Na = tSa + 2εabcxbWc + (γ0 + γ4)γa,
Ka = 2xaR0 − (xbxb)Wa +

+ εabc

(
txbSc +

t

2
γbγc + (γ0 + γ4)xbγc

)
+ t2Ta +

3t
2
γa,

(4)

где I — единичная матрица 4× 4,

εabc =


1, (a, b, c) = цикл (1, 2, 3),
−1, (a, b, c) = цикл (2, 1, 3),

0, в остальных случаях.

Доказательство сформулированного утверждения существен упрощается, если
переписать уравнение (1) в эквивалентном виде, умножив его на несингулярную
матрицу iγ3

L̃ψ ≡ {(γ0 + γ4)γ3∂t + γ3γ1∂1 + γ3γ2∂2 + ∂3 + im(γ0 − γ4)γ3}ψ(t,x), (5)

и исключить в операторе (2) производную ∂3 по правилу

∂3 = −(γ0 + γ4)γ3∂t − γ3γ1∂1 − γ3γ2∂2 − im(γ0 + γ4)γ3. (6)
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Подставляя L̃ и Q̃ = H̃0∂t + H̃1∂1 + H̃2∂2 в соотношение (2), имеем

[L̃, Q̃] = XL̃. (7)

Вычисляя коммутатор в левой части равенства (7) и приравнивая коэффициенты
при операторе ∂3, приходим к выводу, что X = 0. Следовательно, задача постро-
ения операторов симметрии вида (2) уравнения (1) сводится к нахождению всех
операторов

Q̃ = H̃0∂t + H̃1∂1 + H̃2∂2 + H̃, (8)

коммутирующих с L̃.
Разлагая матрицы H̃0, H̃1, H̃2, H̃ по базису из 16 линейно независимых γ-

матриц с коэффициентами, зависящими от t, x, имеем

H̃α = a(α) + b
(α)
0 γ0 + b(α)

a γa + C
(α)
0a γ0γa + C

(α)
ab γaγb +

+ d
(α)
0 γ0γ4 + +d(α)

a γ4γa + e(α)γ4,

H̃ = a+ b0γ0 + baγa + C0aγ0γa + Cabγaγb + d0γ4 + daγ4γa + eγ4,

(9)

где a(α), b
(α)
0 , . . . , e(α), a, . . . , e — произвольные комплекснозначные функции от t,

x, α = 0, 2.
Вычисляя коммутатор (7), где X = 0, а оператор Q̃ задается формулами (8),

(9), и приравнивая нулю коэффициенты при линейно независимых операторах
∂2
t , ∂t∂a, ∂a∂b, ∂t, ∂a, a, b = 1, 2, a ≤ b, получаем переопределенную систе-
му линейных дифференциальных уравнений в частных производных на функции
a(α), b

(α)
0 , . . . , e(α), a, b0, . . . , e содержащую более 80 уравнений. Мы не приводим

эти уравнения из-за недостатка места.
Анализ полученной системы показывает, что все третьи производные от фун-

кций a(α), b
(α)
0 , . . . , e(α), a, b0, . . . , e равны нулю, т.е. они являются полиномами по

переменным t, x не выше второго порядка. С учетом этого факта вышеуказанная
система уравнений легко интегрируется. Подставляя ее общее решение в формулы
(8), (9) и совершая замену (6), приходим к следующему выводу: произвольный
оператор симметрии первого порядка уравнения (1) является линейной комбина-
цией операторов (4), что и требовалось доказать.

Теорема 2. Произвольный оператор симметрии (2) уравнения (1) при m = 0
может быть представлен в виде линейной комбинации следующих операторов:

M1 = I, M2 = iI, T 1
∞ = ϕ1

1(γ0 + γ4) + iϕ1
2(γ0 + γ4),

D1
∞ = ϕ2∂t +

1
2
ϕ̇2(1− γ0γ4),

A∞ = ϕ3(xa∂a + 1) +
1
2
ϕ3γ0γ4 +

1
2
ϕ̇3(γ0 + γ4)γaxa,

G∞ = ϕ4
a∂a +

1
2
(γ0 + γ4)γaϕ̇4

a,

J∞ = εabcϕ
5
a

(
xc∂b +

1
4
γbγc

)
+

1
2
(γ0 + γ4)γaϕ̇5

a(γbxb),

W∞ = (γ0 + γ4)(ϕ6
a∂t + ϕ6

a∂a),

S∞ = ϕ7
a((γ0 + γ4)γa∂t + γ0γ4∂a) +

1
2
(γ0 + γ4)γaϕ̇7

a,

(10)
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T 2
∞ = ϕ8

a(2γa∂t − (γ0 + γ4)∂a) +
1
4
(2γa + εabcγbγc)ϕ̇8

a,

D2
∞ = ϕ9(γ0 + γ4)xa∂a,

R∞ = ϕ10
a

{
εabc((γ0 + γ4)xbγc + γ0γ4xb∂c) +

1
2
γa

}
− 1

2
(γ0 + γ4)γaϕ̇10

a (γbxb),

N∞ = ϕ11

(
(γ0 + γ4)γaxa∂t + γ0γ4xa∂a +

1
2
(1 + γ0γ4)

)
+

1
2
ϕ̇11(γ0 + γ4)γaxa,

K∞ = ϕ12
a (−(γ0 + γ4)xbxb∂a + 2xa(γ0 + γ4)xb∂b +

+ 2xa(γ0 + γ4)− εabcxbγc(γ0 + γ4)),

Σ∞ = εabcϕ
13
a (γ0 + γ4)

(
xb∂c +

1
4
γbγc

)
,

где ϕNa — произвольные гладкие действительные функции от t, точкой обо-
значено дифференцирование по t.
Доказательство этого утверждения проводится по той же схеме, что и доказа-

тельство теоремы 1.
Таким образом, операторы симметрии первого порядка уравнения (1) при m 	= 0

образуют 35-мерное векторное пространство над полем вещественных чисел. Это
пространство не замкнуто относительно операции

Q1, Q2 → Q3 = [Q1, Q2]

и, следовательно, не является алгеброй Ли. Однако оно содержит подпространс-
тва, на которых можно ввести структуру алгебры Ли (простейший пример — это
тринадцатимерная обобщенная алгебра Галилея с базисными элементами P0, Pa,
Jab, Ga, D, A, M2 из (4)).
Коэффициенты операторовW0,Wa, Sa, Ta, R0, Ra, N0, Na, Ka являются матри-

цами, не кратными единичной матрице, вследствие чего эти операторы симметрии
в принципе не могут быть получены методом Ли (для их нахождения следует
применять обобщенный метод Ли — метод Ли–Бэклунда [3, 15]).
Построим в качестве примера группу преобразований, генерируемую нелиев-

ским оператором симметрии Q = θaWa, θa ∈ R
1. Для этого согласно [9, 10]

необходимо вычислить экспоненту

exp{θaWa} =
∞∑
n=0

1
n!

(θaWa)n. (11)

Ряд в правой части равенства (11) нетрудно просуммировать, если заметить, что
операторы Wa на множестве решений уравнения (1) представляются в следующем
эквивалентном виде:

Wa =
1
2
(γ0 + γ4)∂a − imγa.

Используя тождество (θaWa)2 = m2θaθaI, имеем

exp{θaWa} = I + θaWa +
1
2!
m2θaθaI +

1
3!
m2θaθa(θbWb) + · · · =

=

( ∞∑
k=0

m2k(θaθa)k

(2k)!

)
I +m−1(θaθa)−1/2θbWb

( ∞∑
k=0

m2k+1(θaθa)k+1/2

(2k + 1)!

)
=
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= I chmθ +m−1θ−1θaWa shmθ,

где θ = (θaθa)1/2.
Следовательно, нелиевский оператор θaWa генерирует группу преобразований

вида

t′ = t, x′a = xa,

ψ′(t′,x′) ≡ exp{θaWa}ψ(t,x) = (chmθ − iθ−1γa shmθ)ψ(t,x) +

+ (2mθ)−1(shmθ)(γ0 + γ4)θa
∂ψ(t,x)
∂xa

.

(12)

Поскольку закон преобразования компонент функции ψ(t,x) содержит первые
производные от нее, (12) — это группа преобразований Ли–Бэклунда. Можно
непосредственной проверкой убедиться в том, что группа преобразований (12) пе-
реводит множество решений уравнения (1) в себя.
Как установлено в работе [16], из множества операторов симметрии первого и

второго порядков уравнения Дирака можно выделить подмножество, являющееся
супералгеброй Ли. Мы покажем, что аналогичный результат имеет место и для
уравнения (1).

Теорема 3. Операторы P0, Pa, Jab, Ga, M2, W0, Wa образуют базис 15-мерной
супералгебры Ли.

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что справедли-
вы следующие коммутационные соотношения:

[P0, Pa] = [Pa, Pb] = [P0,M2] = [Pa,M2] = [Jab,M2] = [Ga,M2] = 0,
[P0, Jab] = 0, [Pa, Jbc] = δacPb − δabPc,
[Jab, Jcd] = δacJbd + δbdJac − δadJbc − δbcJad,
[Ga, Jbc] = δacCb − δabGc, [Pa, Gb] = 2M2δab,

[P0,W0] = [P0,Wa] = [Pa,W0] = [Pa,Wb] = 0, [W0, Jab] = 0,
[Wa, Jbc] = δabWc − δacWb, [W0,M2] = [Wa,M2] = 0, [Ga,W0] = −Wa,

[Ga,Wb] = 0, [W0,W0]+ = 2imP0, [W0,Wa]+ = 2imPa,
[Wa,Wb]+ = −iM2δab.

Здесь [Q1, Q2]+ = Q1Q2 + Q2Q1. Из приведенных соотношений вытекает, что
операторы P0, Pa, Jab, Ga, M2 могут быть выбраны в качестве четных (Ч), а опе-
раторы W0, Wa — в качестве нечетных (H) элементов некоторой супералгебры,
поскольку выполнены равенства

[Ч,Ч] = Ч, [Ч,H] = H, [H,H]+ = Ч.

Теорема доказана.
Важно подчеркнуть, что симметрия галилеевски-инвариантного уравнения (1)

существенно шире, чем симметрия уравнения Дирака, которое при m 	= 0 допуска-
ет двадцать шесть линейно независимых операторов симметрии первого порядка,
а при m = 0 — пятьдесят два оператора [7, 10].
Полученные выше результаты по исследованию нелиевской симметрии уравне-

ния (1) могут быть использованы для построения новых интегралов движения с
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помощью обобщенной теоремы Нетер [3, 4] либо в рамках подхода, развиваемого
в [9, 10], а также для разделения переменных.
Следуя [7, 14], решением уравнения (1) с разделенными переменными в коор-

динатах zµ = zµ(t, x), µ = 0, 3, будем называть четырехкомпонентную функцию

ψ(t, x) = R(t, x)
0∏

µ=0

Vµ(zµ;λ)X (13)

(где R, Vµ — невырожденные 4 × 4-матрицы, λa — константы, X — произволь-
ный постоянный четырехкомпонентный столбец), которая удовлетворяет (1) то-
ждественно по λ. При этом параметры λa называют константами разделения.
К настоящему времени не существует сколько-нибудь общих подходов к ре-

шению задачи полного описания решений с разделенными переменными для за-
данной системы дифференциальных уравнений в частных производных. Однако,
если эта система обладает нетривиальной симметрией (лиевской или нелпевской),
существует конструктивный метод построения таких решений. Он состоит в том,
что решения с разделенными переменными ищутся как решение переопределенной
системы дифференциальных уравнений [7, 14]

Lψ = 0, Qaψ = λaψ, a = 1, 3 (14)

где Q1, Q2, Q3 — операторы симметрии уравнения Lψ = 0, коммутирующие друг
с другом, λa — константы разделения.
В [14] с использованием лиевской симметрии уравнения (1) получены пять си-

стем координат, в которых оно допускает разделение переменных, и построены со-
ответствующие решения вида (13). Используя нелиевскую симметрию уравнения
(1), можно получить новые системы координат, в которых возможно разделение
переменных. Подробный анализ этой проблемы будет проведен в одной из на-
ших последующих публикаций, здесь мы ограничимся тем, что приведем пример
разделения переменных с помощью нелиевской симметрии уравнения (1).
Выбирая в качестве Q1, Q2, Q3 операторы P0, J12, N0 из (4), переписываем

систему уравнений (14) в виде

{−i(γ0 + γ4)∂t + iγa∂a +m(γ0 − γ4)}ψ = 0,
P0ψ = λ1ψ, J12ψ = λ2ψ, N0ψ = λ3ψ.

Совершив в этих уравнениях замену переменных

z0 = t, z1 =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
, z2 = arctg

x2

x1
, z3 = arctg

x3

(x2
1 + x2

2)
1/2

,

ψ̃(z0, z) = exp

{
−1

2
γ1γ3 arctg

x3

(x2
1 + x2

2)
1/2

}
×

× exp
{
−1

2
γ1γ2 arctg

x2

x1

}
ψ(t, x),

(15)

после очень громоздких вычислений получаем

∂ψ̃

∂x0
= λ1ψ̃,

∂ψ̃

∂x2
= −λ2ψ̃,
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∂ψ̃

∂z1
= {λ1(γ0 + γ4)γ1 + im(γ0 − γ4)γ1 − z−1

1 − λ3z
−1
1 γ0γ4}ψ̃,

∂ψ̃

∂z3
=
{

1
2

tg z3 + λ2(cos z3)−1γ2γ3 − λ3γ2

}
ψ̃,

(16)

т.е. переменные “разделились”.
Обозначая символами V1(z1;λ1, λ2), V3(z3;λ2, λ3) матрицанты третьей и четвер-

той систем обыкновенных дифференциальных уравнений из (16), запишем общее
решение уравнений (16) в виде

ψ̃(z0,z) = ei(λ1z0−λ2z2)V1(z1;λ1, λ3)V3(z3;λ2, λ3)X, (17)

где X — произвольный постоянный четырехкомпонентный столбец. Подстановка
полученного результата в формулу (15) даст точное решение исходного уравне-
ния (1) вида (13), где

R(t,x) = exp
{

1
2
γ1γ2 arctg

x2

x1

}
exp

{
1
2
γ1γ3 arctg

x3

(x2
1 + x2

2)
1/2

}
,

V0(z0;λ) = eiλ1z0 , V1(z1;λ) = V1(z1;λ1, λ3),
V2(z2;λ) = e−iλ2z2 , V3(z3;λ) = V3(z3;λ2, λ3),

Следовательно, собственная функция коммутирующих операторов симметрии
P0, J12, N0 является решением уравнения (1) с разделенными переменными в сфе-
рических координатах.
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A simple method of finding solutions
of the nonlinear d’Alembert equation
P. BASARAB-HORWATH, W.I. FUSHCHYCH, M. SEROV

We consider the nonlinear d’Alembert equation

�u = F (u), (1)

where u = u(x) and x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ R
n,

� =
∂2

∂x2
0

− ∂2

∂x2
1

− · · · − ∂2

∂x2
n

and F (u) is an arbitrary differentiable function. In equation (1) we make the local
change of variable

u = Φ(w), (2)

where w(x) is a new unknown function and Φ is a function to be determined later.
On making this change, (1) becomes

Φ̇�w + Φ̈wµwµ = F (Φ), (3)

where

Φ̇ =
dΦ
dw

, wµw
µ =
(
dw

dx0

)2

−
(
dw

dx1

)2

− · · · −
(
dw

dxn

)2

.

Equation (3) is equivalent to the following equation

Φ̇

(
�w − λṖn

Pn

)
+ Φ̈(wµwµ − λ) + λ

(
Φ̈ + Φ̇

Ṗn
Pn

)
− F (Φ) = 0, (4)

where Pn(w) is an arbitrary polynomial of degree n in w, and λ = −1, 0, 1. Choosing
Φ such that

λ

(
Φ̈ + Φ̇

Ṗn
Pn

)
= F (Φ) (5)

equation (4) becomes

Φ̇

(
�w − λṖn

Pn

)
+ Φ̈(wµwµ − λ) = 0. (6)

From this it is clear that a solution of the system

�w = λ
Ṗn
Pn

, wµw
µ = λ (7)

J. Phys. A: Math. Gen., 1992, 25, L871–L877.
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is also a solution of (6), and in this way we obtain a solution of (1) provided Φ
satisfies (5). There remains, of course, the problem of the existence of solutions
of (7). We have the following result.

Theorem 1. For n = 3 the system

�w = H(w), wµw
µ = λ

with λ = −1, 0, 1 is compatible if and only if

H(w) =
λN

w + C
,

where N = 0, 1, 2, 3 and C is an arbitrary constant.
This result follows from theorem 2 of [2]. In theorem 1 of [3], it is further shown

that if the system in theorem 1 above is compatible, then it is necessarily of the type
given in equation (7). Moreover, as is mentioned in [3], the system (7) is always
compatible (for any n) if H(w) is as in theorem 1 above. Having discussed the
question of compatibility, we now turn to equation (5), which gives us the appropriate
choice of Φ. We do this for several cases of the function F (u). Note that for the
remainder of this paper, we take n = 3.

Case 1. F (u) = uk with k 	= 1. If Pn = wm with m = 0, 1, 2, 3 then (5) becomes

λ
(
Φ̈ +

m

w
Φ̇
)

= Φk. (8)

Assuming Φ to be of the form

Φ(w) = αwβ

with α, β constants, we obtain

Φ(w) =
(

(1− k)w
(2λ(1 + k +m− km))1/2

)2/(1−k)
(9)

as a solution of (8).
Case 2. F (u) = expu. Again using Pn(w) = wm, m = 0, 1, 2, 3, equation (5)

becomes

λ
(
Φ̈ +

m

w
Φ̇
)

= exp Φ. (10)

and we seek solutions Φ with the help of me ansatz

exp(Φ(w)) = αwβ

with α, β constants. We obtain

Φ(w) = log
(

2λ(m− 1)
w2

)
, m = 2, 3. (11)

Case 3. F (u) = −Ψ̈(u)/Ψ̇3(u). Here we take Ψ to be an arbitrary differentiable
function such that Ψ̈ 	= 0. If we take Pn(w) = λ0 = const, then (5) becomes

λΨ̈ = − Ψ̈(Φ)
Ψ̇3(Φ)

(12)
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and this gives us

√
λ

∫
dΦ

(c1 + Ψ̇−2(Φ))1/2
= w + c2, (13)

where c1, c2 are two constants of integration. On choosing these two constants of
integration to be zero, we obtain

w =
√
λΨ(Φ)

as a solution of (12), and the change of variable (2) is then given by

w =
√
λΨ(u). (14)

In this case of F , we have replaced Φ by another function Ψ; we now took at some
cases of Ψ.

Case 3(a). F (u) = λ1 sinu, where λ1 = const. On setting

λ1 sinu = − Ψ̈(u)
Ψ̇3(u)

we obtain

Ψ(u) =
∫

du

(c1 − 2λ1 cosu)1/2
+ c2. (15)

For c1 = 2λ2, c2 = 0, λ1 > 0 we find

Ψ(u) =
1√
λ1

log tan(u/4)

and for c1 = −2λ1, c2 = 0, λ1 < 0 one obtains

Ψ(u) =
1√−λ1

tanh−1 tan(u/4).

On putting λ = |λ1| in (14), the change of variable then takes on the form

u =

{
4 arctan exp(w/

√
λ1) for λ1 > 0,

4 arctan tanh(w/
√−λ1) for λ1 < 0.

Case 3(b). F (u) = sinhu. Integrating the equation

sinhu = − Ψ̈(u)
Ψ̇3(u)

we obtain

Ψ(u) =
∫

du

(c1 + 2 coshu)1/2
+ c2. (16)

For c1 = 2, c2 = 0 one finds

Ψ(u) = 2 arctan tanh(u/4)
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and for c1 = −2, c2 = 0 one gets

Ψ(u) = log tanh(u/4).

Then (14) gives, with λ > 0

u = 4 tanh−1 tan(w/
√
λ),

u = 4 tanh−1 exp(w/
√
λ).

Case 3(c). F (u) = sinu/ cos3 u. In this case, the equation

sinu
cos3 u

= − Ψ̈(u)
Ψ̇3(u)

yields

Ψ(u) =
∫

du

(c1 + 2 tan2 u)1/2
+ c2. (17)

Again, we choose values for the integration constants. For c1 = 1, c2 = 0 we find

Ψ(u) = sinu

and for c1 = c2 = 0 we obtain

Ψ(u) = log sinu.

Using (14), with λ > 0 the change of variable (2) is given by the equations

u = arcsin(w/
√
λ)

and

u = arcsin exp(w/
√
λ).

We present our results in table 1.

Table 1. Summary of results obtained in cases 1–3(c).

F (u) Solution of (1) System (7)

uk, k �= 1 u =

(
(1−k)w√

2λ(1+k+m−km)

)2/(1−k)

1 + k +m− km �= 0, m = 0, 1, 2, 3 �w = mλ/w

expu u = log
(

2λ(m−1)

w2

)
, m = 2, 3 wµw

µ = λ

−Ψ̈(u)/Ψ̇3(u) Ψ(u) = w√
λ
, λ > 0

λ1 sinu u = 4arctan exp(w/
√
λ1), λ1 > 0

u = 4 arctan tanh(w/
√−λ1), λ1 < 0 �w = 0

sinhu u = 4 tanh−1 tan(w/
√

2λ), λ > 0 wµw
µ = λ

u = 4 tanh−1 exp(w/
√

2λ), λ > 0

sinu/ cos3 u u = 4arcsin(w/
√
λ), λ > 0

u = 4 arcsin exp(w/
√
λ), λ > 0
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We now present some results from [1] concerning the general solutions of the
system

�w =
mλ

w
, wµw

µ = λ, n = 3. (18)

Theorem 2. The general solution of the system (18) for m = 3, λ = 1 is given by

w2 = [xµ +Aµ(τ)][xµ +Aµ(τ)],

where the function τ(x) is defined implicitly by the equation

[xµ +Aµ(τ)]Bµ(τ) = 0

and Aµ, Bµ are arbitrary differentiable functions of one variable satisfying the
conditions

ȦµB
µ = 0, BµB

µ = 0.

Theorem 3. The general solution of the system (18) for m = 0, λ = −1 is given by

w = Aµ(τ)xµ + f1(τ), (19)

where the function τ = τ(x) is implicitly defined by the equation

Bµ(τ)xµ + f2(τ) = 0 (20)

and Aµ, Bµ, f1, f2 are arbitrary functions of one variable satisfying

AµA
µ = −1, ȦµB

µ = 0, AµB
µ = 0, BµB

µ = 0. (21)

The abtive theorems give us some general information about the solutions of (18)
in particular cases. Of course, these results express the solution in terms of other
functions, but now we know how to generate these functions: we have to choose
Aµ, Bµ, f1, f2 appropriately so as to define both τ and then w (as we do below
in a particular case). In this way, we have a systematic way of obtaining solutions
of (18). Our approach to the solution of the nonlinear d’Alembert equation is based
on a change of variable as in (2), and a decomposition of the equation (4) for the
new variable w into ‘component’ equations (5), (6) and (7). Equation (5) involves
the change of variable and the nonlinearity F (u), whereas (7) provides us with a
system which can be dealt with using theorems 1–3. The d’Alembert equation with
nonlinearity sinu was discussed in [4], where a change of variable together with a
decomposition of the ensuing equation was also used. The result obtained in [4] can
be obtained with our results, as follows. In (20), (21) put

Aµ = βµ, Bµ = θµ,

where θµ = αµ − γµ, αµ, βµ, γµ are constant vectors satisfying
αµα

µ = −βµβµ = −γµγµ = 1, αµβ
µ = αµγ

µ = βµγ
µ = 0.

Equation (20) then defines τ through

f2(τ) = −θµxµ
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and on choosing f2 invertible we obtain the solution of (19)

w = βµx
µ + f(θµxµ).

When F (u) = − sinu we obtain

u = 4arctan exp[βµxµ + f(θµxµ)], (22)

where f is an arbitrary differentiable function. Equation (22) is the solution obtained
in [4]. As can be seen, our method gives a useful way of obtaining exact solutions of
nonlinear equations.
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Symmetry analysis. Preface
W.I. FUSHCHYCH

Till now there are no general methods of investigation of arbitrary nonlinear partial
differential equations (PDE). However if a nonlinear equation is beautiful, that is to
say it possesses a non-trivial symmetry, than it is possible to obtain rather wide
and rich information about its solutions; to carry out reduction of multidimensional
equations to ordinary differential equations [1], to construct classes of exact and
approximate solutions, investigate asymptotic of special classes of solutions, etc. [1–
6].
It is important to point out that beautiful equations are these ones which are

widely used in mathematical and theoretical physics, and in applied mathematics. It is
connected with the fact that mathematical models of real processes must be of such a
form that e.g. conservation laws of energy, momentum, angular momentum of motion
or relativity principles [1, 3] and other important principles of physics are satisfied in
these models. The beauty (or symmetry, or approximate symmetry) of an equation has
a lot of forms: local (or Lie, as we call it in [2, 6]), nonlocal (non-Lie [2]), discrete,
non-group, non-algebraic. Therefore it is not simple to give a mathematically correct,
effective and general enough definition of beauty of an equation.
The principal ideas and methods of investigation of group (local) properties of

partial differential equations PDE are developed by Sophus Lie. These methods enable
to study group properties of an arbitrary partial differential equation. The above
methods form a part of modern theory of differential equations called on L.V. Ov-
syannikov and N.Kh. Ibragimov suggestion “Group analysis of PDE” [4, 5].
Since PDE prove rather often to possess symmetry that cannot be presented in

terms of Lie groups or Lie algebras, we use a more general term “Symmetry analysis”
suggested in [2, 6]. Symmetry analysis is the aggregate of mathematical methods for
investigating local, geometry, non-geometry, discrete, inner and dynamic symmetries
of PDE.
The present collection contains papers by participants of the Seminar “Symmetry

analysis of mathematical physics equations” (Institute of Mathematics of the Academy
of Sciences of Ukraine) in which two scientific directions are considered:
1. Conditional symmetry of equations of nonlinear mathematical physics.
2. Local, non-local symmetry and construction of classes of exact solutions of

nonlinear PDE.
In conclusion, I adduce several beautiful second-order PDE, that have not been

investigated yet

a(u, ω,�u) + b(u, ω, uαuβuαβ) + c(u, ω,detuµν) = F (u, ω),

ω ≡ uαuα =
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

− · · · −
(
∂u

∂xn

)2

,

in Symmetry Analysis of Equations of Mathematical Physics, Kyiv, Institute Mathematics, 1992, P. 5–
6.
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u = u(x0, x1, . . . , xn), uαuβu
αβ =

∂u

∂xα

∂u

∂xβ

∂2u

∂xα∂xβ
,

detuµν ≡ det
(

∂2u

∂xµ∂xν

)
;

∂2 �E

∂t2
− v2∆ �E = �0,

∂2 �H

∂t2
− v2∆ �H = 0, v = v

(
�E, �H,

∂ �E

∂x
,
∂ �H

∂x

)
;

vα
∂vµ
∂xα

= 0, v2 ≡ vαvα = v2
0 − v2

1 − v2
2 − v3

3 ;

(
∂

∂t
+ vk

∂

∂xk

)
vl = Fl(v1, v2, v3), l = 1, 2, 3;

∂2u

∂xµ∂xν

∂2u

∂xµ∂xν
= F (u, ω,�u);

(
∂

∂t
+

∂u

∂xb

∂

∂xb

)(
∂

∂t
+

∂u

∂xa

∂

∂xa

)
u = F (u).

In the above formulae a, b, c, F , F1 arbitrary smooth
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Conditional symmetry of equations
of nonlinear mathematical physics
W.I. FUSHCHYCH

1. Introduction. In this paper we present some results on conditional symmetry
of nonlinear equations of mathematical and theoretical physics which were obtained
in the Institute of Mathematics of Ukrainian Academy of Science. The term and the
concept of “conditional symmetry of equation” or “conditional invariance” had been
introduced in [1–10].
Speaking about the conditional symmetry of an equation, we mean of the symmet-

ry of some subset of its solutions. To be a constructive one, such general definition
needs, some more details. To study conditional symmetry means to give analytical
description of conditions (constraints) for the set of solutions of an equation under
study picking out subsets having wider (or another) symmetry properties than the
whole set of solutions. Having carried out such description one can obtain solutions
which cannot be obtained within the framework of the classical Vie approach (as it
is known, in the Lie approach reduction, of the multi-dimensional partial differential
equation (PDE) to equations with less number of independent variables is carried out
by means of symmetry of the set of its solutions in a whole).
Euler, Bateman, Lie, Smirnov and Sobolev (1932) and many other classics used

implicitly symmetry of subsets of solutions for linear d’Alembert and Laplace equa-
tions to construct their exact solutions. Not long ago Bluman and Cole [11] suggested
the “non-classical method of solutions invariant under group” for the linear heat
equation. Olver and Rosenau (1986) [12] constructed solutions of the one-dimensional
nonlinear acoustics equation

u00 = uu11, u00 = ∂2u/∂t2, u11 = ∂2u/∂x2 (1)

which cannot be obtained by means of Lie method. Clarkson and Kruskal suggested
“new method of invariant reduction of the Boussinesq equation”

u00 +
1
2
u11 + u1111 = 0. (2)

Conclusion 1. Using the concept of “conditional symmetry of PDE” we can obtain
the above results within the framework of the unified symmetry approach.
Conclusion 2. The majority of linear and nonlinear equations of mathematical
physics: d’Alembert, Maxwell, Schrödinger, Dirac, heat, acoustics, KdV equations
possess some conditional symmetry.
Note 1. All solutions of the Boussinesq equation (2) constructed by Clarkson and
Kruskal had been obtained independently by Levi and Winternitz [14], and by Fu-
shchych and Serov [10], using the concept of conditional symmetry.

in Symmetry Analysis of Equations of Mathematical Physics, Kyiv, Institute Mathematics, 1992, P. 7–
27.



416 W.I. Fushchych

Let us consider some PDE

L(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

s
) = 0, (3)

where u = u(x), x ∈ R(n+ 1), u(x) ∈ R, u
s
is the set of s-th order partial derivatives

of u(x).
According to Lie, the equation (3) is invariant under the first-order differential

operator

X = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
(4)

if the following condition is satisfied:

X
s
L = λL ⇔ X

s
L
∣∣∣
L=0

= 0, (5)

where X
s
is the s-th prolongation of the operator X, λ = λ(x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

s
) is some

differential expression.
Let us designate by the symbol Q = {Q

1
, . . . , Q

k
} a collection of operators not

belonging to the invariance algebra (IA) of the equation (3), i.e. Q 	∈ IA.
Definition 1 [2, 5]. We say that the equation (3) is conditionally-invariant under
the operators Q if there exists some additional condition

L1(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

s
) = 0 (6)

to be compatible.
The additional condition (6) picks out some subset from the whole set of solutions

of the equation (3). It appears that for many important equations of mathematical
physics such subsets admit the wider symmetry than the whole set of solutions. Such
subsets are to be constructed.
Let the operator Q act on the equation (3) as follows:

Q
s
L = λ0L+ λ1L1 (7)

or

Q
s
L
∣∣∣Lu = 0
L1u = 0

= 0,

where λ0, λ1 are some differential expressions depending on x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

s
, Q
s
is the

s-th prolongation of the operator Q. Then the invariance condition reads

Q
s
L1 = λ2L+ λ3L1, (8)

where λ2, λ3 are some differential expressions.
The principal problem of our approach is to describe in explicit form equations of

the form (6) which extend symmetry of the equation (6).
The principal and difficult problem can be essentially simplified if one chooses the

following nonlinear first-order PDE as an additional condition (6):

Qu = 0, (9)
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where

Q = jµ(xµ, u)∂µ + z(xµ, u)∂u, ∂µ ≡ ∂/∂xµ, ∂u ≡ ∂/∂u. (10)

In this case, the invariance condition for the system of equations (3), (9) takes the
form

Q
s
L = λ0L+ λ1(Qu). (11)

Definition 2. We say that the equation (3) is Q-conditionally invariant if the system
(3), (9) is invariant under the operator (10).
Let us turn now to the simplest one-dimensional acoustics equation.

2. Conditional symmetry of the equation (1).

Theorem 1 [18]. The equation (1) is Q-conditionally invariant under the operator
(10) if its coefficient functions

j0 ≡ A(x), j1 ≡ B(x), z ≡ h(x)u+ q(x), x = (x0, x1)

satisfy the following differential equations:
Case 1. A 	= 0, B 	= 0:

h = 2
(
B1 −A0 +

B

A
A1

)
, q = 2

B

A
B0,

h00 +
2
A
hh0 −

[
h

A
A00 +

2
A
hA00 + 2

[
h

A

]
1

B0

]
= q11 − q

A
A11 + 2

[ q
A

]
1
A1,

h11 =
h

A
A11 + 2

[
h

A

]
1

A1,

q00 + 2
q

A
q0 −

[ q
A
A00 + 2

[ q
A

]
1
B0

]
= 0,

B11 − 2h1 −
[
B

A
A11 + 2

[
B

A

]
1

A1 + 2
h

A
A1

]
= 0,

B00 + 2
B

A
h0 −

[
B

A
A00 + 2

[
B

A

]
1

B0

]
= 0.

(12)

The subscripts denote the corresponding derivatives.
Case 2. A = 0, B 	= 0 (without loosing generality one may choose B = 1):

h0 = 0, h11 + 3hh1 + h3 = 0,
q11 + hq1 +

(
3h1 + 2h2

)
q = 0,

q00 − qq1 − hq2 = 0.
(13)

Case 3. A = 1, B = 0:

h1 = 0, h00 + hh0 − h3 = q11, q(q0 + hq) = 0,
q00 + h0q − h2q − 0.

(14)

Thus a problem of study of Q- conditional symmetry of the equation (1) is reduced
to search of the general solution for the equations (12)–(14). Let us emphasize that
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coefficient functions j, z of the operator Q unlike coefficient functions ξ, η (4) satisfy
a system of nonlinear equations. This fact makes difficult to describe conditional
symmetry of given equations. Nevertheless it is possible to construct their partial
solutions.
We had found 12 inequivalent operators of conditional symmetry for the equa-

tion (1) [8]. Two of them have the form

Q1 = x2
0x1∂1 +

(
ux2

0 + 3x2
1 + b5x

5
0 + b6

)
∂u, (15)

Q2 = ∂1 + [W (x0)x1 + f(x0)]∂u, W ′′ = W 2, f ′′ = Wf, (16)

W is the Weierstrass function.
The operator (15) generates the ansatz

U = x1ϕ(x0) + 3x−2
0 x1 − b5x3

0 + b6x
−2
0 . (17)

The ansatz (17) reduces the nonlinear equation (2) to linear differential equation
(ODE)

x2
0ϕ

′′(x0) = 6ϕ(x0) (18)

operator (16) gives rise to the ansatz

u =
1
2
W (x0)x2

1 + f(x0)x1 + ϕ(x0) (19)

reducing the equation (1) to linear ODE with the Weierstrass potential

ϕ′′(x0) = Wϕ(x0). (20)

Note 2. In an analogous way we had constructed families of exact solutions for the
multi-dimensional equation [8]

u00 = u∆u. (21)

Conclusion 3. Ansätzes generated by operators of conditional invariance often
reduce the initial nonlinear equation to a linear one. The reduction by Lie operators,
as a rule, does not change the nonlinear structure of the equation under study.

3. Conditional invariance of the d’Alembert equation. Let us consider the
nonlinear equation

�u = F1(u), u = u(x0, x1, x2, x3), (22)

where F1(u) is an arbitrary smooth function. The equation (22) is invariant under the
conformal group (that is the maximal invariance group admitted by (22)) iff F1 = 0
or F1 = λu3. Let us impose on the solutions of (22) the Poincaré-invariant eikonal
constraint

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= F2(u), (23)

where F2 is a smooth function.
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Theorem 2 [15]. Provided F1 = F2 = 0 the equation (22) with the condition (23) is
invariant under the infinite-dimensional Lie algebra with coefficients of the opera-
tor (4) having the form

ξµ(x, u) = c00(u)xµ + cµν(u)xν + dµ(u), η(x, u) = η(u),

where c00(u), cµν(u), dµ(u), η(u) are arbitrary smooth functions.

Consequently, the additional condition (23) (F2 = 0) picks out from the whole
set of solutions of the linear d’Alembert equation (F1 = 0) the subset having the
unique symmetry properties. Besides, an arbitrary smooth function of a solution of
the system (22), (23) (F1 = F2 = 0) is its solution too.

Theorem 3. The system (22), (23) is invariant under the conformal group C(1, 3)
iff

F1 = 3λ(u+ C)−1, F2 = λ, (24)

where λ, C are constants.

Thus, the additional eikonal constraint (23) extends the class of nonlinear wave
equations admitting conformal group. It means that we can construct wide classes of
exact solutions of the equation (22) using the subgroup structure of the group C(1, 3).

Note 3. The system (22), (23) had been completely integrated in [16].

Let us consider the Lorentz non-invariant wave equation

Lu ≡ �u+ F (x, u, u
1
), (25)

F = −
(
λ0

x0

)2(
∂u

∂x0

)2

+
3∑
a=1

(
λa
xa

)2(
∂u

∂xa

)2

. (26)

The maximal invariance group admitted by the equations (25), (26) is the following
two-parameter group

xµ → x′µ = eaxµ, u→ u′ = u+ b,

where a, b are group parameters.
An additional condition of the type (6) is chosen in the form

Jµνu = 0, Jµν = xµ∂ν − xν∂µ, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (27)

By direct check one can assure that the equations (25), (27) are invariant under the
Lorentz group O(1, 3). It means that the Lorentz-invariant ansatz

u = ϕ(ω), ω = xµx
µ = x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 (28)

reduces the nonlinear wave equation (25) to the following ODE

ω
d2ϕ

dω2
+ 2

dϕ

dω
+ λ2

(
dϕ

dω

)2

= 0, λ2 = λµλ
µ.
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The solution of the above equation is given by the formulae

ϕ(ω) = 2(−λ2)−1/2 tan−1
[
ω(−λ2)−1/2

]
, λ2 < 0,

ϕ(ω) = −(λ2)−1/2 ln
(

(λ2)−1/2 + ω

(λ2)−1/2 − ω
)
, λ2 > 0,

ϕ(ω) = C1ω
−1 + C2, λ2 = 0,

where C1, C2 are constants.
Thus, the condition (27) selects from the set of solutions of the Lorentz non-

invariant equation (25) a subset invariant under the six-parameter Lorentz group.
This essential extension of the symmetry makes it possible to construct wide classes
of exact solutions of the nonlinear wave equation (25).

4. Conditional invariance of the nonlinear Schrödinger equation. Let us consi-
der the nonlinear equation of the form

Su+ F (|u|)u = 0, S ≡ i ∂
∂x0

+ λ1∆. (29)

The equation (29) is invariant under the Galilei algebra AG(1, 3) having the basis
elements

P0 = ∂0, Pa = ∂a, Jab = xaPb − xbPa, a, b = 1, n,

Ga = x0Pa +
1

2λ1
xaR1,

(30)

where

R1 = i

(
u
∂

∂u
− u∗ ∂

∂u∗

)
.

In the class of nonlinear equations (29) there are two well-known ones having
wider symmetry algebra than the equation (29) has [17, 18]:

Su+ λ2|u|ru = 0, (31)

Su+ λ3|u|4/nu = 0, (32)

where λ2, λ3, r are arbitrary parameters, n is the number or space variables in the
equation (29).
The equation (31) is invariant, under the extended Galilei algebra AG1(1, n) =

〈AG(1, n),D〉 having the basis elements (30) and

D = 2x0P0 + xaPa +
2
r
R2, (33)

where

R2 = u
∂

∂u
+ u∗

∂

∂u∗
.

The equation (32) is invariant under the generalized Galilei algebra AG2(1, n) =
〈AG1(1, n), A〉 having the basis elements (30), (33) and

A = x2
0P0 + x0xaPa +

x2

4λ1
R1 − nx0

2
R2, x2 = x2

1 + · · ·+ x2
n.
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Theorem 4 [18]. The Schrödinger equation (29) is conditionally-invariant under
the operator

Q1 = ln(uu∗−1)R1 + xaPa − cR2, c = const, (34)

provided

F (|u|) = λ4|u|−4/r + λ5|u|4/r,
where λ4, λ5, r are arbitrary real parameters, and the condition

λ1∆|u|r+4 + λ6|u|r = 0 (35)

holds.
Thus imposing on solutions of the nonlinear equation (29) an additional constraint

(35) we extend its symmetry.

Theorem 5 [18]. The equation (32) being taken together with the the equation (35)
is invariant under the algebra AG2(1, n) and the operator Q1 (34).

5. Conditional symmetry of nonlinear heat equations. To describe nonlinear
processes of heat and mass transfer the one-dimensional equations of the form are
used

u0 + u11 = F (u), (36)

u0 + uu11 = 0, (37)

where F is a smooth function.
We look for operators of conditional symmetry in the form

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 + C(x, u)∂u (38)

with some smooth functions A, B, C.

Theorem 6 [19]. The equation (36) is Q-conditionally-invariant under the operator
(38) if functions A, B, C satisfy differential equations:

Case 1: A = 1

Buu = 0, Cuu = 2(B1u +BBu),
3BuF = 2(C1u + CBu)− (B0 +B11 + 2BB1),
CFu − (Cu − 2B1)F = C0 + C11 + 2CB1.

(39)

Hereafter subscript, mean differentiation with respect to the corresponding vari-
ables (x0, x1, u).

Case 2. A = 0, B = 0

CFu − CuF = C0 + C11 + 2CC1u + C2Cuu. (40)

Having constructed the general solutions of nonlinear systems (39), (40), we shall
obtain the general operator of conditional symmetry of equation.

Theorem 7 [19]. The equation (36) is Q-conditionally-invariant under the operator
(38) (A = 1, Bu 	= 0) iff it, is locally equivalent to the equation

u0 + u11 = b3u
3 + b1u+ b0, b0, b1, b3 = const, (41)
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the operator (38) having the form

Q = ∂0 +
3
2

√
2b3u∂1 +

3
2
(
b3u

3 + b1u− b0
)
∂u. (42)

The equation (41) is reduced to one of the following canonical equations:

u0 + u11 = λu(u2 − 1), (43)

u0 + u11 = λ(u3 − 3u+ 2), (44)

u0 + u11 = λu3, (45)

u0 + u11 = λu(u2 + 1). (46)

Ansätzes constructed by means of the operator (42) have the from

ϕ(ω) = 2 tan−1 u+
√

2λx1, ω = − ln(1− u−2) + 2λx0, (47)

ϕ(ω) = −4
9

ln
u+ 2
u− 1

− 2
3
(u− 1)−1 −

√
2λx1,

ω =
2
9

ln
u+ 2
u− 1

− 2
3
(u− 1)−1 − 3λx0,

(48)

ϕ(ω) = −2u−1 +
√

2λx1, ω = −u−2 − 3λx0, (49)

ϕ(ω) = 2 tan−1 u−
√

2λx1, ω = − ln(1 + u−2)− 3λx0. (50)

The anzätzes (47)–(50) reduce the equations (43)–(46) to ODE:

2ϕ̈ = (ϕ̇2 − 1)ϕ̇, 2ϕ̈ = ϕ̇3 − 3ϕ̇+ 2, (51)

2ϕ̈ = ϕ̇3, 2ϕ̈ = ϕ̇(ϕ̇2 + 1). (52)

It is evident from the above equations that ansätzes generated by the operator
of conditional invariance (42) change essentially their nonlinearities in second parts.
This fact allows to integrate the ODE (51), (52) in elementary functions

ϕ(ω) = −2 tan−1
(√

C1 expω + 1
)

+ C2, (53)

ln
[
C1 − 3

2
(ϕ+ 2ω)

]
= lnC2 − 3

2
(ϕ− ω), (54)

ϕ(ω) = 2
√
C1 − ω + C2, (55)

ϕ(ω) = 2 tan−1
(√

C1 expω − 1
)

+ C2, (56)

where C1, C2 are constants.
Thus, substitute (53)–(56) into (47)–(50), we get families of exact solutions of the

equations (43)–(46). These solutions cannot be obtained within the framework of the
Lie method.
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Theorem 8 [20]. The equation (37) is Q-conditionally-invariant under the operator
(38) with A = 1 if functions B, C satisfy the following system of equations:

uCuu = 2(BBu + uBu1), Buu = 0, (57)

B0 + uB11 − CBu−1 − 2uCu1 + 2BB1 − 2CBu = 0, (58)

C0 + uC11 − C2u−1 + 2CB1 = 0. (59)

Solving equations (57)–(59), we get an explicit form of the operator (38)

Q = b1Q1 + b2Q2 + b3D1 + b4D2 + b5∂0 + b6∂1, (60)

Q1 = x1∂0 + u∂1, Q2 = x2
0∂0 + 2x1u∂1 + 2u2∂u,

D1 = 2x0∂0 + x1∂1, D2 = x1∂1 + 2u∂u, bi = const, i = 1, 6.
(61)

Theorem 9 [20]. The equation (37) is Q-conditionally-invariant under the operator

Q = ∂1 + C(x, u)∂u, (62)

if C(x, u) satisfies the condition

C0 + u(C11 + 2CC1u + C2Cuu) + CC1 + C2Cu = 0. (63)

Partial solutions or the equation (63) give rise to explicit form of operators of
conditional symmetry. Below we adduce some of them

Q3 =
√
x0∂1 +

√
2u∂u, (64)

Q4 =
√

2x0∂1 +R(u)∂u, (65)

Q5 = ∂1 + lnu∂u, (66)

Q6 = x0∂1 + x1∂u, (67)

where R(u) a solution of ODE uR̈+ Ṙ = R−1.
Let us adduce some ansätzes generated by operators Q1, Q2, Q3

x0u− 1
2
x2

1 = ϕ(u), (68)

2ux0

x1
− x1 = ϕ

(
u

x1

)
, (69)

u =
1
2

(
x1√
x0

+ ϕ(x0)
)2

. (70)

Reduced equations have the form

ϕ̈(u) = 0 for the ansatz (68),

ϕ̈

(
u

x1

)
= 0 for the ansatz (69),

2x0ϕ̇(x0) + ϕ(x0) = 0 for the ansatz (70).
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Thus the ansätzes (68)–(70) reduce nonlinear heat equations to linear ODE.

6. An equation of the Korteweg-de Vries type. Let us consider a non-linear
equation [23]

u0 + F (u)uk1 + u111 = 0, (71)

u111 = ∂3u
∂x3 , k is an arbitrary real parameter. With F (u) = u, k = 1 (71) coincides

with the classical KdV equation.

Theorem 10 [23]. The equation (71) is Q-conditionally invariant under the following
Galilei-type operator:

Q = xr0∂1 +H(x, u)∂u, (72)

r is an arbitrary real parameter, if

1) F (u) = λ1u
2−k

u + λ2u
1−k
2 ,

H(x, u) =
(
kλ1

2

)−1/k

u1/2,
(73)

2) F (u) = (λ1 lnu)1−k,

H(x, u) = (kλ1)−1/ku,
(74)

3) F (u) = (λ1 arcsinu+ λ2)(1− u2)
1−k
2 ,

H(x, u) = (kλ1)−1/k(1− u2)1/2,
(75)

4) F (u) = (λ1Arshu+ λ2)(1− u2)
1−k
2 ,

H(x, u) = (kλ1)−1/k(1 + u2)1/2,
(76)

5) F (u) = λ1u,

H(x, u) = (kλ1)−1/k,
(77)

where r 	= k−1, k 	= 0, λ1, λ2 are arbitrary constants.
By means of operators of conditional invariance (72) we reduce the equation (71)

to ODE and construct the following exact solutions:

u =

{
x1

2

(
kλ1x0

2

)−1/k

+ λx
−1/k
0 − λ2

λ

}2

,

when F (u) is of the form (73);

u = exp
{
−k(kλ1)−3/k

k − 2
x
− 3

k +1
0 + λx

−1/k
0 + (kλ1x0)−1/kx1 − λ2

λ

}
,

when k 	= 2, F (u) is of the form (74); when k = 2

u = exp
{
−(2λ1)−3/2x

−1/2
0 lnx0 + λx

−1/2
0 + (2λ1x0)−1/2x1 − λ2

λ

}
;

u = sin
{
k(kλ1)−3/k

k − 2
x
− 3

k +1
0 + λx

−1/k
0 + (kλ1x0)−1/kx1 − λ2

λ

}
, k 	= 2,

u = sin
{

(2λ1)−3/2 lnx0√
x0

+ λx
−1/2
0 + (2λ1x0)−1/2x1 − λ2

λ

}
, k = 2,
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when F (u) is of the form (75);

u = sh
{
−k(kλ1)−3/k

k − 2
x
− 3

k +1
0 + λx

−1/k
0 + (kλ1x0)−1/2x1

}
, k 	= 2,

u = sh
{
−(2λ1)−3/2x

−1/2
0 lnx0 + λx

−1/2
0 + (2λ1x0)−1/2x1

}
, k = 2,

when F (u) is of the form (76). In all formulae λ is an arbitrary parameter.
Thus, having investigated the conditional symmetry of the equation (71), we

construct nontrivial classes of exact solutions.
7. Nonlinear wave equation. An equation of the form

u00 − (F (u)u1)1 = 0 (78)

is widely used for description of nonlinear wave processes. The group properties of the
equation (78) were investigated in detail by means of Lie method in [24]. Depending
on explicit form of the function F (u) the equation (78) has wide conditional symmetry.
Theorem 11 [25]. The equation (78) is Q-conditionally invariant under the operator

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 +H(x, u)∂u,

if functions A(x, u), B(x, u), H(x, u), F (u) satisfy the following systems of equati-
ons:

Case 1: A = 1, D = F −B2

(BuD−1)u = 0, F (H1D
−1)1 − (H0D

−1)0 −H2 = 0,
(HuD

−1)u −H(H0D
−1)u −H(HuD

−1)0 +
+D2{2F (B0D1 −B1H0 +H[BuH1 −B1Hu])−BHH1F} = 0,

D2Huu +D{(HḞ )u + 2B(BuHu −BuuH)− 2FB1u − 2B0u} −
−HD2 + 2BB0Du + 2ḂB1(BF − 2BuF ) = 0,

D{B00 + 2(B0H)u − 2(BH0u −BuH0) + 2(H1F )u −B11F +BuuH
2 +

+ 2BHHuu} −Du{B0H +BuH
2 + 2BHHu}+

+B{B1HḞ + 2B2
0 + 2B0BuH + 4BB0Hu + 4B1HuF − 2B2

1F} = 0.

Case 2: A = 1, B = F 1/2

1) ḂH + 2BHu = 0, H0 +HHu −BH1 = 0;

2) ḂH + 2BHu 	= 0, H0 +HHu −BH1 = 0;

[B̈H2 + 2Ḃ(BH1 +HHu) + 2B(H0u +HHuu +BH1u)] = (H0 +HHu −
−HH1)− [H00 +H2Huu −B2H11 + 2HH0u − 2ḂHH1](ḂH + 2BHu) = 0.

Case 3: A = 0, B = 1

H00 −H3Ḟ − (3HH1 + 2H2Hu)Ḟ − (H11 + 2HH1u)F = 0.

Having solved these systems we constructed explicit forms of operators Q for
special forms of the function F (u). Let us adduce some of obtained operators and
ansätzes:

F (u) = expu,
Q1 = x1∂1 + ∂u, u = lnx1 + ϕ(x0),

Q2 = ∂0 + 2 tg x0∂u, expu =
ϕ(x0)
cos2 x0

;
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F (u) = uk,

Q1 = ∂0 + exp
(u

2

)
∂1 − 4x−1

0 ∂u, x0 exp
(u

2

)
+ x1 + ϕ

(
x2

0 exp
u

2

)
= 0,

Q2 = (k + 1)x1∂1 + u∂u, uk+1 = x1ϕ
k+1(x0);

F (u) = u−1/2,

Q1 = ∂0 + x1u
1/2∂u, 2u1/2 = x0x1 + ϕ(x1),

Q2 = x2
1∂0 + (4x0 + a1x

5
1)u

1/2∂u, u1/2 = x2
0x

−2
1 +

a2
1

2
x0x

3
1 + ϕ(x1),

where a1, a2, a3 are constants.
The most simple solutions of the equation (78), constructed by means of the above

ansätzes are or the form

expu = (x2
1 + a1) cos−2 x0, expu = x1 expx0,

if F (u) = expu;

uk+1 = xk+1
0 x1,

if F (u) = uk;

u = x0x1 +
x4

0

12
+ a1, u = W (x0)x2

1,

if F (u) = u;

u1/2 = W (x1)x2
0, 2u1/2 = x0x1 +

x4
1

24
+ a1,

u1/2 = x2
0x

−2
1 + 3a1x0x

3
1 +

a1

6
x3

1 + a2x
−1
1 + a3x

2
1,

if F (u) = u1/2.
So we had classified and reduced the nonlinear wave equations (78) by means of

conditional symmetry.

8. Three-dimensional acoustics equation. Bounded sound beams are described
by a nonlinear equation of the form [26]

u00 − (F (u)u1)1 − u22 − u33 = 0. (79)

In the case when F (u) = u it coincides with the Khokhlov–Zabolotskaya equation

u00 − (uu1)1 − u22 − u33 = 0. (80)

Let us add to (79) an additional condition in the form of a first-order nonlinear
equation

u0u1 − F (u)u2
1 − u2

2 − u2
3 − 0. (81)

Theorem 12 [26]. The equation (80) with the condition (81) is invariant under the
infinite-dimensional algebra with the operator

X = ai(u)Ri, i = 1, 12, (82)
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where ai(u) are arbitrary smooth functions of the dependent variable u,

Rµ+1 = ∂µ, µ = 0, 3, R5 = x3∂2 − x2∂3,

R6 = x2∂1 + 2x0∂2, R7 = x3∂1 + 2x0∂3, R8 = xµ∂µ,

R9 = 4x0∂0 + 2x1∂1 + 3x2∂2 + 3x3∂3 − 2
F (u)
F ′(u)

∂u, R10 = F ′(u)x0∂1 − ∂u,
R11 = x2∂0 + 2(x1 + F (u)x0)∂2, R12 = x3∂0 + 2(x1 + 2F (u)x0)∂3.

Operators R1, . . . , R8 are Lie symmetry operators for the equation (80), R9, . . .,
R12 are operators of the conditional symmetry for the equation (79). Using conditional
symmetry operators of the equation (79) R9, . . . , R12 it is possible to construct wide
classes of exact solutions. For example, the operator X = ∂0 + a(u)∂1 generates the
following ansätzes:

u = ϕ(ω1, ω2, ω3), ω1 = a(u)x0 + x3, ω2 = x2, ω3 = x3. (83)

The ansatz (83) reduces the four-dimensional equation (79), (81) to three-dimansional
ones

(a(ϕ)− ϕ)ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 +
(
da(ϕ)
dϕ

− 1
)
ϕ2

1 = 0,

(a(ϕ)− ϕ)ϕ2
1 − ϕ2

2 − ϕ2
3 = 0, ϕi =

∂ϕ

∂ωi
, i = 1, 3.

(84)

Taking a(u) in some concrete form it is possible in some cases to construct the
general solution of (84). Let a(u) = u+ 1, then we get a system

ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 = 0, (85)

ϕ2
1 − ϕ2

2 − ϕ2
3 = 0. (86)

The system (85), (86) can be naturally called the Bateman (1914) — Sobolev–Smirnov
(1932–1933) equations, because Bateman, Sobolev and Smirnov investigated this
system in detail. The equations (85), (86) has the general solution which is given
by Sobolev–Smirnov formula

ϕ = c1(ϕ)ω1 + c2(ϕ)ω2 + c3(ϕ)ω3, (87)

where c1, c2, c3 are arbitrary functions satisfying the following conditions:

c21 − c22 − c23 = 0, c22 + c23 	= 0.

Thus the formula (87) gives the class of exact solutions for the three-dimensional
nonlinear equations (85), (86).

9. Conditional symmetry of the Dirac equation. Let us consider the nonlinear
Dirac equation

{γµpµ − λ(ϕ̄ϕ)}ϕ(x) = 0 (88)

and put on its solutions a condition ϕ̄ϕ = 1. Then (88) becomes a linear equation
with a nonlinear additional condition:

(γµpµ − λ)ψ = 0, ψ̄ψ = 1. (89)
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The system (89) is conditionally invariant under the operators [9]

Q1 = P0 − λγ0, Q2 = P3 − λγ3. (90)

In the case under consideration the equation of the type (6) has the form

Q1ψ = 0 and Q2ψ = 0. (91)

The operator Q1 generates the ansatz

ψ(x) = exp(−iλγ0x0)ϕ(x1, x2, x3), (92)

where ϕ(x1, x2, x3) is a four-component vector-function depending on three variables
only.

10. Conditional symmetry of Maxwell’s equation. Let us consider a linear
system [5]

∂ �E

∂t
= rot �H,

∂ �H

∂t
= −rot �E. (93)

It can be verified directly that the system (93) is not invariant under the Lorentz
transformations. However if we add to the system (93) the well-known additional
conditions

div �E = 0, div �H = 0, (94)

the system (93), (94) becomes a Lorentz-invariant one. The point of view on Max-
well’s equations which was set forth [1–9, 21] stressesthe naturality of the notion of
conditional invariance and its importance for a wide class of equations of mathematical
physics [22].

Conclusion. Investigation of conditional symmetry of partial differential equation
has been started recently. The adduced results show that we can anticipate on this
way the qualitatively new understanding of symmetry of an equation, of symmetry
classification or partial differential equations, of reduction of multi-dimensional nonli-
near equations to equations with less number of independent variables, of process of
linearization of nonlinear equations.
The principle of relativity, or equivalence of all inertial reference frames, is one of

the most fundamental laws of physics, mechanics, hydromechanics, biophysics. Saying
in the language of mathematics this principle represents the invariance of an equation
of motion whether under the Galilei transformations or under the Lorentz ones. Partial
differential equations which do not, satisfy this principle usually are not considered
in physical theories. Such equations cannot be used for mathematical description of
motion of real physical systems.
The concept of conditional invariance enables to get essentially wider classes of

equations satisfying relativity principle. Equations which are non-compatible in usual
sense with the relativity principle can satisfy it conditionally, that is, non-trivial
conditions on solutions of these equations exist, which pick out subsets of solutions of
the initial equation, invariant or under Galilei transformations, or tinder Lorentz ones.
Description and detailed investigation of classes of equations conditionally invariant,
under Galilei and Poincaré groups and their subgroup seem to the author a rather
significant problem of mathematical physics.
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Conditional symmetry, for example, of a scalar equation, enables to construct
ansätzes which increase the number of dependent variables (antireduction). It allows
not only to carry out reduction by number of independent variables but to increase the
number of dependent variables. We should like to stress that such ansätzes change
essentially the structure of nonlinearity of the initial equation. And, certainly, they
cannot be constructed by means of the classical Lie method. The process of linearizati-
on, for example, of the nonlinear Navier–Stokes system in our approach is considered
as change of a nonlinear equation for a linear system

∂�u

∂t
+ ∆�u+ �∇p = 0, div �u = 0, (95)

with a nonlinear additional condition

(�u �∇)�u = 0 or {(�u �∇)�u}2 = 0. (96)

The linear Navier–Stokes equation with the nonlinear additional conditions has a
nontrivial conditional symmetry. Evidently it is also possible to choose as an additional
condition for the Stokes–Stokes equation the following equations:

(�u �∇)�u+ �∇p = 0.

We are going to devote further papers to detailed investigation of conditional linerisa-
tion of nonlinear partial differential equations.
In conclusion I adduce the list (which is far from being complete) of nonlinear

equations having nontrivial conditional symmetry

u0 + u11 = F (u), u0 + uu11 = 0, (1988, 1990)

Su+ F (|u|)u = 0, S = i
∂

∂x0
−∆, (1990)

u00 = u∆u, (1988)

�u = F (u), (1989)

u01 − (F (u)u1)1 − u22 − u33 = 0, (1990)

u00 − (F (u)u1)1 = 0, (1991)

u00 = C(x, u, u
1
)∆u, (1987)

u0 − �∇[F (u)�∇u] = 0, (1988)

u0 + F (u)uk1 + u111 = 0, (1991)

u0 +
∂2ϕ(u)
∂x2

1

+
N

x1

∂ϕ(u)
∂x1

= F (u), (1992)

u0 + u11 +
3

2x1
u1 = λu3, (1992)
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u0 + uu11 +
N

x1
uu1 = λ1u+ λ2, (1992)

�u0 + (�u �∇)�u = −1
ρ
�∇p,

ρ0 + div (ρ�u) = 0,

p = f(ρ), p =
1
2
λρ2,

(1992)

(1− uαuα)�u+ uµuνu
µν = 0. (1989)

In the brackets we indicated the years when the conditional symmetry of the
corresponding equation had been investigated.
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New nonlinear equations for electromagnetic
field having velocity different from c
W.I. FUSHCHYCH

Предложены новые нелинейные уравнения для электромагнитного поля, скорость
которого в вакууме может быть меньше, чем c. Предложены также нелинейные
уравнения для электромагнитного, скалярного и спинорного полей.

1. The Maxwell equations

∂ �D

dt
= c rot �H −�j, ∂B

∂t
= −c rot �E, div �D = ρ, div �H = 0. (1)

play a basic role in modern electromagnetic theory. When considered in vacuum,
Eqs. (1) take the form

∂ �E

∂t
= c rot �H,

∂ �H

∂t
= −c rot �E, div �E = 0, div �H = 0. (2)

Provided �D = ε �H, �J = σ �E, �B = µ �H, ε, σ, µ being constants, from (1) it follows
that the wave equations hold

εµ
∂2 �E

∂t2
− c2∆ �E + σµ

∂2 �E

∂t
= −1

ε
�∇ρ, εµ

∂2 �H

∂t2
− c2∆ �H + σµ

∂ �H

∂t
= �0. (3)

When considered in vacuum (ε = µ = 1, σ = 0) Eqs. (3) read

∂2 �E

∂t
− c2∆ �E = �0,

∂2 �H

∂t2
− c2∆ �H = �0. (4)

It is a generally accepted axiom of the modern theory of elementary interactions
(classical and quantum) that the quantity in (1)–(4) is identified with the velocity of
light. That is the fundamental constant.
There are few works devoted to study of nonlinear generalizations of equations

(1)–(3) (see, e.g., lists of references in [1–3]).
In the present paper we suggest new nonlinear generalization of Eqs. (1)–(4) based

on the following idea: the velocity of light may not coincide with the constant c.
2. Let us admit following Poyting (1884) the standard definition of the energy

density and of the electromagnetic flow

ρ =
1
2
( �E2 + �H2), ρvk = cεklnElHn, k, l, n = 1, 3, (5)

�v = (v1, v2, v3) is the velocity of the electromagnetic flow.
It is easy to see of that the formula

�v 2 = c2
{

1− 1
4
ρ−2( �E2 − �H2)2 − ρ−2( �E �H)2

}
(6)

holds.

Доклады АН Украины, 1992, № 4, С. 24–27.
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From (6) it follows that �v 2 ≤ c2 and what is more �v 2 = c2 ⇔ �E2 − �H2 = 0,
�E �H = 0.
Let us make in Eqs. (1)–(4) the change

c→ v, c2 → v2.

This change yields nonlinear equations for electromagnetic field. For example, Eqs. (2)
take the form

∂ �E

∂t
= v rot �H,

∂H

∂t
= −v rot �H, div �E = 0, div �H = 0. (7)

The above equations can be generalized in the following way:

∂ �E

∂t
= rot ( �H × �v), ∂ �H

∂t
= rot (�v × �E). (8)

Eqs. (7), (8) can be interpreted as equations of motion for an electromagnetic field
which spreads with velocity �v. Provided �v is determined by (5), (6), the velocity of
electromagnetic field is smaller than c.
One can impose on �v = �v(t, �x) equations of hydrodynamics type

∆∆�v = �0, ∆ ≡ ∂

∂t
+ λvk

∂

∂vk
(9)

or

∆∆2�v = �0, (10)

whence

∂ �E

∂t
= rot ( �H × �v), ∂ �H

∂t
= rot (�v × �E),

∆∆�v = �0, div �E = 0, div �H = 0.
(11)

Thus system (11) describes woth the electromagnetic field and its velocity.

Note 1. Eq. (9) possesses unique symmetry properties. Is is invariant under the
Poincaré and Galilei groups [3]. That is Eq. (9) satisfies. both the Lorentz–Poincaré–
Einstein and Galilei relativity principles.

In addition, we adduce another nonlinear equation

∂ �E

∂t
+ λ1( �E2 − �H2, �E �H)Hk

∂ �E

∂xk
+ λ2( �E2 − �H2, �E �H) rotH = �0,

∂ �E

∂t
+ λ3( �E2 − �H2, �E �H)Ek

∂ �H

∂xk
+ λ4( �E2 − �H2, �E �H) rotE = �0,

where λ1, λ2, λ3, λ4 are some smooth functions.
Eqs. (1), (3), (4) are generalized in an analogous way. For example, Eq. (4) is

generalized in a way

∂2 �E

∂t2
− v2∆ �E = �0,

∂2 �H

∂t2
− v2∆ �H = �0. (12)
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or

∂2 �E

∂t2
− ∂

∂xl

{
cln(v2)

∂ �E

∂xn

}
= �0,

∂2 �H

∂t2
− ∂

∂xl

{
cln(v2)

∂ �E

∂xn

}
= �0, (13)

or

∂

∂xµ

{
cµν(v2)

∂

∂xν

}
Fαβ = 0, µ, ν, α, β = 0, 3, (14)

where clm(v2), cµν(v2) are smooth functions on v2. One can impose on the scalar
function v the eikonal equation(

∂v

∂t

)2

−
(
∂v

∂xk

)2

= λ, λ = 0,±1. (15)

Note 2. In Eqs. (12)–(14) the vector �v can be defined according to the formula (6).

3. Let us turn to the generalization of the linear d’Alembert–Klein–Gordon–Fock
equation

−�
2 ∂

2u

∂t2
= (−�

2c2∆ +m2c4)u. (16)

After the change c→ v(t, �x) it takes the form

−�
2 ∂

2u

∂t2
= (−�

2v2∆ +m2c4)u, (17)

where v is determined by (6), functions �E, �H satisfying Eqs. (1)–(4) or Eqs. (7)–(8).

Note 3. The vector of velocity of spread of the scalar field u can be defined in the
following way:

vk = λ(|u|)
(
u∗

∂u

∂xk
+ u

∂u∗

∂xk

)
(18)

or

vµ = λ(|u|)
(
u∗

∂u

∂xµ
+ u

∂u∗

∂xµ

)
, (19)

where λ(|u|) is an arbitrary smooth function.
4. The Dirac equation for the spinor field

(−i�γµ∂µ +mc)ψ = 0 (20)

is rewritten in the form of nonlinear system

(−i�γµ∂µ +mv)ψ = 0, v =
(
v2
1 + v2

2 + v2
3

)1/2
, (21)

∆∆vk = 0 or va
∂vµ
∂xa

= 0. (22)
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Note 4. The vector of velocity of spread of the spinor field can be defined by the
formula (6). In this case, �E, �H are vectors characterizing elecromagnetic field which
is generated by the spinor field

Fµν = λ1ψ̄(γµγν − γνγµ)ψ, (23)

λ1 is some small parameter.

Note 5. The vector of velocity of the spinor field can be defined as follows

vk = λ2ψ̄γkψ

or

vµ = λ3ψ̄γµψ.

One can demand that the above vectors have to satisfy conditions (22).
Detailed symmetry analysis and construction of exact solutions of the above sug-

gested equations will be carried out in future paper.

Note 6. The classical wave equation

∂2u

∂t2
− c2∆u = 0

in our approach is generalised in the following way

∂2u

∂t2
− ∂

∂xk

{
akl(v̄)

∂u

∂xl

}
= 0, akl = λ1(v2)vkvl + λ2(v2)δik,

∆∆vi = 0 or ∆∆2vi = 0.

In one dimensional space the wave equation has the form

∂2u

∂t2
− ∂

∂xk

(
v2 ∂u

∂x

)
= 0, ∆∆v + λ3

∂2v

∂x2
= 0,

λ1, λ2, λ3 are smooth functions of v2.
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The complete sets of conservation laws
for the electromagnetic field
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

We present a compact and simple formulation of zero- and first-order conserved currents
for the electromagnetic field and give the number of independent n-order currents.

New conservation laws for the electromagnetic field, discovered by Lipkin [1], had
obtained an adequate mathematical and physical interpretation long ago, see e.g. [2–
6]. It happens that these conservation laws are nothing but a small part of the
infinite series of conserved quantities which exist for any self-adjoint linear system
of differential equations; among their number are Maxwell’s equations [7]. As to the
physical interpretation of Lipkin’s zilch tensor it can be connected with conservation
of polarization of the electromagnetic field [5, 6].
The aim of the present letter is to establish certain rules in the bewildering

complexity of the conservation laws and to describe complete sets of them for the
electromagnetic field.
We say that an arbitrary bilinear function j(m)

µ = f
(m)
µ (DnF,DkF ) is a conserved

current if it satisfies the continuity equation

∂µj(m)
µ = 0, µ = 0, 1, 2, 3. (1)

Here F = Fµν is the tensor of the electromagnetic field,

Dn =
n∏
λ=0

∂µλ , µλ = 0, 1, 2, 3, m = max(n+ k).

It follows from (1) according to the Ostrgradskii–Gauss theorem that the following
quantity is conserved in time:

〈j(m)
0 〉 =

∫
d3xj

(m)
0 .

We say conserved currents j(m)
µ and j

′(m)
µ are equivalent if

〈j(m)
0 〉 = 〈j′(m)

0 〉.
Proposition 1. There exist exactly 15 non-equivalent conserved currents of zero
order for Maxwell’s equation. All these currents can be represented in the form

j(0)µ = TµνK
ν , (2)

where Tµν is the traceless energy-momentum tensor of the electromagnetic field and
Kν is a Killing vector satisfying the equations

∂νKµ + ∂µKν − 1
2
gµν∂λK

λ = 0. (3)

J. Phys. A: Math. Gen., 1992, 25, L231–L233.
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Proof. This reduces to finding the general solution of the equation

∂0〈j(0)0 〉 = ∂0

∫
d3xj

(0)
0 (F, F ) = 0, (4)

where j(0)0 (F, F ) is a bilinear combination of components of the tensor of the electro-
magnetic field. It is not difficult to find such a solution, decomposing j(0)0 by the
complete set of symmetric matrices of the dimension 6× 6

j
(0)
0 = ϕTQϕ, ϕ = column(F01, F02, F03, F23, F31, F12),
Q = (σ0A

ab
0 + σ1A

ab
1 + σ3A

ab
3 )Zab + δ2SaK

a,

Zab = 2δab + SaSb + SbSa, a, b = 1, 2, 3,

Sa =
(
Sa 0̂
0̂ Sa

)
, σ0 =

(
I 0̂
0̂ I

)
, σ1 =

(
0̂ I

I 0̂

)
,

σ2 =
(

0̂ −I
I 0̂

)
, σ3 =

(
I 0̂
0̂ −I

)
,

S1 =

0 0 1
0 0 −1
0 1 0

 , S2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , S3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,
where 0̂ and I are the zero and unit matrices of dimension 3×3, Aabλ , K

a are unknown
functions of xµ. In fact substituting (5) into (4) and using the Maxwell equations

∂µF
µν = 0, ∂µεµνρσF

ρσ = 0

we come to the relations Aab1 = Aab3 = 0, Aab2 = −δabK0 and to the equations (3) for
K0 and Ka.
Thus we have found all non-equivalent j(0)0 satisfying (4). The corresponding

expressions for j(0)µ with µ 	= 0 can be obtained by Lorentz transformations.
Formula (2) gives an elegant formulation of the classical conservation laws of

Bessel–Hagen [8]. We present a direct (and simple) proof that there are not another
conserved bilinear combination of the electromagnetic field strengths.
In an analogous way it is possible to prove the following assertion.

Proposition 2. There exist exactly 84 conserved currents of first order for the elec-
tromagnetic field. All these currents can be represented in the form

j(1)µ = KσνZσν,µ + 2εµνλσ(∂λKρν)T σρ, (5)

where T σρ is the energy-momentum tensor, Zσν,µ is Lipkin’s zilch tensor, εµνρσ
is the completely antisymmetric unit tensor, Kσν is a conformal Killing tensor of
valence 2, satisfying the equations

∂(µKσν) =
1
3
∂λK

λ(µgσν), Kσν = Kνσ, Kµ
µ = 0, (6)

where symmetrization is imposed over the indices in brackets.
Using the relations

∂µZλσ,µ = 0, Zµν,
ν = 0, ∂λT

λµ = 0, Tλλ = 0,
∂ρ(ερλνσT σµ + ερµνσT

σλ) = Zλν,
µ + Zµν,

λ
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and the equations (7) we can ensure that the currents (6) really satisfy the continuity
equation (1).
Thus all non-equivalent conserved currents of first order are given by formula (6).

The general solution of the equation (7) is a fourth-order polynomial of xµ depending
on 84 parameters; for the explicit expression of Kσν see e.g. [9]. Formula (6) descri-
bes well known and also ‘new’ conserved currents; the latter depend on the fourth
degree of xµ.
In conclusion we note that in an analogous way it is possible to describe conserved

currents for the electromagnetic field of an arbitrary order m. For m > 1 such currents
are defined by two fundamental quantities i.e. by the conformal Killing tensor of
valence m+ 1 and the Floyd–Penrose tensor of valence R1 + 2R2 where R1 = m− 1,
R2 = 2. The higher order conserved currents will be considered in a separate paper;
here we present only the number of linearly independent currents of order m:

Nm =
1
2
(2m+ 5)

[
2m(m+ 1)(m+ 4)(m+ 5) + (m+ 2)2(m+ 3)2

]
, m > 1.

For the details about generalized Killing and Floyd–Penrose tensors in applica-
tion to higher symmetries of Poincaré- and Galilei-invariant wave equations see the
extended version of our book [10]. Non-Lie symmetries and conservation laws for
Maxwell’s equations are discussed in [11].
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Symmetry reduction of the Navier–Stokes
equations to linear two-dimensional systems
of equations
W.I. FUSHCHYCH, R.O. POPOVYCH

Побудовано повний набiр нееквiалентних двовимiрних пiдалгебр максимальної в
ceнci Лi (нескiнченовимiрної) алгебри iнварiантноотi рiвнянь Навье–Стокса для в’яз-
кої нестискної рiдини. Отримано анзаци, що редукують рiвняння Навье–Стокса до
лiнiйних систем ДРЧП вiд двох незалежних змiнних. Проведено дослiдження симе-
трiйних властивостей редукованих систем та побудованi деякi їx точнi розв’язки.

In this article, being continuation of our works [1, 2], we construct ansätze for the
Navier–Stokcs (NS) field which reduce the NS equations (NSEs) for an incompressi-
ble viscous fluid to linear systems of partial differential equations (PDEs) in two
independent variables. To solve this problem we use the method described in [3] and
the infinite-dimensional symmetry algebra of the NSEs.
It is known that NSEs

∂u

∂t
+ (u ·∇)u−∆u + ∇p = 0, div u = 0, (1)

where u = u(x) = {u1, u2, u3} is the velocity field of a fluid, p = p(x) is the pressure,
x = {t,x} ∈ R

4, ∇ = {∂/∂xa}, a = 1, 2, 3, ∆ = ∇ · ∇, are invariant under the
infinite dimensional algebra A∞ with basis elements

∂t =
∂

∂t
, D = 2t∂t + xa∂a − ua∂ua − 2p∂p,

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua,
R(m) = ma∂a + ṁa∂ua − xam̈a∂p, Z(α) = α(t)∂p,

(2)

where m = {ma(t)} and α(t) are arbitrary differentiable function of t; dot means
differentiation with respect to t. The set of operators (2) determine the maximal in
the sense of Lie invariance algebra of the NSEs [4, 6, 7].
Constructing a complete set of inequivalent two-dimensional subalgebras of A∞,

we choose from it those subalgebras which lie in a linear span of operators Jab, R(m)
and Z(α). It is these subalgebras that allow us to construct ansätze which reduce the
nonlinear NSEs to linear systems of PDEs in two independent variables.

Theorem 1. A complete set of A∞-inequivalent two-dimensional subalgebras of A∞

is exhausted by such algebras:
1. A1(m,n) = 〈R(m), R(n)〉, m̈ · n − n̈ · m = 0, and ∀ c1, c2 ∈ R c1m +

c2n 	= 0, where algebras A1(m1,n1) and A1(m2,n2) are equivalent if ∃ {akl}k,l=1,2,
det{akl} 	= 0, B ∈ O(3), ∃ ε, δ ∈ R:

(m2,n2)(t) = (B(a11m
1 + a12n

1), B(a21m
1 + a22n

1))(te2ε + δ); (3)

Доповiдi АН України, 1992, № 8, С. 29–36.
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2. A2(α, β) = 〈J12 +Z(α(t)), R(0, 0, β(t))〉, β 	= 0, where algebras A2(α1, β1) and
A2(α2, β2) are equivalent if

∃ c 	= 0 ∃ε, δ ∈ R : (α2, β2)(t) = (e2εα1, cβ1)(te2ε + δ); (4)

3. A3(α, β) = 〈J12 + R(0, 0, β(t)
∫

dt
(β(t))2 + Z(α(t)), R(0, 0, β(t))〉, β 	= 0, where

algebras A3(α1, β1) and A3(α2, β2) are equivalent if

∃ ε, δ ∈ R : (α2, β2)(t) = (e2εα1, e−εβ1)(te2ε + δ); (5)

4. A4 = 〈D + 2κJ12, R(µ|t|σ cos(κ ln |t|), µ|t|σ sin(κ ln |t|), ν|t|σ) + Z(ε|t|σ−3/2)〉,
κ > 0, µ ≥ 0, ν ≥ 0, µ2 + ν2 = 1, ε = 0 if σ 	= 1/2 and ε ≥ 0 if σ = 1/2;
5. A5 = 〈D,R(0, 0, |t|σ) + z(ε|t|σ−3/2)〉, ε = 0 if σ 	= 1/2 and ε ≥ 0 if σ = 1/2;
6. A6 = 〈∂t+J12, R(µeσt cos t, µeσt sin t, νeσt+Z(εeσt)〉, µ ≥ 0, ν ≥ 0, µ2+ν2 = 1,

ε = 0 if σ 	= 0 and ε ≥ 0 if σ = 0;
7. A7 = 〈∂t, R(0, 0, eσt) + Z(εeσt)〉, σ ∈ {−1; 0; 1}, ε = 0 if σ 	= 0 and ε ∈ {0; 1}

if σ = 0;
8. A8 = 〈∂t, J12 + θ∂3 + ε∂p〉, θ ∈ {0; 1}, ε ≥ 0 if θ = 1 and ε ∈ {0; 1} if θ = 0;
9. A9 = 〈∂t,D + γJ12〉, γ ≥ 0;
10. A10 = 〈D,J12 +R(0, 0, θ|t|1/2) + Z(εt−1)〉, θ ≥ 0, ε ≥ 0;
11. A11 = 〈D + γJ12, Z(|t|κ)〉, γ ≥ 0, κ ∈ R;
12. A12 = 〈∂t, Z(eσt)〉, σ ∈ {−1; 0; 1};
13. A13 = 〈∂t + J12, Z(eσt)〉, σ ∈ R;
14. A14(α, β) = 〈J12 + R(0, 0, β(t)), Z(α(t))〉, α 	= 0, where algebras A14(α1, β1)

and A14(α2, β2) are equivalent if ∃ ε, δ ∈ R, ∃ c 	= 0: (α2, β2)(t) = (cα1, e−εβ1)(te2ε+
δ);
15. A15(α, β) = 〈J12 + Z(β(t)), Z(α(t))〉, α 	= 0, where algebras A15(α1, β1) and

A15(α2, β2) are equivalent if ∃ c1 	= 0, ∃ ε, δ, c2 ∈ R: (α2, β2)(t) = (c1α1, e−εβ1 +
c2α1)(te2ε + δ);
16. A16(m, α) = 〈R(m(t)), Z(α(t))〉, m 	= 0, α 	= 0, where algebras A16(m1, α1)

and A16(m2, α2) are equivalent if ∃ c1 	= 0, ∃ c2 	= 0, ∃ ε, δ ∈ R, ∃B ∈ O(3):

(m2, α2)(t) = (c1Bm1, c2α1)(te2ε + δ);

17. A17(α, β) = 〈R(0, 0, β(t)), R
(
0, 0, β(t)

∫
dt

(β(t))2

)
+ Z(α(t))〉, β 	= 0, α 	= 0,

where algebras A17(α1, β1) and A17(α2, β2) are equivalent if ∃ c 	= 0, ∃ ε, δ ∈ R:
(α2, β2)(t) =

(
e2ε

c α
1, e−εcβ1

)
(te2ε + δ);

18. A18(α, β) = 〈Z(α(t)), Z(β(t))〉, c1α + c2β 	= 0 ∀ c1, c2 ∈ R, where algebras
A18(α2, β2) and A18(α2, β2) are equivalent if ∃ {akl}k,l=1,2, det{akl} 	= 0, ∃ ε, δ ∈ R:
(α2, β2)(t) = (a11α

1 + a12β
1, a21α

1 + a22β
1)(te2ε + δ).

Theorem 1 is proved with method described in [4, 5].
Lying in a linear span of operators Jab, R(m) and Z(α) are algebras 1, 2 and 3.

Ansätze constructed with these algebras have the form

1. u = v(ω1, ω2) +
m̃ · x
δ

ṁ +
ñ · x
δ

ṅ− k · x
δ

k̇, p = q(ω1, ω2) +
bij(t)

2
xixj ,

where ω1 = t, ω2 = k · x, k = m× n, m̃ = n× k, ñ = k ×m, δ = |k|2,

bij = −1
δ

[
m̈im̃i + n̈iñi +

k · m̈
δ

m̃ikj +
k · n̈
δ

ñikj
]

;
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2. u1 = x1v
1(ω1, ω2)− x2

ω2
2

(v2(ω1, ω2)− s(t)),

u2 = x2v
1(ω1, ω2) +

x1

ω2
2

(v2(ω1, ω2)− s(t)),

u3 =
1
β(t)

v3(ω1, ω2) +
β̇(t)
β(t)

x3,

p = q(ω1, ω2)− β̈(t)
β(t)

x2
3

2
+ α(t) arctg

x2

x1
,

where ω1 = t, ω2 =
√
x1

2 + x2
2, s(t) =

∫
α(t)dt;

3. u1 = x1v
1(ω1, ω2)− x2

ω2
2

(v2(ω1, ω2)− s(t)),

u2 = x2v
1(ω1, ω2) +

x1

ω2
2

(v2(ω1, ω2)− s(t)),

u3 =
1
β(t)

v3(ω1, ω2) +
β̇(t)
β(t)

x3 +
1
β(t)

arctg
x2

x1
,

p = q(ω1, ω2)− β̈(t)
β(t)

x2
3

2
+ α(t) arctg

x2

x1
,

where ω1 = t, ω2 =
√
x1

2 + x2
2, s(t) =

∫
α(t)dt;

Here numeration of ansätze correspond to that of algebras in theorem 1. Substitu-
ting ansätze 1–3 into the NSEs, we obtain equations reduced

1. v1 − δv22 + q2k +
m̃ · v
δ
· ṁ +

ñ · v
δ

ṅ + e · ω2 = 0, (6)

k · v2 = 0, (7)

where e = e(t) =
2
δ2

(ṁ · n− ṅ ·m)k̇ × k +
2k̇ · k̇ − k̈ · k

δ2
k;

2. v1
1 + ((v1)2 − 1

ω4
2

(v2 − s)2 + ω2v
1v1

2 −
(
v1
22 +

3
ω2
v1
2

)
+

1
ω2
q2 = 0, (8)

v2
1 + ω2v

1v2
2 − v2

22 +
1
ω2
v2
2 = 0, (9)

v3
1 + ω2v

1v3
2 − v3

22 +
1
ω2
v3
2 = 0, (10)

2v1 + ω2v
1
2 +

β̇

β
= 0, (11)

3. v1
1 + (v1)2 − 1

ω4
2

(v2 − s)2 + ω2v
1v1

2 −
(
v1
22 +

3
ω2
v1
2

)
+

1
ω2
q2 = 0, (12)

v2
1 + ω2v

1v2
2 − v2

22 +
1
ω2
v2
2 = 0, (13)
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v3
1 + ω2v

1v3
2 − v3

22 −
1
ω2
v3
2 +

v2 − s
ω2

2

= 0, (14)

2v1 + ω2v
1
2 +

β̇

β
= 0. (15)

Here subscripts 1 and 2 mean differentiation by variables ω1 and ω2 respectively. Let
us show that nonlinear system 1–3 can be transformed to linear PDEs.
Consider system 1 (equations (6)–(7)). After integration of equation (7) by ω2:

k · v = h(t). Further we make the transformation from the symmetry group of the
NSEs

ũ(t,x) = u(t,x− l(t)) + l̇(t), p̃(t,x) = p(t,x− l(t))− l̈(t) · x,

where l̈ ·m− l · m̈ = l̈ · n− l · n̈ = 0,

k ·
(

l̇− m̃ · l
δ

ṁ− ñ · l
δ

ṅ +
k · l
δ

k̇

)
+ h = 0.

This transformation does not change ansatz 1 and besides k · ṽ = 0, that is h̃(t) ≡ 0.
Therefore, without loss of generality we can assume that h(t) ≡ 0.
Let f = f(ω1, ω2) = m · v, g = g(ω1, ω2) = n · v. Since m̈ · n − n · m̈ = 0 then

ṁ · n− ṅ ·m = C = const. Case C 	= 0 is reduced by means of change of the basis
of the algebra A1(m,n) to case C = 1. Let us multiply the scalar equation (6) by m,
n and k. As result we obtain the linear system of PDEs with variable coefficient for
functions f , g and q:

f1 − δf22 + C
(m · n

δ
f − m ·m

δ
g
)

+
2
δ2
Cω2(ñ · k) = 0,

g1 − δg22 + C
(n · n

δ
f − m · n

δ
g
)
− 2
δ2
Cω2(m̃ · k) = 0,

q2 =
2
δ2

((m̃ · k̇)f + (ñ · k̇)g) +
ω2

δ2
(k̈ · k − 2k̇ · k̇).

Consider two possible cases.
a) Let C = 0. Then there are functions ϕi = ϕi(τ, ω), i = 1, 2, where τ =

∫
δ(t)dt,

ω = ω2, that f = ϕ1
ω, g = ϕ2

ω and ϕ
i
τ − ϕiωω = 0, i = 1, 2. Therefore

u =
(
ϕ1
ω(τ, ω) +

ṁ · x
δ

)
m̃ +

(
ϕ2
ω(τ, ω) +

ṅ · x
δ

)
ñ− k̇ · x

δ
k,

p =
2
δ2

+ (m̃ · k̇)ϕ1(τ, ω) +
2
δ2

(ñ · k̇)ϕ2(τ, ω) +
1
2δ

{
k̈ · k − 2k̇ · k̇

δ
ω2−

−(m̃ · x)(m̈ · x)− (ñ · x)(n̈ · x)− k · m̈
δ

(m̃ · x)(k · x)− k · n̈
δ

(ñ · x)(k · x)
}
,

(16)

where ṁ ·n− ṅ ·m = 0, k = m×n, m̃ = n×k, ñ = k×m, δ = |k|2, τ =
∫
δ(t)dt,

ω = k · x, ϕiτ − ϕωω = 0, i = 1, 2.
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b) Let C = 1. Then we obtain the following solutions of the NSEs:

u =
(
yi(t)ϕi(τ, ω) + y0(t)ω +

ṁ · x
δ
− ñ · x

δ2

)
m̃ +

+
(
zi(t)ϕi(τ, ω) + z0(t)ω +

ṅ · x
δ

+
m̃ · x
δ2

)
ñ− k̇ · x

δ
k,

p =
2
δ2

(m̃ · k)
(
yi(t)ϕi(τ, ω) + y0(t)

ω2

2

)
+

+
2
δ2

(ñ · k̇)
(
zi(t)ϕi(τ, ω) + z0(t)

ω2

2

)
+

1
2δ

{
k̈ · k − 2k̇ · k̇

δ
ω2 −

−(m̃ · x)(m̈ · x)− (ñ · x)(n̈ · x)− k · m̈
δ

(m̃ · x)(k · x)− k · n̈
δ

(ñ · x)(k · x)
}
,

(17)

where ṁ ·n− ṅ ·m = 1, k = m×n, m̃ = n×k, ñ = k×m, δ = |k|2, τ =
∫
δ(t)dt,

ω = k · x, ϕiτ − ϕωω = 0, i = 1, 2, (yi(t), zi(t)), i = 1, 2 is a fundamental system of
solutions for equations

ẏ +
m · n
δ

y − m ·m
δ

z = 0, ż +
n · n
δ

y − m · n
δ

z = 0 (18)

and (y0(t), z0(t)) is a particular solutions of the system

ẏ +
n ·m
δ

y − m ·m
δ

z +
2
δ2

ñ · k = 0, ż +
n · n
δ

y − m · n
δ

z − 2
δ2

m̃ · k = 0.

Remark 1. System (18) can be reduced to one ordinary differential equation of second
order. For this aim we introduce new designations:

h(t) = exp
{∫

n ·m
δ

dt

}
, y(t) = y · h, z̃(t) = z/h,

F 1(t) =
m ·m
δ

h2, F 2(t) =
n · n
δh2

.

For functions ỹ and z̃ we obtain the system

˙̃y = F 1 · z̃, ˙̃z = −F 2ỹ

and hence(
ẏ

F 1

)·
+ F 2ỹ = 0. (19)

Functions F 1 and F 2 (and vectors m and n respectively) we choose in such manner
that fundamental system of solutions of equation (19) should be known. Then solution
(17) can be written in closed form.

Remark 2. New solutions can be obtained from solutions (16) and (17) by force of (3)
only after transformations generated by operators of type R(m(t)) and Z(α(t)).
Consider system 2 (equations (8)–(11)). Equations (11) immediately gives

v1 = − β̇

2β
+
h(ω1)− 1

ω2
2

, (20)
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where h is an arbitrary differentiable function of ω1. Substituting (20) into the remai-
ning equations (8)–(10), we get

q2 =

1
2

(
β̇

β

)·
− 1

4

(
β̇

β

)2
ω2 − ḣ

ω2
+

(h− 1)2

ω3
2

+
(v2 − s(t))2

ω3
2

, (21)

v2
1 − v2

22 +

(
h

ω2
− β̇

2β
ω2

)
v2
2 = 0, (22)

v3
1 − v3

22 +

(
h− 2
ω2

− β̇

2β
ω2

)
v3
2 = 0. (23)

After change of independent variables

τ =
∫
|β(t)|dt, ω =

√
|β(t)|ω2 (24)

in equations (22) and (23) we obtain the decomposed system of linear equations

v2
τ − v2

ωω +
h(t)
ω

v2
ω = 0, (25)

v3
τ − v3

ωω +
h(t)− 2

ω
v3
ω = 0. (26)

Remark 3. An arbitrary solution of equation (26) can be written down in the form
v3 = ṽω/ω, where ṽ3 is a solution of (25).

From equation (21)

q =
ω2

2

4

( β̇
β

)·
− 1

2

(
β̇

β

)2
−ḣ lnω2− (h− 1)2

2ω2
2

+
∫

(v2(τ, ω)− s(t))2
ω3

2

dω2.(27)

Formulas (20), (24)–(27) and anzats 2 give a solution of the NSEs.

Remark 4. New solutions can be obtained from this solution by force of (4) only
alter transformations generated by operators of type Jab, R(m(t)) and Z(α(t)).
Let us to investigate the symmetry properties of the equation

ft +
h(t)
r
fr − frr = 0 (28)

and to construct some its exact solutions.

Theorem 2. The maximal, in the sense of Lie, invariance algebra of equation (28)
is the algebra

1. A1 = 〈f∂f , g(t, r)∂f 〉 if h(t) 	= const;
2. A2 = 〈∂t,D,Π, f∂f , g(t, r)∂f 〉 if h = const, h 	∈ {0;−2};
3. A3 = 〈∂t,D,Π, f∂f , ∂r + h

2rf∂f , G = 2t∂t −
(
r − ht

r

)
f∂f , g(t, r)∂f 〉

if h ∈ {0;−2}.
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Here D = 2t∂t + r∂r, Π = 4t2∂t + 4tr∂r − (r2 + 2(1− h)t)f∂f , g(t, r) is an arbitrary
solution of (28).
Theorem 2 is proved by the standard Lie algorithm [4].
Consider case h = const in detail.

Theorem 3. If h = −2n, n ∈ N, then any solution of (28) have the form f =(
1
r∂r
)n
f̃ , where f̃ is a solution of the one-dimensional linear heat equation: f̃t = f̃rr.

To prove the theorem 3 one should use the remark 3.
Reducing equation (28) by inequivalent one-dimensional subalgebras of A2 we

construct the following solutions:
by subalgebra 〈∂t + au∂u〉, where a ∈ {−1; 0; 1}:

f = e−trν(C1Jν(r) + C2Yν(r)) if a = −1,
f = etrν(C1Iν(r) + C2Kν(r)) if a = 1,

f = C1r
h+1 + C2 if h 	= −1 and a = 0,

f = C1 ln r + C2 if h = −1 and a = 0;

here Jν , Yν is the Bessel functions of real variable, Iν , Kν is the Bessel functions of
complex variable, ν = (h+ 1)/2;
by subalgebra 〈D + 2au∂u〉, where a ∈ R:

f = tae−ω/8ω
h−1

4 W

(
h− 1

4
− a, h+ 1

4
,
ω

4

)
,

where ω = r2/t and W (k,m, x) is the general solution of the Whittaker equation

4x2y′′ = (x2 − 4kx+ 4m2 − 1)y;

by the subalgebra 〈∂t + Π + au∂u〉, where a ∈ R:

f = (4t2 + 1)
h−1

4 exp
{
−tω +

a

2
arctg 2t

}
ϕ(ω),

where ω = x2

4t2+1 and ϕ is a solution of the equation

4ωϕ′′ + 2(1− h)ϕ′ + (ω − a)ϕ = 0;

if a = 0 then

ϕ(ω) = ωµ
(
C1Jµ

(ω
2

)
+ C2Yµ

(ω
2

))
, µ =

1 + h

4
.

Consider equation (28) when h(t) is an arbitrary function of time.
Theorem 4. Equation (28) is Q-conditionally invariant under the operators

1. Q = ∂t +A(t, r)∂r + (B1(t, r)u+B2(t, r))∂u, where

At − h

r
Ar +

h

r2
A−Arr + 2ArA− h′

r
+ 2B1

r = 0,

Bit +
h

r
Bir −Birr + 2ArBi = 0, i = 1, 2;

2. Q = ∂r +B(t, r, u)∂u, where

Bt − h

r2
B +

h

r
Br −Brr + 2BBur −B2Buu = 0.

Equation (28) does not have other operators of Q-conditional symmetry.
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This theorem is proved by method described in [3].
Therefore, unlike Lie symmetry, Q-conditional symmetry, theorem 4 (28) for arbit-

rary h(t) is rather wide. Thus, in particular, theorem 4 give rise to that equation (28)
is Q-conditional invariant under the operators ∂r and G = (2t + C)∂r − rf∂f . By
means of reduction of equation (28) using the operator G we obtain the following
solution

f =
c1√

4t+ 2C
exp
{
− r2

4t+ 2C
+ 2
∫

h(t)
4t+ 2C

dt

}
,

and generalizing this we can construct solutions of the form

f =
N∑
k=0

Tk(t)r2k exp
{
− r2

4t+ 2C

}
.

Other class of solutions of (28) is given with formula

f =
N∑
k=0

Tk(t)r2k.

For example, if N = 1 then f = C1

(
r2 + 2t− 2

∫
h(t)dt

)
+C2. We here do not present

results for arbitrary N as they arc very cumbersome.
Consider system 3 (equations (12)–(15)). In this case we get

v1 = − β̇

2β
+
h(t)− 1
ω2

2

, (29)

v2
τ − v2

ωω +
h(t)
ω

v2
ω = 0, (30)

v3
τ − v3

ωω +
h(t)− 2

ω
v3
ω +

v2 − s(t)
ω2

= 0, (31)

q =
ω2

2

4

( β̇
β

)·
− 1

2

(
β̇

β

)2
− ḣ lnω2− (h− 1)2

2ω2
2

−
∫
v2(τ, ω)− s(t))2

ω3
2

dω2,(32)

where τ =
∫ |β(t)|dt, ω =

√|β(t)|ω2, s(t) =
∫
a(t)dt. Formulas (29)–(32) and

ansatz 3 give a solution of the NSEs.

Remark 5. New solutions can be obtained from this solution by force of (5) only
after transformations generated by operators of type Jab, R(m(t)) and Z(a(t)).

Let us to write down system (30)–(31) in the form

fτ − fωω +
h̃(τ)
ω

fω = 0, (33)

gτ − gωω +
h̃(τ)− 2

ω
gω +

f̃ − s̃(τ)
ω2

= 0. (34)
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If (f, g) is a solution of (33)–(34) then (f, g + g0), where function g0 satisfies the
equation

g0
τ − g0

ωω +
h̃(τ)− 2

ω
g0
ω = 0 (35)

is also a solution of (33)–(34).
System (33)–(34) has for some s̃(τ) particular solutions of the form

f =
N∑
k=0

Tk(τ)ω2k, g =
N−1∑
k=0

Sk(τ)ω2k,

where T 0(τ) = s̃(τ). For example, if s̃(τ) = −2C1

∫
(h̃(τ) − 1)dτ + C2, N = 1 then

f = C1

(
ω2 − 2

∫
(h(τ)− 1)dτ

)
+ C2, g = −C1τ .

Let s̃(τ) = 0.
Theorem 5. The maximal, in the sense of Lie, invariance algebra of system (33)–
(34) when s̃(τ) = 0 is the algebra

1. 〈f∂f + g∂g, f̃(τ, ω)∂f + g̃(τ, ω)∂g〉 if h̃ 	= const;

2. 〈2τ∂τ + ω∂ω, ∂τ , f∂f + g∂g, f̃(τ, ω)∂f + g̃(τ, ω)∂g〉 if h̃ 	= const and h̃ 	= 0;

3. 〈2τ∂τ + ω∂ω, ∂τ ,
f

ω
∂g, f∂f + g∂g, f̃(τ, ω)∂f + g̃(τ, ω)∂g〉 if h̃ = 0.

Here (f̃ , g̃) is an arbitrary solution of (33)–(34) when s̃(τ) = 0.
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О нелокальных анзацах
для одного нелинейного одномерного
уравнения теплопроводности
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, Т.К. АМЕРОВ

Implicit nonlocal ansätze of the F (x, v) = f̃(x, v)ϕ(ω) + h(x, v)ϕ̇(ω) + g̃(x, v), x1 = u

form reducing nonlinear heat equation u0 = ∂1(u
− 2

3 u1) to the ordinary differential
equations are constructed. A method for generating the new solutions of the nonlinear
heat equation by means of nonlocal transformation is indicated.

В работе [1] дана полная групповая классификация одномерного нелинейного
уравнения теплопроводности

u0 = ∂1(c(u)u1), (1)

где u = u(x), x = (x0, x1) ∈ R
2, uµ = ∂µu = ∂u

∂xµ
, µ = 0, 1, c(u) — произвольная

гладкая функция. Там же установлено, что уравнение (1) имеет самую широкую
алгебру инвариантности тогда, когда

c(u) = λu−
4
3 , λ = const. (2)

Базисные элементы 〈P0, P1,D1,D2, A〉 этой пятимерной алгебры Ли имеют вид
P0 = ∂0, P1 = ∂1, D1 = 2x0∂0 + x1∂1, (3)

D2 = x1∂1 + (au+ b)∂u (a, b = const), (4)

A = −x2
1∂1 + 3x1u∂u. (5)

Во всех остальных случаях алгебра инвариантности уравнения (1) является че-
тырехмерной 〈P0, P1,D1,D2〉 или трехмерной 〈P0, P1,D1〉.
Анзацы, порождаемые операторами (3)–(5), имеют вид [2]

u = f(x)ϕ(ω) + g(x), (6)

где f , g — некоторые гладкие функции, определяемые из условия редукции [3].
Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

u0 = ∂1(u−
2
3u1). (7)

Алгеброй инвариантности уравнения (7) является четырехмерная алгебра с бази-
сными элементами (3), (4).
В настоящей работе для уравнения (7) построены анзацы вида

F (x, v) = f̃(x, v)ϕ(ω) + h(x, v)ϕ̇(ω) + g̃(x, v), (8)

Доклады АН Украины, 1992, № 1, С. 26–30.
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где v1 = ∂v
∂x1

= u, ϕ̇ = dϕ
dω , ω = ω(x, v), x = (x0, x1). В формуле (8) F , f̃ , h, g̃ —

некоторые гладкие функции, определяемые из условия редукции уравнения в ча-
стных производных (7) к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ).
Анзац (8) принципиально отличен от (6) и связан с нелокальной (нелиевской)
симметрией уравнения (7).
Для построения анзаца (8) в явном виде мы воспользуемся идеей [4–6]: с по-

мощью нелокального, несингулярного преобразования приводим (7) к уравнению,
симметрия которого шире, чем симметрия исходного уравнения. Воспользовав-
шись обратимостью используемых нелокальных преобразований, находим анзац
для уравнения (7).
Для конкретной реализации этой идеи преобразуем уравнение (7) с помощью

цепочки нелокальных преобразований [5, 7]

u = v1 =
∂v

∂x1
, (9)

x0 = t, x1 = w, v = x, (10)

wx =
∂w

∂x
= z. (11)

Уравнение (7) при преобразованиях (9)–(11) переходит в уравнение

zt = ∂x(z−
4
3 zx), (12)

где z = z(t, x), zt = ∂z
∂t , zx = ∂xz = ∂z

∂x . Уравнение (12) имеет более широкую
симметрию, чем уравнение (7). Именно оператор

Az = −x2∂x + 3xz∂z (13)

является новым (дополнительным) оператором симметрии преобразованного урав-
нения (12). Этот факт дает возможность построить лиевский анзац для уравнения
(12), а затем преобразовать его с помощью (11), (10), (9). Построенный таким
образом анзац будет нелокальным (нелиевским) для уравнения (7).
Анзацы для уравнения (12) имеют вид

z = x−3ϕ(ω), ω = at+
1
x
, (14)

z = t
3
4x−3ϕ(ω), ω = a ln t+

1
x

(a = const). (15)

Построение таких анзацев возможно благодаря наличию в симметрии уравне-
ния (12) оператора (13). После преобразований (11), (10) анзацы (14), (15) при-
нимают вид (8)

x1 + F (x0) = −1
v
ϕ̇(ω) + ϕ(ω), ω = c3x0 +

1
v
, v1 = u, (16)

(x1 + F (x0))x
− 3

4
0 = −1

v
ϕ̇(ω) + ϕ(ω),

ω = c3 lnx0 +
1
v
, v1 = u, c3 = const.

(17)
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Анзацы (16), (17) редуцируют уравнение (7) к следующим ОДУ:

3(ϕ̈)−
1
3 + c3ϕ̇− c2 = 0,

Ḟ = c2,
(18)

3(ϕ̈)−
1
3 + c3ϕ̇+

3
4
ϕ− c2 = 0,

x
1
4 Ḟ = c2.

(19)

Уравнения (18) несложно проинтегрировать. В результате получим

(c1x1 + c2x0)4 =
(
c3x0 +

1
v

)(
−4c3x0 +

1
v

)4

, v1 = u, (20)

где c1, c2, c3 — произвольные постоянные.
Заметим, что формула (20) задает семейство точных решений уравнения (7)

в неявном виде. Такие решения не могут быть получена классическим методом
С. Ли.
Применим преобразования (9)–(11) к уравнению (1). При этом уравнение при-

нимает вид

zt = ∂x(c̃(z)zx), c̃(z) = z−2c(z−1). (21)

Преобразования (9)–(11) переводят уравнения из класса (1) в тот же класс. Для
того чтобы данные преобразования были преобразованиями-инвариантности урав-
нения (1), следует на функцию c наложить условие

z−2c(z−1) = c(z). (22)

Решением уравнения (22) является функция c(z) = z−1q(z), где q(z) — прои-
звольное решение функционального уравнения

q(z) = q(z−1). (23)

Преобразования инвариантности (9)–(11) уравнения

u0 = ∂1

(
q(u)

u1

u

)
(24)

используем для построения формулы размножения его решений.
Пусть u = R(x0, x1) — решение уравнения (24). Тогда z = R(t, x) — решение

уравнения

zt = ∂x

(
q(z)

zx
z

)
. (25)

Произведя замену (11), получаем wx = R(x, t) — решение уравнения

wt = q(wx)
wxx
wx

. (26)

Применяя преобразование годографа (10), имеем решение

1
v1

= R(x0, v) (27)
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уравнения

v0 = q(v1)
v11
v1
. (28)

Соотношение (27) представляет собою ОДУ относительно неизвестной функции v,
в котором x0 играет роль параметра. Решая это уравнение, находим

x1 =
∫ v

0

R(x0, τ)dτ. (29)

Если из (29) найти функцию v и продифференцировать ее по x1, получим решение
уравнения (24).
В качестве примера рассмотрим уравнение (24) при q(u) ≡ 1

u0 = ∂1

(u1

u

)
. (30)

Функция

u =
x0

cosx1 + 1
(31)

является одним из частных решений уравнения (30). Из формулы (29) находим
x1 = x0 tg v

2 , откуда v = 2arctg x1
x0
. Продифференцировав последнее выражение по

x1, получаем решение уравнения (30)

u =
2x0

x2
0 + x2

1

. (32)

Отметим, что решения (31) и (32) существенно отличаются между собой по
своим свойствам (ограниченности, периодичности, поведением в ноле и на бе-
сконечности и т.д.). Если же размножать решения уравнения (24) при помощи
групповых преобразований, то большинство из указанных свойств этих решений
сохраняются.
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Conditional invariance and exact solutions
of gas dynamics equations
W.I. FUSHCHYCH, N.I. SEROV, T.K. AMEROV

Изучена условная инвариантность системы уравнений газовой динамики, а также
получены некоторые ее точные решения.

Let us consider the system of gas dynamics equations

∂�u

∂x0
+ (�u �∇)�u = −1

ρ
�∇p,

∂ρ

∂x0
+ div (ρ�u) = 0,

p = F (ρ),

(1)

where �u = �u(x) = {u1(x), u2(x), . . . , un(x)} is speed of gas diffusion, ρ = ρ(x) is
density of a gas, p = p(x) is pressure of a gas, x = (x0, �x) = (x0, x1, . . . , xn) ∈ R

1+n.
L.V. Ovsyannikov in [1] investigated Lie symmetry of gas dynamics equations. We

have to take notice of Lie symmetry of one-dimensional case. In this case, system (1)
takes the form

S1 ≡ u0 + uu1 + f(ρ)ρ1 = 0, S2 ≡ ρ0 + uρ1 + ρu1 = 0, (2)

where uµ = ∂u
∂xµ
, ρµ = ∂ρ

∂xµ
, µ = 0, 1, Ḟ = ρf .

In [2] it is proved that if

f = λργ−2, γ =
2N + 1
2N − 1

, N = 0, 1, 2, . . . , λ = const

then equations (2) are invariant under infinite-dimensional Lie algebra, which cannot
be obtained from the results of [1].
In this paper we study conditional invariance (see [2]) of the system of gas dynami-

cs equations.

Theorem. The system of equations (2), with corresponding f(ρ), is Q-conditionally
invariant under operators Qi, i = 1, . . . , 8, which are listed in Table.
Proof. We give the proof of the theorem by considering one of the operators from
Table, the other cases are analogous.
In accordance with definition (see [2]), system (2) is Q-conditionally invariant

under the operator

Q = ∂0 +A(x0, x1, u, ρ)∂1 +B(x0, x1, u, ρ)∂u + C(x0, x1, u, ρ)∂ρ;

if

Q̃[S1] = θ1S1 + θ2S2 + θ3(Qu) + θ4(Qρ),

Q̃[S2] = θ5S1 + θ6S2 + θ7(Qu) + θ8(Qρ),

Доклады АН Украины, 1992, № 5, С. 35–40.
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where Q̃ is the prolongation of Q; θi are some functions, i = 1, 8; Qu = u0 +Au1−B;
Qρ = ρ0 +Aρ1 − C.
Let us consider operator

Q4 = ∂0 + u∂1 + λ1∂u+ λ2ρ
2∂ρ, λi = const, i = 1, 2.

We will show that system (2) with f(ρ) = λρ−3, λ = const is Q-conditionally invariant
under operator Q4. For this particular case we have

S1 = u0 + uu1 + λρ−3ρ1, (3)

S2 = ρ0 + uρ1 + ρu1, (4)

Q4u = u0 + uu1 − λ1, Q4ρ = ρ0 + uρ1 − λ2ρ
2.

Acting by the prolongation of Q4 on (3), (4) and then getting together terms in
a proper manner we obtain the following

Q̃4[S1] = −λρ−4ρ1S2 + λρ1ρ
−4(Q4ρ)− u1(Q4u),

Q̃4[S2] = (2λ2ρ− u1)S2 − ρ1(Q4u) + u1(Q4ρ).
(5)

It follows from (5) that the system (2) with f = λρ−3 is Q-conditionally invariant
under the operator Q4. The theorem is proved.
All obtained operators of conditional invariance of the system (2) are used for

constructing of ansätze which reduce equations (2) to the systems of ordinary differen-
tial equations (ODE). The final results are listed in the Table. Having integrated the
reduced equations and substituting obtained values of ϕ1, ϕ2, into the corresponding
ansatz we get the following solutions of system (2) with a proper value of f(ρ):

ρ = exp
{
λ5 + λ3λ4x0 − λ3x1 +

λ2λ
2
3

2
x2

0

}
,

u = −
√
λ1 exp

{
−λ5 − λ3λ4x0 + λ3x1 − λ2λ

2
3

2
x2

0

}
+ λ2λ3x0 + λ4;

ρ = −λ1[λ2 − λ3λ
2
1(ω + λ4)x0]−1,

u = x−1
0

[
λ2

λ3λ2
1

(ln(ω + λ4) + λ5)
]2

+
1
2
λ3x0 + x1x

−1
0 , ω = u− λ3x0;

ρ = exp{λ3 − λ1x1 + λ1λ2x0},
u = λ2 −

√
λ exp{−λ3 + λ1x1 − λ1λ2x0};

ρ = (−λ1λ
−1λ−1

2 ω + λ3 − λ2x0)−1,

u = x−1
0

(
− λ1

2λλ2
2

ω2 +
λ3

λ2
ω + λ4

)
+

1
2
λ1x0 +

x1

x0
, ω = u− λ1x0;

ρ =
1

λ1x1
,

u =

{
−λ1

√−λx1 tg λ1

√−λx0, λ < 0,

λ1

√
λ1x1 thλ1

√
λx0, λ < 0;
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fdρ =

1
2
λ2

1x
2
0 − λ1x1,

u = λ1x0;
ρ = (λx0 + λ1)−1,

u = (λx1 + λ2)(λ1 + λx0)−1;
1
2
u2 +

∫
fdρ = λx1 + λ2,

u = λ1 + λx0,

where λi, i = 1, 5 are arbitrary constants.
The results of the theorem can be generalized for n-dimensional case. After that

the counterparts of Q, have the form

Q̂1 = ∂0 + �u �∇+ (λ1ρ
−1 + λ2)�α∂�u +

√
λ1∂ρ,

Q̂2 = ∂0 + �u �∇+ �α∂�u − λ1ρ+ λ2ρ
2

λ1x0
∂ρ,

Q̂3 = ∂0 + �u �∇+ λρ−1�α∂�u +
√
λ∂ρ,

Q̂4 = ∂0 + �u �∇+ �α∂�u + λ2ρ
2∂ρ,

Q̂5 = ρ∂0 − (ρ2�u2 − λ)�α∂�u,

�̂Q6 = f(ρ)�∇+ �α∂ρ,

Q̂7 = −∂0 + λρ�u∂�u + λρ2∂ρ,

Q̂8 = ∂0 + �α∂�u + �α�uf−1(ρ)∂ρ,

where �α is arbitrary constant unit vector. By analogy with one-dimensional case,
using operators Q̂i, i = 1, 8 we can construct ansätze which reduce system (1) to
systems with lesser number of variables.
Let us show some examples. The ansätze for system (1) that were constructed by

means of operators Q̂7, Q̂8, Q̂5, respectively, are of the form

a) ρ = (ϕ0(�x)− λx0)−1,

ua = ϕa(�x)(ϕ0(�x)− λx0)−1, a = 1, n;

b)
∫
fdρ = ϕ0(�x) + αaϕ

a(�x)x0 +
1
2
�α 2x2

0,

ua = ϕa(�x) + αax0, a = 1, n;

c) ρ =
√
λϕ0(ω), ω = {ω1, ω2, ω3} = {�a �x,�b �x,�c �x},

u =


�aϕ1 +�bϕ2 +

�c√
λ

(x0ϕ
0 + ϕ3)−1, δ = 0,

�aϕ1 +�bϕ2 + �c th
√
λ(x0ϕ

0 + ϕ3), δ = 1,

�aϕ1 +�bϕ2 + �c tg
√
λ(−x0ϕ

0 + ϕ3), δ = −1,

where �x = (x1, x2, x3); δ ≡ (ϕ1)2 + (ϕ2)2 − (ϕ0)−2; �a, �b, �c are arbitrary orthonormal
vectors.
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These ansätze reduce (1) to the following systems

a) ϕ0 = const,

(�ϕ �∇+ λ)�ϕ = 0,
div �ϕ+ λ = 0;

b) �α+ �∇ϕ0 + (�ϕ �∇)�ϕ = 0,
div �ϕ = 0,
ϕab + ϕba = 0, a, b = 1, n, a 	= b;

c) for δ = 0; 1;−1 respectively:
ϕ0

3 = ϕs3 = ϕ3
3 = 0, s = 1, 2,

ϕsϕ3
s = −ϕ0,

ϕsϕσϕσs = 0, s, σ = 1, 2,
ϕ2

1 − ϕ1
2 = 0, ϕ1

1 + ϕ2
2 = 0.

Having defined the potential v = v(ω1, ω2), ϕs = ∂v
∂ωs
, s = 1, 2, we can rewrite the

system c) in the following form

ϕ0
3 = ϕ3

3 = ϕs3 = 0, s = 1, 2,
vsϕ

3 = −ϕ0,

−(ϕ0)−2 + vsvs =


0,
1,
−1,

∆v = 0,
vsvσvsσ = 0.

Having got a solution of the system

∆v = 0, vsvσvsσ = 0, (6)

we can write down the solution of system (6) and, using corresponding ansatz, to
construct a solution for system (1). For example we can consider the particular
solution of system (7)

v = ψ1.

It leads to the solution of system (6) v = ω1, ϕ3 = ω1 + Φ(ψ2), ϕ0 = 1, ϕ1 = 1,
ϕ2 = 0.
Using the corresponding ansatz we obtain a solution of system (1) which depends

on arbitrary function Φ

ρ =
√
λ, �u = �a+

�c√
λ

(x0 + ω1 + Φ(ω2))−1,

where ω1 = �a �x, ω2 = �b �x, �a, �b, �c are arbitrary orthonormal vectors.
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уравнений математической физики, Киев, Наук. думка, 1989, 336 c.
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On non-local symmetries
of nonlinear heat equation
W.I. FUSHCHYCH, N.I. SEROV, V.A. TYCHININ, T.K. AMEROV

Для нелинейного уравнения теплопроводности приведены нелокальные формулы ра-
змножения и суперпозиции его решений.

1. Introduction. L.V. Ovsiannikov [1] gave the group classification of nonlinear
one-dimensional heat equation

u0 = ∂1(F (u)u1), (1)

where u = u(x), x = (x0, x1), uµ = ∂µu, ∂µ = ∂
∂xµ
, µ = 0, 1; F (u) is arbitrary

differentiable function. These results can be formulated as follows:

Theorem 1. The widest algebra of invariance of equation (1) with F (u) 	= const in
class of S. Lie operators is given by the following basis elements

a) ∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, D1 = 2x0∂0 + x1∂1, (2)

if F (u) is arbitrary differentiable function;

b) ∂0, ∂1, D1, D2 = x1∂1 +
2
k
u∂u, (3)

if F (u) = λuk, λ, k are arbitrary constants, not equal to zero;

c) ∂0, ∂1, D1, D3 = x1∂1 + 2∂u, (4)

if F (u) = λ expu;

d) ∂0, ∂1, D1, D4 = x1∂1 − 3
2
u∂u, Π = x2

1∂1 − 3x1u∂u, (5)

if F (u) = λu−
4
3 .

It is well known (see for example [3]) that the sequence of transformations

u(x0, x1) =
∂v(x0, x1)

∂x1
, (6)

x0 = t, x1 = w(t, x), v = x, (7)

∂w(t, x)
∂x

= z(t, x) (8)

do not take out of the equations class (1), i.e. if the sequence of transformations (6),
(7), (8) is carried out then equation (1) goes to the form

zt = ∂x(F ∗(z)zx), (9)

Доклады АН Украины, 1992, № 11, С. 27–33.
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where

F ∗(z) = z−2F (z−1). (10)

In this paper transformations (6)–(8) are used to construct nonlocal ansätzes,
which reduce equation (1) to ordinary differential equations (ODE). The generating
and superposition formulas for solutions of equation (1) are given for corresponding
nonlinearities F (u).

2. The equation u0 = ∂1(u−2u1). In the case when F (u) = u−2 the equation
(1) takes the form

u0 = ∂1(u−2u1). (11)

It follows from (10) that equation (11) can be reduced to the linear heat equation by
means of transformations (6)–(8):

zt = zxx. (12)

As it was established by S. Lie, the widest algebra of invariance of equation (12)
consists of the operators:

∂t =
∂

∂t
, ∂x =

∂

∂x
, G = t∂x − 1

2
xz∂z, I = z∂z,

D = 2t∂t + x∂x, P = t

(
t∂t + x∂x − 1

2
z∂z

)
− x2

4
z∂z.

(13)

The symmetry of equation (11) is given by only four operators (3), whereas the
symmetry of equation (12) is given by six operators (13). It means that nonlinear
equation (11) has some non-Lie symmetry which cannot be obtained by Lie’s method.
Let us use this fact to construct nonlocal ansätzes for nonlinear equation (11), i.e.
having used operators G, P (13) we will construct non-local ansätzes for equation
(11) by means of transformations (6)–(8). Below we will show only those ansätzes,
which cannot be obtained from Lie symmetry of equation (11)

u(x0, x1) =
1

x0x1 + x1h(ω)
, ω = τ + x2

0,

exp
(
x0τ +

2
3
x3

0

)
ϕ(ω) = x1;

(14)

u(x0, x1) =
2(x2

0 + 1)
x1

[
2(x2

0 + 1)1/2h(ω)− x0τ
] , ω = τ(x2

0 + 1)−
1
2 ,

exp
{
λ arctg x0 − x0τ

2

4(x2
0 + 1)

}
ϕ(ω) = x1(x2

0 + 1)1/4.

(15)

In formulas (14), (15) τ = τ(x0, x1) is functional parameter, functions ϕ(ω) and h(ω)
are connected by the relation

h(ω) =
ϕ̇(ω)
ϕ(ω)

.
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Ansätzes (14), (15) reduce equation (11) to Riccati equations for unknown function h:

ḣ+ h2 = ω, (16)

ḣ+ h2 = −ω
2

4
+ λ, (17)

respectively. Equations (16), (17) being written down for function ϕ(ω), have the form

ϕ̈− ωϕ = 0, ϕ̈+
(
ω2

4
− λ
)
ϕ = 0.

The solutions of these equations can be expressed only in terms of special functions.
As it follows from transformations (6)–(7) the relation between the solutions of equa-
tions (11) and (12) is given by following formula

u(x0, x1) =
[
∂z(x0, τ)

∂τ

]−1

, (18)

where τ = τ(x0, x1) is functional parameter, which can be obtained from the relation

z(x0, τ) = x1. (19)

3. Non-Lie generating of equation solutions. Let us illustrate the process of
finding new solutions by means of formulas (18), (19). The function

z(t, x) = t+
x2

2
,

is a solution of heat equation (12). For this solution, in accordance with (19), we have
τ =

√
2(x1 − x0). Having substituted this value of parameter τ into (18), we obtain

the solution of equation (11):

u(x0, x1) = [2(x1 − x0)]−
1
2 .

Linear equation (12) has a remarkable property: any operator of invariance algebra
of this equation maps it’s solution into another solution, i.e. the following generating
formula takes place

2
z(t, x) = Q

1
z(t, x), (20)

where
1
z,

2
z are solutions of equation (12), Q is an operator that belongs to algebra (13).

Let us use formula (20) and the relation between the solutions of equations (11)
and (12) to construct generating solutions formula for equation (11). If we, for examp-
le, choose operator ∂x instead of Q in (20), then we get one of the formulas which
describe the generating solutions of nonlinear equation (11)

2
u(x0, x1) = −[

1
u(x0, τ)]3

[
∂

1
u(x0, τ)
∂τ

]−1

, (21)

where
1
u(x0, x1) and

2
u(x0, x1) are solutions of equations (11) while function τ =

τ(x0, x1) is determined by the equation

1
u(x0, τ) = x−1

1 . (22)
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So equation (11) solutions of the form

1
u(x0, x1) = x

1
2
0 x

−1
1

(
− lnx

1
2
0 x1

)− 1
2

are multiplied into parametrical solutions:

2
u(x0, x1) = x

3
2
0 τ

(
ln τ − 1

2

)−1

, ln τ = x2
0x

2
1τ

2

by means of formulas (21), (22).
In the case Q = ∂t, it follows from (18)–(20) that

2
u(x0, x1) =

[
1
u(x0, τ)]5

2[
1
uτ (x0, τ)]2 − [

1
u(x0, τ)]2

1
u0(x0, τ)

, (23)

where τ = τ(x0, x1) is defined by the condition

1
uτ (x0, τ) + x1[

1
u(x0, τ)]3 = 0. (24)

Note. If we choose anyone of operators (13) in the capacity of Q in formula (20)
then the generating solutions formula for equation (11) is constructed analogously.
The synthesis of Galilei local transformations:

t′ = t, x′ = x+ 2at, z′ = z exp{−ax− a2t} (25)

and non-local relation (18), (19) leads to the new generating solutions formula of
equation (11)

2
u(x0, x1) =

1
u(x0, τ)

−ax1
1
u(x0, τ) + x1τ−1

, (26)

where a is arbitrary real parameter and τ = τ(x0, x1) is functional parameter which
is a solution of the following equations

τ1 =
1

−ax1
1
u(x0, τ) + x1τ−1

, [
1
u(x0, τ)]2τ0 = τ−2

1 τ11 + 2a
1
u2(x0, τ). (27)

It should be noted that x0 is a parameter of first equation (27) and that is why this
equation can be considered as first-order ODE with separable variables. Because of
this the second of the equation (27) is only the correlating condition of obtained τ
with respect for x0. The following example show the effectivity of formulas (26)–
(27). The constant solution u1(x0, x1) = 1 being generated by these formulas takes
the form of following implicit solution:

ln
1

(x1u)−1 − a +
a

(x1u)−1 − a = lnx1 + a2x0.

4. Nonlinear superposition principle. Solutions of equation (12) have linear
superposition principle. Using formulas (18), (19) we get nonlinear superposition

principle for the solutions of equation (11). Let
1
u(x0, x1),

2
u(x0, x1) are the pair of
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solutions of equation (11) then third solution of this equation can be obtained by the
formula

1
3
u(x0, x1)

=
1

1
u(x0,

1
τ)

+
1

2
u(x0,

2
τ)
, (28)

where
k
τ =

k
τ(x0, x1) are functional parameters which can be obtained from the condi-

tions

1
u(x0,

1
τ)d

1
τ =

2
u(x0,

2
τ)

2

d τ,

1
τ +

2
τ = x1,

k
τ0 =

k
τ11
k
τ21

k
u−2(x0,

k
τ), k = 1, 2.

(29)

The substitution u(x0, x1) = 1
U(x0,x1)

leads equation (11) and formulas (28), (29)
to the following form

U0 = U2U11, (30)

3

U(x0, x1) =
1

U(x0,
1
τ) +

2

U(x0,
2
τ), (31)

d
1
τ

1

U(x0,
1
τ)

=
d

2
τ

2

U(x0,
2
τ)
,

1
τ +

2
τ = x1,

k
τ0 =

k
τ11
k
τ2

1

k

U
2(x0,

k
τ), k = 1, 2.

(32)

Example. Having two simplest stationary solutions

1

U(x0, x1) = x1,
2

U(x0, x1) = 2x1

of equation (30) and using formulas (31)–(32) we can obtain nonstationary solution
of that equation

3

U(x0, x1) = ±e−2x0

(
1− 2x1e

2x0 ±
√

1− 2x1e2x0

)
.

5. Non-Lie ansätzes for equation u0 = ∂1(u− 2
3 u1). It follows from (10), that

transformations (6)–(8) map equation

u0 = ∂1(u−
2
3u1) (33)

into the equation

zt = ∂x(z−
4
3 zx). (34)

Symmetry of equation (34) in class of Lie transformations is wider then that of
equation (33) (see Theorem 1). By analogy with section 1 let us use Lie symmetry of
equation (34) for a construction of non-local ansätzes which reduce equation (33).
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Let us concisely adduce the results of our analysis. Ansätzes for function z:

1) z = x−3ϕ(ω), ω = t,

2) z = x−3ϕ(ω), ω = at+
1
x
,

3) z = t
3
4x−3ϕ(ω), ω = a ln t+

1
x
,

4) z = (x2 + 1)−
3
2ϕ(ω), ω = t+ λ arctg x,

5) z = (x2 − 1)−
3
2ϕ(ω), ω = t+ λ arctg x,

6) z = t
3
4 (x2 + 1)−

3
2ϕ(ω), ω = ln t+ λ arctg x,

7) z = t
3
4 (x2 − 1)−

3
2ϕ(ω), ω = ln t+ λ arctg x.

(35)

Ansätzes for function u:

1) u = [ϕ1(x0)x2
1 + ϕ2(x0)]−

2
3 ;

2) [x1 + ϕ1(x0)][ϕ̇2(x0)]
3
4 = −τϕ̇3(ω) + ϕ3(ω),

ω = ϕ2(x0) + τ, −τ1
τ

= u;

3) [x1 + ϕ1(x0)][ϕ̇1(x0)]
3
4 =
∫

[ϕ̇3(τ)]
3
2ϕ4(ω)dτ,

ω = ϕ2(x0) + ϕ3(τ), τ1 = u.

(36)

Reduced equations which where obtained by the substitution of ansätzes (36) into the
equation (33):

1) ϕ̇1 + 4(ϕ1)2 = 0,
ϕ̇2 − 2ϕ1ϕ2 = 0;

(37)

2) ϕ̇1 = λ1(ϕ̇2)
1
4 , ϕ̈2 = λ2(ϕ̇2)2,

3(ϕ̈3)−
1
3 + λ3ϕ̇

3 +
3
4
λ2ϕ

3 − λ1 = 0;
(38)

3) ϕ̇1 = 0, ϕ̈2 = λ2(ϕ̇2)2,

2
...
ϕ 3ϕ̇3 − 3(ϕ̈3)2 = 2λ1(ϕ̇3)4,

(ϕ4)−
4
3 ϕ̈4 − 4

3
(ϕ4)−

7
3 (ϕ̇4)2 + 3λ1(ϕ4)−

1
3 +

3
4
λ2ϕ

4 − ϕ̇4 = 0,

(39)

where λ1, λ2, λ3 are arbitrary constants. In particular, having integrated the system
of equations (38) with λ2 = 0, we obtain the parametrical solutions of equation (33)
of the form:

u
1
3 =
−c1
(

5
4c

3
1x1 + c2x0

)
τ(τ − 4c3x0)

,

(τ + c3x0)(τ − 4c3x0)4 =
(

5
4
c31x1 + c2x0

)4

,

(40)

where c1, c2, c3 are arbitrary constants of integration.
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6. The invariance of equation (1) under the transformations (6)–(8). For
the invariance of equation (1) under non-local transformations (6)–(8) the following
condition must be satisfied

z−2F (z−1) = F (z). (41)

The solution of equation (41) can be written down in the form

F (z) = z−1f(ln z), (42)

where f is arbitrary differentiable even function. So transformations (6)–(8) are non-
local invariance transformations of equation

u0 = ∂1

[
f(lnu)
u

u1

]
, (f(−α) = f(α)). (43)

Using this fact, we construct generating formula for solutions of equation (43):

2
u(x0, x1) =

1
1
u(x0, τ)

, (44)

where τ = τ(x0, x1) is the functional parameter which is a solution of the equations

τ1 =
1

1
u(x0, τ)

, τ0 = f(ln τ1)
τ11
τ1
. (45)

Example. Let us consider the solution

1
u(x0, x1) =

x0

1 + cosx1
(46)

of the equation

u0 = ∂1

(u1

u

)
. (47)

By means of formulas (44), (45) we construct new solution

2
u(x0, x1) =

2x0

x2
0 + x2

1

(48)

of the equation (47). It should be noted that the solutions (46) and (48) have essen-
tially different properties (boundaryness, periodicity, the behavior at zero and at the
infinity and so on). If we will apply Lie transformations to manifold of the solutions of
equation (47), then the majority of those properties of the solutions will be conserved.
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3. King I.R., Some non-local transformations between nonlinear diffusion equations, J. Phys. A: Math.
Gen., 1990, 23, 5441–5464.
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Conditional symmetry and exact solutions
of equations of nonstationary filtration

W.I. FUSHCHYCH, N.I. SEROV, A.I. VOROB’EVA

Дослiджена умовна iварiантiсть, одержанi нелiївськi анзаци та побудованi точнi
розв’язки рiвняння нестацiонарної фiльтрацiї з нелiнiйною правою частиною. Ре-
зультати узагальнено для n-вимiрного нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi.

In describing filtration processes of gas the following nonlinear equation is widely
used [1]

∂v

∂x0
+
∂2ϕ(v)
∂x2

1

+
N

x1

∂ϕ(v)
∂x1

= Φ(v), (1)

where v = v(x), x = (x0, x1) ∈ R2, N = const; ϕ(v), Φ(v) are given smooth functions.
Substitution u = ϕ(v) reduces equation (1) to equivalent equation

H(u)u0 + u11 +
N

x1
u1 = F (u), (2)

where u0 = ∂u
∂x0
, u1 = ∂u

∂x1
, u11 = ∂2u

∂x2
1
.

Lie symmetry of equation (2) under N = 0 was studied in [2, 3] and its conditional
symmetry was studied in [4–7].
In present paper we study conditional symmetry of equation (2) with N 	= 0.

Operators of conditional symmetry are used to construct ansätze which reduce (2)
to ordinary differential equations (ODE). By means of this method we obtain exact
solutions of equations (2) and then exact solutions of multidimensional nonlinear heat
equation. Below we will use terms and definitions given in [4–7].

Theorem 1. Equation (2) is Q-conditionally invariant under the operator

Q = A(x, u)∂0 +B(x, u)∂1 + C(x, u)∂u, (3)

iff function A, B, C satisfy the following system of equations:
Case I. A 	= 0 (without lose of generality one can put A = 1)

Buu = 0, Cuu = 2
(
B1u +HBBu − N

x1
Bu

)
, 3BuF = 2(C1u +HBuC)−

−
(
HB0 +B11 − N

x1
B1 +

N

x2
1

B + 2HBB1 + ḢBC

)
,

CḞ − (Cu − 2B1)F = HC0 + C11 +
N

x1
C1 + 2NCB1 + ḢC2;

(4)
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Case II. A = 0, B = 1,

CḞ −
(
Cu +

Ḣ

H
C

)
F = HC0 + C11 +

N

x1
C1 − N

x2
1

C + 2CC1u + C2Cuu−

− C Ḣ
H

(
CCu + C1 +

N

x1
C

)
.

(5)

In formulas (4), (5) and everywhere below subscripts mean differentiation with
respect to corresponding arguments.
To prove the theorem one should use the method described in [4–7].
To find the general solution of equations (4), (5) is impossible, but we succeeded

in obtaining several partial solutions.

Theorem 2. Equation (2) is Q-conditionally invariant under operator (3) with
H(u) = 1, A = 1, Du 	= 0 it is leeally equivalent to the equation

u0 + u11 +
3

2x1
u1 = λu3 (λ = const), (6)

and in this case operator (3) takes the form

Q = ∂0 +
3
2

(√
2λu+

1
x1

)
∂1 +

3
4
u

(
2λu2 − 1

x2
1

)
∂u. (7)

To prove the theorem one has to solve equations (4) under H(u) = 1, B(u) 	= 0.
By means of operator (7) we construct an implicit ansatz

15
(
x0 − x2

1

3

)
ω + 4

√
2λx

5
2
1 = ϕ(ω), ω =

1 +
√

2λux1

u
√
x1

, (8)

which reduces equation (6) to the ODE ϕ̈ = 0. Having solved this latter one and
taking into account (8), we obtain the following solution of equation (6), u(x0, x1) is
a new solution

u = − 5√
2λ

x3
1 − 3x0

x3
1 − 15x0x1 + c1

√
x1

(c1 = const). (9)

All inequivalent ansätze of Lie type are given by one of formulae

u = ϕ(x1), u = x
− 1

2
0 ϕ(x−

1
2

0 x1). (10)

It is obvious that (9) does not belong to (10).
The above solutions of equation (6) can be multiplied by means of formulae of

generating solutions using Lie symmetry:

u(x0, x1) = θ1f(θ21x0 + θ0, θ1x1), (11)

where θ0, θ1 are group parameters, f(x0, x1) is a known solution of equation (6),
u(x0, x1) is a new solution.
Theorem 3. Equation

1
u
u0 + u11 +

N

x1
u1 =

1
u

(λ1u+ λ2) (λ1, λ2 = const), (12)
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is Q-conditionally invariant under operator

Q = ∂0 + (N + 1)
u

x1
∂1 + (λ1u+ λ2)∂u. (13)

Proof. To prove the theorem it is sufficient to show that the following relation holds
true

Q̃S = λ̃1S + λ̃2Qu, (14)

where

S =
1
u
u0 + u11 +

N

x1
u1 − 1

u
(λ1u+ λ2),

Qu = u0 + (N + 1)
u

x1
u1 − (λ1u+ λ2),

Q̃ is corresponding prolongation of operator Q: λ̃1, λ̃2 are some functions.
On acting operator Q̃ on S we get after rather tedious calculations,

Q̃S =
[
λ1 +

N + 1
x2

1

(2u+ 3x1u1)
]
S −

−
[
N + 1
x1u

u1 − N + 1
x2

1u
(2u+ 3x1u1)− λ1u+ λ2

u2

]
Qu.

So, the theorem is proved.
Operator (13) results in the ansatz

x2
1

2(N + 1)
−
∫

udu

λ1u+ λ2
= ϕ(ω), ω = x0 −

∫
du

λ1u+ λ2
, (15)

which reduces equation (12) to the ODE

−ϕ̈ = λ1ϕ̇+ λ2. (16)

Having integrated equation (16) and using once more (15) one finds solution of
equation (12)

λ1u+ λ2 =
λ1λ2x0 + 1

2λ
2
1(N + 1)−1x2

1

1 + λ3 exp(−x0)
, λ1 	= 0,

u =
λ2x

2
0 + λ3 + (N + 1)−1x2

1

2x0
, λ1 = 0,

(17)

where λ3 is a constant of integration.
It is not difficult to verify that solutions (17) cannot be obtained by means of Lie

ansätze (analogously to above solutions of equation (6)).
The rest results obtained for equation (2) are collected in table, where λ1, λ2, λ3

are arbitrary constants, W = W (u) an arbitrary smooth function.
Let us give some solutions of equation (2) obtained as a result of integration of

reduced equations listed in the table.

1. u = λ

(
N − 3
λ2

x0

x1
+
x1

2

)N−1

,

λ =
[

λ3

(N − 1)(N − 2)

]N−1
2

, λ1 	= 0, N 	= 1, 2;
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2. u = x−2
1 ϕ(ω), where ω = x0 − x2

1

2
,

ϕ(ω) satisfies ODE ϕ̇ = −λ1 lnϕ+ λ3ω;

3. u = −2 lnx−1
1

√
2λ3

(
x0

λ2
− x2

1

4

)
, λ1 = 0, λ2 	= 0, λ3 > 0;

u = ln
λ4x

2
1

exp λ1λ4
λ2

(
4x0
λ2
− x2

1

)
− 1

, λ1 	= 0, λ2 	= 0, λ3 = 0, λ4 	= 0;

4. u = − ln
λ1

λ2

(
4x0

x2
1

− 1
)
, λ1 	= 0, λ2 	= 0, λ3 = 0;

W (u) = x1

(
1
λ2

+ exp
(−λ2

λ1
x0

))− 1
2

, λ1 	= 0, λ2 	= 0;

5. W (u) = x1

√
λ1

2x0
, λ2 = 0; u = λ1x0 +

λ2x
2
1

2(N + 1)
;

6. u = λ1x0 + λ3
x2

1

2
;

7. u = exp
(

expλ3x0 +
λ3

4
x2

1 +
N + 1

2

)
.

(18)

Numeration in (18) corresponds to that of ansätze in the table.
Note, that substituting x1 → r =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n and putting N = n− 1 we
find that equation (2) coincides with reduced nonlinear heat equation

H(u)u0 + ∆u = F (u), (19)

where u = u(x0, �x), ∆ = ∂2

∂2
1

+ · · · + ∂2

∂nn
. Equation (19) is reduced to (2) by means

of the O(n)-invariant ansatz u = u(x0, r). Therefore, many results obtained above
for equation (2) can be used straightforwardly for finding operators of conditional
symmetry and corresponding solutions of multidimensional equation (19). We sum-
marize them in the following statement.

Theorem 4. Nonlinear heat equation (19) is Q-conditionally invariant under the set
of operators {AO(n), Q} if:

1) H(u) = λ1u
2

2−n + λ2, F (u) = λ
4−n
2−n

3 ,

Q = λ2�x
2∂0 + (4− n)xa∂a + (4− n)(2− n)u∂u, λ2 	= 0, n 	= 2, 4;

2) H(u) =
λ1

u
, F (u) = λ3, n = 4, Q = �x 2∂0 + xa∂a − 2u∂u;

3) H(u) = λ1 expu+ λ2, F (u) = λ3 expu, n = 2,

Q = λ2�x
2∂0 + 2xa∂a + 4∂u, λ2 	= 0;

4) H(u) = 1, F (u) = λ3u lnu, Q = xa∂a +
λ3

2
�x 2u∂u;

5) H(u) =
1
u
, F (u) =

1
u

(λ1u+ λ2), Q = ∂0 +
n

�x 2
uxa∂a + (λ1u+ λ2)∂u.

(20)
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№
H

(u
)

F
(u

)
O
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r
Q

A
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z

R
ed
uc
ed
eq
ua
ti
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1
λ

1
u

2
1
−

N
+
λ

2
,
λ

2
�=

0
λ

3
u

3
−

N
1
−

N
,
N

�=
1
,

3
λ

2
x

2 1
∂
0

+
(3

−
N

)x
1
∂
1
+

u
=
x

1
−

N
1

ϕ
(ω

),
λ
1

λ
2

2
1
−

N
ϕ̇

+
ϕ̈

(N
−

3
)2

=
λ

3
ϕ

3
−

N
1
−

N

+
(3

−
N

)(
1
−
N

)u
∂
u

ω
=

x
0

λ
2

+
x
2 1

2
(N

−
3
)

2
λ
1 u
,
N

=
3

λ
3

x
2 1
∂
0

+
x

1
∂
1
−

2
u
∂
u

u
=
x
−

2
1
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( x
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−
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2 1 2
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∂
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∂
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∂
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1 4
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=
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−
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−
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∂

u
W

(u
)

=
x

1
ϕ
(x

0
)

λ
1
ϕ̇

=
λ

3
ϕ
−
ϕ

3

5
W

(u
),
N

�=
−1

λ
1
ω

+
λ

2
,
λ

2
�=

0
∂
1

+
λ
2

N
+

1
x

1
∂

u
u

=
ϕ
(x

0
)
−

λ
2
x
2 1

2
(N

+
1
)

ϕ̇
=
λ

1

6
W

(u
),
N

=
−1

λ
1
W

(u
)

∂
1

+
λ

3
x

1
∂

u
u

=
ϕ
(x

0
)
+
λ

3
x
2 1 2

ϕ̇
=
λ

1

7
1

λ
3
u

ln
u

∂
1

+
λ
3 2
x

1
u
∂

u
u

=
ϕ
(x

0
)e

λ
3

x
2 1

4
ϕ̇

+
λ

3
N

+
1

2
ϕ

=
λ

3
ϕ

ln
ϕ



Conditional symmetry and exact solutions 469

Remark. Basis elements of AO(n) have the form

Iab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, n. (21)

Repeated indices are to be summed over 1, 2, . . . , n.
Let us give some exact solutions of equation (19) obtained by means of opera-

tors (20):

λ1u+ λ2 =
λ1λ2x0 + λ2

1�x
2

2n

1 + λ3 exp(−x0)
(λ1 	= 0)

is solution of equation

1
u
u0 + ∆u =

1
u

(λ1u+ λ2)

and

u = ln
�x 2

2λ3

(
x0

λ2
− �x 2

4

)−2

is solution of equation under n = 2.

λ2u0 + ∆u = λ3 expu

under n = 2.
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Про редукцiю рiвнянь Нав’є–Стокса
до лiнiйних рiвнянь теплопровiдностi
В.I. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ, Р.О. ПОПОВИЧ

Вiдомо [1–4], що рiвняння Нав’є–Стокса (НС)

∂u

∂t
+ (u∇)u−∆u +∇p = 0, div u = 0, (1)

iнваpiaнтнi вiдносно алгебри AG̃(1, 3) розширенної групи Галiлея G̃(1, 3) з бази-
сними елементами

∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa
, Ga = −(t∂a + ∂ua),

Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua , D = 2t∂t + xa∂a − ua∂ua − 2p∂p.
(2)

B (1) u = u(x) = {u1, u2, u3} — поле швидкостей рiдини, p = p(x) — тиск,
x = {t,x} ∈ R(4), ∇ = {∂/∂xa

}, a = 1, 2, 3, ∆ — лапласiан. Kpiм того, рiвняння
(1) iнварiантнi вiдносно нескiнченновимiрної алгебри A∞ з базисними елементами
[3, 4]

Q = fa∂a + ḟa∂ua − xaf̈a∂p, R = g∂p, (3)

де fa = fa(t), g = g(t) — довiльнi диференцiйовнi функцiї змiнної t, точка означає
диференцiювання по t. В [5] здiйснена редукцiя рiвнянь НС (1) до звичайних
диференцiйних рiвнянь (ЗДР).
Нижче наводяться результати дослiджень з редукцiї рiвнянь НС до двовимiр-

них ДРЧП. Для побудови анзацiв i нових змiнних використанi тi алгебри з повного
набору нееквiвалентних двовимiрних пiдалгебр алгебри AG̃(1, 3), якi мiстяться в
лiнiйнiй оболонцi onepaтopiв ∂a i Ga. Результати зведенi до таблицi, яка дає повну
iнформацiю про анзаци i змiннi ω1 i ω2. Саме цi анзаци дозволяють редукувати
рiвняння НС до систем з двох незачеплених лiнiйних рiвнянь теплопровiдностi.
В таблицi v1, v2, v3, q є диференцiйовними функцiями iнварiантних змiнних

ω1 i ω2. Пiдставивши анзаци з таблицi в рiвняння НС, одержимо такi двовимiрнi
системи ДРЧП вiд змiнних ω1 та ω2:

1◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = 0, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,
v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = 0.

2◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = − v

1

ω1
, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 1
ω1
.

3◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = − v

1

ω1
, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = − v
2

ω1
,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 2
ω1
.

Доповiдi АН України, 1992, № 2, С. 23–30.
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4◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = v2, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,
v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = 0.

5◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 =

1
αω1

v2 − 1
ω1
, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = 0,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 1
ω1
.

6◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = − 1

ω1
v1, v2

1 + v3v2
2 − v2

22 = − 1
ω2

1

v1 − 1
ω1
v2,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 2
ω1
.

7◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 =

−ω1v
1 + v2

1 + ω2
1

, v2
1 + v3v2

2 − v2
22 = −v

1 + ω1v
2

1 + ω2
1

,

v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0, v3

2 = − 2ω1

1 + ω2
1

.

8◦. v1
1 + v3v1

2 − v1
22 = −B(ω1)((ω1 − α)v1 − v2), B(ω1) =

1
1 + ω1(ω1 − α)

,

v2
1 + v3v2

2 − v2
22 = −B(ω1)(v1 + ω1v

2), v3
1 + v3v3

2 − v3
22 + q2 = 0,

v3
2 = −B(ω1)(2ω1 − α).

9◦. v1
1 + (v1 + ω1v

2)v1
2 − v2 − (1 + ω2

1)v1
22 + q2 = 0,

v2
1 + (v1 + ω1v

2)v2
2 − (1 + ω2

1)v2
22 + ω1q2 = 0,

v3
1 + (v1 + ω1v

2)v3
2 − (1 + ω2

1)v3
22 = 0, v1

2 + ω1v
2
2 = 0.

10◦. v1
1 +
(
v1 + ω1v

2 − 1
α
v3

)
v1
2 − v2 −

(
1 + ω2

1 +
1
α2

)
v1
22 + q2 = 0,

v2
1 +
(
v1 + ω1v

2 − 1
α
v3

)
v2
2 −
(

1 + ω2
1 +

1
α2

)
v2
22 + ω1q2 = 0,

v3
1 +
(
v1 + ω1v

2 − 1
α
v3

)
v3
2 −
(

1 + ω2
1 +

1
α2

)
v3
22 −

1
α
q2 = 0,

v1
2 + ω1v

2
2 −

1
α
v3
2 = 0.

11◦. v1
1 + (v1 + ω1v

2)v1
2 − v2 − (1 + ω2

1)v1
22 + q2 = 0,

v2
1 + (v1 + ω1v

2)v2
2 − (1 + ω2

1)v2
22 + ω1q2 = 0,

v3
1 + (v1 + ω1v

2)v3
2 +

1
ω1
v3 − (1 + ω2

1)v3
22 = 0, v1

2 + ω1v
2
2 +

1
ω1

= 0.

12◦. v1
1 + (v1 + (ω1 − γ)v2)v1

2 − v2 − (1 + (ω1 − γ)2)v1
22 + q2 = 0,

v2
1 + (v1 + (ω1 − γ)v2)v2

2 − (1 + (ω1 − γ)2)v2
22 + (ω1 − γ)q2 = 0,

v3
1 + (v1 + (ω1 − γ)v2)v3

2 +
1
ω1
v3 − (1 + (ω1 − γ)2)v3

22 = 0,

v1
2 + (ω1 − γ)v2

2 +
1
ω1

= 0.

13◦. v1
1 + (v2 + ω1v

3)v1
2 − (1 + ω2

1)v2
22 +

v1 − αv3

ω1 − λ = 0,

v2
1 + (v2 + ω1v

3)v2
2 − v3 − (1 + ω2

1)v2
22 + q2 = 0,
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v3
1 + (v2 + ω1v

3)v3
2 − (1 + ω2

1)v3
22 + ω1q2 = 0, v2

2 + ω1v
3
2 +

1
ω1 − λ = 0.

14◦. v1
1 +

ω2

ω1
v1
2 + fv1

2 −K(ω1)v1
22 + ω1q2 = v3,

v2
1 +

ω2

ω1
v2
2 + fv2

2 −K(ω1)v2
22 + αq2 = − v

2

ω1
,

v3
1 +

ω2

ω1
v3
2 + fv3

2 −K(ω1)v3
22 + ω1(ω1 − λ)q2 = 0, f2 +

1
ω1

= 0,

f = ω1v
1 + αv2 + ω1(ω1 − λ)v3, K(ω1) = ω2

1 + α2 + ω2
1(ω1 − λ)2.

15◦. v1
1 +

ω2

ω1
v1
2 + fv1

2 −K(ω1)v1
22 + ω1q2 − α

ω1
v2 − v3 = 0,

v2
1 +

ω2

ω1
v2
2 + fv2

2 −K(ω1)v2
22 + (µ+ α(ω1 − λ))q2 +

v2

ω1
= 0,

v3
1 +

ω2

ω1
v3
2 + fv3

2 −K(ω1)v3
22 + ω1(ω1 − λ)q2 = 0, f2 +

1
ω1

= 0,

f = ω1v
1 + (µ+ α(ω1 − λ))v2 + ω1(ω1 − λ)v3,

K(ω1) = ω2
1 + µ+ α(ω1 − λ))2 + ω2

1(ω1 − λ)2.

16◦. v1
1 + fv1

2 −K(ω1)v1
22 −

v3

α
− ω1q2 = 0,

v2
1 + fv2

2 −K(ω1)v2
22 + v1 +

ω1

α
v3 + q2 = 0,

v3
1 + fv3

2 −K(ω1)v3
22 −

ω2
1 + 1
α

q2 = 0, f2 = 0,

f = −ω1v
1 + v2 − ω2

1 + 1
α

v3, K(ω1) = 1 + ω2
1 +
(
ω2

1 + 1
α

)2

.

17◦. v1
1 + fv1

2 + gω2v
1
2 −K(ω1)v1

22 + µq2 = −−(ω1 − β)v1 + v2

1 + ω1(ω1 − β)
,

v2
1 + fv2

2 + gω2v
2
2 −K(ω1)v2

22 + µω1q2 =
−v1 − ω1v

2

1 + ω1(ω1 − β)
,

v3
1 + fv3

2 + gω2v
3
2 −K(ω1)v3

22 + (ω1(ω1 − β) + 1)q2 = 0, f2 + g = 0,

f = µv1 + µω1v
2 + (ω1(ω1 − β) + 1)v3, g =

2ω1 − β
1 + ω1(ω1 − β)

,

K(ω1) = µ2 + µ2ω2
1 + (ω1(ω1 − β) + 1)2.

18◦. v1
1 + fv1

2 + gω2v
1
2 −K(ω1)v1

22 + (λ(ω1 − β) + µ)q2 =
v2 − (ω1 − β)v1

1 + ω1(ω1 − β)
,

v2
1 + fv2

2 + gω2v
2
2 −K(ω1)v2

22 + (µω1 − λ)q2 =
−v1 − ω1v

2

1 + ω1(ω1 − β)
,

v3
1 + fv3

2 + gω2v
3
2 −K(ω1)v3

22 + (1 + ω1(ω1 − β))q2 = 0, f2 + g = 0,
f = (λ(ω1 − β) + µ)v1 + (µω1 − λ)v2 + (1 + ω1(ω1 − β))v3,

K(ω1) = (λ(ω1 − β) + µ)2 + (µω1 − λ)2 + (1 + ω1(ω1 − β))2,

g =
2ω1 − β

1 + ω1(ω1 − β)
.



474 В.I. Фущич, В.М. Штелень, Р.О. Попович

Нумерацiя рiвнянь 1◦–18◦ вiдповiдає нумерацiї анзацiв у таблицi. Нижнi iнде-
кси 1 i 2 означають диференцiювання за iнварiантними змiнними ω1 i ω2 вiдповiд-
но.
Heлiнiйнi редукованi системи 1◦–18◦ можна звести до лiнiйних рiвнянь те-

плопровiдностi. Покажемо, як це можна зробити на прикладi найбiльш простої
системи 1◦, з якої випливає

v3 = h(ω1), q = g(ω1)ω2 − ḣ(ω1)ω2, v1
1 + h(ω1)v1

2 − v1
22 = 0,

v2
1 + h(ω1)v2

2 − v2
22 = 0,

(4)

де h, g — довiльнi диференцiйовнi функцiї вiд ω1 = t, точка означає диференцю-
вання по t = ω1. Пiсля замiни змiнних

τ = ω1, z = ω2 +H(ω1), Ḣ = −h (5)

з рiвнянь (4) одержимо два незачеплених рiвняння теплопровiдностi

v1
τ − v1

zz = 0, v2
τ − v2

zz = 0. (6)

Таким чином, за розв’язками лiнiйних рiвнянь (6) будуються розв’язки нелi-
нiйного рiвняння НС (1)

u1 = v1(t, z), u2 = v2(t, z), u3 = −Ḣ(t), p = Ḧ(t)x3 + g(t), (7)

де z = x3 +H(t). Використовуючи перетворення, породженi операторами з нескiн-
ченновимiрної алгебри iнварiантностi рiвнянь НС (1), розв’язок (7) можна звести
до простiшого вигляду, зручного для розмноження. Дiйсно, зробимо замiну змiн-
них

t̃ = t, x̃1 = x1, x̃2 = x2, x̃3 = x3 +H(t), ũ1 = u1, ũ2 = u2,

ũ3 = u3 + Ḣ(t), p̃ = p− Ḧ(t)x3 − g(t).
(8)

Це перетворення належить групi симетрiї рiвнянь НС i зводить розв’язок (7) до
вигляду

ũ1 = v1(t, z), ũ2 = v2(t, z), ũ3 = 0, p̃ = 0, z = x̃3. (9)

Зробивши аналогiчнi викладки для рiвнянь 2◦–13◦, одержимо розв’язки рiвнянь
НС

2◦. u1 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x1

t
, u2 = ϕ2(τ, z), u3 = −x3

t
, p = −x

2
3

t2
,

де τ = 1
3 t

3, z = tx3.
Тут i надалi ϕ1, ϕ2 — диференцiйовнi функцiї змiнних τ i z, що задовольняють

лiнiйне piвняння теплопровiдностi

ϕ1
τ − ϕ1

zz = 0, ϕ2
τ − ϕ2

zz = 0.

3◦. u1 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x1

t
, u2 =

1
t
ϕ2(τ, z) +

x2

t
, u3 = −2

x3

t
,

p = −2
x2

3

t2
, τ =

1
5
t5, z = x3t

2.

4◦. u1 = ϕ1(τ, z) + tϕ2(τ, z), u2 = ϕ2(τ, z), u3 = 0,
p = 0, τ = t, z = x3.
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5◦. u1 =
1
αt
ϕ1(τ, z) +

1
α
ϕ2(τ, z) +

1
α
ϕ2(τ, z) +

1
t

(
x1 − x3

α

)
,

u2 = ϕ2(τ, z), u3 = −x3

t
, p = −x

2
3

t2
, τ =

t3

3
, z = tx3.

6◦. u1 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x1

t
, u2 =

1
t
ϕ2(τ, z) +

1
t2
ϕ1(τ, z) +

x2

t
+
x1

t2
,

u3 = −2
x3

t
, p = −3

x2
3

t2
, τ =

t5

5
, z = t2x3.

7◦. u1 =
1

1 + t2
(ϕ1(τ, z) + tϕ2(τ, z) + tx1 − x2),

u2 =
1

1 + t2
(−tϕ1(τ, z) + ϕ2(τ, z) + x1 + tx2), u3 = − 2t

1 + t2
x3,

p =
1− 3t2

(1 + t2)2
x2

3, τ =
t5

5
+

2t3

3
+ t, z = (1 + t2)x3.

8◦. α = 2 : u1 =
1
t2

((t− 1)ϕ1(τ, z)− tϕ2(τ, z) + (t− 1)x1 − x2),

u2 =
1
t2

(ϕ1(τ, z) + tϕ2(τ, z) + x1 + (t− 1)x2),

u3 = −2
x3

t
, p = −3

x2
3

t
, τ =

t5

5
, z = t2x3;

0 < α < 2 : β =
√

1− (α/2)2, u1 =

((
β +

α

2β

(
t− α

2

))
ϕ1(τ, z) +

+ (t− α)ϕ2(τ, z) + (t− α)x1 − x2

)
/(t2 − αt+ 1),

u2 =
(
− 1
β

(
t− α

2

)
ϕ1(τ, z) + ϕ2(τ, z) + x1 + tx2

)
/(t2 − αt+ 1),

u3 = −(2t− α)x3/(t2 − αt+ 1),
p = (1− t2 − (t− α)2 − t(t− α))x2

3/(t
2 − αt+ 1)2,

τ =
t5

5
− α

2
t4 +

1
3
(2 + α2)t3 − αt2 + t, z = (t2 − αt+ 1)x3;

α > 2 : β1 =
α

2
+

√(α
2

)2

− 1, β2 =
α

2
−
√(α

2

)2

+ 1,

u1 =
−β2ϕ

1(τ, z)
(β1 − β2)(t− β1)

+
β1ϕ

2(τ, z)
(β1 − β2)(t− β2)

+
(t− α)x1 − x2

t2 − αt+ 1
,

u2 =
ϕ1(τ, z)

(β1 − β2)(t− β1)
− ϕ2(τ, z)

(β1 − β2)(t− β2)
+

x1 + tx2

t2 − αt+ 1
,

u3 = −(2t− α)x3/(t2 − αt+ 1),
p = (1− t2 − (t− α)2 − (t− α)t)x2

3/(t
2 − αt+ 1)2,

τ =
t5

5
− α

2
t4 +

1
3
(2 + α2)t3 − αt2 + t, z = (t2 − αt+ 1)x3.

9◦. u1 = − t

1 + t2
ϕ2
z(τ, z)− x2, u2 =

1
1 + t2

ϕ2
z(τ, z), u3 = ϕ1(τ, z),

p =
2

(1 + t2)2
ϕ2(τ, z), τ =

1
3
t3 + t, z = x1 + tx2.
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10◦. u1 =
1
α
ϕ1(τ, z) +

(
− 1
β2

t

t2 + β2
+

1
α2β2

arctg
t

β

)
ϕ2
z(τ, z)− x2,

u2 =
ϕ2
z(τ, z)
t2 + β2

, u3 =
1
αβ2

(
t

t2 + β2
+

1
β

arctg
t

β

)
ϕ2
z(τ, z),

p =
2

(t2 + β2)2
ϕ2(τ, z), β =

√
1 +

1
α2
, τ =

1
3
t3 +

(
1 +

1
α2

)
t,

z = x1 + tx2 − x3

α
.

11◦. u1 = − 1
1 + t2

(ϕ2
z(τ, z) + 2tx1 − 2x2)− x1

t
,

u2 =
1

1 + t2
(ϕ2
z(τ, z)− 2x1 − 2tx2), u3 =

1
t
ϕ1(τ, z) +

x3

t
,

p =
2

t(1 + t2)2
ϕ2(τ, z)− 1 + 3t2

t2(1 + t2)2
(x1 + tx2)2, τ =

t5

5
+
t3

3
,

z = t(x1 + tx2).

12◦. u1 = − t− γ
1 + (t− γ)2

(
ϕ2
z(τ, z) +

(γ
t
− 2
)

(x1 + (t− γ)x2)
)
− x1

t
+

+
(γ
t
− 2
)
x2,

u2 =
1

1 + (t− γ)2
(
ϕ2
z(τ, z) +

(γ
t
− 2
)

(x1 + (t− γ)x2)
)
,

u3 =
1
t
ϕ1(τ, z) +

x3

t
,

p =
2ϕ2(τ, z)

t(1 + (t− γ)2)2 +
(x1 + (t− γ)x2)2

1 + (t− γ)2
( γ

t − 2
1 + (t− γ)2 −

1
t2

)
,

τ =
t5

5
− γ

2
t4 + (1 + γ2)

t3

3
, z = t(x1 + (t− γ)x2).

13◦. u1 =
1

t− λ (ϕ1(τ, z) + α(arctg t)ϕ2
z(τ, z) + x1 − αx3) + α(x2 + tx3)×

×
(
− 2

(1 + λ2)2
ln |t− λ|+ λ

1 + λ2

1
t− λ +

1
(1 + λ2)2

ln |1 + t2|+

+
λ3 + 3λ
(1 + λ2)2

arctg t

)
,

u2 = − t

1 + t2
ϕ2
z(τ, z) +

1
(1 + t2)(t− λ)

((2t− λ)x3 + (t2 − λt− 1)x2),

u3 =
1

1 + t2

(
ϕ2
z(τ, z)−

2t− λ
t− λ (x2 + tx3)

)
,

p =
2

(t− λ)(1 + t2)
ϕ2(τ, z)− (x2 + tx3)2

(t− λ)2(1 + t2)
((2t− λ)(t− λ) + 1),

τ =
t5

5
− λt

4

2
+

1
3
(1 + λ2)t3 − λt2 + λ2t, z = (t− λ)(x2 + tx3).

Для систем 14◦–18◦ знайти явний вигляд замiни змiнних, яка зводить до пар
рiвнянь теплопровiдностi, не вдалось, бо їх пошук пов’язаний з розв’язанням до-
статньо складних систем ЗДР. Наприклад, у найпростiшому з останнiх випадку
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16◦ одержимо

u1 =
(
Y i(t)
t2 + 1

− tZi(t)
t2 + 1 + α2

)
ϕiz(τ, z)−

x3

α
,

u2 =
(
tY i(t)
t2 + 1

+
Zi(t)

t2 + 1 + α2

)
ϕiz(τ, z) + x1 +

tx3

α
,

u3 = α
Zi(t)

t2 + 1 + α2
ϕiz(τ, z),

p = − 2α2ϕi(τ, z)
(t2 + 1)(t2 + 1 + α2)

(
Y i(t)
t2 + 1

+
tZi(t)

t2 + 1 + α2

)
,

де

z = −tx1 + x2 − t2 + 1
α

x3, τ =
1
α2

(
t5

5
+ (2 + α2)

t3

5
+ (1 + α2)t

)
,

а Y i(t)), Zi(t)), i = 1, 2 — фундаментальна система розв’язкiв рiвнянь

Ẏ (t) = 2Z/(t2 + 1 + α2), Ż(t) = −2Y/(t2 + 1). (10)

Для систем 14◦–18◦ також можна виписати вирази типу (10), але через гро-
мiздкiсть ми їх не наводимо.

Зауваження 1. Можна говорити, що для деяких множин розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння НС (1) виконується деякий принцип суперпозицiї, оскiльки розв’язок
нелiнiйних рiвнянь НС (1) одержуємо з розв’язкiв лiнiйних рiвнянь теплопровiд-
ностi.

Зауваження 2. Алгебрами 1◦–18◦ не вичерпуються вci можливi нееквiвален-
тнi пiдалгебри алгебри AG̃(1, 3), для яких “лiнеаризуються” редукованi рiвняння,
одержанi за їx допомогою.

Зауваження 3. Одержанi результати легко узагальнюються на деякi двовимiрнi
пiдалгебри з A∞. Наприклад, розглянемо пiдалгебру з базисними елементами

Q1 = E(t)∂1 + Ė(t)∂u1 − Ë(t)x1∂p, Q2 = F (t)∂2 + Ḟ (t)∂u2 − F̈ (t)x2∂p, (11)

де E(t), F (t) — деякi гладкi ненульовi функцiї змiнної t. Вiдповiдний їй анзац має
вигляд

u1 = v1(ω1, ω2) + Ėx1/E, u2 = v2(ω1, ω2) + Ḟ x2/F, u3 = v3(ω1, ω2),

p = q(ω1, ω2)− 1
2
Ëx2

1/E −
1
2
F̈ x2

2/F,
(12)

де iнвapiaнтнi змiннi ω1 = t i ω2 = x3. Пiдставимо анзац (12) у рiвняння (1)
i проробимо з одержаною системою обчислення, аналогiчнi наведеним вище для
системи 1◦. Тут ми випишемо лише кiнцевий вираз для розв’язку рiвнянь НС (1),
одержаний за допомогою анзацу (12)

u1 = (ϕ1(τ, z) + Ė(t)x1)/E(t), u2 = (ϕ2(τ, z) + Ḟ (t)x2)/F (t),

u3 = −(Ė(t)/E(t) + Ḟ (t)/F (t))x3, p =
1
2
Ë(t)x2

1/E(t)− 1
2
F̈ (t)x2

2/F (t) +

+
x2

3

2
((Ë(t)− 2Ė(t))/E2(t) + (F̈ (t)− 2Ḟ 2(t))/F 2(t)),

де τ =
∫
E2(t)F 2(t)dt, z = E(t)F (t)x3.
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Q-conditional symmetry
of the linear heat equation
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN, M.I. SEROV, R.O. POPOVYCH

Исследована Q-условная симметрия одномерного линейного уравнения теплопро-
водности. Получены определяющие уравнения для коэффициентов оператора Q-
условной симметрии, изучена их лиевская симметрия, получены некоторые их то-
чные решения. Найдены нелокальные замены, сводящие определяющие уравнения к
исходному уравнению теплопроводности. Показано, как можно использовать опера-
торы Q-условной симметрии для линеаризации нелинейных ДУЧП и размножения
решений уравнения теплопроводности.

In this article we consider in full detail, as a simple but non-trivial example, how
to find and use Q-conditional symmetry of the one-dimensional linear heat equation

u0 = u11 (1)

(u = u(x0, x1), u0 = ∂u/∂x0, u1 = ∂u/∂x1 and so on.
It is known [1] that the maximal in Lie sense invariance algebra of equation (1) is

an algebra with the basis elements

∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, G = x0∂1 − 1

2
x1u∂u, I = u∂u,

D = 2x0∂0 + x1∂1, Π = x0

(
x0∂0 + x1∂1 − 1

2
u∂u

)
− x2

1

4
u∂u.

(2)

The problem of finding non-classical symmetry (in our terminology Q-conditional
symmetry) was firstly put forward by Bluman and Cole [5]. However, in this impor-
tant paper the authors did not give explicitly none of operators which would different
from those of (2). Below we will present quite complete investigation of this problem.
All notions used without explanations are defined in [1–4].

Definition 1 [2, 4]. A differential equation of order m

S1(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

m
) = 0 (3)

for a function u = u(x) where u
k
denotes all partial derivatives of order k is called

conditionally invariant under an operator Q if there is an additional condition of
the form

S2(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

m
) = 0 (4)

compatible with (3), that

Q̃Sα

∣∣∣S1 = 0
S2 = 0

= 0, α = 1, 2, (5)

In the formula (5) Q̃ is the standard prolongation of Q.
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In that particular case when equation (4) has the form

Qu = 0 (6)

equation (3) is called Q-conditionally invariant under the operator Q. The notion
of Q-conditional invariance coincides with the notion of “non-classical” invariance
introduced by Bluman and Cole in the work [5].
The general form of a first-order operator is

Q = A(x0, x1, u)∂0 +B(x0, x1, u)∂1 + C(x0, x1, u)∂u, (7)

where A, B, C are some differentiable functions of x0, x1, u to be determined from
the invariance condition (5). It will be noted that because of the imposed condition (6)

Qu = 0 ⇔ Au0 +Bu1 = C (8)

there are really only two independent cases of operator (7).

Theorem 1. The heat equation (1) is Q-conditionally invariant under operator (7) if
and only if its coordinates are as follows:

Case 1.

A = 1, B = W 1(x0, x1), C = W 2(x0, x1)u+W 3(x0, x1) (9)

and functions �W = �W (x0, x1) = {W 1,W 2,W 3} satisfy equations

(∂0 + 2W 1
1 − ∂11) �W = �F , �F = {−2W 2

1 , 0, 0}. (10)

Case 2.

A = 0, B = 1, C = v(x0, x1, u) (11)

and function v = v(x0, x1, u) satisfies the PDE

v0 = v11 + 2vv1u + v2vuu. (12)

Proof. From the criterion of invariance

Q
2
(u0 − u11)

∣∣∣u0 = u11,
Qu = 0

= 0, (13)

absolutely analogously to the standard Lie’s algorithm one finds the defining equations
for the coordinates of operator (7) which can be reduced to (9)–(12). It is to be pointed
out that unlike Lie’s algorithm, in the cases considered above the defining equations
(10), (12) are nonlinear ones and it is a typical feature of Q-conditional invariance.
It goes without saying that Q-conditional invariance includes Lie’s invariance in

particular. So, in our case of the heat equation, we obtain infinitesimals (2) as simplest
solutions of (10), (12):

A = 1, �W = 0 ⇒ Q = ∂0,

A = v = 0, B = 1 ⇒ Q = ∂1,

A = 0, B = 1, v = −x1u

2x0
⇒ Q = G,

A = 1, W 1 =
x1

2x0
, W 2 = W 3 = 0 ⇒ Q = D,

A = 1, W 1 =
x1

x0
, W 2 = −(2x0 + x2

1)/4x
2
0, W 3 = 0 ⇒ Q = Π.

(14)



Q-conditional symmetry of the linear heat equation 481

Remark 1. System of defining equations (10) was firstly obtained by Bluman and Cole
[5]. Further investigation of system (10) was continued in [6], where the question of
linearization of the first two equations of (10) had been studied. The general solution
of the problem of linearization of equations (10), (12) will be given after a while.
Now let us list some concrete operators (7) of Q-conditional invariance of equa-

tion (1) obtained as partial solutions of the defining equations (10), (12). In the
following Table we also give corresponding invariant ansätze and the reduced equa-
tions.
Of course, operators 1–10 from Table do not exhaust the all possible operators of

Q-conditional invariance.

N Operator Q Ansatz Reduced equation

1 −x1∂0 + ∂1 u = ϕ
(
x0 +

x2
1
2

)
ϕ′′ = 0

2 −x1∂0 + ∂1 + x3
1∂u u = ϕ

(
x0 +

x2
1
2

)
+

x4
1
4

ϕ′′ = −3

3 x2
1∂0 − 3x1∂1 − 3u∂u u = x1ϕ

(
x0 +

x2
1
6

)
ϕ′′ = 0

4 x2
1∂0 − 3x1∂1 − (3u+ x5

1)∂u u = x1ϕ
(
x0 +

x2
1
6

)
+

x5
1

12
ϕ′′ = −15

5 x1∂1 + u∂u u = x1ϕ(x0) ϕ′ = 0

6 cthx1∂1 + u∂u u = ϕ(x0) chx1 ϕ′ − ϕ = 0

7 − ctg x1∂1 + u∂u u = ϕ(x0) cosx1 ϕ′ + ϕ = 0

8 ∂1 − u∂u − u
2x0−x1

∂u u = (2x0 − x1)e
−x1ϕ(x0) ϕ′ − ϕ = 0

9 ∂1 −
√−2(x0 + u)∂u u = −x0 − 1

2
[x1 + ϕ(x0)]

2 ϕ′ = 0

10
(
x0 +

x2
1
2

)
∂0 − x1∂1 u = ϕ

(
x0x1 +

x2
1

3!

)
ϕ′′ = 0

Next we study Lie symmetry of the defining equations (10), (12).
Theorem 2. The Lie maximal invariance algebra of system (10) is given by the
operators

∂0, ∂1, G(1) = x0∂1 + ∂W 1 − 1
2
W 1∂W 2 − 1

2
x1W

3∂W 3 ,

D(1) = 2x0∂0 + x1∂1 −W 1∂W 1 − 2W 2∂W 2 , I(1) = W 3∂W 3 ,

Π(1) = x0

(
x0∂0 + x1∂1 −W 1∂W 1 − 2W 2∂W 2 − 5

2
W 3∂W 3

)
+

+ x1

(
∂W 1 − 1

2
W 1∂W 2

)
− 1

2
∂W 2 − x2

1

4
W 3∂W 3 ,

X = (f0 + f1W
1 − fW 2)∂W 3 .

(15)

where f = f(x0, x1) is an arbitrary solution of (1), that is f0 = f11.
Theorem 3. The Lie maximal invariance algebra of equation (12) is given by the
operators

∂0, ∂1, D(2) = 2x0∂0 + x1∂1 + u∂u, D(3) = u∂u + v∂v,

G(2) = x0∂1 − 1
2
x1(u∂u + v∂v)− 1

2
u∂v,

Π(2) = x0

(
x0∂0 + x1∂1 − 1

2
u∂u − 3

2
v∂v

)
− x2

1

4
(u∂u + v∂v)− x1

2
u∂v,

R = f∂u + f1∂v (f0 = f11).

(16)
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One can get the proofs of these two theorems by means of the standard Lie’s
algorithm.
Operators (15), (16) can be used to find exact solutions of equations (10), (12).

In particular, using the formula of generating solutions at the expense of invariance
under Π(2)

vII(x0, x1, u) = (1− θx0)−3/2 exp
{

θx2
1

4(1− θx0)

}
v1(x′0, x

′
1, u

′) +
θ

1− θx0

x1u

2
,

x′0 =
x0

1− θx0
, x′1 =

x1

1− θx0
,

u′ = (1− θx0)1/2 exp
{
−1

4
θx2

1

1− θx0

}
u (θ = const)

(17)

one can construct new solutions of equations (12) starting from known ones.
Solutions of equations (10), (12) can be obtained by the use of reduction on

subalgebras of the invariance algebras (15), (16). For example, using the subalgebra
〈∂0 + a

(1)
i 〉 of the algebra (15) we find the following solution of the system (10)

W 1 =
C2

1 − C2
3

−C1 tg(C1x1 + C2) + C3 tg(C3x1 + C4)
,

W 2 = −C1C3
C1 tg(C3x1 + C4)− C3 tg(C1x1 + C2)
−C1 tg(C1x1 + C2) + C3 tg(C3x1 + C4)

,

W 3 = (ϕ11 −W 1ϕ1 −W 2ϕ)eax0 ,

(18)

where C1, . . . , C4 are arbitrary constants, ϕ = ϕ(x1), ϕ11 = aϕ.

Theorem 4. The system (10) is reduced to the system of disconnected heat equations

�z0 = �z11 (�z = �z(x0, x1) = {z1, z2, z3}) (19)

with the help of the nonlocal transformation

W 1 = −z
1
11z

2 − z1z2
11

z1
1z

2 − z1z2
1

, W 2 = −z
1
11z

2
1 − z1

1z
2
11

z1
1z

2 − z1z2
1

,

W 3 = z3
11 +W 1z3

1 −W 2z3.

(20)

Expressions (20) result in (after using the corresponding operator (7), (9)) the
ansatz

u = z1ϕ(ω) + z3, ω =
z2

z1
(21)

(z1, z2, z3 are solutions of (19)), and the reduced equation is ϕ′′ = 0. This means that

u = C1z
1 + C2z

2 + C3z
3. (22)

So, we get just the well-known superposition principle for the heat equation.
Letting W 2 = W 3 = 0 we get from (10) the Burger’s equation

W 1
0 + 2W 1W 1

1 = W 1
11. (23)
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Using Hopf–Cole transformation one obtains solutions of equation (23) in the form

W 1 = −∂1 ln f = −f1
f

(f0 = f11). (24)

This result in the operator

Q = f∂0 − f1∂1. (25)

Q-conditional symmetry of equation (1) under the operator (25) lead to the following
statement.

Theorem 5. If function f is an arbitrary solution of the heat equation (1) and u is
the general integral of the ODE

f1dx0 + fdx1 = 0, (26)

then u satisfies equation (1).
Proof. We note that equation (26) is a perfect differential equation and therefore its
general solution u(x0, x1) = C possesses the following property

u0 = f1, u1 = f. (27)

Having used (27) we obtain

u0 − u11 = f1 − f1 = 0

and the theorem is proved.

Theorem 5 may be considered as another algorithm of generating solutions of
equation (1). Indeed, even starting from a rather trivial solution of the heat equation
u = 1 we get the chain of quite interesting solutions

1→ x1 → x0 +
x2

1

2!
→ x0x1 +

x3
1

3!
→ · · · , (28)

and among them the solutions

x2m
1

(2m)!
+
x0

1!
x2m−2

1

(2m− 2)!
+
x2

0

2!
x2m−4

1

(2m− 4)!
+ · · ·+ xm−1

0

(m− 1)!
x2

1

2!
+
xm0
m!

, (29)

x2m+1
1

(2m+ 1)!
+
x0

1!
x2m−1

(2m− 1)!
+
x2

0

2!
x2m−3

1

(2m− 3)!
+ · · ·

· · ·+ xm−1
0

(m− 1)!
x3

1

3!
+
xm0
m!

x1

1!
.

(30)

It will be also noted that supposing function v in (12) to be independent on x1 and
denoting

v =
1

w(x0, u)
(31)

we get instead of (12) the following remarkable nonlinear heat equation

w0 = ∂u(w−2wu). (32)



484 W.I. Fushchych, W.M. Shtelen, M.I. Serov, R.O. Popovych

One easily sees that the operator

Q = w(x0, u)∂1 + ∂u (33)

sets the connection between equations (32) and (1):

w0 − ∂u(w−2wu) =
1
u1
∂1

(
u0 − u11

u1

)
,

u0 − u11 =
1
w

∫
[w0 − ∂u(w−2wu)]du

(34)

by means of the change of variables

w(x0, u) =
∂x1(x0, u)

∂u
,

∂u(x0, x1)
∂x1

=
1

w(x0, u)
. (35)

This result has been obtained differently in [7, 8].
It suppose v from (12) to have the form

v = ϕ(x0, x1)u (36)

then (12) is reduced to the Burger’s equation for ϕ

ϕ0 = 2ϕϕ1 + ϕ11 (37)

and one may say that operator

Q = ∂1 + ϕu∂u (38)

sets the connection between equation (37) and (1) via the substitution

ϕ = f1/f. (39)

Letting

v = ϕ(x0, x1)u+ h(x0, x1) (40)

and substituting it into (12) one finds the Burger’s equation (37) for function ϕ and
the following equation for h

h0 = 2hϕ1 + h11. (41)

System of equation (37), (41) was also obtained in [6] when considering the sys-
tem (10). Having made the change of variables

ϕ = f1/f, h = (f1/f)g − g1 (42)

we reduced (37), (41) to two disconnected heat equations

f0 = f11, g0 = g11. (43)

Now we consider how to linearise the equation (12) in general case. Let us
introduce the notations

S1(x0, x1, u, v) = v0 − (v11 + 2vv1u + v2vuu). (44)
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After changing the variables

v = − z1
zu
, z = z(x0, x1, u) (45)

we get

S1(x0, x1, u, v) = − 1
zu

(∂1 + v∂u)S2(x0, x1, u, z), (46)

where

S2(x0, x1, u, v) = z0 − z11 + 2
z1
zu
z1u − z2

1

z2
u

zuu. (47)

Having applied the hodograph transformation

y0 = x0, y1 = x1, y2 = z, R = u (48)

we get

S2(x0, x1, u, z) = − 1
R2

(R0 −R11), (49)

where R = R(y0, y1, y2).
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Generating solutions for nonlinear equations
by the Legendre transformation
W.I. FUSHCHYCH, V.A. TYCHININ

Предложен новый метод размножения решений нелинейных уравнений, основанный
на использовании их инвариантности относительно преобразований Лежандра.

1. The superposition principle for nonlinear equations is not fulfilled. That is why
it is important to have a method of generating solutions starting from known ones,
i.e. an algorithm of constructing solution when the partial solutions are known.
In the present paper we suggest a new method of generating solutions for nonlinear

equations based on the use of their invariance with respect to Legendre transformati-
on. For this aim, first of all, it is necessary to describe the equations which possess
such property. Here we do not consider solution of this general problem, and list some
first and second order equations invariant with respect to the Legendre transformation
and use this property to construct new solutions from known ones.
In [1] there was accomplished the group-theoretical classification for nonlinear

second order differential equations invariant under the Lorentz group O(1, n) and
the Poincaré group P (1, n) and different their extensions. These equations have the
important property due to which there exists simple algorithm of constructing new
solution from known ones, or, in another words, there exists the procedure of gene-
rating solutions. We use the Legendre transformation for further classification of
Lorentz and Poincaré invariant equations. In other words, we distinguish from the
set of Lorentz and Poincaré invariant those equations which are additionally invariant
with respect to Legendre transformation.

2. The Legendre-invariant equations. The Legendre transformation in the space
of n independent variables we write in the form

u = yµvµ − v, vµ =
∂v

∂xµ
, xµ = vµ, det(vµν) 	= 0. (1)

So, the first and second order derivatives are changing as

uµ = yµ, uµν = det−1(vλσ)aµν(vλσ) (µ, ν, λ, σ = 0, n− 1). (2)

If not declare another, summation is understood over repeated indexes,

det(uλσ) = det

 u00 · · · u0,n−1

· · · · · · · · ·
un−1,0 · · · un−1,n−1

 , (3)

aµν(vλσ) is an algebraic supplement to element vµν .
The differential equation L(x, u) = 0 is called invariant with respect to Legandre

transformation (1) when the following condition

L(x, u) = λL(y, v) (4)
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is fulfilled. Here λ is an arbitrary parameter or function of y, v, vµ.
We list several sets of nonlinear equations invariant under the Lorentz group

O(1, n) and the Poincaré group P (1, n) as well as the Legandre transformation.
Consider equations

det(uµν)�u± tr (uµν) = 0, �u± det(uµν) tr (uµν) = 0,
detm(uµν)± det−mn(uλσ) detm(aµν(uλσ)) = 0,

(5)

uµu
µ + x2 + c = 0, (x2 = xµx

µ),
(xµ + uµ)(xµ + uµ) = x2 + 2xµuµ + uµu

µ = 0,
uµuν det(uλσ)± xµxνaµν(uλσ) = 0, xµxνuµν det(uλσ)± uµuνaµν(uλσ) = 0,
f(x2) detm(uλσ)± f(uµuµ) det−nm(uλσ) detm(aµν(uλσ)) = 0,
f(uµuµ) detm(uλσ)± f(x2) det−nm(uλσ) detm(aµν(uλσ)) = 0,[
1 + (x2 − uµuµ)

]
u11 + 2(u0 − x0)(u1 − x1)u10 −

− [1− (x2 − uµuµ)]u00 = 0 (µ = 0, 1),

(6)

where �u = gµνu
µν is d’Alambert operator,

uµu
µ = gµνuµuν , tr (uµν)

def= gµνuµν ,

(µ, ν = 0, n− 1), gµν is metric tensor of the space with signature (+,−, . . . ,−), f is
an arbitrary smooth function.
Let us list several equations which are invariant nor under the Lorentz group

O(1, n − 1) not under Poincaré group P (1, n − 1), but are invariant with respect to
Legendre transformation

αµ(xµ + uµ) = 0, αµ(uν)xµ + αµ(xν)uµ = 0,
gµν [αµ(xλ) + αµ(uλ)][αν(xλ) + αν(uλ)] = 0,
αµxµ det(uλσ)�u± αµuµ tr (uλσ) = 0,
αµ(uν)xµ det(uλσ)�u± αµ(xν)uµ tr (uλσ) = 0,
αµxµ�u± αµuµ det(uλσ) tr (uλσ) = 0,
αµ(uν)xµ detm(uλσ)± αµ(xν)uµ det−nm(aµν(uλσ)) = 0,
u00u11 − u2

10 = u−1
00 u11.

(7)

αµ are vector components. The method of generating solutions for equations (7) is
unknown.
To prove invariance of equations (5), (6), (7) under Legendre transformation (1) it

is necessary to verify fulfilment of relations (4). For example, equation

uµu
µ + x2 + c = 0

is transformed under Legendre transformation into y2 + vµv
µ + c = 0.

3. The generating solutions. Suppose we have a solution of nonlinear equation

u =
(1)
u (x), x = (x0, x1, . . . , xn−1), det(

(1)
uµν) 	= 0. (8)
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Let us rewrite this solution, replacing xµ for parameters θµ (µ = 0, n− 1). The
formula of generating solutions resulting from Legendre transformation takes the
form

(2)
u = θµ

(1)
uµ(θ)−

(1)
u (θ),

(1)
uµ(θ) = xµ (θ = (θ0, θ1, . . . , θn−1)). (9)

To find exact solution
(2)
u (x) it is necessary to eliminate parameters θ in (9). So, the

formula (9) gives the method for generating solutions.

Example 1. Consider an equation from the list given above

u00u11 − u2
10 = u−1

00 u11. (10)

This equation admits Lie algebra 〈P0, P1, P2, J0, J1,D1,D2〉:
P0 = ∂0, P1 = ∂1, P2 = ∂u, J0 = x0∂u, J1 = x1∂u,

D1 = x1∂1, D2 = x0∂0 + 2u∂u
(11)

and consequently Lie symmetry of equation (10) gives the following formula of gene-
rating solutions:

(2)
u = e−2b(

(1)
u (ebx0 + θ0, e

ax1 + θ1) + κ0x0 + κ1x1 + θ2), (12)

where a, b, κ0, κ1, θ0, θ1, θ2 are group parameters.
One of partial solutions of equation (10) have the form

(1)
u =

x2
0

2
cthx1. (13)

It is easily convinced that det(
(1)
uµν) 	= 0. Let us construct a new solution of equa-

tion (10) by using the Legandre transformation. Rewrite (13), replacing xµ, (µ = 0, 1)
for parameters θµ, i.e.

(1)
u =

θ20
2

cth θ1.

and make use of formulas (9) to obtain

(2)
u =

1
2
θ20 cth θ1 − 1

2
θ1θ

2
0sh

−2θ1,

θ0 cth θ1 = x0,

−1
2
θ20sh

−2θ1 = x1.

(14)

Exclude parameters by expressing them through xµ from two lest equations of sys-
tem (14). We obtain

− x2
0

2x1
= ch2θ1,

or

th θ1 =
1
x0

√
x2

0 + 2x1, θ0 =
√
x2

0 + 2x1.
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Substituting θ0 and θ1 into first equation of system (14), we get

(2)
u =

1
2
x2

0

√
x2

0 + 2x1

x0
+ x1 arth

√
x2

0 + 2x1

x0
. (15)

Designating

ω =
√

1 + 2
x1

x0
,

we write the solution in another form

(2)
u =

1
2
x2

0ω + x1 arthω. (15′)

It is not difficult to verify that function (15) satisfies the equation (10). Note that this
solution cannot be constructed from (13) by generating it according to formula (12).

Example 2. Consider the equation

uµu
µ + x2 + c = 0 (µ = 0, n− 1). (16)

c is an arbitrary constant. The maximal invariance algebra of equation (16) is 〈P0, J0a,
Jab〉:

P0 = ∂0, J0a = xa∂0 + x0∂a, Jab = xa∂b − xb∂a (a, b = 1, n− 1). (17)

An ansatz of the form [1]

u = ϕ(ω1, ω2), ω1 = xµx
µ = x2, ω2 = (βµxµ)2 + (γµxµ)2,

β2 = γ2 = −1, βγ = 0,
(18)

reduces n-dimensional PDE (16) to 2-dimensional PDE

ω1ϕ
2
1 − ω2ϕ

2
2 + 2ω2ϕ1ϕ2 +

1
4
(ω1 + c) = 0. (19)

Construct the solution of equation (19) by using Legendre transformation

z = ω1ϕ1 + ω2ϕ2 − ϕ, y1 = ϕ1, y2 = ϕ2. (20)

Then the equation (19) is transformed to the linear(
y2
1 +

1
4

)
z1 − (y2 − 2y1y2)z2 +

1
4
c = 0. (21)

The general solution of (21) is:

z = Φ(2 arctg 2y1 − 2 arctg 2(y1 − y2))− 1
2
c arctg 2y1. (22)

One gets the general solution of equation (19) by inverting (20)

ϕ = y1z1 + y2z2 − z, ω1 = z1, ω2 = z2,
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or, substituting z from (22),

ω1 = Φ̇
[

1
y2
1 + 1

4

− 1
(y1 − y2)2 + 1

4

]
− 1

4
c

y2
1 + 1

4

,

ω2 = Φ̇
1

(y1 − y2)2 + 1
4

,

ϕ = y1ω1 + y2ω2 − Φ +
1
2
c arctg 2y1,

where y1, y2 play the role of parameters and must be eliminate for obtaining the
solution ϕ(ω1, ω2) in explicit form. To demonstrate the solutions of equation (16)
generating process we choose Φ in simplest form

Φ(α) = kα,

where k is an arbitrary constant. Then

z = 2k(arctg 2y1 − arctg 2(y1 − y2))− 1
2
c arctg 2y1.

So, corresponding partial solution of equation (21) have the form

(1)
u = (ω1 + ω2)

√
k − 1

4c

ω1 + ω2
− 1

4
− ω2

√
k

ω2
− 1

4
−

− 2
(
k − 1

4
c

)
arctg 2

√
k − 1

4c

ω1 + ω2
− 1

4
+ 2k arctg 2

√
k

ω2
− 1

4
.

(23)

Writing ϕ(ω1, ω2) with ω1 and ω2 determined by (18) in variables θµ and make use of
Legendre transformation (1), we obtain second solution

(2)
u =

[
4
(
k − 1

4
c

)
− ω1 − ω2

]√
k − 1

4c

4
(
k − 1

4c
)− ω1 − ω2

− 1
4
−

− [4k − ω2]
√

k

4k − ω2
− 1

4
−

− 2
(
k − 1

4
c

)
arctg 2

√
k − 1

4c

4
(
k − 1

4c
)− ω1 − ω2

− 1
4

+

+ 2k arctg 2
√

k

4k − ω2
− 1

4
.

(24)

If solution (22) of the equation (21) is Φ = 0, we get

(1)
u = −1

2
ω1

√
c

ω1
− 1

4
+ c arctg 2

√
c

ω1
− 1

4
,

(2)
u = (c− ω1)

√
ω1

c− ω1
− c arctg

√
ω1

c− ω1
.

(25)

Choosing invariants of equation (16) the functions

ω1 = αµx
µ, ω2 = xµx

µ = x2,
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we obtain the solutions

(1)
u = −ω1

√
ω2

1 − ω2,
(2)
u = −ω1

√
ω2

1 − ω2. (26)

i.e. this solution is Legandre-invariant solution of equation (16).

Example 3. The equation

det(uµν)�u+ tr (uµν) = 0 (27)

is invariant with respect to Legandre transformation. An ansatz

u = ϕ(ω), ω = xµx
µ = x2 (28)

reduces (27) to ODE

8ϕ̇ϕ̈2 + ωϕ̈[4(n+ 1)ϕ̇2 − n+ 1] + 2nϕ̇3 − nϕ̇ = 0.

Following the formula (9), from (28)

(1)
u = ϕ(θ2), θ2 = θµθ

µ (µ = 0, n− 1),

we obtain

(2)
u = θµϕµ(θ2)− ϕ(θ2), ϕµ(θ2) = xµ. (29)

Hence we find

ϕµ = 2θµϕ̇, x2 = 4θ2(ϕ̇)2, (30)

and formula (29) take the form

(2)
u =

1
2
x2ϕ̇−1(ψ(x2))− ϕ(ψ(x2)). (31)

1. Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И., Симметрийный анализ и точные решения нелинейных
уравнений математической физики, Киев, Наук. думка, 1989, 336 с.
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Nonlocal symmetry and generating solutions
for Harry–Dym type equations
W.I. FUSHCHYCH, V.A. TYCHININ

Изучена нелиевская симметрия уравнений u0 = f(u)u111, w0 = g(w1)w111, выде-
лены уравнения, допускающие нелокальную линеаризацию; установлены формулы
размножения решений. Для редукции нелинейных уравнений применяется нелиев-
ский анзац u = h(x)ϕ̇(ω) + f(x)ϕ(ω) + g(x).

1. Let us consider two classes of one-dimensional third order nonlinear equations

u0 − f(u)u111 = 0, (1)

w0 − g(w11)w111 = 0, (2)

uµ = ∂µu =
∂u

∂xµ
, u1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

= ∂n1 u =
∂nu

∂xn1
, wµ = ∂µw =

∂w

∂xµ
,

w1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

= ∂n1w =
∂nw

∂xn1
(µ = 0, 1, n ∈ N),

where f(u), g(w11) are arbitrary smooth functions.
In the present paper linearizable equations are picked out from the sets of equa-

tions (1) and (2) by means of nonlocal transformations. Non-Lie symmetry of equa-
tions (1), (2) is investigated. The formulas of generating solutions for nonlinear equati-
ons belonging to classes (1), (2) are obtained. Non-Lie ansatz

u = h(x)ϕ̇(ω) + f(x)ϕ(ω) + g(x), x = (x0, x1), ϕ̇(ω) =
dϕ

dω
, (3)

which should be consider as the generalization of ansatz [1]

u = f(x)ϕ(ω) + g(x)

is used for reducing equations (1), (2) to ODE. Some sets of exact partial solutions
for nonlinear equations are constructed.

Note 1. The Eq. (1) is equivalent to equation

z0 − ∂3
1c(z) = 0 (4)

The connection between these equations is given by transformation

c(z) = u. (4a)

Thereby, the equality

f(u) = ċ(c−1[u])

Доклады АН Украины, 1992, № 9, С. 24–30.
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holds. Here c−1[u] is the function inverse to c(u). In that case, when f(u) = u3,
c(z) = z−

1
2 , the Eq. (4) coincides with the known Harry–Dym equation [2].

2. Nonlocal symmetry. Consider the Eq. (4)

z0 = ∂3
1c(z) = ∂2

1(ċ(z)z1).

The substitution

z = w11 (5a)

reduces (4) to equation

w0 = ċ(w11)w111. (5)

Making use the Euler–Ampere transformation

w = y1v1 − v, x1 = v1, x0 = y0, v = v(y0, y1), v11 	= 0, (6)

under Eq. (5), we get

v0 = ċ(v−1
11 )v−3

11 v111. (7)

Using the substitution

v11 = z(y0, y1) (7a)

in equation (7), twice differentiated on y1, we get

z0 = ∂2
1

(
ċ(z−1)z−3z1

)
. (8)

It follows from (8), that transformations (5a), (6), (7a) do not take out any Eq. (4)
beyond the this class of equations, none the less the set of Eq. (4) is not invariant
under these transformations. If function ċ(z−1)z−3 in (8) satisfies the condition

ċ(z−1)z−3 = λ, λ = const. (9a)

then Eq. (4) is linearisable. When the condition

ċ(z) = ċ(z−1)z−3 (9b)

holds, then the Eq. (8) coincides with initial equation (4), i.e. these equations are
invariant with respect to nonlocal transformations (5a), (6), (7a).
The condition (9b) allows to describe all the equations of the class (4) which are

invariant with respect to transformations (5a), (6), (7a).

Theorem 1. The Eq. (4) is invariant with respect to transformations. (5a), (6), (7a),
if it has the form

z0 = ∂2
1

(
z−

1
2ϕ(ln z)z1

)
. (10)

Here ϕ(α) is an arbitrary smooth even function.
Corollary 1. The Eq. (1) is invariant with respect to transformations (4a), (5a), (6),
(7a), (4a) if it has the form

u0 =
(
c−1[u]

)− 3
2 ϕ
(
ln c−1[u]

)
u111, (11)
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where c−1[u] is the function inverce to c(u) and it is determined implicitly from the
formula

u =
∫
z−

3
2ϕ(ln z)dz. (12)

Example 1. From the theorem 1 and the corollary 1 under ϕ(α) = 1 we get the
following invariant equations

z0 = ∂2
1

(
−1

2
z−

3
2 z1

)
= ∂3

1

(
z−

1
2

)
, (13)

u0 = u3u111. (14)

So, Eq. (13) is known as Harry–Dym equation. Letting ϕ(α) = cosα, we obtain the
equation

z0 = ∂2
1

(
z−

3
2 cos ln zz1

)
(15)

and corresponding to it equation of the class (1)

u0 =
(
c−1[u]

)− 3
2 cos ln

(
c−1[u]

)
u111. (16)

Here c−1[u] is determined implicitly by formula

u =
4
5

[
sin ln z − 1

2
cos ln z

]
z−

1
2 . (17)

So, we establish that the equations

u0 = u
3
2u111, z0 = ∂3

1

(
z−2
)
, w0 = w−3

11 w111 (18a,b,c)

are reduced to the linear equation

v0 = v111 (λ = 1) (19)

and that, in particular, the Harry–Dym equation and connected with it equations

u0 = u3u111, z0 = ∂3
1

(
z−

1
2

)
, w0 = w

− 3
2

11 w111 (20a,b,c)

are invariant with respect to corresponding nonlocal transformations.

3. The nonlocal superposition and the generating solutions.

Theorem 2. The solutions superposition formula for Eq. (18a)

u0 = u
3
2u111 (18a)

has the form

(3)
u (x0, x1) =

(1)
u (x0, τ

1) +
(2)
u (x0, τ

2) + 2

√
(1)
u (x0, τ1)

(2)
u (x0, τ2), (21a)

dτ1√
(1)
u (x0, τ1)

=
dτ2√

(2)
u (x0, τ2)

, (21b)
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τ1 + τ2 = x1, (21c)

τ1
0 =

1
2

√
(1)
u (x0, τ1)

(2)
u (x0, τ2)√

(1)
u (x0, τ1) +

√
(2)
u (x0, τ2)

[
(1)
u11(x0, τ

1) +
(2)
u11(x0, τ

2)
]
. (21d)

Let us illustrate the efficiency of the formula (21).

Example 2. Let us take, as initial, the simplest stationary solutions of Eq. (18a)

(1)
u (

1
x1) = (

1
x1)2,

(2)
u (

2
x1) = 4(

2
x1)2.

Replace
1
x1 and

2
x1 in this solutions for parameters τ1, τ2

(1)
u = (τ1)2,

(2)
u = 4(τ2)2.

The differential Eq. (21b) takes the form

dτ2

dτ1
= 2

τ2

τ1
(22)

and has the general solution

τ2 = − (τ1)2

2λ(x0)
. (23)

Here λ(x0) is an arbitrary smooth function. The equation for τ1

(τ1)2 − 2λτ1 + 2λx1 = 0 (24)

we obtain making use of (21c) and replacing in (23) τ2 for the expression x1 − τ1.
From (24) we find

(3)
u (x0, x1) = [τ1 + 2τ2]2 = [2x1 − τ1]2 =

[
2x1 − λ±

√
λ2 − 2λx1

]2
. (25)

The function λ(x0) can be defined more precisely from the condition that τ1 is the
solution of Eq. (21d). As a result, we get the equation for λ(x0)

λ̇ = −6λ.

Therefore

λ = c exp(−6x0),

where c is an arbitrary constant. So, the new solution
(3)
u , which is constructed from

(1)
u and

(2)
u , is of the form

(3)
u (x0, x1) =

[
2x1 − ce−6x0 ±

√
c2e−12x0 − 2cx1e−6x0

]2
. (26)

Example 3. Let us choose, as initial, the following two solutions of Eq. (18a):

(1)
u = x2

1,
(2)
u = 9x2

1
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and rewrite them in variables τ1 and τ2

(1)
u = (τ1)2,

(2)
u = 9(τ2)2.

Unlike the previous example when solving ODE (21b), one obtains the cubic equation
for τ1

(τ1)3 − λτ1 + λx1 = 0, λ = λ(x0). (27)

The real solution of the Eq. (27) can be written in the form

τ1 = −3λ−1 cos
1
3

arccosλx1, λ =
1
2
3
√

3λ−
1
2 (x0). (27a)

The solution
(3)
u

(3)
u (x0, x1) = [3x1 − 2τ1]2 = 9

[
x1 − 2

3
τ1

]2
= 9
[
x1 + 2λ−1 cos

1
3

arccosλx1

]2
(28)

we find from the formula (21a). The condition on λ(x0) is of the form

λ̇ = 12λ.

Hence

λ = c exp(12x0).

c is an arbitrary constant. Finally, one can write solution
(3)
u in the form

(3)
u (x0, x1) = 9

[
x1 + 2ce−12x0 cos

1
3

arccos
(
cx1e

12x0
)]2

. (29)

4. The non-group generating of solutions. For equations of the class (11) we

can write formula of generating solutions. Let
(1)
u (x0, x1) be a known partial solution

of nonlinear Eq. (11) and
(2)
u (x0, x1) is its new solution, then the following assertion

holds true.

Theorem 3. The formula of generating solutions for Eq. (11), giving by nonlocal
symmetry (4a), (5a), (6), (7a), (4a) has the form

(2)
u (x0, x1) =

[
x1τ −

∫
[
(1)
u (x0, τ)]−2dτ

] 1
2

, (30a)

= [
(1)
u (x0, τ)]−1, (30b)

x1 =
∫

[
(1)
u (x0, τ)]−2dτ, (30c)

τ0 = ∂1

(
τ
− 3

2
1 τ11

)
. (30d)

Let us demonstrate the efficiency of the formula (30) for Eq. (20a) on several
simple examples.
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Example 4. Let
(1)
u . Then

(2)
u (x0, τ) =

[
x1τ −

∫ (∫
dτ

)
dτ

] 1
2

, x1 =
∫
dτ = τ + λ1(x0).

λ1(x0) is an arbitrary function. Calculating the integral in the first equality and
resolving the second one with respect to τ , we get

(2)
u (x0, τ) =

[
x1τ − 1

2
τ2 − λ1τ + λ2(x0)

] 1
2

, (31)

τ = x1 − λ1(x0). (32)

Having excluded parameter τ from equalities of the system (31), (32) we get the

solution
(2)
u (x0, x1) in explicit form

(2)
u (x0, x1) =

(
λ2 − 1

2
λ2

1

) 1
2

≡ λ3 = const. (33)

Example 5. The function

(1)
u (x0, x1) =

1
4
(λ1 − x1)2 (34)

is the solution of the Eq. (20a). λ1 is an arbitrary constant. It follows from relations
(30b,c), that

(2)
u (x0, τ) = 4(λ1 − τ)−2, (35)

x1 =
16
3

(λ1 − τ)−3 + λ2(x0). (36)

Resolving (36) with respect to τ , one obtain

τ = h(x1 − λ2(x0))−
1
3 + λ1, h = −

(
3
16

)− 1
3

. (37)

Substituting τ from the formula (37) into condition (30d), one gets

λ̇2 = −1.

Let us substitute specified value of τ into the formula (35) and find the solution
(2)
u

(2)
u (x0, x1) = k(x0 + x1)

2
3 , k =

(
3
2

) 2
3

. (38)

5. The non-Lie ansätze. Let us consider the ansatz of the form

w = h(x)ϕ̇(ω) + f(x)ϕ(ω) + g(x), x = (x0, x1), ϕ̇(ω) =
dϕ

dω
(39)

for constructing of solutions for Eq. (20c):

w0 − w− 3
2

11 w111 = 0. (20c)

Let us summarize the results obtained for Eq. (20c) in table.
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ω h(x) f(x) g(x)

1 x0 0
x−2
1
6
ϕ−3(ω) λ1(x0)x1 + λ2(x0),

2 x0 + x−1
1 1 −2x1 λ1(x0)x1 + λ2(x0),

3 lnx0 + x−1
1 x

− 1
3

0 −2x1x
− 1

3
0 λ1(x0)x1 + λ2(x0),

4 lnx0 + arthx1 −x−
1
3

0 2x1x
− 1

3
0 x

− 1
3

0

{
− 2
∫
ϕ(ω)dx1 + 2

∫
ϕ(ω)×

× x2
1+1

x2
1−1

dx1 + 8
∫ ( ∫

ϕ(ω) x1
(x2

1−1)2
dx1

)
×

×dx1 + λ1(x0)x1 + λ2(x0)

}
,

5 lnx0 − arctg x1 x
− 1

3
0 −2x1x

− 1
3

0 x
− 1

3
0

{
2
∫
ϕ(ω)dx1 − 2

∫
ϕ(ω)×

× 1−x2
1

1+x2
1
dx1 − 8

∫ ( ∫
ϕ(ω) x1

(1+x2
1)2
dx1

)
×

×dx1 + λ1(x0)x1 + λ2(x0)

}
,

6 x0 + arthx1 1 −2x1 −2
∫
ϕ(ω)dx1 + 2

∫
ϕ(ω)

1+x2
1

1−x2
1
dx1−

−8
∫ ( ∫

ϕ(ω) x1
(1−x2

1)2
dx1

)
dx1+

+λ1(x0)x1 + λ2(x0),

7 x0 − arctg x1 1 −2x1 −2
∫
ϕ(ω)dx1 − 2

∫
ϕ(ω)

1−x2
1

1+x2
1
dx1+

+8
∫ ( ∫

ϕ(ω) x1
(1+x2

1)2
dx1

)
dx1+

+λ1(x0)x1 + λ2(x0),

The ansätze 1–3 reduce the PDE (20c) to such ODEs:

1. ϕ̇ = 0, λ̇1 = −4ϕ, λ̇2 = 0,

2. [2x1∂ω − 1]
[
2(
...
ϕ)−

1
2 − ϕ̈

]
= 0, λ̇1 = 0, λ̇2 = 0,

3. [∂w − 2x1]
[

2
3ϕ+ ϕ̇− 2(

...
ϕ)−

1
2

]
= 0, λ̇1 = 0, λ̇2 = 0,

Before to reduce the Eq. (20c) using ansätze 4–7, let us make substitution putting

(
...
ϕ(ω))−

1
2 = ψ(ω).

As a result we get other reduced ODEs:

4.
1
3
ψ − ψ̇ + ψ3(4ψ̇ −

...

ψ) = 0,

5.
1
3
ψ − ψ̇ + ψ3(4ψ̇ +

...

ψ) = 0,

6. ψ̇ − ψ3(4ψ̇ −
...

ψ) = 0,

7. ψ̇ + ψ3(4ψ̇ +
...

ψ) = 0,

It is known [1], that infinitesimal operator

X = ξi(x,w)∂i + η(x,w)∂w (i = 1, n),
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which generates a Lie ansatz, corresponds to the equation

Q[w] = ξi(x,w)wi − η(x,w) = 0. (40)

Equations of the form (40) correspond to non-Lie ansätze 1–7:

1. x1w111 + 4w11 = 0,
2. w110 + x2

1w111 + 4x1w11 = 0,

3. x0w110 + x2
1w111 + 4

(
x1 − 1

6

)
w11 = 0,

4. x0w110 + (x2
1 − 1)w111 + 4

(
x1 − 1

6

)
w11 = 0,

5. x0w110 + (x2
1 + 1)w111 + 4

(
x1 − 1

6

)
w11 = 0,

6. w110 + (x2
1 − 1)w111 + 4x1w11 = 0,

7. w110 + (x2
1 + 1)w111 − 4x1w11 = 0.

1. Фущич В.И., Симметрия в задачах математической физики, в сб. Теоретико-алгебраические
исследования в математической физике, Киев, Ин-т математики, 1981, 6–27.

2. Magri F., A simple model of the integrable Hamiltonian equation, J. Math. Phys., 1978, 19, № 5,
1156–1162.
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Формула размножения решений уравнений
Кортевега-де Фриза
В.И. ФУЩИЧ, В.А. ТЫЧИНИН, Н.И. СЕРОВ

Предложена формула размножения решений уравнения Кортевега-де Фриза. С помо-
щью указанной формулы построены множества решений данного уравнения. Решены
уравнения Риккати, которые появляются в процессе размножения.

В настоящей работе предложена конструктивная и простая формула размноже-
ния решений уравнения Кортевега-де Фриза (KdV)

L1(u) = u0 + 6uu1 + u111 = 0. (1)

Теорема. Если
(1)
u — решение KdV, то

(2)
u =

(1)
u −2z1, z1 = ∂z/∂x1, (2)

есть решение уравнения KdV, функция z является решением уравнения Рикка-
ти

L2(z) = z1 − z2 − (1)
u (3)

и удовлетворяет дополнительному условию

L3(z) = z0 − 6z2z1 + z111 = 0. (4)

Уравнения (3), (4) совместны тогда и только тогда, когда
(1)
u — решение урав-

нения KdV.
Доказательство теоремы сводится к подстановке (2) в (1), после чего получаем

L1(
(2)
u ) = λ1L1(

(1)
u ) + λ2L2(

(1)
z ,

(1)
u ) + λ3L3(

(1)
z ), (5)

λ1 = 1, λ2 = 12(
(1)
z 11 +

(1)
z 1∂1), λ3 = −2∂1.

Условие совместности уравнений (3) и (4) имеет вид

z10 − z01 = k1L1(
(1)
u ) + k2L2(

(1)
z ,

(1)
u ) + k3L3(

(1)
z ), (6)

где

k1 = 1, k2 = ∂111 + 6
(1)
u ∂1 + 6

(1)
z 11 − 12

(1)
z

(1)
z 1, k3 = 2

(1)
z .

Из формул (5), (6) следует утверждение теоремы.

Укр. мат. журн., 1992, 44, № 5, С. 716–719.
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Проиллюстрируем эффективность формулы (2) на простейших примерах.

Очевидно, что константа
(1)
u = λ, λ = const, является решением уравнения (1).

Тогда по формуле (2) находим
(2)
u = λ− 2

(1)
z 1. Чтобы в явном виде найти

(2)
u необ-

ходимо решить уравнение Риккати

(1)
z =

(1)
z 2 + λ. (7)

Возможны три случая: λ = 0, λ = −1, λ = 1. Рассмотрим подробно первый случай.
Общее решение уравнения (7) имеет вид

(1)
z =

−1
x1 + c(x0)

, (8)

где C(x0) — постоянная интегрирования по x1, которую необходимо определить
из условия (4). Подставляя (8) в (4), находим ċ = 0. Так как уравнение (4) инва-
риантно относительно трансляций по x1, то не умаляя общности можно положить

c = 0. Таким образом, из очевидного тривиального решения
(1)
u = 0 по формуле (2)

находим стационарное решение
(2)
u = 2x1 уравнения KdV.

Повторим эту процедуру еще раз:

(3)
u =

(2)
u −2z1, (9)

где

z1 = z2 +
(2)
u , (10)

z0 − 6z2z1 + z111 = 0. (11)

Решением уравнения Риккати (10) является функция

z =
c(x0)− 2x3

1

x1(c(x0) + x3
1)
. (12)

Подставляя (12) в (11), находим ċ = 12. Тогда

(3)
u =

6(24x0x1 − x4
1)

(12x0 + x3
1)2

. (13)

Если продолжать этот процесс, то на n-м шаге получим формулу

(n+1)
u =

(n)
u −2

(1)
z 1, (14)

(1)
z 1 =

(1)
z 2 +

(n)
u , (15)

(1)
z 0 − 6

(n)
z 2 (n)

z 1 +
(n)
z111 = 0. (16)

Основная трудность применения формул (14)–(16) для конкретного размножения
решений уравнения (1) заключается в решении уравнения Риккати (15). Однако,
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если
(1)
u = λ = const, то удается построить общее решение уравнения (15) для

произвольного
(n)
u , найденного по формуле (14):

(n)
z = − (n−1)

z − (n−1)
v , (17)

где

(n+1)
v =

(
ln
∫

exp

{
2

n∑
m=0

(−1)n−m
∫

(m)
v dx1

}
dx1

)
1

, (18)

n = 0, 1, 2, . . . ,
(0)
v = 0.

Если доопределить функции
(n)
z относительно переменной x0 с помощью усло-

вия (16), то из (14) получим

λ→ λ+ 2(ln
(1)
w )11 → λ+ 2(ln

(2)
w )11 → · · · ,

где (lnw)1 = v, или

(2n)
u = λ+ 2

n∑
m=0

(2m)
v 1,

(2n+1)
u = λ+ 2

n∑
m=0

(2m+1)
v 1 , (19)

где v1 = ∂v/∂x1.
Таким образом, используя формулы (18), (19), имеем цепочку решений

0→ −2
x2

1

→ 6(24x0x1 − x4
1)

(12x0 + x3
1)2

→ · · · .

Аналогично получим следующие две цепочки решений:

1→ 1− 2
cos2(x1 − 2x0)

→

→ 1− 16[(x1 + 6x0) sin 2(x1 − 2x0) + cos 2(x1 − 2x0) + 1]
[2(x1 + 6x0) + sin 2(x1 − 2x0)]2

→ · · · ,

−1→ −1 +
2

ch2(x1 + 2x0)
→

→ −1 +
16[(x1 − 6x0) sh 2(x1 + 2x0)− ch 2(x1 + 2x0)− 1]

[2(x1 − 6x0) + sh 2(x1 + 2x0)]2
→ · · · .

Итак, зная решения уравнения Риккати, по формуле (2) строим решения KdV.
Следует отметить, что предложенная формула размножения решений является
следствием нелокальной симметрии уравнения (1). Лиевская симметрия уравне-
ния (1) дает такие формулы размножения:
трансляции —

(2)
u =

(1)
u (x0 + θ0;x1 + θ1), (20)
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галилеевские преобразования —

(2)
u =

(1)
u (x0;x1 + θx0)− 1

6
θ, (21)

масштабные-преобразования —

(2)
u = a2 (1)

u (x0a
3;x1a), (22)

где θ, θ0, θ1, a — групповые параметры.
Объединяя формулу (2) с формулами (20), (21), (22), легко построить широкие

классы точных (солитонных и несолитонных) решений уравнения KdV. В частно-
сти, решение

u = −1 +
2

ch2(x1 + 2x0)

после размножения с помощью формул (20)–(22), где θ = −6, θ0 = 0, принимает
вид классического солитонного решения

u =
2a2

ch2a(x1 − 4a2x0 + θ1)
.

Очевидно, что формула (2) не является единственной для уравнения KdV. На-
пример, формулы вида

(2)
u =

(1)
u −2(

(1)
z 2 +

(1)

k ),
(1)
z 1 =

(2)
z 2 +

(1)

k +
(1)
u ,

(1)
z 0 − 6(

(2)
z 2 +

(1)

k )
(1)
z +

(1)
z 111 = 0

также дают размножение решений уравнения (1).
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Second-order differential invariants
of the rotation group O(n)

and of its extensions: E(n), P (1, n), G(1, n)

W.I. FUSHCHYCH, I.A. YEGORCHENKO

Functional bases of second-order differential invariants of the Euclid, Poincaré, Galilei,
conformal, and projective algebras are constructed. The results obtained allow us to
describe new classes of nonlinear many-dimensional invariant equations.

0. Introduction
The concept of the invariant is widely used in various domains of mathematics. In

this paper, we investigate the differential invariants within the framework of symmetry
analysis of differential equations.
Differential invariants and construction of invariant equations were considered by

S. Lie [1] and his followers [2, 3]. Tresse [2] had proved the theorem on the existence
and finiteness of a functional basis of differential invariants. However, there exist quite
a few papers devoted to the construction in explicit form of differential invariants for
specific groups involved in mechanics and mathematical physics.
Knowledge of differential invariants of a certain algebra or group facilitates clas-

sification of equations invariant with respect to this algebra or group. There are also
some general methods for the investigation of differential equations which need tide
explicit form of differential invariants for these equations’ symmetry groups (see, e.g.,
[3, 4]).
A brief review of our investigation of second-order differential invariants for the

Poincaré and Galilei groups is given in [5, 6]. Our results on functional bases
of differential invariants are founded on the Lemma about functionally independent
warrants for the proper orthogonal group and two n-dimensional symmetric tensors
of the order 2.
We should like to stress that we consider functionally independent invariants of

but not irreducible ones, as in the classical theory of invariants.
Bases of irreducible invariants for the group O(3) and three-dimensional symmetric

tensors and vectors are adduced in [7].
The definitions of differential invariants differ in various domains of mathematics,

e.g. in differential geometry and symmetry analysis of differential equations. Thus,
we believe that some preliminary notes are necessary, though these formulae and
definitions can be found in [8, 9, 10].
We deal with Lie algebras consisting of the infinitesimal operators

X = ξi(x, u)∂xi
+ ηr(x, u)∂ur . (0.1)

Here x = (x1, x2, . . . , xn), u = (u1, . . . , um). We usually mean the summation over
the repeating indices.

Acta Appl. Math., 1992, 28, 69–92.
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Definition 1. The function

F = F (x, u, u
1
, . . . , u

l
),

where u
k
is the set of all kth-order partial derivatives of the function u is called

a differential invariant for the Lie algebra L with basis elements Xi of the form
(0.1) (L = 〈Xi〉) if it is an invariant of the lth prolongation of this algebra:

l

XsF (x, u, u
1
, . . . , u

l
) = λs(x, u, u

1
, . . . , u

l
)F, (0.2)

where the λs are some functions; when λi = 0, F is called an absolute invariant;
when λi 	= 0, it is a relative invariant.
Further, we deal mostly with absolute differential invariants and when writing

‘differential invariant’ we mean ‘absolute differential invariant’.

Definition 2. A maximal set of functionally independent invariants of order r ≤ l of
the Lie algebra L is called a functional basis of the lth-order differential invariants
for the algebra L.
We consider invariants of order 1 and 2 and need the first and second prolongations

of the operator X (0.1) (see, e.g., [8–11])

1

X = X + ηri ∂ur
i
,

2

X =
1

X +ηrij∂ur
ij

the coefficients ηri and η
r
ij taking the form

ηri = (∂xi
+ usi∂us)ηr − urk(∂xi

+ usi∂us)ξk,
ηrij = (∂xi

+ usj∂us + usjk∂us
k
)ηri − urik(∂xj

+ usj∂us)ξk.

While writing out lists of invariants, we shall use the following designations

ua ≡ ∂u

∂xa
, uab ≡ ∂2u

∂xa∂xb
,

Sk(uab) ≡ ua1a2ua2a3 · · ·uak−1ak
uaka1 ,

Sjk(uab, vab) ≡ ua1a2 · · ·uaj−1aj
vajaj+1 · · · vaka1 ,

Rk(ua, uab) ≡ ua1uak
ua1a2ua2a3 · · ·uak−1ak

uaka1 .

(0.3)

Here and further we mean summation over the repeated indices from 1 to n. In all
the lists of invariants, k takes on the values from 1 to n and j takes the values from
0 to k. We shall not discern the upper and lower indices with respect to summation:
for all Latin indices

xaxa ≡ xaxa ≡ xaxa = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n.

1. Differential invariants for the Euclid algebra
The Euclid algebra AE(n) is defined by basis operators

∂a ≡ ∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a. (1.1)

Here and further, the letters a, b, c, d, when used as indices, take on the values from
1 to n, n being the number of space variables (n ≥ 3).
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The algebra AE(n) is an invariance algebra for a wide class of many-dimensional
scalar equations involved in mathematical physics — the Schrödinger, heat, d’Alembert
equations, etc.
In this section, we shall explain in detail how to construct a functional basis of the

second-order differential invariants for the algebra AE(n). This basis will be further
used to find invariant bases for various algebras containing the Euclid algebra as
a subalgebra — the Poincaré, Galilei, conformal, projective algebras, etc.

1.1. The main results. Let us first formulate the main results of the section in
the form of theorems.
Theorem 1. There is a functional basis of second-order differential invariants for
the Euclid algebra AE(n) with the basis operators (1.1) for the scalar function
u = u(x1, . . . , xn) consisting of these 2n+ 1 invariants

u, Sk(uab), Rk(ua, uab). (1.2)

Theorem 2. The second-order differential invariants of the algebra AE(n) (1.1) for
the set of scalar functions ur, r = 1, . . . ,m, can be represented as functions of the
following expressions:

ur, Sjk(u1
ab, u

r
ab), Rk(ura, u

1
ab). (1.3)

1.2. Proofs of the theorems. Absolute differential invariants are obtained as
solutions of a linear system of first-order partial differential equations (PDE). Thus,
the number of elements of a functional basis is equal to the number of independent
integrals of this system. This number is equal to the difference between the number
of variables on which the functions being sought depend, and the rank of the corres-
ponding system of PDE (in our case, this rank is equal to the generic rank of the
prolonged operator algebra [8, 9].
To prove the fact that N invariants which have been found, F i = F i(x, u, u

1
, . . . , u

l
),

form a functional basis, it is necessary and sufficient to prove the following state-
ments:

(1) the F i are invariants;

(2) the F i are functionally independent;

(3) the set of invariants F i is complete or N is equal to the difference of the number
of variables (x, u, u

1
, . . . , u

l
) and the rank of the system of defining operators.

We seek second-order differential invariants in the form

F = F (x, u, u
1
, u
2
).

It follows from the condition of invariance with respect to translation operators ∂a
that F does not depend on xa; evidently, u is an invariant of the operators (1.1). Thus,
it is sufficient to seek invariants depending on u

1
and u

2
only. The criterion of the

absolute invariance (0.1) in this case has the form

ĴabF (u
1
, u
2
) = 0, (1.4)

where

Ĵab = ura∂ur
b
− urb∂ur

a
+ 2(urac∂ur

bc
− urbc∂ur

ac
), (1.5)

the summation over r from 1 to m being implied.
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In that way, the problem of finding the second-order differential invariants of the
algebra AE(n) is reduced to the construction of a functional basis for the rotational
algebra AO(n) with the basis operators (1.5) for m vectors and m symmetric tensors
of order 2.

Lemma 1. The rank of the algebra AO(n) is equal to (n(n− 1))/2.
Proof. It is sufficient to prove the lemma for m = 1. The basis of the algebra (1.5)
consists of (n(n− l))/2 operators. According to definition [8], its rank is equal to the
generic rank of the coefficient matrix of these operators. Let us put uab = 0 when
a 	= b and write down the coefficient columns by ∂uab

of the operators (1.5):
u11 − u22 0 · · · 0

0 u11 − u33 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · un−1,n−1 − unn

 . (1.6)

When uaa 	= ubb for a 	= b and all uaa 	= 0, the determinant of the matrix (1.6)
does not vanish, therefore its generic rank (that is, the generic rank the algebra being
considered) cannot be less than (n(n− 1))/2. The lemma is proved.
Lemma 2. The expressions

Sk(uab), Rk(ua, uab) (1.7)

are functionally independent.
Proof. To establish independence of expressions (1.7), it is sufficient to consider the
case when uab = 0 if a 	= b and uaa 	= 0. Let us write down the Jacobian of the
invariants∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
2u11 · · · 2unn 0
· · · · · · · · ·

nun−1
11 · · · nun−1

rr

2u1 · · · 2un
· · · · · · · · · · · ·

2u1u
n−1
11 · · · 2unun−1

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.8)

The Jacobian (1.8) is equal up to a coefficient to the product of two Vandermonde
determinants and is not equal to zero if uaa 	= ubb whenever a 	= b. Thus, the
expressions (1.17) are functionally independent.

Proof of Theorem 1. The fact that expressions (1.2) are invariants of AO(n) can be
easily proved by direct substitution of these expressions into the invariance conditions.
Nevertheless, it is useful to note that Sk(uab) are traces of the symmetric matrix
(uab) = U and its powers, Rk(ua, uab) are the scalar products of the vector (ua) =
(u1, . . . , un), the matrix Uk−1 and the vector (ua)T .
The invariants for the vector (ua) and the symmetric tensor (uab) depend on their

(n(n + 3))/2 elements. Thus, it follows from Lemma 1 that a functional basis of the
algebra AO(n) for (ua) and (uab) must consist of

n(n+ 3)
2

− n(n− 1)
2

= 2n

invariants.
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Therefore the set (1.7) is a complete set of functionally independent invariants
of the form F = F (u

1
, u
2
) and (1.2) represents a functional basis of the second-order

invariants for the algebra AE(n). The theorem is proved.

Let us consider the case of two vectors (ua), (va) and two symmetric tensors of
the second order (uab), (vab). The operators of the rotation algebra have the form
(1.5), u ≡ u1, v ≡ u2.
In this case, a functional basis of invariants contains

2
(
n(n− 1)

2
+ 2n

)
− n(n− 1)

2
=
n(n+ 7)

2

elements for which we take the following expressions

Rk(ua, uab), Rk(va, uab), Sjk(uab, vab). (1.9)

The invariance of expressions (1.9) with respect to the operators (1.5) can be easily
proved by their direct substitution to (1.4). To establish their functional independence,
we shall use the following lemma.

Lemma 3. Let

U = (uab)a,b=1,...,n, V = (vab)a,b=1,...,n

be symmetric matrices. Then the expressions

Sjk(uab, vab) = trU jV k−j , j = 0, . . . , k; k = 1, . . . , n, (1.10)

are functionally independent.

Proof. To prove Lemma 3, it is sufficient to show that the generic rank of the Jacobi
matrix of expressions (1.10) is equal to (n(n+3))/2 that is the difference between the
number of independent elements of U and V and the rank of the operators (1.5). We
shall limit ourselves to the case when uab = 0 if a 	= b. Then equations (1.10) depend
on (n(n+ 3))/2 variables and their independence is equivalent to the nonvanishing of
the Jacobian.
Let us write down the elements of the Jacobian which are needed for further

reasoning∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
2u11 · · · 2un 0
· · · · · · · · ·

nun−1
11 · · · nun−1

nn

1 0 · · · 0 1 · · · 1
· · · 2v11 4v12 · · · 4v1n 2v22 · · · 2vnn

· · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.11)

Since, in the first n rows, all the elements besides the first n columns are equal
to j zero, the Jacobian (1.11) is equal to the product of the Jacobian of the elements
trUk, k = 1, . . . , n, and the Jacobian of all other elements. According to Lemma 2,
the expressions trUk, k = 1, . . . , n, are independent and their Jacobian is not equal
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to zero; thus, it remains to show the nonvanishing of the Jacobian and the functional
independence only for the elements

trU jV k−j , j = 0, . . . , k − 1; k = 1, . . . , n.

It follows from (1.11) that it is sufficient to show the nonvanishing of this Jacobian
without the (n + 1)th rows and columns. Thus, to prove the lemma, it is enough to
show that the following expressions are independent

trU jV k−jV, j = 0, . . . , k; k = 1, . . . , n− 1. (1.12)

The above reasoning allows us to make use of the principle of mathematical inducti-
on.
When n = 1, u11 and v11 are independent and the lemma is true. Let us suppose

that it is true for n − 1 and then prove from this that it is valid for n. Let the
expressions

trU jV k−j , j = 0, . . . , k; k = 1, . . . , n− 1, (1.13)

where U , V are symmetric (n − 1) × (n − 1) matrices and are independent. Then,
we shall prove the independence of (1.12) for the same matrices. The sets (1.12) and
(1.13) coincide with the exception of the following subsets

trU jV n−j , j = 0, . . . , n− 1 (1.14)

belong only to (1.12) and

trU j , j = 1, . . . , n− 1 (1.15)

belong only to (1.13).
The assumption of validity of the lemma for n− 1 means that for two symmetric

tensors of order 2, the set (1.13) is a functional basis of invariants of the rotation
algebra. Thus, all the invariants of this algebra can be represented as functions of
(1.13). To prove the functional independence of (1.12), it is sufficient to prove the
nondegeneracy of the Jacobi matrix of the functions expressing the invariants (1.12)
with (1.13). This matrix has the form

1 0
1 · · ·
. . .

0 1
W

0 ∂(trUjV n−j)
∂(trUj)


, (1.16)

W being the derivative by trV of the expression

trV n = F (trV k, k = 1, . . . , n− 1).

(We know that from the Hamilton–Cayley theorem); W 	= 0.
We have only to prove the nonvanishing of the Jacobian of the expressions

tr (U jV n−j) = F (trUk, k = 1, . . . , n− 1, . . .). (1.17)
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When V = E, the corresponding quadrant of the matrix (1.16) is the unit matrix
and its determinant does not vanish identically. This fact proves the nondegeneracy of
the matrix (1.16). The expressions (1.17) can be obtained from the Hamilton–Cayley
theorem. They are polynomials and, thus, continuous functions of their arguments.
The functional independence of the expressions (1.12) for (n−1)× (n−1) matrices

implies their independence for n × n matrices. From the above, it follows that the
expressions (1.10) are independent, thus Lemma 3 is proved.

Proof of Theorem 2. It is easy to see from the structure of the set (1.3) that
the invariants involving (u1

a), . . . , (u
m
a ), (u2

ab), . . . , (u
m
ab) depend on the components of

(u1
ab) and of the corresponding vector or tensor, thus it is sufficient to prove the
functions independence of each of the following sets:

Rk(ura, u
1
ab) for every r = 1, . . . ,m;

Sjk(u1
ab, u

r
ab) for every r = 2, . . . ,m;

The functional independence of each set of Rk(ura, u
1
ab) can be proved similarly

to the proof of Lemma 2. The functional independence of the set Sjk(u1
ab, u

r
ab) easily

follows from Lemma 3, ur are evidently independent of other elements of (1.3).
To make sure that expressions (1.3) are invariants of AO(n), it is sufficient to

substitute them into the condition (1.4).
The set (1.3) consists of

2mn+m+ (m− 1)
n(n− 1)

2
= m

(
n(n+ 1)

2
+ n+ 1

)
− n(n− 1)

2

elements and, thus, it is complete.
So we have proved that this set forms a basis of invariants for the algebra AE(1.n)

(1.1).

1.3. Bases of invariants for the extended Euclid algebra and for the confor-
mal algebra. The extended Euclid algebra AE1(n) for one scalar function is defined
by the basis operators ∂a, Jab (1.1) and D depending on a parameter λ:

D = xa∂a + λu∂u (∂u = ∂/∂u). (1.18)

The basis of the conformal algebra AC(n) consists of the operators ∂a, Jab (1.1)
and D (1.18) and

Ka = 2xaD − xaxb∂a. (1.19)

Theorem 3. There is a functional basis for the extended Euclid algebra that has
the following form

(1) when λ 	= 0:

Rk(ua, uab)
uk(1−2/λ)+1

,
Sk(uab)
uk(1−2/λ)

; (1.20)

(2) when λ = 0:

u,
Rk(ua, uab)

(uaa)k
,

Sk(uab)
(uaa)k

(k 	= 1); (1.21)

a functional basis for the conformal algebra has the following form:
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(1) when λ 	= 0:

Sk(θab)uk(2/λ−1); (1.22)

(2) when λ = 0:

u, Sk(wab)(uaua)−2k (k 	= n), (1.23)

where

θab = λuab + (1− λ)
uaub
u
− δabucuc2u

,

wab = ucuc

(
uab +

δab
2− nudd

)
− uc(uaubc + ubuac),

(1.24)

δab being the Kronecker symbol.
Proof. To find absolute differential invariants of the algebra AE1(n), it is necessary
to add to (1.4) the following condition

2

DF ≡ xaFxa
+ λuFu + (λ− 1)uaFua

+ (λ− 2)uabFuab
= 0. (1.25)

Solving equation (1.25) for

F = F (u,Rk(ua, uab), Sk(uab)),

we obtain functional bases (1.20), (1.21) for the extended Euclid algebra.
The second-order differential invariants of the algebra AC(n) are defined by the

conditions (1.4), (1.25) and

ka
2

KaF = 0, (1.26)

where ka are arbitrary real numbers,
2

Ka are the second prolongations of the operators
Ka (1.19):

2

Ka = 2xa
2

D + xb
2

Jab + 2λ[u∂ua
+ 2ub∂uab

] + 2ua∂ucc
− 4ub∂uab

.

Solving this system for an arbitrary n requires a lot of cumbersome computations.
It is simpler to construct conformally co variant tensors from u, ua, uab and then to
construct invariants of the rotation algebra.

Definition 3. Tensors θa and θab of order 1 and 2 are called covariant with respect
to some algebra L = 〈Jab,Xi〉 if

Xiθa = σiabθb + σiθa,

Xiθab = ρiabθcb + ρibcθac + ρiθab,
(1.27)

Xi are operators of the form (0.1), ρi, σi are some functions, σiab, ρ
i
ab are some

skew-funmetric tensors.
It is easy to show that the expressions Sk(θab), Rk(θa, θab), where θa, θab are

tensors covariant with respect to the algebra L are relative invariants of this algebra.
The fact that θab and wab (1.24) are covariant with respect to the conformal algebra

AC(n) can be verified by direct substitution of these tensors into the conditions (1.27)

for the operators
2

D and
2

Ka.



512 W.I. Fushchych, I.A. Yegorchenko

The rank of the second prolongation of the algebra AC(n) is equal to the number
of its operators

n(n− 1)
2

+ n+ n+ 1 =
n(n+ 3)

2
+ 1

and, therefore, a functional basis of second-order differential invariants must contain
n invariants.
The functional independence of the expressions (1.22) follows from Lemma 2 if we

notice that the transformation uab → θab is nondegenerated. The same is true for the
set (1.23).
The expressions (1.22) and (1.23) satisfy (1.25) and (1.26) for the corresponding λ

and they are invariants of the conformal algebra.
All that is stated above leads to the conclusion that (1.22) and (1.23) form functi-

onal bases for the conformal algebra AC(n) with λ 	= 0 and λ = 0, respectively.
Note 1. Using condition (1.26), it is easy to show that when λ 	= 0 covariant tensors
exist for AC(n) of order 2 only; when λ = 0, the tensors wab (l.24) and ua are
conformally covariant but Sk(wab) and Rk(ua, wab) are dependent.
Theorem 4. The second-order differential invariants for a vector function u =
(u1, . . . , um) and for the algebra AE1(n) = 〈∂a, Jab,D〉, the operator D having the
form

D = xa∂a + λur∂ur (1.28)

with a summation over r from 1 to m, can be represented as the functions of the
following expressions:

(1) when λ 	= 0:

ur

u1
(r = 2, . . . ,m),

Sjk(u1
ab, u

r
ab)

(u1)k(1−2/λ)
,

Rk(ura, u
1
ab)

(u1)k(1−2/λ)+1
;

(2) when λ = 0:

ur, Rk(ura, u
1
ab)(u

1
aa)

−k, Sjk(u1
ab, u

r
ab)(u

1
aa)

−k

(when r = 1 then k 	= 1);
the corresponding basis for the conformal algebra AC(n) = 〈∂a, Jab,D,Ka〉

(Ka = 2xaD − xbxb∂a) has the following form:
(1) when λ 	= 0:

Sjk(θrab, θ
1
ab)(u

1)k(2/λ−1),
ur

u1
,

Rk(θra, θ
1
ab)

k(2/λ−1)−1 (r = 2, . . . ,m);
(1.29a)

(2) when λ = 0:

ur (r = 1, . . . ,m), (u1
du

1
d)

−2kSjk(w1
ab, w

r
ab),

(u1
du

1
d)

1−2kRk(ura, w
1
ab) (r = 2, . . . ,m)

(1.29b)

(for the set of invariants (u1
du

1
d)

−2kSk(wab), k does not take the value n); the tensors
θrab, w

r
ab are constructed similarly to (1.24) and

θra =
ura
ur
− u1

a

u1
.

Theorem 4 is proved similarly to Theorem 3.
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The functional independence of the sets of invariants follows from Lemma 2 and 3
taking into account the fact that transformations urab → θrab, u

r
ab → wrab (r = 1, . . . ,m)

and ura → θra (r = 2, . . . ,m) are nondegenerate.

1.4. Differential invariants of the rotation algebra. The rotation algebra is
defined by the basis operators Jab (1.1).
The second-order invariants of this algebra for m scalar functions ur are construc-

ted with xa, ur, ura, w
r
ab similarly to invariants of the Euclid algebra.

Theorem 5. There is a functional basis of the second-order differential invariants
for the algebra AO(n) that has the form

ur, Sjk(u1
ab, u

r
ab), Rk(ura, u

1
ab), Rk(xa, u1

ab), r = 1, . . . ,m;

the corresponding basis of invariants for the algebra 〈Jab,D〉, where D is defined
by (1.28), consists of the expressions

ur

u1
(r = 2, . . . ,m),

Sjk(u1
ab, u

r
ab)

(u1)k(1−2/λ)
, Rk(ura, u

1
ab)(u

1)2k/λ−1−k,

Rk(xa, u1
ab)(u

1)2/λ(k−2)−k+1, when λ 	= 0;
ur, Rk(ura, u

1
ab)(u

1
aa)

−k, Sjk(u1
ab, u

r
ab)(u

1
aa)

−k (k 	= 1 when r = 1),
Rk(xa, u1

ab)(u
1
aa)

2−k when λ = 0.

A basis of invariants for the algebra 〈Jab,D,Ka〉 when λ 	= 0, consists of the
expressions (1.29a) and

Rk(xa, θ1ab)
x2(u1)(k−1)(1−2/λ)

, k = 2, . . . , n+ 1;

when λ = 0 it consists of the expressions (1.29b) and

Rk(xa, w1
ab)

x2(w1
aa)k−1

(x2 = xaxa).

The proof of this theorem is similar to the proofs of Theorems 2 and 3; notice that
(xa) is a co variant tensor with respect to the conformal operators.

2. Differential invariants of the Poincaré and conformal algebra
In this section, we consider differential invariants of the second order for a set

of m scalar functions

ur = ur(x0, x1, . . . , xn), n ≥ 3. (2.1)

The Poincaré algebra AP (1, n) is defined by the basis operators

pµ = igµν
∂

∂xµ
, Jµν = xµpν − xνpµ, (2.2)

where µ, ν take the values 0, 1, . . . , n; the summation is implied over the repeated
indices (if they are small Greek letters) in the following way:

xνx
ν ≡ xνxν ≡ xνxν = x2

0 − x2
1 − · · · − x2

n, gµν = diag (1,−1, . . . ,−1). (2.3)
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We consider xν and xν equal with respect to summation not to mix signs of
derivatives and numbers of functions.
The quasilinear second-order invariants of the Poincaré algebra were described

in [12].

Theorem 6. There is a functional basis of the second-order differential invariants
of the Poincaré algebra AP (l, n) for a set of m scalar functions ur consisting of

m(2n+ 3) + (m− 1)
n(n+ 1)

2
invariants

ur, Rk(urµ, u
1
µν), Sjk(urµν , u

1
µν).

In this section, everywhere k = 1, . . . , n+ 1; j = 0, . . . , k; r = 1, . . . ,m.
For the extended Poincaré algebra AP̃ (l, n) = 〈pµ, Jµν ,D〉, where
D = xµpµ + λurpur (2.4)

(pur = i(∂/∂ur), the summation over r from 1 to m is implied) the corresponding
basis has the following form:

(1) when λ = 0:

ur, Sjk(urµν , u
1
µν)(u

1
αα)−k, Rk(urµ, u

1
µν)(u

1
αα)−k;

(2) when λ 	= 0:

ur

u1
, Sjk(urµν , u

1
µν)(u

1)k(2/λ−1), Rk(urµ, u
1
µν)(u

1)2k/λ−k−1,

where Sjk, Rk are defined similarly to (0.3) and the summation over small Greek
indices is of the type (2.2).

For the conformal algebra AC(1, n) = 〈pµ, Jµν ,D,Kµ〉, where
Kµ = 2xµD − xνxνpµ

(D being the dilation operator (2.3)), the corresponding basis consists of the expres-
sions

Sjk(θrµν , θ
1
µν)(u

1)k(2/λ−1),
ur

u1
, Rk(θrµ, θ

1
µν)(u

1)k(2/λ−1)−1;

when λ 	= 0; r = 2, . . . ,m, there is no summation over r; the conformally covariant
tensors have the form

θrµ =
urµ
ur
− u1

µ

u1
, θrµν = λurµν + (1− λ)

urµu
r
ν

ur
− gµν

urβu
r
β

2ur
.

When λ = 0, the corresponding basis of invariants for the conformal algebra has
the form

ur, Sjk(wµν , w1
µν)(u

1
αu

1
α)−2k, Rk(urµ, w

1
µν)(u

1
αu

1
α)1−2k, r = 2, . . . ,m;

the tensors (wrµν),

wrµν = urαu
r
α

(
urµν −

gµν
1− nu

r
ββ

)
− urβ(urµurβν + urνu

r
βµ)

are conformally invariant (there is no summation over r).
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The proof of Theorem 6 follows from those of Theorems 2, 3 for x = (x1, . . . , xn+1)
if we substitute ix0 instead of xn+1.
Similarly to the results of Paragraph 1.4, it is possible to construct the invariants

of the algebras 〈Jµν〉, 〈Jµν ,D〉, 〈Jµν ,D,Kµ〉.
The obtained results allow us to construct new nonlinear many-dimensional equa-

tions, e.g. the equation
uαuα
1− nuνν − uµuνuµν = (uνuν)2F (u),

where F is an arbitrary function, is invariant under the algebra AC(1, n), λ = 0. The
left member of the above equation is equal to wµµ.
There is another quasi-linear relativistic equation with rich symmetry properties

(1− uαuα)uµµ − uαuµuαµ = 0,

that is, the Born–Infeld equation. The symmetry and solutions of this equation were
investigated in [10, 13]. This equation is invariant under the algebra AP (1, n+1) with
the basis operators

JAB = xApB − xBpA,
A,B = 1, . . . , n+ 1, xn+1 ≡ u.
Let us consider the class of equations

uµνuµν = F (uµµ, uµuνuµν , uµuµ, u).

It is evident that they are invariant with respect to the Poincaré algebra AP (1, n)
out the straightforward search the conformally invariant equations from this class
with the standard Lie technique requires a lot of cumbersome calculations. The use of
differential invariants turns this problem into one of elementary algebra, e.g. if λ 	= 0

F − uµνuµν = − 1
λ
S2(θµν) + u2(1−2/λ)φ(S1(θµν)u2/λ−1),

where θµν is of the form (1.24) and φ is an arbitrary function. Whence

F = u2(1−2/λ)φ

(
u2/λ−1

(
uµµ − λ+ n

λ

uαuα
u

))
−

− 1
λ2u2

(λ2 + n2)(uαuα)2 − 2(1− λ)
λu

uµuνuµν +
2uµµuαuα

λu
.

It is useful to note that besides the traces of matrix powers (0.3), one can utilize
all possible invariants of covariant tensors θrµν , w

r
µν to construct conformally invariant

equations.

3. Differential invariants of an infinite-dimensional algebra
It is well-known that the simplest first-order relativistic equation — the eikonal or

Hamilton equation

uαuα ≡ u2
0 − u2

1 − · · · − u2
n = 0 (3.1)

is invariant under the infinite-dimensional algebra AP∞(1, n) generated by the opera-
tors [10, 14]

X = (bµνxν + aµ)∂µ + η(u)∂u, (3.2)
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−bµν = bνµ, aµ, η being arbitrary differentiate functions on u. Equation (3.1) is widely
used in geometrical optics.
In this section, we describe a class of second-order equations invariant under the

algebra (3.2).
It is easy to show that the tensor of the rank 2

θµν = uµuλνuλ + uνuλµuλ − 2uµuνuλλ (3.3)

is covariant under the algebra AP∞(1, n) (3.2).
Theorem 7. The equations of the form

Sk(θµν) = 0, k = 1, 2, . . . , (3.4)

Sk being defined as (0.3), are invariant with respect to the algebra AP∞(1, n) (3.2).
The problem of the description of all such equations is more difficult and we do

not consider it here.
Let us investigate in more detail the quasi-linear second-order equation of the form

uµuµνuν − uµuµuαα = 0. (3.5)

Theorem 8. When n ≥ 2, equation (3.5) is invariant with respect to the algebra
AP̃∞(1, n) with generators of the form

X + d(u)xµ∂µ,

X is of the form (3.2), d(u) is an arbitrary function on u.
The proofs of Theorems 7 and 8 can be easily obtained with the Lie technique

using the criterion of invariance

2

X Sk(θµν)
∣∣∣
Sk(θµν)=0

= 0,

where
2

X is the second prolongation of the operator X [8–10].

4. Differential invariants of the Galilei algebra
4.1. It is well-known that the heat equation

2µut + ∆u = 0, ∆u ≡ uaa,
u = u(t,x), x = (x1, . . . , xn), n ≥ 3

(4.1)

is invariant under the generalized Galilei algebra AGI2(1, n) with the basis operators

∂t =
∂

∂t
, ∂a =

∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = t∂a + µxau∂u

(
∂u =

∂

∂u

)
, u∂u, D = 2t∂t + xa∂a + λu∂u,

A = tD − t2∂t +
µx2

2
u∂u

(
λ = −n

2

)
.

(4.2)

The Schrödinger equation

2imψt + ψaa = 0, (4.3)
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ψ = ψ(t,x) being a complex-valued function, is also invariant [16] under the genera-
lized Galilei algebra with the basis operators

p0 = i
∂

∂t
, pa = −i ∂

∂xa
, Jab = xapb − xbpa, J = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗),

Ga = tpa −mxaJ, D = 2tp0 − xapa + λI (I = ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗),

A = t2p0 − txapa + λtI +
mx2

2
J
(
λ = −n

2

)
.

(4.4)

The asterisk means the complex conjugation.
We shall designate the algebra (4.4) with the symbol AGII2 (1, n). Besides,

AGI(1, n) = 〈∂t, ∂a, u∂u, Ga, Jab〉,
the operators being of the form (4.2). A basis of the algebra AGI1(1, n) consists of
the basis operators or AGI(1, n) and of the operator D. Furthermore AGII(1, n) =
〈p0, pa, J, Jab, Ga〉 (4.4). A basis of the algebra AGII1 (1, n) consists of the previous
operators and also D (4.4).
To simplify the form of invariants, we introduce the following change of dependent

variables:

u = expϕ, ψ = expφ
(

Imφ = arctg
Imψ

Reψ

)
. (4.5)

All the indices k in the expressions of the type (0.3) here will take on values from
1 to n, the indices j will take on values from 0 to k.
We seek invariants of the algebra AGI2(1, n) in the form

F = F (ϕt, ϕa, ϕtt, ϕat, ϕab). (4.6)

Obviously, they do not include ϕ, xa, and t because the basis (4.2) contains operators
∂ϕ, ∂a, ∂t.
Using the definition of an absolute differential invariant (0.2) we get the following

conditions on the function F (4.6):

2

JabF = ϕaFϕb
− ϕbFϕa

+ Fϕbt
ϕat − ϕbtFϕat

+ 2ϕacFϕbc
− 2ϕbcFϕac

= 0, (4.7)

2

GaF = −ϕaFϕt
+ µFϕa

− 2ϕatFϕtt
− ϕabFϕbt

= 0, (4.8)

2

DF = −2ϕtFϕt
− ϕaFϕa

− 4ϕttFϕtt
− 3ϕatFϕat

− 2ϕabFϕab
= 0, (4.9)

2

AF = t
2

DF + xa
2

GaF − λFϕt
− 2ϕtFϕtt

− ϕaFϕat
+ µδabFϕab

= 0. (4.10)

From equations (4.8), we can see that the tensors

θa = µϕat + ϕbϕab, ϕab (4.11)

are covariant with respect to the algebra AGI(1, n) (µ 	= 0).
Theorem 9. There is a functional basis of absolute differential invariants for the
algebra AGI(1, n), when µ 	= 0, consisting of these 2n+ 2 invariants:

M1 = 2µϕt + ϕaϕa, M2 = µ2ϕtt + 2µϕaϕat + ϕaϕbϕab,

Rk = Rk(θa, θab), Sk = Sk(ϕab).
(4.12)
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For the algebra AGI1(1, n) (µ 	= 0) such a basis has the form

M2

M2
1

,
Rk

M2+k
1

,
Sk
Mk

1

. (4.13)

For the algebra AGI2(1, n) (µ 	= 0), there is a basis of the form

N2

N2
1

,
R̂k

N2+k
1

,
Ŝk
Nk

1

(k = 2, . . . , n), (4.14)

where

N1 = 2µϕt + ϕaϕa + ϕaa,

N2 = µ2ϕtt + 2µ
(

1
n
ϕtϕaa + ϕaϕat

)
+ ϕaϕbϕab +

1
n
ϕaϕaϕbb +

1
n
ϕ2
bb,

R̂k =
k∑
l=0

Rl(ϕaa)k−1 (−n)lk!
l!(k − l)! ,

Ŝk =
k∑
l=0

(−n)l(k − 1)!(k + 1)
(l + 1)!(k − l)! Sl(ϕaa)k−l,

(4.15)

Sk, Rk are defined by (4.12) and θa has the form (4.11).

The proof of this theorem is similar to the proof of Theorems 2 and 3. We shall
present here only some hints to the proof.
It is evident that the function F must depend on the invariants of the Euclid

algebra

F = F (ϕt, ϕtt, Rk(ϕa, ϕab), Rk(ϕat, ϕab), Sϕab
)).

First we construct two invariants of AGI(1, n) M1 and M2 (4.12) which depend on ϕt
and ϕtt respectively. The other invariants of the adduced basis (4.12) do not depend on
ϕt or ϕtt and the sets {M1,M2} and {Rk, Sk} are independent. The invariants Rk, Sk
are constructed with the covariant tensors θa, ϕab (4.11) similarly to invariants of the
conformal algebra investigated above, and it is easy to see that they are independent.
The generic ranks of the prolonged algebras AGI(1, n), AGI1(1, n), AGI2(1, n) are

equal to the numbers of their operators and from this fact we can compute the number
of elements in the bases for these algebras.
Adding to (4.7) and (4.8) the condition (4.9), we obtain from the invariants (4.12)

the basis (4.13) for the algebra AGI1(1, n).
Relative invariants R̂k, Ŝk (4.15) of the algebra AGI2(1, n) were found from the

equation

λFϕt
− 2ϕtFϕtt

− ϕaFϕat
+ µδabFϕab

= 0,

F = F (Rk, Sk), and then we constructed absolute invariants using (4.9). Besides, it is
possible to construct analogues to R̂k, Ŝk with AGI2(1, n)-covariant tensors θa (4.11)
and

θab = ϕab − 2δab
n

(ϕcϕc + µϕt).
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Considering (ϕat), (ϕa), (ϕab) as independent vectors and tensors and putting
ϕab = 0 whenever a 	= b, ϕa = 0, we see from Lemma 2 that the adduced sets of
invariants are independent.

Note 2. A basis of invariants for the Galilei algebra without translations contains
expressions (4.12) and

Rk(ha, φab),
1
2
µx2 − ϕt,

the Galilei-covariant vector ha having the form

ha = µxa − tϕa.
Let us also adduce an A-covariant tensor

ĥa =
µxa
t
− ϕa

depending on xa, and a relative invariant of the operators A and D (4.2)

exp
{
ϕ− µx2

2t

}
with which it is possible to construct a basis of invariants for the algebra 〈Ga, Jab,D,
A〉.
We have presented a method to find the bases of invariants for Lie algebras for

which Jab (1.1) are basis operators. Further, we shall adduce functional bases for the
algebras AGI2(1, n) where µ = 0 and AGII2 (1, n) where µ = 0 or µ 	= 0. We omit
proofs because they are similar to proofs of the previous theorems.
It is evident from the conditions (4.7)–(4.10) that the case µ = 0 for the algebra

AGI2(1, n) has to be specially considered. The tensors (ϕa) and (ϕab) are covariant
with respect to this algebra; the tensor (θa) involved in invariants is defined by an
implicit correlation

ϕbt = θaϕab. (4.16)

Theorem 10. There is a functional basis of the second-order differential invariants
for the algebra AGI(1, n), where µ = 0, that has the form

M1 = ϕt − ϕaθa, M2 = ϕtt − ϕatθa,
Rk = Rk(ϕa, ϕab), Sk = Sk(ϕab).

(4.17)

The corresponding basis for the algebra AGI1(1, n), where µ = 0 has the form

M2
1

M2
,

Rk
Mk

1

,
Sk
Mk

1

;

for the algebra AGI2(1, n), when µ = 0, it has the form

Rk
M1/2k

,
Sk

M1/2k
,

where Rk, Sk are defined by (4.17) and

M = (ϕt − θaϕa)2 + (ϕtt − ϕatθa)(λ+ ϕaϕbrab).

Here, the matrix {rab} = {ϕab}−1; θa = rabϕbt are the same as in (4.16).
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Note 3. It is possible to use, instead of M1, M2, the invariants

M̂1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕt ϕ1 · · · ϕn
ϕ1t ϕ11 · · · ϕ1n

· · · · · · · · · · · ·
ϕnt ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , M̂2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕtt ϕ1t · · · ϕnt
ϕ1t ϕ11 · · · ϕ1n

· · · · · · · · · · · ·
ϕnt ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
which have been found in [17] as the solution of the problem of finding the equations
invariant under the Galilei algebra when µ = 0.

Note 4. The invariants for the algebra 〈Jab, Ga, J,D,A〉 (4.2), where µ = 0, which
depend on xa, t, can be constructed with ϕa, ϕab and the following covariant vector

ĥa =
ha
t

+
2
n
tϕaϕt +

4
n

xbϕbϕa
t

,

where ha = xbϕab + tϕat is covariant with respect to the operators Ga when µ = 0.

4.2. Let us proceed to describe the basis of the invariants for the algebra AGII2 (1, n).

Theorem 11. Any absolute differential invariant of order ≤ 2 for the algebras listed
below is a function of the following expressions:

(1) AGII(1, n), m 	= 0:

φ+ φ∗, M1 = 2imφt + φaφa, M∗
1 ,

M2 = −m2φtt + 2imφaφat + φaφbφab, M∗
2 ,

Sjk = Sjk(φab, φ∗ab), R1
k = Rk(θa, φab),

R2
k = Rk(θ∗a, φab), R3

k = Rk(φa + φ∗a, φab),

the covariant tensors being θa = −imφat + φbφab;
(2) AGII1 (1, n), m 	= 0:

M∗
1

M1
,

M2

M2
1

,
M∗

2

M2
1

,
Rlk

M2+k
1

(l = 1, 2),
R3
k

Mk
1

,
Sjk
Mk

1

,

φ+ φ∗ when λ = 0, M1e
(2/λ)(φ+φ∗) when λ 	= 0;

(3) AGII2 (1, n), m 	= 0, λ = −n2 :

N1e
(−4/n)(φ+φ∗),

N1

N∗
1

,
N2

N2
1

,
N∗

2

N2
1

,
R̂lk
N2+k

1

(l = 1, 2),
R̂3
k

Nk
1

,
Ŝjk
Nk

1

,

where

N1 = 2imφt + φaa + φaφa,

N2 = −m2φtt + 2im
(
φaφat +

1
n
φtφaa

)
+ φaφbφab +

1
n
φaφaφbb +

1
n
φ2
aa,

Ŝjk =
k∑
l=0

j∑
r=0

Srl(−n)lCrjC
l+1−r
k (φaa)j−r(φ∗aa)

k−l−j+r + k(φaa)j(φ∗aa)
k−j−1,

R̂lk =
k∑
j=0

Rlj(φaa)
k−j (−n)jk!

j!(k − j)! (l = 1, 2, 3).
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The invariants for the algebras AGII(1, n), AGII1 (1, n) (m = 0) can be construc-
ted similarly to the case of real function. Let us adduce a functional basis for the
algebra AGII2 (1, n).

(1) when λ = 0, then there is a basis consisting of the following expressions:

φ+ φ∗,
N2

1

N2
2

,
N∗2

1

N2
,

(Sjk)2

Nk
1

, (Rlk)
2N−k−1

1 (l = 1, 2, 4);

(2) λ 	= 0:

N1e
(4/λ)(φ+φ∗),

N∗
1

N1
, N3e

(3/λ)(φ+φ∗),
(Rlk)

2

Nk
1

(l = 1, 2, 3),
(Sjk)2

Nk
1

,

where

N1 = (φt − θaφa)2 + (φtt − θaφat)(λ+ φaφabrab)
(with {rab} = {φab}−1 and θa = rabφbt),

N2 = (φt − φcθc)φ∗aφ∗br∗ab − (φ∗t − φ∗cθ∗c )φaφbrab,
N3 = (φt − φ∗t )− τa(φa − φ∗a) (τa(λφab + φaφb) = φbφt + λφbt),
R1
k = Rk(φa, φab), R2

k = Rk(φ∗a, φab), R3
k = Rk(θa − θ∗a, φab),

R4
k = Rk(ρa, φab) (ρa = (φt − θbφb)(φ∗crac − φcr∗ac)− φbφdrbd(θa − θ∗a)).

The proof of this theorem will be easier if we notice that by putting µ = im
in (4.4), we obtain operators similar to the operators (4.2).
The change of variables (4.5) in the adduced invariants allows us to obtain bases

for the algebras AGI2 and AG
II
2 in the representations (4.2) and (4.4). These results

can also be generalized for the case of several scalar functions.

4.3. Let us present some examples of new invariant equations

φtt +
1
µ2

{
2µ
(

1
n
φtφaa + φaφt

)
+ φaφbφab +

1
n
φaφaφbb +

1
n
φ2
bb

}
=

= (2µφt + φaφa + φaa)2F,
(4.18)

−m2φtt + 2im
(
φaφat +

1
n
φtφaa

)
+ φaφbφab +

1
n
φaφaφbb +

1
n
φ2
aa =

= (2imφt + φaφa + φaa)2F.
(4.19)

Equations (4.18) and (4.19) are invariant, respectively, under the algebras
AGI2(1, n), µ 	= 0 (4.2), and AGII2 (1, n), m 	= 0 (4.4). The F ’s are arbitrary functions
of the invariants for corresponding algebras.
Evidently, wide classes of invariant equations can be constructed with the adduced

invariants.

5. Conclusion
It is well-known that a mathematical model of physical or some other phenomena

must obey one of the relativity principles of Galilei or Poincaré. Speaking the language
of mathematics, it means that the equations of the model must be invariant under the
Galilei or the Poincaré groups. Having bases of differential invariants for these groups
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(or for the corresponding algebras), we can describe all the invariant scalar equations,
or sort the invariant ones out of a set of equations.
The construction of differential invariants for vector and spinor fields presents

more complicated problems. The first-order invariants for a four-dimensional vector
potential had been found in [18]. The cases of spinor and many-dimensional vector
Poincaré-invariant equations and corresponding bases of invariants are still to be
investigated.

Note 5. After having prepared the present paper, we became acquainted with the
article [19] where realizations of the Poincaré group P (1, 1) and the corresponding
conformal group were investigated, and all second-order scalar differential equations
invariant under these groups were obtained. Reference [19] contains bases of absolute
differential invariants of the order 2 for the Poincaré, the similitude, and the conformal
groups in (1 + 1)-dimensional Minkowski space for various realizations of the corres-
ponding Lie algebras.

Note 6. It was noticed by the referee that an essential misunderstanding arose in the
calculation of second prolongations for differential operators, e.g. in formulae (1.5)
and (1.25).
When we calculate such prolongations with the usual Lie technique (see, e.g., [8]),

we imply that action of an operator of the form Xab∂uab
, where Xab are some functi-

ons, is as follows

Xab∂uab
(ucducd) = 2Xabuab, ∂uab

ucd = δacδbd.

With this assumption, ∂uab
uba = 0, a 	= b.

Otherwise, the second prolongation of the operator Jab (1.1) will be of the form

2

Jab = Jab + Ĵab,

Ĵab = ua∂ub
− ub∂ua

+ uac∂ubc
− ubc∂uac

+ uab(∂ubb
− ∂uaa

).

Note 7. The equations which are conditionally invariant with respect to the Poincaré
and Galilei algebras were investigated in [20, 21].
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Conditional symmetry and reduction
of partial differential equations
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

Sufficient reduction conditions for partial differential equations possessing nontrivial
conditional symmetry are established. The results obtained generalize the classical
reduction conditions of differential equations by means of group-invariant solutions.
A number of examples illustrating the reduction in the number of independent and
dependent variables of systems of partial differential equations are considered.

An analysis of well-known methods for the construction of exact solutions of
nonlinear partial differential equations (PDE) (e.g., method of group-theoretic re-
duction [1, 2], method of differential constraints [3], method of ansatz [4–6]) led
us to conclude that most of these methods involve narrowing the set of solutions,
i.e., out of the whole set of solutions of the particular equations specific subsets
are selected that admit analytic description. In order to implement this approach,
certain additional constraints (expressed in the form of equations) that enable us to
distinguish these subsets must be imposed on the solution set. For obvious reasons,
these additional equations are assumed to be simpler than the initial equations. By
complementing the initial equation with additional constraints, we are usually led
to an over-determined system of PDE. Consequently, there arises the problem of
investigating the consistency of a system of PDE. A second restriction on the choice
of these additional constraints is that the resulting system of PDE possesses broader
symmetry than the initial system of PDE (or simply a different type of symmetry).
In the present paper we establish sufficient conditions for the reduction of differen-

tial equations that generalize the classical reduction conditions of PDE possessing
a nontrivial Lie transformation group. Our concern will be with the following:

UA(x, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, A = 1,M, (1)

ξaµ(x, u)uαxµ
− ηαa (x, u) = 0, a = 1, N, (2)

where x = (x0, x1, . . . , xn−1), u(x) = (u0(x), . . . , um−1(x)), u
s

= {∂suα/∂xµ1 . . . ∂xµs
,

0 ≤ µi ≤ n− 1}, s = 1, r, UA, ξaµ, ηαa are sufficiently smooth functions, N ≤ n− 1.
Below summation over repeated indices is understood. Let us introduce the nota-

tion

R1 = rank ‖ξaµ(x, u)‖N n−1
a=1 µ=0,

R2 = rank ‖ξaµ(x, u), ηαa (x, u)‖N n−1 m−1
a=1 µ=0 α=0.

It is self-evident that R1 ≤ R2. We shall prove that the case R1 = R2 leads to
a reduction in the number of independent variables of the PDE (1), while the case

Ukr. Math. J., 1992, 44, N 7, P. 875–886.
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R1 < R2 leads to a reduction in the number of independent and the number of
dependent variables of the PDE (1).

1. Reduction of number of independent variables of PDE. In this section we
assume that R1 = R2.

Definition 1. The set of first-order differential equations

Qa = ξaµ(x, u)∂xµ
+ ηαa (x, u)∂uα , (3)

where ∂xµ
= ∂/∂xµ

, ∂uα = ∂/∂uα; ξaµ, ηαa are smooth functions, is said to be
involutive if there exist function fcab(x, u) such that:

[Qa, Qb] = fcabQc, a, b = 1, N. (4)

Here [Q1, Q2] = Q1Q2 −Q2Q1.

The simplest example of an involutive set of operators is a Lie algebra.
It is well-known that conditions (4) ensure that the over-determined system of

PDE (2) is consistent (Frobenius theorem [7]). The general solution of the system (2)
is given by the formulas

Fα(ω1, ω2, . . . , ωn+m−R1) = 0, α = 0,m− 1, (5)

where ωj = ωj(x, u) are functionally independent first integrals of the system of
PDE (2) and Fα are arbitrary smooth functions.
By virtue of the condition R1 = R2, first integrals (say, ω1, . . . , ωm) may be chosen

that satisfy the condition

det ‖∂ωj/∂uα‖m m−1
j=1 α=0 	= 0. (6)

By solving (5) with respect to ωj , j = 1, . . . ,m, we have

ωj = ϕj(ωm+1, ωm+2, . . . , ωm+n−R1), j = 1,m, (7)

where ϕj are arbitrary smooth functions

Definition 2. Formula (7) is called the ansatz of the field uα = uα(x) invariant
with respect to the involutive set of operators (3) provided (6) is satisfied.

Formula (7) become especially simple and self-evident if

∂ξaµ/∂u
α = 0, ηαa = fαβa (x)uβ ,

a = 1, N, µ = 0, n− 1, α, β, γ = 0,m− 1.
(8)

Under conditions (8) the operators in (3) may be rewritten in the following non-Lie
form [8]:

Qa = ξaµ(x)∂xµ + ηa(x), a = 1, N, (9)

where ηa = ‖ − ∂ηαa /∂uβ‖m−1
α,β=0 are (m ×m) matrices and the system (2) takes the

form

ξaµ(x)uxµ
+ ηa(x)u = 0, a = 1, N. (10)

Here u = (u0, u1, . . . , um−1)T is a column function.
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In this case, the set of functionally independent first integrals of the system (2)
with R1 = R2 may be chosen as follows [7]:

ωj = bjα(x)uα, j = 1,m,

ωi = ωi(x), i = m+ 1,m+ n−R1

(11)

and, moreover, det ‖bjα(x)‖m m−1
i=1 α=0 	= 0.

Substituting (11) in (7) and solving for the variables uα, α = 0, . . . ,m−1, we have

uα = Aαβ(x)ϕβ(ωm+1, ωm+2, . . . , ωm+n−R1)

or (in matrix notation)

u = A(x)ϕ(ωm+1, ωm+2, . . . , ωm+n−R1). (12)

It is easily verified that the matrix

(x) =
(‖bjα(x)‖m m−1

j=1 α=0

)−1

satisfies the following system of PDE:

QaA ≡ ξaµ(x)Axµ
+ ηa(x)A = 0, a = 1, N, (13)

and that the functions ωm+1(x), ωm+2(x), . . . , ωm+n−R1(x) form a complete set of
functionally independent first integrals of the system of PDE

ξaµ(x)ωxµ
= 0, a = 1, N. (14)

The ansatz (7) is said to reduce the system of PDE (1) if substitution of (7) in (1)
yields a system of PDE for the functions ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 that contains only the new
independent variables ωm+1, ωm+2, . . . , ωm+1−R1 .

Definition 3. The system of PDE (1) is conditionally invariant with respect to the
involutive set of differential operators (3) if the over-determined system of PDE
(1), (2) is Lie invariant with respect to a one-parameter transformation group with
generators Qa, a = 1, . . . , N .
Before stating the reduction theorem, we prove several auxiliary assertions.

Lemma 1. Suppose that the operators (3) form an involutive set. Then the set of
differential operators

Q′
a = λab(x)Qb, a = 1, N (15)

with det ‖λab(x, u)‖Na,b=1 	= 0 is also involutive.
We prove the assertion by direct computation. In fact,

[Q′
a, Q

′
b] = [λacQc, λbdQd] = λac(Qcλbd)Qd − λbd(Qdλac)Qc + λacλbdf

d1
cdQd1 =

= f̃cabQc = f̃cabλ
−1
cd Q

′
d.

Here λ−1
cd are the elements of the inverse of the matrix ‖λab(x, u)‖Na,b=1.

Lemma 2. Suppose that the differential operators (3) satisfy the condition R1 = R2

and that the conditions

[Qa, Qb] = 0, a, b = 1, N (16)
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are satisfied. Then there exists a change of variables

x′µ = fµ(x, u), µ = 0, n− 1, u′α = gα(x, u), α = 0,m− 1 (17)

that reduces the operators Qa to the form Q′
a = ∂x′

a−1
.

Proof. It is known that for any first-order differential operator

Q = ξµ(x, u)∂xµ
+ ηα(x, u)∂uα ,

where ξµ and ηα are sufficiently smooth functions, there exists a change of variab-
les (17) that reduces the operator Q to the form Q′ = ∂x′

0
(cf. [1]). Consequently, the

operator Q1 from the set (3) is reduced to the form Q′
1 = ∂x′

0
by means of the change

of variables (17). From the condition [Q1, Qa] = 0, a = 2, . . . , N , it follows that the
coefficients of the operators Q′

2, Q
′
3, . . . , Q

′
N do not depend on the variable x

′
0, whence

the operator Q′
2 reduces to the operator Q

′′
2 = ∂x′′

1
under the change of variables

x′′0 = x′0, x′′µ = f ′µ(x
′
1, . . . , x

′
n−1, u

′), µ = 1, n− 1,
u′′α = g′α(x′1, . . . , x

′
n−1, u

′), α = 0,m− 1,

without the form of the operator Q′
1 changing.

Repeating the above procedure N − 2 times completes the proof.

Lemma 3. A system of PDE of the form (1) that is conditionally invariant with
respect to a set of differential operators ∂x′

µ
, µ = 0, N − 1, possesses the structure

UA = FABWB(xN , xN+1, . . . , xn−1, u, u
1
, . . . , u

r
) + FαAµu

α
xµ
,

A = 1,M, α = 0,m− 1, µ = 0, N − 1,
(18)

where FAB and FαAµ are arbitrary smooth functions of x and u, u
1
, . . . , u

r
, WB are

arbitrary smooth functions, and, moreover, ‖FAB‖MA,B=1 	= 0.

We shall prove the lemma with N = 1. By Definition 3, the system (1) is condi-
tionally invariant under the operator Q = ∂x0 if the system

UA(x, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, A = 1,M,

uαx0
= 0, α = 1,m− 1

(19)

is Lie invariant with respect to a one-parameter translation group with respect to the
variable x0. Denoting by Q̃ the r-th extension of Q, the Lie invariant criteria for the
system of PDE (19) under this group assume the form (cf. [1, 2])

Q̃UA

∣∣∣UB = 0
uα

x0
= 0

= 0, A,B = 1, N, α = 0,m− 1, (19a)

Q̃uαx0

∣∣∣UB = 0

uβ
x0

= 0

= 0, B = 1, N, α, β = 0,m− 1. (19b)

Direct computation shows that the relations

Q̃ ≡ ∂x0 , Q̃uαx0
≡ ∂x0(u

α
x0

) = 0
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hold (recall that in the extended space of the variables x, u, u
1
, . . . , u

r
variables x0 and

uαx0
are independent), whence, using the method of undetermined coefficients, we may

rewrite (19a) and (19b) in the form

∂UA/∂x0 = RABUB + PαAu
α
x0
, A = 1,M, (19c)

where RAB and PαA are arbitrary smooth functions of x, u, u1
, . . . , u

r
.

The system (19c) may be considered a system of inhomogeneous ordinary diffe-
rential equations for the functions UA, A = 1, . . . ,M . Integrating (19c) with respect
to PαA = 0, we have

U
(0)
A = FABWB , A = 1,M,

where WB , B = 1, . . . ,M , are arbitrary smooth functions of the variables x1, x2, . . .,
xn−1, u, u

1
, . . . , u

r
; F = ‖FAB‖MA,B=1 is the fundamental matrix of the system (19c)

(which is known to satisfy the condition detF 	= 0).
Further, by applying the method of variation of an arbitrary parameter, we deduce

(18) with N = 1, where

FαA0 = FAB

∫
(F )−1

BCP
α
c dx0, A = 1,M, α = 0,m− 1.

The lemma is proved.

Theorem 1. Suppose that the system of PDE (1) is conditionally invariant with
respect to the involutive set of operators (3). Then the ansatz invariant with respect
to the set of operators (3) reduces this system.
Proof. By the definition of the quantity R1, R1 ≤ N . We denote by δ the difference
N − R1. Then R1 equations of the system (2) are linearly independent (without loss
of generality, we may assume that it is the first R1 equations which are linearly
independent), and the other δ equations are linear combinations of these first R1

equations.
By the condition that R1 = R2, there exists a nonsingular (R1 × R1) matrix

||λab(x, u)||R1
a,b=1 such that

λab(ξbµuαxµ
− ηαb ) = uαxa−1

+
n−1∑
µ=R1

ξ̃aµu
α
xµ
− η̃αa , a = 1, R1 α = 0,m− 1.

By the definition of conditional invariance, the system of PDE (1), (2) is invariant
with respect to one-parameter transformation groups with generators (3), whence the
equivalent system of PDE

UA(x, u, u
1
, . . . , u

r
) = 0, A = 1,M,

uαxa−1
+

n−1∑
µ=R1

ξ̃aµu
α
xµ
− η̃αa = 0, a = 1, R1, α = 0,m− 1

(20)

is invariant with respect to a one-parameter group with generators

Q′
a = λabQb = ∂xa−1 +

n−1∑
µ=R1

ξ̃aµ∂xµ
+ η̃αa ∂uα . (21)
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In fact, the action of a one-parameter transformation group with infinitesimal
operator Qa on the solution manifold of the system (20) is equivalent to an identity
transformation.
Since the set of operators (21) is involutive (Lemma 1), there exist functions

fcab(x, u) such that

[Q′
a, Q

′
b] = fcabQ

′
c, a, b, c = 1, R1. (22)

Computing the commutators on the left side of (22) and equating the coefficients
of the linearly independent operators ∂x0 , ∂x1 , ∂xR1−1 gives us f

c
ab = 0, with a, b, c =

1, . . . , R1. Consequently, the operators Q′
a commute. Hence, by Lemma 2, there exists

a change of variables (17) that reduces these operators to the form Q′′
a = ∂/∂x′a−1.

Expressed in terms of the new variables x′ and u′(x′), the system (20) takes the
form

U ′
A(x′, u′, u′

1
, . . . , u′

r
) = 0, A = 1,M,

u′αxa−1
= 0, α = 0,m− 1, a = 1, R1.

(23)

Moreover, the system of PDE (23) is conditionally invariant with respect to the set
of operators Q′′

a = ∂′xa−1
, a = 1, . . . , R1, whence, by Lemma 3, the system (23) may

be rewritten in the form

U ′
A = FABWB(x′R1

, . . . , x′n−1, u
′, u′

1
, . . . , u′

r
) + FαAµu

′α
x′

µ
,

A = 1,M, α = 0,m− 1, µ = 0, R1 − 1,

u′αx′
a−1

= 0, α = 0,m− 1, a = 1, R1,

where det ‖FAB‖R1
A,B=1 	= 0, whence

WA(x′R1
, . . . , x′n−1, u

′, u′
1
, . . . , u′

r
) = 0,

u
′α
x′

a−1
= 0, A = 1, R1, α = 0,m− 1, a = 1, R1.

(24)

The ansatz of the field u′α = u′α(x′) invariant under the involutive set of operators
Q′′
c = ∂x′

a−1
, a = 1, . . . , R1, is given by the formulas

u′α = ϕα(x′R1
, x′R1+1, . . . , x

′
n−1), α = 0,m− 1. (25)

Here ϕα are arbitrary sufficiently smooth functions.
Substituting (25) in (24), we obtain

WA(x′R1
, . . . , x′n−1, u

′, u′
1
, . . . , u′

r
) ≡W ′

A(x′R1
, . . . , x′n−1, ϕ, ϕ

1
, . . . , ϕ

r
) = 0, (26)

where ϕ
s
is the set of partial derivatives of the functions ϕα = ϕα(x′R1

, . . . , x′n−1) of

order s.
Rewriting ansatz (25) in terms of the initial variables x and u(x)

gα(x, u) = ϕα(fR, (x, u), . . . , fn−1(x, u)), α = 0,m− 1, (27)

yields the ansatz for the field uα = uα(x), α = 0, . . . ,m − 1, invariant with respect
to the involutive set of operators (3) that reduces the system (1) to a system of PDE
with n−R1 independent variables. The theorem is proved.



530 W.I. Fushchych, R.Z Zhdanov

Corollary. Suppose that the operators

Qa = ξaµ(x, u)∂xµ
+ ηαa (x, u)∂uα , a = 1, N, N ≤ n− 1

are the basis elements of a subalgebra of the invariance algebra of the system of
equations (1) and, moreover, that R1 = R2. Then the ansatz invariant in the Lie
algebra 〈Q1, Q2, . . . , QN 〉 reduces the system (1) to a system of PDE having n −N
independent variables.
Proof. From the definition of a Lie algebra it follows that the operators Qa satisfy (4)
with fcab = const. Consequently, they form an involutive set of first-order differential
operators, which renders the above assertion a direct consequence of Theorem 1.
By the above assertion, the classical reduction theorem for differential equations

by means of group-invariant solutions [1, 2, 9] is a special case of Theorem 1. If
any one of the operators Qa does not belong to the invariance algebra of the given
equation and if the conditions of Theorem 1 hold, a reduction via Qa-conditionally
invariant ansätzes is obtained (numerous examples of conditionally invariant solutions
are constructed in [4–6, 10–14]).
We shall now consider several examples.

Example 1. The Lie-maximal invariance algebra of the Schrodinger equation

∆3u+ U(�x 2)u = 0 (28)

with arbitrary function U is the Lie algebra of the rotation group having basis
elements

Jab = xa∂xb
− xb∂xa, a, b = 1, 3. (29)

To obtain the ansatz invariant relative to the set of operators (29), the complete
set of first integrals of the following system of PDE must be constructed:

xauxb
− xbuxa

= 0, a, b = 1, 3. (30)

This set contains 3−R1 functionally invariant first integrals, where

R1 = rank ‖ξab(x)‖3a,b=1 = rank

∥∥∥∥∥∥
0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

∥∥∥∥∥∥ = 2.

Consequently, the ansatz for the field u = u(�x) invariant with respect to a Lie
algebra having basis elements (29) has the form

u(�x) = ϕ(ω), (31)

where ϕ ∈ C2(R1,C1) is an arbitrary smooth function and ω = ω(�x) is the first
integral of the system of PDE (30). It is not hard to see that ω = �x 2 satisfies (30)
and, consequently, is the first integral. Substitution of (31) in (28) yields an ordinary
differential equation for the function ϕ(ω):

4ωϕ̈+ 6ϕ̇+ U(ω)ϕ = 0.

Thus, the ansatz for the field u = u(�x) invariant with respect to a three-dimensio-
nal Lie algebra with basis elements (29) reduces (28) to a (3−R1)-dimensional PDE
(in this case, to an ordinary differential equation).
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Example 2. Consider the nonlinear eikonal equation

u2
x0
− u2

x1
− u2

x2
− u2

x3
+ 1 = 0. (32)

As shown in [15], the maximal invariance algebra of (32) is the 21-parameter
conformal algebra AC(2, 3). This algebra contains, in particular, a one-dimensional
subalgebra generated by the operator Q = x0∂u − u∂x0 .
To obtain the ansatz invariant under the operator Q, the complete set of first

integrals of the following PDE must be constructed:

uux0 + x0 = 0. (33)

The solution of (33) is sought for in the implicit form f(x, u) = 0, whence ufx0 −
x0fu = 0.
The complete set of first integrals of the latter PDE is ω0 = u2 + x2

0, ω1 = x1,
ω2 = x2, ω3 = x3. Solving f(ω0, ω1, ω2, ω3) = 0 with respect to ω0, we have

u2 + x2
0 = ϕ(ω1, ω2, ω3) (34)

Consequently, (34) gives the ansatz of the field uα = uα(x) invariant under the
operator Q. Solving (34) for u yields

u = {−x2
0 + ϕ(ω1, ω2, ω3)}1/2. (35)

Let us emphasize that ansatz (34) cannot be represented in the form (12), since
the coefficients of Q do not satisfy condition (8).
Substituting (35) in (32) gives us a three-dimensional PDE for the function ϕ =

ϕ(�ω):

ϕ2
ω1

+ ϕ2
ω2

+ ϕ2
ω3
− ϕ2 = 0.

Example 3. A detailed group-theoretic analysis of the nonlinear wave equation

utt = (a2(u)ux)x, (36)

where a(u) is some smooth function, was performed in [16]. It was established that
the maximal invariance algebra of (36) has the basis operators

Q1 = ∂t, Q2 = ∂x, Q3 = t∂t + x∂x, (37)

whence the most general group-invariant ansatz for the PDE (36) is given by the
formula u = ϕ(ω), where ω = ω(t, x) is the first integral of the PDE

{α∂t + β∂x + δ(t∂t + x∂x)}ω(t, x) = 0. (38)

Here α, β, and δ are arbitrary real constants. Using transformations from the group G
with generators of the form (37), Eq. (38) may be reduced to either one of the
following equations:

1) αωt + βωx = 0 (under δ = 0);
2) tωt + xωx = 0 (under δ 	= 0),

The first integrals of these equations are given by the formulas ω = αx − βt and
ω = xt−1, respectively.
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Thus, there are two distinct group-invariant ansätzes of the PDE (36) with arbit-
rary function a(u):

1) u(t, x) = ϕ(αx− βt),
2) u(t, x) = ϕ(xt−1).

(39)

Substitution of the above ansätzes in (36) yields the ordinary differential equations

1) (β2 − α2a2(ϕ))ϕ̈− 2α2a(ϕ)ȧ(ϕ)ϕ̇2 = 0,
2) (ω2 − a2(ϕ))ϕ̈− 2ωϕ̇− 2a(ϕ)ȧ(ϕ)ϕ̇2 = 0.

It was established recently [17] that ansätzes (39) do not exhaust the complete
set of ansätzes reducing the PDE (36) to ordinary differential equations. This result
is a consequence of conditional symmetry, a property that is not found within the
framework of the infinitesimal Lie method.
Let us show, following [17], that (36) is conditionally invariant under the operator

Q = ∂t − εa(u)∂x, (40)

where ε = ±1.
Proceeding on the basis of the second extension of Q in (36), we have

Q̃{utt − (a2(u)ux)x} = εȧux{utt − (a2ux)x}+ ε(ȧu̇x + ȧ∂x)(u2
t − a2u2

x), (41)

whence it follows that the PDE (36) is Lie-noninvariant with respect to a group with
infinitesimal operator (40). But if the additional constraint

Qu ≡ ut − εa(u)ux = 0 (42)

is imposed on u(t, x), the right side of (41) vanishes. Consequently, the system (36),
(42) is Lie-invariant with respect to a group with generator (40), whence we conclude
that the initial PDE (36) is conditionally invariant under the operator Q.
The complete set of functionally independent first integrals of (42) may be chosen

in the form ω1 = u, ω2 = x+ εa(u)t.
Consequently, the ansatz invariant under the operator Q is given by the formula

ω2 = ϕ(ω1), or

x+ εa(u)t = ϕ(u), (43)

where ϕ(u) is an arbitrary sufficiently smooth function.
Substituting (43) in (36) leads us to conclude that the PDE (36) is satisfied

identically. Put differently, (43) gives a solution of the nonlinear equation (36) for an
arbitrary function ϕ(u). Recall that solutions that are obtained by means of the group-
invariant ansätzes (39) contain two arbitrary constants of integration, and cannot, in
theory, contain arbitrary functions.
Thus, the conditional symmetry of PDE enlarges the range of possibilities for

reduction of PDE in an essential way.

Example 4. Consider the system of nonlinear Dirac equations

{iγµ∂µ − λ(ψ̄ψ)1/2k}ψ = 0, (44)
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where γµ, µ = 0, . . . , 3, are (4 × 4) Dirac matrices, ψ = ψ(x0, x1, x2, x3) a four-
dimensional complex column function, ψ̄ = (ψ∗)T γ0, λ, k real constants, and ∂µ =
∂/∂xµ, µ = 0, . . . , 3.
It is well known (cf. [5]) that the Lie-maximal invariance group of the system

of PDE (44) is the 11-parameter extended Poincaré group complemented with the
3-parameter group of linear transformations in the space ψα, ψ∗α. In [5, 10] it is
established that the conditional symmetry of the nonlinear Dirac equation is essen-
tially broader. From [10], it follows that the system: (44) is conditionally invariant
with respect to the involutive set of operators

Q1 =
1
2
(∂0 − ∂3), Q2 = ω1∂2 − {B1ψ}α∂ψα ,

Q3 =
1
2
(∂0 + ∂3)− ω̇1(x1∂1 + x2∂2)− ω̇2∂1 − {B2ψ}α∂ψα ,

(45)

where B1 and B2 are (4× 4) matrices of the form

B1 =
1
2
(1− 2k)ω̇1γ2(γ0 + γ3),

B2 = −kω̇1 + (2ω1)(2ω̇2
1 − ω1ω̈1)(γ1x1 + 2(k − 1)γ2x2)(γ0 + γ3) + (2ω1)−1 ×

× ((2ω̇1ω̇2 − ω1ω̈2)γ1 + 2(ω3ω̇1 − ω1ω̇3)γ2)(γ0 + γ3),

ω1, ω2, and ω3 are arbitrary smooth functions of x0 + x3, and {ψ}α denotes the α-
th component of the function ψ. Since the coefficients of the operators (45) satisfy
conditions (8), they may be rewritten in non-Lie form:

Q1 =
1
2
(∂0 − ∂3), Q2 = ω1∂2 +B1,

Q3 = 1
2 (∂0 + ∂3)− ω̇1(x1∂1 + x2∂2)− ω̇2∂1 +B2.

Consequently, the ansatz of the field ψ(x) invariant with respect to the set of
operators Q1, Q2, Q3 must be found in the form (12), where A(x) is a (4× 4) matrix
and ω = ω(x) a real function satisfying the following system of PDE

1
2
(Ax0 −Ax2) = 0, ω1Ax2 +B1A = 0,

1
2
(Ax0 +Ax3)− (ω̇1x1 + ω̇2)Ax1 − ω̇1x2Ax2 −B2A = 0,

ωx0 − ωx3 = 0, ωx2 = 0,
ωx0 + ωx3 − 2(ω̇1x1 + ω̇2)ωx1 − 2ω̇1x2ωx2 = 0.

Omitting the steps in integration of the above system, let us write down the final
result, the ansatz for the field ψ = ψ(x) invariant with respect to the involutive set
of operators (45):

ψ(x) = ωk1 exp{(2ω1)−1(ω̇1x1 + ω̇2)γ1(γ0 + γ3) +
+ (2ω1)−1((2k − 1)ω̇1x2 + ω3)γ2(γ0 + γ3)}ϕ(ω1x1 + ω2).

(46)

This ansatz reduces me system of PDE (44) to a system of ordinary differential
equations for the 4-component function ϕ = ϕ(ω),

iγ1ϕ̇− λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ = 0. (47)
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The general solution of the system (47) has the form [5]

ϕ = exp{iλγ1(χ̄χ)1/2kω}χ,
where χ is an arbitrary constant 4-component column. Substituting the resulting
expression for ϕ = ϕ(ω) in (46) gives us the class of exact solutions of the nonlinear
Dirac equation containing three arbitrary functions.
Nonlinear equations of mathematical and theoretical physics that admit nontrivial

conditional symmetry have been analyzed in [14].

3. Reduction of number of independent and number of dependent variab-
les of PDE. Suppose (3) is an involutive set of operators that satisfy the condition
R2 − R1 = δ > 0. In this case we have to modify somewhat the above technique
of reducing PDE by means of ansätzes invariant with respect to the involutive set
(3). Note that the case in which (3) are basis operators of a subalgebra of the Lie
invariance algebra of a given equation satisfying the condition R1 < R2 leads to
“partially invariant” solutions [18].
We wish to solve the initial system of PDE in implicit form:

ωα(x, u) = 0, α = 0,m− 1, (48)

where ωα are smooth functions satisfying the condition

det ‖∂ωα/∂uβ‖m−1
α,β=0 	= 0. (49)

As a result, (1) and (2) assume the form

HA(x, u, ω, ω
1
, . . . , ω

r
) = 0, A = 1,M, (50)

ξaµ(x, u)ωαxµ
+ ηβa (x, u)ωαuβ = 0, a = 1, N, (51)

where ω
s

= {∂sω/∂xµ1 · · · ∂xµp
∂uα1 · · · ∂uαq , p+ q = s}.

It is clear that, as they are defined in the space of the variables x, u, ω(x, u), the
operators (3) satisfy the condition R′

1 = R′
2 (since the coefficients of ∂ωα are all zero).

By means of the same reasoning as in the proof of Theorem 1, we may establish the
following result. There exists a change of variables (17) that reduces the system (51)
to the form

ωαx′
µ

= 0, µ = 0, R1 − 1, ωαu′β = 0, β = 0, δ − 1. (52)

If the system (48), (50) is conditionally invariant with respect to the set of opera-
tors (3) and if condition (52) holds, it may be rewritten as follows:

ωa(x′, u′) = 0, α = 0,m− 1,
H ′
A(x′R1

, . . . , x′n−1, u
′δ, . . . , u′m−1, ω, ω

1
, . . . , ω

r
) = 0, (53)

where the symbol ω
s
denotes the collection of partial derivatives of the function ω of

order s with respect to the variables x′R1
, . . . , x′n−1, u

′δ, . . . , u′m−1.
Integrating (52) yields the ansatz of the field wα:

ωα = Fα(x′R1
, . . . , x′n−1, u

′δ, . . . , u′m−1), α = 0,m− 1, (54)
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where Fα are arbitrary smooth functions. But the ansatz of the field u′α(x′) cannot
be obtained by substituting (54) in the relations ωα(x′, u′(x′)) = 0, α = 0, . . . ,m− 1,
since the inequality R2 −R1 = δ > 0 violates the condition (49) (if δ > 0, the matrix
‖∂ωα/∂uiβ‖m−1

α,β=0 has null columns).
To overcome this problem, we shall, by definition, let the expressions

Fα(x′R1
, . . . , x′n−1, u

′δ, . . . , u′m−1) = 0, α = δ,m− 1,

u′j = Cj , j = 0, δ − 1

be the ansatz of the field u′α = u′α(x′) invariant with respect to the set of operators

Qj = ∂x′
j−1

, j = 1, R1, Xi = ∂u′i−1 , i = 1, δ. (55)

The latter ansatz may be rewritten in the form

u′α = Cα, α = 0, δ − 1,

u′α+β = ϕβ(x′R1
, . . . , x′n−1), β = 0,m− δ − 1,

(56)

where ϕβ are arbitrary smooth functions and Cα are arbitrary constants.
Rewriting (56) in terms of the initial variables gives us

gα(x, u) = Cα, α = 0, δ − 1,

gβ+δ(x, u) = ϕβ(fR1(x, u), . . . , fn−1(x, u)), β = 0,m− δ − 1.
(57)

Moreover, substituting (57) in the initial system of PDE (1) or, equivalently,
substituting the expressions ωα = gα − Cα, α = 0, . . . , δ − 1, ωβ = gβ+δ − ϕβ ,
0 ≤ β ≤ m − δ − 1 in the PDE (50) yields a system of M differential equations
for m − δ functions. Consequently, the dimension of the system (1) decreases by R1

independent and δ dependent variables.
Let us rewrite (57) in a form more convenient in applications. For this purpose,

note that, without loss of generality, we may renumber the operators (3) satisfying
the condition R2 − R1 = δ > 0 in such a way that the first R1 operators satisfy the
condition

rank ‖ξaµ‖R1 n−1
a=1 µ=0 = rank ‖ξaµ, ηαa ‖R1 m−1 n−1

a=1 α=0 µ=0

and the last N −R2 operators are linear combinations of the previous R2 operators.
Let ωj(x, u), j = 1, . . . ,m+n−R2, be the complete set of functionally independent

first integrals of the system (51) and, moreover,

rank ‖∂ωj/∂uα‖m−δ m−1
j=1 α=0 = m− δ

and let ρj(x, u) be the solutions of the equations Q1+R1ρ(x, u) = 1 with i = 1, 2, . . . , δ.
Then (57) may be expressed in the following equivalent form:

ρi(x, u) = Ci, i = 1, δ,

ωj(x, u) = ϕj(ωR1(x, u), . . . , ωn−1(x, u)), j = 1,m− δ. (58)

Definition 4. Expressions (58) are called the ansatz of the field uα = uα(x) invari-
ant with respect to the involutive set of operators (3) provided R2 −R1 ≡ δ > 0.
The above reasoning may be summarized in the form of a theorem.
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Theorem 2. Suppose that the system of PDE (1) is conditionally invariant with
respect to the involutive system of operators (3) and, moreover, that R1 < R2.
Then the system (1) is reduced by the ansatz invariant with respect to the set of
operators (3).
Example 1. The system of two wave equations

�u = 0, �v = 0 (59)

is invariant with respect to a one-parameter group with infinitesimal operator Q = ∂v.
Since R1 = 0 and R2 = 1, the parameter δ is equal to 1. The complete set of first
integrals of the equation ∂ω(x, u, v)/∂v = 0 is given by the functions

ωµ = xµ, µ = 0, 3, ω4 = u,

whence the ansatz for the field u(x), v(x) invariant under the operator Q has the
form (58),

u = ϕ(ω0, ω1, ω2, ω3), v = C, C = const.

Substituting the above expressions in (59) yields

ϕω0ω0 − ϕω1ω1 − ϕω2ω2 − ϕω3ω3 = 0

i.e., the number of dependent variables of the initial system (59) is reduced.

Example 2. Consider the system of nonlinear Thirring equations

ivx = mu+ λ1|u|2v, iuy = mv + λ2|v|2u, (60)

where u, v are complex functions of x, y and λ1, λ2 are real constants.
The above system admits a one-parameter transformation group with generator

Q = iu∂u + iv∂v − iu∗∂u∗ − iv∗∂v∗ .
Following the change of variables

u(x, y) = H1(x, y) exp{iZ1(x, y) + iZ2(x, y)},
v(x, y) = H2(x, y) exp{iZ1(x, y)− iZ2(x, y)},

where Hj and Zj are the new dependent variables, Q assumes the form Q′ = ∂Z1 .
Consequently, the ansatz invariant under Q has the form

u(x, y) = H1(x, y) exp{iC + iZ2(x, y)},
v(x, y) = H2(x, y) exp{iC − iZ2(x, y)}.

(61)

Substitution of (61) in (60) yields a system of four PDE for the three functions
H1, H2, and Z2,

H2x = mH1x sin 2Z2, H1y = −mH2 sin 2Z2,

H2Z2x = mH1 cos 2Z2 + λ1H1H
2
2 ,

−H1Z2y = mH2 cos 2Z2 + λ2H2H
2
1 .

Example 3. A group analysis of the one-dimensional gas dynamics equations

ut + uux + ρ−1px = 0, ρt + (uρ)x = 0, pt + (up)x + (γ − 1)pux = 0 (62)
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has been carried out by Ovsyannikov [1], who established, in particular, that the
invariance algebra of the system of PDE (62) contains the basis element

Q = p∂p + ρ∂ρ. (63)

The complete set of functionally independent first integrals of the equation Qw(t,
x, u, p, ρ) = 0 is: ω1 = u, ω2 = pρ−1, ω3 = t, and ω4 = x. Consequently, the ansatz
invariant under Q (63) may be chosen in the form

u = ϕ1(t, x), pρ−1 = ϕ2(t, x), ln ρ+ F (pρ−1) = C, (64)

where C = const and F is some smooth function.
Substituting the ansatz (64) in the system of PDE (62) yields a system of three

differential equations for the two unknown functions ϕ1(t, x) and ϕ2(t, x):

ϕ1
t + ϕ1ϕ1

x − ϕ2Ḟ (ϕ2)ϕ2
x = 0,

ϕ2
t + ϕ1ϕ2

x + (γ − 1)ϕ2ϕ1
x = 0,

ϕ1
x((1− γ)ϕ2Ḟ (ϕ2)− 1) = 0,

(65)

Thus we have achieved a reduction of the number of dependent variables of the
gas dynamics equations.
It is of interest that if ϕ1

x 	= 0, it follows from the third equation of the system (65)
that F = λ+ (1− γ)−1 ln(ρ−1p). Substituting this expression in (62) yields p = kργ ,
k ∈ R

1, which is the relation that characterizes a polytropic gas.
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On the general solution of the d’Alembert
equation with nonlinear eikonal constraint
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV, I.V. REVENKO

We construct general solutions of the system of nonlinear differential equations �u = 0,
uµu

µ = 0 in the four- and five-dimensional complex pseudo-Euclidian spaces. The obtai-
ned results are used to reduce multi-dimensional nonlinear wave equation to ordinary
differential equations.

1. Introduction. In the present paper we construct general solution of the multi-
dimensional system of partial differential equations

�nu ≡ 0,
uµu

µ ≡ u2
x1
− u2

x2
− · · · − u2

xn−1
= 0

(1)

in the four- and five-dimensional pseudo-Euclidian space. In (1) u = u(x0, x1, . . .,
xn−1) ∈ C2(Cn,C1). Hereafter the summation over the repeated indices in the pseudo-
Euclidian space M(1, n) with the metric tensor gµν = diag (1,−1, . . . ,−1) is under-
stood.
We suggest a new algorithm of construction of exact solutions of the nonlinear

d’Alembert equation

�4u = λuk, λ, k ∈ R
1 (2)

via solutions of the system of PDE (1).
2. Integration of the system (1): The list of principal results. Below we adduce

assertions giving general solutions of the system of PDE (1) with arbitrary n ∈ N

provided u(x) ∈ C2(Rn,R1), and with n = 4, 5, provided u(x) ∈ C2(Cn,C1).
Theorem 1. Let u(x) be sufficiently smooth real function on n real variables x0, . . . ,
xn−1. Then the general solution of the system of nonlinear PDE (1) is given by the
following formula:

Cµ(u)xµ + Cn(u) = 0, (3)

where Cµ(u), Cn(u) are arbitrary real functions that satisfy the condition

Cµ(u)Cµ(u) = 0 (4)

(the condition (4) means that n-vector (C0, C1, . . . , Cn−1) is an isotropic one).
Note 1. As far as we know Jacobi, Smirnov and Sobolev were the first to obtain
the formulae (3), (4) when n = 3 [1, 2]. That is why it is natural to call (3), (4)
the Jacoby–Smirnov–Sobolev formulae (JSSF). Later on, in 1944 Yerugin generalized
JSSF up to the case n = 4 [3]. Recently, Collins [4] proved that JSSF give the
general solution of system (1) under arbitrary n ∈ N. He applied rather complicated

in Symmetry Analysis of Equations of Mathematical Physics, Kyiv, Institute Mathematics, 1992, P. 68–
90.



540 W.I. Fushchych, R.Z. Zhdanov, I.V. Revenko

differential geometry technique. Below we show that to integrate Eqs. (1) it is quite
enough to apply only classical methods of mathematical physics.

Theorem 2. The general solution of the system of nonlinear PDE (1) in the class of
functions u = u(x0, x1, x2, x3) ∈ C2(C4,C1) is given by the following formula:

F (Aµ(u)xµ, Bν(u)xν , u) = 0, (5)

where F ∈ C2(C3,C1) is an arbitrary function, Aµ, Bµ ∈ C2(C1,C1) are arbitrary
smooth functions satisfying the conditions

AµAµ = AµBµ = BµBµ = 0. (6)

Theorem 3. The general solution of the system of nonlinear PDE (1) in the class
of functions u = u(x0, x1, x2, x3, x4) ∈ C2(C5,C1) is given by one of the following
formulae:

1) Aµ(τ, u)xµ + C1(τ, u) = 0, (7)

where τ = τ(u, x) is a complex function determined by the equation

Bµ(τ, u)xµ + C2(τ, u) = 0, (8)

and Aµ, Bµ, C1, C2 ∈ C2(C2,C1) are arbitrary functions satisfying the conditions

AµAµ = AµBµ = BµBµ = 0, Bµ
∂Aµ
∂τ

= Aµ
∂Bµ
∂τ

= 0 (9)

and what is more

∆ = det

∥∥∥∥∥∥∥∥
xµ
∂Aµ
∂τ

+
∂C1

∂τ
xµ
∂Aµ
∂τ

+
∂C1

∂τ

xµ
∂Bµ
∂τ

+
∂C2

∂τ
xµ
∂Bµ
∂τ

+
∂C2

∂τ

∥∥∥∥∥∥∥∥ 	= 0. (10)

2) Aµ(x)xµ + C1(u) = 0, (11)

where Aµ(u), C1(u) are arbitrary smooth functions satisfying relations

AµAµ = 0 (12)

(in the formulae (7)–(12) the index µ takes the values 0, 1, 2, 3, 4).
Note 2. In 1915 Bateman [5] investigating particular solutions of the Maxwell equa-
tions came to the problem of integrating the d’Alembert equation �4u = 0 with
additional nonlinear condition (the eikonal equation) uxµ

uxµ
= 0. He obtained the

following class of exact solutions of the above system:

u(x) = Cµ(τ)xµ + C4(τ), (13)

where τ = τ(x) is a smooth function determined from the equation

Ċµ(τ)xµ + Ċ4(τ) = 0, (14)

cµ(τ), C4(τ) are arbitrary smooth functions satisfying the conditions

CµCµ = ĊµĊµ = 0. (15)
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It is not difficult to show that the solutions (13)–(15) are complex (see Lemma 1
below). Another class of complex solutions of the system (1) with n = 4 was construc-
ted by Yerugin [3]. But neither Bateman formulae (13)–(15) not Yerugin’s results give
the general solution of the system (1) with n = 4.

3. Proof of Theorems 1–3. It is well-known that the system of PDE (1) admits
an infinite-dimensional Lie algebra [6]. It is this very fact that enables us to construct
its general solution.

Proof of the Theorem 1. Let us make in (1) the hodograph transformation

z0 = u(x), za = xa, a = 1, n− 1, w(z) = x0. (16)

Evidently, the transformation (16) is defined for all functions u(x), such that ux0 	≡ 0.
But the system (1) with ux0 = takes the form

n−1∑
a=1

uxaxa
= 0,

n−1∑
a=1

u2
xa

= 0,

whence uxa
≡ 0, a = 1, n− 1 or u(x) = const.

Consequently, the change of variables (16) is defined on the whole set of solutions
of the system with the only exception u(x) = const.
Being rewritten in the new variables z, w(z) the system (1) takes the form

n−1∑
a=1

wzaza
= 0,

n−1∑
a=1

w2
za

= 1. (17)

Differentiating the second equation with respect to zb, zc we get

n−1∑
a=1

(wzazbzc
wza

+ wzazb
wzazc

) = 0.

Choosing in the above equality c = b and summing we have

n−1∑
a,b=1

(wzazbzb
wza

+ wzazb
wzazb

) = 0,

whence, by force of (17),

n−1∑
a,b=1

w2
zazb

= 0. (18)

Since w(z) is a real valued function from (18) it follows that wzazb
= 0, a, b =

1, n− 1, whence

w(z) =
n−1∑
a=1

αa(z0)za + α(z0). (19)

In (19) αa, α ∈ C2(R1,R1) are arbitrary functions.
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Substituting (19) into the second equation of system (17), we have

n−1∑
a=1

α2
a(z0) = 1. (20)

Thus, the formulae (19), (20) give the general solution of the system of nonlinear
PDE (17). Rewriting (19), (20) in the initial variables, we get

x0 =
n−1∑
a=1

αa(u)xa + α(u),
n−1∑
a=1

α2
a(u) = 1. (21)

To represent the formula (21) in the manifestly covariant form (3) we redefine the
functions αa(u) in the following way:

αa(u) =
Aa(u)
A0(u)

, α(u) = − B(u)
A0(u)

, a = 1, n− 1.

Substituting the above expressions into (21) we come to the formulae (7).
Further, since u = const is contained in the class of functions u(x) determined by

the formulae (7) under Aµ ≡ 0, µ = 0, n− 1, B(u) = u + const, JSSF (7) give the
general solution of the system of the PDE (1) with an arbitrary n ∈ N. The theorem
is proved.
Let us emphasize that the above used arguments can be applied only to the case of

real-valued function u(x). It a solution of the system (1) is looked for in the class of
complex-valued functions u(x). JSSF (7) do not give its general solution with n > 3.
Each case n = 4, 5, . . . requires a special consideration.
Further we shall adduce the proof of Theorem 3 (Theorem 2 is proved in the same

way).
Case 1. ux0 	= 0. In this case the hodograph transformation (16) reducing the

system (1) with n = 5 to the form

4∑
a=1

wzaza
= 0,

4∑
a=1

w2
za

= 1, wz0 	= 0 (22)

is defined.
The general solution of nonlinear complex Eqs. (22) was constructed by the authors

in [7]. It is given by the following formulae:

1) w(z) =
4∑
a=1

αa(τ, z0)za + γ1(τ, z0), (23)

where τ = τ(z0, . . . , z4) is the function determined from the equation

4∑
a=1

βa(τ, z0)za + γ2(τ, z0) = 0 (24)

and αa, βa, γ1, γ2 ∈ C2(C2,C1) are arbitrary functions satisfying the relations

4∑
a=1

α2
a = 1,

4∑
a=1

αaβa =
4∑
a=1

β2
a = 0,

4∑
a=1

αa
∂βa
∂τ

= 0. (25)
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2) w(z) =
4∑
a=1

αa(z0)za + γ1(z0), (26)

where αa, γ1 ∈ C2(C2,C1) are arbitrary functions satisfying the relation

4∑
a=1

α2
a = 1. (27)

Rewriting the formulae (24), (25) in the initial variables x, u(x), we have

x0 =
4∑
a=1

αa(τ, u)xa + γ1(τ, u), (28)

where τ = τ(u, x) is a function determined from the equation

4∑
a=1

βa(τ, u)xa + γ2(τ, u) = 0 (29)

and the relations (25) hold.
Evidently, the formulae (7) under

A0 = 1, Aa = αa, C1 = −γ1,

B0 = 0, Ba = βa, C2 = −γ1, a = 1, 4.
(30)

Further, by force of inequality wza
	≡ 0 we get from (23)

4∑
a=1

(αaz0 + αaτ τz0)xa + γ1z0 + γ1τ τz0 	= 0. (31)

Differentiation of (24) with respect to z0 yields the following expression for τz0 :

τz0 = −
(

4∑
a=1

βaz0xa + γ2z0

)(
4∑
a=1

βaτxa + γ2τ

)−1

.

Substitution of the above result, into (31) yields relation of the form

(
4∑
a=1

βaτxa + γ2τ

)−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4∑
a=1

αaz0xa + γ1z0

4∑
a=1

αaτxa + γ1τ

4∑
a=1

βaz0xa + γ2z0

4∑
a=1

βaτxa + γ2τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
	= 0.

As the direct, check shows the above inequality follows from (10) with the condi-
tions (30).
Now we turn to solutions of the system (22) of the form (26). Rewriting the

formulae (26), (27) in the initial variables x, u(x) we get

x0 =
4∑
a=1

αa(u)xa + γ1(u),
4∑
a=1

α2
a(u) = 1.
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After making in the obtained equalities the chance αa = AaA
−1
0 , a = 1, 4, γ1 =

−C1A
−1
0 , we arrive at the formulae (11), (12).

Thus, under ux0 	≡ 0 the general solution of the system (1) is contained in the
class of functions u(x) given by the formulae (7)–(10) or (11), (12).

Case 2. ux0 ≡ 0, u 	≡ const. It is well-known that the system of PDE (1) is
invariant under the generalized Poincaré group P (1, n− 1) (see, e.g. [8])

x′µ = Λµνxν + Λµ, u′(x′) = u(x),

where Λµν , Λµ are arbitrary complex parameters satisfying the relations ΛµαΛαν =
gµν , µ, ν = 0, n− 1. Hence, it follows that, the transformation

u(x) + u(x′) = u(Λµνxν) (32)

leaves the set of solutions of the system (1) invariant. So when u(x) 	≡ const we can
obtain ux0 	≡ 0 by using the transformation (32). Consequently, in the case 2 the
general solution is also given by the formulae (7)–(12) up to the transformation (32).

Case 3. u = const. Choosing in (11), (12) Aµ = 0, µ = 0, 4, C1 = u + const we
come to the condition that this solution is described by the formulae (7)–(12).
Thus, we have proved that, up to transformations from the group P (1, 4) (32), the

general solution of the system of PDE (1) with n = 5 is given by the formulae (7)–
(12). But these formulae are not changed with the transformation (32). So to complete
the proof of the theorem it is enough to demonstrate that each function u = u(x),
determined by the equalities (7)–(12), is a solution of the system of equations (1).
Differentiating the relations (7), (8) with respect to xµ, we have

Aµ + τxµ
(Aντxν + C1τ ) + uxµ

(Aνuxν + C1u) = 0,
Bµ + τxµ

(Bντxν + C2τ ) + uxµ
(Bνuxν + C2u) = 0.

Resolving the above system of linear algebraic equations with respect to uxµ
, τxµ

,
we get

uxµ
=

1
∆

(Bµ(Aντxν + C1τ )−Aµ(Bντxν + C2τ )),

τxµ
=

1
∆

(Aµ(Bνuxν + C1u)−Bµ(Aνuxν + C2u)),
(33)

where ∆ 	= 0 by force of (10). Consequently,

uxµ
uxµ

= ∆−2
[
BµBµ(Aντxν + C1τ )2 −

− 2AµBµ(Aντxν + C1τ )(Bντxν + C2τ )+AµAµ(Bντxν + C2τ )2
]
= 0.

Analogously, differentiating (33) with respect to xν and convoluting the obtained
expression with the metric tensor gµν , we get

gµνuxµxν
= �5u = 0.

Further, differentiating (11) with respect to xµ, we have

uxµ
= −Aµ(Ȧνxν + Ċ1)−1, µ = 0, 4,



On the general solution of the d’Alembert equation 545

whence

uxµxν
= −(ȦµAν + ȦνAµ)(Ȧνxν + Ċ1)−2 +AµAν(Äνxν + C̈1)(Ȧνxν + Ċ1)−2.

Consequently,

uxµ
uxµ

= AµAµ(Ȧνxν + Ċ1)−2 = 0,

�5u ≡ uxµxµ
= −(ȦµȦµ)(Ȧνxν + Ċ1)−2 +

+AµAµ(Äνxν + C̈1)(Ȧνxν + Ċ1)−2 = 0.

Theorem 3 is proved.
4. Applications: reduction of the nonlinear wave equation (2). Following [7,

8] we look for a solution of the nonlinear wave equation

�4w = F (w), F ∈ C1(R1,R1) (34)

in the form

w = ϕ(w1, w2), (35)

where wi = wi(x) ∈ C2(R4,R1) are functionally-independent. The functions w1(x),
w2(x) are determined by the demand that the substitution of (35) into (34) yields two-
dimensional PDE for a function ϕ(w1, w2). As a result we obtain an over-determined
system of PDE [8]

�4w1 = f1(w1, w2), �4w2 = f2(w1, w2),
w1xµ

w1xµ
= g1(w1, w2), w2xµ

w2xµ
= g2(w1, w2),

w1xµ
w2xµ

= g3(w1, w2), rank ‖∂wi/∂xµ‖2i=1
3
µ=0 = 2

(36)

and besides the function ϕ(w1, w2) satisfies the two-dimensional PDE

g1ϕw1w1 + g2ϕw2w2 + 2g3ϕw1w2 + f1ϕw1 + f2ϕw2 = F (ϕ). (37)

Let us consider the following problem: to describe all smooth real functions w1(x),
w2(x) such that the ansatz (35) reduces Eq. (34) to ordinary differential equation
(ODE) with respect to the variable w1. It means that one has to put coefficients g2,
g3, f2 in (37) equal to zero. In other words, it is necessary to construct the general
solution of the system of nonlinear PDE

�4w1 = f1(w1, w2), w1xµ
w1xµ

= g1(w1, w2),
w1xµ

w2xµ
= 0, w2xµ

w2xµ
= 0, �4w2 = 0.

(38)

The above system contains Eqs. (1) as a subsystem. So, the d’Alembert–eikonal
system (1) arises in a natural way when solving the problem of reduction of Eq. (34)
be PDE having the smaller dimension (see, also [7, 9]).
Under the appropriate choice of the function G(w1, w2) the change of variables

v = G(w1, w2), u = w2

reduces the system (38) to the form

�4v = f(v, u), vxµ
vxµ

= λ, (39a)
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vxµ
uxµ

= 0, uxµ
uxµ

= 0, �4u = 0, (39b)

rank

∥∥∥∥∥ vx0 vx1 vx2 vx3

ux0 ux1 ux2 ux3

∥∥∥∥∥ = 2, (39c)

where λ is a real parameter taking the values −1, 0, 1.
Before formulating the principal assertion, we shall prove an auxiliary lemma.

Lemma. Let a = (a0, a1, a2, a3), b = (b0, b1, b2, b3) be four-vectors defined in the real
Minkowski space M(1, 3). Suppose they satisfy the relations

aµbµ = bµbµ = 0,
3∑

µ=0

b2µ 	= 0. (40)

Then the inequality aµaµ ≤ 0 holds.
Proof. It is known that any isotropic vector b in the space M(1, 3) can be reduced to
the form b = (α, α, 0, 0), α 	= 0 by means of transformations from the group P (1, 3).
Substituting b = (α, α, 0, 0) into the first equality from (40), we get

α(a0 − a3) = 0 ←→ a0 = a3.

Consequently, the vector a has the following component: a0, a1, a2, a0. That is
why aµaµ = a2

0 − a2
1 − a2

2 − a− 02 = −(a2
1 + a− 22) ≤ 0.

Let us note that aµaµ = 0 iff a2 = a3, i.e. aµaµ = 0 iff the vectors a and b are
parallel.

Theorem 4. Eqs. (39a-c) are compatible iff

λ = −1, f = −N(v + h(u))−1, (41)

where h ∈ C1(R1,R1) is an arbitrary function, N = 0, 1, 2, 3.
Theorem 5. The general solution of the system of Eqs. (39a-c) being determined up
to the transformation from the group P (1, 3) is given by the following formulae:

a) under f = −3(v + h(u))−1, λ = −1

(v + h(u))2 = −(ȦνȦν)−1(Ȧµxµ + Ḃ)2 +

+ (ȦνȦν)−3(EµναβAµȦνÄαxβ + C)2,
Aµ(u)xµ +B(u) = 0;

(42)

b) under f = −2(v + h(u))−1, λ = −1

(v + h(u))2 = −(ȦνȦν)−1(Ȧµxµ + Ḃ), Aµxµ +B = 0, (43a)

where Aµ(u), B(u), C(u) are arbitrary smooth functions satisfying the relations

AµAµ = 0, ȦµȦµ 	= 0; (43b)

c) under under f = −(v + h(u))−1, λ = −1

u = C0(x0 − x3),
(v + h(x0 − x3))2 = (x1 + C1(x0 − x3))2 + (x2 + C2(x0 − x3))2,

(44)

where C0, C1, C2 are arbitrary smooth functions;
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d) under f = 0, λ = −1

1) v = (−ȦνȦν)−3/2EµναβAµȦνÄαxβ + C, Aµxµ +B = 0, (45)

where Aµ(u), B(u), C(u) are arbitrary smooth functions satisfying the relations
(43b);

2) u = C0(x0 − x3), (46)

v = x1 cosC1(x0 − x3) + x2 sinC1(x0 − x3) + C2(x0 − x3), (47)

where C0, C1, C2 are arbitrary smooth functions.
In the above formulae (42), (43a), (45) we denote by the symbol Eµναβ the

components of antisymmetrical fourth-order tensor, i.e.

Eµναβ =


1, (µ, ν, α, β) = cycle (0, 1, 2, 3),
−1, (µ, ν, α, β) = cycle (1, 0, 2, 3),

0, in the remaining cases.
(48)

Proof of Theorems 4, 5. By force of (39c) u 	≡ const. Consequently, up to
transformations from the group P (1, 3) ux0 	≡ 0. That is why one can apply to
Eqs. (39) the hodograph transformation

z0 = u(x), za = xa, a = 1, 3,
w(z) = x0, v = v(z0, za).

(49)

As a result the system (39a,b) reads

3∑
a=1

w2
za

= 1,
3∑
a=1

wzaza
= 0, (50a)

3∑
a=1

vza
wza

= 0, (50b)

3∑
a=1

v2
za

= −λ,
3∑
a=1

(vzaza
+ 2w−1

z0 vza
wzaz0) = −f(v, z0). (50c)

Since v(z) is a real-valued function, λ = −1 or λ = 0.
Case 1. λ = −1. As it is shown in the Section 1, the general solution of the system

(50a) in the class of real-valued functions w(z) is given by the formulae (19), (20)
with n = 4. On substituting (19) into (50b), we obtain the linear first-order PDE

3∑
a=1

αa(z0)vza
= 0, (51)

the general solution of which is represented in the form

v = v(z0, ρ1, ρ2). (52)
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In (52)

z0, ρ1 =

(
3∑
a=1

α2
a

)−1/2( 3∑
a=1

α̇aza + α

)
,

ρ2 =

(
3∑
a=1

α̇2
a

)−1/2 3∑
a,b,c=1

Eabczaαbα̇c

are first integrals of Eq. (51) and what is more
3∑
a=1

α2
a 	= 0 (the case αa = const,

a = 1, 3 will be considered separately).
Substitution of the expression (52) into (50c) yields the system of two PDE for

a function v = v(z0, ρ1, ρ2)

vρ1ρ2 + vρ2ρ2 + 2ρ−1
1 vρ1 = −f(v, z0), (53a)

v2
ρ1 + v2

ρ2 = 1. (53b)

Let us exclude function f(v, z0) from (53) by considering of the third-order diffe-
rential consequence of (53)

vρ2(vρ1ρ1 + vρ2ρ2 + 2ρ−1
1 vρ1)ρ1 − vρ1(vρ1ρ1 + vρ2ρ2 + 2ρ−1

1 vρ1)ρ2 = 0, (54a)

v2
ρ1 + v2

ρ2 = 1. (54b)

Further we shall consider the cases vρ2ρ2 = 0 and vρ2ρ2 	= 0 separately.
A. vρ2ρ2 = 0. Then

v = g1(z0, ρ1)ρ2 + g2(z0, ρ1), (55)

where g1, g2 ∈ C2(R2,R1) are arbitrary functions.
Substituting (55) into (54b) and splitting the obtained quality by the powers of ρ2,

we have

g1ρ1 = 0, g2
1 + (g2ρ2)

2 = 1,

whence

v = αρ1 ±
√

1− α2ρ2 − h(z0). (56)

Here α ∈ R
1 is an arbitrary smooth function.

Substituting (56) into (53a), we get an algebraic equation α
√

1− α2 = 0, whence
α = 0,±1.
Finally, substitution of (56) into (53a) yields an equation for f(v, z0)

2αρ−1
1 = −f

(
αρ1 ±

√
1− α2ρ2 − h(z0), z0

)
. (57)

From Eq. (57) it follows that under α = 0

f = 0, v = ±ρ2 − h(z0) (58)
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and under α = ±1

f = −2(v + h(z0))−1, v = ±ρ1 − h(z0). (59)

B. vρ2ρ2 	= 0. In such a case one can apply the Euler transformation to Eqs. (54)

z0 = y0, ρ1 = y1, ρ2 = Gy2 , v +G = ρ2y2, vρ1 = −Gy1 , vρ2 = y2,

vρ2ρ2 = (Gy2y2)
−1, vρ1ρ2 = −Gy1y2(Gy2y2)−1,

vρ1ρ1 = (G2
y1y2 −Gy1y1Gy2y2)(Gy2y2)−1.

(60)

Here y0, y1, y2 are new independent variables, G = G(y0, y1, y2) is a new function.
In the new variables y, G(y) the equation (54b) is linearized

Gy1 = ±
√

1− y2
2 ,

whence

G = ±y1
√

1− y2
2 +H(y0, y2), H ∈ C2(R2,R1). (61)

The equation (54a) after the change of variables (60) and substitution of the
formula (61) takes the form[

y1 − (1− y2
2)3/2Hy2y2

]−2 [
3y2Hy2y2 + (y2

2 − 1)Hy2y2y2

]
+ 2y2

1Hy2y2 = 0. (62)

Splitting (62) by the powers of y1 and integrating the obtained equations, we get

H = h1(y0)y2 + h2(y0).

Substituting the above result into (61) and returning to the initial variables z0, ρ1,
ρ2, v(z0, ρ1, ρ2), we have the general solution of the system of PDE (54)

v + h2(z0) = ± [(ρ2 − h1(z0))2 + ρ2
1

]1/2
. (63)

At last, substituting (63) into the equation (53a), we come to conclusion that the
function f is determined by the formula

f(v, z0) = −3(v + h2(z0))−1.

Let, us consider now the case αa = const, a = 1, 3. Then the equality α2
1+α

2
2+α

2
3 =

1 holds. That is why, using transformations from the group P (1, 3), one can obtain
α1 = α2 = 0, α3 = 1, i.e. u = C0(x0−x3), C0 ∈ C2(R1,R1). Then, from Eqs. (39b) it
follows that v = v(ξ, x1, x2), ξ = x0 − x3 and what is more Eqs. (39a) take the form

v2
x1

+ v2
x2

= 1, vx1x1 + vx2x2 = −f(v, C0(ξ)). (64)

It, is known [7, 10] that Eqs. (64) are compatible iff f = 0 or f = −(v + h(ξ))−1,
h ∈ C1(R1,R1). And besides the general solution of (64) is given by the formulae
(46) and (44) respectively.
Thus we have completely investigated the case λ = −1.
Case 2. λ = 0. By force of the fact that the function v is a real one, from (50b)

it follows that v = v(z0). Consequently, the equality v = v(u) holds that breaks the
condition (39c). So under λ = 0 the system (39a-c) is incompatible.
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So, we have proved that the system of nonlinear PDE (39a-c) is compatible iff the
relations (41) hold and its general solution is given by one of the formulae (44), (46),
(58), (59), (63). To complete the proof, one has to rewrite the expressions (58), (59),
(63) in the manifestly covariant form (42), (43a), (45).
Let us consider as an example the formula (59)

v = ±ρ1 − h(z0) = ±
(

3∑
a=1

α̇2
a

)−1/2( 3∑
a=1

xaα̇a(u) + α̇(u)

)
− h(u), (65)

the function u(x) being determined by the formula (12)

3∑
a=1

αa(u)xa + α(u) = 0,
3∑
a=1

α2
a(u) = 1. (66)

Let us make in (65), (66) the change αa = AaA
−1
0 , α = −BA−1

0 , whence

Aµ(u)xµ +B(u) = 0, AµAµ = 0,

h(u) + v = ±
[

3∑
a=1

ȦaA
−1
0 −AaȦ0A

−2
0

]−1/2

×

×
[

3∑
a=1

xa(ȦaA−1
0 −AaȦ0A

−2
0 ) +BȦ0A

−2
0 − ḂA−1

0

]
=

= ±
[

3∑
a=1

(Ȧ2
aA

−2
0 +A2

aȦ
2
0A

−1
0 − 2ȦaAaȦ0A

−3
0 )−1/2

]
×

×
[

3∑
a=1

xa(ȦaA−1
0 −AaȦ0A

−2
0 ) +BȦ0A

−2
0 − ḂA0

]
=

= ±
[
−ȦµȦµA−2

0 −AµAµȦ2
0A

−4
0 + 2ȦµAµȦ0A

−3
0

]−1/2

×
×
[
−A−1

0 (xµȦµ + Ḃ) +A−2
0 Ȧ0(xµAµ +B)

]
=

= ∓(−ȦµȦµ)−1/2(xµȦµ + Ḃ).

The only thing left is to prove that ȦµȦµ < 0. Since AµAµ = 0, the equality
ȦµAµ = 0 holds. Consequently, by force of the lemma −AµȦµ ≥ 0 and what is
more the equality ȦµȦµ = 0 holds iff Ȧµ = k(u)Aµ. The general solution of the
above system of ordinary differential equations reads Aµ = k̃(u)θµ, where k̃(u) is an
arbitrary function, θµ ∈ R

1, θµθµ = 0. Whence it follows that αa = AaA
−1
0 = θaθ

−1
0 =

const and the condition
3∑
a=1

α̇2
a 	= 0 does not hold. We come to the contradiction

whence it follows that ȦµȦµ < 0.
Thus we have obtained the formula (43a). Derivation of the remaining formulae

from (42), (45) is carried out in the same way. The theorems are proved.
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Substitution of the above obtained results into the formula w = ϕ(v, u) yields the
following collection of ansätzes for the nonlinear wave equation (34)

1. w = ϕ
(
− h(u)±

[
(−ȦνȦν)−1(Ȧµxµ + Ḃ)2−

− (ȦνȦν)−3(EµναβAµȦνÄαxβ + C(u))2
]1/2

, u
)
;

2. w = ϕ
(
− h(u)± (−ȦνȦν)1/2(Ȧµxµ + Ḃ), u

)
;

3. w = ϕ
(
h(x0 − x3)± ([x1 + C1(x0 − x3)]2 +

+ [x2 + C2(x0 − x3)]2)1/2, x0 − x3

)
;

4. w = ϕ
(
(−ȦνȦν)−3/2(EµναβAµȦνÄαxβ + C(u)), u

)
;

5. w = ϕ
(
x1 cosC1(x0 − x3) + x2 sinC1(x0 − x3) + C2(x0 − x3), x0 − x3

)
.

(67)

Here u = u(x) is determined by JSSF (8) with n = 4.
Substitution of the expressions (67) into (34) gives the following equations for

ϕ = ϕ(u, v):

1. ϕvv + 3(v + h(u))−1ϕv = −F (ϕ), (68)

2. ϕvv + 2(v + h(u))−1ϕv = −F (ϕ), (69)

3. ϕvv + (v + h(u))−1ϕv = −F (ϕ),

4. ϕvv = −F (ϕ), (70)

5. ϕvv = F (ϕ).

Eqs. 4, 5 from (68)–(70) are known to be integrable in quadratures. Therefore,
any solution of the d’Alembert–eikonal system (1) corresponds to some class of exact
solutions of the nonlinear wave equation (34) that contains arbitrary functions. Saying
it in another way, the formulae (67) make it possible to construct wide families
of exact solutions of the nonlinear PDE (34) using exact solutions of the linear
d’Alembert equation �4u = 0 satisfying the additional constraint uxµ

uxµ
= 0.

It is interesting to compare our approach to the problem of reduction of Eq. (34)
with classical Lie approach. In the framework of the Lie approach the functions w1(x),
w2(x) from (35) are looked for as invariants of the symmetry group of the equation
under study (in the case involved it is the Poincaré group P (1, 3)). Since the group
P (1, 3) is a finite-parameter group, its invariants cannot contain an arbitrary function
(complete description of invariants of the group P (1, 3) had been carried out in [11]).
So the ansätzes (67) cannot be obtained by means of Lie symmetry of the PDE (34).
The ansätzes (67) correspond to conditional invariance of the nonlinear wave

equation (34). It means that there exist two differential operators Qa = ξaµ(x)∂xµ
,

a = 1, 2 such that

Qaw ≡ Qaϕ(w1, w2) = 0, a = 1, 2

and besides the system of PDE

Qaw = 0, a = 1, 2, �4w − F (w) = 0
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is invariant in Lie’s sense under the one-parameter groups having generators Q1, Q2

(on the conditional invariance of mathematical and theoretical physics equations see
[8, 12, 13]).
It is worth noting that the ansätzes 2, 5 from (67) were obtained in [14] without

using the concept of conditional invariance.
5. On the new exact, solutions of the nonlinear wave equation. The general

solution of Eqs. (70) is given by the following quadrature [15]:

v +D(u) =
∫ ϕ(u,v)

0

[
−
∫ τ

0

F (z)dz + C(u)
]−1/2

dτ, (71)

where D(u), C(u) ∈ C2(R1,R1) are arbitrary functions.
Substituting into (71) expressions for u(x), v(x) given by the formulae 4, 5 from

(67), we get two classes of exact solutions of the nonlinear wave equation (34) that
contain several arbitrary functions of one variable.
Eqs. (68), (69) are Emden–Fauler type equations. They were investigated by many

authors see, e.g. [15]). In particular, it is known that the equations

ϕvv + 2v−1ϕv = −λϕ5, (72)

ϕvv + 3v−1ϕv = −λϕ3 (73)

are integrated in quadratures. In the paper [11] it had been established that Eqs. (72),
(73) possess the Painleve property. This fact made it possible to integrate them
by applying rather complicated technique. We shall demonstrate how to integrate
Eqs. (72), (73) by using their symmetry properties.
It occurs that Eq. (72) admits the symmetry operator Q = 2v∂v − ϕ∂ϕ. Follo-

wing [15] we find the change of the variables

ϕ = z(τ)v−1/2, τ = ln v

that reduce the operator Q to the form Q′ = ∂τ . Eq. (72) in the new variables reads

zττ =
1
4
z − λz5,

whence

z2
τ =

1
4
z2 − λ

3
z6 +

1
4
D(u), (74)

where D(u) ∈ C1(R1,R1) is an arbitrary function. Further we consider in detail the
case D(u) = δ ≡ const.
On putting z2 = R(τ) we get the following equation:

R2
τ = −4λ

3
R4 +R2 + δR ≡ S(R). (75)

Integration of (75) yields∫ z2

0

dR√
S(R)

= ±(ln v + lnC(u)). (76)

Here C(u) is an arbitrary smooth function.
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Let us represent the polynomial S(R) in the form

S(R) = −4
3
λR(R− θ1)(R− θ2)(R− θ3),

where θi are the roots of the polynomial S(R) that satisfy equations (the Vieta’s
theorem)

θ1 + θ2 + θ3 = 0, θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1 = − 3
4λ
, θ1θ2θ3 =

3δ
4
.

The explicit form of the integral in the left side of Eq. (76) depends on relations
connecting the roots θi.

Case 1. θ1 = 0, θ2 	= θ3, θ2 	= 0, θ3 	= 0. Such a case taken place under δ = 0,
solution of Eq. (72) being given by the formulae

ϕ =

{ √
3C(u)

a(1 + C2(u)v)2

}1/2

under λ = a2 > 0, (77)

ϕ =

{ √
3C(u)

a(1− C2(u)v)2

}1/2

under λ = −a2 < 0, (78)

Case 2. θ1 = θ2, θ2 	= 0, θ3 	= 0, θ3 	= θ2. Such relations are satisfied provided
λ = a2 > 0, δ = ±(3a)−1, solution of Eq. (72) taking the form

ϕ =
{

sin(ln(vC(u))) + 1
av(2 sin(ln(vC(u)))− 4)

}1/2

. (79)

Case 3. θ1 	= θ2, θ2 	= θ3, θ3 	= θ1. λ = −a2 < 0. In such a case the polynomial
S(R) has two real and two complex roots. Therefore it is represented in the form

S(R) =
4a2

3
R(R+ θ1)((R+ θ2)2 + θ23),

solution of Eq. (72) taking the form

ϕ =

 pθ1

(
1− cn

[
2a√

3

√
pq ln(vC(u))

])
v
[
(p+ q)cn

[
2a√

3

√
pq ln(vC(u))

]
+ q − p

]


1/2

. (80)

Here

p =
√
θ22 + θ23, q =

√
(θ1 + θ2)2 + θ23, h =

1
2

√
(p+ q)2 + θ21

pq
.

Case 4. θ1 	= θ2, θ2 	= θ3, θ3 	= θ1, 0 < 1
λ < (3δ)2, λ = a2. The polynomial S(R)

has two real and two complex roots and is given by the formula

S(R) =
4a2

3
R(θ1 −R)((R+ θ2)2 + θ23).
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The solution of Eq. (72) has the form

ϕ =

 qθ1

(
1 + cn

[
2a√

3

√
pq ln(vC(u))

])
v
[
(p+ q) + (q − p)cn

[
2a√

3

√
pq ln(vC(u))

]]


1/2

, (81)

where

p =
√

(θ2 − θ1)2 + θ23, q =
√
θ22 + θ23, h =

1
2

√
θ21 − (p+ q)2

pq
.

Case 5. θ1 	= θ2, θ2 	= θ3, θ3 	= θ1, λ = a2 > 0, λ(3δ)2 < 1. Is this case the
polynomial S(R) has four real roots θ0 < θ1 < θ2 < θ3 (one of them is equal to zero)
and is represented in the form

S(R) =
4a2

3
(θ0 −R)(R− θ1)(R− θ2)(R− θ3).

Solution of Eq. (72) reads

ϕ =

θ0(θ1 − θ3)− θ3(θ1 − θ0) sn2
[
a√
3

√
(θ0 − θ2)(θ1 − θ3) ln(vC(u))

]
v
(
θ1 − θ3 − (θ1 − θ0) sn2

[
a√
3

√
(θ0 − θ2)(θ1 − θ3) ln(vC(u))

])


1/2

.(82)

In the above formulae (80)–(82) cn, sn are elliptic functions of the order k.
Substituting the formulae (77)–(82) into the ansatz 2 from (67) with h ≡ 0, where

u = u(x) is determined by JSSF (43a) we obtain wide families of new exact solutions
of the nonlinear PDE (34) under F (w) = λw5.
Eq. (73) is integrated in analogous way. As a result we have

1. λ = −a2 < 0,

ϕ =
1
av

tg

(
±
√

2
a2

ln(vC(u))

)
;

(83)

2. λ = a2 > 0,

ϕ =
2
√

2C(u)
a(1 + v2C2(u))

;
(84)

3. λ = −a2 < 0,

ϕ =
2
√

2C(u)
a(1− v2C2(u))

;
(85)

4. λ = 2a−2 > 0, a > 0,

ϕ =
b

v
cn

[√
b2 + d2

a
ln(vC(u))

]
,

(86)

where

b =
(
a2 + a

√
a2 + 4δ

)1/2

, d =
(
−a2 + a

√
a2 + 4δ

)1/2

,

δ ∈ R
1, k = b−1

√
b2 − d2;
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5. λ = 2a−2 > 0, a > 0,

ϕ =
b

v
dn
(
b

a
ln(vC(u))

)
,

(87)

where

b =
(
a2 + a

√
a2 + 4δ

)1/2

, d =
(
a2 − a

√
a2 + 4δ

)1/2

, k = b−1
√
b2 − d2;

6. λ = −2a−2 < 0, a > 0,

ϕ =
b

v

[
cn

(√
b2 − d2

a
ln(vC(u))

)]
,

(88)

where

b =
(
a2 + a

√
a2 + 4δ

)1/2

, d =
(
a
√
a2 + 4δ − a2

)1/2

,

δ > 0, k = d(b2 + d2)−1/2;

7. λ = −2a−2 < 0, −a
2

4
< δ < 0, a > 0,

ϕ =
b

v
tn
(
b

a
ln(vC(u))

)
,

(89)

where

b =
(
a2 + a

√
a2 + 4δ

)1/2

, d =
(
a2 − a

√
a2 + 4δ

)1/2

, k = b−1
√
b2 − d2;

8. λ = −2a−2 < 0,

ϕ =
b

v

(
1 + cn

(
2b
a ln(vC(u))

)
1− cn

(
2b
a ln(vC(u))

))1/2

,
(90)

where

b = 4
√
−4δa2, δ < −a

2

4
, k =

√
b2 − d2

√
2b

.

In the above formulae (83)–(90) cn, dn, tn are elliptic functions of the order k.
Substituting the formulae (83)–(90) into the ansatz 1 from (67) with h = 0, where

u = u(x) is determined by JSSP (43a) we get ad families of exact solutions of the
nonlinear Eq. (34) under F (w) = λw3.
Let us emphasize once more that solutions of nonlinear PDE (34) obtained in the

above described manner contain several arbitrary functions and cannot in principle be
constructed by means of symmetry reduction procedure.
In conclusion, we adduce two examples of exact solutions of Eq. (34) with F (w) =

λw3 that can be written down in the explicit form

u(x) =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0

)1/2
tg

{√
2

[
ln
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0

)1/2
+

+ ln

[
C

(
x0x1 ± x2

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

x2
1 + x2

2

)]]}
,
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u(x) =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0

)1/2
tg

{√
2

[
ln
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0

)1/2
+

+ ln

[
C

(
x1x2 ± x0

√
x2

1 + x2
2 − x2

0

x2
1 + x2

2

)]]}
.

(91)

Here C is an arbitrary smooth function.
It is important to note that the formulae (91) under C ≡ const give the already

known solutions (see, e.g. [8, 11]).

1. Smirnov V.I., Sobolev S.L., New method of solution of the plane problem of elastic oscillations,
Trudy Seismol. Instituta AN SSSR, 1932, 20, 37–42.

2. Smirnov V.I., Sobolev S.L., On application of the new method to study of elastic oscillations in the
space with axial symmetry, Trudv Seismol. Instituta AN SSSR, 1933, 29, 43–51.

3. Yerugin N.P., On functionally-invariant solutions, Dokl. AN SSSR, 1944, 20, № 9, 385–386.

4. Collins C.B., Null field solutions of the wave equation and а certain generalizations, J. Math. Phys.,
1983, 24, 22–28.

5. Bateman H., The mathematical analysis of electrical and optical wave motion of the basis of
Maxwell’s equations, Cambridge Univ. Press, 1915, 180 p.

6. Shulga M.W., Symmetry and some particular solutions of the d’Alembert equation with a non-
linear condition, in Group-theoretical studies of the mathematical physics equations, Kiev, Inst. of
Mathematics of Ukr. Acad. of Sci., 1985, 36–38.

7. Fushchych W.I., Zhdanov R.Z., Revenko I.V., General solution of the nonlinear wave equation and
eikonal equation, Ukrain. Math. J., 1991, 43, № 11, 1471–1486.

8. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Serov M.I., Symmetry analysis and exact solutions of nonlinear
mathematical physics equations, Kiev, Naukova Dumka, 1989, 336 p.

9. Fushchych W.I., Zhdanov R.Z., Symmetry and some exact solutions of nonlinear spinor equations,
Phys. Repts., 1989, 172, № 4, 123–143.

10. Collins C.B., Complex potential equations. A technique for solution, Proc. Cambr. Phyl. Soc., 1976,
80, № 1, 165–171.

11. Patera J., Sharp R.T., Winternitz P., Zassenhaus H., Subgroup of the Poincaré group and their
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On the new exact solutions of the nonlinear
Maxwell–Born–Infeld equations
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV, V.F. SMALIJ

Предложены две нелокальные подстановки, сводящие уравнения Максвелла с мате-
риальными уравнениями Борца–Инфельда к скалярным уравнениям. С использова-
нием этих подстановок построены многопараметрические семейства точных решений
нелинейных уравнений Максвелла–Борна–Инфельда.

In the present work we obtain broad classes of exact solutions of the Maxwell
equations

∂t �D = rot �H, ∂t �B = −rot �E, (1a)

div �D = 0, div �B = 0, (1a)

with constitutive equations suggested by Born and Infeld [1] in 1934

�D = τ �E + τ1 �B, �H = τ �B − τ1 �E,
τ =
{

1 + �B2 − �E2 − ( �B �E)2
}−1/2

, τ1 = ( �B �E)τ.
(1c)

Here Ea, Ha, Ba, Da are smooth functions on t ≡ x0 ∈ R
1, �x ∈ R

3, a = 1, 3.
Symmetry properties of equations (1a–c) are investigated in [2] but we do not

apply symmetry reduction procedure to construct their exact solutions. Our approach
generalizes that of papers [1, 3] and is based on the fact that the general solution of
equations (1a,b) can be represented in the form

�B = rot �U, �D = rot �W, �H = ∂t �W, �E = −∂t�U, (2)

where U = (U1, U2, U3), W = (W1,W2,W3) are arbitrary smooth vector functions.
Substitution of formulas (2) into (1c) gives rise to the first-order system of partial

differential equations (PDE)

rot �W = −τ
[
∂t�U + ((∂t�U)(rot �U)) rot �U

]
,

∂t �W = τ
[
rot �U + ((∂t�U)(rot �U))∂t�U

]
,

(3)

where τ =
{

1 + (rot �U)2 − (∂t�U)2 − ((∂t�U)(rot �U))2
}−1/2

.

To obtain exact solutions of system (3) we use the ansatz

�U = �aϕ(ω0, ω1, ω2), (4)

where ω0 = t, ω1 = �b �x, ω2 = �c �x; ϕ ∈ C2(R3,R1); �a, �b, �c are arbitrary constant
vectors in the space R

3 satisfying conditions

�a 2 = �b 2 = �c 2 = 1, �a�b = �b�c = �c�a = 0.

Доклады АН Украины, 1992, № 10, С. 28–33.
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Since rot �U = −�c ∂ϕ∂ω1
+ �b ∂ϕ∂ω2

, the relation (∂t�U)rot �U = 0 holds. Consequently,
system (3) is rewritten in the form

rot �W = −τ�a ∂ϕ
∂ω0

, ∂t �W = τ

(
−�c ∂ϕ

∂ω1
+�b

∂ϕ

∂ω2

)
, (5)

where τ =
(
1− ϕ2

0 + ϕ2
1 + ϕ2

2

)−1/2
, ϕµ ≡ ∂ϕ/∂ωµ.

Since ∂trot �W = rot ∂t �W , the equality

∂t(−τ�aϕ0) = rot
[
τ

(
−�c ∂ϕ

∂ω1
+�b

∂ϕ

∂ω2

)]
holds. The above equation after making some manipulations takes the form

�a(1− ϕµϕµ)−3/2 [(1− ϕµϕµ)�ϕ+ ϕµνϕ
µϕν ] = �0.

Here ϕµν ≡ ∂2ϕ
∂ωµ∂ων

; µ, ν = 0, 2, the summation over the repeated indices in the
Minkowski space R(1, 2) with the metric tensor gµν = diag (1,−1,−1) is implied.
Thus provided the function ϕ(ω) is a solution of the nonlinear PDE

(1− ϕµϕµ)�ϕ+ ϕµνϕ
µϕν = 0, (6)

and what is more 1 − ϕµϕµ 	= 0, formulas (2), (4), (5) give particular solutions of
system of nonlinear PDE (1).
We look for a solution of equation (6) in the form

ϕ = Φ(y1, y2), (7)

where y1 = ω0 + ω1, y2 = ω2.
Substitution of (7) into (6) gives rise to the following equation for Φ:

∂2Φ
∂y2

2

= 0, (8)

whence Φ = h1(y1)y2 + h2(y1), hi ⊂ C2(R1,R1) being arbitrary functions. Substitu-
ting the obtained expressions into (7) we get the class of exact solutions of nonlinear
PDE (6) containing two arbitrary functions on ω0 + ω1 ≡ t+�b�x

ϕ = ω2h1(ω0 + ω1) + h2(ω0 + ω1).

Hence by using formulas (2), (4), (5) we obtain a family of exact solutions of the
nonlinear Maxwell–Born–Infeld equations

�E = −�a(ḣ1�c �x+ ḣ2), �H = (1 + h2
1)

−1/2[�bh1 − �c(ḣ1�c �x+ ḣ2)],
�D = −�a(1 + h2

1)
−1/2[ḣ1�c �x+ ḣ2], �B = �bh1 − �c(ḣ1�c �x+ ḣ2).

(9)

Similarly, using exact solutions of equation (6) constructed in [4, 5], that satisfy
the condition 1 − ϕµϕµ 	= 0 we shall write down corresponding particular solutions
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of system (1) (as earlier, we shall use the designations ω0 = t, ω1 = �b�x, ω2 = �c�x,
ω2 = ω2

0 − ω2
1 − ω2

2).

1. ϕ(ω0, ω1, ω2) = c1

∫ √
ω2

0

dy√
1 + c2y4

, τ =
(

1 +
c21

1 + c2ω4 − c21

)1/2

,

�E = − c1t�a√
ω2(1 + c2ω4)

, �B =
c1[−�b(�c �x) + �c(�b �x)]√

ω2(1 + c2ω4)
,

�D = − c1t�a√
ω2(1 + c2ω4 − c21)

, �H =
c1[−�b(�c �x) + �c(�b �x)]√
ω2(1 + c2ω4 − c21)

.

(10)

2. ϕ(ω0, ω1, ω2) = ±
[
ω0 − ω1

c1
th(c1(ω0 + ω1) + c2)

]1/2
+ c3,

τ = ch(c1(ω0 + ω1) + c2),

�E = ∓�a
4

[
cth(c1(t+�b �x) + c2)

c1(t−�b �x)

]1/2
×

×
[

2c1(t−�b �x) + sh 2(c1(t+�b �x) + c2)
ch2(c1(t+ �c�x) + c2)

]
,

�B = ∓�c
4

[
cth(c1(t+�b �x) + c2)

c1(t−�b �x)

]1/2
×

×
[

2c1(t−�b �x)− sh 2(c1(t+�b �x) + c2)

ch2(c1(t+�b�x) + c2)

]
,

�D = ∓�a
4

[
2{2c1(t−�b �x) + sh 2(c1(t+�b �x) + c2)}2

c1(t−�b �x) sh 2(c1(t+�b �x) + c2)

]1/2
,

�H = ∓�c
4

[
2{2c1(t−�b �x)− sh 2(c1(t+�b �x) + c2)}2

c1(t−�b �x) sh 2(c1(t+�b �x) + c2)

]1/2
,

(11)

3. ϕ(ω0, ω1, ω2) = ±
[
c2e

c3(ω0−ω1) +
2
c3

(ω0 + ω1)
]1/2

+ c1,

τ =
[
2(ω0 + ω1) + c2c1e

c3(ω0−ω1)

2(ω0 + ω1)− c2c1ec3(ω0−ω1)

]1/2
,

�E = ∓�a
2

(
2
c3

+ c2c3e
c3(t−�b �x)

)
[
c2ec3(t−�c �x) + 2

c3
(t+�b �x)

]1/2 ,
�B = ∓�c

2

(
2
c3
− c2c3ec3(t−�b �x)

)
[
c2ec3(t−

�b �x) + 2
c3

(t+�b �x)
]1/2 ,

(12)
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�H = ∓�a
2

(
2
c3
− c2c3ec3(t−�b �x)

)
[
−c2ec3(t−�b �x) + 2

c3
(t+�b �x)

]1/2 ,
�D = ∓�a

2

(
2
c3

+ c2c3e
c3(t−�b �x)

)
[
−c2ec2(t−�b �x) + 2

c3
(t+�b �x)

]1/2 .
By direct check one can become convinced of the fact that solutions (9)–(12) are

such that the vectors �E and �D as well as �B and �H are parallel. Besides, the conditions

�E �B = �D �B = �E �H = �D �H = 0

hold.
Some other classes of exact solutions of system (3) are obtained by putting in (3)

rot �U = �0, �Utt = �0. (13)

By force of (13) equation (3) reads

rot �W = −
�∇ϕ√

1− (�∇ϕ)2
, �U = �∇(tϕ(�x) + V (�x)), (14)

where ϕ(�x), V (�x) ∈ C2(R3,R1) are arbitrary functions.
From the integrability condition of system (14): �∇ [�∇× �W ] = 0 it follows that

−div

 �∇ϕ√
1− (�∇ϕ)2

 = 0,

whence

(1− �∇ϕ)2)∆ϕ+ ϕxa
ϕxb

ϕxaxb

[1− �∇ϕ)2]3/2
= 0.

The above equation, provided (�∇ϕ)2 	= 1, takes the form

[1− (�∇ϕ)2]∆ϕ+ ϕxa
ϕxb

ϕxaxb
= 0. (15)

In [4, 5] the following classes of exact solutions of equation (15)

ϕ(�x) = c1 ln
[√

(�a �x+ c2)2 + (�b �x+ c3)2+

+
√

(�a �x+ c2)2 + (�b �x+ c3)2 + c21

]
+ c,

ϕ(�x) =
∫ √�x2+c2�a �x+c22

ω0

(1 + c1τ
4)−1/2dτ

(16)
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were constructed. Omitting intermidiate computations we write down the exact solu-
tions of the Maxwell–Born–Infeld equations (1) obtained by substituting (16) into (2),
(14)

�B = �0, �H = �0, �D = −c1[�a(�a �x+ c2) +�b(�b �x+ c3)]

(�a �x+ c2)2 + (�b �x+ c3)2
,

�E = −c1[�a(�a �x+ c2) +�b(�b �x+ c3)]√
(�a �x+ c2)2 + (�b �x+ c3)2

[(�a �x+ c2)2 + (�b �x+ c3)2 + c21]
−1/2,

�B = �0, �H = �0, �D = − �a(�a �x+ c2/2) +�b(�b �x) + �c(�c �x)√
c1(�x 2 + c2�a �x+ c22)2(�x 2 + c2�a �x+ c22) + 3

4c
2
2

,

�E = − �a(�a �x+ c2/2) +�b(�b �x) + �c(�c �x)√
[1 + c1(�x 2 + c2�a �x+ c22)2](�x 2 + c2�a �x+ c22)

.

1. Воrn М., Infeld L., Foundations of the new field theory, Proc. Roy. Soc. A, 1934, 114, 425–451.

2. Фущич В.И., Цифра И.М., О симметрии нелинейных уравнений электродинамики, Теорет. и
математ. физика, 1985, 64, № 1, 41–50.

3. Мирцхулава И.А., Решение двух- и трехмерной проблемы для электродинамики Борна–Инфель-
да, Журн. эксперим. и теорет. физики, 1938, № 4, 377–396.

4. Фущич В.И., Штелень В.М., Серов Н.И., Симметрийный анализ и точные решения нелинейных
уравнений математической физики, Киев, Наук. думка, 1989, 336 с.

5. Фущич В.И., Серов Н.И., О точных решениях уравнения Борна–Инфельда, Докл. АН СССР,
1991, 263, № 3, 582–686.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2002, Vol. 4, 562–571.

Высшие симметрии уравнения Шредингера

А.Г. НИКИТИН, С.П. ОНУФРИЙЧУК, В.И. ФУЩИЧ

Найдены полные наборы операторов симметрии произвольного конечного порядка
для уравнения Шредингера с некоторыми типами потенциалов, в том числе с по-
тенциалом суперсимметричного гармонического осциллятора. Описаны потенциалы,
допускающие нетривиальные высшие симметрии.

The complete sets of symmetry operators are found for Shrödinger equation with the
potential of supersymmetric oscillator and some other potentials. The potentials admi-
ssing nontrivial higher symmetries are described.

Операторы симметрии (ОС) высших порядков привлекают все большее внима-
ние исследователей, см. например, [1–7]. Изучение таких ОС позволяет получать
информацию о скрытой симметрии уравнений математической физики, включая
симметрии Ли–Беклунда [1] и суперсимметрии [2], и вычислять в явном виде
законы сохранения и интегралы движения, которые в принципе не могут быть
найдены в классическом подходе Ли [3]. Очень важным приложением ОС высших
порядков является описание систем координат, в которых уравнение допускает ре-
шения в разделяющихся переменных [4]. Обзор результатов, относящихся к ОС
основных уравнении квантовой теории, имеется в [3].
При исследовании высших симметрии уравнений математической физики

обычно ограничиваются каким-нибудь конкретным классом ОС, например диф-
ференциальными операторами первого порядка с матричными коэффициентами в
случае уравнения Дирака [2, 5]. Конечно, естественный интерес вызывает за-
дача описания ОС возможно более высокого, а в идеале произвольного поряд-
ка. Этот интерес стимулируется успешным использованием ОС высокого порядка
(превышающего порядок уравнения) для разделения переменных [6, 7].
В работах [8–11] найдены полные наборы ОС произвольного порядка n <∞ для

уравнений Д’Аламбера, Клейна–Гордона–Фока. Шредингера и Дирака, описываю-
щих свободные (невзаимодействующие) частицы. В настоящей статье исследуются
высшие симметрии уравнения Шредингера с различными потенциалами.
Потенциалы, допускающие нетривиальные лиевские симметрии одномерного

уравнения Шредингера, получены в работах [12–14]. Ниже найдены полные на-
боры ОС произвольного порядка для уравнения Шредингера со всеми этими по-
тенциалами, а также с потенциалом суперсимметричного осциллятора. Описаны
потенциалы, допускающие высшие симметрии: показано, что потенциалы, соответ-
ствующие точно решаемым уравнениям Шредингера [15], допускают ОС третьего
порядка (см. также [11]).

Теор. и мат. физика, 1992, 91, № 2, С. 268–278.
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1. Определяющие уравнения
Запишем исследуемое одномерное уравнение Шредингера в виде (1.1)

LΨ ≡ (p0 − 1/2(p2 + V (x))
)
Ψ = 0, (1.1)

где

p0 = i
∂

∂t
, p = −i ∂

∂x
= −i∂x.

Исследование симметрии уравнения (1.1) включает задачи, которые можно ус-
ловно разделить на два типа:
1) потенциал V задан, найти симметрию;
2) определить потенциалы, допускающие известную (или какую-нибудь) сим-

метрию.
В этом разделе приведем общие результаты, относящиеся к обоим типам задач.

Определение. Линейный дифференциальный оператор порядка n

Qn =
n∑
i=0

(qi · p)i, (1.2)

где (qi · p)i = [(qi · p)i−1, p]+, (q0 · p)0 = q0, [A,B]+ = AB + BA, qi = qi(t, x),
называется ОС (порядка n) уравнения (1.1), если

[L,Qn] = 0. (1.3)

Замечание 1. Оператор (1.2) не зависит от p0, поскольку на множестве решений
уравнения (1.1) всегда можно выразить p0 через p2 + V . Это позволяет, не умаляя
общности, потребовать равенства нулю коммутатора L с оператором симметрии,
переводящим решения в решения [3].

Замечание 2. Представление Qn в виде суммы i-кратных антикоммутаторов упро-
щает последующие вычисления. Используя тождество [11]

(qi · p)i = (−1)i
i∑

k=0

i!2i−k

(i− k)!k! (∂
k
xqi)∂

i−k
x ,

операторы дифференцирования всегда можно перенести вправо.

Найдем уравнения для коэффициентов qi ОС. Подставив (1.1), (1.2) в (1.3),
используя соотношения [11]

[p0(qi · p)i] = i(qi · p)i,[
−1

2
p2, (qi · p)i

]
=
i

2
(q′i · p)i+1,

[V, (q2k · p)2k] = −i
k−1∑
m=0

(−1)m+k 2(2k)!
(2k − 2m− 1)!(2m+ 1)!

×

× (q2k∂2k−2m−1
x V · p)2m+1, k ≥ 1,

[V, (q2k+1 · p)2k+1] = −i
k∑

m=0

(−1)m+k+1 2(2k)!
(2k − 2m− 1)!(2m+ 1)!

×

× (q2k+1∂
2k−2m+1
x V · p)2m, k ≥ 0
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(где точка и штрих обозначают производные но t и x), и приравнивая коэффи-
циенты при линейно независимых слагаемых вида (Ap)i приходим к следующей
системе уравнений для коэффициентов qi и потенциала V :

q′n = 0,

2q̇2m + 2q′2m−1 +
{(n−1)/2}k∑

k=m

(−1)m+k+1 2(2k + 1)!
(2k − 2m− 1)!(2m)!

×

× q2k+1∂
2k−2m+1
x V = 0,

2q̇2l+1 + q′2l +
{n/2}∑
k=l+1

(−1)k+l
2(2k)!

(2k − 2l − 1)!(2l + 1)!
q2k∂

2k−2l−1
x V = 0,

(1.4)

где m = 0, 1, . . . {n/2}; l = 0, 1, . . . {(n− 1)/2}; q−1 ≡ 0.
Уравнения (1.4) задают необходимые н достаточные условия существования ОС

произвольного наперед заданного порядка n для уравнения (1.1). Общее решение
уравнения (1.4) для V и qi определяет явный вид потенциалов, допускающих ОС
порядка n и явный вид этого ОС.

2. Полные наборы ОС одномерного уравнения Шредингера
Рассмотрим задачи типа 1 для уравнения (1.1), в которых потенциал V считает-

ся известным. Ограничимся анализом потенциалов следующего вида:

V = V1, (2.1а)

V = V2x, (2.1б)

V = V3x
2, (2.1в)

V = V4
1
x2
, (2.1г)

V = V5x
2 + V6

1
x2
, (2.1д)

где V1, . . . , V6 — произвольные постоянные.
Формулы (2.1) задают все неэквивалентные потенциалы, допускающие нетри-

виальные лиевские симметрии [12–14]. Здесь мы найдет полные наборы ОС прои-
звольного порядка n для уравнения (1.1) с потенциалами (2.1).
В случае потенциала (2.1а) задача сводится к описанию ОС свободного урав-

нения Шредингера [11]. Соответствующие уравнения [1.4] принимают вид

q̇0 = 0, q′0 = 0, 2q̇k − q′k−1 = 0, (2.2)

где точка и штрих обозначают производные по t а x, соответственно. Последова-
тельным дифференцированием (2.2) получаем

∂k+1
t qk = 0, ∂n−k+1

x qk = 0, (2.3)

откуда

qk =
n−k∑
p=0

k∑
l=0

Cp,lk xptl, (2.4)
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где Cp,lk — произвольные постоянные коэффициенты, число которых равно (k +
1)(n− k + 1). Из (2.2) получаем единственное ограничение на Cp,lk

2l(l + 1)Cp,l+1
k + (p+ 1)Cp+1,l

k−1 = 0, k = 1, 2, . . . , n. (2.5)

Следовательно, общее число независимых параметров в (2.4) равно [11]

Nn =
n∑
k=0

(k + 1)(n− k + 1)−
n∑
k=1

k(n− k + 1) =
1
2
(n+ 1)(n+ 2). (2.6)

Соответствующие ОС порядка n (число которых, очевидно, равно N) задаются
соотношениями (1.2), (2.4) и (2.5) (последние могут рассматриваться как рекур-
рентные формулы). Нетрудно заметить, что все ОС уравнения (1.1), (2.la) пред-
ставляют собой полиномы порядка n от ОС первого порядка P = p и G = tp−mx.
Для потенциалов (2.1б) и (2.1в) уравнения (1.4) сводятся к системам (2.7) и

(2.8), соответственно:

q′n = 0, q̇0 − 2V2q1 = 0, 2q̇n + q̇n−1 = 0,
2q̇k + qk−1 − 2(k + 1)V2qk+1 = 0, 0 < k < n;

(2.7)

q′n = 0, 2q̇n − q′n−1 = 0, q̇0 − 2V3xq1 = 0,
2q̇k + q′k−1 − 4(k + 1)V3xqk+1 = 0, 0 < k < n.

(2.8)

Уравнения (2.7) могут быть решены по полной аналогии с (2.2). Снова имеют
место дифференциальные следствия (2.3) и справедливо представление (2.4), но
вместо (2.5) получаем из (2.7) следующие условия на Cp,lk

2m(l + l)Cp,l+1
k + (p+ 1)Cp+1

k−1 − 4(k + 1)V2C
p,l
k = 0, k = 1, . . . , n. (2.9)

Таким образом, уравнение (1.1) с потенциалом (2.16) допускает Nn ОС поряд-
ка n. Явный вид этих операторов задается формулами (1.2), (2.4), (2.9), а Nn —
формулой (2.6). Все ОС являются полиномами порядка n от ОС первого порядка
p̂ = p+ V t, Ĝ = tp̂−mx.
Для нахождения общего решения системы (2.8) воспользуемся следующими

дифференциальными следствиями:

∂n−k+1
x qk = 0,

которые позволяют представить qn в виде

qk =
n−k∑
i=0

ak,ix
i, (2.10)

где ak,i — произвольные функции от t. Подставив (2.10) в (2.8) и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях x, приходим к системе Nn обыкновенных
дифференциальных уравнений первого порядка для Nn неизвестных ak,i. Восполь-
зовавшись тем фактом, что общее решение такой системы зависит от Nn прои-
звольных параметров [16], мы сразу укажем явный вид соответствующих линейно
независимых ОС

Qn =
n∑
n=0

k∑
α=0

Ck,α(p− iωx)α(p+ iωx)n−α exp[i(2α− k)ωt], (2.11)

где ω =
√
V3, Ck,α — произвольные постоянные, число которых равно Nn (2.6).
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Мы видим, что все ОС уравнения (1.1), (2.1в) конечного порядка n сводятся к
полиномам от ОС первого порядка p± = (p± iωx) exp(∓iωt). В случае n = 2 наши
результаты сводятся к полученным ранее в [12].
Несколько более громоздких выкладок требует интегрирование системы (1.4) с

потенциалом (2.1г). Мы ограничимся выписыванием явного вида соответствующе-
го ОС порядка 2n

Q2n =
n∑
i=0

λa1a2···aiQa1Qa2 · · ·Qai
, (2.12)

где λa1···at — произвольные симметричные тензоры, ak = 1, 2, 3,

Q1 =
p2

2m
− V4

x2
, Q2 = 2tQ1 − xp+

i

2
, Q3 = t2Q1 − tQ2 − 1

2
mx2.

Количество линейно независимых операторов (2.12) равно Nn (2.6). ОС нечетного
порядка для уравнения (1.1), (2.1г) не существует.
Соотношения (2.6), (2.12) задают полный набор ОС также для уравнения (1.1),

(2.1д).

3. ОС суперсимметричного осцилятора
Уравнение Шредингера для суперсимметричного осциллятора имеет вид [17]

LΨ ≡
[
i
∂

∂t
− 1

2
(p2 + ω2x2 + σ3ω)

]
Ψ = 0, (3.1)

где Ψ — двухкомпонентная волновая функция, ω — произвольный вещественный
параметр, σ3 — одна из матриц Паули:

σ0 =
(

1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 = i

(
0 −1
1 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Уравнение (3.1) обладает специфической симметрией в классе дифференциаль-
ных операторов первого порядка с матричными коэффициентами, определяемой
супералгеброй sqm(2) [17]. Эту алгебру образуют следующие ОС:

Q1 =
1√
2
[σ1p+ σ2ωx], Q2 =

1√
2
(σ2p− σ1ωx), Q3 =

1
2
(p2 + ω2x2 + σ3ω),

удовлетворяющие соотношениям

[Q1, Q2]+ = 0, Q2
1 = Q2

2 = Q3, [Q1, Q3] = [Q2, Q3] = 0. (3.2)

Инвариантность относительно алгебры (3.3) является основным свойством урав-
нений суперсимметрнчной квантовой механики [17].
В работе [18] получен полный набор ОС второго порядка для уравнения (3.1).

Мы найдем все неэквивалентные ОС произвольного порядка, описание которых, по
сути, сводится к исследованию симметрии уравнения (1.1), (2.1г). Действительно,
подвергая Ψ и L из (3.1) преобразованию

Ψ→ Ψ′ = exp
(
i

2
ωtσ3

)
Ψ,

L→ L′ = exp
(
− i

2
ωtσ3

)
L exp

(
i

2
ωtσ3

)
,

(3.3)
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приходим к уравнению L′Ψ′ = 0, где

L′ = i
∂

∂t
− 1

2
(p2 + ω2x2)

— оператор, представляющий собой прямую сумму двух операторов (1.1), (2.1г).
Соответствующие ОС, очевидно, можно представить в форме Q′ = σµQnµ, где Q

n
µ —

ОС уравнения (1.1), (2.1г), задаваемые соотношением (2.11) (где Ck,α → Cµk,α).
Возвращаясь с помощью преобразования, обратно к (3.3), к исходному уравнению
(3.1), получаем полный набор ОС этого уравнения в виде

Qn = σ′µQnµ, (3.4)

где

σ′
0 = σ0, σ′

3 = σ3, σ′
1 = σ1 cos

ωt

2
+ σ2 sin

ωt

2
,

σ′
2 = σ2 cos

ωt

2
− σ1 sin

ωt

2
.

Количество линейно независимых ОС порядка и равно 4Nn где Nn задано в (2.6).
Симметрия суперсимметричного уравнения Шредингера с произвольным потен-

циалом исследована в [19].

4. ОС трехмерных гармонического
и суперсимметричного осциляторов

Исследование высших симметрии трехмерного уравнения Шредингера

LΨ ≡
[
i
∂

∂t
− 1

2
(p2 + V (x)

]
Ψ = 0 (4.1)

может быть проведено по схеме, используемой в разделе 2. Существенное усложне-
ние задачи, связанное с переходом к уравнениям в частных производных по про-
странственным переменным, преодолевается с использованием обобщенных тензо-
ров Киллинга [8, 10].
ОС уравнения (4.1) произвольного порядка n представим в виде

Qn =
n∑
k=0

[[. . . [F a1a2···ak , pa1 ]+, pa2 ]+, . . . , pak
]+, (4.2)

где F a1a2···ak — симметричный тензор ранга k, зависящий от x и t.
Подставляя L (4.1) и Qn (4.2) в условие инвариантности (1.3) и приравнивая ко-

эффициенты при линейно независимых операторах дифференцирования, приходим
к следующей системе определяющих уравнении (ср. (1.4)):

∂(an+1F a1a2···an) = 0,

2Ḟ a1a2···a2l+1 + ∂(a2l+1F a1a2···a2l) +

+
{(n−1)/2}∑
k=m

(−1)m+k+1 2(2k + 1)!
(2k − 2m+ 1)!(2m)!

Ua1a2···a2m ,

2Ḟ a1a2···a2l+1 + ∂(a2l+1F a1a2···a2l) +

+
{n/2}∑
k=l+1

(−1)k+1 2(2k)!
(2k − 2l − 1)!(2l + 1)!

W a1a2···a2l+1 ,

(4.3)



568 А.Г. Никитин, С.П. Онуфрийчук, В.И. Фущич

где

∂a =
∂

∂xa
, m = 0, 1, . . . , {n/2}, l = 0, 1, . . . , {(n− 1)/2},

Ua1a2···a2m = F a1a2···a2mb1b2···b2k−2m+1∂b1∂b2 · · · ∂b2k−2m+1V,

W a1a2···a2l+1 = F a1a2···a2l+1b1b2...b2k−2l−1∂b1∂b2 · · · ∂b2k−2l−1V

и подразумевается симметризация по индексам, заключенным в скобки.
Уравнения (4.3) определяют потенциалы V , допускающие нетривиальные сим-

метрии порядка n, и коэффициенты F a1a2···ak соответствующих ОC. Общее ре-
шение этих уравнений для V ≡ 0 получено в [10]. Здесь мы рассмотрим случай
потенциала гармонического осциллятора

V (x) = ω2x2

и приведем без доказательства число Nn линейно независимых ОС поряд n и
явный вид этих операторов:

Nn =
1

3!4!
(n+ 1)(n+ 2)2(n+ 3)2(n+ 4),

Qn =
n∑
r=0

c∑
k=0

λa1a2···acb1b2···bn−cq+a1
q+a2
· · · q+ak

q−ak+1
· · · q−ac

Jb1Jb2 · · · Jba−c
,
(4.4)

где

q±aj
= (paj

± iωxaj
) exp(∓iωt), Jb = εbcdq

+
c q

−
d ,

λa1···acb1···bn−c — произвольные постоянные тензоры, симметричные относительно
перестановок ai ↔ aj , bk ↔ bi и имеющие нулевой след по любой паре индексов
(aj , bi).
Исследование симметрии уравнения (4.1) с потенциалом суперсимметричного

осциллятора

V (x) = ω2x2 + ωσ3

может быть проведено в полной аналогии с разделом 3. Общее выражение для
соответствующего ОС порядка n задается формулой (3.4), где Qnµ — операторы

(4.5) (λa1···acb1···bn−c → λ
a1···acb1···bn−c
µ ), число линейно независимых ОС равно 4Nn.

5. Потенциалы, допускающие нетривиальные симметрии
Обратимся теперь к задаче второго типа и опишем класс потенциалов. при

которых уравнение (1.1) допускает нетривиальные симметрии. В принципе все та-
кие потенциалы описаны уравнениями (1.4), если и V , и qi рассматривать как
неизвестные.
Рассмотрим последовательно случаи n = 1, 2 (которые соответствуют лиевским

симметриям) и n = 3 (простейшая нелиевская симметрия).
Полагая в (1.4) n = 1, приходим к следующей системе:

q′1 = 0, 2q̇1 + q′0 = 0, q̇0 − V ′q1 = 0. (5.1)

По определению q1 	= 0, поэтому справедливы следующие дифференциальные
следствия системы (5.1):

q′′0 = 0, V ′′′ = 0,
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откуда получаем общий вид потенциала V , допускающего ОС первого порядка

V = V1 + V2x+ V3x
2,

где V1, V2 и V3 — произвольные постоянные. Соответствующие ОС приведены в
разделе 3.
Для n = 2 система (1.4) принимает вид

q′2 = 0, 2q̇2 + q′1 = 0, q̇0 − V ′q1 = 0, 2q̇1 + q′0 − 2q2V ′ = 0, (5.2)

откуда получаем но аналогии с вышеизложенным

V = V0 + V1x+ V2x
2 +

V−2

(C0 + C1x)2
. (5.3)

Мы видим, что уравнения (1.4) позволяют элементарно вычислять общий вид
потенциала, допускающего нетривиальную лиевскую симметрию (ОС второго по-
рядка сводятся на множестве решений уравнения (1.1) к дифференциальным опе-
раторам первого порядка, являющимся генератором группы Ли).
Случай n = 3 уже соответствует нелиевской симметрии. Соответствующие

уравнения (1.4) принимают вид

q′3 = 0, 2q̇3 + q′2 = 0, 2q̇2 + q′1 − 6q3V ′ = 0. (5.4а)

2q̇1 + q′0 − 4q2V ′ = 0. (5.4б)

q̇0 − q1V ′ + q3V
′′′ = 0. (5.4в)

Как легко убедиться, общее решение уравнений (5.4а) имеет вид

q3 = a, q2 = b− 2ȧx, q1 = 2äx2 − 2ḃx+ 6aV + c, (5.5)

где a, b, c — произвольные функции от t. Дифференцируя (5.4б) по t, а (5.4в) по x
и исключая q̇µ, приходим с использованием (5.5) к следующему уравнению:

(aV ′′ − 3aV 2 − cV )′′ − 2ä[(V ′x2)′ + 4(xV )′ + 2V ] + 2ḃ[(V ′x)′ + 2V ′] =

= 4
....
a x2 − 4

...

b x+ 2c̈.
(5.6)

Нелинейное уравнение (5.6) является достаточно сложным, поэтому ограни-
чимся исследованием его частных решений. Прежде всего отметим, что все по-
тенциалы (5.3) удовлетворяют (5.6) и, следовательно, допускают нетривиальный
ОС третьего порядка. Оказывается, однако, класс потенциалов, допускающих та-
кой ОС, гораздо шире и включает, например, следующие решения уравнения (5.6)
[11]:

V =
2d2

cos2 dx
, V = 2d2 tg2 dx.

V = 2d(th2dx− 1), V = 2d2(cth2dx− 1), V =
d2(1± ch dx)

sh2dx
,

(5.7)

где d — произвольный параметр.
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Уравнения (1.1) с потенциалами (5.7) являются точно решаемыми [15]. Следует
подчеркнуть, что эти потенциалы не допускают нетривиальной лиевской симме-
трии, но для соответствующих уравнений Шредингер существует ОС третьего
порядка.
Приведем ряд других решений уравнения (5.6). Полагая a priori ä = ḃ = c̈ = 0,

это уравнение можно дважды проинтегрировать по x и свести к следующей форме:

aV ′′ − 3aV 2 − cV = k1x+ k0. (5.8)

Очевидным решеннием (5.8) является функция (5.9)

V =
1
3
W − c

6a
, a 	= 0, (5.9)

где W — функция Вейерштрасса, удовлетворяющая уравнению W ′′ = W 2, при
этом k0 = k1 = 0. Другие решения уравнения (5.8) получаем с использованием
справочника [20]:
а) при c = k0 = 0, k1 = 2a 	= 0, V = 2y получим уравнение, которое определяет

трансцендентную функцию Пенлеве;
б) при k1 = k0 = 0, c = 4a 	= 0, V = 2y получим уравнение, решение кото-

рого приводит к эллиптическим интегралам. В число решении входят, например,
функции

y =
1

sin2(x+ C1)
,

соответствующие частному случаю потенциала Пешля–Теллера [21].

Заключение
Мы показали, что задача описания полного набора ОС произвольного коне-

чного порядка n для одномерного уравнения Шредингера сводится к нахождению
общего решения системы линейных уравнений (1.4) для коэффициентов qi опе-
ратора (1.2). Интегрирование этой системы для заданного потенциала взаимодей-
ствия позволяет найти все неэквивалентные ОС порядка n. Выше найдены эти ОС
для всех потенциалов, допускающие нетривиальную лиевскую симметрию, и для
потенциала суперсимметричного осциллятора.
Гораздо более сложной является задача описания потенциалов, допускающих

ОС заданного порядка n. Такая задача тоже сводится к решению системы (1.4),
где и qi и V рассматриваются как неизвестные. В результате уже в случае n = 3
приходим к нелинейному уравнению для V , для которого удалось получить толь-
ко частные решения. Однако в их число входят очень важные потенциалы (5.7),
(5.10), соответствующие точно решаемым уравнениям Шредннгера [15, 21]. Нали-
чие обобщенной (нелиевской) симметрии у точно решаемых уравнений, не облада-
ющих лиевской симметрией, на наш взгляд, является фундаментальным фактом,
открывающим новые возможности в построении точно решаемых моделей. Так,
представляется очень интересным исследовать возможность построения точных
решений уравнений (1.1) с потенциалом (5.9) и другими потенциалами, перечи-
сленными выше в пунктах “а”, “б”, допускающими ОС третьего порядка.
Следует отметить, что используемый нами подход позволяет вычислять также

симметрии бесконечного порядка. Соответствующие ОС могут быть представлены
в виде (1.2) или (4.2), где n→∞, а определяющие уравнения задаются формулами
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(1.4) или (4.3), где первые строки должны быть опущены и суммирование заме-
няется бесконечными рядами (т.е. верхний предел суммирования устремляется к
бесконечности).
Наш подход к исследованию ОС высших порядков уравнения (1.1) является

альтернативным используемому в [22], где описаны ОС, допускаемые потенциала-
ми Морзе и Пешля–Теллера.
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