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О непрерывных подгруппах
псевдоортогональных
и псевдоунитарных групп
А.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

В работе изучаются подалгебры алгебр LO(p, q) и LU(p, q). Найдены все максималь-
ные и максимальные разрешимые подалгебры алгебр LO(p, q) и LU(p, q). Изучена
структура таких подалгебр. Получена формула числа максимально разрешимых по-
далгебр изотропного ранга r и найдены размерности всех подалгебр такого рода.
Полностью изучены максимальные и максимальные разрешимые подалгебры алге-
бры LSU(p, q) с точностью до SU(p, q)-сопряженности. Выделены вполне приводи-
мые подалгебры алгебры LO(V ), обладающие только расщепляемыми расширениями
в алгебре V +⊃ LO(V ). Изучена структура одномерных подалгебр алгебры LO(p, q).
Для алгебр LO(p, 1) и LO(p, 2) полностью проведена классификация подалгебр та-
кого рода. Рассматривается ряд свойств неприводимых подалгебр алгебры LO(p, q).

Введение
В различных приложениях теории групп в математической и теоретической фи-

зике важное значение приобретает задача описания непрерывных подгрупп данной
группы Ли с точностью до внутренней сопряженности. Эта задача сводится к опи-
санию относительно определенной сопряженности классов подалгебр данной ал-
гебры Ли. Патера, Винтернитц и Цассенхауз [1] предложили метод для изучения
максимальных разрешимых подалгебр полупростых алгебр Ли. С помощью этого
метода они нашли в явном виде все q + 1 максимальных разрешимых подалгебр
Sk, k = 0, . . . , q, алгебры LU(p, q), p ≥ q > 0. Размерность подалгебры Sk равна
(2k + 1)(p + q − k) − 1. Ими же описание максимальных разрешимых подалгебр
алгебры LO(p, q) было сведено к описанию максимальных разрешимых подалгебр
алгебр LO(p− 1, q− 1) и LO(p− 2, q− 2). Был решен также вопрос о числе макси-
мальных разрешимых подалгебр алгебры LO(p, q). Отметим, что структура таких
подалгебр как в алгебре LSU(p, q), так и в алгебре LO(p, q), в указанных работах
[1–2] не рассматривалась.
Систематическое изучение подалгебр конечномерной алгебры Ли с нетриви-

альным разрешимым идеалом начато в работах [3–5]. Методом, предложенным в
этих работах, была проведена классификация подалгебр таких алгебр: LP (1, 3)
[3], LSim(1, 3) [4], LO(2, 3) [5], LOpt(1, 2) [5].
В настоящей работе предложен метод для изучения подалгебр алгебр LO(p, q)

и LSU(p, q) с точностью до O(p, q)- и SU(p, q)-сопряженности (соответственно).
Работа состоит из 8 параграфов. В § 1 найдено полное описание максимальных
подалгебр алгебры LO(p, q).
В § 2 получено полное описание максимальных разрешимых подалгебр алгебры

LO(p, q) и, в частности, изучена их структура. Если L — максимальная разреши-
мая подалгебра, то важнейшей характеристикой ее является ранг r максимального
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вполне изотропного подпространства N0, инвариантного относительно подалгебры
L. Число r мы называем изотропным рангом подалгебры L. Максимальная разре-
шимая подалгебра изотропного ранга r алгебры LO(p, q) обладает таким комму-
тативным идеалом S, фактор-алгебра L/S по которому разлагается в полупрямую
сумму V (p+q−2r)

r +⊃ (Φ1 ⊕ Φ2) коммутативной подалгебры V
(p+q−2r)
r размерности

r(p+ q− 2r) и алгебры Φ1 ⊕Φ2, являющейся прямой суммой максимальной разре-
шимой вполне приводимой подалгебры алгебры LO(p − r, q − r) и максимальной
разрешимой подалгебры алгебры gl(r,R).В предлагаемой работе дано полное опи-
сание подалгебр S, V (p+q−2r)

r , Φ1, Φ2. Исходя из этого, получаем разложение
алгебры L, рассматриваемой как множество, в декартовое произведение хорошо
известных множеств. Получена также формула числа максимальных разрешимых
подалгебр изотропного ранга и найдены размерности всех подалгебр такого рода.
В § 3 получено полное описание максимальных и максимальных разрешимых

подалгебр алгебры LSU(p, q). Эти результаты формулируются аналогично резуль-
татам § 2.
В § 4 изучаются вполне приводимые подалгебры конечномерной алгебры

JO(V ), являющейся полупрямой суммой нетривиального коммутативного идеала
V и алгебры LO(V ) линейных преобразований пространства V . Выделены те из
них, которые обладает только расщепляемыми в алгебре JO(V ). Доказана следу-
ющая теорема: вполне приводимая подалгебра L алгебры LO(V ) обладает только
расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ) в том и только в том случае,
когда выполняется одно из следующих условий: 1) L полупроста; 2) L аннулирует
только нулевое подпространство пространства V .
В § 5 рассматривается задача описания одномерных подалгебр алгебры

LO(p, q) с точностью до O(p, q)-сопряженности. С этой целью определяется есте-
ственное разложение L = L1 ∗ L2 ∗ L3 ∗ L4 подалгебры L изотропного ранга r > 0
в подпрямое произведение проекций L1, L2, L3 и L4 подалгебры L соответственно
на LO(r), V (p+q−2r)

r , LO(p− r, q− r) и gl(r,R). Доказано предложение, утвержда-
ющее, что если подалгебры L и L′ изотропного ранга r алгебры LO(p, q) O(p, q)-
сопряжены, то подалгебры L3 и L′3 O(p−r, q−r)-сопряжены, а подалгебры L4 и L′4
GL(r,R)-сопряжены. Это предложение сводит классификацию одномерных подал-
гебр изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q) к описанию одномерных подалгебр
алгебры gl(r,R) с точностью до GL(r,R)-сопряженности и одномерных вполне
приводимых подалгебр алгебры LO(p − r, q − r) с точностью до O(p − r, q − r)-
сопряженности. Эти результаты и результаты § 4 позволили изучить структуру
одномерных подалгебр алгебры LO(p, q) в общем случае. Для алгебр LO(p, 1) и
LO(p, 2) полностью проведена классификация подалгебр такого рода.
В § 6 определяется разложение вполне приводимой подалгебры L ⊂ LO(p, q) в

подпрямое произведение L = L1 ∗ · · · ∗Ls неприводимых подалгебр Li ⊂ LO(pi, qi),
pi ≤ p, qi ≤ q. Указанное разложение существенно используется для изучения
свойств вполне приводимых подалгебр.
Свойства неприводимых подалгебр алгебры LO(p, q) изучаются в § 7. Эти ре-

зультаты позволили в § 8 изучить структуру подпространства V1 ⊂ V , инвари-
антного относительно вполне приводимой подалгебры алгебры LO(p, q). Отметим,
что полученные результаты относительно непрерывных подгрупп группы O(p, q)
без существенных изменений переносятся на случай группы SU(p, q).
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§ 1. Максимальные подалгебры алгебры LO(p, q)
Пусть V — векторное пространство над полем вещественных чисел R, ϕ —

невырожденная квадратичная форма на пространстве V . Для квадратичной формы
ϕ существует такой базис {T1, . . . , Tp+q} пространства V , что

ϕ =
p∑
i=1

x2
i −

p+q∑
i=p+1

x2
i .

Известно, что пара чисел (p, q) не зависит от выбора базиса, а зависит лишь от ϕ,
и называется сигнатурой формы ϕ.
Вектор T ∈ V называется изотропным, если ϕ(T ) = 0. Пространство V1 ⊂ V

называется:
1) изотропным, если существует ненулевой вектор T ∈ V1, ортогональный к V1;
2) вполне изотропным, если ϕ(T ) = 0 для любого вектора T ∈ V1.
Группой O(p, q) называется группа {f ∈ GL(V ) | ϕ(T ) = ϕ(f(T ))}, составлен-

ная из изометрий пространства (V, ϕ). Если в базисе {Ti} пространства V матрица
f равна S, то f ∈ O(p, q) тогда и только тогда, когда STJp,qS = Jp,q, где

Jp,q =
(
Ep 0
0 −Eq

)
,

Ep — единичная матрица порядка p, ST — матрица, транспонированная к матрице
S. Таким образом, группу O(p, q), где p и q — целые числа, можно определить как
группу всех квадратных матриц A порядка p + q над полем вещественных чисел
R, удовлетворяющих матричному уравнению

ATJp,qA = Jp,q.

Отсюда вытекает, что алгебра LO(p, q) группы O(p, q) состоит из всех веществен-
ных матриц X, удовлетворяющих соотношению

X · Jp,q + Jp,q ·XT = 0.

Пространство V будем предполагать реализованным как пространство (p+ q)-
мерных вектор-столбцов над R. Тогда действие элемента J алгебры LO(p, q) на
вектор-столбец T пространства V сводится к обычному умножению T слева на
матрицу J , т.e. [J, T ] = J ·T . Тем самым определена алгебра JO(p, q), являющаяся
полупрямой суммой пространства V размерности p+q и алгебры LO(p, q). В даль-
нейшем алгебру LO(p, q), действующую на пространстве (V, ϕ), будем обозначать
через LO(V ).
К алгебре LO(p, q) близко примыкает алгебра LSU(p, q). По определению она

состоит из всех комплексных матриц X ∈ sl(p + q, C), удовлетворяющих соотно-
шению

X∗Jp,q + Jp,q ·X = 0,

где X∗ — матрица, эрмитово-сопряженная X. Алгебра LSU(p, q) является ал-
геброй Ли группы SU(p + q, C), которая состоит из всех комплексных матриц
X ∈ SL(p+ q, C), удовлетворяющих соотношению

X∗Jp,qX = Jp,q.
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Рассматривая подалгебру L(p, q), мы в настоящем параграфе будем предпола-
гать, что p ≥ q > 0.

Определение. Подалгебра L ⊂ LO(V ) называется вполне приводимой подалге-
брой класса 0, если каждое L-инвариантное подпространство пространства V
обладает L-инвариантным прямым ортогональным дополнением.

Из данного определения вытекает, что подалгебра L ⊂ LO(V ) вполне приво-
дима класса 0, если V не содержит L-инвариантного вполне изотропного подпро-
странства.
В данной работе, за исключением § 4, вполне приводимые подалгебры класса 0,

будем называть вполне приводимыми подалгебрами.
Будем говорить, что подалгебра L ⊂ LO(V ) относится к классу r или имеет

изотропный ранг r, если ранг максимального вполне изотропного подпространс-
тва, инвариантного относительно подалгебры L, равен r. Для вполне приводимой
подалгебры изотропный ранг полагаем равным нулю.
Изотропный ранг r, очевидно, удовлетворяет соотношению 0 ≤ r ≤ q.
Пусть L — максимальная подалгебра алгебры LO(V ), не являющаяся вполне

приводимой. Если r — изотропный ранг подалгебры L, то L оставляет инвари-
антным вполне изотропное подпространство N0 ранга r. В силу теоремы Витта
можно допускать, что N0 = 〈T1 +Tp+q−r+1, . . . , Tr +Tp+q〉. Для изучения структу-
ры подалгебры L воспользуемся следующей конструкцией.
Пусть p и q — целые числа, p ≥ q > 0. Для натурального числа r, 0 <

r ≤ q, рассмотрим алгебру LO(p − r, q − r) и алгебру gl(r,R) всех вещественных
квадратных матриц порядка r. Пусть далее V (n−2r)

r , n = p + q, — множество
всех вещественных r × (n − r)-матриц. Это множество превращается в алгебру
Ли, если положить [X,Y ] = 0 для любых двух элементов X,Y ∈ V

(n−2k)
r . Если

LO(p − r, q − r) ⊕ gl(r,R) — прямая сумма подалгебр LO(p − r, q − r) и gl(r,R),
B ∈ LO(p − r, q − r), C ∈ gl(r,R) и X ∈ V

(n−2r)
r , то положим [B + C,X] = −X ·

B + C ·X. Нетрудно убедиться, что относительно этого умножения мы получаем
алгебру Ли, являющуюся полупрямой суммой пространства V

(n−2r)
r и алгебры

LO(p− r, q − r) ⊕ gl(r,R). Полученную алгебру обозначим через JO(V (n−2r)
r ).

Пусть L — максимальная подалгебра класса r > 0 алгебры LO(V ) и N0 =
〈T1+Tp+q−r+1, . . . , Tr+Tp+q〉 — максимальное вполне изотропное подпространство,
инвариантное относительно L. Ортогональное дополнение к N0 совпадает с N =
N0+N1, где N1 = 〈Tr+1, . . . , Tp+q−r〉. Следовательно, N инвариантно относительно
L. Пусть L0 = {J0 ∈ L | [J,N1] ⊂ N0, L1 = {J ∈ L | [J,N1] ⊂ N1}. Докажем, что
L = L0 + L1. Действительно, каждый элемент J подалгебры L имеет следующий
вид:

J =

 A1 B1 A2

B2 C B3

AT2 B4 D

 , (1.1)

где A1, C, D — квадратные матрицы порядка r, p + q − 2r соответственно и
AT1 = −A1, DT = −D. Учитывая принадлежность элемента J алгебре LO(p, q), из
соотношения J · Jp,q + Jp,q · JT = 0 получаем, что
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K =

 0 0 0
0 C 0
0 0 0

 ∈ LO(p, q).

Рассмотрим произвольный элемент X ∈ N1. Имеем [J,X] = X ′ +X0, где X ′ ∈ N1,
X0 ∈ N0. Так как [K,X] = X ′, [K,N0] = 0, то K ∈ L1. Следовательно, B1 =
B4 = 0 и ввиду соотношения [J − K,X] = 0, которое выполняется для любого
X ∈ N1, получаем, что J −K ∈ L0. Поэтому J ∈ L0 + L1 и тем самым равенство
L = L0 + L1 доказано.
Очевидно, S = {J ∈ L | [J,N ] = 0} является идеалом алгебры L. Имеет место

следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть L — максимальная подалгебра класса r > 0 алгебры LO(V ).
Тогда фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре JO(V (n−2r)

r ).

Доказательство. Каждый элемент подалгебры L имеет вид (1.1), где A1, C, D —
квадратные матрицы порядка r, n− 2r, r соответственно и AT1 = −A1, DT = −D.
Матрицу B1 разобьем на блоки B1 = (B11, B12), где B11 — r × (p − r)-матрица,
B12 — r × (q − r)-матрица. Тогда

B2 =
( −BT11

BT12

)
. (1.2)

Изучим строение подалгебры L0. Поскольку N1 и N0 состоят соответственно из
векторов 0

X
0

 ,

 Y
0
Y

 ,

и L0N1 ⊂ N0, то B1X = B4X и CX = 0. Ввиду произвольности X отсюда вытека-
ет, что B1 = B4, C = 0. Кроме того, L0 оставляет инвариантным подпространство
N0 и потому A1 +A2 = AT2 +D, B3 = −B2. Следовательно, произвольная матрица
подалгебры L0 представляется в виде суммы 0 B1 0

B2 0 −B2

0 B1 0

+

 A1 0 −A1

0 0 0
A1 0 −A1

+

 0 0 B
0 0 0
BT 0 B −BT

 ,

где B ∈ gl(r,R), а B2 определена равенством (1.2).
Изучим далее структуру подалгебры L1. Имеем B1X

CX
B4X

 =

 0
Y
0

 .

Следовательно, B1 = B4 = 0 и потому L1 состоит из матриц вида A1 0 A2

0 C 0
AT2 0 D

 ,
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где A1 + A2 = AT2 + D. Поэтому каждая матрица подалгебры L1 разлагается в
сумму 0 0 0

0 C 0
0 0 0

+

 A1 0 −A1

0 0 0
A1 0 −A1

+

 0 0 B
0 0 0
BT 0 B −BT

 ,

где C ∈ LO(p−r, q−r), B ∈ gl(r,R). Таким образом, каждый элемент J подалгебры
L имеет следующий вид:

J =

 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1

+

 0 J2 0
J ′2 C −J ′2
0 J2 0

+

+

 0 0 0
0 J3 0
0 0 0

+

 0 0 J4

0 0 0
JT4 0 J4 − JT4

 ,

где J1 — кососимметрическая квадратная матрица порядка r, J2 — произвольная
r× (n− 2r)-матрица, J3 ∈ LO(p− r, q− r) и J4 ∈ gl(r,R). Определим отображение
ψ : JO(V (n−2r)

r ) по правилу

ψ(J) = (J2, J3, J4) ∈ JO(V (n−2r)
r ). (1.3)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что ψ — гомоморфизм алгебры L на
алгебру JO(V (n−2r)

k ) с ядром S, состоящим из матриц вида J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1

 .

Следовательно, L/S ∼= JO(V (n−2r)
r ). Теорема доказана.

Если r = 1, то из доказанной теоремы получаем, что максимальная подалгебра
класса 1 разлагается в полупрямую сумму V (n−2)

1 +⊃ (LO(p − 1, q − 1) ⊕ gl(1, R)),
поскольку в этом случае S = 0. Так как gl(1, R) ∼= R, то действие алгебры gl(1, R)
на пространстве V1 сводится к обычному умножению элементов пространства
V

(n−2)
1 , на скаляры из поля R. Если r = 2, то dimRS = 1 и L/S ∼= V

(n−4)
2 +⊃

(LO(p− 2, q − 2) ⊕ gl(2, R)).
Разложение (1.3), полученное при доказательстве теоремы 1.1, означает, что

соответствие J ↔ (J1, J2, J3, J4) является взаимно однозначным соответствием
между элементами алгебры L и элементами декартового произведения LO(r) ×
V

(n−2r)
r ×LO(p−r, q−r)×gl(r,R). В этом смысле будем говорить, что L разлагается
в декартово произведение LO(r), V (n−2r)

r , LO(p − r, q − r), gl(r,R) и записывать
это так:

L = LO(r) × V (n−2r)
r × LO(p− r, q − r) × gl(r,R).
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§ 2. Максимальные разрешимые подалгебры алгебры LO(p, q)
В силу теоремы 1.1 любая максимальная подалгебра L класса r алгебры LO(p, q)

содержит такой разрешимый идеал S1, фактор-алгебра L/S1 по которому являе-
тся прямой суммой подалгебр LO(p − r, q − r) и gl(r,R). Поэтому максимальная
разрешимая подалгебра алгебры LO(p, q) определяет максимальные разрешимые
подалгебры Φ1 и Φ2 алгебр LO(p − r, q − r) и gl(r,R) соответственно. Исследуем
структуру подалгебр Φ1 и Φ2.
Пусть W1 = 〈T1, . . . , Tp〉, W2 = 〈Tp+1, . . . , Tp+q〉, ϕi — ограничение квадрати-

чной формы ϕ на подпространство Wi (i = 1, 2). Группы изометрий пространств
(W1, ϕ1) и (W2, ϕ2) обозначим соответственно через O(p) и O(q), а их алгебры
Ли — через LO(p) и LO(q). Справедлив следующий результат.
Предложение 2.1. Пусть L — максимальная вполне приводимая разрешимая
подалгебра алгебры LO(p, q). Тогда число pq четное и алгебра L O(p, q)-сопря-
жена подалгебре L′, разлагающейся в прямую сумму L1 ⊕ L2 максимальных
коммутативных подалгебр L1 и L2 алгебр LO(p) и LO(q) соответственно.
Размерность подалгебры L равна

[
p+q
2

]
(целая часть от p+q

2 ).
Доказательство. Заметим, что квадратичная форма ϕ определяет скалярное прои-
зведение на векторном пространстве V . Скалярное произведение векторов X и Y
пространства V будем обозначать через X · Y . Так как L вполне приводима, тo
пространство V разлагается в прямую ортогональную сумму V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs
L-неприводимых подпространств V1, . . . , Vs. Согласно теореме Ли о разрешимых
подалгебрах dimRVi ≤ 2. Если dimRVi = 2, то в силу теоремы Витта можно
предполагать, что Vi = 〈Ti1 , Ti2〉, где Ti1 , Ti2 ∈ 〈T1, . . . , Tp+q〉. Поэтому в слу-
чае T 2

i1
= 1, T 2

i2
= −1 получаем, что L оставляет инвариантным вполне изо-

тропное подпространство 〈Ti1 + Ti2〉, что противоречит предположению. Таким
образом, T 2

i1
= T 2

i2
= 1, или T 2

i1
= T 2

i2
= −1, и потому Vi ⊂ 〈T1, . . . , Tp〉, или

Vi ⊂ 〈Tp+1, . . . , Tp+q〉. В частности, число pq — четное.
Пусть Li = {J ∈ LO(p, q) | [J, Vi] ⊂ Vi ∧ [J, Vj ] = 0, если i = j}. Нетрудно

убедиться, что Li — подалгебра алгебры LO(p, q) и [L,Li] ⊂ Li. Так как Li —
разрешимая, то в силу максимальности L отсюда вытекает, что Li ⊂ L. Таким
образом, L = L1 ⊕ · · · ⊕ Ls, что и доказывает предложение.
Предложение 2.2. Максимальная разрешимая подалгебра L алгебры gl(r,R)
сопряжена подалгебре матриц

Z−1LZ =

 ∆1(L) ∗
. . .

0 ∆s(L)

 ,

где ∆i(L) — неприводимая разрешимая подалгебра вещественных матриц по-
рядка 1 или 2. Если deg ∆i = 1, то ∆i(L) = R; если deg ∆i = 2, то

∆i(L) = R

(
1 0
0 1

)
+R

(
0 1
−1 0

)
.

Две максимальные разрешимые подалгебры Z−1LZ и

L′ =

 ∆′1(L′) ∗
. . .

0 ∆′t(L′)
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сопряжены (изоморфны) тогда и только тогда, когда s = t и ∆i(L) = ∆′i(L′)
для всех i = 1, . . . , s.
Доказательство. Согласно теореме Ли неприводимое представление разрешимой
алгебры Ли L над полем R имеет размерность 1 или 2. Следовательно, существует
такая невырожденная матрица Z ∈ GL(r,R), что L̄ = Z−1LZ имеет вид (2.2), где
∆i — неприводимое представление алгебры L над R степени 1 или 2. Из разре-
шимости и максимальности L вытекает, что ∆i(L) — максимальная разрешимая
подалгебра алгебры gl(αi, R), αi = deg ∆i. Поэтому, если αi = 1, то ∆i(L) = R;
если αi = 2, то

∆i(L) = R

(
1 0
0 1

)
+R

(
0 1
−1 0

)
.

Таким образом, каждой максимальной разрешимой подалгебре алгебры gl(r,R)
соответствует набор чисел (α1, . . . , αs), удовлетворяющих следующим условиям:

1 ≤ αi ≤ 2;
s∑
i=1

αi = r. Докажем, что различные наборы определяют несопряжен-

ные (неизоморфные) подалгебры. Доказательство этого утверждения проведем,
следуя статье [2].
Действительно, пусть V 1

r — пространство r-мерных вектор-столбцов над R и V1

— подпространство V 1
r , натянутое на первые α1 единичных r-векторов. Очевидно,

V1 — минимальное ненулевое L̄-инвариантное подпространство пространства V 1
r .

Подпространство V1 аннулируется нильпотентной подалгеброй L0, состоящей из
всех матриц вида Θ1 ∗

. . .
0 Θs

 ,

где Θi — нулевая квадратная матрица порядка αi. Нетрудно убедиться, что r-
столбец, который аннулируется подалгеброй L0, является линейной комбинацией
первых α1 единичных r-векторов и потому принадлежит V1. Таким образом, V1

однозначно определяется подалгеброй L̄ и α1 = dimR V1. Аналогично подалгебра
L′ определяет подпространство V ′1 ⊂ V 1

r , причем α′1 = dimR V
′
1 . Следовательно,

если α1 = α′1, то подалгебры L̄ и L′ не сопряжены (не изоморфны). Предложение
доказано.
Исследуем далее структуру максимальной разрешимой подалгебры L класса

r > 0 алгебры LO(p, q).
Прежде всего отметим, что поскольку [S,N ] = 0, то ввиду гомоморфизма (1.4)

определено действие алгебры JO(V (n−2r)
r ) на пространстве N . Если M — подал-

гебра JO(V (n−2r)
r ), M ′ — ее проекция на подалгебру LO(p− r, q− r) и существует

вполне изотропное M ′-инвариантное подпространство N ′0 ⊂ 〈Tr+1, . . . , Tp+q−r〉,
то подалгебра M оставляет инвариантным вполне изотропное подпространство
N0 ⊕ N ′0. Следовательно и подалгебра ψ

−1(M) оставляет инвариантным вполне
изотропное подпространство N0 ⊕ N ′0. Учитывая данное замечание и доказанную
теорему 1.1, получаем следующий результат.

Теорема 2.1. Пусть L — максимальная разрешимая подалгебра класса r алге-
бры LO(V ). Тогда S ⊂ L и фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре V (n−2r)

r +⊃
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(Φ1 ⊕ Φ2) ⊂ JO(V (n−2r)
r ), где Φ1 — максимальная вполне приводимая разре-

шимая подалгебра алгебры LO(p − r, q − r); Φ2 — максимальная разрешимая
подалгебра алгебры gl(r,R). Изоморфизм L/S ∼= V

(n−2r)
r +⊃ (Φ1 ⊕ Φ2) индуциру-

ется гомоморфизмом (1.4).
Таким образом, максимальная разрешимая подалгебра L класса r алгебры

LO(V ), рассматриваемая как множество, разлагается в декартово произведение

L = LO(r) × V (n−2r)
r × Φ1 × Φ2.

Пусть L′ — максимальная разрешимая подалгебра класса r′ алгебры LO(V ) и

L′ = LO(r′) × V
(n−2r′)
r′ × Φ′1 × Φ′2.

Имеет место следующее утверждение.

Предложение 2.3. Алгебры L и L′ O(p, q)-сопряжены тогда и только тогда,
когда r = r′; Φ1 и Φ′1 O(p− r, q − r)-сопряжены, Φ2 и Φ′2 GL(r,R)-сопряжены.

Здесь GL(r,R) — группа всех обратимых квадратных матриц порядка r
над полем R.
Доказательство. Необходимость. Если подалгебры L и L′ O(p, q)-сопряжены, то
максимальное вполне изотропное подпространство N0, инвариантное относительно
L, отображается на максимальное вполне изотропное подпространство N ′0, инвари-
антное относительно L′. Следовательно, N0 = N ′0 и r = r′. Поэтому Φ1 и Φ′1 явля-
ются максимальными вполне приводимыми подалгебрами алгебры LO(p− r, q− r)
и в силу предложения 2.1 сопряжены относительно группы O(p − r, q − r). До-
кажем сопряженность подалгебр Φ2 и Φ′2 относительно общей линейной группы
GL(r,R). Если r = 1, то gl(2, R) содержит только две максимальные разреши-
мые подалгебры размерностей 2 и 3 соответственно и потому сопряженность Φ2

и Φ′2 очевидна. Пусть r > 2, тогда аннулятор подпространства N0 в алгебре L
совпадает с подалгеброй L1 = LO(r) × V

(n−2r)
r × Φ1, а в алгебре L′ — с подал-

геброй L′1 = LO(r) × V
(n−2r)
r × Φ′1. Отсюда вытекает, что O(p, q)-автоморфизм ψ,

отображающий L на L′, отображает L1 на L′1 и потому L/L1
∼= L′/L′1. Так как

L/L1
∼= Φ2, a L′/L′1 ∼= Φ′2, то Φ2

∼= Φ′2. Применяя предложение 2.2, получаем, что
Φ2 и Φ′2 сопряжены относительно группы GL(r,R).
Докажем достаточность. Поскольку Φ1 и Φ′1 O(p − r, q − r)-сопряжены, то

существует такая матрица C1 ∈ O(p− r, q − r), что Φ1 = C−1
1 Φ′1C1. Тогда O(p, q)-

автоморфизм ψ1, определяемый матрицей E 0 0
0 C1 0
0 0 E

 ∈ O(p1, q1),

отображает алгебру L′ на алгебру L̄ = LO(r) × V
(n−2r)
r × Φ1 × Φ′2. Далее, так

как всякий элемент X ∈ GL(r,R) записывается в виде X = C2 expU (полярное
разложение), где C2 ∈ O(r), U — симметрическая матрица, то достаточно огра-
ничится случаем, когда Φ2 и Φ′2 O(r)-сопряжены. Пусть C−1

2 Φ′2C2 = Φ2. Тогда
O(p, q)-автоморфизм ψ2, определяемый матрицей C2 0 0

0 E 0
0 0 C2

 ∈ O(p, q),
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отображает L̄ на алгебру L. Следовательно, алгебры L и L′ O(p, q)-сопряжены.
Предложение доказано.
Теорема 2.1 и предложение 2.3 сводят описание максимальных разрешимых

подалгебр класса r к описанию максимальных вполне приводимых разрешимых
подалгебр алгебры LO(p−r, q−r) и максимальных разрешимых подалгебр алгебры
gl(r,R) с точностью до сопряженности.
Предложение 2.4. Пусть r — изотропный ранг максимальной разрешимой по-
далгебры алгебры LO(p, q), σr — число таких подалгебр. Тогда

σr =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)r
−
(

1 −√
5

2

)r]
(2.1)

и справедливы следующие утверждения:
1) если p и q имеют разную четность, то r = 1, 2, . . . , q;
2) если p и q четные, то r = 2, 4, . . . , q;
3) если p и q нечетные, то r = 1, 3, . . . , q.

Доказательство. Утверждения 1, 2 и 3 предложения 2.4 вытекают из теоре-
мы 2.2 и предложения 2.3. Далее, σ1 = 1, σ2 = 2, и согласно предложению 2.3
σr = σr−1 +σr−2. Следовательно, числа последовательности {σn} являются числа-
ми Фибоначчи. Но тогда справедливость формулы (2.3) вытекает из результатов
статьи [2]. Предложение доказано.
Ввиду теоремы 2.2 и предложений 2.1 и 2.2 размерность d(L) максимальной

разрешимой подалгебры L ранга r можно вычислить по формуле

d(L) =
r2 − r

2
+ r(p+ q − 2r) +

[
p+ q

2

]
+ θ, (2.2)

где θ — размерность максимальной разрешимой подалгебры алгебры gl(r,R). Со-
гласно предложению 2.4 такая подалгебра полностью определяется набором чисел
(α1, . . . , αs) и потому

θ =
r2 − r

2
+ s, s =

[
r + 1

2

]
, . . . , q.

При использовании формулы (2.2) следует иметь в виду, что числа p, q и r должны
удовлетворять условиям предложения 2.4.
Сделаем еще одно замечание о максимальных разрешимых подалгебрах ал-

гебры LO(p, q). Из предложения 2.1 вытекает, что если число pq четное, то су-
ществует единственная максимальная вполне приводимая разрешимая подалге-
бра, являющаяся подалгеброй Картана и обладающая базисом {(E12 −E21), (E34 −
E43), . . . , (E2[ p

2 ]−1,2[ p
2 ]−E2[ p

2 ],2[ p
2 ]−1), (Ep+1,p+2−Ep+2,p+1), . . . , (Ep+2[ q

2 ]−1,p+2[ q
2 ]−

Ep+2[ q
2 ],p+2[ q

2 ]−1)}, где Eik — квадратная матрица порядка n, у которой все эле-
менты нули, за исключением элемента, стоящего на пересечении i-ой строки и
k-го столбца и равного 1. Если подалгебра не является вполне приводимой, то она
полностью определяется изотропным рангом r и набором целых чисел (α1, . . . , αs),

удовлетворяющих двум условия: 1) 1 ≤ αi ≤ 2; 2)
s∑
i=1

αi = r.
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§ 3. Максимальные разрешимые подалгебры алгебры LSU(p, q)
Предложенный в предыдущих параграфах подход к описанию максимальных

разрешимых подалгебр алгебры LO(p, q) без изменений может быть перенесен
на алгебру LSU(p, q), p ≥ q > 0. Структура максимальной вполне приводимой
разрешимой подалгебры алгебры LSU(p, q) выясняется в следующем предложении.

Предложение 3.1 [1]. Пусть L — максимальная вполне приводимая разрешимая
подалгебра алгебры LSU(p, q). Тогда она SU(p, q)-сопряжена подалгебре

iλ1 0
iλ2

. . .
0 iλp+q

 ,

где λi — вещественное число и λ1 + λ2 + · · · + λp+q = 0.

Изучим вначале максимальные и максимальные разрешимые подалгебры алге-
бры LU(p, q), p ≥ q > 0. Пусть L — максимальная подалгебра класса r алгебры
LU(p, q) и N0 = 〈T1 + Tp+q−r+1, . . . , Tr + Tp+q〉 — максимальное вполне изотро-
пное подпространство, инвариантное относительно L. Ортогональное дополнение
к N0 совпадает с N = N0 ⊕N1, N1 = 〈Tr+1, . . . , Tp+q−r〉, и потому N инвариантно
относительно L. Подалгебра S = {J ∈ L | [J,N ] = 0} является идеалом алгебры L.
Каждый элемент J ∈ L можно представить в виде

J =

 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1

+

 0 J2 0
J ′2 0 −J ′2
0 J2 0

+

+

 0 0 0
0 J3 0
0 0 0

+

 0 0 J4

0 0 0
J∗4 0 J4 − J∗4

 ,

(3.1)

где J∗1 = −J1, J3 ∈ LU(p− r, q− r), J4 ∈ gl(r, C), J2 = (J21, J22), J21 — r× (p− r)-
матрица, J22 — r × (q − r)-матрица,

J ′2 =
( −J∗21

J22

)
.

Пусть V̄ (n−2r)
r — множество всех комплексных r × (n − 2r)-матриц. Это мно-

жество превращается в алгебру Ли, если положить [X,Y ] = 0 для любых двух
элементов X,Y ∈ V̄

(n−2r)
r . Если LU(p− r, q− r)⊕ gl(r, C) — прямая сумма подал-

гебр LU(p− r, q − r) и gl(r, C), B ∈ LU(p− r, q − r), D ∈ gl(r, C), X ∈ V̄
(n−2r)
r , то

положим [B +D,X] = X ·B+D ·X. Нетрудно убедиться, что относительно этого
умножения мы получаем алгебру Ли, являющуюся полупрямой суммой пространс-
тва V̄ (n−2r)

r и алгебры LU(p− r, q − r) ⊕ gl(r, C). Полученную алгебру обозначим
через JU(V̄ (n−2r)

r ).
Определим отображение ψ : L → JU(V̄r

(n−2r)) по правилу

ψ(J) = (J2, J3, J4) ∈ JU(V̄ (n−2r)
r ). (3.2)
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что ψ — гомоморфизм алгебры L на
алгебру JU(V̄ (n−2r)

r ) с ядром S, состоящим из матриц вида J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1

 .

Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорему 3.1. Пусть L — максимальная подалгебра класса r > 0 алгебры
LO(p, q). Тогда фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре JU(V̄ (n−2r)

r ).

Разложение (3.1) означает, что соответствие J ↔ (J1, J2, J3, J4) является взаим-
но однозначным между элементами подалгебры L и элементами декартова прои-
зведения LU(r)×V̄ (n−2r)

r ×LU(p−r, q−r)×gl(r, C) (рассматриваемыми как множе-
ства). В этом смысле будем говорить, что L разлагается в декартово произведение
LU(r), V̄ (n−2r)

r , LU(p− r, q − r), gl(r, C), и записывать это так:

L = LU(r) × V̄ (n−2r)
r × LU(p− r, q − r) × gl(r, C).

Максимальные разрешимые подалгебры класса r алгебры LU(p, q) описываются
такой теоремой.

Теорема 3.2. Пусть L — максимальная разрешимая подалгебра класса r алге-
бры LU(p, q). Тогда S ⊂ L и фактор-алгебра L/S изоморфна алгебре V̄ (n−2r)

r +⊃
(Φ1 ⊕ Φ2) ⊂ JU(V̄ (n−2r)

r ), где Φ1 — максимальная вполне приводимая разре-
шимая подалгебра алгебры LU(p − r, q − r), Φ2 — максимальная разрешимая
подалгебра алгебры gl(r, C). Изоморфизм L/S ∼= V̄

(n−2r)
r +⊃ (Φ1 ⊕ Φ2) индуциру-

ется гомоморфизмом (3.2).

Таким образом, максимальная разрешимая подалгебра L класса r алгебры
LU(p, q), рассматриваемая как множество, разлагается в декартово произведение

L = LU(r) × V̄ (p+q−2r)
r × Φ1 × Φ2.

Если L′ — некоторая другая максимальная разрешимая подалгебра класса r′ ал-
гебры LU(p, q) и

L′ = LU(r′) × V̄
(p+q−2r)
r′ × Φ′1 × Φ′2

— соответствующее разложение, то справедливо следующее предложение.

Предложение 3.2. Алгебры L и L′ U(p, q)-сопряжены тогда и только тогда,
когда r = r′, Φ1 и Φ′1 U(p− r, q − r)-сопряжены, Φ2 и Φ′2 GL(r, C)-сопряжены.

Так как gl(r, C) содержит только одну максимальную разрешимую подалгебру
с точностью до GL(r, C)-сопряженности и существует только одна максимальная
вполне приводимая разрешимая подалгебра алгебры LU(p− r, q− r), то из предло-
жения 3.2 и теоремы 3.2 вытекает, что LU(p, q) содержит только одну максималь-
ную разрешимую подалгебру класса r для любого r, 0 < r ≤ q. Эта алгебра имеет
следующий вид:

L = LU(r) × V̄ (n−2r)
r × Φ1 × Φ2, (3.3)
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где

Φ1 =

 iλ1 0
. . .

0 iλp−r,q−r

 , λi ∈ R, Φ2 =

 α1 ∗
. . .

0 α

 .

Теперь уже нетрудно получить все q+1 максимальных разрешимых подалгебр ал-
гебры LSU(p, q). Действительно, каждой максимальной разрешимой подалгебре L
алгебры LU(p, q), определяемой равенством (3.3), соответствует точно одна макси-
мальная разрешимая подалгебра M алгебры LSU(p, q). Если J = (J1, J2, J3, J4) ∈
L общий элемент подалгебры L, то J ∈ M тогда и только тогда, когда Tr J3 +
Tr (J4 − J∗4 ) = 0, где Tr J3 — след матрицы J3.

§ 4. Подалгебры конечномерных алгебр Ли с абелевым радикалом
В настоящем параграфе мы рассматриваем конечномерную алгебру Ли JO(V ),

являющуюся полупрямой суммой нетривиального коммутативного идеала V и по-
лупростой подалгебры LO(V ). Пусть π — проектирование JO(V ) на LO(V ), L̄ —
такая подалгебра JO(V ), что π(L̄) = L. Если L̄ сопряжена с помощью внутрен-
него автоморфизма алгебры JO(V ) алгебре N+⊃ L, где N — L-инвариантное
подпространство пространства V , то L̄ будем называть расщепляемой в алгебре
JO(V ). Если любая подалгебра L̄ ⊂ JO(V ), удовлетворяющая условию π(L̄) = L,
является расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра L ⊂ LO(V ) обладает
только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ). Примерами таких подал-
гебр являются все полупростые подалгебры. В данном параграфе в классе всех
подалгебр алгебры LO(V ) выделены вполне приводимые подалгебры и изучены их
свойства. Подалгебра L ⊂ LO(V ) называется вполне приводимой, если каждое L-
инвариантное подпространство пространства V обладает L-инвариантным прямым
дополнением. Известно, что если JO(V ) является алгеброй Евклида V+⊃ LO(n),
то все подалгебры ортогональной алгебры LO(n) вполне приводимы. При изуче-
нии структуры произвольной подалгебры алгебры JO(V ) необходимо существенно
использовать свойства вполне приводимых подалгебр алгебры JO(V ). В настоя-
щем параграфе доказана следующая теорема: вполне приводимая подалгебра L
алгебры LO(V ) обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V )
в том и только том случае, когда выполняется одно из следующих условий: 1) L —
полупроста; 2) L аннулирует только нулевое подпространство пространства V . Эта
теорема и другие результаты о вполне приводимых подалгебрах, рассмотренные в
следующих параграфах, позволяют изучить структуру произвольной подалгебры
L̄ ⊂ JO(V ), проекция которой на LO(V ) вполне приводима. Отметим, что ча-
стные случаи сформулированной теоремы рассматривались в [7–10].
Пусть L ⊂ LO(V ) и X — произвольный элемент V . Пересечение всех L-

инвариантных подпространств, пространства V , содержащих X, будем называть L-
подпространством, порожденным X. Если 〈B〉 — одномерная подалгебра алгебры
LO(V ), то она определяет подпространства Ker B = {X ∈ V | [B,X] = 0} и
Im B = {X ∈ V | [B, Y ] = X, Y ∈ V }.
Предложение 4.1. Пусть L — вполне приводимая коммутативная подалгебра
алгебры LO(V ), B — произвольный элемент подалгебры L. Тогда V = Ker B ⊕
Im B.
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Доказательство. Если Y ∈ Ker B, D ∈ L, то используя тождество Якоби

[[B,D], Y ] + [[D,Y,B] + [[Y,B],D] = 0

и соотношения [B,D] = 0, [Y,B] = 0, получаем, что [[D,Y ], B] = 0, а значит,
[D,Y ] ∈ Ker B. Следовательно, [L, Ker B] ⊂ Ker B. Так как L вполне приводима,
то V = Ker B⊕V ′, где V ′ инвариантно относительно L. Поэтому [B, V ] = [B, V ′] ⊂
V ′. Отсюда вытекает, что [B, V ′] = V ′, а значит, Im B = V ′. Следовательно,
V = Ker B ⊕ Im B. Предложение доказано.

Предложение 4.2. Пусть L — вполне приводимая коммутативная подалгебра
алгебры LO(V ), B — ненулевой элемент подалгебры L. Тогда пространство
Im B разлагается в прямую сумму подпространств, неприводимых и инвари-
антных относительно подалгебры 〈B〉.
Доказательство. Поскольку L вполне приводима, то пространство V разлагается
в прямую сумму V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt L-неприводимых инвариантных подпространств
Vi. Размерность dimVi каждого из подпространств Vi равна 1 или 2. Пусть Ji =
{X ∈ Vi | [B,X] = 0}. Нетрудно убедиться, что подпространство Ji инвариантно
относительно L и в силу неприводимости Vi Ji = 0 или Ji = Vi. В первом случае
Vi ⊂ Im B, во втором — Vi ⊂ Ker B. Отсюда вытекает, что подпространство
Im B является прямой суммой всех тех подпространств Vi, каждое из которых,
содержится в Im B.
Рассмотрим произвольное подпространство Vi, содержащееся в Im B. Если

dimVi = 1, то Vi B-неприводимо. Пусть далее dimVi = 2 и подпространство Vi B-
приводимо. Тогда существует такой базис пространства Vi, относительно которого
матрица Bi линейного оператора ad B имеет вид

Bi =
(
α γ
0 β

)
,

где α, β, γ ∈ R. С другой стороны, Bi ∈ gl(2, R) и потому Bi подобна над полем
вещественных чисел матрице, содержащейся в алгебре

R

(
1 0
0 1

)
+R

(
0 1
−1 0

)
.

Следовательно, Bi = α

(
1 0
0 1

)
и потому Vi разлагается в прямую сумму двух

B-неприводимых подпространств. Предложение доказано.

Предложение 4.3. Пусть 〈B〉 — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ).
Если из условия [B,X] = 0, X ∈ V вытекает, что X = 0, то подалгебра 〈B〉
обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ).

Доказательство. Пусть 〈B + X〉, X ∈ V , — одномерная подалгебра алгебры
JO(V ). Возьмем какой-либо базис P1, . . . , Ps пространства V и пусть

(expP1)(B) = B +X1, X1 ∈ V,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(expPs)(B) = B +Xs, Xs ∈ V.
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Докажем, что X1, . . . , Xs — базис пространства V . Действительно, предположим,
что X1, . . . , Xs линейно зависимы. Тогда существуют такие вещественные числа
α1, . . . , αs (не все равные нули), что

α1X1 + · · · + αsXs = 0.

Так как V — коммутативная подалгебра, то (expαiPi)(B) = B + αiXi, значит,

(expα1P1 · · · expαsPs)(B) = B + α1X1 + · · · + αsXs = B.

Поскольку

expα1P1 · · · expαsPs = exp(α1P1 + · · · + αsPs),

то [α1P1 + · · · + αsPs, B] = 0 и потому α1P1 + · · · + αsPs = 0, что противоречит
предложению. Полученное противоречие доказывает, что X1, . . . , Xs — базис V .
Следовательно, X = γ1X1 + · · · + γsXs, γi ∈ R, и потому

(exp(−γ1P1 − · · · − γsPs))(B +X) = B − γ1X1 − · · · − γsXs +X = B.

Предложение доказано.
Из доказательства настоящего предложения вытекает справедливость следую-

щего предложения.

Предложение 4.4. Пусть 〈B + X〉 — одномерная подалгебра алгебры JO(V ),
B ∈ LO(V ), X ∈ V . Если V = Im B ⊕ Ker B, то подалгебра 〈B +X〉 с помощью
некоторого автоморфизма expP , P ∈ V , сопряжена подалгебре 〈B +X ′〉, X ′ ∈
Ker B.
Предложение 4.5. Пусть L1 — вполне проводимая подалгебра алгебры LO(V ),
которая аннулирует только нулевое подпространство пространства V , L =
L1 ⊕ 〈J〉, J ∈ LO(V ). Если подалгебра L̄ алгебры JO(V ), удовлетворяющая
условию π(L̄) = L, содержит элемент J + X, X ∈ V , и подалгебру L1, то
J ∈ L̄.
Доказательство. Обозначим черв M L1-подпространство пространства V , поро-
жденное X. Пространство M разлагается в прямую сумму неприводимых L1-
подпространств: M = M1 ⊕ · · · ⊕Ms. Докажем индукцией по числу s, что J ∈ L̄.
Пусть s = 1. По условию [L1,X] = 0, и потому существует такой элемент

J ′ ∈ L1, что [J ′,X] = X ′, X ′ = 0; L1-подпространство M ′1, порожденное X
′,

содержится в M1 и в силу неприводимости последнего M ′1 = M1. Поскольку
X ′ ∈ L̄, то M ′1 ⊂ L̄ и потому X ∈ L̄. Следовательно, J ∈ L̄.
Пусть s > 1, X = X1 + · · · +Xs, где Xi ∈ Mi (i = 1, . . . , s). Существует такой

элемент J ′ ∈ L1, что [J ′,X] = X ′ = 0. Рассмотрим разложение X ′ = X ′1 + · · · +
X ′s, где X

′
i ∈ Mi (i = 1, . . . , s) и будем считать, что X ′1 = 0. Обозначим через

M ′ L1-подпространство M , порожденное X ′. Очевидно, M ′ ⊂ L̄. Проекция M ′1
пространства M ′ на подпространство M1 является L1-подпространством. Отсюда
в силу неприводимостиM1 заключаем, чтоM ′1 = M1. Следовательно,M ′, а значит,
и L̄ содержит элемент вида X1 +X2 + · · ·+Xs, где Xi ∈Mi (i = 2, . . . , s). Ho тогда
J + (X2 − X̄2) + · · ·+ (Xs − X̄s) ∈ L̄. В силу индуктивного предположения отсюда
вытекает, что J ∈ L̄. Предложение доказано.
Терема 4.1. Пусть L — вполне приводимая коммутативная подалгебра алгебры
LO(V ). Если L аннулирует только нулевое подпространство пространства V ,
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то подалгебра L обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре
JO(V ).

Доказательство. Пусть B1, . . . , Bs — базис подалгебры L, L̄ — подалгебра JO(V ),
удовлетворяющая условию π(L̄) = L. Базис подалгебры L̄ можно выбрать в виде
B1 + X1, . . . , Bs + Xs, Y1, . . . , Yt, где Xi ∈ V , Yj ∈ V . Поскольку L — вполне
приводимая подалгебра, то для любого Bi V = Im Bi ⊕ Ker Bi (предложение 4.1).
Если Y ∈ Ker Bi, B ∈ L, то используя тождество Якоби

[[Bi, B], Y ] + [[B, Y ], Bi] + [[Y,Bi], B] = 0

и соотношения [Bi, B] = 0, [Y,Bi] = 0, получаем, что [[B, Y ], Bi] = 0, а значит,
[B, Y ] ∈ Ker Bi, т.е. [L,Ker Bi] ⊂ Ker Bi. Аналогично [L, Im Bi] ⊂ Im Bi.
Пусть Ld = 〈B1 + X1, . . . , Bd + Xd, Y1, . . . , Yt〉, d = 1, . . . , s. Докажем ин-

дукцией по d, что подалгебра Ld с помощью некоторого автоморфизма expP ,
P ∈ V , сопряжена подалгебре 〈B1 +X ′1, . . . , Bd +X ′d, Y1, . . . , Yt〉, где X ′1, . . . , X ′d ∈
Ker B1 ∩ · · · ∩ Ker Bd. Если d = 1 то это утверждение вытекает из предложе-
ния 4.4. Пусть d > 1. Согласно индуктивному предположению подалгебра Ld+1

сопряжена подалгебре L′d+1 = 〈B1 + X ′1, . . . , Bd + X ′d, Bd+1 + Z, Y1, . . . , Yt〉, где
X ′1, . . . , X

′
d ∈ Ker B1 ∩ · · · ∩ Ker Bd, Z ∈ V . Элемент Z представим в виде суммы

P1 + T1, где P1 ∈ Ker B1, T1 ∈ Im B1. Покажем, что подалгебра L′d+1 содержит
элемент Bd+1 + P1. Действительно, пусть π′ — проектирование алгебры V+⊃ L
на подалгебру Im B1+⊃ L. Тогда π′(L′d+1) = 〈B1, . . . , Bd, Bd+1 + T1, Y

′
1 , . . . , Y

′
t 〉,

Y ′i = π′(Yi) (i = 1, . . . , t). В силу предложения 4.2 подпространство Im B1,
рассматриваемое как 〈B1〉-модуль, вполне приводимо и потому к алгебре L′ =
〈B1, Bd+1 + T1, Y

′
1 , . . . , Y

′
t 〉 применимо предложение 4.5. Следовательно Bd+1 ∈ L′

и значит Bd+1 ∈ π′(L′d+1). Отсюда вытекает, что Bd+1 +P1 ∈ L′d+1. Используя да-
лее разложение V = Im B2⊕Ker B2, элемент P1 представляем в виде P1 = R2+P2,
где R2 ∈ Im B2, P2 ∈ Ker B2. Так как [L, Im B2] ⊂ Im B2, [L,Ker B2] ⊂ Ker B2, то
из условия [B,P1] = 0, вытекает, что [B1, P2] = 0 и потому P2 ∈ Ker B1 ∩ Ker B2.
Как и выше, убеждаемся, что L′d+1 содержит элемент Bd+1 + P2. Через d шагов
получаем, что L′d+1 содержит элемент Bd+1+Pd+1, где Pd+1 ∈ Ker B1∩· · ·∩Ker Bd.
Если Pd+1 = X ′d+1 + Y ′d+1, где X

′
d+1 ∈ Ker Bd+1, Y ′d+1 ∈ Im Bd+1, то существует

такой элемент P ∈ Im Bd+1, что (expP )(Bd+1 + Pd+1) = Bd+1 + X ′d+1. Так как
(expP )(Bi+X ′i) = Bi+X ′i, если i = 1, . . . , d, то L′d+1, а значит и подалгебра Ld+1

сопряжена подалгебре 〈B1 +X ′1, . . . , Bd+1 +X ′d+1, Y1, . . . , Yt〉. Проведенные рассу-
ждения показывают также, что всегда можно считать, что X ′1, . . . , X

′
d ∈ Ker Bd+1.

В частности, если d = s, то X ′1, . . . , X
′
s ∈ Ker B1 ∩ · · · ∩ Ker Bs = 0, и потому L̄

сопряжена подалгебре 〈B1, . . . , Bd, Y1, . . . , Yt〉. Теорема доказана.
Из доказательства теоремы 4.1 вытекает справедливость следующего предло-

жения.

Предложение 4.6. Пусть L = 〈B1, . . . , Bs〉 — вполне приводимая подалгебра
алгебры LO(V ); L̄ — подалгебра JO(V ), удовлетворяющая условию π(L̄) =
L. Тогда L̄ с помощью внутреннего автоморфизма алгебры JO(V ) сопряжена
подалгебре 〈B1+X1, . . . , Bs+Xs, Y1, . . . , Yt〉, где X1, . . . , Xs ∈ Ker B1∩· · ·∩Ker Bs,
Y1, . . . , Yt ∈ V .

Если Ker B1∩· · ·∩Ker Bs = 0, то из настоящего предложения получаем теорему
4.1.
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Докажем далее теорему, выделяющую все вполне приводимые подалгебры алге-
бры LO(V ), обладающие только расщепляемыми расширениями в алгебре LO(V ).
При доказательстве ее мы существенно используем теорему 4.1.

Теорема 4.2. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ). По-
далгебра L обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре JO(V )
в том и только том случае, когда выполняется одно из следующих условий:

1) L полупроста;
2) L аннулирует только нулевое подпространство пространства V .

Доказательство. Необходимость. Пусть подалгебра L не является полупростой.
Тогда L либо коммутативна, либо разлагается в прямую сумму Z(L) ⊕ Q своего
центра Z(L) полупростой подалгебры Q [12]. Предположим, чтo существует не-
нулевой элемент X1 ∈ V , удовлетворяющий условию [L,X1] = 0. Докажем, что
подалгебра L обладает нерасщепляемыми расширениями в алгебре JO(V ).
Пусть T1, . . . , Tk — базис подалгебры Z(L). Покажем, что подалгебра L̄ =

Q⊕ 〈T1 +X1, T2, . . . , Tk〉 нерасщепляема в алгебре JO(V ). С этой целью восполь-
зуемся матричным представлением алгебры JO(V ). Пусть P1, . . . , Pk — базис про-
странства V , J + P — произвольный элемент алгебры JO(V ), J ∈ LO(V ), P ∈ V .
Обозначим соответственно через S(J) и UP матрицу линейного оператора ad J и
координатный столбец вектора P в указанном базисе. Тогда отображение Θ1:

JO(V ) � J + P →
(
S(J) UP

0 0

)
∈ gl(n+ 1, R)

является изоморфизмом алгебры JO(V ) на некоторую подалгебру Φ алгебры gl(n+
1, R). В частности,

T1 +X1 →
(
S(T1) UX1

0 0

)
.

Следовательно, нерасщепляемость подалгебры L̄ в алгебре JO(V ) будет дока-
зана, если мы покажем, что Θ1(L̄) нерасщепляема в Θ1(JO(V )).
Пусть это не так. Тогда существует такая матрица(

T Y
0 1

)
∈ exp Θ1(JO(V )),

что (
T Y
0 1

)−1(
S(T1) UX1

0 0

)(
T Y
0 1

)
=
(
B′ 0
0 0

)
или (

T−1S(T1)T T−1S(T1)Y + T−1UX1

0 0

)
=
(
B′ 0
0 0

)
.

Следовательно, T−1S(T1)Y + T−1UX1 = 0, откуда S(T1)Y + UX1 = 0. Значит,
UX1 ∈ Im S(T1). С другой стороны, в силу предположения UX1 ∈ Ker S(T1). Так
как L вполне приводима, то Im S(T1) ∩ Ker S(T1) = 0. Поэтому UX1 = 0, а значит
X1 = 0. Мы приходим к противоречию. Полученное противоречие доказывает
необходимость.
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Достаточность. В силу теоремы 4.1 достаточность теоремы справедлива для
коммутативных подалгебр. Поэтому будем предполагать, что L — некоммутатив-
ная подалгебра. Пусть подалгебра L не является полупростой. Тогда L разложима
в прямую сумму Z(L) ⊕Q своего центра Z(L) и полупростой подалгебры Q [12].
Пусть L̄ — произвольная подалгебра JO(V ) с условием π(L̄) = L. Докажем, что
L̄ — расщепляемая подалгебра.
Так как Q — полупростая алгебра, то можно предполагать, что Q ⊂ L̄. Обо-

значим через U максимальное подпространство пространства V , обладающее тем
свойством, что [Q,U ] = 0. Если J1 ∈ Z(L), J2 ∈ Q, X ∈ U , то [J1, J2] = 0,
[J2,X] = 0. Отсюда и из тождества Якоби [J1, [J2,X]]+[J2, [X,J1]]+[X, [J1, J2]] = 0
получаем, что [J2, [X,J1]] = 0. Следовательно, [X,J1] ∈ U . Это означает, что
[Z(L), U ] ⊂ U и потому U инвариантно относительно алгебры L. Следовательно,
U обладает L-инвариантным дополнением U ′, т.е. V = U ⊕ U ′. Пусть L̄1 — про-
екция L̄ на подалгебру U+⊃ Z(L). Так как для любого Y ∈ U имеем [Q,Y ] = 0,
то из условия [Z(L), Y ] = 0 следует, что Y = 0. Если U1 ⊂ U — произвольное
Z(L)-инвариантное подпространство, то оно, очевидно, L-инвариантно, и потому
существует такое L-инвариантное подпространство V1 ⊂ V , что U1 ⊕ V1 = V . Сле-
довательно, U = U1 ⊕ V1 ∩U — разложение пространства U в прямую сумму двух
L-инвариантных подпространств U1 и V1∩U . Таким образом, пространство U , рас-
сматриваемое как Z(L)-модуль, вполне приводимо, и потому в силу теоремы 4.1
существует автоморфизм вида expP , P ∈ U , отображающий L̄1 на подалгебру
N1+⊃ Z(L), N1 ∈ U . Автоморфизм expP отображает при этом L̄ на некоторую
подалгебру L̄′ и оставляет Q на месте. Допустим, что L̄′ содержит элемент вида
J +X, где J ∈ Z(L), X ∈ U ′. Используя предложение 4.5, получаем, что J ∈ L̄′.
Таким образом, L ⊂ L̄′, и потому L̄′, а значит, и L̄ — расщепляемые подалгебры.
Достаточность доказана.

§ 5. Одномерные подалгебры алгебры LO(p, q)
Рассмотрим задачу описания одномерных подалгебр алгебры LO(p, q), p ≥ q >

0, с точностью до O(p, q)-сопряженности. С этой целью используем результаты,
относящиеся к структуре максимальных подалгебр алгебры LO(p, q). Как уста-
новлено в § 1, максимальные подалгебры Lr ⊂ LO(p, q), не являющиеся вполне
приводимыми, можно характеризовать по рангу r > 0 максимального вполне изо-
тропного подпространства N0, инвариантного относительно алгебры Lr. Число r
мы называем изотропным рангом подалгебры Lr.
Пусть L — произвольная подалгебра изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q)

и пусть N0 = 〈T1 + Tp+q−r+1, . . . , Tr + Tp+q〉 — максимальное вполне изотропное
подпространство, инвариантное относительно L. Каждый элемент J ∈ L можно
представить в виде

J =

 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1

+

 0 J2 0
J ′2 0 −J ′2
0 J2 0

+

+

 0 0 0
0 J3 0
0 0 0

+

 0 0 J4

0 0 0
JT4 0 J4 − JT4

 ,

(5.1)

где J1, J3, J4 — квадратные матрицы порядка r, n− 2r и r соответственно, JT1 =
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−J1, J3 ∈ LO(p− r, q − r), J4 ∈ gl(r,R), J2 — произвольная r × (n− 2r)-матрица.
Матрицы J1, J2, J3 и J4 будем называть проекциями J на LO(r), V (n−2r)

r , LO(p−
r, q − r) и gl(r,R) соответственно. Введем обозначения

J̃1 =

 J1 0 −J1

0 0 0
J1 0 −J1

 , J̃2 =

 0 J2 0
J ′2 0 −J ′2
0 J2 0

 ,

J̃3 =

 0 0 0
0 J3 0
0 0 0

 , J̃4 =

 0 0 J4

0 0 0
JT4 0 J4 − JT4

 .

Тогда получаем, что

J = J̃1 + J̃2 + J̃3 + J̃4. (5.2)

Разложение (5.2) будем называть естественным разложением элемента J . Если L1,
L2, L3 и L4 — проекции подалгебры L на LO(r), V (n−2r)

r , LO(p−r, q−r) и gl(r,R)
соответственно, то согласно разложению (5.2) получаем естественное разложение

L = L̃1 + L̃2 + L̃3 + L̃4 (5.3)

подалгебры L в подпрямую сумму подалгебр L̃i, где L̃i = {J̃ | J ∈ Li}. Разложение
(5.3) будем записывать также в виде L = L1 ∗ L2 ∗ L3 ∗ L4, рассматривая L как
подмножество подпрямого произведения множеств LO(r), V (n−2r)

r , LO(p− r, q− r)
и gl(r,R). Соответственно этому разложение (5.2) будем записывать в виде J =
J1 ∗ J2 ∗ J3 ∗ J4. Имеет место следующее предложение.

Предложение 5.1. Если подалгебры L и L′ изотропного ранга r алгебры LO(p, q)
O(p, q)-сопряжены, то подалгебры L3 и L′3 O(p − r, q − r)-сопряжены, а подал-
гебры L4 и L′4 — GL(r,R)-сопряжены.
Доказательство. Будем считать, что максимальные вполне изотропные подпро-
странства N0 и N ′0, инвариантные относительно L и L′ совпадают. Если θ O(p, q)-
автоморфизм, отображающий L на L′, то, очевидно, θ(N0) = N ′0. Следовательно, θ
можно рассматривать как автоморфизм максимальной подалгебры Lr изотропного
ранга r. Автоморфизм θ определяется матрицей

C =

 C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 ∈ O(p, q), (5.4)

где C11, C22, C33 — квадратные матрицы степеней r, n − 2r, r соответствен-
но. Поскольку CN0 = N0, то C23 = −C21, C11 + C13 = C31 + C33. Из условия
CTJp,qC = Jp,q получаем далее, что Jp,qCTJp,qC = E, и потому C−1 = Jp,qC

TJp,q.
Поскольку C−1N0 = N0, то C12 = C32. Из условия CTJp,qC = Jp,q находим, что
CT22Jp−r,q−rC22 = Jp−r,q−r.
Пусть J3 — произвольный элемент подалгебры LO(p− r, q − r), тогда

C−1

 0 0 0
0 J3 0
0 0 0

C =

 ∗ ∗ ∗
∗ C−1

22 J3C22 ∗
∗ ∗ ∗

 . (5.5)
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Подействуем далее автоморфизмом θ на матрицу

T =

 0 0 B
0 0 0
BT 0 B −BT

 .

Имеем

C−1TC =

 t11 ∗ t13
∗ t22 ∗
∗ ∗ ∗

 ,

где

t11 = −CT13BTC11 + CT11BC31 − CT13
(
B −BT

)
C31,

t13 = −CT13BTC13 + CT11BC33 − CT13
(
B −BT

)
C33,

t22 = −Jp1,q1CT32BTC12 + Jp1,q1C
T
12BC32 − Jp1,q1C

T
32

(
B −BT

)
C32 = 0,

(5.6)

и Jp1,q1 = Jp−r,q−r. Учитывая равенство C11 + C13 = C31 + C33, находим

t13 − t11 +
(
CT11 − CT31

)
B(C31 + C33). (5.7)

Докажем, что
(
CT11 − CT31

)
(C31+C33) = E. Действительно, используя соотношение

CTJp,qC = Jp,q, получаем, что

CT11C11 + CT21Jp1,q1C21 − CT31C31 = E, (5.8)

CT11C13 + CT21Jp1,q1C23 − CT31C33 = 0. (5.9)

Сложим почленно равенства (5.8) и (5.9). Тогда ввиду равенств C21 = −C23 и
C11 + C13 = C31 + C33 имеем(

CT11 − CT31
)
(C31 + C33) = E, (5.10)

что и требовалось доказать. Таким образом, ввиду разложения (5.2) и равенств
(5.5)–(5.7) и (5.10) автоморфизм θ индуцирует GL(r,R)-автоморфизм θ4 алгебры
gl(r,R), действующий по формуле

θ4(B) = (C33 + C31)−1B(C33 + C31), B ∈ gl(r,R),

и автоморфизм θ3 алгебры LO(p− r, q − r), действующий по формуле

θ3(J3) = C−1
22 J3C22.

Поскольку θ(L) = L′, то θ4(L4) = L′4 и θ3(L3) = L′3. Следовательно, подалгебры
L4 и L′4 — GL(r,R)-сопряжены, а подалгебры L3 и L′3 O(p− r, q − r)-сопряжены.
Предложение доказано.
Отметим в связи с предложением 5.1, что при доказательстве предложения 2.3

мы установили, что для любого O(p−r, q−r)-автоморфизма ψ1 подалгебры LO(p, q)
и любого GL(r,R)-автоморфизма ψ2 подалгебры gl(r,R) существует такой O(p, q)-
автоморфизм θ подалгебры Lr, для которого θ3 = ψ1, θ4 = ψ2. Поэтому из
предложения 5.1 вытекает, что группа O(p, q)-автоморфизмов максимальной по-
далгебры Lr изотропного ранга r алгебры LO(p, q) индуцирует на подалгебре
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LO(p − r, q − r) ⊕ gl(r,R) группу автоморфизмов, разлагающуюся в прямое прои-
зведение группы G1 O(p − r, q − r) — автоморфизмов алгебры LO(p − r, q − r) и
группы G2 GL(r,R) — автоморфизмов алгебры gl(r,R).
Нетрудно убедиться далее в справедливости следующих утверждений.

Предложение 5.2. Подалгебры L̃2 и L̃′2, содержащиеся в Ṽ (n−2r)
r , O(p, q)-сопря-

жены тогда и только тогда, когда L2 и L′2 сопряжены относительно группы
G1 ×G2.

Предложение 5.3. Если L̃1 и L̃′1 O(r)-сопряжены, то подалгебры L̃1 и L̃′1, со-
держащиеся в L̃O(r), O(p, q)-сопряжены.

В дальнейшем нам необходимы результаты, относящиеся к одномерным подал-
гебрам алгебры gl(r,R), и изложенные в [11]. Произвольная квадратная матрица
порядка r над полем вещественных чисел подобна матрице

A =


A1 0

A1

. . .
0 At

 , (5.11)

где

Ai =



0 0 · · · 0 −α(i)
mi

1 0 · · · 0 −α(i)
mi−1

0 1 · · · · ·
· · . . . · ·
· · · · · 0 −α(i)

2

0 · · · · 1 −α(i)
1


. (5.12)

Характеристический многочлен матрицы Ai совпадает с многочленом

Ψi(λ) = λmi + α
(i)
1 λmi−1 + · · · + α(i)

mi
.

Про матрицу A, говорят, что она имеет вторую нормальную форму, характеризуе-
мую:
1) квазидиагональным видом (5.11);
2) специфической структурой диагональных клеток (5.12);
3) дополнительным условием: характеристический многочлен каждой клетки

является степенью неприводимого в поле R многочлена.
В классе подобных матриц существует только одна матрица, имеющая вторую

нормальную форму. Если квадратная матрица A имеет вид (5.11), то говорят, что
A есть прямая сумма матриц A1, . . . , At. Символически это будем записывать так:
A = A1 + · · · +At.
Пусть J2 — произвольная матрица, содержащаяся в V

(n−2r)
r . Произвольный

O(p, q)-автоморфизм θ максимальной подалгебры Lr изотропного ранга r, который
определяется матрицей (5.4), действует на матрицу J2 по формуле: θ(J2) = (CT11 −
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CT31)J2C22. Здесь CT11 − CT31 ∈ GL(r, 2), C22 ∈ O(p− r, q − r). Следовательно, если
r′ — ранг матрицы J2, то существует такой O(p, q)-автоморфизм θ, что

θ(J2) =



ε1
ε2 0

. . .
εr′

0

0
. . .

0


, (5.13)

где r′ ≤ r, εi = 1 (i = 1, . . . , r′). Про матрицу θ(J2) мы будем говорить, что она
имеет нормальную форму (5.13).
Если J1 ∈ LO(r), то она ортогонально-подобна над полем вещественных чисел

матрице(
0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok, (5.14)

где Ok — нулевая матрица порядка k ≥ 0.
Пусть 〈J〉 — одномерная подалгебра изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q).

Согласно (5.3) ока разлагается в подпрямое произведение 〈J〉 = 〈J1〉 ∗ 〈J2〉 ∗ 〈J3〉 ∗
〈J4〉 одномерных подалгебр 〈Ji〉, где J1 ∈ LO(r), J2 ∈ V

(n−2r)
r , J3 ∈ LO(p−r, q−r),

J4 ∈ gl(r,R). Если 〈J ′〉 = 〈J ′1〉∗〈J ′2〉∗〈J ′3〉∗〈J ′4〉 — какая-нибудь другая одномерная
подалгебра изотропного ранга r алгебры LO(p, q) и подалгебры 〈J〉 и 〈J ′〉 O(p, q)-
сопряжены, то в силу предложения 5.1 J3 и J ′3 O(p− r, q− r)-сопряжены; а J4 и J ′4
— GL(r,R)-сопряжены. Таким образом, для классификации одномерных подалгебр
изотропного ранга r > 0 алгебры LO(p, q) необходимо вначале провести полную
классификацию одномерных подалгебр 〈J〉 изотропного ранга r, удовлетворяющих
условию J1 = 0, J2 = 0. Предположим, что эта задача решена. На следующем эта-
пе необходимо выяснить структуру проекций J1 ∈ LO(r) и J2 ∈ V

(n−2r)
r алгебры

〈J〉, если известна структура ее проекций J3 ∈ LO(p− r, q− r) и J4 ∈ gl(r,R). Эта
задача решается на основе результатов § 4 о расщепляемых расширениях алгебр
и предложений 5.1–5.3. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 5.4. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 изотропного ранга
r > 0 алгебры LO(p, q), удовлетворяющие условию J1 = 0, J2 = 0, исчерпываю-
тся относительно O(p, q)-сопряженности такими подалгебрами:

1) если p− r — четное, q − r — нечетное, то

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+
(

0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
+Ok,(5.15)

где s = p−r
2 , t ≤ [ q−r2

]
; J4 = 0;

2) если p− r — нечетное, q − r — четное, то

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok+

(
0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
,(5.16)

где s ≤ [p−r2

]
, t = q−r

2 ; J4 = 0;
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3) если p− r — нечетное, q − r — четное, то

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok+

(
0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
,(5.17)

где s ≤ p−r
2 , t = q−r

2 ; J4 = 0;
либо

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+· · ·+

(
0 αs

−αs 0

)
+
(

0 β1

−β1 0

)
+· · ·+

(
0 βt

−βt 0

)
+Ok,(5.18)

где s = p−r
2 , t ≤ q−r

2 ; J4 = 0;
4) J3 = 0, J4 имеет вид (5.11);
5) J3 имеет вид 1)–3) настоящего предложения, J4 имеет вид (5.11).

Отметим, что предложение 5.4 дает также полное описание одномерных вполне
приводимых подалгебр алгебры LO(p, q). Такие подалгебры характеризуются тем,
что их изотропный ранг r = 0.
Пусть далее 〈J〉 — произвольная одномерная подалгебра изотропного ранга

r > 0; J = J1 ∗ J2 ∗ J3 ∗ J4 — естественное разложение элемента J . Элемент J3 ∗ J4

действует на пространстве V (n−2r)
r по формуле [J3 ∗ J4,X] = −X · J3 + J4 ·X, X ∈

V
(n−2r)
r , и потому определяет линейный оператор ad2(J3∗J4) пространства V

(n−2r)
r .

Его ядро и образ обозначим соответственно через Ker2(J3 ∗ J4) и Im2(J3 ∗ J4).
Аналогично, J4 действует на пространстве LO(r) по формуле [J4,X] = J4 ·X+X ·
JT4 и определяет линейный оператор ad1J4 пространства LO(r). Ядро и образ этого
оператора будем обозначать в дальнейшем через Ker1J4 и Im1J4 соответственно.
Справедливо следующее предложение.

Предложение 5.5 [11]. Ядро линейного оператора ad2(J3 ∗ J4) в пространстве
V

(n−2r)
r нулевое тогда и только тогда, когда матрицы J3 и J4 не имеют общих

характеристических чисел.

Теорема 5.1. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 изотропного ранга r > 0
алгебры LO(p, q) исчерпываются относительно O(p, q)-сопряженности такими
подалгебрами:

1) J1 = 0 или J1 ∈ Im1J4, J2 = 0 или J2 ∈ Im2(J3 ∗ J4), J3 ∗ J4 относится к
типу 1)–5) предложения 5.4;

2) J1 имеет нормальную форму (5.14), J2 = 0, J3 = 0, J4 = 0;
3) J1 = 0, J2 имеет нормальную форму (5.13), J3 = 0, J4 = 0;
4) J1 имеет нормальную форму (5.14), J3 = 0, J4 = 0,

J2 =


β11 0 0 · · · 0
β21 β22 0 · · · 0
· · · · · · ·
βr1 βr2 βr3 · · · βrs

 , βrs = 0, если s > r.

Рассмотрим более подробно вопрос классификации одномерных подалгебр ал-
гебр LO(p, 1) и LO(p, 2). Исходя из предыдущих результатов, без труда можем
найти все одномерные вполне приводимые подалгебры и подалгебры изотропного
ранга 1. Более детально следует остановиться на классификации подалгебр изо-
тропного ранга 2 алгебры LO(p, 2). Эта задача сводится к описанию одномерных
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подалгебр алгебры gl(2, R) с точностью до GL(2, R)-сопряженности и одномер-
ных подалгебр алгебры LO(p − 2) с точностью до O(p − 2)-сопряженности. Если
J4 ∈ gl(2, R) — произвольная ненулевая квадратная матрица порядка 2, то над
полем вещественных чисел она подобна одной из следующих матриц:(

0 α
−α 0

)
,

(
α β
−β α

)
,

(
λ β
0 λ

)
,

(
α 0
0 β

)
. (5.19)

Произвольная матрица J3 ∈ LO(p−2) ортогонально-подобна над полем веществен-
ных чисел матрице(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok, (5.20)

где Ok — нулевая матрица порядка k ≥ 0, 1 ≤ s ≤ [p−2
2

]
.

Если далее J2 ∈ V
(n−4)
2 , то матрица J2 имеет следующую нормальную форму:(

ε1 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0

)
, (5.21)

где ε1 = ε2 = 1, либо ε1 = 1, ε2 = 0.
Рассмотрим одномерную подалгебру 〈J〉 изотропного ранга 2, удовлетворяю-

щую условию J2 = 0, J3 = 0, J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
. Нетрудно убедиться, что подал-

гебра 〈J〉 O(p, q)-сопряжена подалгебре 〈J ′〉, удовлетворяющей условию J ′1 = 0,
J ′2 = 0, J ′3 = 0, тогда и только тогда, когда J4 не подобна одной из следующих
матриц:(

0 α
−α 0

)
,

(
α 0
0 −α

)
,

(
0 β
0 0

)
. (5.22)

Теорема 5.2. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 алгебры L(p, 1), p > 1,
исчерпываются относительно O(p, 1)-сопряженности такими подалгебрами:

I. Вполне приводимые подалгебры:

J =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 α p

2−α p
2

0

)
+O1, p — четное;

II. Подалгебры изотропного ранга 1:

1) J1 = 0, J2 = 0, J4 = α,

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok,

где α — произвольное вещественное число, 1 ≤ s ≤ [p−1
2

]
, Ok — нулевая ма-

трица порядка k ≥ 0;

2) J1 = 0, J2 =
(
O

(1)
1 , . . . , O

(s)
1 , J̄2

)
, J4 = α,

J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok,
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где α ∈ R, O(i)
1 = (0 0) — нулевая (1 × 2)-матрица, J̄2 = (1, 0, . . . , 0), 1 ≤ s ≤[

p−1
2

]
, если p — четное, 1 ≤ s ≤ p−1

2 , если p — нечетное.
Теорема 5.3. Ненулевые одномерные подалгебры 〈J〉 алгебры LO(p, 2), p ≥ 2,
исчерпываются относительно O(p, 2)-сопряженности такими подалгебрами:

I. Вполне приводимые подалгебры:

1) J =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 α p

2−α p
2

0

)
, p — четное;

2) J =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 αs

−αs 0

)
+Ok +

(
0 β1

−β1 0

)
, где s ≤ [p2 ];

3) J = Op +
(

0 β1

−β1 0

)
, где Op — нулевая матрица порядка p;

II. Подалгебры изотропного ранга 1:

J1 = 0, J2 = 0, J4 = α, J3 =
(

0 α1

−α1 0

)
+ · · · +

(
0 α p−1

2−α p−1
2

0

)
, p —

нечетное число;
III. Подалгебры изотропного ранга 2:
1) J1 = 0, J2 = 0, J3 = 0, J4 имеет вид (5.19);

2) J1 =
(

0 1
−1 0

)
, J2 = 0, J3 = 0, J4 = 0;

3) J1 = 0, J2 имеет вид (5.21), J3 = 0, J4 = 0;
4) J1 = 0, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 = 0;

5) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 имеет вид (5.21), J3 = 0, J4 = 0;

6) J1 =
(

0 1
−1 0

)
, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 = 0;

7) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = 0, J3 = 0, J4 имеет вид (5.22);

8) J1 = 0, J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), O

(i)
2 — нулевая квадратная матрица,

порядка 2 (i = 1, . . . , s), J̄2 имеет вид (5.21), J3 имеет вид(5.20), J4 = 0;

9) J1 = 0, J2 =
(

1 0 · · · 0
0 0 0 0

)
, J3 = 0, J4 =

(
0 0
0 β

)
;

10) J1 = 0, J2 =
(

0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
, J3 = 0, J4 =

(
0 β
0 0

)
;

11) J1 = 0, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 имеет вид (5.19);

12) J1 = 0, J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), J̄2 =

(
1 0 · · · 0
0 0 · · · 0

)
, J3 имеет вид

(5.20), J4 =
(

0 0
0 β

)
;

13) J1 = 0, J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), J̄2 =

(
0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
, J3 имеет вид

(5.20), J4 =
(

0 β
0 0

)
;

14) J1 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 =
(

0 β
−β 0

)
, J2 = (A1, A2, . . . , As, J̄2),

где Ai = 0, если β = αi, Ai =
(
ai bi
0 0

)
, если β = αi, J̄2 имеет вид (5.21);
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15) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = 0, J3 имеет вид (5.20), J4 имеет вид (5.22);

16) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 =

(
0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
, J3 = 0, J4 =

(
0 β
0 0

)
;

17) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = (O(1)

2 , . . . , O
(s)
2 , J̄2), J̄2 имеет вид (5.21), J3 имеет

вид (5.20), J3 имеет вид (5.20), J4 = 0;

18) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J2 = (A1, . . . , As, 0), J3 имеет вид (5.20),

J4 =
(

0 α
−α 0

)
, Ai =

(
ai bi
0 0

)
, если α = αi, Ai = 0, если α = αi;

19) J1 =
(

0 γ
−γ 0

)
, J3 имеет вид (5.20), J4 =

(
0 β
0 0

)
,

J2 = (O(1)
2 , . . . , O

(s)
2 , J̄2), J̄2 =

(
0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

)
.

§ 6. Вполне приводимые подалгебры алгебры LO(p, q)
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры LO(p, q). Алгебру LO(p, q) будем

обозначать в этом параграфе через LO(V ). Предположим, что пространство V
разлагается в прямую ортогональную сумму L-подпространств V1, . . . , Vs. Каждое
из подпространств Vi, очевидно, неизотропно . Если ϕi — ограничение квадрати-
чной формы ϕ на пространство Vi, (pi, qi) — сигнатура формы ϕi, то по теореме
Витта существует O(p, q)-автоморфизм f пространства V , отображающий Vi на
V ′i = 〈Ti1 , . . . , Tipi

, Tipi
+1, . . . , Tipi

+qi
〉 (i = 1, . . . , s). Здесь i1 < · · · < ipi

< p,
p < ipi

+ 1 < · · · < ipi+qi
. При автоморфизме f алгебра L отображается на некото-

рую алгебру L′ ⊂ LO(V ) и

V = V ′1 ⊕ · · · ⊕ V ′s — (6.1)

разложение пространства V в прямую ортогональную сумму L′-подпространств.
Так как подпространство V ′i обладает базисом, состоящим из некоторых векторов
базиса {Ti} пространства V , то будем говорить, что разложение (6.1) является
разложением пространства V относительно базиса {Ti} в прямую ортогональную
сумму L′-подпространств. Поскольку подалгебры алгебры LO(V ) изучаются с то-
чностью до O(p, q)-сопряженности, то в дальнейшем будем предполагать, что в
классе всех алгебр, O(p, q)-сопряженных между собой, алгебра L выбрана так, что
рассматриваемое разложение V = V1⊕· · ·⊕Vs является разложением пространства
V относительно базиса {Ti} в прямую ортогональную сумму L-подпространств.
Если Ĵ = ad J ∈ ad L — произвольный элемент, то его можно рассматривать

как оператор Ĵi пространства Vi. Матрица Ji оператора Ĵi в базисе пространства
Vi содержится в LO(pi, qi). Таким образом, для любого i ∈ {1, . . . , s} элемент J
из L определяет элемент Ji из LO(pi, qi), который будем называть проекцией J на
LO(pi, qi). Поэтому можем положить

J = J1 ∗ · · · ∗ Js,
рассматривая J как элемент декартова произведения алгебр Li (Li — проекция
L на алгебру LO(pi, qi)), так как операция в алгебре L согласуется с этими же
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операциями в декартовом произведении. Будем говорить, что L разложена отно-
сительно базиса {Ti} в подпрямое произведение алгебр Li ⊂ LO(Vi) и записывать
это так:

L = L1 ∗ · · · ∗ Ls.
Определение 6.1. Подалгебра L ⊂ LO(V ) называется неприводимой, если V —
минимальное L-инвариантное подпространство пространства V (отличное
от нуля).
Пусть L — произвольная вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ). Тогда

пространство V разлагается в прямую ортогональную сумму (относительно базиса
{Ti}) L-неприводимых подпространств V1, . . . , Vs. Этому разложению соответству-
ет разложение L = L1∗· · ·∗Ls алгебры L в подпрямое произведение неприводимых
подалгебр Li ⊂ LO(Vi).
Определение 6.2. Разложение L = L1 ∗L2 алгебры L в подпрямое произведение
подалгебр L1 ⊂ LO(p1, q1) и L2 ⊂ LO(p2, q2) назовем тривиальным, если p1 = p2,
q1 = q2 и существует такая матрица C ∈ O(p1, q1), что каждый элемент
J ∈ L1 ∗ L2 имеет вид J1 ∗ C−1J1C, где J1 ∈ L1.
Если L = L1∗· · ·∗Ls, то проекцию алгебры L на Li∗Lj (декартово произведение

подалгебр Li и Lj) будем обозначать через Li ∗ Lj .
Определение 6.3. Подалгебры Li и Lj в разложении L = L1 ∗ · · · ∗ Ls назовем
равносильными, если разложение алгебры Li ∗ Lj в подпрямое произведение
подалгебр Li и Lj является тривиальным.
Нетрудно убедиться, что рассматриваемое отношение на множестве подалгебр

{L1, . . . ,Ls} является отношением эквивалентности, и потому оно проводит ра-
збиение множества {L1, . . . ,Ls} на классы S1, . . . , St. Проекцию алгебры L на
декартово произведение подалгебр, входящих в Si, обозначим через Ai. Таким
образом, алгебра L разлагается в подпрямое произведение подалгебр A1, . . . , At,
которые будем называть примарными множителями алгебры L и записывать это
так: L = A1 ∗ · · · ∗At.
Роль примарных множителей вполне приводимой подалгебры L будет выяснена

в § 7.

Теорема 6.1 [12]. Если L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ),
то она либо коммутативна, либо разлагается в прямую сумму своего центра
Z(L) и полупростой подалгебры Q.

§ 7. Неприводимые подалгебры алгебры LO(p, q)
В этом параграфе мы исследуем свойства неприводимых подалгебр алгебры

LO(p, q).
Предложение 7.1. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(p, q), C(L)
— ее централизатор в gl(p + q, C). Если A — максимальная коммутативная
подалгебра C(L), то dimC A ≤ 2.
Доказательство. Если L — абсолютно неприводимая подалгебра, то предложение
вытекает из леммы Шура. Пусть L приводима над полем комплексных чисел. Тогда
существует такая матрица C ∈ gl(p+ q, C), что

L′ = C−1LC =
( L1 0

0 L2

)
,
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где L1 и L2 — неприводимые подалгебры. Рассмотрим два случая.
1. Подалгебры L1 и L2 не сопряжены. Любая матрица, коммутирующая поэле-

ментно с L′, имеет вид(
λ1E 0
0 λ2E

)
.

Следовательно, в рассматриваемом случае dimC A = 2.
2. Подалгебры L1 и L2 сопряжены. Можно предполагать при этом, что L1 = L2.

Любая матрица, коммутирующая поэлементно c L′, имеет вид(
λ1E λ2E
λ3E λ4E

)
∼= gl(2, C).

Значит, и в этом случае dimC A = 2. Предложение доказано.
Предложение 7.2. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(p, q), X ∈
gl(p + q,R) — вещественная матрица, удовлетворяющая условию [X,L] = 0.
Тогда либо X = λE, либо существуют такие вещественные числа α и β, что
(αX + βE)2 = −E.
Доказательство. В силу предложения 7.1 матрицы X2, X, E линейно зависимы
над C. Это значит, что существуют такие комплексные числа α0, α1, α2, что

α0E + α1X + α2X
2 = 0.

Если α2 = 0, то все доказано. Пусть однако, α2 = 0. Тогда

X2 =
(
−α0

α2

)
E +

(
−α1

α2

)
X = β0E + β1X. (7.1)

Поскольку X — вещественная матрица, то из равенства (7.1) получаем, что либо
X = λE, либо β0, β1 — вещественные числа. Из равенства (7.1) получаем далее,
что

X2 − β1X +
β2

1

4
E =

(
β0 +

β2
1

4

)
E,

или (
X − β1

2
E

)2

= γE, (7.2)

где γ =
(
β0 + β2

1
4

)
. Если γ > 0, то равенство (7.2) можно переписать так:(

X − β1

2
E −√

γE

)(
X − β1

2
E +

√
γE

)
= 0.

Матрица X −
(
β1
2 +

√
γ
)
E коммутирует поэлементно с L, и потому она либо

нулевая, либо обратная. В первом случае X =
(
β1
2 +

√
γ
)
E, во втором — X =(

β1
2 −√

γ
)
E. Если γ < 0, то из равенства (5.2) получаем, что(

1√−γX − β1

2
√−γE

)2

= −E,
что и доказывает предложение.
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Пpeдлoжeниe 7.3. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(p, q), p =
q. Если X ∈ gl(p+ q,R) — вещественная матрица, удовлетворяющая условиям
[X,L] = 0, (X · Jp,q)T = X · Jp,q, то X = λE.
Доказательство. Так как (X · Jp,q)T = X · Jp,q, то матрицу X можно разбить на
блоки:

X =
(
X1 X2

X3 X4

)
,

где X1 — квадратная матрица степени p; X4 — квадратная матрица степени q,
причем XT

1 = X1, XT
2 = −X3, XT

3 = −X2, XT
4 = X4.

Рассмотрим случай p > q. Пусть X = λE. В силу предложения 7.2 можно
считать, что X2 = −E. Поскольку X1 симметрическая, то существует такая ве-
щественная матрица U , что U−1XU = Y1 — диагональная матрица. Допустим,
что

Y1 =

 λ1 0
. . .

0 λp

 .

Тогда матрица X сопряжена матрице

Y =
(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
.

Так как Y 2 = −E, то Y 2
1 + Y2Y3 = −E и, значит, Y2Y3 = −E − Y 2

1 . Обозначим
через Ȳ2 матрицу, которая получается из матрицы Y2 в результате вычеркивания
всех строк с номерами, большими q, а через Ȳ3 — матрицу, которая получается из
матрицы Y3 в результате вычеркивания всех столбцов с номерами, большими q.
Матрицы Ȳ2 и Ȳ3 квадратные, и в силу равенства Y2Y3 = −E−Y 2

1 их произведение
Ȳ2Ȳ3 — обратимая диагональная матрица. Отсюда вытекает, что матрица Y2Ȳ3

имеет следующий вид:
α1 · · · 0

. . .
0 · · · αq
· · · · ·
0 · · · 0

 .

Если через Φ обозначить матрицу(
Ep 0
0 Ȳ3

)
,

то

Φ−1Y Φ =


λ1 0

. . .
0 λp

α1 · · · 0
. . .

0 · · · αq
· · · · ·
0 · · · 0

∗ ∗


.
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Таким образом, матрица Φ−1Y Φ, а значит, и матрица X, имеет вещественный
характеристический корень λp. Следовательно, X = λpE, и потому X2 = −E.
Полученное противоречие и доказывает предложение для случая p > q.
Если p < q, то с помощью матрицы

D =

 0 · · · 1
· · · · ·
1 · · · 0


получаем алгебру L′ = D−1LD, содержащуюся в LO(q, p). Так как

(D ×D · Jq,p)T = −(D × Jp,qD)T = −D × Jp,qD = D ×D · Jq,p
и [D×D,L′] = 0, то в силу рассмотренного выше случая D×D = λE или X = λE.
Предложение доказано.

Теорема 7.1. Пусть G1 ⊂ LO(p1, q1) и G2 ⊂ LO(p2, q2) — две неприводимые
подалгебры. Если C−1G1C = G2, то CJp2,q2C

T = λJp1,q1 .
Доказательство. Поскольку G1 ⊂ LO(p1, q1), то для любой матрицы A ∈ G1,
справедливо равенство

Jp1,q1A+ATJp1,q1 = 0. (7.3)

Аналогично, для любой матрицы B ∈ G2 выполняется равенство

Jp2,q2B +BTJp2,q2 = 0. (7.4)

Пусть C−1AC = B, тогда, учитывая соотношение (7.4), получаем

Jp2,q2C
−1AC + CTAT

(
C−1

)T
Jp2,q2 = 0,

или

A = −CJp2,q2CTAT
(
C−1

)T
Jp2,q2C

−1. (7.5)

С другой стороны, используя соотношение (7.3), имеем

A = −Jp1,q1ATJp1,q1 . (7.6)

Следовательно, ввиду (7.5) и (7.6)

Jp1,q1A
TJp1,q1 = CJp2,q2C

TAT
(
C−1

)T
Jp2,q2C

−1,

Откуда

A = Jp1,q1
(
C−1

)T
Jp2,q2C

−1ACJp2,q2C
TJp1,q1 .

Таким образом, матрица T = CJp2,q2C
TJp1,q1 перестановочна поэлементно с G1.

Ho тoгдa по лемме Шура матрица T либо нулевая, либо обратимая. Поскольку
матрица T удовлетворяет всем условиям предложения 7.3, то T = λE. Следова-
тельно, CJp2,q2C

T = λJp1,q1 . Теорема доказана.
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§ 8. Структура инвариантного подпространства
для вполне приводимой подалгебры

В настоящем параграфе мы рассматриваем задачу нахождения всех инвари-
антных подпространств пространства V для вполне приводимой подалгебры L ⊂
LO(p, q) с точностью до O(p, q)-сопряженности. Если V1 и V2 — подпространства
пространства V , то подпрямую сумму подпространств V1 и V2 будем обозначать
через V1+̇V2.

Предложение 8.1. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ),
разложимая в подпрямое произведение L1 ∗ L2 подалгебр L1 ⊂ LO(p1, q1) и
LO(p2, q2), первая из которых действует неприводимо на подпространстве
V1 = 〈T1, . . . , Tp1+q1〉, а вторая — на подпространстве V2 = 〈T ′1, . . . , T ′p2+q2〉.
Если L-инвариантное подпространство N = V1+̇V2 не разложимо в прямую
сумму V1 ⊕ V2, то разложение L = L1 ∗ L2 является тривиальным.
Доказательство. Если L содержит ненулевой элемент J1∗J2, где J1 ∈ L1, J2 ∈ L2,
то нетрудно убедиться, что J1 = 0, J2 = 0. Следовательно, L ∩ L1 = L ∩ L2 = 0 и
потому существует изоморфизм f1 : L1 → L2, определяемый следующим образом:
если J1 ∗ J2 ∈ L1 ∗ L2, то f1(J1) = J2.
Поскольку N не разложимо в прямую сумму подпространств V1 и V2, N ∩V1 =

N ∩ V2 = 0, то существует изоморфизм f2 : V1 → V2, определяемый следующим
образом: если X1 +X2 ∈ V1+̇V2, то f2(X1) = X2. Таким образом, базис инвариан-
тного подпространства N имеет вид: T1+R1, . . . , Tp1+q1+Rp1+q1 , где R1, . . . , Rp1+q1
— базис пространства V2. Отображение f2 : V1 → V2 является, очевидно, L-
изоморфизмом. Ввиду этого для произвольного элемента J = J1 ∗ J2 ∈ L матрица
линейного оператора ad J2 в базисе {R1, . . . , Rp1+q1} совпадает с матрицей J1.
Если C — матрица перехода от базиса {R1, . . . , Rp1+q1} к базису {T ′1, . . . , T ′p1+q1},
то J2 = C−1J1C и, значит, L2 = C−1L1C. Ввиду теоремы 7.1 отсюда вытекает,
что

CJp2,q2C
T = λJp1,q1 . (8.1)

Докажем, что λ > 0. Действительно, пусть λ < 0. В силу закона инерции для
квадратичных форм из равенства (8.1) получаем, что p2 = q1, q2 = p1. Следова-
тельно, CJq1,p1C

T = λJp1,q1 . Тогда

1√−λDC · Jq1,p1
(

1√−λDC
)T

= Jq1,p1 ,

где

D =

 0 · · · 1
· · · · ·
1 · · · 0

 ,

и потому 1√−λDC ∈ O(q1, p1). Таким образом, C =
√−λDC1, где C1 ∈ O(q1, p1).

Следовательно, произвольный элемент J1 ∗ J2 ∈ L можно представить в виде
J1∗J2 = J1∗C−1

1 DJ1C1. Пусть θ1 — автоморфизм, определяемый матрицей E∗C−1
1 .

Автоморфизм θ1 отображает алгебру L на алгебру L′ = L1∗DL1D, а пространство
N = 〈Ti + Ri〉 на пространство N ′ = 〈Ti + Ci · Ri〉. Так как DCi · Ri = 1√−λT

′
i , то

Ti +C1 ·Ri = Ti + 1√−λDT
′
i . Следовательно, подпространство N

′ = 〈Ti + 1√−λDT
′
i 〉
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инвариантно относительно алгебры L′. Но тогда инвариантным относительно по-
далгебры L′ будет и подпространство N ′′ = 〈Ti +DT ′i 〉. Нетрудно убедиться, что
N ′′ — вполне изотропное подпространство, а это противоречит условию, что по-
далгебра L, а значит, и L′, вполне приводима.
Таким образом, λ > 0, и в силу закона инерции для квадратичных форм из

равенства (8.1) получаем, что p1 = p2, q1 = q2 и

1√
λ
CJp1,q1

1√
λ
CT = Jp1,q1 .

Следовательно, C1 = 1√
λ
C ∈ O(p1, q1), C−1

1 G1C1 = G2. Предложение доказано.

Теорема 8.1. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ), L =
A1∗· · ·∗At — ее разложение в подпрямое произведение примарных множителей.
Подпространство N , инвариантное относительно подалгебры L, разлагается
в прямую сумму

N = N1 ⊕ · · · ⊕Nt ⊕N ′,

где [Ai, Ni] = Ni, [Ai, Nj ] = 0, если i = j, [L, N ′] = 0.
Доказательство. Доказательство будем проводить индукцией по размерности N .
Рассмотрим вначале случай, когда N — неприводимое подпространство. Пусть
N ′ — максимальное подпространство N , удовлетворяющее условию [L, N ′] = 0.
Ввиду неприводимости N N ′ = N или N ′ = 0. Если N ′ = N , то теорема доказа-
на. Поэтому будем предполагать, что N ′ = 0. Обозначим через S′j максимальное
подпространство V , удовлетворяющее условию [Aj , S′j ] = 0, а через Sj — ортого-
нальное дополнение к S′j в пространстве V . Пространства Sj и S

′
j неизотропные и

V = Sj⊕S′j . Пусть Nj — проекция N на Sj . Очевидно, N разложимо в подпрямую
сумму подпространств Nj , j = 1, . . . , t, т.е.

N = N1+̇ · · · +̇Nt. (8.2)

Докажем, что среди Ni только одно отлично от нуля. Действительно, пусть Ai =
Li1∗· · ·∗Lisi

— разложение Ai в подпрямое произведение неприводимых подалгебр.
Как и выше, нетрудно убедиться, что Ni разложимо в подпрямую сумму Ni =
Ni1+̇ · · · +̇Nisi

неприводимых подпространств Ni1, . . . , Nisi
.

Рассмотрим произвольный элемент X ∈ N , отличный от нуля, и пусть X =
X1 + · · ·+Xt, где Xi ∈ Ni. Предположим, что в разложении (8.2) N1 = 0, N2 = 0.
При этом предположении X1 = 0, X2 = 0. В самом деле, если, например, X1 = 0,
то L-подпространство, порожденное X, отлично от N , поскольку его проекция на
N1 равна нулю. А это противоречит предположению о неприводимости N .
Пусть далее X1 = X11 + · · ·+X1s1 , X1i ∈ N1i, X2 = X21 + · · ·+X2s2 , X2i ∈ N2i.

Можно предполагать, что X11 = 0, X21 = 0. Так как разложение L11 ∗ L21 не
является тривиальным разложением, то в силу предложения 8.1 проекция N на
подпространстве N11 ⊕ N21 совпадает с N11 ⊕ N21. Следовательно, N содержит
ненулевой элемент Y , проекция которого на подпространство N11 равна нулю.
Но тогда L-подпространство, порожденное Y , отлично от N , что противоречит
предположению о неприводимости N . Полученное противоречие доказывает, что
N = Ni для некоторого i ∈ {1, . . . , t}. Тем самым теорема справедлива в случае,
если N неприводимо.
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Пусть N — приводимо, тогда N = M1 ⊕M2, dimMi < dimN . В силу инду-
ктивного предположения

M1 = M
(1)
1 ⊕ · · · ⊕M

(t)
1 ⊕M ′1, M2 = M

(1)
2 ⊕ · · ·M (t)

2 ⊕M ′2,

где [Ai,M
(i)
1 ] = M

(i)
1 , [Ai,M

(i)
2 ] = M

(i)
2 , [Ai,M

(j)
1 ] = 0, [Ai,M

(j)
2 ] = 0, если i = j,

[Ai,M ′1] = 0, [Ai,M ′2] = 0. Но тогда, положив Ni = M
(i)
1 ⊕M

(i)
2 , N ′ = M ′1 ⊕M ′2,

получим, что N = N1 ⊕ · · · ⊕Nt ⊕N ′. Теорема доказана.
Теорема 8.2. Пусть L — вполне приводимая подалгебра алгебры LO(V ), L =
A1 ∗ · · · ∗ At — ее разложение в подпрямое произведение примарных подалгебр.
Подпространство N , инвариантное относительно алгебры L, разлагается в
прямую сумму

N = N1 ⊕ · · · ⊕Nt ⊕N ′,

где [Ai, Ni] = Ni, [Ai, Nj ] = 0, если i = j, [L, N ′] = 0. Если примарная ал-
гебра A является подпрямым произведением неприводимых подалгебр алгебр
LO(V1), . . . ,LO(Vq), то относительно O(V )-сопряженности ненулевые подпро-
странства W пространства V со свойством [A,W ] = W исчерпываются про-
странствами V1, . . . , V1 ⊕ · · · ⊕ Vq.
Доказательство. В силу теоремы 8.1 достаточно изучить структуру пространства
W , удовлетворяющего условию [L,W ] = W , где L — примарная подалгебра. Пусть
L разложима в подпрямое произведение двух неприводимых подалгебр L1 и L.
Поскольку L1 и L2 — неприводимы, то проекция W на каждое из подпространств
V1 и V2 либо равна нулю, либо совпадает с соответствующим подпространством
Vi. Предположим, что W не разлагается в прямую сумму подпространств V1 и
V2. Если {T1, . . . , Tp1+q1} — базис подпространства V1, {T ′1, . . . , T ′p1+q1} — базис
подпространства V2, то, как было установлено при доказательстве предложения
8.1, можно считать при этом, что базис подпространства W имеет вид {T1 +
λT ′1, . . . , Tp1+q1 + λT ′p1+q1}, а подалгебра L равна L1 ∗ L1. Пусть

C =
1√

1 + λ2

(
E λE
λE −E

)
.

Так как

C

(
Jp1,q1 0

0 Jp1,q1

)
CT =

(
Jp1,q1 0

0 Jp1,q1

)
,

то матрица C определяет некоторую изометрию θ пространства V1 ⊕ V2. Пусть
J1∗J1 — произвольный элемент алгебры L. В базисе {T1, . . . , Tp1+q1 , T

′
1, . . . , T

′
p1+q1}

оператору ad (J1 ∗ J1) соответствует матрица(
J1 0
0 J1

)
.

Нетрудно убедиться, что C−1LC = L и θ(Ti + λT ′i ) = Ti, i = 1, . . . , p1 + q1.
Таким образом, автоморфизм θ, определяемый матрицей C, действует на алгебре
L = L1 ∗ L1 тождественно, а пространство N отображает на пространство V1.
Тем самым утверждение теоремы справедливо для примарной подалгебры, которая
разлагается в подпрямое произведение двух неприводимых подалгебр.
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Пусть далее L = L1 ∗ · · · ∗ Ls и s ≥ 3. Доказательство будем проводить инду-
кцией по числу s. Обозначим через Wij проекцию W на подпространство Vi ⊕ Vj .
Предположим, что для некоторых i и j Wij не распадается в прямую сумму своих
проекций Wi и Wj на Vi и Vj . При этом предположении Wi = Vi, Wj = Vj ,
Wij = Vi+̇Vj , и а силу предыдущего результата для случая s = 2 существу-
ет автоморфизм θ алгебры JO(V ), действующий на алгебре L тождественно и
отображавший подпространство Wij на подпространство Vi. Следовательно, W со-
пряжено подпространству M , обладающему тем свойством, что Mij для любых i
и j распадается в прямую сумму своих проекций на подпространства Vi и Vj .
Допустим, не нарушая общности, что Ms−1 = 0. Значит, Ms−1 = Vs−1. Так как

Ms−1,s распадается в прямую сумму проекций Ms−1 = Vs−1 и Ms, то M содержит
подпространство P = P1+̇ · · · +̇Ps−2+̇Vs−1. Обозначим через N L-подпространст-
во, порожденное P . Поскольку Ns = 0, то N инвариантно относительно алгебры
L̄s = L1 ∗· · ·∗Ls−1. В силу индуктивного предположения существует автоморфизм
τ алгебры JO(V ), действующий на алгебре L тождественно и отображающий под-
пространство N на V1 ⊕ · · · ⊕ Vq, где q ≤ s − 1. Следовательно, M сопряжено
подпространству M ′, содержащему V1 ⊕ · · · ⊕ Vq. Отсюда вытекает, что подпро-
странство M ′q+1+̇ · · · +̇M ′s ⊂M ′ инвариантно относительно алгебры L, а значит, и
алгебры L′ = Lq+1∗· · ·∗Ls. По индуктивному предположению существует автомор-
физм θ алгебры JO(V ), действующий на алгебре L′ и подпространстве V1⊕· · ·⊕Vq
тождественно и отображающий пространство M ′q+1+̇ · · · +̇M ′s на Vq+1 ⊕ · · · ⊕ Vt,
где t ≤ s. Следовательно, W сопряжено V1 ⊕ · · · ⊕ Vt. Теорема доказана.
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О непрерывных подгруппах обобщенной
группы Пуанкаре P (1, n)

Л.Ф. БАРАННИК, А.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

1. Введение
Описание подгрупповой структуры обобщенной группы Пуанкаре P (1, n) необ-

ходимо для решения ряда задач теоретической и математической физики: изуче-
ние физических систем с переменной массой и спином [1–3], построение точных
частных решений некоторых нелинейных дифференциальных уравнений [4], реду-
кция представлений группы P (1, n) на ее подгруппы [5].
Систематическое изучение непрерывных подгрупп неоднородных групп пре-

образований квантовой механики начато в работе [6], в которой предложен об-
щий метод классификации относительно определенной сопряженности подалгебр
конечномерной алгебры Ли L с нетривиальным абелевым идеалом N , являющим-
ся полупрямым слагаемым: L = N+⊃ L1. Этим методом проведена классификация
подалгебр алгебр Ли групп Пуанкаре P (1, 3) [6], P (1, 4) [7, 8] и групп Евклида
E(3) [9], E(4) [10]. В силу чрезвычайной общности метод не всегда эффективно
реализуется.
В настоящей работе для случая группы P (1, n) дается дальнейшее развитие ме-

тода Патеры–Винтернитца–Цассенхауза [6], позволяющее свести проблему клас-
сификации относительно P (1, n)-сопряженности подалгебр алгебры Пуанкаре к
описанию относительно O(1, k)-сопряженности неприводимых подалгебр алгебры
AO(1, k) и к описанию относительно O(k)-сопряженности неприводимых подал-
гебр алгебры AO(k) (k = 2, . . . , n).

2. Максимальные подалгебры
Пусть R — поле вещественных чисел; 〈X1, . . . , Xs〉 — векторное пространство

или алгебра Ли над R с образующими X1, . . . , Xs; Rn+1 — n+1-мерное арифмети-
ческое векторное пространство над R; U = Un+1 — n+ 1-мерное псевдоевклидово
пространство со скалярным произведением

(X,Y ) = x0y0 − x1y1 − · · · − xnyn; (1)

O(1, n) — группа линейных преобразований Un+1, сохраняющих (X,X) для ка-
ждого X ∈ Un+1. Будем предполагать, что O(1, n) реализована в виде веществен-
ных матриц порядка n+ 1.
Группой Пуанкаре P (1, n) называется мультипликативная группа матриц(

∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ O(1, n), Y ∈ Rn+1.

Труды третьего международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Юрмала, 22–24
мая 1985 г., Москва, Наука, 1986, С. 169–176.
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Через AG обозначим алгебру Ли группы Ли G.
Алгебра Пуанкаре AP (1, n) определяется такими коммутационными соотноше-

ниями:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,
(2)

где g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 0 при α = β (α, β = 0, 1, . . . , n).
Генераторы поворотов Jαβ порождают алгебру AO(1, n), а генераторы трансля-

ций Pα порождают коммутативный идеал N , причем AP (1, n) = N+⊃ AO(1, n).
Пусть C такая матрица порядка n+2 над R, что отображение ϕC : X → CXC−1

является автоморфизмом AP (1, n). Если C ∈ G, G ⊂ P (1, n), то ϕC называется
G-автоморфизмом. Если C = diag (λE, 1) (λ ∈ R, λ > 0), то автоморфизм ϕC
называется гомотетией.
Подалгебры K и K ′ алгебры AP (1, n) называются P (1, n)-сопряженными, если

ϕC(K) = K ′ для некоторого P (1, n)-автоморфизма ϕC алгебры AP (1, n).
Отождествим N с U , сопоставив Pi n + 1-мерный столбец с единицей на

i-ом месте и с нулями на остальных местах (i = 0, 1, . . . , n). Элементы AO(1, n)
считаем матрицами порядка n + 1. При таком подходе [X,Y ] = X · Y для любых
X ∈ AO(1, n), Y ∈ N .
Пусть W — невырожденное подпространство пространства U . Если F — по-

далгебра AO(W ), то тождественное отображение F является представлением F
в AO(W ). Будем называть его тривиальным представлением F в AO(W ). Подал-
гебра F ⊂ AO(W ) называется неприводимой, если тривиальное представление F
в AO(W ) является неприводимым. Подалгебра F ⊂ AO(W ) называется вполне
приводимой, если ее тривиальное представление вполне приводимо.

Теорема 1. Максимальные подалгебры алгебры AO(1, n) исчерпываются отно-
сительно O(1, n)-сопряженности максимальными неприводимыми подалгебра-
ми и такими алгебрами: AO(n); AO(1, k) ⊕ AO′(n − k), где AO′(n − k) =
〈Jab | a, b = k + 1, . . . , n〉, k = 2, . . . , n − 1; 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉),
где Ga = J0a − Jan (a = 1, 2, . . . , n− 1).
Доказательство. Пусть F — подалгебра алгебры AO(1, n), U1 — подпространс-
тво пространства U , инвариантное относительно F . Если U1 — вырожденное
пространство, то оно содержит одномерное F -инвариантное изотропное подпро-
странство W , сопряженное 〈P0 + Pn〉. В этом случае F является подалгеброй
алгебры L = {X ∈ AO(1, n) | (∀ Y ∈ W )(XY ∈ W )}. Нетрудно получить, что
L = 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n−1)⊕〈J0n〉). Если U1 — невырожденное пространство,
то оно является псевдоевклидовым или евклидовым пространством. На основании
теоремы Витта нормализатор U1 в AO(1, n) сопряжен с одной из алгебр: AO(n),
AO(1, k) ⊕AO′(n− k). Теорема доказана.
Пусть AE(n) = 〈P1, . . . , Pn〉+⊃ AO(n), AE′(k) = 〈Pk+1, . . . , Pn〉+⊃ AO′(n − k),

AG̃(n − 1) — расширенная алгебра Галилея с базисом: M = P0 + Pn, P0, P1, . . .,
Pn−1, G1, . . . , Gn−1, Jab (a, b = 1, . . . , n − 1). Согласно теореме 1 описание подал-
гебр алгебры AP (1, n) сводится к описанию относительно P (1, n)-сопряженности
подалгебр алгебр AE(n), AP (1, k)⊕AE′(n−k), AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n〉, а также алгебр
U+⊃ F , где F — неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n).
Пусть π — проектирование алгебры AP (1, n) на AO(1, n), F — подалгебра

AO(1, n), F̂ — такая подалгебра алгебры AP (1, n), что π(F̂ ) = F . Если алгебра F̂
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P (1, n)-сопряжена алгебре W+⊃ F , где W есть F -инвариантное подпространство
пространства U , то F̂ будем называть расщепляемой в алгебре AP (1, n). Если
любая подалгебра F̂ ⊂ AP (1, n), удовлетворяющая условиюπ(F̂ ) = F , является
расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра F обладает только расщепля-
емыми расширениями в алгебре AP (1, n). Аналогично определяется расщепляе-
мость подалгебр и для других алгебр неоднородных преобразований.

Предложение 1. Пусть L = 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉), где Ga =
J0a − Jan (a = 1, 2, . . . , n − 1). Подалгебра F ⊂ AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 обладает
только расщепляемыми расширениями в L тогда и только тогда, когда F —
полупростая алгебра или F не сопряжена подалгебре алгебры AO(n− 2).
Нетрудно установить, что если n — нечетное число, то AO(1, n) обладает отно-

сительно O(1, n)-сопряженности только одной максимальной разрешимой подалге-
брой:

〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , J2k−1,2k, J0n〉 (2k = n− 1).
Если n — четное число, то AO(1, n) обладает двумя максимальными разреши-

мыми подалгебрами:
〈J12, J34, . . . , Jn−1,n〉;
〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n〉.
Отсюда и из предложения 1 получаем описание максимальных абелевых подал-

гебр алгебры AO(1, n).
Предложение 2. Максимальные абелевы подалгебры алгебры AO(1, n) исчер-
пываются относительно O(1, n)-сопряженности такими алгебрами:

1) n = 2k + 1: 〈J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, J0n〉; 〈G1, G2, . . . , Gn−1〉;
〈G1, G2, . . . , G2m, J2m+1,2m+2, . . . , Jn−2,n−1〉 (m = 1, . . . , k − 1);
2) n = 2k: 〈J12, J34, . . . , Jn−1,n〉; 〈J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n〉;
〈J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, Gn−1〉; 〈G1, G2, . . . , Gn−1〉;
〈G1, . . . , G2m, Gn−1, J2m+1,2m+2, . . . , Jn−3,n−2〉 (m = 1, . . . , k − 1).

3. Вполне приводимые подалгебры

Теорема 2. Если n ≥ 2, то неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n) является
полупростой и некомпактной.
Доказательство. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n). Тогда
F = Z(F ) ⊕ Q, где Z(F ) — центр, а Q — фактор Леви. Если F — абсолютно
неприводимая алгебра, то в силу леммы Шура Z(F ) = 0. Если F не является
абсолютно неприводимой алгеброй, то при Z(F ) = 0 получаем, что dimZ(F ) = 1
и квадрат ненулевой матрицы из Z(F ) совпадает с (−λ2)E, λ = 0, где λ ∈ R.
Последнее противоречит предложению 1. Значит, F — полупростая алгебра.
Если F — компактная алгебра, то существует такая симметрическая матрица

C ∈ GL(n+1, R), что C−1FC ⊂ AO(n+1). Так как exp(C−1FC) = C−1 ·expF ·C,
то в O(n + 1) существует неприводимая группа, которая одновременно сохраняет
x2

0+x
2
1+· · ·+x2

n и λ
2
0x

2
0−λ2

1x
2
1−· · ·−λ2

nx
2
n (λ0, λ1, . . . , λn — ненулевые вещественные

числа). Полученное противоречие и доказывает вторую часть теоремы.

Предложение 3. Приводимая подалгебра F алгебры AO(1, n) является вполне
приводимой тогда и только тогда, когда она сопряжена подалгебре одной из
алгебр: AO(n), AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 или алгебре L1 ⊕ L2, где L1 — неприводимая
подалгебра алгебры AO(1, k) (k > 1), а L2 — подалгебра алгебры AO′(n− k).
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Предложение 3 является следствием предложения 1, теоремы 2 и того факта,
что Ga действует не вполне приводимо на пространстве 〈P0 + Pn, Pa〉.
Предложение 4. Вполне приводимая подалгебра F алгебры AO(1, n) обладает
только расщепляемыми расширениями в алгебре AP (1, n) тогда и только то-
гда, когда F полупроста или не сопряжена подалгебре одной из алгебр: AO(n),
AO(1, n− 1).
Пусть Γ — тривиальное представление вполне приводимой подалгебры F ал-

гебры AO(1, n), не сопряженной подалгебре алгебры AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉. Тогда
Γ = Γ1+· · ·+Γm, где Γi — неприводимое представление F в AO(Wi) (i = 1, . . . ,m).
Положим Fi = {diag (O, . . . ,Γi(X), . . . , O | X ∈ F}. Тогда Fi — неприводимая по-
далгебра алгебры AO(Wi). Если Fi = 0, то алгебру Fi будем называть неприводи-
мой частью алгебры F . Если Γi и Γj суть эквивалентные представления, то будем
предполагать, что для любого X ∈ F имеет место равенство Γi(X) = Γj(X).
Объединив эквивалентные ненулевые подпредставления, мы получим ненулевые
дизъюнктные примарные подпредставления представления Γ. Соответствующие им
подалгебры алгебры AO(1, n), построенные по тому же правилу что и неприводи-
мые части Fi, будем называть примарными частями алгебры F .
Теорема 3. Пусть K1,K2, . . . ,Kq — примарные части ненулевой вполне приво-
димой подалгебры F алгебры AO(1, n), V — подпространство U , инвариантное
относительно F . Тогда V = V1⊕· · ·⊕Vq⊕Ṽ , где Vi = [Ki, Vi] = [Ki, V ], [Kj , Vi] =
0 при j = i, Ṽ = {X ∈ V | [F,X] = 0}. Если примарная алгебра K являе-
тся подпрямой суммой неприводимых подалгебр S1, S2, . . . , Sr соответственно
алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr), то относительно O(1, n)-сопряженности
ненулевые подпространства W пространства U с условием [K,W ] = W исчер-
пываются пространствами: W1,W1 ⊕W2, . . . ,W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr.
Доказательство. Разложение V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vq ⊕ Ṽ вытекает из теоремы Гурса о
подалгебрах прямой суммы алгебр Ли. Пусть K — примарная часть алгебры F . В
силу предложения 3 можно предполагать, что K — примарная подалгебра алгебры
AO(n). На основании леммы Шура нетрудно доказать, что если Q — неприводимая
подалгебра алгебры AO(m), то группа автоморфизмов алгебры 〈P1, . . . , Pm〉+⊃ Q
разлагается в прямое произведение группы E(m)-автоморфизмов и группы гомо-
тетий. Отсюда вытекает второе утверждение теоремы.
На основании теоремы 3 описание подалгебр F̂ ⊂ AP (1, n), для которых π(F̂ )

— вполне приводимая алгебра, не сопряженная подалгебре алгебры AO(n − 1) ⊕
〈J0n〉, сводится к описанию неприводимых подалгебр алгебр AO(1, k) и AO(k)
(k = 2, 3, . . . , n). Остальные случаи сводятся к случаю алгебры AG̃(n− 1)+⊃ 〈J0n〉.

4. Подалгебры алгебры Галилея
Алгебра Галилея AG(n) определяется такими коммутационными соотношения-

ми:
[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = 0,
[P0, Jab] = [P0, Pa] = 0, [Ga, P0] = Pa (a, b, c, d = 1, 2, . . . , n).

Эта алгебра является факторалгеброй расширенной алгебры Галилея AG̃(n) по
центру 〈M〉. Через AḠ(n) обозначим изохронную алгебру Галилея, т.е. алгебру,
получаемую из AG(n) в результате удаления P0.
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Предложение 5. Подалгебра F ⊂ AO(n) обладает только расщепляемыми ра-
сширениями в алгебре AḠ(n) тогда и только тогда, когда F полупроста или
не сопряжена подалгебре алгебры AO(n− 1).
Алгебра AḠ(n) является подпрямой суммой двух алгебр Евклида 〈P1, . . . , Pn〉

+⊃ AO(n), 〈G1, . . . , Gn〉+⊃ AO(n). Поэтому справедливость предложения 5 вытека-
ет из предложения 1.

Предложение 6. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m + 1.
Максимальные абелевые подалгебры алгебры AG(n) исчерпываются относи-
тельно G(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn〉; 〈G1 + αP0, P1, P2, . . . , Pn〉 (α > 0);
〈G1, . . . , Gn, P1, . . . , Pn〉; 〈P0, δPn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈Gn, Pn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 (n = 2m+ 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P0, P2a+1, . . . , Pn〉 (a = 1, . . . ,m− 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1, . . . ,m− 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+1, . . . , Pn〉 (α > 0, a = 1, . . . ,m− 1).

Доказательство. Относительно G(n)-сопряженности алгебра AG(n) обладает то-
лько одной максимальной разрешимой подалгеброй:

K = 〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉.
Пусть L — максимальная абелевая подалгебра AG(n). Тогда L ⊂ K. Если прое-
кция L на 〈P0〉 отлична от нуля, то P0 ∈ L и проекция L на 〈G1, . . . , Gn〉 является
нулевой или проекция L на векторное пространство 〈P0, G1, . . . , Gn〉 совпадает с
〈G2s+1 +αP0〉. Нетрудно получить, что проекция L на 〈J2d−1,2d, P2d−1, P2d, G2d−1,
G2d〉 совпадает с 〈J2d−1,2d〉 или с подалгеброй алгебры 〈P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉.
Значит, L сопряжена одной из алгебр, выписанных в формулировке предложения.
Каждая подалгебра F алгебры AO(n) является вполне приводимой алгеброй

Ли линейных преобразований пространства 〈P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉. Как и в тео-
реме 3, получаем, что описание подалгебр алгебры AḠ(n) сводится к нахожде-
нию неприводимых подалгебр алгебр AO(m) (m = 2, . . . , n) и к классифика-
ции пространств, получаемых склеиванием неприводимых относительно данной
алгебры F ⊂ AO(m) подпространств соответственно пространств 〈P1, . . . , Pn〉,
〈G1, . . . , Gn〉.
Отметим, что в [11] описаны относительно G(3)-сопряженности все подалгебры

алгебр Галилея AG(3). Получена также классификация подалгебр расширенной
алгебра Галилея. Эти результаты уточняют классификацию, проведенную в [12].
Вместо S1+⊃ F, . . . , Sm+⊃ F будем употреблять запись F : S1, . . . , Sm. Пусть

V ba = 〈Pa, . . . , Pb〉, W b
a = 〈Ga, . . . , Gb〉, Nα

a,b = 〈Ga + αPb, Gb − αPa〉.
Теорема 4. Пусть F — проекция F̂ ⊂ AG(4) на AO(4). Подалгебры F̂ алгебры
AG(4) с условием dimF ≥ 3 исчерпываются относительно G(4)-сопряженнос-
ти подалгебрами алгебры AG(3) и такими алгебрами:

AO(4): O, 〈P0〉, V 4
0 , V

4
1 , W

4
1 , V

4
1 +W 4

1 , V
4
0 +W 4

1 ;
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J12 − J34〉: O, 〈P0〉, V 4

0 , V
4
1 , W

4
1 , N

α
1,2 + N−α3,4 ,

V 4
1 +W 4

1 , V
4
0 +W 4

1 (α = 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J12 − J34 + αP0〉: O, V 4

1 , V
4
1 +W 4

1 (α = 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉: O, 〈P0〉, V 4

0 , V
4
1 , W

4
1 , N

α
1,2 + N−α3,4 , V

4
1 + W 4

1 ,
V 4

0 +W 4
1 (α = 0);

AO(3) ⊂+〈G1, G2, G3, G4 + λP4〉 (λ = 0);
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AO(3): Sj, V 3
0 + Sj (j = 1, 2, 6), V 3

1 + Sj (j = 4, 7), W 3
1 + Sj (j = 1, 2, 6),

V 3
1 +W 3

1 +Sj , где Sj совпадает с одним из пространств: 〈P4〉, 〈G4〉, 〈P0 +αG4〉,
〈P0, P4〉, 〈P0 + αG4, P4〉, 〈P4, G4〉, 〈P0, P4, G4〉 (α > 0; j = 1, . . . , 7).
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Операторы Казимира для обобщенных
групп Пуанкаре и группы Галилея

Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

1. Введение
Изучение полиномиальных операторов Казимира группы Ли сводится к описа-

нию инвариантов присоединенной группы [1]. Хорошо известны такие инварианты
для однородных классических групп Ли [2]. Операторы Казимира и их спектры
группы Пуанкаре P (1, 4) найдены в работах [3, 4]. Эта же задача решена для груп-
пы ISL(6, C) [5] и для группы IU(n) с различными подгруппами трансляций [6].
Обобщенные операторы Казимира (рациональные, трансцендентные) для подгрупп
группы P (1, 3) найдены в [7], а для подгрупп оптической группы Opt(1, 3) в [8].
Изучению обобщенных операторов Казимира неоднородных групп произвольной
размерности посвящена серия работ [9, 10]. В [11] дано описание инвариантов
присоединенной группы для многих неоднородных классических групп.
В нашей работе найдены в явном виде максимальные системы алгебраически

независимых полиномиальных операторов Казимира (основные операторы) обоб-
щенных групп Пуанкаре P (p, q), группы Галилея G(n) и расширенной группы
Галилея G̃(n).

2. Операторы Казимира обобщенных групп Пуанкаре
Алгебра Пуанкаре AP (p, q) определяется такими коммутационными соотноше-

ниями:

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac,

[Pa, Jbc] = gabPc − gacPb, Jba = −Jab, [Pa, Pb] = 0,
(1)

где

g = diag {1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

} (a, b, c, d = 1, 2, . . . , n; n = p+ q).

Пусть εa1a2...an
— полностью антисимметрический тензор ранга n с условием

ε12...n = 1,

gab = δakδblgkl, Jab = δakδblJkl, P a = δakPk.

Полагаем

Wa1...an−1 = εa1...an
P an ,

Wa1...ar
= Wa1...arar+1ar+2J

ar+1ar+2 (r ≤ n− 3),
W = Wa1a2J

a1a2 при нечетном n.

Труды третьего международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Юрмала, 22–24
мая 1985 г., Москва, Наука, 1986, С. 176–183.
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На основании (1) можно установить справедливость соотношений:

[Jab,Wd1...dt
] = gaagbb(gbd1Wad2...dt

+ · · ·+
+gbdt

Wd1d2...a − gad1Wbd2...dt
− · · · − gadt

Wd1d2...b),
[Pa,Wd1...dt

] = 0.
(2)

Теорема 1. Пусть n = p+ q, n ≥ 3, m =
[
n−1

2

]
. Элементы

T0 = gabPaPb,

Tk =
1

(n− 2k − 1)!22k(k!)2
ga1b1 · · · gan−2k−1bn−2k−1Wa1...an−2k−1Wb1...bn−2k−1

при k < m или k = m и четном n,

Tm =
1

2mm!
W при нечетном n

образуют максимальную систему алгебраически независимых операторов Ка-
зимира алгебры AP (p, q).
Инвариантность записанных операторов вытекает из соотношений (2). Их не-

зависимость следует из независимости симметризованных операторов Казимира
группы P (p, q), построенных по аналогичному правилу.
В качестве примера выпишем основные операторы Казимира для группы P (1, 6):

P 2
1 − P 2

2 − · · · − P 2
7 ;

1
96
ga1b1 · · · ga4b4εa1...a7εb1...b7J

a5a6P a7Jb5b6P b7 ;

1
128

ga1b1ga2b2εa1...a7εb1...b7J
a3a4Ja5a6P a7J : b3b4Jb5b6P b7 ;

1
48
εa1...a7J

a1a2Ja3a4Ja5a6P a7 .

3. Операторы Казимира расширенной группы Галилея
Алгебра Ли AG̃(n) расширенной группы Галилея G̃(n) n-мерного евклидова

пространства определяется как вещественная алгебра с такими коммутационными
соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb, [Ga, Gb] = 0,
[P0, Jbc] = [P0, Pa] = 0, [Ga, P0] = Pa, [Ga, Pb] = δabM,

[M,Jab] = [M,P0] = [M,Pa] = [M,Ga] = 0 (a, b, c, d = 1, 2, . . . , n; n ≥ 3).

(3)

Пусть Ũ = U(AG̃(n)) — универсальная обертывающая алгебра алгебры AG̃(n),
ZŨ — центр Ũ .

Теорема 2. Пусть m = [n/2], C1, C2, . . . , Cm — система однородных алге-
браически независимых инвариантных операторов алгебры U(AO(n,R)), Γab =
MJab−(PaGb−PbGa), C̃j — элемент Ũ , получаемый из Cj в результате замены
Jab на Γab. Максимальную систему алгебраически независимы элементов ZŨ
образуют элементы:

M, C̃0 = 2MP0 − δabPaPb, C̃1, . . . , C̃m.
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Доказательство. Из коммутационных соотношений (3) вытекает, что

[P0,Γbc] = [Pa,Γbc] = [Ga,Γbc] = 0, Γba = −Γab,
[Jab,Γcd] = δadΓbc + δbcΓad − δacΓbd − δbdΓac,
[Γab,Γcd] = M(δadΓbc + δbcΓad − δacΓbd − δbdΓac).

(4)

Пусть

P̂a = M−1Pa, Ĵab = M−1Γab = Jab − (P̂aGb − P̂bGa),

Q — R-подалгебра обертывающего тела алгебры AG̃(n), порожденная 1, P0, P̂a,
Gb, M , Ĵab (R — поле вещественных чисел). Так как в силу (4) элементы Ĵab
(a, b = 1, . . . , n) порождают AO(n,R) и

[Ga, P̂b] = δab, [P̂a, Ĵcd] = 0, [Ga, Ĵcd] = 0, [Ga, P0] = MP̂a,

то

Q ∼= Q1 ⊗R Q2 ⊗R Q3 ⊗R U(AO(n,R)), (5)

где Q1 — R-алгебра, порожденная 1 и M , Q2 — R-алгебра, порожденная 1 и
2P0 −MP̂aP̂

a, a Q3 есть R-алгебра, порожденная 1, P̂a, Gb (a, b = 1, . . . , n). Q3

является алгеброй Вейля, поэтому ее центр совпадает с полем R. На основании (5)
и результатов о центре U(AO(n,R)) заключаем, что степень трансцендентности
центра алгебры Q равна m+2 и что элементыM , 2P0−MP̂aP̂

a, Cj (j = 1, 2, . . . ,m)
являются алгебраически независимыми.
Поскольку Ũ ⊂ Q и M ∈ ZQ, то ZŨ ⊂ ZQ (ZQ — центр Q). Отсюда вытекает,

что в ZŨ существует не более m+ 2 алгебраически независимых элементов. В то
же время

M, M(2P0 −MP̂aP̂
a), M tjCj ,

где tj — степень однородности Cj (j = 1, 2, . . . ,m), принадлежит ZŨ и алгебраи-
чески независимы. Теорема доказана.

4. Операторы Казимира группы Галилея
Коммутационные соотношения для базисных элементов алгебры Галилея

AG(n) получаем из (3), полагая M = 0. Сохраним те же обозначения для ба-
зисных элементов.
Пусть {Ckij | i, j, k = 1, . . . , s} — структурные константы алгебры Ли L,

Bij =
s∑

k=1

CkijZk, B = (Bij), r(L) = sup
(Z1,...,Zs)

rank B.

На основании [1] и результатов о числе фундаментальных решений однородной
системы линейных дифференциальных уравнений 1-го порядка в частных прои-
зводных получаем, что степень трансцендентности центра обертывающей алгебры
алгебры L не превышает dimL− r(L).

Лемма. r(AG(n)) ≥ 1
2
(
n2 + 3n

)− [n/2].
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Доказательство. Базисные элементы алгебры AG(n) расположим в такой после-
довательности:

P0, P1, . . . , Pn−1;G1, . . . , Gn−1;J12, . . . , J1,n−1;J23, . . . , J2,n−1; . . . , Jn−2,n−1;Pn,
Gn, J1n, J2n, . . . , Jn−1,n.
Базисным элементам сопоставим вещественные переменные:
x0, x1, . . . , xn−1; y1, . . . , yn−1; z12, . . . , z1,n−1; z23, . . . , z2,n−1; . . . , zn−2,n−1;xn, yn,
z1n, z2n, . . . , zn−1,n.
Положим x1 = x2 = · · · = xn−1 = 0, xn = 1, yn = 0, zin = 0 (i = 1, . . . , n − 1).

Матрица B имеет вид

0 0

0 −1 0
1

...
. . .

0 0 1

n

0 B′ 0

n



0 · · · 0
1 0

−1
. . .

0 −1

0

0 · · · 0

... D

0


,

где B′ — матрица, соответствующая алгебре AE(n − 1), порожденной G1, . . .,
Gn−1, J12, . . . , Jn−2,n−1. Известно, что

r(AE(n− 1)) =
1
2
n(n− 1) −

[n
2

]
.

Поэтому

r(AG(n)) ≥ 1
2
n(n− 1) −

[n
2

]
+ 2n =

1
2
n(n+ 3) −

[n
2

]
.

Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть m =
[
n
2

]
, Kab = PaGb − PbGa,

Wa1...an−2 = εa1...an
Kan−1an ,

Wa1...ar
= Wa1...arar+1ar+2K

ar+1ar+2 (r ≤ n− 4),
Wa1 = Wa1a2a3K

a2a3 при нечетном n,
W = Wa1a2K

a1a2 при четном n.
Элементы

T0 = PaP
a, T1 = Wa1...an−2W

a1...an−2 , . . . , Tm = Wa1W
a1 (или W )

составляют максимальную систему алгебраически независимых инвариант-
ных операторов алгебры Галилея AG(n).
Теорема доказывается на основании леммы такими же рассуждениями как и

теорема 2.

Предложение 1. Пусть m = [n/2], n ≥ 3, C1, . . . , Cm — однородные образующие
центра U(AO(n,R)), C̃j — элемент U(AG̃(n)), получаемый из Cj в результате
замены Jab на Γab. Элементы

M, C̃0 = 2MP0 − δabPaPb, C̃1, . . . , C̃m (6)
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составляют систему образующих ZU(AG̃(n)).

Доказательство. Обозначим через 〈M〉 двусторонний идеал алгебры, порожден-
ный M . Известно, что

U(AG̃(n))/〈M〉 ∼= U(AG(n)).

Отождествляя соответствующие элементы, можно считать, что базис AG(n) со-
стоит из таких элементов: P̄a = Pa + 〈M〉, Ḡb = Gb + 〈M〉, P̄0 = P0 + 〈M〉,
J̄ab = Jab + 〈M〉. Пусть C̄j — элемент U(AG(n)), получаемый из Cj при замене
Jab на Kab = P̄aḠb − P̄bḠa. Тогда C̄j = C̃j + 〈M〉, а значит,

δabP̄aP̄b, C̄a, . . . , C̄m (7)

принадлежат центру алгебры U(AG(n)). Так как построенные в теореме 3 опе-
раторы T1, T2, . . . , Tm можно получить из операторов Казимира алгебры AO(n,R)
при замене Jab на Kab, то Tj = fj(C̄1, . . . , C̄m) (j = 1, . . . ,m). Отсюда в силу ал-
гебраической независимости T0, T1, . . . , Tm вытекает, что операторы (7) являются
алгебраически независимыми.
На основании рассуждений, проведенных при доказательстве теоремы 2, ка-

ждый элемент центра алгебры U(AG̃(n)) можно записать в виде M−kf(M, C̃0, C̃1,
. . . , C̃m). Если бы элементы (6) не порождали ZU(AG̃(n)), то для некоторого не-
нулевого многочлена ϕ(x0, x1, . . . , xm) с вещественными коэффициентами

M−1 · ϕ(C̃0, C̃1, . . . , C̃m) ∈ ZU(AG̃(n)).

Отсюда следует, что ϕ(C̃0, C̃1, . . . , C̃m) ∈ 〈M〉, а значит

ϕ(δabbarPaP̄b, C̄1, . . . , C̄m) = 0.

Полученное противоречие и доказывает предложение 1.

Предложение 2. Пусть m = [n/2], n ≥ 3, C̄ — элемент U(AG(n)), получае-
мый из C ∈ U(AO(n,R)) при замене Jab на PaGb − PbGa. Для любой системы
C1, . . . , Cm алгебраически независимых однородных операторов Казимира груп-
пы O(n,R) элементы δabPaPb, C̄1, . . ., C̄m составляют максимальную систему
алгебраически независимых операторов Казимира группы G(n).

Выпишем основные операторы Казимира для групп G̃(n) и G(n) при n =
3, 4, 5, 6.

G̃(3) : M, 2MP0 − P 2
1 − P 2

2 − P 2
3 , Γ2

12 + Γ2
13 + Γ2

23;

G̃(4) : M, 2MP0 − P 2
1 − P 2

2 − P 2
3 − P 2

4 ,
∑
a1,a2

Γa1a2Γa2a1 , εa1a2a3a4Γ
a1a2Γa3a4 ;

G̃(5) : M, 2MP0 − P 2
1 − · · · − P 2

5 ,
∑
a1,a2

Γa1a2Γa2a1 ,∑
a1,a2,a3,a4

Γa1a2Γa2a3Γa3a4Γa4a1 ;
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G̃(6) : M, 2MP0 − P 2
1 − · · · − P 2

6 ,
∑
a1,a2

Γa1a2Γa2a1 ,∑
a1,a2,a3,a4

Γa1a2Γa2a3Γa3a4Γa4a1 , εa1...a6Γ
a1a2Γa3a4Γa5a6 ;

G(3) : P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 , K

2
12 +K2

13 +K2
23;

G(4) : P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 + P 2

4 ,
∑
a1,a2

Ka1a2Ka2a1 , εa1a2a3a4K
a1a2Ka3a4 ;

G(5) : P 2
1 + · · · + P 2

5 ,
∑
a1,a2

Ka1a2Ka2a1 ,
∑

a1,a2,a3,a4

Ka1a2Ka2a3Ka3a4Ka4a1 ;

G(6) : P 2
1 + · · · + P 2

6 ,
∑
a1,a2

Ka1a2Ka2a1 ,
∑

a1,a2,a3,a4

Ka1a2Ka2a3Ka3a4Ka4a1 ,

εa1...a6K
a1a2Ka3a4Ka5a6 .
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Инварианты подгрупп обобщенной группы
Пуанкаре P (1, n)
Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

В работе найдены в явном виде полные системы инвариантов одномерных подал-
гебр алгебры Ли AP (1, n) группы P (1, n). Получен ряд утверждений, позволяющий
дать конструктивное описание полных систем инвариантов всех абелевых подал-
гебр алгебры AP (1, n) разрешимых подалгебр алгебры AO(1, n). Проблема описа-
ния инвариантов произвольных неоднородных подалгебр алгебры AP (1, n) сведена
к аналогичной проблеме для подалгебр, имеющих более простую структуру.

Введение
Обобщенная группа Пуанкаре P (1, n) — это мультипликативная группа та-

ких неоднородных преобразований xµ → aνµxν + bµ пространства Минковского
M(1, n) = {(x0, x1, . . . , xn) | xi ∈ R}, для которых соответствующие однородные
преобразования xµ → aνµxν сохраняют его метрику x

2
0−x2

1−· · ·−x2
n. В данной рабо-

те найдены в явном виде инварианты некоторых классов подгрупп группы P (1, n).
Поскольку вместо группы Ли G ⊂ P (1, n) можно рассматривать соответствующую
ей алгебру Ли AG, а алгебру AG можно задать как алгебру дифференциальных
операторов первого порядка, то исследуемая задача сводится к нахождению ре-
шений определенных систем линейных однородных дифференциальных уравнений
в частных производных. Множество {f1, . . . , fs} функционально независимых ре-
шений такой системы, обладающее тем свойством, что любое ее решение имеет
вид Ψ(f1, . . . , fs), будем называть полной системой инвариантов данной алгебры
Ли (сокращенно ПСИ), а инварианты f1, . . . , fs — основными. Из теории систем
дифференциальных уравнений в частных производных [1] хорошо известно, что
если r — ранг системы уравнений, соответствующей алгебре L ⊂ AP (1, n), то
s = n+ 1 − r. Число s назовем коразмерностью алгебры L и обозначим codim L.
ПСИ подалгебр алгебры AP (1, n) используются для нахождения точных реше-

ний уравнений, инвариантных относительно P (1, n). Таким уравнением является,
например, уравнение

Φ
(
�u, (∇u)2, u) = 0, (1)

где

�u = ux0x0 − ux1x1 − · · · − uxnxn
, (∇u)2 = (ux0)

2 − (ux1)
2 − · · · − (uxn

)2,

а Φ — достаточно гладкая функция. Отметим, что частными случаями уравнения
(1) суть нелинейные уравнения Даламбера �u = F

(
u, (∇u)2), �u = sinu и Га-

мильтона (∇u)2+V (u) = E. Широкие классы точных решений нелинейных диффе-
ренциальных уравнений эффективно находятся при помощи предложенного в [2]
анзаца u(x) = f(x)ϕ(ω) + g(x), где x = (x0, x1, . . . , xn), ω(x) = {ω1(x), . . . , ωn(x)}
— функционально независимые инварианты одномерной подалгебры алгебры сим-
метрии данного уравнения (см. [3–7]). Если ω1(x), . . . , ωk(x) — полная система

Препринт 86.86, Институт математики АН УССР, Киев, 1986, 40 c.
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инвариантов алгебры L ⊂ AP (1, n), то анзац u(x) = ϕ(ω1(x), . . . , ωk(x)) редуци-
рует уравнение (1) к уравнению от k переменных ω1, . . . , ωk [8].
Инварианты подгрупп расширенных групп Евклида, Галилея для трехмерных

пространств найдены в [9] , а инварианты подгрупп группы P (1, 3) — в [8].
В первом параграфе нашей работы находятся в явном виде ПСИ тех абелевых

подалгебр алгебры AP (1, n) (n ≥ 2), из которых путем использования подпрямых
сумм можно построить любую абелеву подалгебру алгебры AP (1, n). Доказанные
предложения конструктивно описывают ПСИ всех абелевых подалгебр алгебры
AP (1, n) и позволяют явно перечислить основные инварианты для каждой одно-
мерной подалгебры алгебры AP (1, n).
Во втором параграфе описываются ПСИ разрешимых подалгебр алгебры

AP (1, n). Выписаны в явном виде ПСИ разрешимых подалгебр алгебр AO(1, 5)
и AO(1, 6).
Третий параграф работы посвящен редукционным теоремам, сводящим пробле-

му нахождения ПСИ подалгебр алгебры AP (1, n) к этой же проблеме для более
простых алгебр. Из доказанных нами теорем вытекает основной результат работы
[8] о подалгебрах коразмерности 1 алгебры AP (1, n).

§ 1. Абелевы подалгебры и их инварианты
Алгебра Пуанкаре AP (1, n) определяется такими коммутационными соотноше-

ниями:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,

где g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 0 при α = β (α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , n).
Алгебра AP (1, n) изоморфна алгебре дифференциальных операторов, действу-

ющих в пространстве скалярных функций u(x), где x ∈M(1, n):

Joa = x0∂a + xa∂0, Jab = xb∂a − xa∂b, Pµ = ∂µ

(∂µ = ∂/∂xµ; a, b = 1, . . . , n; µ = 0, 1, . . . , n).

Пусть π — проектирование AP (1, n) на AO(1, n), F̂ — подалгебра AP (1, n).
Если π(F̂ ) не имеет в пространстве M(1, n) инвариантных изотропных подпро-
странств, то структура алгебры F̂ аналогична структуре подалгебр евклидовой ал-
гебры [10]. Описание таких алгебр в определенном смысле сводится к описанию
неприводимых подалгебр алгебр AO(1, k) и AO(k) (k = 2, 3, . . . , n). Остальные
случаи сводятся к случаям подалгебр алгебры AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n〉, где AG̃(n−1) —
расширенная алгебра Галилея с базисом M = P0 + Pn; Ga = J0a − Jan (a =
1, . . . , n− 1); P0, P1, . . . , Pn−1; Jab (a, b = 1, . . . , n− 1). Отметим, что

[Ga, J0n] = Ga, [M,J0n] = M, [P0 − Pn, J0n] = −(P0 − Pn), [P0, Ga] = Pa,

[Pa, Ga] = M, [Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, Ga = (x0 − xn)∂a + xa(∂0 + ∂n).

В дальнейшем будем использовать такие обозначения:

AO(s ↑ t) = 〈Jab | a, b = s, s+ 1, . . . , t〉;
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〈X1, . . . , Xs〉 — алгебра Ли или векторное пространство над полем вещественных
чисел R с образующими X1, . . . , Xs;

V (k, l) = 〈Gk, . . . , Gl〉, (k ≤ l), V (k) = V (k, k);
W (α, β) = 〈Pα, . . . , Pβ〉 (α ≤ β), W (α) = W (α, α);
∆(r, t) = ∆0(r, t) + 〈M〉 = 〈Gr + αrPr, . . . , Gt + αtPt,M〉,

где r ≤ t, αr ≤ · · · ≤ αt, αr = 0 и αt = 1 при αt = 0; AH(0) = O, AH(2d) =
〈J12, . . . , J2d−1,2d〉 — подалгебра Картана алгебры AO(2d);

M(r, t) = M(r, t)+⊃ 〈P0〉 = 〈M,Pr, . . . , Pt, Gr, . . . , Gt〉+⊃ 〈P0〉.
Через π1, π2 обозначим проектирования алгебры AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n〉 соответственно
на V (1, n − 1), W (0, n). Мы будем такие использовать проектирования алгебры
AG̃(n− 1)+⊃ 〈J0n〉 на 〈P0〉, 〈M〉, 〈J0n〉.
В [10] доказано, что максимальные абелевы подалгебры алгебры AO(1, n) ис-

черпываются относительно O(1, n)-сопряженности такими алгебрами:

n = 2k + 1,
AH(n− 1) ⊕ 〈J0n〉, V (1, n− 1),
AH(2d) ⊕ V (2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , (n− 3)/2);

n = 2k,
AH(n), AH(n− 2) ⊕ 〈J0n〉, V (1, n− 1),
AH(2d) ⊕ V (2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , (n− 2)/2).

Теорема 1.1. Пусть 0 ≤ m ≤ [n − 1/2], L — ненулевая абелева подалгебра
алгебры AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉. Если проекция L на 〈J0n〉 отлична от нуля, то L
P (1, n)-сопряжена подпрямой сумме алгебр L1, L2, 〈J0n〉, где L1 ⊂ AH(2m),
L2 = 0 или L2 = W (2m + 1, 2m + s). Если проекция L на 〈J0n〉 и на 〈P0〉 равна
0, то L сопряжена подпрямой сумме алгебр L1, L2, L3, L4, где L1 ⊂ AH(2n),
L2 = 0 или L2 = ∆0(2m + 1, 2m + s), L3 = 0 или L3 = W (2m + s + 1, l), L4 = 0
или L4 = 〈M〉. Если проекция L на 〈J0n〉 равна 0, а проекция L на 〈P0〉 отлична
от нуля, то L сопряжена подпрямой сумме алгебр L1, L2, L3, L4, где L1 ⊂
AH(2m), L2 = 〈P0 + αG2m+1〉 (α ∈ {0, 1}), L3 = 0 или L3 = W (s̄, t), L4 = 0 или
L4 = 〈M〉 (s̄ = 2m+ 1 при α = 0; s̄ = 2m+ 2 при α = 1).
Доказательство. Пусть Xi = Gi + β2m+1,iP2m+1 + · · · + β2m+s,iP2m+s (i = 2m +
1, . . . , 2m + s), L = 〈X2m+1, . . . , X2m+s〉. Очeвиднo, [Xi,Xj ] = (βji − βij)M . Если
L — абелева алгебра, то βij = βji. Отсюда вытекает, что B = (βij) (i, j =
2m + 1, . . . , 2m + s) — симметрическая матрица. Поэтому существует такая ма-
трица U ∈ O(s), что UBU−1 = diag [λ1, . . . , λs]. Отсюда следует, что с точностью
до P (1, n)-сопряженности можно предполагать, что X2m+j = G2m+j + λjP2m+j

(j = 1, . . . , s). O(n−1)-автоморфизмы позволяют изменять нумерацию генераторов
G2m+1, . . . , G2m+s. Поэтому можно считать, что λ1 ≤ · · · ≤ λs. Применяя авто-
морфизм exp(−λ1P0), получаем генераторы G2m+j + µjP2m+j (j = 1, . . . , s), где
µ1 = 0, 0 ≤ µ2 · · · ≤ µs. Если µs > 0, то µs = exp θ. Очевидно,

exp(−θJ0n)(G2m+j + µjP2m+j) exp(θJ0n) =
= eθG2m+j + µjP2m+j = eθ(G2m+j + µje

−θP2m+j).

Поэтому при µs > 0 можно предполагать, что µs = 1.
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Остальные утверждения теоремы вытекают из предложения 1.1 [10] о расще-
пляемости расширений вполне приводимой алгебры Ли линейных преобразований
и теоремы Витта о подпространствах пространства M(1, n). Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть αr ≤ αr+1 ≤ · · · ≤ αt, αr = 0 и αt = 1 при αt = 1. Макси-
мальные абелевы подалгебры алгебры AP (1, n) исчерпываются относительно
P (1, n)-сопряженности такими алгебрами:

W (0, n); ∆(1, n− 1); ∆(1, s) ⊕W (s+ 1, n− 1) (s = 1, . . . , n− 2);
〈G1 + P0,M〉 ⊕W (2, n− 1); W (1, n− 1) ⊕ 〈J0n〉;
AH(n− 2) ⊕ 〈Gn−1 + P0,M〉 (n ≡ 0 (mod 2));
AH(n− 1) ⊕ 〈J0n〉 (n ≡ 1 (mod 2));
〈P0〉 ⊕AH(n) (n ≡ 0 (mod 2));
〈P0〉 ⊕AH(2d) ⊕W (2d+ 1, n) (d = 1, . . . , [n− 1/2]);
AH(2d) ⊕W (2d+ 1, n− 1) ⊕ 〈J0n〉 (d = 1, . . . , [n− 2/2]);
AH(2d) ⊕ ∆(2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , [n− 2/2]);
AH(2d) ⊕ ∆(2d+ 1, s) ⊕W (s+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , [n− 3/2]);
AH(2d) ⊕ 〈G2d+1 + P0,M〉 ⊕W (2d+ 2, n− 1) (d = 1, . . . , [n− 3/2]).
Записанные алгебры попарно не сопряжены.

Следствие 2. Пусть n ≥ 3; α, β > 0; r = 2, . . . , [n− 2/2] при n ≥ 6; s = 2, . . . , [n−
1/2] при n ≥ 5; t = 2, . . . , [n/2] при n ≥ 4; Xt = J12 +α1J34 + · · ·+αt−1J2t−1,2t, где
0 < α1 ≤ · · · ≤ αt−1 ≤ 1. С точностью до P (1, n)-сопряженности одномерные
подалгебры AP (1, n) исчерпываются такими алгебрами:

L1 = 〈J12〉; Lt2 = 〈Xt〉; L3 = 〈J12 + αP0〉; Lt4 = 〈Xt + αP0〉; L5 = 〈J12 +M〉;
Ls6 = 〈Xs +M〉; L7 = 〈J12 + αJ0n〉; Ls8 = 〈Xs + αJ0n〉; L9 = 〈J12 + αP3〉;
Ls10 = 〈Xs + αP2s+1〉; L11 = 〈J12 + αP3 + βJ0n〉 (n ≥ 4);
Lr12 = 〈Xr + αP2r+1 + βJ0n〉; L13 = 〈J12 +G3〉 (n ≥ 4); L14 = 〈Xr +G2r+1〉;
L15 = 〈J12 +G3 + αP4〉 (n ≥ 5); Lr16 = 〈Xr +G2r+1 + βP2r+2〉 (r = [n− 3/2]);
L17 = 〈P0〉; L18 = 〈M〉; L19 = 〈P1〉; L20 = 〈G1〉; L21 = 〈G1 + P2〉; L22 = 〈J0n〉;
L23 = 〈J0n + αP1〉; L24 = 〈G1 + P0〉; L25 = 〈J12 + α(G3 + P0)〉 (n ≥ 4);
Rr26 = 〈Xr + α(G2r+1 + P0)〉.
Описание ПСИ абелевых подалгебр алгебры AP (1, n) содержится в доказыва-

емых ниже предложениях.
Пусть

µ(x; k1, . . . , ks) =

(
s∑
i=1

gkiki
x2
ki

)1/2

, h(x; k1, . . . , ks) =

(
s∑
i=1

x2
ki

)1/2

,

ϕ(k, x) =
(
x2

2k−1 + x2
2k

)1/2
, ψ(k, x) = arcsin

x2k(
x2

2k−1 + x2
2k

)1/2 .
Предложение 1.1. Пусть Xa = J2a−1,2a +

m∑
j=r+1

αajJ2j−1,2j ; (a = 1, . . . , r; m ≤
[n/2]). ПСИ алгебры L = 〈X1, . . . , Xr〉 составляют функции:

ϕ(d, x) (d = 1, . . . ,m), x0, x2m+1, . . . , xn,
r∑
b=1

αbqψ(b, x) − ψ(q, x) (q = r + 1, . . . ,m).
(1.1)
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Доказательство. Hепосредственными вычислениями получаем, что

J2d−1,2d(ϕ(b, x)) = 0, J2d−1,2d(ψ(c, x)) = 0 при c = d, J2d−1,2d(ψ(d, x)) = −1.

Значит, функции (1.1) суть инвариантны алгебры L. Очевидно, codim L = n+1−r.
Число функций (1.1) также равно n+1−r. Остается доказать их функциональную
независимость.
Пусть Γ(k) — функциональная матрица, соответствующая

ϕ(t, x) (t = 1, . . . , k),
r∑
b=1

αblψ(b, x) − ψ(l, x) (l = r + 1, . . . , k).

Легко видеть, что с точностью до нумерации строк и столбцов

Γ(k + 1) =


Γ(k) 0 0

0
x2k+1(

x2
2k+1 + x2

2k+2

)1/2 x2k+2(
x2

2k+1 + x2
2k+2

)1/2
*

x2k+2

x2
2k+1 + x2

2k+2

− x2k+1

x2
2k+1 + x2

2k+2

 .

Так как∣∣∣∣ x2k+1 x2k+2

−x2k+2 x2k+1

∣∣∣∣ = x2
2k+1 + x2

2k+2,

то ранг Γ(k + 1) = ранг Γ(k) + 2. Очевидно, ранг Γ(r + 1) = r + 2. Следовательно,
ранг Γ(m) = 2m− r. Предложение доказано.

Предложение 1.2. ПСИ алгебры

L = 〈G1, G2 + α2P2, . . . , Gt + αtPt〉
составляют функции

x0 − xn, xt+1, . . . , xn−1, −x2
0 + x2

1 +
t∑
i=2

x0 − xn
x0 − xn + αi

x2
i + x2

n. (1.2)

Доказательство. Очевидно, Ga(x0−xn) = 0, (Ga+αaPa)
(
x2
n − x2

0

)
= 2xa(xn−x0).

Отсюда вытекает, что функция (1.2) суть инварианты алгебры L. Очевидно, эти
инварианты являются функционально независимыми. Остается установить, что их
число совпадает с codim L. Составляем матрицу Γ из функций при ∂0, ∂1, . . . , ∂t, ∂n
в генераторах алгебры L:

x1 x0 − xn 0 · · · 0 x1

x2 0 x0 − xn + α2 · · · 0 x2

· · · · · · · ·
xt 0 · · · · x0 − xn + αt xt

 .

Обведенный минор порядка t равен

(x0 − xn)(x0 − xn + α2) · · · (x0 − xn + αt).

Значит, ранг Γ = t, а потому codim L = n+ 1 − t. Предложение доказано.
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Предложение 1.3. Пусть

Xi = Gi + αiPi +
s∑

j=m+1

βijPj (i = 1, . . . ,m),

L = 〈X1, . . . , Xm〉. ПСИ алгебры L составляют функции

x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1, −x2
0 +

m∑
i=1

x0 − xn
x0 − xn + αi

x2
i + x2

n,

m∑
i=1

βijxi
x0 − xn + αi

− xj (j = m+ 1, . . . , s).

Предложение 1.4. Пусть

Xa = J2a−1,2a +
s∑

j=2r+1

αaj(Gj + αjPj) (a = 1, . . . , r).

ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1,

r∑
a=1

αaq(x0 − xn + αq)ψ(a, x) + xq (q = 2r + 1, . . . , s),

−x2
0 +

s∑
q=2r+1

x0 − xn
x0 − xn + αq

x2
q + x2

n.

Предложение 1.5. Пусть

Xa = J2a−1,2a +
t∑

j=2r+s+1

αajPj (a = 1, . . . , r),

Yb−2r = Gb + γbPb +
t∑

j=2r+s+1

δbjPj (b = 2r + 1, . . . , 2r + s).

ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r); x0 − xn, xt+1, . . . , xn−1;

−x2
0 +

2r+s∑
b=2r+1

x0 − xn
x0 − xn + γb

+ x2
n;

r∑
a=1

αajψ(a, x) −
2r+s∑
b=2r+1

δbj
xb

x0 − xn + γb
+ xj (j = 2r + s+ 1, . . . , t).

Предложение 1.6. Пусть

Xa = J2a−1,2a + αaJ0n +
s∑

j=2r+1

βajPj (a = 1, . . . , r).
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ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r); µ(x; 0, n); xs+1, . . . , xn−1;
r∑
a=1

αaψ(a, x) − ln(x0 − xn); xj +
r∑
a=1

βajψ(a, x) (j = 2r + 1, . . . , s).

Предложение 1.7. Пусть

Xa = J2a−1,2a +
s∑

j=2r+1

αajPj (a = 1, . . . , r), X = J0n +
s∑

j=2r+1

βjPj .

ПСИ алгебры 〈X1, . . . , Xr,X〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), µ(x; 0, n), xs+1, . . . , xn−1,

r∑
a=1

αajψ(a, x) + βj ln(x0 − xn) + xj (j = 2r + 1, . . . , s).

Предложение 1.8. Полную систему инвариантов алгебры 〈J0n+αP1, P2, . . . , Pk〉
составляют функции

µ(x; 0, n), α ln(x0 − xn) + x1, xk+1, . . . , xn−1.

Предложение 1.9. Пусть Xa = J2a−1,2a (a = 1, . . . , r),

L = 〈M,X1 + α1(P0 +G2r+1), . . . , Xr + αr(P0 +G2r+1)〉.
ПСИ алгебры L составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r),
r∑
a=1

αaψ(a, x) + x0 − xn,

(x0 − xn)2 − 2x2r+1, x2r+1, . . . , xn−1;

ПСИ алгебры L/〈M〉 составляют основные инварианты алгебры L и

(x0 − xn)3 − 3(x0 − xn)x2r+1 + 3xn.

Предложение 1.10. Пусть

L = 〈M,X1 + α1P0, . . . , Xr + αrP0〉, Xa = J2a−1,2a (a = 1, . . . , r).

ПСИ алгебры L составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r),
r∑
a=1

αaψ(a, x) + x0 − xn, x2r+1, . . . , xn−1;

ПСИ алгебры L/〈M〉 составляют функции

ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r),
r∑
a=1

αaψ(a, x) + x0, x2r+1, . . . , xn−1, xn.
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Теорема 1.2. Пусть Lj (j = 1, . . . , 26) — система представителей классов со-
пряженных одномерных подалгебр алгебры AP (1, n), выписанная в следствии 2
из теоремы 1.1. Полную систему инвариантов алгебры Lj составляют такие
функции:

L1 : ϕ(1, x), x0, x3, . . . , xn;
Lt2 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , t), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , t− 1),

x0, x2t+1, . . . , xn;
L3 : ϕ(1, x), αψ(1, x) + x0, x3, . . . , xn;
Lt4 : ϕ(a, x)(a = 1, . . . , t), αψ(1, x) + x0, x2t+1, . . . , xn,

αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , t− 1);
L5 : ϕ(1, x), x0 − xn, 2ψ(1, x) + x0 + xn, x3, . . . , xn−1;
Ls6 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , s), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , s− 1),

x0 − xn, 2ψ(1, x) + x0 + xn, x2s+1, . . . , xn−1;
L7 : ϕ(1, x), µ(x; 0, n), αψ(1, x) + ln(x0 + xn), x3, . . . , xn−1;
Ls8 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , s), µ(x; 0, n), αψ(1, x) + ln(x0 + xn),

αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , s− 1), x2s+1, . . . , xn−1;
L9 : ϕ(1, x), αψ(1, x) + x3, x0, x4, . . . , xn;
Ls10 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , s), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , s− 1),

αψ(1, x) + x2s+1, x0, x2s+2, . . . , xn;
L11 : ϕ(1, x), αψ(1, x) + x3, µ(x; 0, n),

βψ(1, x) + ln(x0 + xn), x4, . . . , xn−1;
Lr12 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αψ(1, x) + x2r+1, µ(x; 0, n),

αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1), βψ(1, x) + ln(x0 + xn),
x2r+2, . . . , xn−1;

L13 : ϕ(1, x), x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x3, µ(x; 0, 3, n), x4, . . . , xn−1;
Lr14 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1),

x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x2r+1, µ(x; 0, 2r + 1, n), x2r+2, . . . , xn−1;
L15 : ϕ(1, x), x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x3, µ(x; 0, 3, n),

αψ(1, x) + x4, x5, . . . , xn−1;
Lr16 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1),

x0 − xn, (x0 − xn)ψ(1, x) + x2r+1, µ(x; 0, 2r + 1, n),
βψ(1, x) + x2r+2, x2r+3, . . . , xn−1;

L17 : x1, . . . , xn;
L18 : x0 − xn, x1, . . . , xn−1;
L19 : x0, x2, . . . , xn;
L20 : x0 − xn, µ(x; 0, 1, n), x2, . . . , xn−1;
L21 : x0 − xn, µ(x; 0, 1, n), (x0 − xn)−1x1 − x2, x3, . . . , xn−1;
L22 : µ(x; 0, n), x1, x2, . . . , xn−1;
L23 : µ(x; 0, n), α ln(x0 + xn) − x1, x2, . . . , xn−1;
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L24 : (x0 − xn)2 − 2x1, (x0 − xn)3 − 3x1(x0 − xn) + 3xn, x2, . . . , xn−1;
L25 : ϕ(1, x), (x0 − xn)2 − 2x3, x4, . . . , xn−1,

(x0 − xn)3 − 3x3(x0 − xn) + 3xn, αψ(1, x) + x0 − xn;
L26 : ϕ(a, x) (a = 1, . . . , r), αjψ(1, x) − ψ(j + 1, x) (j = 1, . . . , r − 1),

(x0 − xn)2 − 2x2r+1, (x0 − xn)3 − 3x2r+1(x0 − xn) + 3xn,
αψ(1, x) + x0 − xn, x2r+2, . . . , xn−1.

§ 2. Разрешие подалгебры и их инварианты
Если n — нечетное число, то AO(1, n) обладает относительно O(1, n)-сопря-

женности только одной максимальной разрешимой подалгеброй V (1, n − 1)+⊃
(AH(n − 1) ⊕ 〈J0n〉). Если n — четное число, то AO(1, n) обладает двумя макси-
мальными разрешимыми подалгебрами: AH(n), V (1, n− 1)+⊃ (AH(n− 2)⊕ 〈J0n〉).
Максимальные разрешимые подалгебры алгебры AP (1, n) имеют вид W (0, n)+⊃ F ,
где F — максимальная разрешимая подалгебра алгебрыAO(1, n).
В дальнейшем будем предполагать, что каждая рассматриваемая разрешимая

подалгебра алгебры AO(1, n) содержится в одной из выписанных максимальных
разрешимых подалгебр.
Пусть F̂ — подалгебра AP (1, n). Если M ∈ F̂ , то для инварианта f(x0, x1, . . .,

xn) алгебры F̂ выполняется равенство

∂f

∂x0
+

∂f

∂xn
= 0.

Произведем замену переменных: x0 = y0 + yn, xn = yn, xi = yi (i = 1, . . . , n − 1).
Очевидно,

∂

∂x0
+

∂

∂xn
=

∂

∂yn
, P0 =

∂

∂y0
, Pi =

∂

∂yi
,

Gi = y0
∂

∂yi
+ yi

∂

∂yn
, J0n = −y0 ∂

∂y0
+ (y0 + yn)

∂

∂yn
.

Поскольку

∂f

∂yn
= 0,

то инварианты F̂ суть функции от x0 − xn, x1, . . . , xn−1. Следовательно, при нахо-
ждении инвариантов алгебры F̂ можно допускать, что

Ga = y0
∂

∂ya
, J0n = −y0 ∂

∂y0
, Jab = yb

∂

∂ya
− ya

∂

∂yb
,

P0 =
∂

∂y0
, Pa =

∂

∂ya
(a, b = 1, . . . , n− 1).

Если L = N+⊃ K, то фактор-алгебру L/N будем отождествлять с алгеброй K.

Предложение 2.1. Пусть 1 ≤ m ≤ [n − 1/2], L — ненулевая разрешимая по-
далгебра алгебры AO(1, n). Если проекция L на 〈J0n〉 отлична от 0, то L
O(1, n)-сопряжена алгебре U+⊃ F , где U = 0 или U = V (1, s), а F — подпрямая
сумма 〈J0n〉 и подалгебры алгебры AH(2m). Если проекция L на 〈J0n〉 равна
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0, то L O(1, n)-сопряжена алгебре U+⊃ F , где U = 0 или U = V (1, s), а F —
подалгебра AH(2m) или F — подпрямая сумма подалгебры алгебры AH(2l) и
V (2l + 1, t), причем F ∩ V (2l + 1, t) = 0 (l ≤ [n− 2/2], t ≤ n− 1).
Предложение 2.1 доказывается на основании предложения 1.1 из [10] и теоремы

Витта о подпространствах псевдоевклидова пространства.

Предложение 2.2. Пусть L = U+⊃ F — одна из разрешимых подалгебр ал-
гебры AO(1, n), описанных в предложении 2.1. Если U = V (1, s) и проекция L
на 〈J0n〉 совпадает с 〈J0n〉, то ПСИ алгебры L составляют µ(x; 0, . . . , s, n) и
основные инварианты абелевой алгебры L + AH(s)/U + AH(s) от переменных
x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1. Если U = V (1, s) и проекция L на 〈J0n〉 равна 0, то
ПСИ алгебры L составляют x0 − xn, µ(x; 0, 1, . . . , n) и основные инварианты
абелевой алгебры L+AH(s)/U +AH(s) от переменных x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1.
Доказательство. Ранг алгебры V (1, s) равен s. Генераторы этой алгебры действу-
ют нетривиально в пространстве функций от s + 2 переменных x0, x1, . . . , xs, xn.
Допустим, чтo L содержит подпрямую сумму Γ алгебр V (1, s), 〈J0n〉 и проекции
F на AH(s). Поскольку ранг Γ равен s + 1, то алгебра Γ, а значит и алгебра
L, имеет только один основной инвариант, зависящий от x0, x1, . . . , xs, xn. Им яв-
ляется функция µ(x; 0, 1, . . . , s, n). Если проекция L на 〈J0n〉 отлична от 0, но L
не содержит Γ и J0n ∈ L, то согласно предложению 1.6 инвариантом алгебры L
является функция вида

[n−1/2]∑
a=[s+2/2]

αaψ(a, x) − ln(x0 − xn).

Если проекция L на 〈J0n〉 равна 0, то x0 − xn также будет инвариантом ал-
гебры L. Во всех случаях остальные инварианты суть функции от переменных
x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1. Предложение доказано.
Пусть

Φ(0) = 〈M〉, Φ(i) = 〈M,P1, . . . , Pi〉,
Ω(0) = 〈M,P0〉, Ω(i) = 〈M,P0, P1, . . . , Pi〉,
Λr+1,k+1(j) = 〈Pr+d + λdPk+d | d = 1, 2, . . . , 〉,

где 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λj (1 ≤ j ≤ k − r).
Предложение 2.3. Пусть L = V (1, k). Подпространства пространства W (0, n),
инвариантные относительно L исчерпываются относительно O(1, n)-сопря-
женности такими пространствами:

O, Φ(i), Ω(k), W (k + 1, t), Φ(i) ⊕W (k + 1, t), Ω(k) ⊕W (k + 1, t),
Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j), Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕W (k + j + 1, s),

(2.1)

где i = 0, 1, . . . , k; t = k + 1, . . . , n − 1; r = 0, 1, . . . , k − 1; j = 1, . . . , k − r; s =
k + j + 1, . . . , n− 1.

Пусть U — одно из пространств (2.1), L̂ = U+⊃ L. ПСИ алгебры L̂ состав-
ляют такие функции:

L : x0 − xn, µ(x; 0, 1, . . . , k, n), xk+1, . . . , xn−1;
Φ(i)+⊃ L : x0 − xn, xk+1, . . . , xn−1;
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Ω(k)+⊃ L : xk+1, . . . , xn−1;
W (k + 1, t)+⊃ L : x0 − xn, µ(x; 0, 1, . . . , k, n), xt+1, . . . , xn−1;
(Φ(i) ⊕W (k + 1, t))+⊃ L : x0 − xn, xt+1, . . . , xn−1;
(Ω(k) ⊕W (k + 1, t))+⊃ L : xt+1, . . . , xn−1;
(Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j))+⊃ L : x0 − xn, xk+j+1, . . . , xn−1;
(Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕W (k + j + 1, s))+⊃ L : x0 − xn, xs+1, . . . , xn−1.

Первая часть предложения 2.3 доказана в [10]. Вторая часть доказывается по
той же схеме, что и предложение 1.1.

Предложение 2.4. Пусть L = V (1, k), K = L+⊃ 〈J0n〉. Подпространства про-
странства W (0, n), инвариантные относительно K, исчерпываются относи-
тельно O(1, n)-сопряженности подпространствами, инвариантными относи-
тельно L. Пусть U — пространство вида (2.1), L̂ = U+⊃ L, K̂ = U+⊃ K. Если из
ПСИ алгебры L̂ исключить инвариант x0 − xn (при его наличии), то получим
ПСИ алгебры K̂.
Лемма 2.1. Полную систему инвариантов алгебры

〈P0 +Gk + αGk+1, G1, . . . , Gk−1, P1, . . . , Pk−1, Pk+1,M〉
составляют функции

(x0 − xn)2 − 2xk, xk+2, . . . , xn−1 (α ≥ 0).

Предложение 2.5. Пусть L — подалгебра алгебры M(1, n − 1), обладающая
ненулевой проекцией на 〈P0〉, и π1(L) = V (1, a). Если P0 ∈ L, то с точностью
до P (1, n)-сопряженности, сохраняющей π1(L), имеем π2(L) = Ω(b), где b ≥ a.
ПСИ алгебры L составляют xb+1, . . . , xn−1.

Если P0 ∈ L и a > 1, то L сопряжена алгебра

L′ = K+⊃ 〈P0 +Ga +
t∑

i=a+1

αiGi〉,

где K (как векторное пространство) — подпрямая сумма Φ(a − 1) + µW (a) +
γW (a+ 1, s) (µ, γ ∈ {0, 1}) и V (1, a− 1), причем Φ(a− 1) ⊂ K и

∑
αiPi ∈ π2(K)

(i = a + 1, . . . , t). ПСИ алгебры L′ составляют такие функции: xs+1, . . . , xn−1

при µ = γ = 1; xa+1, . . . , xn−1 при µ = 1, γ = 0; (x0 − xn)2 − 2xa, xs+1, . . . , xn−1

при µ = 0, γ = 1; (x0 − xn)2 − 2xa, xa+1, . . . , xn−1 при µ = γ = 0.
Если P0 ∈ L и a = 1, то L сопряжена одной из алгебр

N ′ = (Φ(0) + µW (1) + γW (2, s))+⊃ 〈P0 +G1 + αG2〉,
где µ, γ ∈ {0, 1}, αP2 ∈ N ′;

N ′′ = 〈P0 +G1〉 + γW (2, s), γ ∈ {0, 1}.
Если в ПСИ алгебры L′ положить a = 1, то получим ПСИ алгебры N ′.

ПСИ алгебры N ′′ составляют функции (x0 − xn)2 − 2x1, (x0 − xn)3 − 3(x0 −
xn)x1 + 3xn, x2, . . . , xn−1 при γ = 0; (x0 − xn)2 − 2x1, (x0 − xn)3 − 3(x0 − xn)x1 +
3xn, xs+1, . . . , xn−1 при γ = 1.
Доказательство предложения 2.5 проводим на основании предложения 3.2 из

[10].
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Теперь найдем основные инварианты алгебры L = 〈X1, . . . Xm〉, где

Xa = Ga +
m+t∑
j=1

αajPj (a = 1, . . . ,m).

Если L — коммутативная алгебра, то в силу теоремы 1.1 можно предполагать,
что αaj = 0 для всех j ∈ {1, . . . ,m} и не равных a. В этом случае ПСИ алге-
бры L описывает предложение 1.3. Теперь допустим, что L — некоммутативная
алгебра. Тогда M ∈ L и codim L = n −m. Очевидно, инвариантами L являются
функции x0 −xn, xm+t+1, . . . , xn−1, их число равно n−m− t. Для нахождения не-
достающих t инвариантов от переменных x0 −xn, x1, . . . , xm+t перейдем в системе
дифференциальных уравнений, соответствующей алгебре L, к новым переменным
y0 = x0 − xn, yn = xn, yi = xi (i = 1, . . . ,m + t). Получаем систему дифференци-
альных уравнений

m+t∑
j=1

βaj
∂f

∂yj
= 0 (a = 1, . . . ,m),

∂f

∂yn
= 0,

(2.2)

где βaj = αaj при a = j, βaa = αaa + y0. Решение системы (2.2) ищем в виде:

f =
m+t∑
j=1

λjyj . (2.3)

Подставив f в систему (2.2), получим систему линейных алгебраических уравне-
ний

m+t∑
j=1

βajλj = 0 (a = 1, . . . ,m). (2.4)

Существуют такие значения y0, для которых ранг матрицы системы (2.4) равен m.
В этом случае система (2.4) имеет t линейно независимых решений. Соответ-
ствующие им функции вида (2.3) являются искомыми основными инвариантами
алгебры L.
Если U — невырожденное подпространство пространства W (0, n), то через

AO(U) обозначим алгебру Ли группы O(U) изометрий пространства U , а через
AH(U) — картановскую подалгебру алгебры AO(U). Если U ⊂ W (1, n), то будем
предполагать, что AH(U) ⊂ AH(n).
Пусть L̂ — расщепляемая разрешимая подалгебра алгебры AP (1, n). Предло-

жения 2.3, 2.4 описывают ПСИ алгебры L̂ в случае, когда проекция L алгебры L̂
на AO(1, n) имеет вид V (1, k) или V (1, k)+⊃ 〈J0n〉. Пусть L — вполне приводимая
алгебра. В силу предложения 2.3 из [10] L ⊂ AH(2l) (1 ≤ l ≤ [n/2]) или L —
подпрямая сумма L1 ⊂ AH(2m) и 〈J0n〉 (1 ≤ m ≤ [n − 1/2]). Подпространство
U пространства W (0, n), инвариантное относительно L, совпадает с U1 ⊕ U2, где
U1 = 0 или U1 = W (1, 2r), a U2 — одно из таких пространств: 0, W (0), Φ(0),
Ω(0), W (s, t), W (0)⊕W (s, t), Φ(0)⊕W (s, t), Ω(0)⊕W (s, t). Если U = 〈M〉⊕U ′ —
вырожденное пространство, то ПСИ алгебры L̂ = U+⊃ L составляют основные
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инварианты абелевой алгебры L+AH(U ′)/AH(U ′)⊕ 〈M〉 от переменных x0 − xn,
xa, где a = 1, . . . , n−1 и Pa ∈ U ′. Если U — невырожденное пространство, то ПСИ
алгебры L составляют основные инварианты абелевой алгебры L+AH(U)/AH(U)
от переменных xa, где a = 0, 1, . . . , n и Pa ∈ U .
Если речь идет о расщепляемых подалгебрах U1+⊃ Fi, U2+⊃ Fi, . . . , Us+⊃ Fi

алгебры U+⊃ F , то будем употреблять обозначение Fij = Fi : U1, . . . , Us (j =
1, . . . , s). Пусть F̃i — такая подалгебра алгебры U+⊃ F , что ее проекция на F
совпадает с Fi. Запись F̃i + Uj означает, что Uj ⊂ U , [Fi, Uj ] ⊂ Uj и F̃i ∩ U ⊂
Uj . Если речь идет о нерасщепляемых алгебрах F̃i + U1, . . . , F̃i + Us, то будем
употреблять обозначение F̃ij = F̃i : U1, . . . , Us (j = 1, . . . , s).

Предложение 2.6. Пусть

Ga = J0a − Ja5 (a = 1, 2, 3, 4), AẼ(4) = V (1, 4)+⊃ (AO(4) ⊕ 〈J05〉).
Подалгебры алгебры AẼ(4) исчерпываются относительно O(1, 5)-сопряженнос-
ти такими алгебрами:

L0j = 〈O〉 : O, V (1), V (1, 2), V (1, 3), V (1, 4), (j = 1, . . . , 5);
L1j = 〈J12〉 : O, V (3), V (1, 2), V (3, 4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 6);
L̃1j = 〈J12 +G3〉 : O, V (4), V (1, 2), V (1, 2) ⊕ V (4) (j = 1, . . . , 4);
L2j = 〈J12 + J34〉 : O, V (1, 2), V (, 1, 4) (j = 1, 2, 3);
L3j = 〈J12 + αJ34〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (0 < α < 1; j = 1, . . . , 4);
L4j = 〈J05〉 : O, V (1), V (1, 2), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 5);
L5j = 〈J12 + βJ05〉 : O, V (3), V (1, 2), V (3, 4), V (1, 3), V (1, 4)

(β > 0; j = 1, . . . , 6);
L6j = 〈J12 + J34 + αJ05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (α > 0; j = 1, 2, 3);
L7j = 〈J12 + αJ34 + βJ05〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4)

(0 < α < 1; β > 0; j = 1, 2, 3, 4);
L8j = 〈J12, J34〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (j = 1, 2, 3);
L9j = 〈J12, J05〉 : O, V (3), V (1, 2), V (3, 4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 6);
L10j = 〈J12 + J34, J05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (j = 1, 2, 3);
L11j = 〈J12 + αJ34, J05〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (0 < α < 1; j = 1, 2, 3, 4);
L12j = 〈J12 + αJ05, J34 + βJ05〉 : O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4)

(α > 0; β ≥ 0; α > β; j = 1, 2, 3, 4);
L′12j = 〈J12 + αJ05, J34 + αJ05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (α > 0; j = 1, 2, 3);
L13j = 〈J12, J13, J23〉 : O, V (4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, 2, 3, 4);
L14j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L15j = 〈J12, J34, J05〉 : O, V (1, 2), V (1, 4) (j = 1, 2, 3);
L16j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈J12 − J34〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L17j = 〈J12, J13, J23, J05〉 : O, V (4), V (1, 3), V (1, 4) (j = 1, . . . , 4);
L18j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J05〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L19j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈J12 − J34 + αJ05〉 : O, V (1, 4)

(α = 0; j = 1, 2);
L20j = 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈J12 − J34, J05〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L21j = AO(4) : O, V (1, 4) (j = 1, 2);
L22j = AO(4) ⊕ 〈J05〉 : O, V (1, 4) (j = 1, 2).

Предложение 2.6 вытекает из леммы 3.4 [10] и теоремы 3 [11].
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Предложение 2.7. Пусть L — одна из алгебр, выписанных в предложении 2.6.
ПСИ алгебры L в пространстве M(1, 5) составляют следующие функции:

L4,5, L5,6, L6,3, L7,4, L9,6, L10,3, L11,4, L12,4, L15,3, L17,4, L18,2, L19,2, L20,2,
L22,2: µ(x; 0, 1, . . . , 5);

L0,5, L1,6, L̃1,4, L2,3, L3,4, L8,3, L13,4, L14,2, L16,2, L21,2: x0−x5, µ(x; 0, 1, . . . , 5);
L4,4, L5,5, L9,5, L17,3: µ(x; 0, 1, 2, 3, 5), x4;
L9,4, L11,3, L12,3 (β > 0): ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5);
L10,2, L11,2, L12,2, L15,2: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5);
L17,2: h(x; 1, 2, 3), µ(x; 0, 4, 5);
L18,1, L19,1, L20,1, L22,1: h(x; 1, 2, 3, 4), µ(x; 0, 5);
L0,4, L1,5, L13,3: x0 − x5, x4, µ(x; 0, 1, 2, 3, 5);
L̃1,3: x0 − x5, µ(x; 0, 1, 2, 3, 5), x4;
L2,2, L3,2, L8,2: µ(x; 0, 1, 2, 5), x0 − x5, ϕ(2, x);
L4,3, L5,3, L9,3: µ(x; 0, 1, 2, 5), x3, x4;
L5,4, L7,3: µ(x; 0, 3, 4, 5), ϕ(1, x), βψ(1, x) − ln(x0 − x5);
L12,3 (β = 0): ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5), αψ(1, x) − ln(x0 − x5);
L6,2: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5), αψ(2, x) − ln(x0 − x5);
L7,2: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5), βψ(2, x) − α ln(x0 − x5);
L9,2: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 5), x4;
L13,2: x0 − x5, h(x; 1, 2, 3), µ(x; 0, 4, 5);
L14,1, L16,1, L21,1: h(x; 1, 2, 3, 4), x0, x5;
L15,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5);
L17,1: h(x; 1, 2, 3), µ(x; 0, 5), x4;
L0,3, L1,3: x0 − x5, µ(x; 0, 1, 2, 5), x3, x4;
L1,2: ϕ(1, x), x0 − x5, µ(x; 0, 3, 5), x4;
L̃1,2: ϕ(1, x), x0 − x5, µ(x; 0, 3, 4, 5), (x0 − x5)ψ(1, x) + x3;
L4,2: µ(x; 0, 1, 5), x2, x3, x4;
L5,2: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 5), x4, βψ(1, x) − ln(x0 − x5);
L8,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0, x5;
L9,1: ϕ(1, x), µ(x; 0, 5), x3, x4;
L10,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), ψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5);
L11,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5);
L12,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5), αψ(1, x) + βψ(2, x) − ln(x0 − x5);
L13,1: h(x; 1, 2, 3), x0, x4, x5;
L0,2: x0 − x5, µ(x; 0, 1, 5), x2, x3, x4;
L1,1: ϕ(1, x), x0, x3, x4, x5;
L̃1,1: ϕ(1, x), x0 − x5, µ(x; 0, 3, 5), x4, (x0 − x5)ψ(1, x) + x3;
L2,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), ψ(1, x) − ψ(2, x), x0, x5;
L3,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), αψ(1, x) − ψ(2, x), x0, x5;
L4,1: µ(x; 0, 5), x1, x2, x3, x4;
L5,1: ϕ(1, x), µ(x; 0, 5), βψ(1, x) + ln(x0 + x5), x3, x4;
L6,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5), ψ(1, x) − ψ(2, x), αψ(1, x) + ln(x0 + x5);
L7,1: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5), αψ(1, x) − ψ(2, x), βψ(1, x) + ln(x0 + x5).

Предложение 2.8. Пусть Ga = J0a − Ja6 (a = 1, . . . , 5), AẼ(5) = V (1, 5)+⊃
(AO(5) ⊕ 〈J06〉). Подалгебры алгебры AẼ(5) исчерпываются относительно
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O(1, 6)-сопряженности подалгебрами алгебры AẼ(4) = V (1, 4)+⊃ (AO(4)⊕〈J06〉)
и такими алгебрами:

V (1, 5), V (1, 5)+⊃ 〈J06〉; 〈J12〉: V (3, 5), V (1, 5);
〈J12 +G5〉: V (3, 4), V (1, 4); 〈J12 + αJ06〉: V (3, 5), V (1, 5) (α > 0);
〈J12 + J34 + βJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5) (β ≥ 0);
〈J12 + αJ34 + βJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (3, 5), V (1, 5) (0 < α < 1, β ≥ 0);
〈J12 + J34 +G5〉: O, V (1, 2), V (1, 4);
〈J12 + αJ34 +G5〉: O, V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (0 < α < 1);
〈J12, J06〉: V (3, 5), V (1, 5); 〈J12 +G5, J34 +G5〉: O, V (1, 2), V (1, 4);
〈J12 + J34, J06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5);
〈J12 + αJ34, J06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (3, 5), V (1, 5) (0 < α < 1);
〈J12, J34〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5);
〈J12 + αJ06, J34 + βJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (3, 5), V (1, 5) (α > 0, β ≥ 0,

α > β);
〈J12 + αJ06, J34 + αJ06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5) (α > 0);
〈J12 +G5, J34 + αG5〉: V (1, 2), V (3, 4), V (1, 4) (α ≥ 0, α = 1);
〈J12, J13, J23〉: V (4, 5), V (1, 5);
〈J12, J34, J06〉: V (5), V (1, 2) ⊕ V (5), V (1, 5);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: V (5), V (1, 5);
〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35〉: O, V (1, 5);

〈J12, J13, J23, J06〉: V (4, 5), V (1, 5);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J06〉: V (5), V (1, 5);
〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35, J06〉: O, V (1, 5);

〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34 + αJ06〉: V (5), V (1, 5) (α ∈ R);
〈J12, J13, J23, J45 + αJ06〉: O, V (4, 5), V (1, 3), V (1, 5) (α ≥ 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34 +G5〉: O, V (1, 4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34, J06〉: V (5), V (1, 5);
〈J12, J13, J23, J45, J06〉: O, V (4, 5), V (1, 3), V (1, 5);
AO(4): V (5), V (1, 5); AO(4) ⊕ 〈J06〉: V (5), V (1, 5);
AO(5)〉: O, V (1, 5); AO(5) ⊕ 〈J06〉: O, V (1, 5).
Предложение 2.8 доказывается на основании теоремы 3 из [11] и леммы 3.4

из [10].
Предложение 2.8 описывает все те подалгебры алгебры AO(1, 6), которые ос-

тавляют неизменным изотропное подпространство 〈P0 +P6〉 пространства M(1, 6).
Остальные подалгебры алгебры AO(1, 6) исчерпываются относительно O(1, 6)-
сопряженности подалгебрами алгебры AO(6), несопряженными подалгебрам ал-
гебры AO(5), неприводимыми подалгебрами алгебр AO(1, 5) и AO(1, 6), а та-
кже такими алгебрами: AO(1, 2) ⊕ L1, L1 ⊂ AO(4); AO(1, 3) ⊕ L2, L2 ⊂ AO(3);
AO(1, 4) ⊕ L3, L3 ⊂ AO(2).
Предложение 2.9. Пусть L пробегает множество представителей классов со-
пряженных разрешимых подалгебр алгебры AO(1, 6), не содержащих подалге-
бры алгебры AẼ(4). ПСИ алгебры L образуют следующие функции:

〈J12 + αJ34 + βJ56〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2, 3), αψ(1, x) − ψ(2, x), βψ(1, x) − ψ(3, x),
x0, (0 < α ≤ β ≤ 1);

〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2, 3), x0, αψ(1, x) + βψ(2, x) − ψ(3, x)
(0 ≤ β ≤ α ≤ 1; α > 0);

〈J12, J34, J56〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2, 3), x0;
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V (1, 5): x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6); V (1, 5)+⊃ 〈J06〉: µ(x; 0, . . . , 6);
V (3, 5) ⊕ 〈J12〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6);
V (1, 5)+⊃ 〈J12〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 +G5〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), x0 − x6, (x0 − x6)ψ(1, x) + x5;
V (1, 4)+⊃ 〈J12 +G5〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), αψ(1, x) − ln(x0 − x6) (α > 0);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (α > 0);
V (5)+⊃ 〈J12 + αJ34〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0 − x6, αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5, 6)

(0 < α ≤ 0);
(V (1, 2) ⊕ V (5))+⊃ 〈J12 + αJ34〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (0 < α ≤ 1);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (0 < α < 1);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1);
〈J12 + αJ34 +G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0 − x6, αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5, 6),

(x0 − x6)ψ(1, x) + x5 (0 < α ≤ 1);
V (1, 2)+⊃ 〈J12 + αJ34 +G5〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6),

(x0 − x6)ψ(2, x) + αx5 (0 < α ≤ 1);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 + αJ34 +G5〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6),

(x0 − x6)ψ(1, x) + x5 (0 < α < 1);
V (1, 4)+⊃ 〈J12 + αJ34 +G5〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1);
〈G5, J12 + αJ34 + βJ06〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), αψ(1, x) − ψ(2, x), µ(x; 0, 5, 6),

βψ(1, x) − ln(x0 − x6) (0 < α ≤ 1; β > 0);
〈G1, G2, G5, J12 + αJ34 + βJ06〉: µ(x; 0, 1, 2, 5, 6), ϕ(2, x),

βψ(2, x) − α ln(x0 − x6) (0 < α ≤ 1; β > 0);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34 + βJ06〉: µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), ϕ(1, x),

βψ(1, x) − ln(x0 − x6) (0 < α < 1; β > 0);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34 + βJ06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1; β > 0);
V (3, 5)+⊃ 〈J12, J06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6); V (1, 5)+⊃ 〈J12, J06〉: µ(x; 0, . . . , 6);
〈J12+αJ34, J06, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5, 6), αψ(1, x)−ψ(2, x) (0 < α ≤ 1);
〈J12 + αJ34, J06, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (0 < α ≤ 1);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34, J06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (0 < α < 1);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ34, J06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (0 < α ≤ 1);
〈J12, J34, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), x0 − x6, µ(x; 0, 5, 6);
〈J12, J34, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6);
V (1, 5)+⊃ 〈J12, J34〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6);
〈J12 + αJ06, J34 + βJ06, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5, 6),

αψ(1, x) + βψ(2, x) − ln(x0 − x6) (α > 0, β ≥ 0);
〈J12 + αJ06, J34 + βJ06, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (α > 0, β ≥ 0);
V (3, 5)+⊃ 〈J12 +αJ06, J34 +βJ06〉: ϕ(1, x), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (α > 0, β > 0, α > β);
V (3, 5)+⊃ 〈J12+αJ06, J34〉: ϕ(1, x), αψ(1, x)−ln(x0−x6), µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (α > 0);
V (1, 5)+⊃ 〈J12 + αJ06, J34 + βJ06〉: µ(x; 0, . . . , 6) (α > 0, β ≥ 0);
〈J12 +G5, J34 + αG5〉: ϕ(a, x), (a = 1, 2), x0 − x6, µ(x; 0, 5, 6),

(x0 − x6)(ψ(1, x) + αψ(2, x)) + x5 (α ≥ 0);
V (1, 2)+⊃ 〈J12 +G5, J34 + αG5〉: ϕ(2, x), x0 − x6, µ(x; 0, 1, 2, 5, 6) (α ≥ 0);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 +G5, J34 + αG5〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6) (α > 0, α = 1);
V (3, 4)+⊃ 〈J12 +G5, J34〉: ϕ(1, x), x0 − x6, µ(x; 0, 3, 4, 5, 6), (x0 − x6)ψ(1, x) + x5;
V (1, 4)+⊃ 〈J12 +G5, J34 + αG5〉: x0 − x6, µ(x; 0, . . . , 6) (α ≥ 0);
〈J12, J34, J06, G5〉: ϕ(a, x) (a = 1, 2), µ(x; 0, 5, 6);
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〈J12, J34, J06, G1, G2, G5〉: ϕ(2, x), µ(x; 0, 1, 2, 5, 6);
V (1, 5)+⊃ 〈J12, J34, J06〉: µ(x; 0, . . . , 6).

§ 3. Теоремы о редукции
Пусть F̂ — подалгебра AP (1, n), Q — фактор Леви алгебры π(F̂ ). В силу лем-

мы Уайтхеда предполагаем, что Q ⊂ F̂ . В дальнейшем условие J0n ∈ F̂ будет
означать, что J0n не содержится ни в одной из алгебр, сопряженных алгебре F̂ .
Аналогично мы понимаем условие P0 ∈ F̂ . Будем также предполагать, что ка-
ждая рассматриваемая ненулевая подалгебра алгебры AO(n) является подпрямой
суммой своих неприводимых частей [11]. Это же предполагается и относительно
подалгебр алгебры AO(1, n), не имеющих в W (0, n) инвариантных изотропных
подпространств [10].

Теорема 3.1. Пусть F̂ — такая подалгебра алгебры AP (1, n), что π(F̂ ) не име-
ет в W (0, n) инвариантных изотропных подпространств. Тогда F̂ сопряжена
F̂ ′ = U+⊃ L, где L ∩W (0, n) = 0, a U совпадает с одним из пространств: O,
W (0, k), W (1, k). ПСИ алгебры F̂ ′ составляют основные инварианты алгебры
F̂ ′ + AO(U)/U + AO(U) от переменных xa, где a принимает такие значения,
что Pa ∈ U .

Доказательство. Пусть U = F̂ ∩W (0, n). По теореме Витта можно предполагать,
что U совпадает с одним из пространств, записанных в формулировке теоремы.
В [10] установлено, что если K — вполне приводимая алгебра Ли линейных пре-
образований векторного пространства V над полем R, V ′ — неприводимый K-
подмодуль модуля V и KV ′ = 0, то алгебра K обладает только расщепляемыми
расширениями в алгебре V ′+⊃ K. В силу этого F̂+⊃ L, где L — подпрямая сумма
π(F̂ ) и Ω ⊂W (0, n), причем [π(F̂ ),Ω] = 0. Если f(x) — инвариант F̂ и Pi ∈ U , то
∂if = 0. Значит, f(x) не зависит от xi. Это и заканчивает доказательство теоремы.
Если f(x) — инвариант алгебры L ⊂ AP (1, n), то L будем называть алгеброй

инвариантности функции f(x).

Следствие. Пусть F̂ = U+⊃ L — алгебра, введенная в теореме 3.1. Если
codim F̂ = 1, то с точностью до P (1, n)-сопряженности инвариантом алгебры
F̂ является одна из следующих функций: x0, xn, µ(x; 0, . . . ,m), h(x; 1, . . . ,m)
(m = 2, . . . , n). Максимальной алгеброй инвариантности для функции x0 яв-
ляется алгебра AE(n); для xn — AP (1, n − 1); для µ(x; 0, . . . ,m) — AO(1,m) ⊕
(W (m + 1, n)+⊃ AO(m + 1 ↑ n)) (m < n); для µ(x; 0, . . . , n) — AO(1, n); для
h(x; 1, . . . ,m) — AO(m) ⊕ (W (0) ⊕ W (m + 1, n)+⊃ 〈Jab | a, b = 0,m + 1, . . . , n〉)
(m < n); для h(x; 1, . . . , n) — AO(n) ⊕ 〈P0〉.
Теорема 3.2. Пусть L — подалгебра алгебры AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉, обладающая
ненулевой проекцией на 〈J0n〉. С точностью до P (1, n)-сопряженности π1(L) ⊂
L, и выполняется одно из условий:

1) проекции L на 〈P0〉 и 〈M〉 суть нулевые;
2) P0,M ∈ L;
3) M ∈ L и проекция L на 〈P0〉 равна 0.
Если проекции L на 〈P0〉 суть нулевые, то L — подпрямая сумма алгебр L1 и

L2, удовлетворяющих одному из следующих условий: L1 = 0, L2 — подалгебра
алгебры V (1, n−1)+⊃ (〈J0n〉⊕AO(n−1)); L1 — подалгебраW (1, n−1)+⊃ AO(n−1),
L2 = 〈J0n〉; L1 — подалгебра W (1, k)+⊃ AO(k), L2 — подалгебра V (k+1, n−1)+⊃
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(〈J0n〉⊕AO(k+1 ↑ n−1)) (1 ≤ k ≤ n−2). Пусть U = W (1,m) = L∩W (1, k). ПСИ
алгебры Γ = L + AO(m)/AO(m) + U от переменных x0, xm+1, . . . , xn является
также полной системой инвариантов алгебры L. Алгебра Γ сопряжена алгебре
T = V+⊃ F , где V = 0 или V = V (k + 1, l), a F — подпрямая сумма F1 ⊂
W (m+ 1, k)+⊃ AO(m+ 1 ↑ k), F2 ⊂ AO(k + 1 ↑ d) и 〈J0n〉.

Если J0n ∈ F и V = 0, то ПСИ алгебры T от переменных x0, xm+1, . . . , xn со-
ставляют µ(x; 0, k+1, . . . , n) и основные инварианты от переменных xm+1, . . . ,
xk, xl+1, . . . , xn−1 алгебры T +AO(k + 1 ↑ l)/AO(k + 1 ↑ l) + 〈J0n〉 + V .

Если J0n ∈ F и V = 0, то ПСИ алгебры T составляют µ(x; 0, k + 1, . . . , n)
и ПСИ алгебры T + AO(k + 1 ↑ l)/AO(k + 1 ↑ l) + V от переменных x0 −
xn, xm+1, . . . , xk, xl+1, . . . , xn−1.

Если P0,M ∈ L, π2(L∩M(1, n−1)) = Ω(k), то полной системой инвариантов
алгебры L является ПСИ алгебры L+ AO(k) + 〈J0n〉 + M(1, k)/AO(k) + 〈J0n〉 +
M(1, k) от переменных xk+1, . . . , xn−1.

Пусть M ∈ L и проекция L на 〈P0〉 равна 0. Если [P0, L ∩ M(1, n − 1)] +
π2(L ∩ M(1, n− 1)) = Φ(k), то при J0n ∈ L полную систему инвариантов алге-
бры L составляют основные инварианты алгебры L+AO(k)+M(1, k)/AO(k)+
〈J0n〉 + M(1, k) от переменных xk+1, . . . , xn−1, а при J0n ∈ L — основные ин-
варианты алгебры L + AO(k) + M(1, k)/AO(k) + M(1, k) от переменных x0 −
xn, xk+1, . . . , xn−1.

Доказательство. Любая подалгебра алгебры AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 с ненулевой про-
екцией на 〈J0n〉 действует вполне приводимо на пространстве Ω = 〈M,P0 −
Pn, G1, . . . , Gn−1〉 и аннулирует в Ω только нулевое подпространство. Отсюда в
силу предложения 1.1 [10] получаем, что проекция алгебры L на Ω принадлежит
L. В силу теоремы 3.1 [10] можно предполагать, что π1(L) = V (s, t). Так как
[J0n,M ] = −M , [J0n, Ga] = −Ga, [J0n, P0 − Pn] = P0 − Pn, то проекция L на Ω
разлагается в сумму проекций на Ω1 = 〈M,G1, . . . , Gn−1〉 и на Ω2 = 〈P0 − Pn〉.
Если Ga ∈ π1(L), P0 − Pn ∈ L, то Pa,M ∈ L, а потому P0,M, Pa, Ga ∈ L. Если
π1(L) = 0 и P0 − Pn ∈ L, то, применяя O(1, n)-автоморфизм алгебры AP (1, n),
соответствующий матрице(

En 0
0 1

)
,

получаем, что M ∈ L.
Теперь рассмотрим случай, когда проекция L на Ω2 является нулевой. Пусть

τ — проектирование AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉 на AO(n − 1). Если Ga + γM ∈ Ω1 и
[Pa, τ(L)] = 0, то, применяя автоморфизм exp(θPa), получаем, что Ga ∈ L. Если
[Pa, τ(L)] = 0, то Ga принадлежит [L,Ga + γM ] ⊂ L. Следовательно, M ∈ L или
проекция L на 〈M〉 является нулевой.
Пусть ∆ = V (k + 1, l)+⊃ K, где K — подпрямая сумма 〈J0n〉 и подалгебра

алгебры AO(k+1 ↑ l). Так как ранг ∆ ≥ l−k+1, то ПСИ алгебры ∆ от переменных
x0, xk+1, . . . , xl, xn состоит из одной функции µ(x; 0, k + 1, . . . , l, n). Отсюда и из
предложений 1.6, 1,8 вытекают утверждения теоремы об инвариантах алгебры T .
Доказательства остальных утверждений аналогичны. Теорема доказана.

Следствие. Пусть L — подалгебра алгебры AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉, обладающая
ненулевой проекцией на 〈J0n〉. Если codim L = 1, то с точностью до P (1, n)-
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сопряженности инвариантом алгебры L является одна из функций: µ(x; 0, n),
µ(x; 0, . . . ,m, n), h(x; 1, . . . ,m) (m = 1, . . . , n− 1), α ln(x0 − xn) + xn−1.

Максимальной алгеброй инвариантности в AG̃(n − 1)+⊃ 〈J0n〉 для функции
µ(x; 0, n) является алгебра AE(n − 1) ⊕ 〈J0n〉; для µ(x; 0, . . . ,m, n) (m < n −
1) — V (1,m)+⊃ (AO(m) ⊕ 〈J0n〉)) ⊕ (W (m + 1, n − 1)+⊃ AO(m + 1 ↑ n − 1)); для
h(x; 1, . . . ,m) (m < n−1) — AO(m)⊕M(m+1, n−1)+⊃ (AO(m+1 ↑ n−1)⊕〈J0n〉);
для α ln(x0 − xn) + xn−1 — AG̃(n− 2)+⊃ 〈J0n + αPn−1〉.
Доказательство. Пусть M ∈ L и проекция L на 〈P0〉 равна 0. При J0n ∈ L
инвариантом алгебры L (с точностью до P (1, n)-сопряженности) является функция
h(x; 1, . . . ,m) (1 ≤ m ≤ n−1). Если J0n ∈ L и инвариант отличен от h(x; 1, . . . ,m),
то согласно теореме 3.2 можно предполагать, что L = 〈J0n + αPn−1,M〉 (α > 0).
Инвариантом этой алгебры является функция α ln(x0 − xn) + xn−1.
В остальных случаях инвариантом алгебры L будет одна из функций: µ(x; 0, n),

µ(x; 0, . . . ,m, n), h(x; 1, . . . ,m) (m = 1, . . . , n− 1). Следствие доказано.
Теорема 3.3. Пусть F̂ — подалгебра алгебры AG̃(n − 1), обладающая ненуле-
выми проекциями на AO(n − 1) и на 〈P0〉. Тогда F̂ сопряжена U + L, где L —
подпрямая сумма алгебр L1 и L2, содержащихся в AO(k) и M(k + 1, n − 1),
соответственно. U — подпространство пространства M(1, k), [L1, U ] = U ,
[P0, U ] ⊂ U ; при этом, если U = 0, то π2(U) = W (1, d).

Если U = 0 и π1(U) = 0, то ПСИ алгебры F̂ составляют основные инва-
рианты алгебры F̂ + AO(d)/U + AO(d) от переменных x0, xd+1, . . . , xn, а если
π1(U) = 0, то ПСИ алгебры F̂ составляют основные инварианты алгебры
F̂ +AO(d)/U + 〈M〉 +AO(d) от переменных x0 − xn, xd+1, . . . , xn−1.
Доказательство. На основании теоремы 2.3, леммы 3.1 из [12] и теоремы 3.1
из [10] алгебра F̂ сопряжена U + L, где L — подпрямая сумма L1 ⊂ AO(k) и
L2 ⊂ M(k + 1, n − 1), a U ⊂ M(1, k) и [L1, U ] = U , [P0, U ] ⊂ U . Если U = 0,
то в силу теоремы 3.1 [10] можно предполагать, что π2(U) = W (1, d). Поскольку
[P0, U ] ⊂ U , то для любого инварианта f(x) алгебры U + L имеем ∂if(x) = 0 для
всех i = 1, . . . , d. Поэтому f(x) не зависит от x1, . . . , xd. Теорема доказана.

Следствие. Пусть L — подалгебра алгебры AG̃(n − 1), обладающая ненулевой
проекцией на 〈P0〉. Если codim L = 1, то с точностью до P (1, n)-сопряженности
инвариантом алгебры L является одна из следующих функций: h(x; 1, . . . ,m)
(m = 1, . . . , n− 1), (x0 − xn)2 − 2xn−1.

Максимальной алгеброй инвариантности в AG̃(n−1) для функции h(x; 1, . . . ,
m) является алгебра AO(m)⊕(M(m+1, n−1)+⊃ AO(m+1 ↑ n−1)), m < n−1, а
для функции (x0−xn)2−2xn−1 — алгебра M(1, n−2)+⊃ (AO(n−2)⊕〈P0+Gn−1〉).
Доказательство. Если функция h(x; 1, . . . ,m) не является инвариантом алге-
бры L, то на основании предложения 2.5 и теоремы 3.3 можно допускать, что
L = 〈M,P0 + Gn−1, P2, . . . , Pn−2〉. Отсюда вытекает, что инвариантом алгебры L
является функция (x0 − xn)2 − 2xn−1. Следствие доказано.

Предложение 3.1. Функция x0 −xn является инвариантом каждой подалгебры
алгебры AG̃(n−1), имеющей нулевую проекцию на 〈P0〉. Максимальная алгебра
инвариантности для функции x0 − xn в AG̃(n − 1) совпадает с M(1, n − 1)+⊃
AO(n− 1).
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О симметрии и точных решениях некоторых
многомерных уравнений математической
физики

В.И. ФУЩИЧ

Принцип симметрии. В настоящее время не существует конструктивных ме-
тодов решения нелинейных многомерных дифференциальных уравнений в частных
производных (ДУЧП), поэтому важной является задача выделения специальных
классов многомерных нелинейных ДУЧП, обладающих богатыми симметрийными
свойствами, для которых можно в явном виде построить многопараметрические се-
мейства частных решений и провести детальные качественные исследования этих
уравнений, а также использовать частные решения для построения эффективных
приближенных алгоритмов ДУЧП.
В современных исследованиях по математической и теоретической физике все-

возрастающую роль играют принципы симметрии. Это прежде всего связано с
тем, что основные физические законы, уравнения движения, различные модели
обладают явной или скрытой геометрической или негеометрической, локальной [1,
2] или нелокальной [3–5] симметриями. Построение математического аппарата,
способного выявить разнообразные виды симметрий, — одна из важных задач ма-
тематической физики. Не менее важной является задача, в определенном смысле
обратная к только что сформулированной: по заданной группе или алгебре и их
представлениям построить математические модели, обладающие заданной симме-
трией.
Для адекватного математического описания физических явлений естественно,

как нам представляется, поставить идеи и принципы симметрии в основу науки
о построении математических моделей [6]. Симметрийный принцип в такой нау-
ке должен играть роль правила отбора, выделяющего из множества допустимых
математических моделей (уравнений) только такие, которые обладали бы соответ-
ствующими симметрийными свойствами. Этот принцип в явном или неявном виде
используется при построении современных физических теорий, но, к сожалению,
мало используется в классической математической физике.
В некоторых случаях требование инвариантности уравнений движения отно-

сительно этой или иной группы приводит к тому, что среди множества матема-
тически допустимых уравнений заданными свойствами обладают только одно или
несколько уравнений. Так, среди множества линейных систем дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого порядка для двух вектор-функций
E(t,x) = {E1, E1, E3}, H(t,x) = {H1,H2,H3} существует единственная систе-
ма ДУЧП, инвариантная относительно группы Пуанкаре P (1, 3). Этой системой

Cборник научных трудов “Исследования по теории функций комплексного переменного с приложе-
ниями к механике сплошных сред”, Киев, Наукова думка, 1986, С. 146–160.
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являются уравнения Максвелла для электромагнитного поля в вакууме [5]. Ана-
логичным свойством обладает и система уравнений Дирака. Единственной (с то-
чностью до преобразований эквивалентности) линейной системой четырех ДУ-
ЧП первого порядка, инвариантной относительно группы P (1, 3), является систе-
ма Дирака [5]. Указанными свойствами обладают не только линейные уравнения
движения, но и нелинейные ДУЧП. Примером нелинейного уравнения, обладаю-
щего широкой группой симметрии, является хорошо известная система уравнений
Эйлера–Навье–Стокса (см. п. 4). Необходимо отметить, что некоторые нелиней-
ные ДУЧП обладают такими широкими группами симметрии, какими не обладает
ни одно линейное ДУЧП. Примерами таких скалярных уравнений являются мно-
гомерное уравнение Монжа–Ампера и эйкональное уравнение [7, 8].
С чисто математической точки зрения важно знать максимальные (в некотором

смысле) группы симметрии ДУЧП. Особенно ценную информацию дает знание
нелинейных преобразований независимых и зависимых переменных, относительно
которых инвариантно то или иное ДУЧП, поскольку это дает возможность по за-
данному одному (иногда тривиальному) решению построить (генерировать) целые
семейства точных решений нелинейных ДУЧП.
Таким образом, классы нелинейных ДУЧП, обладающие богатыми симметрий-

ными свойствами, представляются нам важными и интересными как в теоретиче-
ском, так и прикладном плане.
1. О точных решениях многомерного уравнения Лиувилля. Среди множе-

ства Пуанкаре-инвариантных нелинейных волновых уравнений вида

pµp
µu+ F (u) = 0, (1)

где

p0 = i
∂

∂x0
, pa = −i ∂

∂xa
, µ = 0, n,

u ≡ u(x), x = (x0, x1, . . . , xn), x0 ≡ t,

F — произвольная дифференцируемая функция из пространства C2. Существу-
ет только два типа уравнений, инвариантных относительно расширенной группы
Пуанкаре P̄ (1, n). Группа P̄ (1, n) — группа Пуанкаре, дополненная однопараметри-
ческой группой масштабных преобразований D(1), т.е. P̄ (1, n)={P (1, n),D(1)}.
Теорема 1 [8]. Уравнение (1) инвариантно относительно группы P̄ (1, n) только
в случаях

F = F1 = λ1u
k или F = F2 = λ2 expu, (2)

где λ1, λ2, k = 1 — произвольные вещественные параметры.
В этих случаях на множестве решений (1) реализуются следующие неэкви-

валентные представления алгебры Ли группы P̄ (1, n):

Pµ = igµνpν , Jµν = xµpν − xνpµ,

D = xµp
µ − 2i

1 − k

∂

∂u
при F = F1,

(3)

Pµ = igµνpν , Jµν = xµpν − xνpµ,

D = xµp
µ − 2i

∂

∂u
при F = F2.

(4)
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Следствие 1. Из теоремы 1 вытекает, что уравнение Лиувилля является един-
ственным (в классе (1)) уравнением неполиномиального типа, инвариантным отно-
сительно группы P̄ (1, n).
Замечание 1. Двумерное уравнение (1) при F = F1 = 0 или F = F2 = λ2 expu ин-
вариантно относительно более широкой алгебры, чем алгебра Ли группы P̄ (1, n).
Можно доказать [9], что в этих и только в этих двух случаях двумерное уравнение
(1) инвариантно относительно бесконечномерной алгебры A∞ ⊃ P̄ (1, n).
Замечание 2. Двумерное уравнение Лиувилля с помощью одной из нелокальных
подстановок [10]

u = ln
[
wξwη

(
1 − tanh2 C1 − w√

2

)]
или

u = ln
[
2wξwη/(w + C2)2

]
, wξ =

∂w

∂ξ
, wη =

∂w

∂η
,

u = ln
[
wξwη

(
1 + tanh2 w + C3√

2

)]
, ξ = x0 + x1, η = x0 − x1,

(5)

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные, приводится к линейному волновому
уравнению

�ω = −pµpµw = 0. (6)

Зная общее решение уравнения (6)

w = f1(x0 + x1) + f2(x0 − x1),

получаем решение двумерного нелинейного уравнения Лиувилля. Решение это
представим в виде (F = F2 = λ2 expu)

u = ln
{ −8f ′1(ω1)f ′2(ω2)
λ2(f1(ω1) + f2(ω2))2

}
, (7)

где ω1 = αµx
µ, ω2 = βµx

µ, параметры αµ, βµ удовлетворяют соотношениям

αµα
µ = βµβ

µ = 0, αµβ
µ = 2, (8)

f ′1 =
∂f1
∂ω1

, f ′2 =
∂f2
∂ω2

.

Решение (7) совпадает с лиувиллевским решением, если положить ω1 = x0 + x1

(α0 = α1 = 1), ω2 = x0 − x1 (β0 = β1 = 1). Представление решений двумерного
уравнения (1) в виде (7) имеет важное, с точки зрения обобщения, преимущество
по сравнению с лиувиллевским решением. Непосредственной проверкой можно
убедиться, что множество функций вида (7) удовлетворяет n-мерному уравнению
Лиувилля, если параметры удовлетворяют условиям типа (8).
Приведенное наблюдение подсказывает следующий способ построения частных

решений многомерного уравнения по решениям двумерного (или трехмерного)
уравнения: 1) представить (построить) решения двумерного (или трехмерного)
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уравнения в явно инвариантном виде, т.е. решения записать через всевозможные
инвариантные переменные ω1, ω2 или, например,

ω3 = αµνx
µxν , ω4 = βµνx

µxν , (9)

где αµν , βµν — параметры; 2) подставить явно инвариантные решения двумерного
уравнения в многомерное нелинейное ДУЧП и найти условия на параметры αµ,
βµ, αµν , βµν , при которых двумерные решения типа (7) являются решениями мно-
гомерного уравнения. Этот способ построения решений многомерных уравнений
по решениям двумерного и трехмерного уравнения широко использовался в [8]
для уравнения Тейлора–Даламбера (1).
Очевидно, что многомерное уравнение Лиувилля кроме решений вида (7) имеет

много других решений. Широкий класс решений многомерного уравнения Лиуви-
лля, неэквивалентных (7), построен в работе [8].
Укажем один простой способ построения частных решений четырехмерного

волнового уравнения вида

∂2u

∂x2
0

− ∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
3

= F (u). (10)

Ясно, что множество функций u, удовлетворяющих двумерным уравнениям

∂2u(x0,x)
∂x2

0

− ∂2u(x0,x)
∂x2

1

= 0, (11)

∂2u(x0,x)
∂x2

2

− ∂2u(x0,x)
∂x2

3

= F (u), x = (x1, x2, x3), (12)

будет решением уравнения (10). Множество функций u удовлетворяющих двумер-
ным уравнениям

∂2u

∂x2
0

− ∂2u

∂x2
3

= 0, (13)

∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
1

= F (u), (14)

также будет решением уравнения (10).
Используя то обстоятельство, что общее решение волнового линейного уравне-

ния (11) или (13) задается через две произвольные функции f1 и f2, т.е. решение
уравнения (11) имеет вид

u = f1{α0(x2, x3)x0 + α1(x2, x3)x1 + α(x2, x3)}+
+ f2{β0(x2, x3)x0 + β1(x2, x3)x1 + β(x2, x3)},

α2
0 − α2

1 = 0, β2
0 − β2

1 = 0,
(15)

уравнение (12) сводится к решению одного двумерного уравнения для функций f1,
f2, αµ, α, βµ, β. В ряде случаев такое уравнение может быть решено.
Если нелинейность в (10) имеет, например, вид

F (u) = λ1 sinu+ λ2 expu, (16)
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то четырехмерное уравнение (10) редуцируется к двумерным уравнениям

∂2u

∂x2
0

− ∂2u

∂x2
1

= λ1 sinu, (17)

∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
3

= λ2 expu. (18)

Все решения уравнения (18) задаются формулой (7).
2. Решения нелинейного уравнения Дирака. Рассмотрим нелинейное урав-

нение Дирака{
γµp

µ − λ(Ψ̄Ψ)k
}

Ψ = 0, µ = 0, 3, (19)

где γµ — матрицы Дирака, λ, k — произвольные постоянные, Ψ = Ψ(x) — че-
тырехкомпонентный спинор, x = (x0, x1, x2, x3), Ψ̄ = Ψ̄(x) = Ψ†γ0 — сопряженный
по Дираку спинор. Уравнение (19) инвариантно относительно конформной группы
C(1, 3) ⊃ P (1, 3) только в том случае, когда k = 1/3 [11].
Решения уравнения ищем в виде [6]

Ψ = A(ω̃1)ϕ(ω̃2), (20)

где A(ω̃1) — функция, зависящая от матрицы ω̃1, матричные элементы которой
зависят от x. Матрица ω̃1 выбирается так, чтобы она была инвариантной относи-
тельно подгруппы конформной группы, например относительно группы Лоренца.
Требование лоренц-инвариантности может быть записано в виде

[ω̃1, Jµν ] = 0, Jµν = Mµν + Sµν , (21)

Mµν = xµpν − xνpµ, Sµν =
i

µ
(γµγν − γνγµ). (22)

ϕ(ω̃2) — четырехкомпонентный спинор, ω̃2 — скалярная инвариантная переменная
типа (8), для которой по определению выполняется

[ω̃2,Mµν ] = 0. (23)

Формуле (20) можно дать простую физическую интерпретацию: решение уравне-
ния (19) представляет собой волну с “амплитудой” A(ω̃1) и “фазой” ϕ(ω̃2). Под-
ставим (20) в (19), получим уравнение для A(ω̃1) и ϕ(ω̃2). При некотором спе-
циальном виде амплитуды A(ω̃1) для ϕ(ω̃2) получим систему обыкновенных ДУ
относительно переменной ω̃2. Можно, конечно, задать явный вид фазы ϕ(ω̃2), а
амплитуду искать в виде

A(ω̃1) = γµx
µf(ω̃3), (24)

где f(ω̃3) — произвольная функция скалярного инварианта ω̃3. Для отыскания
конформно-инвариантных решений уравнения (19), следуя [12, 13], выбираем ам-
плитуду в виде

A(ω̃1) =
ω̃1

ω̃4
1

, ω̃1 = γµx
µ, ω̃4

1 = (xµxµ)2. (25)
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В качестве скалярного инварианта ω̃2 выберем инвариант конформных преобразо-
ваний

ω̃2 =
βµx

µ

xνxν
≡ ω, xνx

ν = 0. (26)

Формула (20) принимает вид

Ψ(x) =
γµx

µ

(xνxν)2
ϕ(ω). (27)

Подстановка (27) в (19) приводит к системе обыкновенных ДУ для ϕ(ω)

dϕ

dω
= i

λ

βνβν
(ϕ̄ϕ)1/3(γαβα)ϕ. (28)

Общее решение уравнения (28) имеет вид [12]

ϕ(ω) = exp{iλk(γαβα)ω}χ, k = 1/3, (29)

где χ — постоянный спинор.
Таким образом, получили четырехпараметрическое семейство точных решений

уравнения (19) (k = 1/3) в форме

Ψ(x) =
γαx

α

(xνxν)2
exp{iλk(γαβα)ω}χ, βνβ

ν > 0. (30)

Аналогичным способом можно построить решения систем уравнений второго
порядка для спинорных, тензорных и векторных полей:

(λ0γµπ
µ + λπαπ

α)Ψ + λ1F (Ψ̄Ψ)Ψ = 0,
πµ = pµ + λ2γµ + λ3pνF

ν
µ + λ4Aµ + λ5(Ψ̄γµΨ);

πµπ
µΨ = m2Ψ;(

pµ − λ6
∂Fµν
∂xν

)(
pµ − λ6

∂Fµσ

∂xσ

)
= 0;

∂Ei
∂t

+ (λ17Ek + λ18Hk)
∂(λ19Ei + λ20Hi)

∂xk
= 0,

∂Hi

∂t
+ (λ17Ek + λ18Hk)

∂(λ19Ei + λ20Hi)
∂xk

= 0,

div E = divH = 0;

p̃αp̃
αAµ − p̃µ(p̃νAν) = 0,

p̃α = pα + λ7γα + λ8Aα + λ9pαAνA
ν + λ10pαpµ(AµAνAν);

∂̃α∂̃
αuµ = 0, α, µ, σ, ν = 0, 3,

∂̃α = ∂α + λ11uα + λ12∂αF (uνuν), ∂α ≡ ∂

∂xα
;
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∂̃0ua + λ13∂̃b∂̃bua = 0,

∂̃0 = ∂0 + λ14ucuc, ∂̃b = ∂b + λ15ub + λ16uc
∂ub
∂xc

,

где Fµν , Aµ, Ei, Hi — тензор, вектор-потенциал, напряженности электромагни-
тного поля, uµ — вектор скорости жидкости, λ, λ1, λ2, . . . , λ20 — произвольные
параметры.
3. Какие уравнения описывают нелинейную теплопроводность? Процессы

тепломассопереноса описывают линейным или нелинейным уравнением вида

∂u

∂t
=

∂

∂xi

{
c(u)

∂u

∂xi

}
+ F (u), i = 1, 2, 3, (31)

u = u(t, x1, x2, x3), c(u) > 0, F (u) — произвольная дифференцируемая функция.
Групповые свойства одномерного линейного уравнения (31) (c(u) = λ1, F (u) =

λ2u, λ1, λ2 = const) полностью изучил еще С. Ли. Для нас важно подчеркнуть,
что в трехмерном случае линейное уравнение (31) инвариантно относительно 10-
параметрической группы Галилея G(1, 3) [5, 14].
Групповой анализ одномерного нелинейного уравнения (31) в случае F (u) = 0

осуществил Л.В. Овсянников [2]. Методом С. Ли [2] можно получить группо-
вые свойства трехмерного уравнения (31). Такие исследования были проведены
М.М. Серовой и Р.М. Чернигой. Результат их исследования таков: среди нелиней-
ных уравнений вида (31) (c(u) = const) не существует уравнений, инвариантных
относительно всей группы Галилея G(1, 3). Это означает, что для нелинейного
уравнения вида (31) (F = 0), в отличие от линейного, не выполняется принцип
относительности Галилея [6]. Если функции c и F явным образом зависят от
t, т.е. c(u, t), F (u, t), то уравнения вида (31) не будут инвариантны относитель-
но всей группы G(1, 3), но могут быть инвариантны относительно преобразова-
ний Галилея. Для таких уравнений будет иметь место принцип Галилея. Поэтому
представляется важной задача о построении классов нелинейных ДУЧП второго
порядка

u0 + F (x, u, u
1
, u
2
) = 0,

u
1

= (u1, u2, . . . , un), u
2

= (u11, u12, . . . , unn),

uµ =
∂u

∂xµ
, uµν =

∂2u

∂xµ∂xν
, µ, ν = 0, n, u = u(x0 ≡ t, x1, . . . , xn),

(32)

инвариантных относительно группы Галилея G(1, n) и группы Шредингера
Sch(1, n) ⊃ G(1, n). Эта задача для случая n ≤ 3 решена М.М Серовой и ав-
тором данной работы. Решения ее приведем в виде следующих теорем.

Теорема 2. Уравнение (32) инвариантно относительно группы G(1, n) только
в таких случаях:

при n = 1

F = λuiui + Φ1(v1), v1 = ∆u = u11; (33)
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при n = 2

F = λuiui + Φ2(v1, v2), v1 = ∆u = u11 + u22,

v2 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣ = u11u22 − u12u12;
(34)

при n = 3

F = λuiui + Φ3(v1, v2, v3), v1 = ∆u,

v2 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ u11 u13

u13 u33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ u22 u23

u23 u33

∣∣∣∣ ,
v3 =

∣∣∣∣∣∣
u11 u12 u13

u12 u22 u23

u13 u23 u33

∣∣∣∣∣∣ ,
(35)

Φ1, Φ2, Φ3 — произвольные функции из пространства C∞.
При доказательстве использована следующая реализация базисных элементов

расширенной алгебры Ли группы Ḡ(1, n) = {G(1, n),D(1)}:
P0 = p0, Pa = pa, Jab = Mab,

Ga = x0pa − 1
2λ
xapu, pu = i

∂

∂u
, a, b = 1, n,

D = 2x0p0 − xapa.

(36)

Если алгебру Ḡ(1, n) дополнить оператором A (соответствующим проективным
преобразованиям), то получим алгебру Шредингера Sch(1, n). В данном случае

A = x0(x0p0 − xapa) +
1
4λ
x2
i pu.

Теорема 3. Уравнение (32) инвариантно относительно группы Ḡ(1, n) (n ≤ 3)
только в таких случаях:

при n = 1, F = λuiui + λ1u11;

при n = 2, F = λuiui + v1Φ
(
v2
v2
1

)
, v1 = 0;

при n = 3, F = λuiui + v1Φ
(
v2
v2
1

;
v3
v3
1

)
.

(37)

Теорема 4. Уравнение (32) инвариантно относительно группы Шредингера
Sch(1, n) (n ≥ 3) только в таких случаях:

при n = 1, F = λuiui;

при n = 2, F = λuiui + v1
(
v2
1 − 4v2

)1/2
;

при n = 3, F = λuiui +
(
v2
1 − 3v2

)1/2
Φ(w),

w =
2v3

1 − 9v1v2 + 27v3
(v2

1 − 3v2)
3/2

, v2
1 = 3v2, v1 = 0, v2 = 0.

(38)
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Для всех приведенных уравнений вида (2), инвариантных относительно групп
G(1, n) ⊂ Ḡ(1, n) ⊂ Sch(1, n), выполняется принцип относительности Галилея и
справедливы законы сохранения энергии, импульса и момента количества движе-
ния. Среди множества уравнений (32) с нелинейностями (35) имеется, в частности,
уравнение (при Φ3 =

√
v1, v1 = v3 = 0)

u0 + λuiui + λ1

√
(∆u)2 = 0. (39)

Это уравнение эквивалентно стандартному линейному уравнению теплопроводно-
сти v0 + λ1∆v = 0, v = λ1/λ expλ/λ1u.
Для найденных нелинейных уравнений можно ставить те же задачи, что и

для линейного уравнения теплопроводности. Конечно, начальные или граничные
условия будут, как и в линейном случае, нарушать галилеевскую симметрию.

Замечание 1. Для более адекватного описания тепловых и диффузионных процес-
сов естественно использовать интегродифференциальные уравнения вида

{(expµS) − 1}u = F

(
u,
∂u

∂t
,
∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
, (40)

где

expµS = 1 +
µ

1!
S +

µ2

2!
S2 + · · · , S =

∂

∂t
− λ∆.

В том случае, когда F = 0, а параметр µ � 1 и ‖S2u‖ < ‖Su‖, уравнение (40)
приближенно совпадает со стандартным уравнением теплопроводности.

Замечание 2. Группу Галилея G(1, n), дополненную группой масштабных и про-
ективных преобразований, в литературе называют группой Шредингера и обозна-
чают символом Sch(1, n). Такое название этой группы совершенно не обосновано
и несправедливо, поскольку ни в одной работе Шредингера не встречается эта
группа. Впервые эта группа, как максимальная локальная группа инвариантности
одномерного уравнения теплопроводности, установлена Софусом Ли еще в 1885 г.
Поэтому, ради справедливости, эту группу следовало бы обозначать символом
SL(1, n) и назвать специальной группой Ли.
4. Какой спин несет поле Навье–Стокса? 1. Для наших целей достаточно

рассмотреть простейший вариант системы типа Навье–Стокса [15]

∂ui
∂t

+ λ1uk
∂ui
∂xk

+ λ2∆ui = 0, i, k = 1, 2, 3, (41)

и уравнение непрерывности

div u =
∂ui
∂xi

= 0. (42)

Тот факт, что система уравнений (41), (42) инвариантна относительно расши-
ренной группы Ḡ(1, 3), известен давно [16]. Сравнительно недавно доказано, что
Ḡ(1, n) является максимальной (в смысле С. Ли) группой инвариантности (МГИ)
системы (41), (42) [2, 17, 18]. Базисные элементы 11-мерной алгебры инвариантно-
сти (АИ) уравнений (41), (42) имеют следующий вид (при λ1 = 1):

P I
µ = ∂µ =

∂

∂xµ
, ∂0 =

∂

∂t
, µ = 0, 3, (43)
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J I
ab = M I

ab + SI
ab, M I

ab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, 3, (44)

GI
a = t∂a − ∂

∂ua
, (45)

DI = 2t∂0 + xa∂a − ua
∂

∂ua
, (46)

где

SI
ab = ua

∂

∂ub
− ub

∂

∂ua
. (47)

Провести теоретико-алгебраический анализ уравнений означает [4, 19]: 1) най-
ти алгебру инвариантности (АИ); 2) построить по АИ группу инвариантности ДУ;
3) установить, какое именно представление реализуют базисные операторы АИ. В
соответствии с работами С. Ли и Л.В. Овсянникова провести групповой анализ
ДУ означает решить только первые две задачи. Во времена С. Ли третья задача не
могла и ставиться, поскольку только в 30–50-е годы нашего столетия построена
теория представлений групп и алгебр Ли. Как нам кажется, уместно использовать
словосочетание “теоретико-алгебраический анализ уравнения”, в том случае, когда
решаются все три задачи.
Важность решения третьей задачи теоретико-алгебраического анализа ДУ пред-

ставляется нам очевидной. Действительно, если, например, провести только груп-
повой анализ уравнения Дирака (т.е. решить первые две задачи), то мы не по-
лучим существенной информации о спиновой структуре этого уравнения, т.е. не
будем знать, что система Дирака описывает частицу и античастицу со спином
1/2. Последняя информация является следствием того, что на множестве решений
уравнения Дирака реализуется прямая сумма двух неприводимых представлений
алгебры Пуанкаре P (1, 3) со спином s = 1/2 [5]. Алгебра P (1, 3) является алге-
брой инвариантности уравнения Дирака.
2. Рассмотрим линейную систему типа (41), (42) (положив λ1 = 0, λ2 = −1)

∂ui
∂t

− ∆ui = 0, (48)

div u = 0. (49)

В матричной записи систему (48), (49) можно представить в виде

L0Ψ = 0, L0 = (∂t − ∆)I3, (50)

L1Ψ = 0, L1 =

 ∂1 ∂2 ∂3

0 0 0
0 0 0

 , (51)

где Ψ — вектор-функция с компонентами (u1, u2, u3), I3 — единичная матрица
3 × 3.
Базисные элементы максимальной алгебры инвариантности системы (48), (49)

выглядят так:

P II
µ = ∂µ, DII

1 = 2x0∂0 − xa∂a, DII
2 = ua

∂

∂ua
, (52)
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J II
ab = J I

ab = M I
ab + SI

ab. (53)

На множестве решений уравнений (50), (51) операторы (52), (53) можно предста-
вить в виде

P II
µ = ∂µ, DII

1 = 2x0∂0 − xa∂a, DII
2 = I3, (54)

J II
ab = M I

ab + SII
ab, (55)

где 3 × 3 матрицы SII
ab = Sab реализуют векторное представление алгебры Ли

группы вращений SO(3), т.е.

S12 = S3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , S23 = S1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,

S31 = S2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 .

(56)

Легко подсчитать, что квадрат спинового оператора

−(SII
ab)

2Ψ = − (S2
1 + S2

2 + S2
3

)
Ψ = s(s+ 1)I3Ψ = 2Ψ. (57)

Проведенный анализ представлений (54), (55) показывает, что система ДУ (48),
(49) описывает физическую систему со спином s = 1.
Замечание 1. Необходимо заметить, что линейная система Навье–Стокса (48),
(49), в отличие от нелинейной, не инвариантна относительно преобразований Га-
лилея, т.е. для нее не выполняется основной принцип механики — принцип отно-
сительности Галилея. Это обстоятельство, как нам кажется, ставит под сомнение
правомерность использования линеаризованной системы Навье–Стокса для описа-
ния реальных гидродинамических систем.

Замечание 2. Максимальной АИ системы (48), без условия (49), является 22-
мерная алгебра с базисными операторами

P III
µ = ∂µ, J III

ab = Mab = xa∂b − xb∂a, (58)

GIII
a = 2x0∂a + xaub

∂

∂ub
, DIII = 2x0∂0 + xa∂a + ua

∂

∂ua
, (59)

AIII = x0

(
xµ∂µ − 3

2

)
+

1
2
xaxaub

∂

∂ub
, (60)

SIII
ab = ua

∂

∂ub
. (61)

Это означает, что группой инвариантности системы (48) является группа
Sch(1, 3) ⊗GL(3).
Замечание 3. Система (48), (49), помимо локальной группы инвариантности, по-
рождаемой операторами (52), (53), обладает нелокальной симметрией SU(2). До-
казательство этого утверждения приводится с помощью метода, описанного в ра-
ботах [3–5]. По трем базисным операторам алгебры Ли группы SU(2) можно
построить новые законы сохранения для системы (48), (49).
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Замечание 4. Нелинейная система (λ1 = 1, λ2 = 0)

∂ui
∂t

+ uk
∂ui
∂xk

= 0, (62)

div u = 0 (63)

инвариантна относительно группы Ḡ(1, 3). Максимальной АИ системы (58), (59)
является алгебра Ли группы IGL(4, R) ⊃ P (1, 3). Базисные элементы этой алгебры
имеют вид

Pµ = ∂µ, Jab = J I
ab, J0a = xa∂0 − uaub

∂

∂ub
,

Ga = xa∂0 − ∂

∂ua
, D0 = x0∂0 − ub

∂

∂ub
, Da = xa∂a + ua

∂

∂ua

(64)

(в Da суммы по a нет).

Из явного вида операторов (64) следует, что система уравнений Эйлера (62),
(63) инвариантна как относительно преобразований Галилея, так и относительно
преобразований Лоренца. Таким образом, система (62), (63) является примером
уравнений, для которых выполняется как принцип относительности Галилея, так
и принцип относительности Пуанкаре–Эйнштейна.

Замечание 5. Уравнение неразрывности (42) инвариантно относительно бесконе-
чной алгебры.

3. Чтобы ответить на вопрос, вынесенный в заглавие, достаточно провести
сравнительный анализ операторов (52), (53) и (43)–(47). Совокупность всех опе-
раторов (43)–(47), в отличие от операторов (52), (53), не может быть определена
в пространстве вектор-функций {Ψ(t,x) = столбец (u1(t,x), u2(t,x), u3(t,x)}, по-
скольку GI

a выражается через оператор сдвига
∂
∂ua
. Оператор ∂

∂ua
является неогра-

ниченным оператором, поэтому его невозможно представить матрицей конечного
порядка.
В силу этого действия всех операторов (43)–(47) можно задать только в про-

странстве функций {χ = χ(t, x1, x2, x3, u1, u2, u3)}, зависящих от семи перемен-
ных. Это главное отличие операторов (43)–(47) от операторов (52), (53). Конечно,
операторы (52), (53) можно задать в пространстве {χ}. При этом пространство
{χ} будет приводимо относительно операторов (52), (53).
Из приведенного следует, что квадрат оператора спина(

SI
ab

)2
=
(
SI

12

)2
+
(
SI

23

)2
+
(
SI

31

)2
(65)

в пространстве {χ, t,x,u} не равен 2, но принимает бесконечно много различных
значений.
Таким образом, поле Навье–Стокса (уравнения (41), (42)) и поле Эйлера (урав-

нения (62), (63)) несут всевозможные целочисленные спины s = 0, 1, 2, . . .. Этот
результат принципиально отличен от того, что мы знаем о нелинейном уравне-
нии Дирака (19) или о нелинейном уравнении для векторного поля, или о полях
Янга–Миллса, где спин принимает либо одно, либо конечное число значений.
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В заключение приведем пример релятивистской алгебры (содержащей в каче-
стве подалгебры алгебру P (1, 3)) операторов, которые приводят также к бесконе-
чному набору целых спинов. Совокупность таких операторов имеет вид

Pµ = ∂µ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , Rµ =
∂

∂uµ
,

G±µν = xµ
∂

∂uν
± uν

∂

∂xµ
, Sµν = uµ

∂

∂uν
− uν

∂

∂uµ
.

(66)

Часть операторов (66) инвариантна относительно замены зависимых (u(x)) и не-
зависимых переменных (x): xµ → uµ, uµ → xµ.
5. О нелиевской симметрии релятивистского уравнения Гамильтона. В

работе [26] доказано, что максимальной (в смысле С. Ли) локальной группой
инвариантности уравнения Гамильтона

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
=
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 0 (67)

является конформная группа C(1, 4) в пятимерном пространстве R5(x0, x1, x2,
x3, x4) с метрикой

s2(x, u) = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 − u2 = x2
µ − u2. (68)

В данном разделе обращается внимание на существование новой (нелиевской)
симметрии уравнения (67). Для обнаружения этого факта достаточно заметить,
что (67) можно рассматривать как алгебраическое уравнение для вектора uµ =
∂u
∂xµ
, т.е.

uµu
µ = 0, µ = 0, 1, 2, 3, uµ ≡ ∂u

∂xµ
. (69)

Очевидно, что уравнение (69) инвариантно относительно преобразований Лоренца
и конформных преобразований

u′µ = Λµνuν , µ, ν = 0, 1, 2, 3, (70)

u′µ =
uµ − cµuαu

α

1 − 2cαuα + cαcαuνuν
. (71)

Обратим внимание на то, что преобразования (70), (71) заданы в пространстве
производных R4(u0, u1, u2, u3), а не в пространстве R5(x0, x1, x2, x3, u). По этой
причине симметрию уравнения (67) относительно преобразований (70), (71) нево-
зможно было обнаружить с помощью метода С. Ли. Нелокальные симметрийные
свойства уравнения (67) относительно группы (70), (71) могут быть использованы
для размножения решений, если мы знаем какое-то частное решение (67).
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Непрерывные подгруппы обобщенной
группы Евклида

В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК

Описание подгрупповой структуры группы Ли используется при решении ряда
задач теоретической и математической физики: разделение переменных в диф-
ференциальных уравнениях в частных производных [1], построение точных ча-
стных решений нелинейных дифференциальных уравнений [2], редукция пред-
ставлений группы на подгруппы [3].
Систематическое изучение непрерывных подгрупп неоднородных групп пре-

образований квантовой механики начато в работе [4], в которой предложен общий
метод классификации относительно определенной сопряженности подалгебр коне-
чномерной алгебры Ли L с нетривиальным абелевым идеалом N и полупростой
фактор-алгеброй L/N . Этим методом проведена классификация подалгебр алгебр
Ли групп Пуанкаре P (1, 3) [4], P (1, 4) [5, 6] и групп Евклида E(3) [7], E(4) [8].
В настоящей работе дается дальнейшее уточнение общего метода из [4], позво-

ляющее свести проблему классификации относительно E(n)-сопряженности по-
далгебр алгебры Евклида LE(n) к описанию относительно O(n)-сопряженности
неприводимых частей подалгебр алгебры LO(n). В качестве применения получен-
ных общих результатов дано описание максимальных абелевых подалгебр алгебры
LE(n), n ≥ 2, и всех подалгебр алгебры LE(5).
Пусть R — поле вещественных чисел, Rn — n-мерное арифметическое про-

странство над R, O(n) — группа ортогональных матриц порядка n, 〈X1, . . . , Xs〉
— векторное пространство или алгебра Ли над полем R с базисом X1, . . . , Xs.

Группой Евклида E(n) называется мультипликативная группа матриц
(
A X
0 1

)
,

где A ∈ O(n), X ∈ Rn. Через LG обозначим алгебру Ли группы Ли G. Алгебра
Евклида LE(n) определяется такими коммутационными соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, Jba = −Jab, a, b, c = 1, 2, . . . , n.

Генераторы поворотов Jab порождают алгебру LO(n), а генераторы трансляций
Pc — коммутативный идеал N , причем LE(n) = N+̇LO(n). Алгебру LO(n) мы
рассматриваем как алгебру кососимметрических матриц порядка n над R, допол-
ненных снизу и справа соответственно нулевой строкой и нулевым столбцом, a
P1, P2, . . . , Pn считаем единичными векторами векторного пространства

N =
{(

0 X
0 0

)
| X ∈ Rn

}
.

При этих предположениях получаем, что если Y ∈ LO(n), a Z ∈ N , то [Y,Z] =
Y · Z.

Укр. мат. журн., 1986, 38, № 1, C. 67–72.
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Пусть C — такая матрица порядка n + 1 над R, что отображение ϕC : X →
CXC−1 является автоморфизмом LE(n). Если C ∈ E(n), то ϕC называется E(n)-
автоморфизмом. Если

C =
(
λE 0
0 1

)
, λ ∈ R, λ > 0,

то автоморфизм ϕC называется гомотетией.
Подалгебры K и K ′ алгебры LE(n) называются E(n)-сопряженными, если

ϕC(K) = K ′ для некоторого E(n)-автоморфизма ϕC алгебры LE(n).
Пусть π — проектирование алгебры LE(n) на LO(n), F — подалгебра LO(n),

F̂ — такая подалгебра алгебры LE(n), что π(F̂ ) = F . Если алгебра F̂ E(n)-
сопряжена алгебреM+̇F , гдеM есть F -инвариантное подпространство пространс-
тва N , то F̂ будем называть расщепляемой в алгебре LE(n). Если любая подалге-
бра F̂ ⊂ LE(n), удовлетворяющая условию π(F̂ ) = F , является расщепляемой, то
будем говорить, что подалгебра F обладает только расщепляемыми расширениями
в алгебре LE(n).
Теорема 1. Подалгебра F ⊂ LO(n) обладает только расщепляемыми расши-
рениями в алгебре LE(n) тогда и только тогда, когда F полупроста или не
сопряжена подалгебре алгебры LO(n− 1).
Доказательство. Нетрудно убедится в справедливости теоремы для коммутатив-
ных подалгебр алгебры LO(n). Пусть F — некоммутативная подалгебра алгебры
LO(n), не сопряженная подалгебре алгебры LO(n− 1). Тогда F = D⊕Q, где D —
центр, Q — фактор Леви. Так как по теореме Уайтхеда полупростые алгебры обла-
дают только расщепляемыми расширениями, то можно предполагать, что Q ⊂ F .
Если из условия [Q,X] = 0, X ∈ N , вытекает X = 0, то вследствие полупростоты
Q-подпространств пространства N можно утверждать, что D ⊂ F .
Допустим, что для некоторого ненулевого элемента X ∈ N выполняется [Q,X]

= 0. Обозначим через M максимальное подпространство пространства N , имею-
щее свойство [Q,M ] = 0. Если dimM = n− k, 0 < k < n, то можно предполагать,
что M = 〈Pk+1, . . . , Pn〉. Но тогда Q ⊂ LO(k). Отсюда и из тождества Якоби выте-
кает, что [D,M ] ⊂M , а потому D является подалгеброй алгебры LO(k)⊕LO(M).
Пусть D′ — проекция D на LO(M). Поскольку F не сопряжена подалгебре ал-
гебры LO(n − 1), то D′ имеет только расщепляемые расширения в M+̇LO(M).
Отсюда следует, что D ⊂ F . Теорема доказана.
Пусть F = D ⊕ Q — разложение подалгебры F ⊂ LO(n) в прямую сумму

центра D и фактора Леви Q. Обозначим через W максимальное подпространство
N , обладающее тем свойством, что [F,W ] = 0. Если dimW = n − k, 0 ≤ k < n,
то можно предполагать, что W = 〈Pk+1, . . . , Pn〉. Но тогда F ⊂ LO(k). Отсюда
в силу теоремы 1 заключаем, что алгебра F̂ ⊂ LE(n) со свойством π(F̂ ) = F
допускает разложение F̂ = V +̇(D′⊕Q), где V — подпространство N , инвариантное
относительно F , а D′ — подалгебра прямой суммы алгебр D и 〈Pk+1, . . . , Pn〉.
Алгебры типа D′ можно классифицировать с помощью метода Ли–Гурса [4].
Из полученных результатов вытекает, что для описания подалгебр алгебры

LE(n) важно решить вопрос о структуре подпространств пространства N , инва-
риантных относительно F ⊂ LO(n).
Подалгебра F алгебры LO(n), n ≥ 2, называется неприводимой, если триви-

альное представление F в LO(n) является неприводимым.
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Тривиальное представление Γ ненулевой алгебры F ⊂ LO(n) в LO(n) впол-
не приводимо: Γ = diag [Γ1, . . . ,Γp], где Γi — неприводимое представление F в
LO(Wi), Wi ⊂ N и dimWi ≥ 2, i = 1, . . . ,m; m ≤ p. Пусть Fi = {diag [0, . . . ,Γi(X),
. . . , 0] | X ∈ F}. Очевидно, Fi — неприводимая подалгебра алгебры LO(Wi). Ал-
гебру Fi будем называть неприводимой частью алгебры F . Если Γi и Γj суть
эквивалентные представления, то будем предполагать, что для любого X ∈ F
выполняется равенство Γi(X) = Γj(X).
Объединив эквивалентные неприводимые ненулевые представления, получим

ненулевые дизъюнктные примарные подпредставления представления Γ. Соответ-
ствующие им подалгебры алгебры LO(n), построенные по тому же правилу, что и
неприводимые части Fi, будем называть примарными частями алгебры F .

Лемма. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры LO(n). Группа автомор-
физмов алгебры N+̇F разлагается в прямое произведение группы E(n)-авто-
морфизмов и группы гомотетий.

Доказательство. Пусть D ⊕ Q — разложение F в прямую сумму центра D и
фактора Леви Q. Если ϕ — автоморфизм алгебры N+̇F , то ϕ(N+̇D) = N+̇D
и с точностью до E(n)-автоморфизмов ϕ(Q) = Q. Вследствие неприводимости F
имеем ϕ(N) = N . Поскольку F не сопряжена подалгебре алгебры LO(n − 1), то
на основании теоремы 1 ϕ(D) = D.
Так как [ϕ(X), ϕ(Pj)] = ϕ([X,Pj ]), то для каждого X ∈ F матрица оператора

ϕ(X) в базисе ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pn) совпадает с матрицей оператора X в ба-
зисе P1, P2, . . . , Pn. Отсюда вытекает, что если B — матрица перехода от базиса
P1, P2, . . . , Pn к базису ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pn), то BXB1 = ϕ(X). Матрицу B мо-
жно записать в виде TU , где T — положительно определенная симметрическая,
a U — ортогональная матрицы. Используя лемму Шура, получаем T = λE, где
λ > 0. Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть K1,K2, . . . ,Kq — примарные части ненулевой подалгебры F
алгебры LO(n), M — подпространство пространства N , инвариантное отно-
сительно F . Тогда M = M1 ⊕Ms ⊕ · · · ⊕Mq ⊕ M̃ , где Mi = [Ki,Mi] = [Ki,M ],
[Kj ,Mi] = 0 при j = i, M̃ = {X ∈ M | [F,X] = 0}. Если примарная ал-
гебра K является подпрямой суммой неприводимых подалгебр S1, S2, . . . , Sr
соответственно алгебр LO(W1), LO(W2), . . . , LO(Wr), то относительно O(n)-
сопряженности ненулевые подпространства W пространства N с условием
[K,W ] = W исчерпываются пространствами: W1,W1 ⊕W2, . . . ,W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕
Wr.

Доказательство. Так как M = M̃⊕M̃⊥, то будем предполагать, что M̃ = 0. Пусть
Ki — подпрямая сумма неприводимых частей Ki1, . . . ,Kisi

, Mij = [Kij ,M ], πij —
проектированием M на Mij , i = 1, . . . , q; j = 1, . . . , si. Допустим, что πab(M) = 0.
На основании леммы и теоремы Ли–Гурса [4] о подалгебрах прямой суммы алгебр
в пространстве M существует такое максимальное F -инвариантное подпространс-
тво V , что πab(V ) = 0 и πcd(V ) = 0, где 1 ≤ c ≤ q, c = a, 1 ≤ d ≤ sc. Отсюда
следует, что в M существует максимальное F -инвариантное подпространство Uab
со свойством: πab(Uab) = 0, πcd(Uab) = 0 для всех c = a, d = 1, 2, . . . , sc. Очевидно,
Ma = Uab.
Пусть примарная алгебра K является подпрямой суммой неприводимых по-

далгебр S1, S2, . . . , Sr соответственно алгебр LO(W1), LO(W2), . . . , LO(Wr), где
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Wi = 〈P(i−1)k+1, P(i−1)k+2, . . . , Pik〉, i = 1, . . . , r. Если [K,W ] = W и W = 0, то
переставляя, если это необходимо, подалгебры S1, S2, . . . , Sr, можно предполагать,

что W содержит элементы Pj +
r−1∑
j=1

λjPjk+i, i = 1, . . . , k.

Пусть

Cj(λ) =



1√
1 + λ2

E 0 · · · 0
λ√

1 + λ2
E

0 E · · · 0 0
...

...
0 0 · · · E 0

λ√
1 + λ2

E 0 · · · 0 − 1√
1 + λ2

E


, j = 1, . . . , r − 1,

tE = diag [E, . . . , E︸ ︷︷ ︸
t

],

где E — единичная матрица порядка k. Очевидно, Cj(λ) ∈ O(jk + k). Легко
получаем

C1(λ)
(
X 0
0 X

)
=
(
X 0
0 X

)
C1(λ) (1)

для любой матрицы X порядка k и

C1(λ)



y1
...
yk
λy1
...
λyk


=
√

1 + λ2



y1
...
yk
0
...
0


. (2)

Пусть ϕAj
— автоморфизм LE(rk), соответствующий матрице Aj = diag [Cj(λ),

(r − j − 1)E]. На основании равенства(1), (2) имеем ϕAj
(K) = K, и автоморфизм

ϕAr−1(λr−1)ϕAr−2(λr−2) · · ·ϕA1(λ1)

отображает W на W1⊕W ′, где W ′ — подпространство пространства W2⊕· · ·⊕Wr.
Остается применить индуктивное предположение. Теорема доказана.
Известно, что LO(n) обладает относительно O(n)-сопряженности только одной

максимальной разрешимой подалгеброй, совпадающей с подалгеброй Картана K(n)
= 〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉, m = [n/2]. Отсюда вытекает, что алгебра K(n) = N+̇
K(n) является максимальной разрешимой подалгеброй алгебры LE(n) и каждая
максимальная разрешимая подалгебра алгебры LE(n) сопряжена с K(n).
Очевидно, 〈J12〉 — неприводимая подалгебра алгебры LO(2). Примарные части

алгебры F ⊂ K(n) можно найти таким способом.
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Зафиксируем некоторый базис Y1, . . . , Yt алгебры F . Если Yj — такой первый
базисный вектор F , что его проекция на 〈J2k−1,2k〉 отлична от нуля, то считаем,
что коэффициент при J2k−1,2k в Yj является положительным числом. В каждом
базисном элементе алгебры F соберем слагаемые с коэффициентами, равными по
модулю, вынесем за скобки модуль коэффициентов, а затем в полученных выра-
жениях выделим суммы, содержащие максимально возможное число слагаемых с
одним и тем же знаком. Пусть S = {X1, . . . , Xl} — множество всех таких сумм,
взятых со знаком +. Если Xi и Xj имеют общие слагаемые, то из множества S
исключаем Xi, Xj и вводим Xi∩Xj , Xi−Xi∩Xj , Xj−Xi∩Xj , где Xi∩Xj — сумма
общих слагаемых элементов Xi, Xj . В полученном множестве снова находим нену-
левые пересечения его элементов и производим дальнейшее преобразование мно-
жества S. На конечном шаге мы получим множество {H1,H2, . . . , Ha}, в котором
Hi, Hj не имеют общих слагаемых при 1 ≤ i < j ≤ a. Алгебры 〈H1〉, 〈H2〉, . . . , 〈Ha〉
суть примарные части алгебры F .
На основании теорем 1, 2 можно доказать такие утверждения.

Предложение 1. Каждая разрешимая подалгебра алгебры LE(n) сопряжена с
W +̇A, где W ⊂ N , A — абелева подалгебра.
Предложение 2. Каждая нильпотентная подалгебра алгебры LE(n) является
абелевой.
Предложение 3. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m+ 1. Ма-
ксимальные абелевы подалгебры алгебры LE(n) исчерпываются относительно
E(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈P1, P2, . . . , Pn〉, 〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m, δPn〉,
〈P1, P2, . . . , P2r, δPn, J2r+1,2r+2, . . . , J2m−1,2m〉,

где r = 1, 2, . . . ,m− 1. Число максимальных абелевых подалгебр алгебры LE(n)
равно m+ 1.
Если речь идет об алгебрах W1+̇F, . . . ,Ws+̇F , то используем обозначение F :

W1, . . . ,Ws.

Теорема 3. Относительно E(5)-сопряженности подалгебры алгебры LE(5) ис-
черпываются такими алгебрами:

0, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, 〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12〉: 0, 〈P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12 + αJ34〉: 0, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5〉, 0 < α < 1;
〈J12 + J34〉: 0, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12, J34〉: 0, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12, J13, J23〉: 0, 〈P4〉, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: 0, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35〉: 0, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;

〈J12+J34, J13−J24, J14+J23, J12−J34〉: 0, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12, J13, J23, J45〉: 0, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
LO(4): 0, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
LO(5): 0, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
〈J12 + aP5〉: 0, 〈P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, a > 0;
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〈J12 + αJ34 + aP5〉: 0, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 0 < α < 1, a > 0;
〈J12 + J34 + aP5〉: 0, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, a > 0;
〈J12 + aP5, J34 + bP5〉: 0, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, a > 0, b ≥ 0;
〈J12 − J34 + aP5, J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: 0, 〈P1, P2, P3, P4〉, a > 0.
Теорема 3 доказывается на основании теорем 1, 2 с использованием предложен-

ного алгоритма для нахождения примарных частей подалгебр подалгебры Картана
K(n). Как видно из теоремы 3, алгебра LO(5) обладает двумя неприводимыми
подалгебрами: LO(5), 〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35〉.

1. Миллер У., Симметрия и разделение переменных, М., Мир, 1981, 342 с.

2. Фущич В.И., О симметрии и частных решениях некоторых многомерных уравнений математиче-
ской физики, В кн.: Теоретико-алгебраические методы в задачах математической физики, Киев,
Ин-т математики АН УССР, 1983, 4–23.

3. Никитин А.Г., Фущич В.И., Юрик И.И., Редукция неприводимых унитарных представлений
обобщенных групп Пуанкаре по их подгруппам, Теор. мат. физика, 1976, 26, № 2, 206–220.

4. Patera J., Winternitz P., Zassenhaus H., Continuous subgroups of the fundamental groups of physics.
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О точных решениях двух
многомерных нелинейных уравнений
шредингеровского типа
В.И. ФУЩИЧ, Р.М. ЧЕРНИГА

В работе исследуются два нелинейных уравнения шредингеровского типа в про-
странстве переменных (t, x1, x2, x3):

i
∂Ψ

∂t
= k∆Ψ + λΨ(Ψ

∗
Ψ)2/3,

i
∂Ψ

∂t
= k∆Ψ + λΨ

∂(Ψ
∗
Ψ)

∂xa

∂(Ψ
∗
Ψ)

∂xa
(Ψ

∗
Ψ)−2.

Доказано, что эти уравнения сохраняют группу симметрии линейного уравнения
Шредингера. Проведена редукция по системе несопряженных одномерных подалгебр,
в ряде случаев найдены точные решения полученных редукционных уравнений, по
которым, с помощью соответствующих анзацев построены точные решения исхо-
дных нелинейных уравнений. В частности, получены солитоноподобные решения.
С использованием свойств симметрии выведены формулы размножения решений и
многопараметрические семейства решений.
В работе также описаны широкие классы систем дифференциальных уравнений

второго порядка, инвариантные относительно группы Галилея и некоторых ее обоб-
щений.

§ 1. Введение
Максимальной локальной (в смысле Ли) группой инвариантности линейного

уравнения Шредингера

iΨt = k∆Ψ, ∆ =
∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂2

∂x2
n

, (1)

где Ψt = ∂Ψ
∂t , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, k ∈ R1, Ψ(t, x) = U(t, x) + iV (t, x), U , V

— действительные функции, является обобщенная группа Галилея G2(1, n) (см.,
например, [1–3]), т.е. группа Галилея G(1, n), дополненная группами масштабных
и проективных преобразований. Символами AG(1, n), AG2(1, n) будем обозначать
алгебры Ли групп G(1, n) и G2(1, n) соответственно. Базисные элементы макси-
мальной алгебры инвариантности (АИ) уравнения (1) имеют вид

Pν = ∂ν , ∂ν =
∂

∂xν
, ν = 0, n, x0 = t, (2a)

Jab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, n, (2b)

J = u∂v − v∂u, Ga = t∂a − xa
2k
J, ∂V =

∂

∂V
, ∂U =

∂

∂U
, (2c)

Препринт 86.85, Институт математики АН УССР, Киев, 1986, 44 c.
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D = 2t∂t + xa∂a − n

2
(U∂U + V ∂V ), (2d)

Π = t2∂t + txa∂a − |x|2
4k

J − nt

2
(U∂U + V ∂V ), |x|2 = xaxa. (2e)

(По повторяющимся индексам везде подразумевается суммирование.)
В работах [4, 5] построены широкие классы нелинейных обобщений уравнения

теплопроводности, инвариантные относительно группы G2(1, n) и ее подгрупп.
В настоящей работе, являющейся естественным продолжением статьи [5], опи-

саны все нелинейные обобщения уравнения (1) вида

iΨt = Aab(Ψ,
∗
Ψ)

∂2Ψ
∂xa∂xb

+B(Ψ,
∗
Ψ,Ψ

1
,
∗
Ψ
1
),

Ψ
1

=
(
∂Ψ
∂x1

, . . . ,
∂Ψ
∂xn

)
,

∗
Ψ
1

=

(
∂
∗
Ψ

∂x1
, . . . ,

∂
∗
Ψ

∂xn

)
,

Ψ = U + iV,
∗
Ψ = U − iV, Ψ

∗
Ψ = |Ψ|2,

(3)

где Aab, a, b = 1, n, B — произвольные дифференцируемые комплексные фун-
кции, инвариантные относительно алгебр AG2(1, n) ⊂ AG1(1, n) ⊂ AG(1, n), где
AG1(1, n) — алгебра Галилея AG(1, n), дополненная оператором масштабных пре-
образований D.
Оказывается, что все уравнения вида (3), инвариантные относительно алгебры

AG2(1, n) с базисными элементами (2), эквивалентны уравнению

iΨt = k∆Ψ + Ψ(Ψ
∗
Ψ)2/nF (Θ), (4)

где

Θ =
∂

∂xa
(Ψ
∗
Ψ)

∂

∂xa
(Ψ
∗
Ψ)
/

(Ψ
∗
Ψ)2+2/n, (5)

F — произвольная функция.
В дальнейшем ограничимся рассмотрением следующих двух уравнений вида (4)

(n = 3):

iΨt = k∆Ψ + λΨ(Ψ
∗
Ψ)2/3, λ = const, (6)

iΨt = k∆Ψ + λ
∂

∂xa
(Ψ
∗
Ψ)

∂

∂xa
(Ψ
∗
Ψ)
/

(Ψ
∗
Ψ)2. (7)

Воспользовавшись симметрийными свойствами этих уравнений, т.е. инвариан-
тностью относительно группы G2(1, 3), построим многопараметрические семейства
точных решений уравнений (6) и (7).
В § 2 проведена редукция нелинейных уравнений (6), (7) по системе несопря-

женных одномерных подалгебр алгебры AG(1, 3) к нелинейным дифференциаль-
ным уравнениям в частных производных (ДУЧП) для функций, зависящих лишь
от трех инвариантных переменных.
В § 3 с помощью преобразований из группы G2(1, 3), порождаемых операторами

AG2(1, 3), получены формулы размножения решений для уравнений (6), (7).
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Параграфы 4, 5, 7 посвящены построению явных точных решений уравнений
(6), (7). Для этого используются редукционные уравнения (§ 2) и формулы раз-
множения решений (§ 3).
Параграф 6 содержит результаты теоретико-алгебраических исследований

систем уравнений параболического типа. В частности, построенный в нем класс
уравнений, инвариантных относительно группы G2(1, n), содержит уравнение (4).

§ 2. Редукция нелинейных уравнений (6), (7)
Уравнения (6) и (7) инвариантны относительно 13-мерной алгебры Ли

AG2(1, 3). Эта алгебра в качестве подалгебры содержит 11-мерную алгебру Га-
лилея AG(1, 3). В работе [6] построена система всех несопряженных одномерных
подалгебр алгебры Галилея. Эти подалгебры генерируются операторами

X1 = P1, X2 = J = i

(
Ψ
∂

∂Ψ
− ∗

Ψ
∂

∂
∗
Ψ

)
, X3 = P0, X4 = J + βP0,

X5 = J12, X6 = J12 + αP3, X7 = J12 + αP0, X8 = J12 + αP0 + βJ,

X9 = J12 + βJ, X10 = G2 + αP2, X11 = G1, X12 = G1 + αP0,

X13 = J12 + βG3, X14 = J12 + αP0 + βG3, α, β ∈ R1, α · β = 0.

Решая соответствующие уравнения Лагранжа для каждого из операторов (8),
получаем три инвариантные переменные w1, w2, w3, зависящие от t, x1, x2, x3, а
также анзацы для искомой функции Ψ = U + iV . Исключение составляет только
“единичный” оператор J , которому очевидно соответствуют 4 инвариантные пере-
менные t, x1, x2, x3 и дополнительное функциональное условие на компоненты U ,
V . Результаты решения уравнений Лагранжа приведены в таблице 1.

Таблица 1

Подалгебры Инвариантные переменные Анзацы w = (w1, w2, w3)

X1 t, x2, x3 Ψ(t, x) = ϕ(w)

X2 t, x1, x2, x3 Ψ(t, x) = ϕ(t, x), Ψ
∗
Ψ = γ2

X3 x1, x2, x3 Ψ = ϕ(w)
X4 x1, x2, x3 Ψ = exp(it/β)ϕ(w)
X5 t, x2

1 + x2
2, x3 Ψ = ϕ(w)

X6 t, x2
1 + x2

2, x3 − α arcsin
x2√

x2
1 + x2

2

Ψ = ϕ(w)

X7 t − α arctg
x2

x1
, x2

1 + x2
2, x3 Ψ = ϕ(w)

X8 t − α arctg
x2

x1
, x2

1 + x2
2, x3 Ψ = exp(iβt/α)ϕ(w)

X9 t, x2
1 + x2

2, x3 Ψ = exp

(
iβ arctg

x2

x1

)
ϕ(w)

X10 t, αx1 − tx2, x3 Ψ = exp

(
− ix2

1

4xt

)
ϕ(w)

X11 t, −tx2, x3 Ψ = exp

(
− ix2

1

4xt

)
ϕ(w)

X12 2αx1 − t2, x2, x3 Ψ = exp

[
− it

2xα

(
x1 − t2

3α

)]
ϕ(w)

X13 t, x2
1 + x2

2, x3 − βt arctg
x2

x1
Ψ = exp

(
− ix2

3

4xt

)
ϕ(w)

X14 t − α arctg
x2

x1
, x2

1 + x2
2, 2αx3 − βt2 Ψ = exp

[
− iβt

2xα

(
x3 − βt2

3α

)]
ϕ(w)
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Используя инварианты и анзацы из таблицы 1, проведем редукцию уравнений
(6) и (7) для каждого оператора X1,X2, . . . , X14. В результате получаем следую-
щие уравнения (функции ϕ с индексами w1, w2, w3 везде обозначают производные
по этим переменным):

X1 : iϕt = k(ϕw2w2 + ϕw3w3) + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2/3, w1 = t, (9a)

iϕt = k(ϕw2w2 + ϕw3w3) + λϕ[(ϕ
∗
ϕ)2w2

+ (ϕ
∗
ϕ)2w3

](ϕ
∗
ϕ)−2; (9b)

X2 : iϕt = k∆ϕ+ λγ4/3ϕ, ϕ
∗
ϕ = γ2, γ ∈ R1, (10a)

iϕt = k∆ϕ, ϕ
∗
ϕ = γ2; (10b)

X3 (β → ∞), X4 : k∆ϕ+ ϕ/β + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2/3 = 0, (11a)

k∆ϕ+ ϕ/β + λϕ(ϕ
∗
ϕ)xa

(ϕ
∗
ϕ)xa

/
(ϕ
∗
ϕ)2 = 0, wa = xa; (11b)

X5 (α = 0), X6 : iϕt = k
[
4ϕw2 + 4w2ϕw2w2 + (1 + α2/w2)ϕw3w3

]
+

+λϕ(ϕ
∗
ϕ)2/3, w1 = t,

(12a)

iϕt = 4w2

[
kϕw2w2 +

k

w2
ϕw2 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w2

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
+

+(1 + α2/w2)
[
kϕw3w3 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w3

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
;

(12b)

X7 (β = 0), X8 : iϕw1 = k

(
α2

w2
ϕw1w1 + 4ϕw2 + 4w2ϕw2w2 + ϕw3w3

)
+

+
β

α
ϕ+ λϕ(ϕ

∗
ϕ)2/3,

(13a)

iϕw1 −
β

α
ϕ =

α2

w2

[
kϕw1w1 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w1

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
+

+4w2

[
kϕw2w2 +

k

w2
ϕw2 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w2

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
+

+kϕw3w3 + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2w3

/
(ϕ
∗
ϕ)2;

(13b)

X9 : iϕt = k (4ω2ϕw2w2 + 4ϕw2 + ϕw3w3)−
kβ2

w2
ϕ+ λϕ(ϕ

∗
ϕ)2/3, w1 = t, (14a)

iϕt +
kβ2

w2
ϕ = 4w2

[
kϕw2w2 +

k

w2
ϕw2 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w2

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
+

+kϕw3w3 + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2w3

(ϕ
∗
ϕ)−2;

(14b)

X10, X11 (α = 0) : i

[
ϕt +

ϕ+ 2w2ϕw2

2t

]
=

= k(α2 + t2)ϕw2w2 + kϕw3w3 + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2/3,

(15a)
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i

[
ϕt +

ϕ+ 2w2ϕw2

2t

]
= (α2 + t2)

[
kϕw2w2 + +λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w2

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
+

+kϕw3w3 + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2w3

(ϕ
∗
ϕ)−2, w1 = t;

(15b)

X12 :
w1

4kα2
ϕ = 4kα2ϕw1w1 + k(ϕw2w2 + ϕw3w3)] + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2/3, (16a)

w1

4kα2
ϕ = k(4α2ϕw1w1 + ϕw2w2 + ϕw3w3)+

+λϕ(ϕ
∗
ϕ)−2

[
4α2(ϕ

∗
ϕ)2w1

+ (ϕ
∗
ϕ)2w2

+ (ϕ
∗
ϕ)2w3

]
;

(16b)

X13 : i

[
ϕt +

ϕ+ 2w3ϕw3

2t

]
=

= k

[
4w2ϕw2w2 +

(
1 +

β2t2

w2

)
ϕw3w3

]
+ λ(ϕ

∗
ϕ)2/3,

(17a)

i

[
ϕt +

ϕ+ 2w3ϕw3

2t

]
= 4w2

[
kϕw2w2 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w2

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
+

+
(

1 +
β2t2

w2

)[
kϕw3w3 + λϕ(ϕ

∗
ϕ)2w3

(ϕ
∗
ϕ)−2

]
;

(17b)

X14 : iϕw1 = k

[
α2

w2
ϕw1w1 + 4(w2ϕw2w2 + ϕw2) + 4α2ϕw3w3

]
−

− β

4kα2
w3ϕ+ λϕ(ϕ

∗
ϕ)2/3,

(18a)

iϕw1 +
β

4kα2
ω2ϕ = k

[
α2

w2
ϕw1w1 + 4(w2ϕw2w2 + ϕw2) + 4α2ϕw3w3

]
+

+λϕ(ϕ
∗
ϕ)−2

[
α2

w2
(ϕ
∗
ϕ)2w1

+ 4
(
w2(ϕ

∗
ϕ)2w2

+ α2(ϕ
∗
ϕ)2w3

)]
.

(18b)

Замечание 1. Редукционные уравнения, соответствующие операторам X3, X5, X7

и X11, следуют соответственно из уравнений (11), (12), (13) и (15) при услови-
ях, указанных возле этих операторов. Уравнения (9а), (10a), . . ., (18а) получены
редукцией уравнения (6), а (9b), (10b), . . ., (18b) — редукцией уравнения (7).

Замечание 2. Если в уравнениях (6) и (7) провести разделение переменных по ин-
вариантам, соответствующим проективному оператору (2е), то получим уравнения
(11) при β → ∞ с инвариантными переменными w1 = x1/t, w2 = x2/t, w3 = x3/t.
Следовательно, инвариантные решения соответствующие оператору (2е) с точно-
стью до преобразований группы G2(1, 3) совпадают с решениями, построенными
по оператору временных трансляций P0.
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§ 3. Формулы размножения решений
Для получения явных формул размножения решений воспользуемся преобразо-

ваниями, генерируемыми базисными операторами (2) алгебры AG2(1, 3). Наиболее
полезными для получения из известных решений существенно новых являются
преобразования инвариантности, порождаемые операторами Ga (2c) и Π (2e). Ре-
шая соответствующие уравнения Ли, получаем преобразования Галилея

Ga :
t′ = t, x′a = xa + εat, a = 1, 2, 3,

Ψ′ = Ψ exp
(
− iεa

2k

(
xa +

εat

2

))
, εa ∈ R1.

(19)

и проективные преобразования

Π :

t′ =
t

1 − pt
, x′a =

xa
1 − pt

, a = 1, 2, 3,

Ψ′ = Ψ(1 − pt)3/2 exp
(
− ip|x|2

4k(1 − pt)

)
, p ∈ R1.

(20)

Пусть W (t, x) — решение уравнения (6) или (7). Применяя к нему преобразо-
вания (19), получаем новое решение (штрихи ниже опускаются)

Ψ = W (t, x+ εt) exp
(
i

2k

(
εx+

|ε|2t
2

))
, (21)

где ε = (ε1, ε2, ε3), |ε|2 = ε21 + ε22 + ε23, ε ∈ R3.
После применения к решению (21) преобразований (20) находим более широкое

семейство решений

Ψ = W

(
t

1 − pt
,
x+ εt

1 − pt

)
exp
[
i
p|x|2 + 2εx+ |ε|2t

4k(1 − pt)

]
(1 − pt)−3/2. (22)

Нетрудно убедиться, что повторное применение формул (19), (20) к решению
(22) приводит к этому же семейству решений (это следует и из общих свойств
групп преобразований).
Выражение (22) естественно назвать формулой размножения решений уравне-

ний (6), (7), построенной по операторам Ga (2c) и Π (2e). Обобщим эту формулу,
применив преобразования сдвигов по координатам t, x и вращениям в пространс-
тве (см. операторы (2а), (2b) при n = 3):

t′ = t+ d1
0, x′ = Ax+ d1, Ψ′ = Ψ, (23)

где

A =

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 , detA = 1,

d1
0, d

1 = (d1
1, d

1
2, d

1
3), c11, . . . , c33 — действительные параметры; A — матрица вра-

щения.
Используя группу преобразований (23), решение (22) обобщаем:

Ψ = W

(
t+ d1

0

d0 − pt
,
Ax+ εt+ d

d0 − pt

)
(d0−pt)−3/2 exp

[
i
p|x|2 + 2ε1x+ |ε|2 + b0

4k(d0 − pt)

]
,(24)

где d0 = 1 − pd1
0, d = d1 + εd1

0, ε
1 = εA+ pd1A, b0 = p|d1|2 + 2εd1 + |ε|2d1

0.
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Наконец, воспользуемся однопараметрической группой масштабных преобразо-
ваний, которую порождает оператор D (2d):

t′ = m2t, x′ = mx, Ψ′ = m−3/2Ψ, m > 0 (25a)

и 1-параметрической группой вращения компонент U , V функции Ψ (см. оператор
J (1.2в)):

Ψ = e−iαΨ, α ∈ R1. (25b)

Таким образом, окончательно получаем формулу размножения решений урав-
нений (6), (7)

Ψ = eiα
m3/2

(d0 − pm2t)3/2
exp
[
i
pm2|x|2 + 2mε1x+m2|ε|2t+ b0

4k(d0 − pm2t)

]
×

×W
(
m2t+ d1

0

d0 − pm2t
,
mAx+m2εt+ d

d0 − pm2t

)
,

(26)

где

d0 = 1 − pd1
0, d = d1 + εd1

0, ε1 = εA+ pd1A,

b0 = p|d1|2 + 2εd1 + |ε|2d1
0,

(27)

detA = 1, A — матрица вращений, d1 = (d1
1, d

1
2, d

1
3), ε = (ε1, ε2, ε3) — действитель-

ные векторы, p, d1
0, d, m > 0 — действительные параметры.

Теорема 1. Если W (t, x) — решение нелинейного уравнения (6) или (7), то
формула (26) определяет неразмножаемое семейство решений этого же урав-
нения.

Доказательство. Тот факт, что любая функция Ψ вида (26) будет решением урав-
нения (6), следует из только что проведенного размножения решения W (t, x) с
помощью базисных операторов алгебры AG2(1, 3).
Неразмножаемость решений вида (26) с помощью 13-мерной группы, соответ-

ствующей алгебре AG2(1, 3), доказывается проверкой. А именно, поочередно дей-
ствуем на решение (26) преобразованиями (19), (20), (23), (25), убеждаемся, что в
результате получаем решение вида (26) (изменяются только параметры). Теорема
доказана.
Пусть в (26) d0 = 1/p, ε = 0, d = 0, α = 0, A = E, где E — единичная матрица.

Тогда получаем решение

Ψ =
m3/2

(−pm2t)3/2
exp
(
− i|x|

2

4kt

)
W

(
m2t+ 1

p

−pm2t
,

x

−pmt

)
. (28)

Сделав в (28) предельний переход

p→ ∞, m→ ∞, pm→ 1,

получим решение уравнения (6) или (7)

Ψ(t, x) = t−3/2 exp
(
− i|x|

2

4kt

)
W

(
−1
t
,
x

t

)
. (29)
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Формулу (29) можно рассматривать как обобщение известной теоремы Апеля–
Бриля для многомерного нелинейного уравнения Шредингера.

Замечание 3. Построенные формулы размножения решений позволяют из дей-
ствительных стационарных решений уравнений (6), (7), получать комплексные
нестационарные (т.е. зависящие от времени t) решения.

В заключение этого параграфа, отметим, что все приведенные выкладки по ра-
змножению решений (1 + 3)-мерных уравнений (6), (7) очевидным образом обоб-
щаются на все уравнения вида (4) в случае любого количества переменных.

§ 4. Точные решения уравнения (6)
В этом параграфе будут построены точные решения уравнения (6) путем нахо-

ждения частных решений соответствующих редукционных уравнений (см. § 2).
Редукция уравнения (6) по оператору X1 = ∂

∂x1
приводит к нелинейному урав-

нению (9а) такого же вида, только в пространстве переменных (w1, w2, w3) =
(t, x2, x3). Для получения частных решений уравнения (9а) рассмотрим систему

iϕt = λϕ(ϕ
∗
ϕ)2/3, λ = 0, (30a)

ϕx2x2 + ϕx3x3 = 0. (30b)

Очевидно, что произвольное решение системы (30) удовлетворяет уравнению
(9а). Построим общее решение системы (30).
Представляя комплексную функцию ϕ через пару действительных функций R

и P , по известной формуле

ϕ = R(t, x2, x3) exp(iP (t, x2, x3)), (31)

сводим уравнение (30а) к двум обыкновенным дифференциальным уравнениям
(ОДУ) первого порядка. Решая эти уравнения и используя (31), получаем общее
решение (30а)

ϕ(t, x2, x3) =


(−D2/λ)3/4 exp(i(D1 +D2t)), λ ∈ R1,(
D2 − 4β

3
t

)−3/4(1−iα/β)

exp(iD1), λ = α+ iβ, β = 0,
(32)

где D1(x2, x3), D2(x2, x3) — произвольные действительные функции.
Подставляя выражение (32) в (30b), находим функции

D1(x2, x3) = d1, D2(x2, x3) = d2, d1, d2 ∈ R1.

Таким образом, получаем общее решение системы (30)

ϕ =


(−d2/λ)3/4 exp(i(d2t+ d1)), λ ∈ R1,(
d2 − 4β

3
t

)−3/4(1−iα/β)

exp(id1), λ = α+ iβ, β = 0,
(33)

которое является частным решением уравнения (9а), а следовательно, и решением
исходного уравнения (6).
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Множитель вида exp(id1) в дальнейшем в решениях уравнений (6), (7) опу-
скается, так как любое решение этих уравнений можно на него умножить (см.
(25b)).
Редукция уравнения (6) по оператору X2 приводит к нелинейному уравнению

(10а) с дополнительным условием ϕ
∗
ϕ = γ2, γ ∈ R, т.е., используя представление

(31), получаем

ϕ = γ exp iP (t, x), (34)

где P (t, x) — действительная функция.
Подставляя (34) в уравнение (10а) и делая очевидные преобразования, получа-

ем систему

Pt = kPaPa − λγ4/3, Pa =
∂P

∂xa
, λ ∈ R1,

∆P = 0,
(35)

которая заменой

P (t, x) = P 1(t, x) − λγ4/3t (36)

сводится к системе

P 1
t = kP 1

aP
1
a , P 1

a ≡ ∂P 1

∂xa
,

∆P 1 = 0.
(37)

Построим общее решение системы уравнений (37) в предположении P 1
t =

F (P 1). Нетрудно показать, что тогда F = α = const. Следовательно,

P 1 = α(t+ P 0(x)), α ∈ R1, (38)

где P 0(x) — действительная функция, удовлетворяющая нелинейной системе

P 0
aP

0
a =

1
αk

, P 0
a ≡ ∂P 0

∂xa
,

∆P 0 = 0.
(39)

Как показано в работе [7], общее решение системы (39) в классе действительных
функций имеет вид

P 0(x) = b0axa + d0, b0ab
0
a =

1
αk

> 0, b0a, d
0 ∈ R1, (40)

поэтому с учетом (36), (38) линейная функция P = baxa +
(
kbaba − λγ4/3

)
t + d,

ba = b0aα, d = d0α, является решением системы (35).
Таким образом, используя (34), получаем решение уравнения (6) в виде пло-

ской волны:

Ψ = ϕ = γ exp i(baxa + b0t), b0 = kbaba − λγ4/3. (41)

Замечание 4. Нетрудно убедится, что система (37) не имеет радиальных решений
вида P 1 = P 1

(
t, |x|2).
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Редукция уравнения (6) по оператору X3 = ∂
∂t приводит к нелинейному элли-

птическому уравнению (11а). Пусть в уравнении (11а)

ϕ = ϕ(w), w = αaxa, αa ∈ R1,

тогда получаем обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ)

kαaαaϕww + λϕ(ϕ
∗
ϕ)2/3 = 0. (42)

В случае действительной функции ϕ это уравнение есть уравнение Эмдена–Фау-
лера, частным решением которого является функция [8]

ϕ = β/w3/2, β =
(−15|α|2k/4λ)3/4 , λk < 0.

Таким образом, получаем стационарное решение уравнения (6):

Ψ =
[

15αaαak
−4λ(αaxa)2

]3/4
, λk < 0, αa ∈ R1. (43)

Отметим также, что в случае λk > 0 выражение (43) задает чисто мнимое
решение уравнения (6).
Если в уравнении (11а) положить

ϕ = ϕ(r), r = |x|2, (44)

то получаем ОДУ второго порядка

4rϕrr + 6ϕr +
λ

k
ϕ(ϕ

∗
ϕ)2/3 = 0,

которое в случае действительной функции ϕ есть уравнение Эмдена–Фаулера.
Частным решением его является функция

ϕ =
(

15λ
−4λr

)3/4

, λk < 0.

Следовательно, с учетом (44) находим еще одно стационарное решение уравне-
ния (6):

Ψ =
(

15k
−4λ|x|2

)3/4

. (45)

Решение (45) в отличие от предыдущих решений обладает свойством

Ψ(x) → 0 при |x| → ∞. (46)

Ко всем построенным решениям (33), (41), (43), (45) уравнения (6) можно при-
менить формулу размножения (26) и тогда по теореме 1 получим неразмножаемые
семейства решений. Поскольку формулы получаются довольно громоздкими, мы
приводим в таблице 2 результаты применения двух частных случаев общей форму-
лы размножения решений (21) и (29). Заметим, что решение (33) при λ ∈ R1 полу-
чается из решения (41), если в последнем формально положить ba = 0, a = 1, 2, 3,
γ = (−α2/λ)3/4. В связи с этим формулы размножения (21), (29) к решению (33)
при λ ∈ R1 не применялись.
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Т
аб
ли
ц
а
2

№ п/
п

№
ф
ор
м
ул
ы

ис
хо
дн
ог
о

ре
ш
ен
ия

Н
ов
ое
ре
ш
ен
ие
,
по
лу
че
нн
ое

пр
им
ен
ен
ие
м
ф
ор
м
ул
ы
(2
1)

Н
ов
ое
ре
ш
ен
ие
,
по
лу
че
нн
ое

пр
им
ен
ен
ие
м
ф
ор
м
ул
ы
(2
9)

1.
(3
3)

λ
=

α
+

iβ
,

β
�=

0

( d
2
−

4
β 3

) −3 4

( 1
−

i
α β

) ex
p

[ i 2
k

( ε a
x

a
+

|ε|
2

2
t)] ,

ε
=

(ε
1
,ε

2
,ε

3
),

ε a
∈

R
1
,
|ε|

2
=

ε a
ε a

t−
3
/
2

( d
2

+
4
β 3
t

) −3 4

( 1
−

i
α β

) ex
p

( −
i|x

|2
4
k
t

)

2.
(4
1)

λ
∈

R
1

γ
ex

p
( i
( b1 a

x
a

+
b1 0

t)) ,

b1 0
=

k
b1 a

b1 a
−

λ
γ

4
/
3

γ
t3

/
2
ex

p

[ i

( b a
x

a
−

b 0
t

−
|x|

2

4
k
t

)] ,

b 0
=

b a
b a

k
−

λ
γ

4
/
3
,

b a
∈

R
1
,

a
=

1
,3

3.
(4
3)

λ
∈

R
1

[
1
5
k
|α
|2

−4
λ
(α

a
(x

a
+

ε a
t)

)2

] 3/4
ex

p

[ i 2
k

( ε a
x

a
+

|ε|
2

2
t)] ,

α
a
∈

R
1
,
|α
|2

=
α

a
α

a

[ 1
5
k
|α
|2

−4
λ
(α

a
x

a
)2

] 3/4
ex

p

( −
i|x

|2
4
k
t

)

4.
(4
5)

λ
∈

R
1

[
1
5
k

−4
λ
|x

+
εt
|2
] 3/4

ex
p

[ i 2
k

( ε a
x

a
+

|ε|
2

2
t)]

[ 1
5
k

−4
λ
|x|

2

] 3/4
ex

p

( −
i|x

|2
4
k
t

)
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§ 5. Точные решения уравнения (7)
Настоящий параграф посвящен применению результатов §§ 2, 3 для построения

семейств точных решений уравнения (7).
Как показано в § 2, редукция уравнения (7) по оператору X2 преобразует

его к свободному уравнению Шредингера (10b) с дополнительным условием (34).
Подстановка (34) в уравнение (10b) приводит к системе (37) для функции P (t, x).
Следовательно, воспользовавшись формулами (38), (40), получим плосковолновое
решение уравнения (7)

Ψ = γ exp(i(b0t+ baxa)), b0 = kbaba. (47)

Рассмотрим теперь нелинейное эллиптическое уравнение (11b), которое полу-
чается из уравнения (7) редукцией по оператору X3. Любое решение уравнения
(11b) будет стационарным решением уравнения (7). Но из стационарных реше-
ний уравнения (7), применяя формулы размножения, полученные в § 3, мы можем
построить семейства нестационарных решений. Таким образом, представляется ва-
жным построить классы точных решений уравнения (11b).
Пусть в уравнении (11b)

ϕ(x) = ϕ(w), w = caxa, ca ∈ C1, a = 1, 3, (48)

тогда для ϕ(w) получаем ОДУ 2-го порядка

caca

[
ϕww +

λ

k
ϕ(ϕ

∗
ϕ)2w
/

(ϕ
∗
ϕ)2
]

= 0. (49)

Если caca = 0, то уравнение (49) превращается в тождество и получаем решение
уравнения (7)

Ψ = F (caxa), caca = 0, (50)

где F — произвольная дважды дифференцируемая комплексная функция.
Если caca > 0, ca ∈ R1, a = 1, 2, 3, то уравнение (49) в случае λ

k = − 1
4 заменой

ϕ(w) = R(w) exp iP (w) = exp
(
R1(w) + iP (w)

)
, (51)

где R, R1, P — действительные функции аргумента w, сводится к системе ОДУ

R1
ww = P 2

w, Pww = −2PwR1
w. (52)

Систему (52) удается полностью проинтегрировать и найти общее решение

R1 = d1w − 1
2

ln [1 + exp(4d1w + d2)] + d3,

P = ±
√

2 arctg
[
exp
(

2d1w +
d2

2

)]
+ d4, d1 > 0, d1, d2, d3, d4 ∈ R1.

Итак, воспользовавшись формулами (48), (51), получим решение уравнения (7)
при λ

k = − 1
4 :

Ψ = ϕ(x) =
exp
[
d− d1w ± i

√
2 arctg exp

(
2d1w + d2

2

)]√
1 + exp(4d1w + d2)

,

w = caxa, d = d3 + id4.

(53)
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Если в уравнении (49) caca > 0 и λ
k = − 1

4 , то оно заменой

ϕ(w) = R(w) exp iP (w) = (R1)1/(4λ/k+1) exp(i(P (w)) (54)

сводится к системе ОДУ для действительных функций

R1
ww = λ1R1P 2

w, λ1 = 1 + 4
λ

k
= 0,

R1Pww = − 2
λ1
R1
wPw.

(55)

Решение системы (55) при Pw = 0 сводится к интегрированию уравнения
Эмдена–Фаулера

R1
ww = γ2

0λ
1(R1)1−4/λ1

, 0 < γ0 ∈ R1,

которое имеет частное решение

R1 =
[

2γ0w√
λ1 − 2

]λ1/2

, λ1 > 2. (56)

С учетом (55)

Pw = γ0(R1)−2/λ1
=

√
λ1 − 2
2w

,

P =
√
λ1 − 1

2
lnw + d1, d1 ∈ R1.

(57)

Таким образом, из (48), (54), (56), (57) получаем решение уравнения (7) при
λ
k >

1
4 , caca > 0:

Ψ = ϕ = d(caxa)1/2+i
√
λ1−2/2, d ∈ C1. (58)

Если в (55) Pw = 0, то R1 — линейная функция и, следовательно, решение
уравнения (7) имеет вид

Ψ = (caxa + c0)1/λ
1
eid1 , c0, d1 ∈ R1, λ1 = 1 + 4

λ

k
= 0, caca > 0. (59)

Для построения новых решений уравнения (11b) преобразуем его к системе
двух действительных уравнений с помощью замены

ϕ(x) = R(x) exp[iP (x)], (60)

где R, P — действительные функции.
Подставляя (60) в уравнение (11 в), получаем систему нелинейных ДУЧП

∆R = RPaPa − 4
λ

k
RaRa/R,

R∆P = −2PaPa.
(61)

Система (61) заменой

R =


expR1(x),

λ

k
= −1

4
,

[R1(x)]1/(1+4λ/k),
λ

k
= −1

4

(62)
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сводится, соответственно, к системам

∆R1 = PaPa,
λ

k
= −1

4
,

∆P = −2R2
aPa,

(63)

∆R1 = λ1R1PaPa, λ1 = 1 + 4
λ

k
= 0,

R1∆P = − 2
λ1
R1
aPa.

(64)

Можно заметить, что в случае P (x) = d1 = const произвольное решение урав-
нения Лапласа

∆R1 = 0 (65)

удовлетворяет как системе ДУЧП (63), так и (64). Следовательно, воспользовав-
шись (60), (62), получим семейство стационарных решений уравнения (7)

Ψ =


exp
[
R1(x) + id1

]
,

λ

k
= −1

4
,

[R1(x)]1/(1+4λ/k)eid1 ,
λ

k
= −1

4
, d1 ∈ R1,

(66)

где R1(x) — произвольное действительное решение уравнения Лапласа (65).
Если в качестве R1(x) взять фундаментальное решение уравнения (65) при

n = 3, т.е.

R1(x) =
1
|x| ,

то получаем решение уравнения (7)

Ψ =


exp
[

1
|x| + id1

]
,

λ

k
= −1

4
,

exp(id1)
|x|1/(1+4λ/k)

,
λ

k
= −1

4
.

(67)

Заметим, что при λ
k > − 1

4 решение (67) удовлетворяет условию (46).
Рассмотрим теперь систему (63) с дополнительным условием

∆P = 0. (68)

Известно частное действительное решение уравнения (68):

P = f(caxa) + f(
∗
caxa), ca ∈ C1, caca = 0, (69)

где f — произвольная действительная функция.
Подставляя выражение (69) в систему (63), после соответствующих преобразо-

ваний, в предложении, что

R1 = R1(caxa,
∗
caxa), (70)
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получаем для R1 ОДУ

R1
V V = 1, V = i

[
f(caxa) − f(

∗
caxa)

]
,

т.е.

R1 = −1
2

[
f(caxa) − f(

∗
caxa)

]2
+id1

[
f(caxa) − f(

∗
caxa)

]
+d2, d1, d2 ∈ R1,(71)

С учетом (60), (62) получаем еще одно семейство решений уравнения (7) при
λ
k = − 1

4 , которое содержит произвольную функцию f :

Ψ(x) = exp
{
−1

2

[
f(caxa) − f(

∗
caxa)

]2
+ id1

[
f(caxa) − f(

∗
caxa)

]
+

+i
[
f(caxa) + f(

∗
caxa)

]}
, caca = 0.

(72)

Подстановка (69) в систему (64) в предложении (70), приводит к решению

R1(x) =


d1 exp

(√
1 + 4

λ

k
v(x)

)
+ d2 exp

(
−
√

1 + 4
λ

k
v(x)

)
,

λ

k
> −1

4
,

d1 cos

(√∣∣∣∣1 + 4
λ

k

∣∣∣∣v(x)
)

+ d2 sin

(√∣∣∣∣1 + 4
λ

k

∣∣∣∣v(x)
)
,

λ

k
< −1

4
,

(73)

где

v(x) = i
[
f(caxa) − f(

∗
caxa)

]
. (74)

Воспользовавшись (60), (62), получим решение уравнения (7)

Ψ =



[
d1 exp

(√
λ1v(x)

)
+ d2 exp

(
−
√
λ1v(x)

)]1/λ1

×

× exp i
[
f(caxa) + f(

∗
caxa)

]
, λ1 > 0,[

d1 cos
(√

|λ1|v(x)
)

+ d2 sin
(√

|λ1|v(x)
)]1/λ1

×

× exp i
[
f(caxa) + f(

∗
caxa)

]
, λ1 < 0,

(75)

λ1 = 1 + 4λk , caca = 0, ca ∈ C1, d1, d2 ∈ R1, (v(x) — см. (74)).

Замечание 5. В случае двух пространственных переменных (n = 2) формулы (69),
(71) при c1 = 0, c21+c22 = 0 задают общее решение нелинейной системы ДУЧП (63)
с условием (68), а формулы (69), (73) — общее решение системы (64) с условием
(68).

В заключение, с помощью формул размножения (см. § 3) построим из стаци-
онарных решений уравнения (7) нестационарные семейства решений. Поскольку
при применении общей формулы размножения решений выражения слишком гро-
моздки, мы воспользовались частными случаями этой формулы — выражениями
(21) и (29). Полученные новые решения уравнения (7) приведены в таблице 3.
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Т
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№ п/
п
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,
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с
по
м
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ью
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ор
м
ул
ы
(3
.3
)

Р
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ен
ие
,
по
лу
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нн
ое

с
по
м
ощ
ью
ф
ор
м
ул
ы
(3
.1
1)

1
(5
0
)

F
(c

(x
+

εt
))

ex
p

[ i 2
k

( εx
+

|ε|
2
t

2

)] ,
ε
∈

R
3
,
|ε|

2
=

ε a
ε a

t−
3
/
2
F
( c ax

a

t

) ex
p

( −
i|x

|2
4
k
t

) ,
c a

c a
=

0
,
c a

∈
C

1

2
(5
3)

λ k
=

−
1 4

ex
p
[−

d
1
c(

x
+

εt
)]

√ 1
+

ex
p
[4

d
1
c(

x
+

εt
)
+

d
2
]×

×
ex

p

{ i

[ ±√ 2
ar
ct
g
( 2

d
1
c(

x
+

εt
)
+

d
2 2

) +

+
1 2
k

( εx
+

|ε|
2
t

2

)]}
,

c
=

(c
1
,c

2
,c

3
),

c
∈

R
3

t−
3
/
2
ex

p
( −d

1
c

a
x

a
t

)
√ 1

+
ex

p
[ 4d 1c

a
x

a
t

+
d
2

]exp
{ i
[ ±√ 2

×

×a
rc
tg

ex
p

[ 2
d
1
c a

x
a

t
+

d
2 2

] −
|x|

2

4
k
t

]} ,
c
∈

R
3

3
(5
8)

λ k
>

1 4
[c

(x
+

εt
)]

1 2
+

i√ λ k
−

1 4
ex

p

[ i 2
k

( εx
+

|ε|
2
t

2

)] ,
c
∈

R
3

t−
2
−

i√ λ k
−

1 4
(c

a
x

a
)

1 2
+

i√ λ k
−

1 4
ex

p

( −
i|x

|2
4
k
t

) ,c
∈

R
3

4
(5
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λ k
�=
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(x

+
εt

)
+

c 0
]

1
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4
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k

ex
p

[ i 2
k

( εx
+
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t
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)] ,

c 0
∈

R
1
,

c
∈

R
3

tκ

(c
ν
x

ν
)

1
1
+

4
λ

/
k

ex
p

( −
i|x
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4
k
t

) ,
κ

=
−

3 2
−

1

1
+

4
λ
/
k

,

x
0

=
t,

ν
=

0
,3

,
c 0

∈
R

1
,

c
∈

R
3

5
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6)
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=
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1 4
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�=

−
1 4
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{ R
1
(x

+
εt

)
+

i 2
k

( εx
+

|ε|
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t
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∆

R
1
(x

)
=

0
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[R
1
(x

+
εt

)]
1

1
+

4
λ

/
k
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{ i 2
k

( εx
+

|ε|
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∆

R
1
(x
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=
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/
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ex
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[ R
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( x t

) −
i|x
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k
t

] ,
∆
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4
k
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] [ R
1
( x t
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+

4
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/
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∆

R
1
(x
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=

0

6
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=
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1 4

ex
p

[
1

|x
+

εt
|+

1 2
k

( εx
+

|ε|
2
t

2

)]
|x

+
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√ |x|

2
+
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2
t2

+
2
x
εt

t−
3
/
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[ t |x|
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i|x
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4
k
t

]
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�=

−
1 4

(|x
+
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+
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+
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=
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+
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+
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+
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+
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=
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+
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+
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∈
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§ 6. Нелинейные системы уравнений второго порядка,
инвариантные относительно алгебр AG(1, n), AG1(1, n) и AG2(1, n)
Рассмотрим систему нелинейных ДУЧП второго порядка параболического типа

λ1Ψ1
t = A1

ab(Ψ
1,Ψ(2))Ψ1

ab +B1(Ψ1,Ψ(2),Ψ
1

1,Ψ
1

(2)), (76a)

λ2Ψ
(2)
t = A

(2)
ab (Ψ1,Ψ(2))Ψ(2)

ab +B(2)(Ψ1,Ψ(2),Ψ
1

1,Ψ
1

(2)), (76b)

где λk = const, λ1 · λ2 = 0, A(k)
ab , a, b = 1, n, B(k), k = 1, 2, — произвольные

комплексные (в частности, действительные) функции из класса C1;

Ψ(k)
t =

∂Ψ(k)

∂t
, Ψ(k)

ab =
∂2Ψ(k)

xa∂xb
,

Ψ
1

(k) = (Ψ(k)
1 , . . . ,Ψ(k)

n ), Ψ(k)
a =

∂Ψ(k)

∂xa
.

Системы уравнений вида (76) широко используются в качестве математических
моделей для описания процессов диффузии при химических реакциях, в популя-
ционной генетике, при многофазном тепломассопереносе и т.д. (ряд конкретных
примеров приведен с [9]). В случае

Ψ(2) =
∗
Ψ1, A

(2)
ab =

∗
A

1
ab, B(2) =

∗
B

1, λ2 =
∗
λ1 = − i

k
(77)

систему (76) можно рассматривать как пару комплексно-сопряженных уравнений
вида (3).
Как отмечалось в [10], для параболических уравнений (систем) естественно

требовать инвариантность относительно алгебры Галилея AG(1, n). Рассмотрим
представление алгебры AG(1, n) с базисными операторами (2а), (2b) и

Ga = t∂a − xa
2
Jλ, a = 1, n, Jλ = λ1Ψ1 ∂

∂Ψ1
− λ2Ψ(2) ∂

∂Ψ(2)
. (78)

Очевидно, что в случае Ψ1 = U + iV , Ψ(2) =
∗
Ψ1, λ1 = i/k, λ2 =

∗
λ1 операторы (78)

совпадают с (2с).

Теорема 2. Система уравнений (76) инвариантна относительно алгебры Гали-
лея G(1, n) с базисными операторами (2а), (2b) и (78) тогда и только тогда,
когда она эквивалентна уравнениям

λ1Ψ1
t = C1(v)∆Ψ1 +

1 − C1(v)
Ψ1

Ψ1
aΨ

1
a + Ψ1f1(v, θ), (79a)

λ2Ψ
(2)
t = C(2)(v)∆Ψ(2) +

1 − C(2)(v)
Ψ(2)

Ψ(2)
a Ψ(2)

a + Ψ(2)f (2)(v, θ), (76b)

где v = (Ψ1)λ2(Ψ(2))−λ1 , θ = ∂v
∂xa

∂v
∂xa

v−2 = ∂
∂xa

(ln v) ∂
∂xa

(ln v), Ck, fk, k = 1, 2 —
произвольные функции.
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Доказательство. Необходимость. Воспользуемся алгоритмом Ли (современное
изложение cм. в [11]). Подействуем на систему уравнений (76) дважды продол-
женным инфинитезимальным оператором (40)

˜̃X = X + ρki
∂

∂Ψ(k)
i

+ σkij
∂

∂Ψ(k)
ij

, k = 1, 2, i, j = 0, n,

где

X = ξi
∂

∂xi
+ ηk

∂

∂Ψ(k)
,

x0 = t, ξi = ξi
(
t, x,Ψ1,Ψ(2)

)
, ηi = ηi

(
t, x,Ψ1,Ψ(2)

)
,

функции ρki , σ
k
ij выражаются через ξ

i, ηk по известным формулам; по повторяю-
щимся индексам подразумевается суммирование.
В результате получаем систему определяющих уравнений

λ1ρ
1
0

M= A1
ab

(
Ψ1,Ψ(2)

)
σ1
ab +

(
∂A1

ab

∂Ψ(k)
Ψ1
ab +

∂B1

∂Ψ(k)

)
ηk + ρka

∂B1

∂Ψ(k)
a

, (80a)

λ2ρ
2
0

M= A
(2)
ab

(
Ψ1,Ψ(2)

)
σ

(2)
ab +

(
∂A

(2)
ab

∂Ψ(k)
Ψ(2)
ab +

∂B(2)

∂Ψ(k)

)
ηk + ρka

∂B(2)

∂Ψ(k)
a

, (80b)

гдеM — система (76), рассматриваемая как многообразие в дважды продолженном
пространстве переменных.
Определим коэффициенты оператора X для алгебры G(1, n) с базисными опе-

раторами (2а), (2b), (78). Очевидно, что

ξ0 = d0, ξa = Cabxb + gat+ da, Cab + Cba = 0, a = b,

η1 = −λ1

2
gaxaΨ1, η2 = −λ2

2
gaxqΨ(2),

(81)

где d0, da, Cab, a < b, ga — произвольные комплексные параметры. Используя (81),
получаем в явном виде

ρk0 = −λk
2
gaxaΨ

(k)
t − gaΨ(k)

a ,

ρka = −λk
2
gaΨ(k) − λk

2
gbxbΨ(k)

a − Ψ(k)
b Cab,

σkab = −λk
2

(
gbΨ(k)

a + gaΨ
(k)
b

)
− λk

2
ga1xa1Ψ

(k)
ab − Cb1bΨ

(k)
ab1

− Cb1aΨ
(k)
bb1
,

a1, b1 = 1, n.

(82)

Подставляя выражения (81), (82) в определяющее уравнение (80а) и переход
на многообразие M, имеем

λ1

2
xagaB

1 + λ1gaΨ1
a −

λ1

2
A1
ab

(
gbΨ1

a + gaΨ1
b

)−
−A1

ab(Cb1bΨ
1
ab1 + Cb1aΨ

1
bb1) −

λk
2
ga1xa1Ψ

(k)

(
∂A1

ab

∂Ψ(k)
Ψ1
ab +

∂B1

∂Ψ(k)

)
−

−λk
2

(gaΨ(k) + gbxbΨ(k)
a )

∂B1

∂Ψ(k)
a

− CbaΨ
(k)
b

∂B1

∂Ψ(k)
a

= 0.

(83)



106 В.И. Фущич, Р.М. Чернига

Расщепляя выражение (83) по параметрам Cab, a < b, учетом независимости всех
переменных t, x, Ψ(k), Ψ(k)

ab , k = 1, 2, a, b = 1, n, получаем

A1
ab

(
Ψ1,Ψ(2)

)
= δbaA

1
(
Ψ1,Ψ(2)

)
, a, b = 1, n, (84)

где

δba =
{

1, a = b,
0, a = b,

A1 — произвольная функция. Функция B1 должна удовлетворить системе линей-
ных ДУЧП[

Ψ1
b

∂

∂Ψ1
a

− Ψ1
a

∂

∂Ψ1
b

+ Ψ(2)
b

∂

∂Ψ(2)
a

− Ψ(2)
a

∂

∂Ψ(2)
b

]
B1 = 0, a < b, a, b = 1, n.(85)

Решая систему (85), находим общее решение

B1 = B̂1
(
Ψ1,Ψ(2),Ψ1

aΨ
1
a,Ψ

1
aΨ

(2)
a ,Ψ(2)

a Ψ(2)
a

)
, (86)

где B̂1 — произвольная функция.
Учитывая соотношения (84), (86), выражение (83) приводим к виду

λ1

2
gaxaB̂

1 + λ1gaΨ1
a − λ1A

1gaΨ1
a −

λk
2
ga1xa1Ψ

k

(
∂A1

∂Ψk
∆Ψ1 +

∂B̂1

∂Ψk

)
−

−λk
2
(
gaΨk + gbxbΨk

a

)(
2
∂B̂1

∂ykk
Ψk
a +

∂B̂1

∂ykk1
Ψk1
a

)
= 0, k = k1,

(87)

где

ykk = Ψk
aΨ

k
a, ykk1 = Ψk

aΨ
k1
a .

Так как соотношение (87) должно выполняться при произвольных параметрах
ga, a = 1, n, и независимых переменных x, Ψk, Ψk

a, Ψk
aa, a = 1, n, то оно эквива-

лентно следующей системе линейных ДУЧП:

λ1Ψ1 ∂A
1

∂Ψ1
+ λ2Ψ(2) ∂A

1

∂Ψ(2)
= 0, (88a)

λ1Ψ1
a

(
1 −A1

)
=
λk
2

Ψk

(
2
∂B̂1

∂ykk
Ψk
a +

∂B̂1

∂ykk1
Ψk1
a

)
, k1 = k, a = 1, n, (88b)

λkΨk ∂B̂
1

∂Ψk
+ λkΨk

a

(
2
∂B̂1

∂ykk
Ψk
a +

∂B̂1

∂ykk1
Ψk1
a

)
= λ1B̂

1, k1 = k. (88c)

Общее решение уравнения (88а) задается выражением

A1
(
Ψ1,Ψ(2)

)
= C1(v), v =

(
Ψ1
)λ2
(
Ψ(2)

)−λ1

, (89)

где C1 — произвольная функция.
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Решение уравнений (88b), (88c) с учетом (89) сводится к построению общего
решения уравнения

λ1Ψ1 ∂f̂
1

∂Ψ1
+ λ2Ψ(2) ∂f̂1

∂Ψ(2)
+ 2(λ1 + λ2)ṽ

∂f̂1

∂ṽ
= λ1f̂

1, (90)

где

ṽ =
(
λ1Ψ1Ψ(2)

a − λ2Ψ(2)Ψ1
a

)(
λ1Ψ1Ψ(2)

a − λ2Ψ(2)Ψ1
a

)
, (91)

тогда

B̂1 = f̂1
(
Ψ1,Ψ(2), ṽ

)
− (1 − C1(v)

)
Ψ1
aΨ

1
a/Ψ

1. (92)

В случае λ1+λ2 = 0 уравнение (90) легко решается и получаем общее решение
вида

f̂1 = Ψ1f1(v, ṽ), (93)

где f1 — произвольная функция (v, ṽ — см. (89), (91)). Если λ1 +λ2 = 0, то общее
решение уравнения (90) имеет вид

f̂1 = Ψ1f1

(
v,

ṽ(
Ψ1Ψ(2)

)2
)
, (94)

где f1 — произвольная функция.

Можно заметить, что при λ1 + λ2 = 0 выражения v и
(
Ψ1Ψ(2)

)2
функцио-

нально зависимы, поэтому решение (93) получается из (94) как частный случай.
Следовательно, (94) является общим решением уравнения (90). Воспользовавшись
формулами (86) и (92) получим окончательный вид искомой функции:

B1 = Ψ1f(v, θ) +
1 − C1(v)

Ψ1
Ψ1
aΨ

1
a, (95)

где

θ =
ṽ(

Ψ1Ψ(2)
)2 =

∂va
∂xa

∂va
∂xa

v−2 (v — см. (89)).

Полностью идентичные выкладки для определяющего уравнения (80b) приво-
дят к искомым функциям

A(2) = C(2)(v), A
(2)
ab = δbaA

(2),

B(2) = Ψ(2)f (2)(v, θ) +
1 − C(2)(v)

Ψ(2)
Ψ(2)
a Ψ(2)

a .
(96)

Подставляя формулы (84), (89), (95), (96) в исходную систему (76), получа-
ем систему (79). Необходимость доказана. Достаточность доказывается простой
проверкой.
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Следствие. Если λ1 = i/k, k ∈ R2, λ2 =
∗
λ1, Ψ(2) =

∗
Ψ(1), C(2) =

∗
C(1), f (2) =

∗
f (1), то система (79) сводится к паре комплексно-сопряженных нелинейных
обобщений уравнения (1):

i

k
Ψt = C(Ψ

∗
Ψ)∆Ψ +

∗
Ψ

1 − C(Ψ
∗
Ψ)

Ψ
∗
Ψ

ΨaΨa + Ψf(Ψ,
∗
Ψ, (Ψ

∗
Ψ)a(Ψ

∗
Ψ)a), (97a)

− i

k

∗
Ψt = C(Ψ

∗
Ψ)∆

∗
Ψ + Ψ

1 − ∗
C(Ψ

∗
Ψ)

Ψ
∗
Ψ

∗
Ψa

∗
Ψa +

∗
Ψ
∗
f(Ψ,

∗
Ψ, (Ψ

∗
Ψ)a(Ψ

∗
Ψ)a). (97b)

Очевидно, что при C(Ψ
∗
Ψ) = 1 уравнение (97а) содержит уравнение (4) как

частный случай.

Класс уравнений (79) достаточно широк. Чтобы его сузить, потребуем допол-
нительную инвариантность относительно оператора масштабных преобразований:

D = 2t∂t + xa∂a + Iα, Iα = α1Ψ1∂Ψ1 + α2Ψ(2)∂Ψ(2) . (98)

Теорема 3. Галилеевски-инвариантная система уравнений (79) инвариантна
относительно группы масштабных преобразований, порождаемой оператором
(98), только тогда, когда она эквивалентна уравнениям

λ1Ψ1
t = D1∆Ψ1 +

1 −D1

Ψ1
Ψ1
aΨ

1
a + Ψ1f̂1(θ̂)v−2/δ, (99a)

λ2Ψ
(2)
t = D2∆Ψ(2) +

1 −D2

Ψ(2)
Ψ(2)
a Ψ(2)

a + Ψ(2)f̂ (2)(θ̂)v−2/δ, (99b)

если

δ =
∣∣∣∣ α1 α2

λ1 λ2

∣∣∣∣ = 0,

и

λ1Ψ1
t = C1(v)∆Ψ1 +

1 − C1(v)
Ψ1

Ψ1
aΨ

1
a + Ψ1g1(v)θ, (100a)

λ2Ψ
(2)
t = C(2)(v)∆Ψ(2) +

1 − C(2)(v)
Ψ(2)

Ψ(2)
a Ψ(2)

a + Ψ(2)g(2)(v)θ, (100b)

если δ = 0, где θ̂ = v2/δθ, v, θ — см. теорему 2, D1, D2 — произвольные
постоянные, f̂ (k), C(k), g(k), k = 1, 2 — произвольные функции.
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Доказательство. Воспользуемся системой определяющих уравнений (80). Подста-
новка в (80а) коэффициентов уравнения (79а) приводит к соотношению

λ1ρ
1
0

M= C1(v)δaaσ
1
aa + λ2v

∂C1

∂v
∆Ψ1 η

1

Ψ1
− λ1v

∂C1

∂v
∆Ψ1 η

(2)

Ψ(2)
+

+2
1 − C1(v)

Ψ1
Ψ1
aρ

1
a −

λ2v
∂C1

∂v + (1 − C1)
(Ψ1)2

η1Ψ1
aΨ

1
a + f1η1+

+
λ1v

Ψ1Ψ(2)

∂C1

∂v
η(2)Ψ1

aΨ
1
a + λ2Ψ1v

∂f1

∂v

η1

Ψ1
− λ1Ψ1v

∂f1

∂v

η2

Ψ(2)
+

+2Ψ1 ∂Ψ1

∂θ

[(
−λ2

2

Ψ1
aΨ

1
a

(Ψ1)3
+ λ1λ2

Ψ1
aΨ

(2)
a

(Ψ1)2Ψ(2)

)
η1+

+

(
−λ2

1

Ψ(2)
a Ψ(2)

a

(Ψ(2)
a )3

+ λ1λ2
Ψ1
aΨ

(2)
a

Ψ1(Ψ(2))2

)
η(2)+

+

(
λ2

2

Ψ(2)
a

(Ψ1)2
− λ1λ2

Ψ(2)
a

Ψ1Ψ(2)

)
ρ1
a +

(
λ2

1

Ψ(2)
a

(Ψ(2))2
− λ1λ2

Ψ1
a

Ψ1Ψ(2)

)
ρ(2)
a

]
,

(101)

где M — многообразие, порожденное системой (79) в продолженном пространстве.
Нетрудно подсчитать, что для оператора (98)

η1 = α1Ψ1, η(2) = α2Ψ(2),

ρ1
0 = (α1 − 2)Ψ1

t , ρ
(2)
0 = (α2 − 2)Ψ(2)

t ,

ρ1
a = (α1 − 1)Ψ1

a, ρ
(2)
a = (α2 − 1)Ψ(2)

a ,

σ1
aa = (α1 − 2)Ψ1

aa, σ
(2)
aa = (α2 − 2)Ψ(2)

aa .

(102)

Подставляя выражения (102) для ηk, ρki , σ
k
aa, k = 1, 2; a = 1, n; i = 0, n, в опре-

деляющее уравнение (101), после соответствующих преобразований получаем со-
отношение

δvΨ1 ∂f
1

∂v
+ δv

∂C1

∂v

(
∆Ψ1 − Ψ1

aΨ
1
a

Ψ1

)
− 2Ψ1θ

∂f1

∂θ
+ 2Ψ1f1 = 0. (103)

Если δ = 0, то расщепление уравнения (103) по вторым производным Ψ1
aa

приводит к условию

∂C1

∂v
= 0,

т.е.

C1(v) = D1 = const. (104)

Для определения функции f1 получаем линейное ДУЧП первого порядка

−v ∂f
1

∂v
+

2
δ
θ
∂f1

∂θ
= f1

с общим решением

f1 = v−2/δ f̂1
(
v2/δθ

)
, (105)

где f̂1 — произвольная функция.
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Если же δ = 0, то, очевидно, соотношение (103) приводит к условиям

f1 = θg1(v), (106)

g1(v), C1(v) — произвольные функции.
Аналогичные выкладки проводятся для определяющего уравнения (80b) с ко-

эффициентами из уравнения (79b) и (102). В результате получаем

C(2)(v) = D2 = const,

f (2) = v−2/δ f̂2
(
v2/δθ

)
,

если δ = 0;

f (2) = θg(2)(v),

C(2)(v) — произвольная функция,

если δ = 0. Теорема доказана.
Оказывается, что среди систем (99), (100) есть такие, которые допускают опе-

раторы проективных преобразований

Π = t2∂t + txa∂a − |x|2
4
Jλ + tIα, (107)

где Jλ, Iα определены в (78) и (98). Другими словами, существуют системы урав-
нений, инвариантные относительно алгебры AG2(1, n) с базисными операторами
(2а), (2b), (78), (98), (107).

Теорема 4. 1. Система уравнений вида (99) при произвольных Dk, f̂ (k), k = 1, 2
инвариантна относительно алгебры AG2(1, n) с базисными операторами (2а),
(2b), (78), (98), (107), причем

Iα = −n
2

(
D1Ψ1∂Ψ1 +D2Ψ(2)∂Ψ(2)

)
, δ = −n

2

∣∣∣∣ D1 D2

λ1 λ2

∣∣∣∣ = 0.

2. Система уравнений (100) инвариантна относительно алгебры AG2(1, n) то-
лько тогда, когда

C(k)(v) = Dk = const, k = 1, 2,

причем

Iα = −D1

λ1

n

2
Jλ = −D2

λ2

n

2
Jλ, δ = −n

2

∣∣∣∣ D1 D2

λ1 λ2

∣∣∣∣ = 0.

Доказательство теоремы 4 такое же, как и теорем 2, 3.

Следствие. Если положить λ1 = i/k, k ∈ R1, λ2 =
∗
λ1, Ψ(2) =

∗
Ψ1, f̂ (2) =

∗
f̂1 =

∗
f ,

D1 = D2 = q, q ∈ R1, то δ = nqi/k = 0 и система уравнений (99) сводится к
паре комплексно-сопряженных нелинейных обобщений уравнений (1)

i

k
Ψt = q∆Ψ +

∗
Ψ

1 − q

Ψ
∗
Ψ

ΨaΨa + Ψ(Ψ
∗
Ψ)

2
nq f
(
(Ψ
∗
Ψ)−2(1+ 1

nq )(Ψ
∗
Ψ)a(Ψ

∗
Ψ)a
)
,(108a)
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− i

k

∗
Ψt = q∆

∗
Ψ+Ψ

1 − q

Ψ
∗
Ψ

∗
Ψa

∗
Ψa+

∗
Ψ(Ψ

∗
Ψ)

2
nq

∗
f
(
(Ψ
∗
Ψ)−2(1+ 1

nq )(Ψ
∗
Ψ)a(Ψ

∗
Ψ)a
)
,(108b)

инвариантных относительно алгебры AG2(1, n).
Очевидно, что при q = 1 класс уравнений (108а) совпадает с классом уравнений

(4). При этом операторы (78), (98) и (107) переходят соответственно в (2с), (2d) и
(2е).
Отметим, что системы уравнений (99) и (100) при условиях теоремы 4 сводятся

к более простым с помощью локальных замен

W (k)(t, x) =
∫ [

exp
∫

1 −Dk

DkΨ(2)
dΨ(2)

]
dΨ(k) = Dk

[
Ψ(k)

]1/Dk

, k = 1, 2. (109)

Нетрудно убедиться, что замена (109) преобразует систему (99) к виду

λ̂1W
1
t = ∆W 1 +W 1h1(θ̂)v−2/δ,

λ̂2W
(2)
t = ∆W (2) +W (2)h(2)(θ̂)v−2/δ,

(110)

где

λ̂k =
λk
Dk

, W
(k)
t =

∂W (k)

∂t
, k = 1, 2,

v =
((
W 1
)λ̂2
(
W (2)

)−λ̂1
)D1D2

, θ =
∂v

∂xa

∂v

∂xa
v

2
δ−2,

h1, h(2) — произвольные функции.
Применение замены (109) к системе (100) при условиях теоремы 4 приводит к

уравнениям

λ̂W 1
t = ∆W 1 +W 1θĝ1(v),

λ̂W
(2)
t = ∆W (2) +W (2)θĝ(2)(v),

(111)

где

λ̂ =
λ1

D1
=
λ2

D2
, v =

(
W 1

W (2)

)λ̂D1D2

, θ =
∂v

∂xa

∂v

∂xa
v2,

ĝ1, ĝ(2) — произвольные функции.
В заключение рассмотрим систему уравнений диффузионного типа

∆U = λ
∂U

∂t
+ f(U, V ),

∆V = λ
∂V

∂t
+ g(U, V ),

(112)

которая, очевидно, с точностью до обозначений является частным случаем систе-
мы уравнений (76). Согласно теореме 2 система (112) инвариантна относительно
алгебры Галилея AG(1, n) с базисными операторами (2а), (2b), (78) только тогда,
когда она имеет вид

∆U = λ
∂U

∂t
+ Uf1(U/V ),

∆V = λ
∂V

∂t
+ V g1(U/V ).

(113)
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Если же в системе уравнений (113)

f1(U/V ) = β1(U/V )2/(α2−α1), g1(U/V ) = β2(U/V )2/(α2−α1), α2 = α1, (114)

то она допускает оператор масштабных преобразований (98) (см. теорему 3). Одна-
ко, как следует из теоремы 4, среди галилеевски-инвариантных систем уравнений
вида (113) нет нелинейных систем, инвариантных относительно алгебры AG2(1, n)
с проективным оператором Π (107).
Нам удалось показать, что среди нелинейных систем вида (113) существует

единственная (с точностью до постоянных коэффициентов), которая инвариантна
относительно обобщенной алгебры Галилея AG2(1, n) со специальным представле-
нием проективного оператора Π. Это следующая нелинейная система уравнений:

∆U = λ
∂U

∂t
+ β1

U2

V
,

∆V = λ
∂V

∂t
+ β2U,

(115)

где βk = const, k = 1, 2, β1 = β2.

Теорема 5. Максимальная (в смысле С. Ли) АИ системы уравнений (115) явля-
ется алгебра AG2(1, n) с базисными элементами

P1 =
∂

∂t
, Pa =

∂

∂xa
, (116a)

Jab = xaPb − xbPa, a, b = 1, n, (116b)

Ga = tPa − λxa
2
I, I = U∂U + V ∂V , (116c)

D = 2tPt + xaPa − 2U∂U −
(
n

2
+

β2

β1 − β2

)
I, (116d)

Π = tD − t2Pt − λ|x|2
4

I +
λ

β1 − β2
V ∂U . (116e)

Доказательство. Тот факт, что операторы (116) удовлетворяют коммутационным
соотношениям, характеризующим алгебру Ли AG2(1, n), доказывается, простой
проверкой. Доказательство того, что операторы (116) порождают максимальную
АИ системы (115), проводится по методу Ли.

§ 7. О солитоноподобных решениях уравнения (6)
В § 4 найдены частные решения нелинейного уравнения (6) путем редукции

его по одномерным неизоморфным подалгебрам X1, X2, X3 алгебры AG(1, 3). Ока-
зывается, что, решая редукционное уравнение (12а), соответствующее подалгебре
X4, можем получить солитоноподобные решения уравнения (6). Действительно,
воспользовавшись заменой

ϕ = ϕ(y), y = αaxa,
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где α1, α2, α3 ∈ R1, ϕ(y) — действительная функция, сведем уравнение (12а) к
нелинейному ОДУ второго порядка

|α|2kd
2ϕ

dy2
+

1
β
ϕ+ λϕ2/3 = 0. (117)

Общее решение уравнения (117) в элементарных функциях получить не удае-
тся, так как его решение сводится к квадратуре

C2 ± y =
∫

dϕ√
C1 + ϕ2

β − 3
5λϕ

10/3
. (118)

Построим частные решения уравнения (117) специального вида:

ϕ(y) = y(emy − e−my)κ1(emy + e−my)κ2 ; (119)

здесь γ, m, κ1, κ2 — некоторые постоянные, которые подлежат определению.
Подстановка (119) и уравнение (117) приводит к соотношению

k|α|2m2
[
κ1 + κ2 + 2κ1κ2 + κ1(κ1 − 1)(emy + e−my)2

/
(emy − e−my)2 + κ2(κ2 − 1)(emy − e−my)2

/
(emy + e−my)2

]
+

+λγ4/3(emy − e−my)4κ1/3(emy + e−my)4κ2/3 = 0.

(120)

Очевидно, что если постоянные γ, m, κ1, κ2 такие, что соотношение (120)
выполняется тождественно, то (119) является решение уравнения (117).
Пусть κ1 = 0, κ2 = −3/2, тогда выражение (120) сводится к виду

1
β
− 3

2
|α|2m2 +

15
4
|α|2km2 (emy − e−my)2

(emy + e−my)2
+

λγ4/3

(emy + e−my)2
= 0. (121)

Равенство (121) превращается в тождество только в случае, если

γ = ±2
√

2
(
− 5

3λβ

)3/4

, m = ± 2
3
√−βk|α|2 , λβ < 0, βk < 0. (122)

Таким образом, получаем решение уравнения (117):

ϕ(y) =
γ

(emy + e−my)3/2
=

γ−
[coshmy]3/2

, γ− = ±
(
− 5

3λβ

)3/4

,

где γ, m определены в (122). Следовательно (см. табл. 1), выражение

Ψ(t, x) =
γ−eit/β

[coshmαaxa]3/2
, (123)

где β, α1, α2, α3 — произвольные параметры, является точным решением уравне-
ния (6).
Воспользовавшись формулой размножения решений (21), из (123) получаем се-

мипараметрическое семейство солитоноподобных решений:

Ψ(t, x) =
γ− exp i

2k

[
εaxa +

(
|ε|2
2 + 2k/β

)
t
]

[cosh(mαa(xa + εat))]
; (124)
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здесь

|ε|2 = ε21 + ε22 + ε23, ε1, ε2, ε3 ∈ R1.

В случае α2 = α3 = ε2 = ε3 = 0, α1 = 1, ε1 = v из (124) имеем решение

Ψ(t, x) =
γ− exp iv

2k (x1 + (v/2 + 2k/vβ))
[coshm0(x1 + vt)]3/2

, m0 =
±2

3
√−kβ , (125)

одномерного (n = 1) нелинейного уравнения

iΨt = k
∂2Ψ
∂x2

1

+ λΨ(Ψ
∗
Ψ)2/3.

Решение (125) естественно назвать солитонным по аналогии с известным решени-
ем (см., напр., [12])

Ψ(t, x1) =
√
m1

2
exp[(iv/2)(x1 + (ε/2 + λ2/3v)t)]

coshm1(x1 + vt)
, m1 =

√
−λ

4
, λ < 0

нелинейного уравнения Шредингера

iΨt =
∂2Ψ
∂x2

1

+ λΨ(Ψ
∗
Ψ).

Воспользовавшись формулой (22), из решения (123) получаем восьмипараме-
трическое семейство решений уравнения (6):

Ψ(t, x) =
γ− exp{(i[p|x|2 + 2εaxa + (|ε|2 + 4k/β)t)/(4k(1 − pt))}

{(1 − pt) cosh[(mαa(xa + εat))/(1 − pt)]}3/2
. (126)

Очевидно, что в случае p = 0 из решений (126) получаем солитоноподобные
решения вида (124).
Рассмотрим соотношение (120) в случае κ1 = − 3

2 , κ2 = 0, т.е.

1
β
− 3

2
αaαakm

2 +
15
4
αaαakm

2 (emx + e−mx)2

(emx − e−mx)2
+

λγ4/3

(emx − e−mx)2
= 0.

Нетрудно показать, что оно превращается в тождество только в случае, когда

γ = ±
(

20
3λβ

)3/4

, m = ±2
3

1√−βkαaαa
, λβ > 0, kβ < 0. (127)

Воспользовавшись формулой (119), получим еще одно решение нелинейного ОДУ
(117):

ϕ = γ(emy − e−my)−3/2 = γ/(2 sinhmy)3/2, (128)

где γ, m определены в (127). Из решения (128) следует решение уравнения (6):

Ψ =
γ+e

it/β

[sinhmαaxa]3/2
, γ+ = ±

(
5

3λβ

)3/4

. (129)
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Применяя к этому решению формулу (21), получаем семипараметрическое се-
мейство солитоноподобных решений

Ψ =
γ+ exp[(i/2k)(εaxa + (|ε|2/2 + 2k/β)t)]

[sinh(mαa(xa + εat))]3/2
. (130)

Отметим, что решения вида (130) в отличие от солитоноподобных решений из
семейства (124) имеют особенность на многообразии

αaxa + αaεat = 0 (131)

в пространстве независимых переменных.
В заключение приведем восьмипараметрическое семейство решений уравнения

(6)

Ψ(t, x) =
γ+ exp{(i[p|x|2 + 2εaxa + (|ε|2 + 4k/β)t)/(4k(1 − pt))}

{(1 − pt) sinh[(mαa(xa + εat))/(1 − pt)]}3/2
,

которое получается из решения (129) с помощью формулы (22).
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Подгрупповая структура обобщенной
группы Пуанкаре и точные решения
некоторых нелинейных волновых
уравнений
В.И. ФУЩИЧ, В.М. ФЕДОРЧУК, И.М. ФЕДОРЧУК

Найдены инварианты расщепляющихся подгрупп обобщенной группы Пуанкаре
P (1, 4) — группы вращений и сдвигов в 5-мерном псевдоевклидовом пространстве.
Произведена редукция нелинейного уравнения Даламбера и релятивистского урав-
нения Гамильтона к дифференциальным уравнениям с меньшим числом переменных.
Построены классы точных решений этих уравнений.

Введение
На основании подгрупповой структуры групп инвариантности дифференциаль-

ных уравнений можно находить точные решения этих уравнений.
Линейные волновые уравнения в пятимерном пространстве Минковского ис-

пользуются в квантовой теории для описания частиц с переменной массой [1].
Нелинейные волновые уравнения в пространстве Минковского M(1, n) рассмотре-
ны в работах [2–6], где, в частности, исследована симметрия этих уравнений и
построены в явном виде, с помощью специальных анзацов, многопараметрические
семейства точных решений.
В математической физике широко используется уравнение эйконала или ре-

лятивистское уравнение Гамильтона. В работе [7] исследована симметрия этого
уравнения, и на основании специальных анзацов найдены многопараметрические
семейства точных решений. В [7], в частности, доказано, что максимальной ло-
кальной группой инвариантности уравнения эйконала является конформная группа
C(1, 4) в (4 + 1)-мерном пространстве Пуанкаре–Минковского. К настоящему вре-
мени подгруппы конформной группы C(1, 4) не описаны. Хорошо известно, что
группа C(1, 4) содержит в качестве подгруппы группу P (1, 4). P (1, 4) — груп-
па движений пространства Минковского M(1, 4). Подгрупповая структура группы
P (1, 4) изучена в работах [8–12].
В данной работе на основании подгрупповой структуры группы P (1, 4) постро-

ены точные решения нелинейных волновых уравнений. При этом рассматривались
только расщепляющиеся подалгебры [8, 9] алгебры Ли группы P (1, 4).
Дадим краткую характеристику работы. В § 1 найдены инварианты расще-

пляющихся подгрупп (локальных групп Ли, соответствующих расщепляющимся
подалгебрам) группы P (1, 4). В § 2 построены классы точных решений нелиней-
ного волнового уравнения. В § 3 найдены семейства точных решений уравнения
эйконала. В § 4 исследовано уравнение эйконала с нулевой массой.

Препринт № 86.27, Киев, Институт математики АН УССР, 1986, 36 с.
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§ 1. Инварианты расщепляющихся подгрупп группы P (1, 4)
Алгебра Ли группы P (1, 4) задается базисными элементами Pµ и Mµν = −Mνµ

(µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4), которые удовлетворяют следующим коммутационным соотно-
шениям:

[Pµ, Pν ] = 0, [Mµν , Pσ] = gµσPν − gνσPµ,

[Mµν ,Mρσ] = gµρMνσ + gνσMµρ − gνρMµσ − gµσMνρ,

где gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) — метрический тензор с компонентами g00 = −g11 =
−g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0 если µ = ν.
Для нее выбрано следующее представление:

P0 =
∂

∂x0
, P1 = − ∂

∂x1
, P2 = − ∂

∂x2
, P3 = − ∂

∂x3
,

P4 = − ∂

∂x4
, Mµν = −(xµPν − xνPµ).

Ниже мы приводим функционально независимые решения систем уравнений

XiI(x) = 0,

где {Xi}, i = 1, . . . ,dimPik — базисы расщепляющихся подалгебр Pjk алгебры Ли
группы P (1, 4). Эти решения и являют собой инварианты соответствующих расще-
пляющихся подгрупп группы P (1, 4). Наиболее удобно представить весь список
инвариантов в виде таблиц.
1.1. Одномерные инварианты. Ниже выписаны одномерные инварианты ра-

сщепляющихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве Минковского M(1, 4).

Таблица 1. Одномерные инварианты

№ Переменные № Переменные

1.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
9.

(
x2

4 + x2
3 + x2

2 + x2
1 − x2

0

)1/2
2.

(
x2

0 − x2
4

)1/2
10. x0

3.
(
x2

3 + x2
4

)1/2
11. x1

4.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
12. x2

5.
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
13. x3

6.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)1/2
14. x4

7.
(
x2

3 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
15. x0 + x4

8.
(
x2

4 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
16. x0 − x4

1.2. Двумерные инварианты. Ниже выписаны двумерные инварианты расще-
пляющихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве Минковского M(1, 4).

Таблица 2. Двумерные инварианты

№ Инварианты ω1, ω2 № Инварианты ω1, ω2

1.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
2. x3,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
3. x2, x3 4. x2,

(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
5. x0,

(
x2

3 + x2
4

)1/2
6. x0,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
7.

(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
8. x0,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)1/2
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Продолжение табл. 2

№ Инварианты ω1, ω2 № Инварианты ω1, ω2

9. x3, x4 10. x0, x4

11. x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
12. x0, x3

13.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
14. x3,

(
x2

4 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
15.

(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
16. x1, x2

17. x3,
(
x2

0 − x2
4

)1/2
18. x4,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
0

)1/2
19. x4,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
20. x0,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
21. x0 + x4, x2

3 − 2x0(x0 + x4) 22. x0 + x4,
x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2x0(x0 + x4)

23. x0 + x4, x2
1 + x2

2 − 2x0(x0 + x4) 24. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
d

ln(x0 + x4),(
x2

1 + x2
2

)1/2
25. ln

(
x2

0 − x2
4

)− 26. ln
(
x2

0 − x2
4

)
+

−2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ +2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

−

+2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

,
(
x2

1 + x2
2

)1/2 −2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
27. x0 + x4,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
28. x3, x0 − x4

29. x2, x0 + x4 30. x0 − x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
31. x3, x0 + x4 32. x0 + x4,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
33. x0 − x4,

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
1.3. Трехмерные инварианты. Приведем трехмерные инварианты расщепляю-

щихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве Минковского M(1, 4).

Таблица 3. Трехмерные инварианты

№ Инварианты ω1, ω2, ω3 № Инварианты ω1, ω2, ω3

1. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3 2. x1, x2, x3

3. x2, x3, x4 4. x0, x3, x4

5. x0,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, x4 6.

(
x2

0 − x2
4

)1/2
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

7. x1, x2,
(
x2

3 + x2
4 − x2

0

)1/2
8.

(
x2

0 − x2
4

)1/2
, x2, x3

9. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
10. x0,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x4

11.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x4 12. x0 + x4, x2

3 − 2x0(x0 + x4), x2

13. x0 + x4, x2
1 + x2

2− 14. x0 + x4, x2
3 − 2x0(x0 + x4),

−2x0(x0 + x4), x3

(
x2

1 + x2
2

)1/2
15. ln

(
x2

0 − x2
4

)− 16. ln
(
x2

0 − x2
4

)
+

−2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ +2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

−
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Продолжение табл. 3

№ Инварианты ω1, ω2, ω3 № Инварианты ω1, ω2, ω3

+2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

, −2 arch
x0√
x2

0 − x2
4

,(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

17.
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + x2
4

+ 18. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

−

+
1
e

arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

, −1
d

ln(x0 + x4),
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,(

x2
1 + x2

2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2 (
x2

3 + x2
4 − x2

0

)1/2
19. arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

− 20. x2, x3, x0 + x4

−1
e
arch

x0√
x2

0 − x2
4

,(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

0 − x2
4

)1/2
21. x2, x3, x0 − x4 22. x1, x2, x0 + x4

23. x0 + x4,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3 24. x0 − x4,

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3

25. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+
x3

ε(x0 + x4)
,(

x2
1 + x2

2

)1/2
, x0 + x4

1.4. Четырехмерные инварианты. Ниже выписаны четырехмерные инвариан-
ты расщепляющихся подгрупп группы P (1, 4) в пространстве МинковскогоM(1, 4).

Таблица 4. Четырехмерные инварианты

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 № Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4

1. x1, x2, x3, x4 2. x0, x2, x3, x4

3. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x4 4. x1, x2, x3,

(
x2

0 − x2
4

)1/2
5. x0 + x4, x2

3 − 2x0(x0 + x4), 6.
1
e

arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+

x1, x2 +
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + x2
4

,(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
(
x2

3 + x2
4

)1/2
, x0

7. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 8. arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+

−1
e
arch

x0√
x2

0 − x2
4

,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, +

x3

ε(x0 + x4)
,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,
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Продолжение табл. 4

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 № Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4(
x2

0 − x2
4

)1/2
, x3 x0 + x4, x2

3 − 2x0(x0 + x4)
9. x1, x2, x3, x0 + x4 10. x1, x2, x3, x0 − x4

§ 2. Частные решения нелинейного волнового уравнения
В данном параграфе рассматривается нелинейное волновое уравнение в пяти-

мерном пространстве

�u = F (u), (2.1)

где

� =
∂2

∂x2
0

− ∂2

∂x2
1

− ∂2

∂x2
2

− ∂2

∂x2
3

− ∂2

∂x2
4

,

u(x) = u(x0, x1, x2, x3, x4) — скалярная дважды дифференцируемая функция x,
F (u) — произвольная дифференцируемая функция зависимой переменной u. Груп-
пой инвариантности уравнения (2.1) является P (1, 4). Для нахождения точных
решений этого уравнения использована подгрупповая структура группы P (1, 4).
Здесь рассмотрены только расщепляющиеся подалгебры алгебры Ли группы P (1, 4),
использование которых редуцирует уравнение (2.1) к уравнениям с меньшим чи-
слом переменных.
2.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ). Рассмотрим ан-

зацы вида

u = ϕ(ω), (2.2)

где ω — одномерные инварианты соответствующих подгрупп группы P (1, 4). Под-
ставляя (2.2) в (2.1), получаем ОДУ вида:

d2ϕ

dω2
+
dϕ

dω
kω−1 = εF (ϕ), (2.3)

где k = 0, 1, 2, 3, 4, ε = ±1.
Пусть F (ϕ) = λϕn (n = 1), тогда уравнение (2.3) имеет вид:

d2ϕ

dω2
+
dϕ

dω
kω−1 = ελϕn (n = 1). (2.4)

В этом случае частное решение (2.4) ищем в виде

ϕ = dων . (2.5)

Подставляя (2.5) в (2.4), находим следующие выражения для d и ν:

d =
[
2[1 + k + n(1 − k)]

ελ(1 − n)2

]1/(n−1)

, ν =
2

1 − n
. (2.6)

Поэтому частные решения уравнения (2.1) с правой частью F (u) = λun (n = 1)
выражаются формулами (2.2) и (2.5) с учетом (2.6). Переменные ω, k и ε выписаны
в таблице 5.
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Таблица № 5

№ Переменные ω k ε

1.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
1 −1

2.
(
x2

0 − x2
4

)1/2
1 1

3.
(
x2

3 + x2
4

)1/2
1 −1

4.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
2 −1

5.
(
x2

4 + x2
3 − x2

0

)1/2
2 −1

6.
(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)1/2
3 −1

7.
(
x2

3 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
3 −1

8.
(
x2

4 + x2
2 + x2

1 − x2
0

)1/2
3 −1

9.
(
x2

4 + x2
3 + x2

2 + x2
1 − x2

0

)1/2
4 −1

Если k = 0, уравнение (2.3) интегрируется в квадратурах. В этом случае для
уравнения (2.4) получается такой результат:

ω + C0 =
∫

dϕ√
2ελϕn+1/(n+ 1) + C1

, (2.7)

где C0 и C1 — произвольные постоянные, ω — одна из следующих переменных x0,
x1, x2, x3, x4.
Для первой из них ε = 1, для остальных переменных ε = −1. Для переменных

ω1 = x0 + x4 и ω2 = x0 − x4 �ϕ(ω) ≡ 0.
2.2. Дифференциальные уравнения в двумерном пространстве. Рассмо-

трим анзацы вида

u(x) = ϕ(ω1, ω2), (2.8)

где ω1(x) и ω2(x) — инварианты подгрупп группы P (1, 4), выписанные в табл. 2.
Подставляя (2.8) в (2.1), получаем следующие двумерные дифференциальные урав-
нения с частными производными (ДУЧП) (ϕik = ∂2ϕ/∂ωiωk, i, k = 1, 2):

1) ϕ11 − ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 − ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

2) ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

3) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
4) ϕ11 + ϕ22 + 2ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

5) ϕ11 − ϕ22 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

6) ϕ11 − ϕ22 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

7) ϕ11 + ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

8) ϕ11 − ϕ22 − 3ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

9) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
10) ϕ11 − ϕ22 = F (ϕ),
11) ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

12) ϕ11 − ϕ22 = F (ϕ),
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13) ϕ11 − ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 − 2ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

14) ϕ11 + ϕ22 + 3ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

15) ϕ11 + ϕ22 + ϕ1ω
−1
1 + 2ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

16) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
17) ϕ11 − ϕ22 − ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

18) ϕ11 + ϕ22 + 3ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

19) ϕ11 + ϕ22 + 2ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

20) ϕ11 − ϕ22 − 2ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

21) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

22) 4
(
ω2 − ω2

1

)
ϕ22 + 4ω1ϕ12 + 10ϕ2 = −F (ϕ),

23) 4
(
ω2 − ω2

1

)
ϕ22 + 4ω1ϕ12 + 8ϕ2 = −F (ϕ),

24) ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

25) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

26) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ).

Остальные двумерные инварианты редуцируют уравнение (2.1) к следующим
ОДУ

27) ϕ22 + ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

28) ϕ11 = −F (ϕ),
29) ϕ11 = −F (ϕ),
30) ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

31) ϕ11 = −F (ϕ),
32) ϕ22 + 2ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

33) ϕ22 + 2ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ).

2.3. Дифференциальные уравнения в трехмерном пространстве. Рассмо-
трим анзацы вида

u(x) = ϕ(ω1, ω2, ω3), (2.9)

где ω1(x), ω2(x), ω3(x) — инварианты подгрупп группы P (1, 4), выписанные в
табл. 3. Подставляя (2.9) в (2.1), получаем следующие трехмерные ДУЧП (ϕik =
∂2ϕ/∂ωiωk, i, k = 1, 2, 3):

1) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

2) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
3) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
4) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 = F (ϕ),

5) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − 2ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

6) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 + ϕ1ω
−1
1 − ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

7) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + 2ϕ3ω
−1
3 = −F (ϕ),

8) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 + ϕ1ω
−1
1 = F (ϕ),

9) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ2ω
−1
2 − ϕ3ω

−1
3 = F (ϕ),
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10) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ2ω
−1
2 = F (ϕ),

11) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ1ω
−1
1 = −F (ϕ),

12) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − ϕ33 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

13) 4
(
ω2 − ω2

1

)
ϕ22 + ϕ33 + 4ω1ϕ12 + 8ϕ2 = −F (ϕ),

14) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − ϕ33 − ϕ3ω

−1
3 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

15) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

16) 4e2ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

17)
(
e−2ω−2

2 +
1
4
ω−2

3

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 + ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ),

18) ω−2
2 ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 + 2ϕ3ω

−1
3 − 2d−1ϕ13ω

−1
3 = −F (ϕ),

19)
(
e−2ω−2

3 + ω−2
2

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 − ϕ33 − ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ).

Остальные трехмерные инварианты редуцируют уравнение (2.1) к следующим
двумерным ДУЧП:

20) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
21) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
22) ϕ11 + ϕ22 = −F (ϕ),
23) ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ),

24) ϕ22 + ϕ33 + ϕ2ω
−1
2 = −F (ϕ),

25)
(
ω−2

2 + ω−2
3

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ2ω

−1
2 = −F (ϕ).

2.4. Дифференциальное уравнение в четырехмерном пространстве. Рас-
смотрим анзацы вида:

u(x) = ϕ(ω1, ω2, ω3, ω4), (2.10)

где ω1(x), . . . , ω4(x)— инварианты подгрупп группы P (1, 4), выписанные в табл. 4.
Подставляя (2.10) в (2.1), получаем следующие четырехмерные ДУЧП (ϕik =
∂2ϕ/∂ωiωk, i, k = 1, 2, 3, 4):

1) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + ϕ44 = −F (ϕ),
2) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ44 = F (ϕ),
3) ϕ11 − ϕ22 − ϕ33 − ϕ44 − ϕ2ω

−1
2 = F (ϕ),

4) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 − ϕ44 − ϕ4ω
−1
4 = −F (ϕ),

5) 4
(
ω2

1 − ω2

)
ϕ22 − ϕ33 − ϕ44 − 4ω1ϕ12 − 6ϕ2 = F (ϕ),

6)
(
e−2ω−2

2 +
1
4
ω−2

3

)
ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 − ϕ44 + ϕ2ω

−1
2 + ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ),

7)
(
e−2ω−2

3 + ω−2
2

)
ϕ11 + ϕ22 − ϕ33 + ϕ44 + ϕ2ω

−1
2 − ϕ3ω

−1
3 = −F (ϕ),

8)
(
ω−1

2 + ω−1
3

)
ϕ11 + ϕ22 + 4ω3ϕ34 + 4

(
ω4 − ω2

3

)
ϕ44 + ϕ2ω

−1
2 −

−2ϕ4 = −F (ϕ),

Остальные четырехмерные инварианты редуцируют уравнение (2.1) к следующим
трехмерным ДУЧП:

9) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
10) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 = −F (ϕ),
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§ 3. Некоторые точные решения релятивистского уравнения эйконала
Релятивистское уравнение эйконала или релятивистское уравнение Гамильто-

на

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= m2 (3.1)

является одним из основных в математической физике. Не уменьшая общности,
можно положить m = 1 и рассмотреть уравнение

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1. (3.2)

В работе [7] показано, что максимальной локальной группой инвариантности
уравнения (3.2) является конформная группа C(1, 4) в (4+1)-мерном пространстве
Пуанкаре–Минковского с метрикой

s2 = xαxα ≡ gαβxαxβ = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 − u2,

где α, β = 0, 1, . . . , 4; x4 = u; gαβ = gαβ = {1,−1,−1,−1,−1}δαβ , δαβ — символ
Кронекера.
Базисные элементы алгебры инвариантности имеют следующий вид [7]:

P0 =
∂

∂x0
, P1 = − ∂

∂x1
, P2 = − ∂

∂x2
, P3 = − ∂

∂x3
,

P4 = − ∂

∂u
, Mµν = −(xµPν − xνPµ).

(3.3)

Среди инвариантов, выписанных в § 1, рассмотрим только те, которые удовле-
творяют необходимым условиям существования инвариантных решений [13].
На основании одномерных инвариантов получены следующие решения уравне-

ния (3.2):

1) x2
0 − u2 = 0, 5) u = x0 − C,

2) x2
0 − x2

3 − u2 = 0, 6) x2
3 + u2 = 0,

3) x2
1 + x2

2 + x2
3 + u2 = 0, 7) x2

0 − x2
1 − x2

3 − u2 = 0,
4) u = C − x0, 8) u2 − x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0.

(3.4)

3.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Использование некото-
рых двумерных инвариантов редуцирует уравнение эйконала к ОДУ. Для этого
рассмотрим анзацы вида [2]

u = f(x)ϕ(ω) + g(x), (3.5)

где f(x) и g(x) — известные функции, ϕ(ω) — некоторая неизвестная функция,
подлежащая определению. Подставляя (3.5) в уравнение (3.2), получаем ОДУ для
функции ϕ(ω). Полученные результаты представлены таблицей 6.
Решения уравнений (1)–(4) (см. таблицу № 6) имеют вид:

1) ϕ(ω) = C,
2) ϕ(ω) = iεω1/2 + C, (ε = ±1),
3) ϕ(ω) = εω + C,
4) ϕ(ω) = iεω + C.

Подставляя найденные ϕ(ω) в (3.5), получаем точные решения уравнения эй-
конала.
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Таблица № 6

№ Инварианты ω, ω1 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 + u 1 −x0

2. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 − u −1 x0

3. x2
1 + x2

2, u+ x0 1 −x0

4. x3, x0 + u 1 −x0 ϕ′(ω) = 0 (1)
5. x2, x0 + u 1 −x0

6. x3, x0 − u −1 x0

7. x2
1 + x2

2, x0 − u −1 x0

8. x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0, u 1 0

9. x2
1 + x2

2 + x2
3, u 1 0 [ϕ′(ω)]2ω = −1

4
(2)

10. x− 12 + x2
2, u 1 0

11. x0, u 1 0 [ϕ′(ω)]2 = 1 (3)

12. x3, u 1 0 [ϕ′(ω)]2 = −1 (4)

Рассмотрим анзацы вида [2, 5]

F (u) = f(x)ϕ(ω) + g(x), (3.6)

где f(x) и g(x) — известные функции, ϕ(ω) — некоторая неизвестная функция,
подлежащая определению. В частности, если F (u) = u2, получаем следующие
результаты:

Таблица № 7

№ Инварианты ω, ω1 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x3, x2
0 − u2 −1 x2

0

2. x0, x2
3 + u2 1 −x2

3 (ϕ′)2 − 4ϕ = 0 (1)

3. x0, x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 1 −x2
1 − x2

2 − x2
3

4. x2
1 + x2

2, x
2
3 + u2 1 −x2

3

5. x2
1 + x2

2, u
2 + x2

3 − x2
0 1 −x2

3 + x2
0 (ϕ′)2ω + ϕ = 0 (2)

6. x3, u2 + x2
2 + x2

1 − x2
0 1 x2

0 − x2
1 − x2

2

7. x2, u2 + x2
3 − x2

0 1 x2
0 − x2

3 (ϕ′)2 + 4ϕ = 0 (3)

8. x2
1 + x2

2, x
2
0 − u2 −1 x2

0

9. x2
1 + x2

2 + x2
3, x

2
0 − u2 −1 x2

0 (ϕ′)2ω − ϕ = 0 (4)

Решения уравнений (1)–(4) имеют вид:

(1) ϕ(ω) = (ωε+ C)2,
(2) ϕ(ω) = (iεω1/2 + C)2,
(3) ϕ(ω) = (iεω + C)2,
(4) ϕ(ω) = (εω1/2 + C)2, (ε = ±1).
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Подставляя найденные ϕ(ω) в (3.6) получаем точные решения уравнения эйко-
нала.
Для инвариантов

ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 = arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

− 1
d

ln(x0 + u) (d > 0)

анзац имеет вид

u = exp

[
d

(
arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

− ϕ(ω1)

)]
− x0. (3.7)

Подставляя (3.7) в уравнение (3.2), получаем:

dϕ

dω1
=

iε

ω1
(ε = ±1).

Общее решение этого уравнения имеет вид

ϕ(ω1) = iε lnω1 − lnC1,

тогда

u =
C̃1

(x2
1 + x2

2)
1/2εid

exp

{
d arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

}
− x0.

Для инвариантов

(1) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω2 = ln
(
x2

0 − u2
)− 2e arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
,

(2) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω2 = ln
(
x2

0 − u2
)

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
(e > 0)

решения уравнения эйконала ищем на основании следующих соотношений:

(1) ln
(
x2

0 − u2
)− 2e arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= ϕ(ω1),

(2) ln
(
x2

0 − u2
)

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= ϕ(ω1).

Тогда в обоих случаях получается уравнение(
dϕ

dω1

)2

+
4e2

ω2
1

= 0,

общее решение которого задается формулой

ϕ(ω1) = C lnω2ieε
1 .
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Решения уравнения эйконала задаются неявно в виде формул

(1) ln
x2

0 − u2

C (x2
1 + x2

2)
ieε

− 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= 0,

(2) ln
x2

0 − u2

C (x2
1 + x2

2)
ieε

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
= 0.

Для инвариантов

ω1 = x0 + u, ω2 = x2
1 + x2

2 − 2x0(x0 + u),
ω1 = x0 + u, ω2 = x2

3 − 2x0(x0 + u),
ω1 = x0 + u, ω2 = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 2x0(x0 + u)
(3.8)

рассмотрим анзацы вида

ω2 = ψ(ω1). (3.9)

С учетом (3.9) уравнение эйконала редуцируется к следующему ОДУ:

ω1ψ1 + ω2
1 − ψ(ω1) = 0. (3.10)

Общее решение уравнения (3.10) имеет вид

ψ = (−ω1 + C1)ω1.

На основании (3.9) получаются решения уравнения эйконала в неявном виде

ω2 = (−ω1 + C1)ω1, (3.11)

где ω1, ω2 даются соотношениями (3.8).
Другие анзацы для рассмотренных ω1 и ω2 могут быть получены из соотноше-

ния

F (ω1, ω2) = 0.

3.2. Уравнения в двумерном пространстве. Использование некоторых тре-
хмерных инвариантов редуцирует уравнение эйконала к двумерным ДУЧП. С этой
целью рассмотрим анзацы вида:

u = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x). (3.12)

Подставляя (3.12) в уравнение (3.2), получаем двумерные ДУЧП для функции
ϕ(ω1, ω2). Полученные результаты подытожены в таблице 8.
Рассмотрим анзацы вида

F (u) = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x), (3.13)

где f(x) и g(x) — известные функции, ϕ(ω1, ω2) — неизвестная функция, подлежа-
щая определению. В частности, если F (u) = u2, получаем следующие результаты
(таблица 9).
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Таблица № 8

№ Инварианты ω, ω1, ω3 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x2, x3, x0 − u −1 x0

3. x1, x2, x0 + u 1 −x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = 0

4.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 + u 1 −x0

5.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 − u −1

6. x2, x3, u 1 0

7.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = −1

8. x0, x3, u 1 0

9. x0,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 = 1

10. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, u 1 0

Таблица № 9

№ Инварианты ω, ω1, ω3 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x2

0 − u2 −1 x2
0

2. x2, x3, x2
0 − u2 −1 x2

0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 − 4ϕ = 0

3. x1, x2, x2
3 + u2 − x2

0 1 x2
0 − x2

3 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + 4ϕ = 0

4. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x2

3 + u2 1 −x2
3 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − 4ϕ = 0

Для инвариантов

ω1 = x0 + u, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω3 = x3 − 2x0(x0 + u),

ω1 = x0 + u, ω2 = x2, ω3 = x2
3 − 2x0(x0 + u),

ω1 = x0 + u, ω2 = x3, ω3 = x2
1 + x2

2 − 2x0(x0 + u)

(3.14)

рассмотрим анзацы вида

ω3 = ψ(ω1, ω2). (3.15)

На основании (3.15) уравнение эйконала редуцируется к следующему двумер-
ному ДУЧП:

4ω1ψ1 − (ψ2)2 + 4
(
ω2

1 − ψ(ω1, ω2)
)

= 0.

Рассмотрим трехмерные инварианты

ω1 = x3, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω3 = ln
(
x2

0 − u2
)− 2e arcsin

x2√
x2

1 + x2
2

+ 2 arch
x0√
x2

0 − u2
(e > 0)

(3.16)
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и

ω1 = x3, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω3 = ln
(
x2

0 − u2
)

+ 2e arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 2 arch
x0√
x2

0 − u2
(e > 0).

Анзац (3.15) дает возможность редуцировать уравнение эйконала к следующе-
му ДУЧП:

(ψ1)2 + (ψ2)2 + 4e2ω−2
2 = 0.

Трехмерные инварианты

(1) ω1 = x0 + u, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω3 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+
x3

ε(x0 + u)
(ε = ±1),

(2) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 =

(
x2

0 − u2
)1/2

,

ω3 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
e
arch

x0√
x2

0 − u2
(e > 0),

(3) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 =

(
u2 + x2

3 − x2
0

)1/2
,

ω3 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
d

ln(x0 + u) (d > 0),

(4) ω1 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω2 =

(
x2

3 + u2
)1/2

,

ω3 =
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + u2
+

1
e

arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

(e > 0)

(3.17)

с анзацем (3.15) дают возможность редуцировать уравнение эйконала к следую-
щим ДУЧП:

(1) (ψ2)2 + ω−2
2 + ω2

1 = 0,
(2) (ψ1)2 − (ψ2)2 + ω−2

1 + e−2ω−2
2 = 0,

(3) (ψ1)2 + (ψ2)2 + ω−2
1 + 2d−1ω−1

2 ψ2 = 0,

(4) (ψ1)2 + (ψ2)2 + e−2ω−2
1 +

1
4
ω−2

2 = 0.

Другие неявные анзацы для инвариантов (3.14), (3.16) и (3.17) могут быть полу-
чены из соотношения F (ω1, ω2, ω3) = 0.
3.3. Уравнения в трехмерном пространстве. Использование некоторых че-

тырехмерных инвариантов редуцирует уравнение эйконала к трехмерным ДУЧП.
С этой целью рассмотрим анзацы вида:

u = f(x)ϕ(ω1, ω2, ω3) + g(x). (3.18)

Подставляя (3.18) в уравнение (3.2), получаем трехмерные ДУЧП для функции
ϕ(ω1, ω2, ω3). Полученные результаты приведены в таблице 10.
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Таблица № 10

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x1, x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x1, x2, x3, x0 − u −1 x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = 0

3. x0, x2, x3, u 1 0

4. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − ϕ3)2 = 1

5. x1, x2, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = −1

Для инвариантов ω1 = x1, ω2 = x2, ω3 = x3, ω4 = x2
0 − u2 анзац имеет вид:

u2 = x2
0 − ϕ(ω1, ω2, ω3).

В этом случае вместо уравнения эйконала получаем следующее:

(ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 − 4ϕ = 0.

Четырехмерные инварианты

(1) ω1 = x1, ω2 = x2, ω3 = x0 + u,

ω4 = x2
3 − 2x0(x0 + u),

(2) ω1 = x0 + u, ω2 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, ω3 = x2

3 − 2x0(x0 + u),

ω4 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

+
x3

ε(x0 + u)
,

(3) ω1 = x3, ω2 =
(
x2

0 − u2
)1/2

, ω3 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω4 = arcsin
x2√
x2

1 + x2
2

− 1
e
arch

x0√
x2

0 − u2
, (e > 0),

(4) ω1 = x0, ω2 =
(
x2

3 + u2
)1/2

, ω3 =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
,

ω4 =
1
2

arcsin
x3√
x2

3 + u2
+

1
e

arcsin
x2√
x2

1 + u2
, (e = 0),

с анзацами вида ω4 = ψ(ω1, ω2, ω3) редуцируют уравнение эйконала к следующим
ДУЧП:

(1) (ψ1)2 + (ψ2)2 − ω3ψ3 − 4ω2
3 + 4ψ(ω1, ω2, ω3) = 0,

(2) (ψ2)2 + 4
(
ω3 − ω2

2

)
(ψ3)2 + 4ω1ψ1ψ3 + ω−2

1 + ω−2
2 = 0,

(3) (ψ1)2 − (ψ2)2 + (ψ3)2 + e−2ω−2
2 + ω−2

3 = 0,

(4) (ψ1)2 − (ψ2)2 − (ψ3)2 − 1
4
ω−2

2 − e2ω−2
3 = 0.

На основании инвариантов (1)–(4) более общие анзацы имеют вид:

F (ω1, ω2, ω3, ω4) = 0.
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§ 4. О точных решениях уравнения эйконала с нулевой массой
Рассмотрим уравнение

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 0. (4.1)

В работе [5] доказано, что уравнение (4.1) инвариантно относительно бесконе-
чнопараметрической группы Ли. Инфинитезимальный оператор этой группы имеет
вид:

X = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
, µ = 0, 1, 2, 3, η = η(u),

ξµ = −bµ(u)xνxν + 2xµbν(u)xν + cµν(u)xν + dµ(u).
(4.2)

В этом параграфе приводим некоторые точные решения уравнения (4.1), полу-
ченные на основании некоторых инвариантов расщепляющихся подгрупп группы
P (1, 4).
4.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Использование некото-

рых двумерных инвариантов дает возможность редуцировать уравнение (4.1) к
ОДУ. С этой целью рассмотрим анзацы вида (3.5)

u = f(x)ϕ(ω) + g(x).

Подставляя (3.5) в (4.1), приходим к ОДУ для функции ϕ(ω). Полученные резуль-
таты приведены в таблице 11.

Таблица № 11

№ Инварианты ω, ω1 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

0, u 1 0

2. x2
1 + x2

2 + x2
3, u, 1 0

3. x0, u 1 0 ϕ′(ω) = 0 (1)

4. x2
1 + x2

2, u 1 0

5. x3, u 1 0

6. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 + u 1 −x0

7. x2
1 + x2

2 + x2
3, x0 − u −1 x0

8. x2
1 + x2

2, x0 + u 1 −x0 (ϕ′)2ω =
1
4

(2)

9. x2
1 + x2

2, x0 − u −1 x0

10. x3, x0 + u 1 −x0

11. x2, x0 + u 1 −x0 (ϕ′)2 = 1 (3)

12. x3, x0 − u −1 x0

Решения уравнений (1)–(3) (см. таблицу 11) имеют вид:

(1) ϕ(ω) = const,

(2) ϕ(ω) = εω1/2 + C,

(3) ϕ(ω) = εω + C, (ε = ±1).
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Учитывая найденные ϕ(ω) и вид анзаца, получаем точные решения уравнения
(4.1).
4.2. Уравнения в двумерном пространстве. Использование некоторых тре-

хмерных инвариантов редуцирует уравнение (4.1) к двумерным ДУЧП. Для этого
рассмотрим анзацы (3.12)

u = f(x)ϕ(ω1, ω2) + g(x).

Подставляя (3.12) в уравнение (4.1), получаем двумерные ДУЧП для функции
ϕ(ω1, ω2). Результаты сведены в таблицу 12.

Таблица № 12

№ Инварианты ω1, ω2, ω3 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x2, x3, x0 − u −1 x0

3. x1, x2, x0 + u 1 −x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = 1

4.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 + u 1 −x0

5.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, x0 − u −1 x0

6. x2, x3, u 1 0

7.
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 = 0

8. x0, x3, u 1 0

9. x0,
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)1/2
, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 = 0

10. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, u 1 0

4.3. Уравнения в трехмерном пространстве. Редуцируем уравнение (4.1) к
трехмерным ДУЧП. С этой целью воспользуемся подстановкой

u = f(x)ϕ(ω1, ω2, ω3) + g(x),

которая приводит уравнение (4.1) к трехмерным ДУЧП для функции ϕ(ω1, ω2, ω3).
Результаты приведены в таблице 13.

Таблица № 13

№ Инварианты ω1, ω2, ω3, ω4 f(x) g(x)
Редуцированные
уравнения

1. x1, x2, x3, x0 + u 1 −x0

2. x1, x2, x3, x0 − u −1 x0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = 1

3. x0, x2, x3, u 1 0

4. x0,
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x3, u 1 0 (ϕ1)2 − (ϕ2)2 − (ϕ3)2 = 0

5 x1, x2, x3, u 1 0 (ϕ1)2 + (ϕ2)2 + (ϕ3)2 = 0
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Воспользовавшись формулами размножения решений [5, 7] волнового уравне-
ния (2.1) и уравнения эйконала (3.2), по найденным нами частным решениям стро-
ятся многопараметрические семейства решений. Так, например, если u1 — частное
решение конформно-инвариантного уравнения

�u+ λuk = 0, k =
n+ 2
n− 2

=
7
3
, для n = 5, (4.3)

где n — размерность пространства, то новые решения u2 строятся по формуле:

u2 = σ
2 − n

n
u1(x0 → x′0, x1 → x′1, x2 → x′2, x3 → x′3, x4 → x′4),

x′µ = σ−1(xµ + cµxαx
α), σ = 1 − 2cνxν + cαc

αxνx
ν ,

(4.4)

cµ — произвольные параметры, задающие конформные преобразования. Формула
(4.4) задает не одно, а целое семейство частных решений нелинейного уравнения
(4.3).
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Конформно-инвариантное обобщение
уравнения Дирака–Гейзенберга
и его точные решения

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ, Р.З. ЖДАНОВ

Рассмотрим следующее пуанкаре-инвариантное нелинейное обобщение уравне-
ния Дирака

γµ[i∂µ + F1ψ̄γµψ + F2ψ̄γ4γµψ + F3(ψ̄γµψ)γ4 + F4(ψ̄γ4γµψ)γ4]ψ+

+F5(ψ̄σµνψ)σµνψ + F6(ψ̄σµνψ)γ4σ
µνψ = (F7 + F8γ4)ψ,

(1)

где F1, . . . , F8 — произвольные функции от ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ, γ4 = iγ0γ1γ2γ3, σµν =
i
4 (γµγν − γνγµ).
В настоящей работе мы выделим из этого множества уравнений такие уравне-

ния, которые инвариантны относительно масштабных преобразований

x′µ = eθxµ, ψ′(x′) = ekθψ(x), k, θ = const (2)

и конформных преобразований (см., например, [1–5]):

x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, ψ′(x′) = σ(x)(1 − γcγx)ψ(x),

σ(x) ≡ 1 − 2cx+ c2x2, cx ≡ cνxν , c2 ≡ cνcν , ν = 0, 1, 2, 3.
(3)

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно масштабных преобразо-
ваний (2) тогда и только тогда, когда

F1 = Φ1

[
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ)

]−(1+2k)/4k
, F2 = Φ2

[
(ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ)
]−(1+2k)/4k

,

F3 = Φ3

[
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ)

]−(1+2k)/4k
, F4 = Φ4

[
(ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ)
]−(1+2k)/4k

,

F5 = Φ5

[
(ψ̄σµνψ)(ψ̄σµνψ)

]−(1+2k)/4k
, F6 = Φ6

[
(ψ̄σµνψ)(ψ̄σµνψ)

]−(1+2k)/4k
,

F7 = Φ7(ψ̄ψ)−1/2k, F8 = Φ8(ψ̄ψ)−1/2k,

(4)

а Φ1, . . . ,Φ8 произвольные функции, зависящие от ψ̄ψ/ψ̄γ4ψ.

Доказательство. Нетрудно убедиться, что преобразования (2) оставляют уравне-
ние (1) инвариантным, если и только если выполняются условия:

eθ(2k+1)FB(ψ̄ψe2kθ, ψ̄γ4ψe
2kθ) = FB(ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ), B = 1, 2, . . . , 6,

eθ(k+1)FC(ψ̄ψe2kθ, ψ̄γ4ψe
2kθ) = FC(ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ), C = 7, 8.

(5)

Труды третьего международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Юрмала, 22–24
мая 1985 г., Москва, Наука, 1986, Т.1, С. 497–501.
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Общее решение этих функциональных соотношений с учетом известных тождеств
[5]

(ψ̄ψ)2 + (ψ̄γ4ψ)2 − (ψ̄σµνψ)(ψ̄σµνψ) = 0,
(ψ̄ψ)2 − (ψ̄γ4ψ)2 − (ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γµψ) = 0,
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ) − (ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ) = 0
(6)

можно записать в виде (4).

Теорема 2. Уравнение (1) инвариантно относительно конформной группы
C(1, 3), если и только если функции F1, . . . , F8 имеют вид (4) и k = −3/2.

Доказательство. Поскольку конформная группа C(1, 3) содержит расширенную
группу Пуанкаре P̃ (1, 3) = {P (1, 3),D} (D — обозначает группу масштабных пре-
образований (2)), то для доказательства необходимости можно воспользоваться
результатом предыдущей теоремы. Далее непосредственной проверкой можно убе-
диться, что преобразования (3) оставляют инвариантным уравнение (1) с функци-
ями (4) только при k = −3/2.

Следствие. Если F7 = λ(ψ̄ψ)1/3, а все остальные FA равны нулю, то уравнение
(1) совпадает с уравнением Дирака–Гюрши [3]:[

iγ∂ − λ(ψ̄ψ)1/3
]
ψ = 0. (7)

В том случае, когда F4 = λ[(ψ̄γµψ)ψ̄γµψ]−1/3, а все остальные FB равны нулю,
мы получаем конформно-инвариантное уравнение(

iγ∂ + λ
(ψ̄γµψ)γµ

[(ψ̄γνψ)(ψ̄γνψ)]1/3

)
ψ = 0, (8)

которое можно рассматривать как обобщение нелинейного уравнения Дирака–
Гейзенберга [4]:[

iγ∂ + λ(ψ̄γµψ)γµ
]
ψ = 0. (9)

Как известно [4], уравнение (9) неинвариантно относительно конформных пре-
образований.

Воспользуемся конформной симметрией уравнения (8) для построения его то-
чных решений. Следуя [6,1], решения ищем в виде:

ψ = ϕ(βx), βx ≡ βνxν , β
ν = const — трансляционно-инвариантные, (10)

ψ =
γx

(xνxν)2
Φ
(

βx

xαxα

)
— конформно-инвариантные. (11)

Подстановка этих выражений в (8) приводит к следующей системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений:

iγβ
du

dω
+ ν

(ūγµu)γµu
[(ūγνu)(ūγνu)]1/3

= 0, (12)
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где u =
{
ϕ(ω), ω = βx или Φ(ω); ω = βx

xνxν

}
, ν = λ для ϕ, ν = −λ для Φ. В зави-

симости от ν получаем (χ — постоянный спинор, βµ = χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χγνχ)]1/3 ):

(а) Im ν = 0, u = eiνωχ,

(б) Re ν = 0, u =
(
c+ 2

3µω
)−3/2

χ, µ = Im ν,

(в) Im ν Re ν = 0, u = (f1 + if2)χ, ν = ν1 + iν2,

f1 = ± [(w − 2v)1/2 + (w + 2v)1/2
]
,

f2 = ∓ [(w − 2v)1/2 − (w + 2v)1/2
]
,∫

dv(
c1 − 2ν2ν1 v

2
)2/3

= 2ν1ω + c2, w =
(
c1 − 2

ν2
ν1
v2

)1/2

.

(13)

Замечание. Покажем, что конформно-инвариантный анзац (11) можно также по-
лучить из трансляционно-инвариантного (10) с помощью процедуры размножения
решений. Как показано в [1, 2], формула генерирования решений с помощью кон-
формных преобразований (3) имеет вид

ψnew(x) =
1 − γxγc

σ2(x)
ψold(x′), x′µ =

xµ − cµx
2

σ(x)
,

σ(x) ≡ 1 − 2cx+ c2x2, c2 ≡ cνcν , x2 ≡ xνxν .

(14)

Применяя (14) при c0 = 1, c1 = c2 = c3 = 0 к (10) с последующим переходом от
x0 к x0+1 (в силу инвариантности уравнения относительно трансляций), получаем
(11).
Применим теперь процедуру размножения решений к конформно-инвариантно-

му решению (11), (13а)

ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp
{
−iλ βx

xνxν

}
χ, βµ =

χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χ̄γνχ)]1/3
. (15)

Совершив над (15) преобразование трансляций xµ → xµ+aµ (aµ = const), получим
другое семейство решений

ψ(x) =
γx+ γa

(x2 + 2ax+ a2)2
exp
{
−iλ βx+ βa

x2 + 2ax+ a2

}
χ,

βµ =
χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χ̄γνχ)]1/3
.

(16)

Это семейство замечательно тем, что оно уже неразмножается с помощью пре-
образований группы C(1, 3). Убедимся в этом. Очевидно, что (16) неразмножимо
с помощью трансляций. Применяя к (16) формулы (14), получаем

ψ(x) =
1 − γxγc

σ2(x, c)

γx−γcx2

σ(x,c) + γa[
a2 + 2ax+acx2+x2

σ(x,c)

]2 exp

−iλ
βx−βcx2

σ(x,c) + βa

a2 + 2ax−acx2+x2

σ(x,c)

χ,

σ(x, c) = 1 − 2cx+ c2x2, βµ =
χ̄γµχ

[(χ̄γνχ)(χ̄γνχ)]1/3
.

(17)
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Легко видеть, что (17) можно переписать в виде (16), если совершить замену
параметров

aµ → ãµ = −aµ − cµa
2

σ(a, c)
, χ→ χ̃ =

1 − γcγa

σ2(a, c)
,

σ(a, c) = 1 − 2ac+ a2c2, βµ → β̃µ =
¯̃χγµχ̃

[(¯̃χγν χ̃)(¯̃χγν χ̃)]1/3
.

(18)

Неразмножимость (16) остальными преобразованиями группы C(1, 3) вполне оче-
видна.
В заключение отметим, что мы использовали симметрию для получения то-

чных решений нелинейного уравнения Дирака [1, 2, 11], нелинейных уравнений
квантовой электродинамики [7], уравнений Янга–Миллса [8] и некоторых ска-
лярных нелинейных уравнений, таких, как Лиувилля, эйконала, Монжа–Ампера,
Гамильтона–Якоби [6, 9, 10, 11].
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О нелинейном галилей-инвариантном
обобщении уравнений Ламе

В.И. ФУЩИЧ, С.Л. СЛАВУЦКИЙ

Уравнение Ламе

Lu = 0, L = � + λ grad div, (1)

является основным уравнением линейной теории упругости. В (1) � — оператор
Даламбера, λ = const, u = {u1, u2, u3} — вектор смещения точек упругой среды.
В [1] обращено внимание на следующее: уравнение Ламе не инвариантно ни

относительно преобразований Галилея

x′ = x + vt, u′ = u + v, t′ = t, (2)

где v — вектор-параметр преобразования (скорость одной инерциальной системы
отсчета относительно другой), ни относительно преобразований Лоренца. Изве-
стные нелинейные обобщения уравнения Ламе также не обладают этим свойством.
В связи с этим возникает следующая задача [1]: обобщить уравнение (1) таким
образом, чтобы оно было инвариантно относительно преобразований (2). В насто-
ящей работе эта задача решена, т.е. построены нелинейные уравнения в частных
производных, инвариантные преобразованиям Галилея (2). Линейная часть в этих
уравнениях совпадает с уравнением Ламе (1).
Рассмотрим уравнение

Lu + F (u,u
1
,u

2
,x) = 0, (3)

где

u
1

=
{
∂ua

∂xµ

}
, u

2
=
{

∂2ua

∂xµ∂xν

}
, a = 1, 2, 3, µ, ν = 0, 1, 2, 3, x0 ≡ t,

F — произвольная дважды дифференцируемая вектор-функция, которую можно
представить в виде

F i = Aµν(u)uiµν +Bµν (u)uνµi + Cµ(u)uiµ +Dµ(u)uµi + E(u)ui,
u = {u, u0}, u0 ≡ 1, i = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3.

(4)

Всюду по повторяющимся индексам подразумевается суммирование, нижний ин-
декс у компонент 4-вектора u означает дифференцирование по соответствующей
переменной. Тензорные коэффициенты в (4) представим в виде

Aµν(u) = aµναβu
αuβ , Bµν (u) = bµναβu

αuβ , Cµ(u) = cµαu
α,

Dµ(u) = dµαu
α, E = e, α, β = 0, 1, 2, 3,

(5)

Доклады Академии наук СССР, 1986, 237, № 2, C. 320–323.
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где aµναβ , b
µ
ναβ , dµα, e — произвольные дважды дифференцируемые тензорные фун-

кции, зависящие только от |u|.
Теорема 1. Уравнение (3) при условиях (4), (5) инвариантно относительно
преобразований Галилея (2), если

F = −2(u · ∇)
∂u

∂t
+ {u · (u · ∇)}u. (6)

Доказательство. Воспользуемся лиевским критерием инвариантности уравнения
(3) относительно преобразований (2):

G
2
a(Lu + F )|Lu+F =0 = 0, a = 1, 2, 3, (7)

где

G
2
a = x0

∂

∂x0
− ∂

∂ua
− uba

∂

∂ub0
− 2ubaµ

∂

∂ub0µ
, b = 1, 2, 3,

есть дважды продолженный (см., например, [2]) оператор

Ga = x0
p

∂xa
− ∂

∂ua
. (8)

Оператор (8) порождает преобразования (2).
Применяя критерий (7) к уравнению (3) и учитывая (4), (5), получим для

коэффициентов в (5) следующие условия:

a00
αβ + 1 = −

∑
µ�=0

∑
ν

aµναβ =
∑
µ�=0

∑
ν �=0

aµναβ , µ, ν, α, β = 0, 1, 2, 3,

c0α = −
∑
µ�=0

cµα, aµναβ = aνµαβ = aµνβα = aνµβα,

bµναβ = dµα = e = 0, aµναβ = 0, µ ∧ ν = α ∧ β,
∂aµναβ
∂u

=
∂cµα
∂u

= 0, cµα = 0, µ = α.

Отсюда следует, что уравнение (3) может быть записано в виде

Lui + C1u
i
00 − 2(C1 + 1)uaui0a + (C1 + 1)uaubuiab + C2u

i
0 − C2u

auia = 0,

где i = 1, 2, 3; C1, C2 — произвольные постоянные. В частности, при C1 = C2 = 0
имеем

�ui + λuaai − 2uaui0a + uaubuiab = 0,

что совпадает с (3), (6) в покомпонентной записи.
Рассмотрим теперь случай, когда вектор F явно зависит от координат x. Оче-

видно, что такие уравнения (3) не будут инвариантны относительно пространс-
твенных сдвигов. В этом случае справедлива

Теорема 2. Уравнение (3), в котором

F = −2(u · ∇)
∂u

∂t
+ {u · (u · ∇)∇}u + {x · (x · ∇)∇}u (9)

инвариантно относительно преобразований (2).
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Доказательство аналогично предыдущему.
С помощью хорошо известного алгоритма Ли [2] можно доказать следующее

утверждение.

Теорема 3. Максимальной алгеброй инвариантности уравнения (3) является:
1) 11-мерная алгебра Ли с базисными элементами

Pµ =
∂

∂xµ
, Ja = εabc

(
xbpc + ub

∂

∂uc

)
, Ga = x0pa− ∂

∂ua
, D = xµpµ,(10)

если F определена из (6);
2) 8-мерная алгебра Ли, базис которой образуют операторы p0, Ja, Ga, D

из (10), если F определена из (9).
Операторы pµ порождают сдвиги по координатам, Ja — пространственные по-

вороты, а оператор D — масштабные преобразования.
В заключение укажем еще один путь получения нелинейных уравнений движе-

ния для вектор-функций, в котором используется нелинейное представление алге-
бры Ли группы Галилея. Оказывается, что помимо хорошо известного линейного
представления, задаваемого формулами (10), существует нелинейная реализация
этой алгебры. Базисные элементы нелинейного представления алгебры Ли группы
Галилея имеют вид

pµ =
∂

∂xµ
, Ja = εabc

(
xbpc + ub

∂

∂uc

)
,

D = xµpµ, G∗a = x0pa + uaub
∂

∂ub
.

(11)

Конечные преобразования, порождаемые оператором G∗a из (11), выражаются
формулами

x′ = x + vt, u′ =
u

1 − v · u . (12)

Из (12) видно, что вектор-функция при галилеевых переносах преобразуется не-
линейным образом.
Более подробно вопрос о построении уравнений движения, инвариантных отно-

сительно преобразований (12), будет обсужден в другой работе.

1. Фущич В.И., В кн.: Теоретико-алгебраические исследования в математической физике, Киев,
1981, 6–28.

2. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., Наука, 1978, 400 с.
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О симметрии некоторых уравнений
идеальной жидкости

В.И. ФУЩИЧ, С.Л. СЛАВУЦКИЙ

Групповые свойства основных уравнений движения жидкости — Эйлера и
Навье–Стокса — хорошо изучены [1–4]. Однако в различных вопросах гидродина-
мики используется ряд других уравнений (уравнения в лагранжевых переменных,
уравнения движения релятивистской жидкости, сверхтекучей жидкости и др.),
симметрийные свойства которых не исследованы.
Цель данной работы — изучить групповые свойства таких уравнений и пре-

дложить другие уравнения для описания жидкости, допустимые с симметрийной
точки зрения [9].
1. Для описания турбулентной диффузии, деформации материальных поверхно-

стей в турбулентном потоке используется уравнение движения идеальной жидко-
сти в форме Лагранжа [4]:

∂2ui

∂t2
+
∂uk

∂xi

∂2uk

∂t2
+ λ

∂p

∂xi
= 0, (1)

где uk — компоненты вектора смещения, xi — лагранжевы переменные, p — дав-
ление, которое полагаем постоянным, λ = const, i, k = 1, 3, по повторяющимся
индексам всюду подразумевается суммирование. Полную информацию о локаль-
ных групповых свойствах уравнения (1) дает

Теорема 1. Максимальной алгеброй инвариантности (МАИ), в смысле С. Ли,
уравнения (1) является 15-мерная алгебра Ли A(15), базисные элементы кото-
рой задаются формулами

pa =
∂

∂xa
, D1 = 2xapa + (ua − xa)p̃a, D2 = x0p0, (2)

p0 =
∂

∂x0
, p̃a =

∂

∂ua
, Ga = x0p̃a, Ia = εabc(ub − xb)p̃c, (3)

где x0 ≡ t, εabc — символ Леви–Чивита, a, b, c = 1, 3.

Доказательство. Для доказательства теоремы используем лиевский алгоритм, по-
дробно описанный в работе [5]. Он состоит в определении всех дифференциальных
операторов 1-го порядка вида

Q = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ ην(x, u)

∂

∂uν
,

x ∈ Rn, u ∈ Rm, µ = 0, n− 1, ν = 0,m− 1,
(4)

Cборник научных трудов “Исследования по теории функций комплексного переменного с приложе-
ниями к механике сплошных сред”, Киев, Наукова думка, 1986, С. 161–165.
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порождающих группу инвариантности уравнения (1). Лиевское условие инвариан-
тности произвольного дифференциального уравнения s-го порядка

F (x, u, u
1
, . . . , u

s
) = 0,

u
k

=
{

∂kuα

∂xi1 · · · ∂xik

}
, k = 1, s, α = 0,m− 1, i1, . . . , ik = 0, n− 1,

(5)

имеет вид

Q
s
F (x, u, u

1
, . . . , u

s
)|F=0 = 0, (6)

где Q
s
— s-е продолжение оператора (4), которое строится по формулам Ли [5].

Для уравнения (1) условие инвариантности (6) сводится к следующим опреде-
ляющим уравнениям относительно коэффициентных функций ξµ(x, u) и ηa(x, u) в
операторе (4):

ξµua = ξa0 = ξ0a = 0, ηaubub = ηa00 = ηaub0 = 0,
ξab = 0, a = b, ηaub + ηbua = 0, a = b,

2ηiuib − ξ000 = 0, 2ηjuj − ξii = 0,
ηaub + ηba = 0, µ = 0, 3, i, j, a, b = 1, 3.

(7)

Здесь ξµ
uk ≡ ∂ξµ

∂uk , ξ
µ
k ≡ ∂ξµ

∂xk
и т.д., по индексам i, j суммирования нет.

Общим решением сильно переопределенной системы уравнений (7) являются
функции

ξ0 = c00x0 + d0, ξa = 2c11xa + da,

ηa = cab(ub − xb) +Dax0 + fa,

cab = −cba, a = b, c11 = c22 = c33,

(8)

где cab, Da, fa, dµ — произвольные постоянные. Выбирая базис во множестве
операторов (4) с коэффициентами (8), получаем операторы (2), (3).

Замечание 1. Десятимерная подалгебра A(10) алгебры A(15) (2), (3), порожден-
ная операторами (3), локально изоморфна алгебре Галилея G(1, 3) [8]. Однако
конечные преобразования, порождаемые операторами (3), не совпадают с преобра-
зованиями, определяющими группу Галилея, и имеют вид

x0 → x′0 = x0 + a0, xi → x′i = xi,

ui → ui′ = Rik(uk − xk) + vix0 + ai,
(9)

где Rik — оператор 3-мерного поворота, aµ, vi — действительные параметры. Отме-
тим также, что групповые свойства уравнения (1) и уравнений Эйлера и Навье–
Стокса принципиально различны.

Замечание 2. Уравнение (1) допускает релятивистское обобщение в виде уравне-
ния

∂2uµ

∂τ2
+
∂uν

∂xµ

∂2uν

∂τ2
+ λ

∂

∂xµ
= 0, (10)

где τ — собственное время, µ, ν = 0, 3.
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2. Свободно движущуюся идеальную несжимаемую релятивистскую жидкость
описывают системой уравнений [6]

uµ∂µu
ν = 0, (11)

gµνu
νuµ = 1, (12)

∂µu
µ = 0. (13)

Здесь uµ — компоненты 4-мерного вектора скорости, gµν — метрический тензор в
пространстве Минковского R1,3, µ, ν = 0, 3.
Теорема 2. МАИ системы (11)–(13) является расширенная алгебра Пуанкаре
P̄ (1, 3) с базисными элементами

pµ = igµν
∂

∂xν
, D = xµpµ, Iµν = xµpν − xνpµ + Sµν , (14)

где

Sµν = uµp̃ν − uν p̃µ, p̃µ = igµν
∂

∂uν
.

Доказательство этой теоремы аналогично предыдущему. Выпишем здесь только
определяющие уравнения для определения ξµ(x, u), ην(x, u), x = {x0,x}, u =
{u0,u}:

ξµuν = 0, uµηνµ = 0, ηµ − uνξµν = A(x, u),
η0
u0 − ξ00 = η1

u1 − ξ11 = η2
u2 − ξ22 = η3

u3 − ξ33 , gµν(ηνuµ + uνηµ) = 0.
(15)

Общим решением (15) являются функции

ξµ = cµνxν + dxµ + fµ, ηµ = cµνu
ν , cµν = −cνµ, (16)

где cµν , fµ, d — произвольные постоянные.

Замечание 3. Из явного вида базисных элементов алгебры P̄ (1, 3) (14) следу-
ет, что релятивистскую жидкость, описываемую уравнениями (11)–(13), можно
интерпретировать как движение частицы с переменной массой (pµpµ = const) и
бесконечным набором спинов s = 0, 1, 2, . . . Более подробно об этом описано в
работах [10, 11].

Замечание 4. Наряду с системой уравнений (11)–(13) с симметрийной точки зре-
ния допустимы системы уравнений

uµ∂µu
ν = 0, ∂µ∂

µ∂αu
α = 0, (17)

uµ∂µu
ν = 0, ∂µ(uµuαuα) = 0, (18)

�uν + λuµ∂µu
ν = 0, uµu

µ = 1, ∂α(uµ∂µuα) = 0, λ = const, (19)

симметрия которых во всяком случае не уже, чем симметрия уравнений (11)–(13).

Замечание 5. Алгебра инвариантности уравнений (11), (12) бесконечномерна и
содержит, в частности, конформную алгебру C(1, 3), порождаемую операторами

Kµ = xµx
νpν + uµ(uνuαxα − xν)p̃ν .
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3. Движение идеальной несжимаемой сверхтекучей жидкости описывается си-
стемой уравнений Эйлера с дополнительным членом Ландау

∂vis
∂t

+ vks
∂vis
∂xk

= 0,

∂vin
∂t

+ vkn
∂vin
∂xk

− 1
2
∂

∂xi
(vn − vs)2 = 0,

div vs = 0, div vn = 0,

(20)

где vn, vs — векторы скорости нормальной и сверхтекучей компонент жидкости;
по индексам s, n суммирования нет.

Теорема 3. МАИ уравнений (20) является 13-мерная алгебра Ли A(13), бази-
сные элементы которой задаются формулами

pµ =
∂

∂xµ
, Ia = εabc(xbpc + ubp̃c + vb˜̃pc), x0pa + p̃a + ˜̃pa,

A = x0(xµpµ) + (xa − 2x0u
a)p̃a + (xa − 2x0v

a)˜̃pa,

D1 = xapa + uap̃a + va˜̃pa, D2 = x0p0 − uap̃a − va˜̃pa,

(21)

где приняты обозначения p̃a = ∂
∂ua , ˜̃pa = ∂

∂va , u = vs, v = vn, a, b, c = 1, 3.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству теоремы 1.

Следствие 1. Для системы уравнений (20) выполняется принцип относительно-
сти Галилея. Более того, уравнения (20) инвариантны относительно проективных
преобразований, порождаемых оператором A.

4. Из уравнений (20) видно, что они несимметричны относительно замены
vn → vs. Поэтому более естественным обобщением уравнений Эйлера для нор-
мальной и сверхтекучей компонент жидкости представляется система вида

∂ui

∂t
+ uk

∂ui

∂xk
= F1(u,v,u

1
,v

1
, . . . ,u

s
,v
s
),

∂vi

∂t
+ vk

∂vi

∂xk
= F2(u,v,u

1
,v

1
, . . . ,u

s
,v
s
)

(22)

с дополнительными условиями

Φa(u,v,u
1
,v

1
, . . . ,u

s
,v
s
) = 0, i, k = 1, 3, a = 1, N. (23)

Простейшей системой зацепленных уравнений вида (22), (23) является система

∂ui

∂t
+ uk

∂ui

∂xk
= 0,

∂vi

∂t
+ vk

∂vi

∂xk
= 0,

div u = λ div v, λ = const.

(24)

Уравнения (24) обладают следующей симметрией.
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Теорема 4. МАИ системы уравнений (24) является 16-мерная алгебра Ли
A(16), базисные элементы которой задаются формулами

Pµ =
∂

∂xµ
, Ga = x0pa + p̃a + ˜̃pa, Kab = xapb + uap̃b + va˜̃pb, (25)

где p̃a = ∂
∂ua , ˜̃pa = ∂

∂va .
Следствие 2. Операторы Kab порождают следующие линейные преобразования:

x → x′ = Λx + x, u → u′ = Λu + u, v → v′ = Λv + v, (26)

где Λ — произвольная числовая матрица.
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Конформно-инвариантные нелинейные
уравнения для электромагнитного поля

В.И. ФУЩИЧ, И.М. ЦИФРА

Известно, что одних уравнений Максвелла

∂Fµν
∂xα

+
∂Fνα
∂xµ

+
∂Fαµ
∂xν

= 0,

∂H̃µν

∂xα
+
∂H̃να

∂xµ
+
∂H̃αµ

∂xν
= 0

(0.1)

недостаточно, чтобы определить электромагнитное поле в различных средах. Для
описания электромагнитного поля в конкретной среде к уравнениям (0.1) добав-
ляют материальные уравнения. Мы используем принцип симметрии в качестве
отбора этих дополнительных соотношений.

1. Симметрия уравнений (0.1)
Система (0.1) является недоопределенной системой дифференциальных уравне-

ний в частных производных. По этой причине следует ожидать, что система (0.1)
будет иметь более широкую симметрию, чем уравнения Максвелла в вакууме.
Симметрийные свойства уравнений (0.1) устанавливаются следующей теоремой

Теорема 1. Алгеброй инвариантности системы (0.1) является бесконечномер-
ная алгебра, любой элемент которой задается формулами

X1 = ξµ(x)∂µ + ηFµν
∂Fµν

+ ηH̃µν
∂H̃µν

, (1.1)

X2 = Fµν∂Fµν
, (1.2)

X3 = H̃µν∂H̃µν
, (1.3)

X4 = Fµν∂H̃µν
, (1.4)

X5 = H̃µν∂Fµν
, (1.5)

где ξµ(x) произвольные дифференцируемые функции;

ηFµν
= −Fµαξαν − Fανξ

α
µ ,

ηH̃µν
= −H̃µαξ

α
ν − H̃ανξ

α
µ .

(1.6)

Доказательство теоремы 1 проводится методом Ли [1] и ввиду его громоздкости
здесь не приводится. Из теоремы 1 получаем важное следствие.

Труды третьего международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Юрмала, 22–24
мая 1985 г., Москва, Наука, 1986, Т.1, С. 501–505.



Конформно-инвариантные уравнения для электромагнитного поля 147

Теорема 2. Система (0.1) инвариантна относительно 20-мерной алгебры Ли
группы IGL(4, R), содержащей в качестве подалгебры алгебру Пуанкаре P (1, 3)
и алгебру Галилея G(1, 3).
Базисные элементы алгебры Пуанкаре P (1, 3) имеют такой вид:

Pµ = igµν∂xν
, Jµν = xµPν − xνPµ + (SµνΨ)n∂Ψn

, (1.7)

где по n подразумевается суммирование от 1 до 12, Ψ — cтолбец ( �E, �B, �D, �H),
матрицы Sµν имеют вид:

Sab =


Ŝab 0̂ 0̂ 0̂
0̂ Ŝab 0̂ 0̂
0̂ 0̂ Ŝab 0̂
0̂ 0̂ 0̂ Ŝab

 , S0a = εabc


0̂ 0̂ 0̂ Ŝbc
0̂ 0̂ Ŝbc 0̂
0̂ −̂Sbc 0̂ 0̂

−Ŝbc 0̂ 0̂ 0̂

 ,

Ŝ12 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , Ŝ23 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Ŝ31 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 ,

(1.8)

0̂ — нулевые 3 × 3 матрицы [2].
Генераторы группы Галилея имеют вид:

P0 = i∂x0 , Pa = −i∂xa
, a, b = 1, 2, 3,

Jab = xaPb − xbPa + (SabΨ)n∂Ψn
,

Ga = tPa + (MΨ)n∂Ψn
,

(1.9)

где

M =
1
2
εabc


0̂ Ŝbc 0̂ 0̂
0̂ 0̂ 0̂ 0̂
0̂ 0̂ 0̂ 0̂
0̂ 0̂ −Ŝbc 0̂

 .

Среди множества операторов (1.1) содержатся генераторы конформной группы
C(1, 3). Совокупность операторов (1.7) и операторов

D = xνP
ν + 2iΨn∂Ψn

,

Kµ = 2xµD − (xνxν)Pµ + 2(xνSµνΨ)n∂Ψn
,

(1.10)

образуют базис конформной алгебры C(1, 3).
Таким образом, мы установили, что для системы (0.1), без материальных урав-

нений, выполняются как принцип относительности Лоренца–Пуанкаре–Эйнштей-
на, так и принцип относительности Галилея.

2. Пуанкаре-инвариантные и конформно-инвариантные
нелинейные материальные уравнения

Рассмотрим материальные уравнения в следующем виде:

Hµν = Φµν(F01, F02, F03, . . . , F23) ≡ Φµν(F ), (2.1)

где Φµν — произвольные гладкие функции Φµν = −Φνµ, Φµν = 0.
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Используя метод Ли, мы доказали следующую теорему.
Теорема 3. Система уравнений (0.1), (2.1) инвариантна относительно группы
Пуанкаре тогда и только тогда, когда

Hµν = MFµν +NF̃µν , (2.2)

где M = M(C1, C2), N = N(C1, C2) — произвольные дифференцируемые фун-
кции от инвариантов электромагнитного поля

C1 = −1
4
FµνF

µν = �E2 − �B2, C2 = −1
4
εαβµνF

αβFµν = �B �E,

а F̃µν = εµναβF
αβ, H̃µν = εµναβH

αβ .

В терминах �B, �D, �E, �H формула (2.2) имеет вид

�D = M �E +N �B, �H = M �B −N �E. (2.3)

Если в (2.3) положить

M =
1
L
, N =

�B �E

L
, L =

√
1 + ( �B2 − �E2) − ( �B �E)2,

то система (0.1) совместно с (2.3) совпадает с нелинейными уравнениями для
электромагнитного поля, предложенными Борном [3] и известными в литературе
как уравнения Борна–Инфельда. Для материальных уравнений частного вида

�D = ε( �E, �H) �E, �B = µ( �E, �H) �H, (2.4)

как это вытекает из теоремы 3, справедливо следующее утверждение:
Следствие. Система уравнений (0.1), (2.4) будет пуанкаре-инвариантна только
тогда, когда

ε( �E, �H)µ( �E, �H) = 1

(используется система единиц, в которой скорость света c = 1).
Теорема 4. Система уравнений (0.1), (2.2) инвариантна относительно локаль-
ной конформной группы C(1, 3) только в том случае, если

M = M

(
C1

C2

)
, N = N

(
C1

C2

)
, (2.5)

где M , N — произвольные дифференцируемые функции, зависящие от отноше-
ния инвариантов C1, C2.
Если вектор-потенциал Aµ ввести стандартным образом, то система (0.1), (2.5)

приводит к уравнениям, которые инвариантны не только относительно конформной
группы, но и относительно градиентных преобразований.

�Aµ − ∂µ(∂νAν) = λ∂ν
{

Φ
(
I1
I2

)}
(∂µAν − ∂νAµ), (2.6)

где

I1 = −1
4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ),

I2 = −1
4
εikµν(∂iAk − ∂kAi)(∂µAν − ∂νAµ),

Φ — произвольная дифференцируемая функция одного переменного.
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Конформную симметрию можно использовать для нахождения точных решений
нелинейных уравнений{

iγµp
µ + λ(Ψ̄Ψ)−1/3SµνF

µν
}

Ψ = 0 (2.7)

совместно с (0.1), (2.5), описывающих взаимодействие спинорного и электрома-
гнитного полей.
Решение системы (0.1), (2.5), (2.7) ищем в виде

Fµν =
fµν

(x2)2
− 2

(fµkxν + fkνxµ)xk

(x2)3
, (2.8)

H̃µν =
h̃µν

(x2)2
− 2

(h̃µkxν + h̃kνxµ)xk

(x2)3
, (2.9)

Ψ =
γχ

(x2)2
ϕ(ω), (2.10)

где fµν = −fνµ, h̃µν = −h̃νµ — зависящие от переменной w, βµ — произвольные
действительные константы. С помощью формул (2.8)–(2.10) получаем частные то-
чные решения системы (0.1), (2.5), (2.7):

Fµν =
bµν

(x2)2
− 2

(bµkxν + bkνxµ)xk

(x2)3
,

H̃µν =
c̃µν

(x2)2
− 2

(c̃µkxν + c̃kνxµ)xk

(x2)3
,

Ψ =
γχ

(x2)2
exp
{−i(γβ)(Sµνbµν)ω

β2(χ̄χ)−1/3

}
χ,

(2.11)

зависящих от постоянных тензорных величин bµν , c̃µν .

1. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., Наука, 1978, 400 с.

2. Фущич В.И., Никитин А.Г., Симметрия уравнений Максвелла, Киев, Наук. думка, 1983, 197 с.

3. Born М., Infeld L., Foundations of the new field theory, Proc. Roy. Soc. A, 1934, 144, № 852,
4225.
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On subalgebras of the Lie algebra
of the extended Poincaré group P̃ (1, n)

L.F. BARANNIK, W.I. FUSHCHYCH

Some general results on the subalgebras of the Lie algebra AP̃ (1, n) of the extended
Poincaré group P̃ (1, n) (n ≥ 2) with respect to P̃ (1, n) conjugation have been obtai-
ned. All subalgebras of AP̃ (1, 4) that are nonconjugate to the subalgebras of AP (1, 4)
are classified with respect to P̃ (1, 4) conjugation. The list of representatives of each
conjugacy class is presented.

1. Introduction
The systematic study of subalgebras of quantum mechanics transformation al-

gebras was begun in the fundamental paper by Patera, Winternitz and Zassenhaus
(PWZ) [1] in which the general method for classifying the subalgebras of a finite-
dimensional Lie algebra with a nontrivial solvable ideal with respect to some group
of automorphisms was suggested. This method is applied to classify all subalgebras
of Lie algebras of the following groups: the Poincaré group P (1, 3) [1], the extended
Poincaré groups P̃ (1, 2) [2], P̃ (1, 3) [3], the de Sitter groups O(1, 4) [4], O(2, 3) [5],
the optical groups Opt(1, 2) [5], Opt(1, 3) [6], the Euclidean group E(3) [7], the
Schrödinger group Sch(2) [8], and the extended Schrödinger group S̃ch(2) [8], the
Poincaré group P (1, 4) [9–11], the Euclidean group E(5) [12, 13], the Galilei group
G(3) [12], and the extended Galilei group G̃(3) [12]. The application of the general
method had allowed us to study the subalgebras structure of the Lie algebra of the
generalized Euclidean group E(n) (n ≥ 2) [13]. The subalgebras of the algebras
AP (1, 3), AG(3), and AG̃(3) were described by another method [14–17].
The PWZ method needs the development for particular classes of algebras of its

generality. In the present paper we give the further development of the PWZ method
for extended Poincaré algebras AP̃ (1, n) (n ≥ 2), denoted also by ASim(1, n). The
necessity in the description of subalgebras of AP̃ (1, n) follows from certain problems
of theoretical and mathematical physics [1]. In particular, knowledge of the algebra
AP̃ (1, n) subalgebras gives us the possibility to study the symmetry reduction for the
relativistically invariant scalar differential equation

Φ
(
�u, (∇u)2, u) = 0,

where

�u = ux0x0 − ux1x1 − · · · − uxnxn
,

(∇u)2 = (ux0)
2 − (ux1)

2 − · · · − (uxn
)2,

and Φ is a sufficiently smooth function [18–20]. The description of the algebra
AP̃ (1, n) subalgebras allows us to solve the problem of the reduction of AP̃ (1, n)
algebra representations on its subalgebras [21, 22].

J. Math. Phys., 1987, 28, № 7, P. 1445–1458.
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In Sec. 2 we describe the maximal reducible subalgebras of the algebra AÕ(1, n),
and in Sec. 3 we describe the completely reducible subalgebras of the algebra AÕ(1, n)
= AO(1, n) ⊕ 〈D〉, where D is the dilatation generator. Section 4 is devoted to study
of the subalgebras of the extended Galilei algebra AG̃(n − 1), which is one of the
important subalgebras of the AP (1, n) algebra. In Sec. 5 which is the logical sequel to
Sec. 4, a number of assertions on subalgebras of the normalizer of isotropic subspace
of the Minkowski space M(1, n) in algebra AP̃ (1, n) are conceived. Classification of
the AP̃ (1, n) algebra subalgebras with respect to the P̃ (1, 4) conjugation is carried
out in Sec. 6. The conclusions are summarized in Sec. 7.

2. Maximal reducible subalgebras of the algebra AÕ(1, n)
In this section we describe the maximal reducible subalgebras and the maximal

Abelian subalgebras of the algebra AÕ(1, n).
Let R be the real number field; 〈Y1, . . . , Ys〉 is a vector space or Lie algebra

over R with the generators Y1, . . . , Ys; Rm is the m-dimensional arithmetical vector
space over R; U = M(1, n) is (1 + n)-dimensional pseudo-Euclidean space with the
scalar product

(X,Y ) = x0y0 − x1y1 − · · · − xnyn; (2.1)

O(1, n) is the group of the linear transformations of M(1, n) which conserve (X,X)
for every X ∈M(1, n); Eq is the unit matrix of degree q. We suppose that O(1, n) is
realized as the group of the real matrices of degree n+ 1.
We call the extended Poincaré group P̃ (1, n) the multiplicative group of the matri-

ces (
λ∆ Y
0 1

)
,

where ∆ ∈ O(1, n), λ ∈ R, λ > 0, Y ∈ Rn+1.
We denote by AG the Lie algebra of the Lie group G. Using the definition of Lie

algebra, we find that AO(1, n) consists of matrices

X =



0 α01 α02 · · · α0,n−1 α0n

α01 0 α12 · · · α1,n−1 α1n

α02 −α12 0 · · · α2,n−1 α2n

...
...

...
. . .

...
...

α0,n−1 −α1,n−1 −α2,n−1 · · · 0 αn−1,n

α0n −α1n −α2n · · · −αn−1,n 0


. (2.2)

Let Eik be the matrix of degree n + 2 which has the unity on the cross of ith line
and kth column and zeros on the other places (i, k = 0, 1, . . . , n+ 1). It is easy to get
that the basis of the algebra AP̃ (1, n) is formed by the matrices

D = E00 + E11 + · · · + Enn, J0a = −E0a − Ea0, Jab = −Eab +Eba,

P0 = E0,n+1, Pa = Ea,n+1 (a < b, a, b = 1, . . . , n).

The basis elements satisfy the following commutation relations:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ , Jβα = −Jαβ ,
[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , [Pα, Pβ ] = 0, [D, Jαβ ] = 0, [D, Pα] = Pα,

(2.3)

where g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 0, when α = β (α, β = 0, 1, . . . , n).
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The generators of turning Jαβ generate the algebra AO(1, n) and the translation
Pα the commutative ideal N , and moreover AP̃ (1, n) = N ⊂+(AO(1, n) ⊕ 〈D〉). Let
Õ(1, n) = {λEn+1|λ ∈ R, λ > 0} × O(1, n). Evidently, AÕ(1, n) = AO(1, n) ⊕ 〈D〉. It
is easy to see that [X,Y ] = X ·Y for all X ∈ AÕ(1, n), Y ∈ N . Let us identify N and
M(1, n) establishing correspondence between Pi and the (n+ 1)-dimensional column
with unity on the ith place and zeros on the others (i = 0, 1, . . . , n).
Let C be such matrix of degree n + 2 over R that mapping ϕC : X → CXC−1

is an automorphism of the algebra AP̃ (1, n). If C ∈ G, where G is a subgroup of
P̃ (1, n), then ϕC is called G automorphism. The subalgebras L and L′ of algebra
AP̃ (1, n) are called P̃ (1, n) conjugated if ϕC(L) = L′ for some P̃ (1, n) automorphism
ϕC of algebra AP̃ (1, n). Let us identify ϕC and C.
Let W a nondegenerate subspace of the space U . This subspace we also consider

to be pseudo-Euclidean relative to scalar product defined in U . Let O(W ) be the
group of isometries of the space W , Õ(W ) = O(W ) × {λEn+1|λ ∈ R, λ > 0}.
A subalgebra F ⊂ AÕ(W ) is called irreducible if in W there does not exist any
F -invariant subspace different from O and W . Otherwise F is called reducible. If for
every F -invariant subspace W ′ in W there exists an F -invariant subspace W ′′ in W
such that W = W ′ ⊕W ′′ then it is called completely reducible.
Theorem 2.1. The maximal reducible subalgebras of algebra AÕ(1, n) are exhausted
with respect to Õ(1, n) conjugation by the following algebras: (1) AO(1, n−1)⊕〈D〉;
(2) AO(n) ⊕ 〈D〉; (3) AO(1, k) ⊕ AO′(n− k) ⊕ 〈D〉, where AO′(n − k) = 〈Jab|a, b =
k + 1, . . . , n〉 (k = 2, . . . , n− 2); (4) 〈G1, . . . , Gn−1〉 ⊂+(AO(n− 1) ⊕ 〈J0n,D〉), where
Ga = J0a − Jan (a = 1, . . . , n− 1).
Proof. If L is a maximal subalgebra of the algebra AÕ(1, n) then L = AO(1, n) or
L = L1 ⊕ 〈D〉, where L1 is a maximal subalgebra of the algebra AO(1, n). Let F be
a maximal reducible subalgebra of the algebra AO(1, n), U ′ a subspace of the space
U invariant under F . If U ′ is a degenerate space then it contains one-dimensional
F -invariant isotropic space W conjugated under O(1, n) to the space 〈P0 + Pn〉. In
this case

F = {X ∈ AO(1, n)|X(P0 + Pn) ∈ 〈P0 + Pn〉}.
It is not difficult to show that

F = 〈G1, . . . , Gn−1〉 ⊂+(AO(n− 1) ⊕ 〈J0n〉).
If U ′ is a nondegenerate space of dimension r then it possesses an orthogonal

basis consisting of r vectors with nonzero length. Let r+, r− be numbers of positive
and negative length vectors, in the given basis of the space U ′, respectively. These
numbers are independent of the choice of basis. In accordance with Witt’s mapping
theorem any two spaces U ′ and U ′1, for which r+ = r1+, r− = r1− are mutually
conjugate under the group O(1, n). Obviously, r+ ∈ {0, 1}. Since U = U ′ ⊕ U ′⊥ and
U ′⊥ is invariant under F therefore F is O(1, n) conjugated to one of the algebras,

AO(1, n− 1), AO(n), AO(1, k) ⊕AO′(n− k).

The theorem is proved.
Let

AẼ(n) = 〈P1, . . . Pn〉 ⊂+(AO(n) ⊕ 〈D〉),
AE′(n− k) = 〈Pk+1, . . . , Pn〉 ⊂+AO′(n− k),
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and AG̃(n− 1) is the extended Galilei algebra with the basis

M = P0 + Pn, P0, P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, Jab (a, b = 1, . . . , n− 1).

According to Theorem 2.1, the description of subalgebras of the algebra AP̃ (1, n)
is reduced to the description with respect to the P̃ (1, n) conjugation of irreducible
subalgebras of the algebra AO(1, n) and subalgebras of the following algebras:

〈P0〉 ⊂+AẼ(n), (AP (1, k) ⊕AE′(n− k) ⊂+〈D〉,
AG̃(n− 1) ⊂+〈J0n,D〉 (k = 2, . . . , n− 1).

Let π be the projection of the algebra AP̃ (1, n) onto AÕ(1, n), F a nonzero
subalgebra of AÕ(1, n), and F̂ such subalgebra of AP̃ (1, n) that π(F̂ ) = F . If
the algebra F̂ is P̃ (1, n) conjugated to the algebra W ⊂+F , where W is an F -
invariant subspace of the space U , then we shall assume F̂ to be splitting. If
every subalgebra F̂ ⊂ AP̃ (1, n) satisfying π(F̂ ) = F is splitting, we shall say that
subalgebra F possesses only splitting extensions in the algebra AF̃ (1, n). The spli-
ttability of subalgebras for other algebras of inhomogeneous transformations is defi-
ned by analogy. If nothing is reserved, then the investigation of subalgebras of given
algebra for conjugation is carried out with respect to the group of inner automorphi-
sms.
The affine group IGL(n,R) is defined as a group of matrices(

B Y
0 1

)
, (2.4)

where B ∈ GL(n,R), Y ∈ Rn. The Lie algebra AIGL(n,R) of this group consists of
matrices(

X Y
0 0

)
,

where X is a square matrix of degree n over R. Let 0a be the zero matrix of degree a,
Pa = Ea,n+1. Let us identify X and diag [X, 01], then AIGL(n,R) = 〈P1, . . . , Pn〉 ⊂+
AGL(n,R). If m < n, then we shall assume that AGL(m,R) consists of the matrices
diag [X̄, 0n+1−m], where deg X̄ = m.

Lemma 2.1. Let F be a completely reducible subalgebra of the Lie algebra
AGL(m,R) (m < n), which is not semisimple. If Z is a nonzero central element
of the algebra F and F̂ is the Lie algebra, which is obtained from F by replacing
Z by Z + Pm+1, then the algebra F̂ is nonsplitting in AIGL(n,R) with respect to
IGL(n,R) conjugation.
Proof. Let X0 be a square matrix of the degree m, T = diag [X0, 0n−m], Z =
diag [T, 01],

Pm+1 =
(

0n Ym+1

0 01

)
.

If F̂ is a splitting algebra, then there exists the matrix C of the form (2.4) such that
C(Z + Pm+1)C−1 = diag [T ′, 01]. It follows that −BTB−1Y + BYm+1 = 0, which
implies that Ym+1 =

(
TB−1

)
Y . However,

TB−1 =
(
X0 0
0 0n−m

)
·
(
B1 B2

B3 B4

)
=
(
X0B1 X0B2

0 0n−m

)
,



154 L.F. Barannik, W.I. Fushchych

and therefore

(
TB−1

) · Y =



α1

...
αm
0
...
0


.

This contradiction proves the lemma.

Proposition 2.1. Let F be a completely reducible Lie algebra of linear transfor-
mations of vector space V over the field R, W is an irreducible F submodule of
module V . If FW = 0, then algebra F possesses only splitting extensions in algebra
W ⊂+F .
Proof. Since F is a completely reducible subalgebra of the algebra gl(V ), then F =
Q ⊕ Z(F ), where Q is Levy’s factor and Z(F ) is the center of F [23]. Using Jacobi
identity it is not difficult to conceive that F = F1 ⊕ F2, where F1W = 0 and every
direct surnmand of algebra F2 annuls in W only zero subspace. Further we may
restrict ourselves only with the case when F = F2.
Let Q = 0; F̂ such a subalgebra of the algebra W ⊂+F that its projection onto F

coincides with F . According to Whitehead’s theorem [23] H1(Q,W ) = 0. From this it
follows that the algebra F̂ contains Q. Let J ∈ Z(F ), Y ∈W , Y = 0, and J +Y ∈ F̂ .
Since [Q,Y ] = 0, then there exists such an element X ∈ Q that [X,Y ] = 0. Let
Y1 = [X,Y ], W1 be the F submodule of module W , generated by Y1. Because of the
fact that W1 = 0 and W is the irreducible F module we have W1 = W . Hence J ∈ F̂ .
Therefore, if Q = 0 then F ⊂ F̂ , i.e., F̂ is a splitting algebra.
Let Q = 0, J ∈ Z(F ). Since J annuls in W the only zero subspace is then

[J,W ] = W . Whence for every Y ∈ W there exists such element Y ′ ∈ W that
[J, Y ′] = Y . Consequently we may suppose that J ∈ F̂ . If F̂ contains J1 + Y1, where
Y1 ∈ W and Y1 = 0, then [J, Y1] ∈ F̂ and [J, Y1] = 0. Arguing as in the case Q = 0,
we get that J1 ∈ F̂ , i.e., F̂ is a splitting algebra. The proposition is proved.

Proposition 2.2. Let

AẼ(n− 1) = 〈G1, . . . , Gn−1〉 ⊂+(AO(n− 1) ⊕ 〈J0n〉),
where Ga = J0a − Jan (a = 1, . . . , n − 1). The subalgebra F ⊂ AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉
possesses only splittable extensions in AẼ(n − 1) if and only if F is a semisimple
algebra or F not conjugated to a subalgebra of the algebra AO(n− 2).
Proof. Let W = 〈G1, . . . , Gn−1〉. Since every subalgebra of the algebra AO(n− 1) is
completely reducible and [J0n, Ga] = −Ga, then every subalgebra F of the AO(n −
1) ⊕ 〈J0n〉 algebra is also a completely reducible algebra of linear transformations of
space W .
Let W = W1 ⊕ · · · ⊕ Ws be the decomposition of W into the direct sum of

irreducible F modules. If projection F onto 〈J0n〉 is nonzero, then [F,Wi] = Wi

for every i = 1, . . . , s. Whence according to Proposition 2.1 F has only splittable
extensions in AẼ(n − 1). Let us assume that projection of F onto 〈J0n〉 is equal to
0. If F is a semisimple algebra then by Whitehead’s theorem every extension of F
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in AẼ(n − 1) is splitting. Let F not be a semisimple algebra. When dimWi ≥ 2 for
every i = 1, . . . , s we have [F,Wi] = 0 and in view of Proposition 2.1 F possesses
only splitting extensions in AẼ(n− 1). When dimWi = 1 (1 ≤ i ≤ s), the module Wi

is annuled by the algebra F and the algebra F is conjugated to a subalgebra of the
algebra AO(n − 2). If Z(F ) is the center of F and X is a nonzero element of Z(F )
then for every nonzero Y ∈Wi there exists a subalgebra F̂ of the algebra AẼ(n− 1),
which is obtained from F by replacing X by X+Y . By Lemma 2.1 F̂ is not splitting.
The proposition is proved.
From Theorem 2.1 and properties of solvable subalgebras of algebra AO(n) it

follows that if n is odd then AO(1, n) possesses with respect to O(1, n) conjugation
only one maximal solvable subalgebra

〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, J0n〉.
If n is even then AO(1, n) possesses two maximal solvable subalgebras

〈J12, J34, . . . , Jn−1,n〉, 〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n〉.
Since an extension of an Abelian algebra with the help of a solvable algebra is a
solvable algebra itself then maximal solvable subalgebras of the algebra AP (1, n)
are of the form U ⊂+F , where F is the maximal solvable subalgebra of the algebra
AO(1, n). Maximal solvable subalgebras of the AP̃ (1, n) are exhausted by algebras
U ⊂+(F ⊕ 〈D〉).
Proposition 2.3. Let AH(t) be the Cartan subalgebra of the algebra AO(t). The
maximal Abelian subalgebras of the algebra AÕ(1, n) are exhausted with respect to
Õ(1, n) conjugation by the following algebras: AH(n−1)⊕〈J0n,D〉; AH(n)⊕〈D〉 [n ≡
0 (mod 2)]; 〈G1, . . . , Gn−1,D〉; AH(2a)⊕〈G2a+1, . . . , Gn−1,D〉 (a = 1, . . . , [n− 2/2]).
The written algebras are pairwise nonconjugated.
Proof. If F is a maximal Abelian subalgebra of the algebra AÕ(1, n) then from
Proposition 2.2 F = Ω ⊕ L ⊕ 〈D〉, where L is a subalgebra of the algebra AO(l) ⊕
〈J0n〉 or the algebra AO(n) and Ω is a subalgebra of the algebra 〈G1, . . . , Gn−1〉. If
projection L onto 〈J0n〉 is different from 0 then Ω = 0. Let projection L onto 〈J0n〉
be equal to 0. If L = AH(n), then Ω = 0. If L = AH(2a), 1 ≤ a ≤ [n − 2/2], then
Ω = 〈G2a+1, . . . , Gn−1〉. The proposition is proved.

3. Completely reducible subalgebras of the algebra AÕ(1, n)
In this section we shall prove a number of general results on completely reducible

subalgebras of the algebra AÕ(1, n) and shall indicate how to search invariant subspa-
ces of space U for these algebras. The main results of this section are Proposition 3.3
and Theorem 3.1.

Proposition 3.1. If n ≥ 2 then any irreducible subalgebra of the algebra AO(1, n) is
semisimple and noncompact.
Proof. Let F be an irreducible subalgebra of the algebra AO(1, n), Z(F ) the center
of F . If Z(F ) = 0 then Z(F ) = 〈J〉, where J2 = −En+1. Let X be an arbitrary
element of the form (2.2) of the algebra AO(1, n). If X2 = −En+1, then α2

01 + α2
02 +

· · · + α2
0n = −1. This contradiction proves that Z(F ) = 0.

If F is a compact algebra then there exists such symmetric matrix C that
C−1FC ⊂ AO(n+ 1) [24]. Since

exp
(
C−1FC

)
= C−1 · expF · C



156 L.F. Barannik, W.I. Fushchych

then in O(n+ 1) there exists an irreducible subgroup conserving simultaneously

x2
0 + x2

1 + · · · + x2
n and λ2

0x
2
0 − λ2

1x
2
1 − · · · − λ2

nx
2
n

(λ0, λ1, . . . , λn are nonzero real numbers). This contradiction proves the second part
of the proposition.

Proposition 3.2. A reducible subalgebra of the algebra AÕ(1, n) is completely redu-
cible if and only if it is conjugated to L1 ⊕ L2 or a subalgebra of algebra L⊕ 〈D〉,
where L1 is an irreducible subalgebra of the algebra AO(1, k) (k ≥ 2), L2 is a
subalgebra of AO′(n−k)⊕〈D〉 and L is one of the algebras, AO(n), AO(n−1)⊕〈J0n〉.
Proposition 3.2 follows from Theorem 2.1, Propositions 2.2 and 3.1, and the fact

that Ga acts noncompletely reducible onto the space 〈P0 + Pn, Pa〉.
Let L be a direct sum of the Lie algebras L1, . . . , Ls, B a Lie subalgebra of L, and

πi the projection L onto Li. If πi(B) = Li for i = 1, . . . , s then B is called a subdirect
sum of L1, . . . , Ls.

Proposition 3.3. A completely reducible subalgebra F ⊂ AÕ(1, n) has only splitting
extensions in AP̃ (1, n) if and only if F is semisimple or F is nonconjugate to sub-
algebra of one of the algebras, AO(n) or AO(1, n− 1).

The proof of Proposition 3.3 is analogous to that of Proposition 2.2.
Let Ai be a Lie algebra over R (i = 1, 2), f : A1 → A2 is an isomorphism,

B = {(X, f(X)|X ∈ A1}. Here B is the Lie algebra over R with “componentwise”
operational rules,

[(X, f(X)), (X ′, f(X ′))] = ([X,X ′], f([X,X ′])),
(X, f(X)) + (X ′, f(X ′)) = (X +X ′, f(X +X ′)),
λ(X,F (X)) = (λX, f(λX)),

where X,X ′ ∈ A1, λ ∈ R. Let us denote it as (A1, A2, ϕ). Evidently (A1, A2, ϕ) is the
subdirect sum of the algebras A1 and A2.
Let Wi be a left Ai module (i = 1, 2). It is easy to see that Wi is the B module if

we put

(X, f(X)) · Y1 = X · Y1, (X, f(X)) · Y2 = f(X) · Y2,

for every X ∈ A1, Yi ∈ Wi (i = 1, 2). Let W be a B submodule of the module
W1 ⊕W2. If W = W ′1 ⊕W ′2, where W

′
i ⊂Wi (i = 1, 2) then W is called a splitting B

module. Otherwise the module W is called nonsplitting B module.

Lemma 3.1. Let B = (A1, A2, ϕ) and Vi be a left Ai module (i = 1, 2). In the B
module V1 ⊕ V2 exists a nonsplitting B submodule if and only if the B modules V1

and V2 have isomorphic composition factors.

Proof. Let W be a nonsplitting B submodule of the module V1 ⊕ V2. Then W is the
subdirect sum of the modules W1 and W2, where Wi ⊂ Vi (i = 1, 2). Let Si = W ∩ Vi
(i = 1, 2). Evidently, Si is the B submodule of the moduleW . The moduleW/(S1⊕S2)
is nonsplitting B submodule of the module V1/S1 ⊕ V2/S2. Whence we shall assume
that W ∩ Vi = 0 (i = 1, 2).
For every element Y1 ∈W1 there exists only one such element Y2 ∈W2 such that

(Y1, Y2) ∈ W . We put ϕ(Y1) = Y2. The mapping ϕ is the isomorphism of B modules
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W1 and W2. In this case modules W1 and W2 have isomorphic composition factors.
The necessity is proved.
Let Wi be a left B submodule of the module Vi (i = 1, 2) and let the composition

factor W1/N1 of the module W1 be isomorphic to the composition factor W2/N2 of the
module W2. We denote as W the vector space over the field R generated by the pairs
(Z1, 0), (0, Z2), (Y1, Y2), where Zi ∈ Ni, Yi ∈Wi (i = 1, 2) and ϕ(Y1 +N1) = Y2 +N2

for the isomorphism ϕ : W1/N1 → W2/N2. It is easy to see that W is a nonsplitting
B module. The sufficiency of the lemma is proved.
Let Γ : X → X be the trivial representation of the completely reducible algebra

F ⊂ AÕ(1, n), the projection of which onto AO(1, n) has not any invariant isotropic
subspaces in the space U or annuls the isotropic subspaces. Then Γ is O(1, n) equiva-
lent to diag [Γ1, . . . ,Γm], where Γi is an irreducible subrepresentation (i = 1, . . . ,m).
One may suppose that algebra Fi = {diag [0, . . . ,Γi(X), . . . , 0]|X ∈ F} is an irreducib-
le subalgebra AÕ(Wi), where

Wi = 〈Pki−1+1, Pki−1+2, . . . , Pki
〉 (k0 = −1, km = n, i = 1, . . . ,m).

If Fi = 0 then we shall call algebra Fi an irreducible part of the algebra F . It is
well known that if representations ∆ and ∆′ of the Lie algebra L by skew-symmetric
matrices are equivalent over R, then C · ∆(X) · C−1 = ∆′(X) for some orthogonal
matrix C (X ∈ L). Whence and from Proposition 3.1 we conclude that if Γi and
Γj are equivalent representations then we can assume that for every X ∈ F the
equality Γi(X) = Γj(X) takes place. Having united equivalent nonzero irreducible
subrepresentations we shall get a nonzero disjunctive primary subrepresentation of
the representation Γ. Corresponding to those subalgebras of the algebra AÕ(1, n),
built by the same rule as the irreducible parts of Fi, we shall call them primary parts
of the algebra F . If F coincides with its primary part then F is called a primary
algebra.
Theorem 3.1. Let K1,K2, . . . ,Kq be primary parts of a subalgebra F of the algebra
AÕ(1, n), and V a subspace of the space U invariant under F . Then V = V1 ⊕
· · · ⊕ Vq ⊕ Ṽ , where Vi = [Ki, V ] = [Ki, Vi], [Kj , Vi] = 0 when j = i (i, j = 1, . . . , q),
Ṽ = {X ∈ V |[F,X] = 0}. If the primary algebra K is the subdirect sum of the
irreducible subalgebras of the algebras AÕ(W1), AÕ(W2), . . . , AÕ(Wr), respectively,
then nonzero subspaces W of the space U with the condition [K,W ] = W are
exhausted with respect to O(1, n) conjugation by the spaces W1,W1 ⊕W2, . . . ,W1 ⊕
W2 ⊕ · · · ⊕Wr.
Proof. From the complete reducibility of algebra F it follows that V = V ′ ⊕ V ′′,
where V ′′ is the maximal subspace of the space V , annulled by F . Further we shall
suppose that V = V ′. From Proposition 3.1 one can suppose that F ⊂ AÕ(m), m ≤ n.
Let Ki be a subdirect sum of irreducible parts Ki1, . . . ,Kisi

, Vij = [Kij , V ], πa be a

projection of V onto
sa∑
j=1

⊕Vaj .
In view of Lemma 3.1 πa(V ) ⊂ V and that is why

V =
q∑
a=1

⊕πa(V ).

Since Ka annuls in πa(V ) only the zero subspace, then [Ka, V ] = [Ka, πa(V )] =
πa(V ).
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Let primary algebra K be a subdirect sum of irreducible subalgebras of algebras
AÕ(W1), AÕ(W2), . . . , AÕ(Wr), respectively. If W is a nonzero subspace of the space

Ω =
r∑
j=1

⊕Wj

and [K,W ] = W then in view of Witt’s mapping theorem there exists such isometry
B ∈ O(Ω) that B(W ) = W1⊕· · ·⊕Ws (1 ≤ s ≤ r) and the space Wi is invariant under
BKB−1 (i = 1, . . . , s). Whence BKB−1 is a subdirect sum of irreducible subalgebras
of algebras AÕ(W1), AÕ(W2), . . . , AÕ(Wr), respectively. Since irreducible parts of
the algebra L ⊂ AÕ(n) are defined uniquely up to conjugation then one may consider
that BKB−1 = K. The theorem is proved.
On the basis of Theorem 3.1 the description of splitting subalgebras F̂ ⊂ AP̃ (1, n),

for which π(F̂ ) is a completely reducible algebra and has no isotropic invariant
subspaces in the space U , reduces to the description of irreducible subalgebras of
the algebras AO(1, k) and AO(k) (k = 2, 3, . . . , n). The rest of the cases can be
reduced to the case of the algebra AG̃(n− 1) ⊂+〈J0n,D〉.

4. On the subalgebras of the extended Galilei algebra
The aim of this section is to study subalgebras of the algebra AG̃(n − 1) with

respect to P̃ (1, n) conjugation. The main result concerning this problem is contained
in Theorem 4.1. Theorem 4.2 gives a description of all Abelian subalgebras of the
algebra AG̃(n− 1). As a corollary, we obtain the list of maximal Abelian subalgebras
and one-dimensional subalgebras of the algebra AG̃(n− 1).
The basis elements of the extended Galilei algebra AG̃(n− 1) satisfy the following

commutation relations:

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac, [Pa, Jbc] = gabPc − gacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = δabM,

[Pa,M ] = [Ga,M ] = [Jab,M ] = 0, [P0, Jab] = [P0,M ] = [P0, Pa] = 0,
[P0, Ga] = Pa (a, b, c, d = 1, . . . , n− 1).

Let V1 = 〈G1, . . . , Gn−1〉 be a Euclidean space with orthonormal basis G1, . . .,
Gn−1, V2 = [P0, V1] (n ≥ 3), M = V1 + V2 + 〈P0,M〉. We settle on identifying the
group O(n− 1) with the isometry group O(V1), O(V2). If W is a subspace of V1 and
dim W = k then according to Witt’s theorem for every a, 0 ≤ a ≤ n − k − 1, there
exists an isometry Ba ∈ O(V1) such that

Ba(W ) = V1(a+ 1, a+ k) = 〈Ga+1, Ga+2, . . . , Ga+b〉.
Further, in spaces V1, V2 we shall consider only subspaces V1(a, b), V2(a, b) = [P0,
V1(a, b)]. We call them elementary spaces. The basis Ga, Ga+1, . . . , Gb of the space
V1(a, b) and the basis Pa, Pa+1, . . . , Pb of the space V2(a, b) we shall call canonical.
Let W1, W2 be subspaces of some vector space W over the field R and W1∩W2 =

0. If ϕ : W1 → W2 is an isomorphism then we denote as (W1,W2, ϕ) the space
{Y +ϕ(Y )|Y ∈W1}. As I(W1,W2) we denote the isomorphism of elementary spaces
W1 and W2, by which the canonical basis of W1 is mapped to the canonical basis of
W2 with numeration of the basis of elements maintained.



On subalgebras of the Lie algebra of the extended Poincaré group P̃ (1, n) 159

Let AG(n−1) = AG̃(n−1)/〈M〉. For the generators of the AG(n−1) we preserve
the notation of the generators of the algebra AG̃(n−1). By τ , τ0, τ1, and τ2 we denote
the projection of AG̃(n − 1) and AG(n − 1) onto AO(n − 1) ⊕ 〈P0〉, P0, V1, and V2,
respectively.
Let F be a subalgebra of the AO(n− 1)⊕〈P0〉, F̂ an subalgebra of the AG(n− 1)

such that τ(F̂ ) = F . If algebra F̂ is conjugated to the algebra W ⊂+F , where W is
the F -invariant subspace of space V1 + V2, then F̂ is called splitting in the algebra
AG(n − 1). The notion of a splitting subalgebra of the algebra AG̃(n − 1) is defined
analogously.

Proposition 4.1. Let L1 be a subalgebra of the AO(n−1), L2 be a subalgebra of the
〈P0〉, and F be the subdirect sum of L1 and L2. If P0 /∈ F then the algebra F only
has splitting extensions in the algebra AG(n− 1) if and only if L1 is a semisimple
algebra or L1 is not conjugated to any subalgebra of the algebra AO(n− 2). When
P0 ∈ F , the algebra F only has splitting extensions in the AG(n− 1) if and only if
L1 is not conjugated to any subalgebra of the algebra AO(n− 2).
Proof. If L1 is a semisimple algebra and L2 = 〈P0〉 then by Whitehead’s theorem [23]
P0 ∈ F . Let us assume that L2 = 〈P0〉 and P0 /∈ F . Let F̂ be an subalgebra of the
AG(n − 1) such that τ(F̂ ) = F . If L1 is not conjugated to any subalgebra of the
AO(n − 2) then by Proposition 2.2 the algebra F̂ is splitting. If L1 is conjugated to
some subalgebra of AO(n − 2) then F = 〈X〉 ⊕ F1 where X = 0, 〈X〉, and F1 are
subalgebras of the algebra AO(n− 2) ⊕ 〈P0〉. The algebra

F̂ = 〈P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−2,X +Gn−1〉 ⊂+F1

is not splitting by Lemma 2.1. The case L2 = 0 can be treated similarly.
Let P0 ∈ F . If L1 ⊂ AO(n − 2) then algebra 〈P0 + Gn−1〉 ⊂+L1 is nonsplitting.

If L1 is not conjugated to any subalgebra of the algebra AO(n − 2) then by way of
complete reducibility of the algebra L1 we get that P0 ∈ F̂ and whence algebra F̂ is
splitting. The proposition is proved.

Proposition 4.2. The subalgebra F of the algebra AO(n−1)⊕〈P0〉 has only splitting
extensions in the AG̃(n− 1) if and only if F is a semisimple algebra.
Lemma 4.1. Let W1 = 〈Y1, . . . , Ym〉, W2 = 〈Z1, . . . , Zm〉 be Euclidean spaces over
the field R, O(Wi) the isometry group of Wi (i = 1, 2), 0 < α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αt,
St0 = 0, Stj = 〈Zt+1, . . . , Zt+j〉 (j = 1, . . . ,m−t). The subspaces of the space W1⊕W2

are exhausted with respect to O(W1) ×O(W2) conjugation by the following spaces:

O, 〈Y1, . . . , Yr〉, 〈Z1, . . . , Zs〉, 〈Y1, . . . , Yr, Z1, . . . , Zs〉 (r, s = 1, . . . ,m),
〈Y1, . . . , Yk, Yk+1 + α1Z1, . . . , Yk+t + αtZt〉 ⊕ Stj

(k = 1, . . . ,m− 1, t = 1, . . . ,m− k, j = 0, 1, . . . ,m− t),
〈Y1 + α1Z1, . . . , Yt + αtZt〉 ⊕ Stj (t = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,m− t).

Proof. Let N be a subspace of W1 ⊕W2 and N = W ′1 ⊕W ′2, where W
′
i is a subspace

of Wi (i = 1, 2). If Bi = N ∩ Wi, Ni is a projection of N onto Wi (i = 1, 2)
and then N1/B1

∼= N1/B2. Let dim B1 = k. By Witt’s theorem the space B1 is
conjugated to the space 〈Y1, . . . , Yk〉. If dim (N1|B1) = t then N contains elements
Yk+j + α1jZ1 + · · · + αtjZt (j = 1, . . . , t), and moreover the matrix A = (αij) is
nonsingular. The matrix A can be represented uniquely in the form CT , where C is
an orthogonal matrix and T is a positively definite symmetric matrix.
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The isometry diag [Em, C−1, Em−t] maps N onto the space to which the matrix
C−1(CT ) = T corresponds. There exists such orthogonal matrix C1 that C1TC

−1
1 =

diag [λ1, . . . , λt]. The isometry diag [Ek, C1, Em−k−t, C1, Em−t] maps N onto the space
to which the matrix C1TC

−1
1 corresponds. Therefore N is conjugated to the space

B1 ⊕ 〈Yk+1 + α1Z1, . . . , Yk+t + αtZt〉 ⊕B2,

where 0 < α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αt. The lemma is proved.
Let K be the primary subalgebra of the algebra AO(n − 1) which is a subdirect

sum of irreducible subalgebras of the algebras AO(V1(1, q)), AO(V1(q + 1, 2q)), . . .,
AO(V1((r − 1)q + 1, rq)), respectively, and W nonzero subspace of the space M with
the property [K,W ] = W . If τ1(W ) = 0 then by way of Theorem 3.1 W is conjugated
to the space V2(1, iq) (1 ≤ i ≤ r). If τ2(W ) = 0 then W is conjugated to V1(1, iq)
(1 ≤ i ≤ r). Let us suppose that τ1(W ) = 0, τ2(W ) = 0. Then W is a subdirect
sum of τ1(W ), τ2(W ), where τ1(W ) = V1(1,m) and τ2(W ) coincides with V2(1, k) or
V2(m+ 1,m+ l) or a subdirect sum of V2(1, k) and V2(m+ 1,m+ l) (k ≤ m). Every
number of k, m, and l is divisible by q. Let us consider the case when τ2(W ) is a
subdirect sum of V2(1, k) and V2(m + 1,m + l). In the space W we choose the basis
in the following form:

Ga + αiaPi, βicPi

(a = 1, . . . ,m, c = m+ 1, . . . ,m+ t, i = 1, . . . , k,m+ 1, . . . ,m+ l).
(4.1)

The coefficients of the decomposition we write down as the corresponding columns of
the matrix

Γ =
(
A1 B1

A2 B2

)
,

having m + t columns and k + l lines. We call the matrix Γ a coupling matrix of
elementary spaces in the space W . With the coupling matrix we shall carry out the
transformations corresponding to definite O(n−1) automorphisms and transformations
to new bases of the form (4.1). Let C1 ∈ O(k), C2 ∈ O(m − k), C3 ∈ O(l), S =
diag [C1, C2], T be a t×m matrix, and T2 a nonsingular matrix of degree t. The most
general admissible transformations of the coupling matrix have the form(

A1 B1

A2 B2

)
→
(
C1A1S

−1 + C1B1T1 C1B1T2

C3A2S
−1 + C3B2T1 C3B2T2

)
.

If B2 = 0 then according to Theorem 3.1 for some matrices C3, T2, the following
equality is correct:

C3B2T2 =
(

0 0
0 ∆1

)
,

where ∆1 = diag (µ1Eq, . . . , µaEq], µ1 = · · · = µa = 1. By this transformation algebra
K is left invariant. Applying Theorem 3.1 again we get that with k = m the matrix
A2 can be transformed into matrix(

∆2 0
0 0

)
,
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where ∆2 is a square matrix of degree bq. For simplicity we shall assume that ∆2 is
a coupling matrix of elementary spaces in the subdirect sum of the spaces V1(1, bq)
and V2(bq + 1, 2bq). One can admit that

K = diag [Ab, Ab] = {diag [X, . . . ,X︸ ︷︷ ︸
2b

|X ∈ A},

where A is an irreducible subalgebra of the algebra AO(q). Since for every matrix
Y ∈ Ab the equality ∆2Y = Y∆2 takes place then ∆2 = QS, where S is a symmetric
matrix, Q is an orthogonal matrix, and Y · Q = Q · Y . Applying the automorphism
diag [E,Q−1] we transform the coupling matrix ∆2 into S. There exists such matrix
C ∈ O(bq) that

CSC−1 = diag [λ1E(1), λ2E(2), . . . , λtE(t)],

where λi = λj when i = j, and E(i) is the unit matrix (i, j = 1, . . . , t). The
automorphism diag [C,C] transforms K into diag [CAbC−1, CAbC−1] and the coup-
ling matrix S into CSC−1. If Y ∈ CAbC−1 then Y (CSC−1) = (CSC−1)Y . Whence
Y = diag [Y1, Y2, . . . , Yt], where deg Yi = deg E(i). The further decomposition of
the blocks Yi by O(2bq) automorphisms diag [C̄, C̄], where C̄ = diag [C1, . . . , Ct],
deg Ci = deg E(i) does not change the coupling matrix. Since irreducible parts of an
algebra are defined uniquely then by the considered transformations of the coupling
matrix the algebra K is left invariant. That is why one can suppose that with k = m

C3A2S
−1 + C3B2T1 =

(
∆2 0
0 0

)
,

where ∆2 = diag [λ1Eq, . . . , λbEq], 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λb, and (a+ b)q = l or λ1 = · · · =
λb = 0 and aq = l. If B1 = 0 then for some C1, T2 we have

C1B1T2 =
(

0 0
0 ∆3

)
,

where ∆3 = diag [Eq, . . . , Eq].
The complete classification of coupling matrices one can get for large n.
Further we shall use the following notation:

M = 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉, m = [(n− 1)/2],

Γ(n− 1) =

{
m∑
i=1

γiJ2i−1,2i|γi = 0, 1

}
,

Xa ∩Xb = 0 if Xa,Xb ∈ Γ(n− 1) and have no common summand.
Lemma 4.2. Let T = α1X1 + · · · + αkXk + Z, Z = βJ0n + γD + δP0, where Xi ∈
Γ(n − 1), αi = 0, α2

i = α2
j , Xi = Xj when i = j (i, j = 1, . . . , k). If W is a

subspace of the space M and [T,W ] ⊂ W then W = W1 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ W̃ , where
Wi = [Xi,W ] = [Xi,Wi], [Z,Wi] ⊂ Wi, [Xj ,Wi] = 0 when j = i, [Xi, W̃ ] = 0,
[Z, W̃ ] ⊂ W̃ .
Proof. Let X = T − Z, M′ = [X,M], M̃ = {Y ∈ M|[X,Y ] = 0}, W ′ be a projection
of W onto M′, and W̃ a projection of W onto M̃. Evidently, M = M′ ⊕ M̃ (as
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spaces). Since composition factors of the 〈Z〉 module M are one dimensional, then the
composition factors of the 〈Z〉 module W̃ are one dimensional, too. LetM(P ) = {Pa ∈
M|[X,Pa] = 0}. It is easy to see that 〈M(P )〉 and M′/〈M(P )〉 can be represented as
direct sums of two-dimensional irreducible 〈T 〉 submodules. Whence the dimensions
of composition factors of the 〈T 〉 module W ′ are equal to 2, too. When we now apply
Lemma 3.1 we conclude that W = W ′ ⊕ W̃ .
Let Mi = [Xi,M] and Wi be a projection of W ′ onto Mi. Clearly M′ = M1 ⊕

· · · ⊕ Mk. At first let us establish that [Z,Wi] ⊂ Wi. Since for any Yi ∈ Wi we have
[J0n − D, Yi] = −Yi, then we may assume that β = 0. Obviously

[T, [T, Yi]] = −α2
iYi + 2αi[Xi, [Z, Yi]] + γ[Z, Yi].

Let

Y ′i = 2αi[Xi, [Z, Yi]] + γ[Z, Yi],
Y ′′i = 2αi[Xi, [Z, Y ′i ]] + γ[Z, Y ′i ].

The space Wi contains Y ′i , Y
′′
i . It is easy to check that

Y ′′i = 4αiγ2[Xi, [Z, Yi]] + γ(γ2 − 4α2
i )[Z, Yi].

The determinant constructed by the coefficients of [Xi, [Z, Yi]], [Z, Yi] in Y ′i , Y
′′
i is

equal to −2αiγ(γ2 + 4α2
i ). If γ = 0 then [Z, Yi] ∈ Wi. If γ = 0 then Wi contains

Y ′i = [Xi, [δP0, Yi]] and Y ′′i = [T, Y ′i ] = −αi[δP0, Yi].
In the composition factors of the 〈T 〉 module Mi one can choose the basis so that

the matrix of the operator T is one of the matrices(
γ −αi
αi γ

)
,

( −β −αi
αi −β

)
.

If for i = j the modules Mi and Mj are possessed by isomorphic composition factors
then one of the following conditions is satisfied: α2

i = α2
j ; 2γ = −2β, γ2 + α2

i =
β2 + α2

j . Since it is impossible then on the basis of Lemma 3.1 we conclude that
W ′ = W1 ⊕ · · · ⊕Wk. The lemma is proved.

Proposition 4.3. Let L1 be a subalgebra of the AO(n− 1), L2 = 〈βJ0n + γD + δP0〉,
and F a subdirect sum of L1 and L2. If W is a subspace of M and [F,W ] ⊂W then
[Lj ,W ] ⊂W (j = 1, 2).
This is proved by virtue of Lemma 4.2.

Theorem 4.1. Let V1 = 〈G1, . . . , Gn−1〉, V2 = [P0, V1], V1,a be a subspace of V1,
V2,a = [P0, V1,a]; K1,K2, . . . ,Kq be primary parts of nonzero subalgebra L1 of the
algebra AO(n−1); R be the maximal subalgebra of algebra M, annulled by L1; and
L2 be a subalgebra of the algebra R ⊂+〈J0n,D〉. If F is the subdirect sum of L1 and
L2, and W is a subspace of M invariant under F , then W = W1 ⊕ · · · ⊕Wq ⊕ W̃ ,
whereWi = [Ki,W ] = [Ki,Wi], [L2,Wi] ⊂Wi, [Kj ,Wi] = 0 when j = i, [Ki, W̃ ] = 0,
[L2, W̃ ] ⊂ W̃ (i, j = 1, . . . , q).

If a primary algebra K is a subdirect sum of irreducible subalgebras of the
algebras AO(V1,1, . . . , AO(V1,r), respectively, then nonzero subspaces W of the
space M with the property [K,W ] = W are conjugated to

a∑
i=1

V1,i,

a∑
i=1

V2,i (a = 1, . . . , r)
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or to subdirect sums of such spaces

ã∑
i=1

V1,i and
b̃∑
i=1

V2,i;
a∑
i=1

V1,i and
c∑

i=a+1

V2,i;

a∑
i=1

V1,i,

b∑
i=1

V2,i, and
c∑

i=a+1

V2,i

(ã = 1, . . . , r, b̃ = 1, . . . , ã, a = 1, . . . , r − 1, b = 1, . . . , a, c = a+ 1, . . . , r).

The subdirect sums of the spaces
a∑
i=1

V1,i,
c∑

i=a+1

V2,i

are exhausted with respect to O(n− 1) conjugation by the following spaces:
a∑
i=1

V1,i ⊕
c∑

j=a+1

V2,j ;

b∑
i=1

(V1,i, V2,a+1, λiI(V1,i, V2,a+1)) ⊕
a∑

j=b+1

V1,j ⊕
c∑

k=a+b+1

V2,k

(0 < λ1 ≤ · · · ≤ λb, b = 1, . . . ,min{a, c− a}).
The written spaces are mutually nonconjugated.
Proof. Let Q = [L1,W ], S be a projection of W onto R. It is easy to see that W is
the subdirect sum of Q and S. Since the composition factors of the L2 module R are
one dimensional and the composition factors of the L1 module [L1,M] have dimension
not less than 2 then in view of Lemma 3.1 W = Q + S. In virtue of Proposition 4.3
[L2, Q] ⊂ Q. We can show, as in Theorem 3.1, that Q = W1 ⊕ · · · ⊕ Wq, where
Wi = [Ki, Q], Wi = [Ki,Wi] (i = 1, . . . , q). The truthfulness of the further statements
is established earlier when considering the transformations of the coupling matrix of
elementary spaces in the space W . The theorem is proved.

Theorem 4.2. Let α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αs, α1 = 0, and αs ∈ {0, 1}, AH(0) = 0,
AH(2d) = 〈J12, J34, . . . , J2d−1,2d〉, and L be a nonzero Abelian subalgebra of the
algebra AG̃(n − 1). If the projection τ0(L) of the algebra L onto 〈P0〉 is equal to
0 then L is conjugated to the subdirect sum of the algebras L1, L2, L3, and L4,
where L1 ⊂ AH(2d) (0 ≤ d ≤ m), L2 = 0 or L2 = 〈G2d+1 + α1P2d+1, G2d+2 +
α2P2d+2, . . . , G2d+s + αsP2d+s〉, L3 = 0 or L3 = 〈P2d+s+1, . . . , Pl〉, L4 = 0 or L4 =
〈M〉. If τ0(L) = 0 then L is conjugated to the subdirect sum of the algebras L1,
L2, L3, and L4, where L1 ⊂ AH(2d), L2 = 〈P0 + αG2d+1〉 (α ∈ {0, 1}), L3 = 0
or L3 = 〈Pr, . . . , Pt〉, L4 = 0 or L4 = 〈M〉 (0 ≤ d ≤ m; r = 2d + 1 when α = 0;
r = 2d+ 2 when α = 1).
Proof. Let

Xi = Gi +
2d+s∑
j=2d+1

βjiPj , L = 〈X2d+1, . . . , X2d+s〉.
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Obviously, [Xi,Xk] = (βki − βik)M . Since L is an Abelian algebra then βik = βki
and therefore B = (βik) (i, k = 2d + 1, . . . , 2d + s) is a symmetric matrix. Hence,
there exists a matrix C ∈ O(s) such that CBC−1 = diag [λ1, . . . , λs]. Whence we
can assume up to conjugacy under O(n − 1) that X2d+j = G2d+j + λjP2d+j (j =
1, . . . , s). O(n− 1) automorphisms permit us to change the numeration of generators
G2d+1, . . . , G2d+s. That is why we can suppose that λ1 ≤ · · · ≤ λs. Applying the
automorphism exp(−λ1P0) we get generators G2d+j + µjP2d+j (j = 1, . . . , s), where
µ1 = 0, 0 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µs. If µs > 0 then µs = exp θ (θ ∈ R). Evidently,

exp(−θJ0n)(G2d+j + µjP2d+j) exp(θJ0n) = exp θ · (G2d+j + µj exp(−θ)P2d+j).

Therefore when µs > 0 we can assume that µs = 1.
The rest of the assertion of the theorem follows from Proposition 4.1. The theorem

is proved.

Corollary 1. Let

A(r, t) = 〈Gr + αrPr, Gr+1 + αr+1Pr+1, . . . , Gt + αtPt,M〉,
where αr ≤ αr+1 ≤ · · · ≤ αt, ar = 0 and αt = 1 when αt = 0. The maximal Abelian
subalgebras of the algebra AG̃(n− 1) are exhausted up to conjugacy under P̃ (1, n)
by the following algebras:

U ; A(1, n− 1); A(1, s) ⊕ V2(s+ 1, n− 1) (s = 1, . . . , n− 2);

〈G1 + P0,M〉 ⊕ V2(2, n− 1); AH(n− 2) ⊕ 〈Gn−1 + P0,M〉 [n ≡ 0 (mod 2)];

AH(2d) ⊕ 〈P0〉 ⊕ V2(2d+ 1, n) (d = 1, . . . , [(n− 1)/2]);

AH(2d) ⊕A(2d+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , [(n− 2)/2]);

AH(2d) ⊕A(2d+ 1, s) ⊕ V2(s+ 1, n− 1) (d = 1, . . . , [(n− 3)/2]);

AH(2d) ⊕ 〈G2d+1 + P0,M〉 ⊕ V2(2d+ 2, n− 1) (d = 1, . . . , [(n− 3)/2]).

The written algebras are not mutually conjugated.

Corollary 2. Let n ≥ 3, Xt = α1J12 + α2J34 + · · · + αtX2t−1,2t; α1 = 1, 0 < α2 ≤
· · · ≤ αt ≤ 1; t = 1, . . . , [(n− 1)/2]; s = 1, . . . , [(n− 2)/2].

The one-dimensional subalgebras of the algebra AG̃(n − 1) are exhausted with
respect to P̃ (1, n) conjugation by the following algebras: 〈P0〉; 〈M〉; 〈P1〉; 〈G1〉;
〈G1 + P2〉; 〈G1 + P0〉; 〈Xt〉; 〈Xt + P0〉; 〈Xt + M〉; 〈Xt + P2t+1〉; 〈Xs + G2s+1〉;
〈Xs +G2s+1 + P0〉; 〈Xr +G2r+1 + P2r+2〉 (r = 1, . . . , [(n− 3)/2]).

The written algebras are not mutually conjugated.

Let

Φ(0) = 〈M〉, Φ(i) = 〈M,P1, . . . , Pi〉, Ω(0) = 〈M,P0〉,
Ω(i) = 〈M,P0, P1, . . . , Pi〉, V2(s, t) = 〈Ps, . . . , Pt〉 (s ≤ t),
Λr+1,k+1(j) = 〈Pr+d + λdPk+d|d = 1, 2, . . . , j〉,

(4.2)

where 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λj (1 ≤ j ≤ k − r).
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Proposition 4.4. Let L = 〈G1, . . . , Gk〉. The subspaces of the space U = 〈P0, P1, . . . ,
Pn〉, which are invariant under L, are exhausted with respect to Õ(1, n) conjugation
by the following spaces:

0, Φ(i), Ω(k), V2(k + 1, t), Φ(i) ⊕ V2(k + 1, t), Ω(k) ⊕ V2(k + 1, t),
Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j), Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕ V2(k + j + 1, s),

where i = 0, 1, . . . , k, t = k + 1, . . . , n − 1, r = 0, 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , k − r,
s = k + j + 1, . . . , n− 1.
Proof. Let W be a subspace of the space Ω(k) invariant under L. Since [Pa, Ga] = M
then with W = 0 we have M ∈ W . The normalizer of the algebra L in O(n − 1)
contains O(k). It follows from this and Witt’s theorem that if W = 〈M〉 and P0 /∈W
then W = Φ(i) (1 ≤ i ≤ k). If P0 ∈W then W = Ω(k).
For a description of all subspaces of the space U which are invariant under L

we shall use the Goursat twist method [25]. Since by Witt’s theorem the nonzero
subspaces of the space V2(k + 1, n − 1) are exhausted with respect to O(n − 1)
conjugation by the spaces V2(k + 1, t) (t = k + 1, . . . , n − 1) we need to classify the
subdirect sums of the following pairs of spaces Ω(k), V2(k + 1, t); Φ(i), V2(k + 1, t)
(i = 0, 1, . . . , k, t = k + 1, . . . , n− 1).
Let N be the subdirect sum of Ω(k) and V2(k + 1, t). If P0 + λPk+1 ∈ N (λ = 0)

then N contains P1, P1 = −[G1, P0 + λPk+1], and whence it contains M , too. Let

N ′ = exp(θGk+1) ·N · exp(−θGk+1).

The space N ′ contains P0 +(λ−θ)Pk+1 +(θ2/2−λθ)M . Since M ∈ N ′ then P0 +(λ−
θ)Pk+1 ∈ N ′. Putting θ = λ we get that P0 ∈ N ′ and whence Ω(k) ⊂ N ′. Therefore
N ′ = Ω ⊕ V2(k + 1, t′).
Let N be the subdirect sum of Φ(i) and V2(k + 1, t). If i = 0, M + λPk+1 ∈ N

(λ = 0) then N ′ contains (1 − θλ)M + λPk+1. Putting 1 − θλ = 0 we get that
N ′ = V2(k + 1, t). If i = 0 then M ∈ N . Let us assume that N = Φ(i) ⊕ V2(k + 1, t).
Then Φ(i)/S1

∼= V2(k + 1, t)/S2, where S1 = N ∩ Φ(i), S2 = N ∩ V2(k + 1, t). Let
dim (Φ(i)/S1) = i − r = j. Within the conjugation we can assume that S1 = Φ(r)
and S2 = 0 or S2 = V2(k + j + 1, s) and that is why by means of Lemma 4.1 N is
conjugated to one of the spaces,

Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j); Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕ V2(k + j + 1, s).

The proposition is proved.

5. On subalgebras of the normalizer of isotropic space
In virtue of Theorem 2.1 the normalizer of the isotropic space 〈P0+Pn〉 in AP̃ (1, n)

coincides with the algebra K = AG̃(n−1) ⊂+〈J0n,D〉. In this section we shall establish
a number of assertions on subalgebras of the algebra K possessing nonzero projection
onto 〈J0n,D〉. On the grounds of these results in Theorem 5.1 we describe all Abelian
subalgebras of the algebra K that are nonconjugate to the subalgebras of AG̃(n− 1).
As a corollary, we obtain the list of maximal Abelian subalgebras and one-dimensional
subalgebras of the algebra K as well as one-dimensional subalgebras of the algebra
AP̃ (1, n).
Further ε denotes the projection of K onto 〈J0n,D〉 and ξ denotes the projection

of K onto AO(n− 1) ⊕ 〈J0n,D〉.
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Proposition 5.1. Let L = 〈G1, . . . , Gk〉 (1 ≤ k ≤ n − 1), and F be a subdirect sum
of L and 〈D〉. The algebra F has only splitting extensions in AP̃ (1, n).

Proof. Let F̂ be a subalgebra of AP̃ (1, n) such that π(F̂ ) = F . Up to an O(n − 1)
automorphism one can assume that F̂ contains the generator

X1 = G1 +
n∑
ν=0

ανPν + γD (γ = 0).

Clearly,

exp

(
n∑
µ=0

bµPµ

)
·X1 · exp

(
−

n∑
µ=0

bµPµ

)
= G1 + γD + (α0 − γb0 + b1)P0+

+(α1 + b0 − bn − γb1)P1 + (αn + b1 − γbn)Pn +
n−1∑
i=2

(αi − γbi)Pi.

We put

α0 − γb0 + b1 = 0, α1 + b0 − bn − γb1 = 0,
αn + b1 − γbn = 0, αi − γbi = 0 (i = 2, . . . , n− 1).

(5.1)

The determinant of coefficients by b0, b1, and bn is equal to −γ3. Since γ = 0 then
the systems (5.1) has a solution. Therefore one can assume that X1 = G1 + γD. Let
a = 1,

Xa = Ga +
n∑
µ=0

αµPµ + δD.

Since

[X1,Xa] = −(α0 − αn)P1 − α1M + γ
∑
αµPµ,

[X1,Xa] − γXa = −γGa − γδD − (α0 − αn)P1 − α1M,

we shall assume that

Xa = Ga + αM + βP1 + δD.

Then

[X1,Xa] = (γα− β)M + γβP1 (2 ≤ a ≤ k).

If γα− β = 0 then we shall consider that α = 0, β = 0. Since

[X1, [X1,Xa]] = −2γβM + γ2βP1,

then F̂ containtsM−γP1, −2M+γP1 and whenceM,P1 ∈ F̂ . That is why Ga+δD ∈
F̂ .
Let γα−β = 0. If β = 0 then P1 ∈ F̂ . Since [X1, P1] = [G1 +γD, P1] = −M +γP1

then M ∈ F̂ and therefore Ga + δD ∈ F̂ . If β = 0 then α = 0. It proves that F is a
splitting algebra. The proposition is proved.
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The record F : W1, . . . ,Ws means that we deal with the subalgebras W1 ⊂+F , . . .,
Ws ⊂+F .
In virtue of Propositions 4.4 and 5.1 we conclude that the subalgebras of the

algebra M ⊂+D possessing a nonzero projection onto 〈D〉 are exhausted with respect
to P̃ (1, n) conjugation by the following algebras [see notations (4.2)]:

〈D〉 : 0, Φ(i), V2(s, t) (i = 0, 1, . . . , n− 1, s = 0, 1, t = s, s+ 1, . . . , n);
〈G1 + α1D, . . . , Gk + αkD, βD〉 : 0, Φ(i), Ω(k), V2(k + 1, t),
Φ(i) ⊕ V2(k + 1, t), Ω(k) ⊕ V2(k + 1, t), Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j),
Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕ V2(k + j + 1, s) (k = 1, . . . , n− 1, i = 0, 1, . . . , k,
t = k + 1, . . . , n− 1, r = 0, 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , k − r,

s = k + j + 1, . . . , n− 1).

These algebras must then be simplified using transformations contained in the nor-
malizer of each algebra in the group of O(1, n) automorphisms. If, for example, the
normalizer contains exp(θJ12) then instead of 〈G1 + α1D, G2 + α2D〉 we can take
〈G1 + α1D, G2〉.
Proposition 5.2. Let L be a subalgebra of AO(n), and F be the subdirect sum of L
and 〈D〉. The algebra F possesses only the splitting extensions in AP̃ (1, n).

Proposition 5.2 is proved by virtue of Propositions 2.1 and 3.2.

Proposition 5.3. Let L1 be a subalgebra of AO(n − 1), L2 = 〈D, J0n〉 or L2 =
〈D + γJ0n〉, where γ = 0, γ2 = 0, 2γ + 1 = 0. If F is a subdirect sum of the
algebras L1 and L2 then every subalgebra F̂ of the algebra K with the property
ξ(F̂ ) = F is conjugated to the algebra (W1 +W2) ⊂+F , where W1 ⊂ U , W2 ⊂ V1 =
〈G1, . . . , Gn−1〉.
Proof. Let L2 = 〈D, J0n〉. On the basis of Propositions 2.2 and 5.1 algebra F̂ contains
the elements

X1 = J0n +
n∑
i=0

αiPi, X2 = D +
n−1∑
j=1

βjGj .

Since [X1,X2] =
∑
γiPi −

∑
βjGj then D +

∑
γiPi ∈ F̂ . Therefore one can suppose

that D ∈ F̂ . Whence J0n ∈ F̂ and F ⊂ F̂ .
Let L2 = 〈D + γJ0n〉. Since [D + γJ0n, Pa] = Pa, [D + γJ0n, Ga] = −γGa (a =

1, . . . , n − 1), then by virtue of Proposition 5.2 one can admit that F̂ contains the
subdirect sum of F and subalgebra of the algebra 〈P0, Pn〉. Evidently

exp(θ0P0 + θnPn) · (D + γJ0n + α0P0 + αnPn) · exp(−θ0P0 − θnPn) =
= D + γJ0n + (α0 − θ0 + γθn)P0 + (αn + γθ0 − θn)Pn.

Since γ2 = 1, then coefficients by P0, Pn can be transformed into zero. On the basis
of the conditions γ2 = 1, [D + γJ0n, F̂ ∩ M] ⊂ F̂ ∩ M it is not difficult to get that
F ⊂ F̂ .
Let W = F̂ ∩ M, Y =

∑
δaGa +

∑
ρiPi ∈W . Since

[D + γJ0n, Y ] = −γ
∑

δaGa − γ(ρ0Pn + ρnP0) +
∑

ρiPi
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and γ2 = 1 then one can assume that Y =
∑
δaGa + ρ0P0 + ρnPn. By the direct

calculations we find that

[D + γJ0n, Y ] = −γ
∑

δaGa + (ρ0 − γρn)P0 + (ρn − γρ0)Pn,

[D + γJ0n, [D + γJ0n, Y ]] =

= γ2
∑

δaGa + (γ2ρ− 2γρn + ρ0)P0 + (γ2ρn − 2γρ0 + ρn)Pn.

The determinant ∆ constructed by the coefficients of
∑
δaGa, P0, Pn in Y and the

vectors received is equal to γ(2γ + 1)(ρ2
n − ρ2

0). If ∆ = 0 then
∑
δaGa, P0, Pn ∈ W .

If ∆ = 0 then ρn = ±ρ0. When ρn = ρ0 we get that

[D + γJ0n, Y ] − (1 − γ)Y = −
∑

δaGa.

If ρn = −ρ0 then

[D + γJ0n, Y ] − (1 + γ)Y = (−2γ − 1)
∑

δaGa.

The proposition is proved.

Proposition 5.4. The subalgebras of the algebra M ⊂+〈J0n,D〉 containing J0n or
having the property that their projection F onto 〈J0n,D〉 coincides with 〈D + γJ0n〉,
where γ = 0, γ2 = 1, 2γ + 1 = 0, are exhausted with respect to P̃ (1, n) conjugation
by the following algebras [see notation (4.2)]:

F : 0, Φ(a), Ω(a), V2(1, d) (a = 0, 1, . . . , n− 1, d = 1, . . . , n− 1);
(G1, . . . , Gk) ⊂+F : 0, Φ(i), Ω(k), V2(k + 1, t), Φ(i) ⊕ V2(k + 1, t),
Ω(k) ⊕ V2(k + 1, t), Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j), Φ(r) ⊕ Λr+1,k+1(j) ⊕ V2(k + j + 1, s)
(i = 0, 1, . . . , k, t = k + 1, . . . , n− 1, r = 0, 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , k − r,

s = k + j + 1, . . . , n− 1, k = 1, . . . , n− 1).

The proof of Proposition 5.4 is based on Proposition 5.3.

Proposition 5.5. Let L1 be a subalgebra of AO(n − 1), L2 = 〈2D − J0n〉, F a
subdirect sum of L1 and L2, and F̂ such subalgebra of K that ξ(F̂ ) = F . The
algebra F̂ is conjugated to the algebra W ⊂+F , where W ⊂ M and satisfies the
following condition: if Y ∈ W and projection of Y onto V1 = 〈G1, . . . , Gn−1〉 is
equal to

∑
δaGa then W contains

∑
δaGa + ρP0 and ρM or

∑
δaGa + ρ(P0 − Pn).

Proposition 5.6. Let L1 be a subalgebra of AO(n − 1), L2 = 〈D + J0n + γM〉
(γ ∈ {0, 1}), and F the subdirect sum of L1 and L2. If a subspace W of the space
M is invariant under F then W = W1 +W2, where W1 ⊂ U , W2 ⊂ V1.
The proof of Propositions 5.5 and 5.6 is similar to that of Proposition 5.3.
Let θ = (γ0 − γn)/2. Since

exp(θP0) · (D + J0n + γ0P0 + γnPn) · exp(−θP0) = D + J0n +
1
2
(γ0 + γn)M,

then further we shall suppose that the projection of the algebra F̂ ⊂ AP̃ (1, n) onto
〈D + J0n, P0, Pn〉 contains D + J0n +αM , where α ∈ {0, 1}. Proposition 5.6 gives the
considerable information on the structure of such algebras.
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Proposition 5.7. Let L1 be a subalgebra of AO(n − 1), L2 = 〈D − J0n + γP0〉
(γ ∈ {0, 1}), and F the subdirect sum of the algebras L1 and L2. If a subspace W of
the space M is invariant under F , then W contains its own projection onto 〈P0, Pn〉
and [L1,W ] ⊂W , [γP0,W ] ⊂W .
Proof. On the basis of Proposition 4.3 [Li,W ] ⊂ W (i = 1, 2). Let M̃ = {Y ∈
M|[L1, Y ] = 0}, and W̃ be a projection of W onto M̃. It is easy to see that the matrix
diag [2, 0] is the matrix of the operator D − J0n in the basis P0 + Pn, P0 − Pn of
the space 〈P0, Pn〉 and in the basis of the space M|〈P0, Pn〉 the matrix of the same
operator is the unit one. Whence by Lemma 3.1 we conclude that W̃ contains its own
projection onto 〈P0, Pn〉. It remains for us to note that for arbitrary

Y =
n−1∑
j=1

(αjPj + βjGj)

we have [D − J0n + γP0, Y ] = Y + [γP0, Y ]. The proposition is proved.
Proposition 5.8. Let F be a subalgebra of the algebra AO(1, n) generated by J0n

and Ga, where a runs through some subset I of the set {1, 2, . . . , n − 1}. If F̂
is a subalgebra of AP (1, n) with π(F̂ ) = F , then within the conjugation with
respect to the group of translations the algebra F̂ contains elements Ga (a ∈ I) and
J0n +

∑
δiPi (i = 1, . . . , n− 1).

Proposition 5.9. Let L be a subalgebra of the algebra AP (1, n), X = Jab + δJ0n +
βPc, Y = Gc +

∑
γiPi (i = 1, . . . , n), where β = 0, δ = 0, and a, b, and c are

different numbers of {1, 2, . . . , n− 1}. If X,Y ∈ L then L contains Gc.
Theorem 5.1. Let L be an Abelian subalgebra of the algebra K and ε(L) = 0. If
ε(L) = 〈J0n〉 then L is P̃ (1, n) conjugated to the subdirect sum of algebras L1, L2,
〈J0n〉, where L1 ⊂ AH(2d), L2 = 0, or L2 = 〈P2d+1, . . . , P2d+s〉. If ε(L) = 〈D〉 then
L is P̃ (1, n) conjugated to the subdirect sum of L1, L2, 〈D〉, where L1 ⊂ AH(2d),
L2 = 0 or L2 = 〈G2d+1, . . . , G2d+s〉. If ε(L) = 〈D, J0n〉 or ε(L) = 〈D + γJ0n〉, where
γ = 0, γ2 = 1 then L is P̃ (1, n) conjugated to the subdirect sum of algebras ε(L)
and L1 ⊂ AH(2d). If ε(L) = 〈D + J0n〉, then L is conjugated to the subdirect sum of
the algebras L1, L2, L3, where L1 ⊂ AH(2d), L2 ⊂ 〈M〉, L3 = 〈J0n + D〉.
Proof. If ε(L) = 〈J0n〉 then in view of Propositions 2.2 and 4.3 the algebra L
contains its own projection onto 〈M,P0 − Pn, G1, . . . , Gn−1〉. Since [J0n, Ga] = −Ga,
[J0n,M ] = −M , [J0n, P0 − Pn] = P0 − Pn then this projection is equal to zero.
Therefore L is the subdirect sum of L1 ⊂ AH(2d) and L2 ⊂ 〈P2d+1, . . . , Pn−1〉. If
L2 = 0 then by Witt’s theorem L2 is conjugated to 〈P2d+1, . . . , P2d+s〉.
If ε(L) = 〈D〉 then in virtue of Propositions 4.3 and 5.2 the projection of L onto

U is equal to 0.
If ε(L) = 〈D, J0n〉 or ε(L) = 〈D + γJ0n〉, where γ = 0, γ2 = 1, 2γ+ 1 = 0, then by

Proposition 5.3 the algebra L is conjugated to the subdirect sum of the algebras ε(L)
and L1 ⊂ AH(2d). With ε(L) = 〈2D − J0n〉 Proposition 5.5 is applicable.
Let ε(L) = 〈D− J0n〉. On the basis of Propositions 2.2 and 4.3 the projection of L

onto 〈G1, . . . , Gn−1〉 is equal to 0. Applying the O(1, n) automorphism corresponding
to the matrix diag [1, . . . , 1,−1] we get that ε(L) = 〈D + J0n〉. According to Proposi-
tion 5.2 the projection of L onto 〈P1, . . . , Pn−1〉 is equal to 0. Since [J0n+D, P0+Pn] =
0, [J0n + D, P0 − Pn] = 2(P0 − Pn) then by Propositions 2.1 and 4.3 the projection of
L onto 〈P0, Pn〉 belongs to 〈P0 + Pn〉. The theorem is proved.
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Corollary 1. The maximal Abelian subalgebras of the algebra K with the condi-
tion ε(K) = 0 are exhausted with respect to P̃ (1, n) conjugation by the following
algebras:

AH(n− 1) ⊕ 〈J0n,D〉, AH(n− 1) ⊕ 〈M,J0n,D〉,

AH(2d) ⊕ 〈P2d+1, . . . , Pn−1, J0n〉,

AH(2d) ⊕ 〈G2d+1, . . . , Gn−1,D〉 (d = 0, 1, . . . , [(n− 2)/2]).

The written algebras are not conjugated mutually.
Corollary 2. Let n ≥ 3, Xt = α1J12 + α2J34 + · · · + αtJ2t−1,2t; α1 = 1, 0 < α2 ≤
· · · ≤ αt ≤ 1; t = 1, . . . , [(n−1)/2]; s = 1, . . . , [(n−2)/2]; α > 0. The one-dimensional
subalgebras of the algebra K with the condition ε(K) = 0 are exhausted with respect
to P̃ (1, n) conjugation by the following algebras:

〈J0n〉; 〈D〉; 〈D + αJ0n〉; 〈J0n + P1〉; 〈D +G1〉; 〈D + J0n +M〉;

〈Xt + αD + βJ0n〉 (β ≥ 0); 〈Xt + αJ0n〉; 〈Xt + α(D + J0n +M)〉;

〈Xt +G2s+1 + αD〉; 〈Xs + P2s+1 + αJ0n〉.

The written algebras are not conjugated mutually.
Proposition 5.10. The one-dimensional subalgebras of the algebra P̃ (1, n) are ex-
hausted wtih respect to the P̃ (1, n) conjugation by the one-dimensional subalgebras
of the algebra K and the following algebras:

〈J12 + β1J34 + · · · + βn/2−1Jn−1,n + γD〉,

〈J12 + β1J34 + · · · + βn/2−1Jn−1,n + P0〉,

where n ≡ 0 (mod 2), γ ≥ 0, 0 < β1 ≤ · · · ≤ βn/2−1 ≤ 1.

6. Subalgebras of the algebras AP̃ (1, 4)
In this section we make use of the previous results to provide a classification of

all subalgebras of AP̃ (1, 4) with respect to P̃ (1, 4) conjugation.
Let F̂ be an subalgebra of AP̃ (1, 4) such that π(F̂ ) = F . An expression F̂ + W

means that W is a subspace of U , [F,W ] ⊂ W , and F̂ ∩ U ⊂ W . As concerns the
algebras F̂ +W1, . . . , F̂ +Ws we will use the notation F̂ : W1, . . . ,Ws.

Lemma 6.1. Let α, β, γ ∈ R, α > 0, β ≥ 0, γ = 0, and F run through the full
system of representatives of the classes of O(1, 4)-conjugated subalgebras of the
algebra AO(1, 4) [4]. The subalgebras of the algebra AO(1, 4) ⊕ 〈D〉 are exhausted
with respect to Õ(1, 4) conjugation by the algebras F , F ⊕ 〈D〉 and the following
algebras:

〈J12 + αD〉; 〈J12 + cJ34 + αD〉 (0 < c ≤ 1); 〈J04 + αD〉; 〈J12 + cJ04 + αD〉 (c > 0);
〈G3+D〉; 〈G3−J12+αD〉; 〈J12+αD, J34+βD〉; 〈J04+αD, J12+βD〉; 〈J04, J12+αD〉;
〈G3 + D, J12 + βD〉; 〈G3, J12 + αD〉; 〈G1 + D, G2; 〈G3, J04 + γD〉;
〈G3, J12 + cJ04 + γD〉 (c > 0); 〈G3, J04 + γD, J12 + βD〉; 〈G3, J04, J12 + αD〉;
〈G1, G2, J12 + αD〉; 〈G1, G2, J04 + γD〉; 〈G1, G2, J12 + cJ04 + γD〉 (c > 0);
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〈G1 + D, G2, G3〉; 〈G1, G2, G3 − J12 + αD〉; 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉;
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34 + γD〉; 〈G1, G2, J12 + αD, J04 + δD〉;
〈G1, G2, J12, J04 + γD〉; 〈G1, G2, G3 + D, J12 + βD〉; 〈G1, G2, G3, J12 + αD〉;
〈G1, G2, G3, J04 + γD〉; 〈G1, G2, G3, J12 + cJ04 + γD〉 (c > 0);
〈J12, J13, J23, J04 + αD〉; 〈G1, G2, G3, J12 + αD, J04 + δD〉;
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 + γD〉.
Lemma 6.1 is proved with the Goursat method [25] and the result on the classifi-

cation of subalgebras of the algebra AO(1, 4) [4].

Theorem 6.1. Let ∆(Γ) be the system of representatives of the classes of conjugated
subalgebras of the algebra AÕ(1, 4) (respectively, AO(1, 4)) found in Lemma 6.1.
The splitting subalgebras of the algebra AP̃ (1, 4) are exhausted with respect to
P̃ (1, 4) conjugation by the following algebras:

(1) W ⊂+F , where F ∈ Γ, W ⊂ U , and [F,W ] ⊂W ;
(2) W ⊂+F̂ , where F̂ ∈ ∆ and the projection of F̂ onto AO(1, 4) coincides with

F , F ∈ Γ;
(3) 〈J12, J34 + αD〉: 〈P1, P2〉, 〈P0, P1, P2〉 (α > 0);
(4) 〈G1 + αD, G2 + βD〉: 〈M,P1〉, 〈M,P1 + ωP3〉, 〈M,P1, P3〉, 〈M,P1 + ωP3, P2〉

(ω > 0, α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 = 0);
(5) 〈G1 + αD, G2 + βD, G3,M, P1〉 (α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 = 0);
(6) 〈G1 + αD, G2, G3 + βD,M, P1, P2〉 (α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 = 0).

Proof. Let F̂ be the subdirect sum of F ∈ Γ and D, and W a subspace of U
invariant under F̂ . Then [F,W ] ⊂ W and on the contrary, if [F,W ] ⊂ W then
[F̂ ,W ] ⊂ W . Therefore we can use the results on the classification of the splitting
subalgebras of AP (1, 4) [9]. Only the cases of the algebras F̂ ∈ ∆ simplified by
O(1, 4) automorphisms demand an additional consideration. Such algebras correspond
to the algebra F coinciding with 〈J12, J34〉, 〈G1, G2〉, or 〈G1, G2, G3〉. If, for example,
F̂ = 〈G1 + α1D, G2 + α2D, G3 + α3D〉 then this algebra must be simplified using
transformations contained in the normalizer of 〈M,P1〉, 〈M,P1, P2〉, respectively, in
the group of O(1, 4) automorphisms. The theorem is proved.
We conceive the classification of nonsplitting subalgebras of AP̃ (1, 4) with respect

to P̃ (1, 4) conjugation by virtue of the known classification of the nonsplitting sub-
algebras of AP (1, 4) with respect to P (1, 4) conjugation [11]. The application of the
automorphism exp(θD) allows us to substitute one of the continuous parameters by
the translation generators onto 1.
Let (i1, . . . , iq) = 〈Pi1 , . . . , Piq 〉; (aωb) = 〈Pa + ωPb〉 (ω > 0); (04) = 〈M〉.

Theorem 6.2. The nonsplitting subalgebras of the algebra AP̃ (1, 4) are exhausted
with respect to P̃ (1, 4) conjugation by the nonsplitting subalgebras of the algebra
AP (1, 4) and the following algebras:

〈J04 − D + P0〉: 0, (1), (04), (1,2), (04,1), (1,2,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J12 + c(J04 − D + P0)〉: 0, (04), (3), (04,3), (1,2), (1,2,3), (04,1,2), (04,1,2,3)

(c > 0);
〈J04 + D +M,J12 + αM〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3) (α > 0);
〈J04 + D, J12 +M〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3); 〈J04 + D +M,J12〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈J04 − D + P0, J12 + αP0〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3) (α ≥ 0);
〈J04 − D, J12 + P0〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
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〈J04 − 2D, G3 + P0〉: (04), (04,1), (04,1ω3), (04,3), (04,1ω3,2), (04,1,2), (04,1,3),
(04,1,2,3);

〈J04 − 2D, G3 +P0 −P4〉: 0, (1), (1,2); 〈J04 −D, G3 +P1〉: 0, (04), (04,3), (0,3,4);
〈J04 − D, G3 + P2〉: (1), (04,1), (04,1ω3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈G3 + αP1, J04 − D + P0,M, P3〉 (α > 0); 〈J04 − D + P0, G3 + αP2,M, P1, P3〉

(α > 0);
〈G3, J04 − D + P0〉: (04,3), (04,1,3), (04,1,2,3); 〈G3, J04 + D +M〉: 0, (1), (1,2);
〈G3 + P0, J12 + c(J04 − 2D)〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3) (c > 0);
〈G3 + P0 − P4, J12 + c(J04 − 2D)〉: 0, (1,2) (c > 0);
〈G3, J12 + c(J04 −D+P0)〉: (04,3), (04,1,2,3); 〈G3, J12 + c(J04 +D+M)〉: 0, (1,2);
〈G3 + P0, J12, J04 − 2D〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈G3 + P0 − P4, J12, J04 − 2D〉: 0, (1,2);
〈G3, J12 + αP0, J04 − D + P0〉: (04,3), (04,1,2,3) (α ≥ 0);
〈G3, J12 + P0, J04 − D〉: (04,3), (04,1,2,3);
〈G3, J12 + αM, J04 + D +M〉: 0, (1,2) (α ≥ 0); 〈G3, J12 +M,J04 + D〉: 0, (1,2);
〈G1, G2 + P0, J04 − 2D〉: (04,1), (04,1,2), (04,1,2ω3), (04,1,3), (04,1,2,3);
〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP3, J04 − D〉 (µ > 0, δ ≥ 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D〉;
〈G1, G2 + P2 + δP3, J04 − D〉 (δ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2, J04 − D, P3〉;
〈G1 +P2 + λP3, G2 −P1 + µP2 + δP3, J04 −D,M〉 (µ > 0, λ > 0 ∨ λ = 0, δ ≥ 0);
〈G1 + P2 + λP3, G2 − P1, J04 − D,M〉 (λ ≥ 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D,M〉;
〈G1 + λP3, G2 + P2 + δP3, J04 − D,M〉 (λ > 0 ∨ λ = 0, δ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1 + µP2, J04 − D,M, P3〉 (µ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2, J04 − D,M, P3〉;
〈G1 + P2, G2 − P1 + µP2, J04 − D,M, P3〉 (µ ≥ 0);
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3, J04 − D,M, P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2, J04 − D,M, P1〉 (β ≥ 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D,M, P1〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3, J04 − D,M, P1 + ωP3〉 (ω > 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2, J04 − D,M, P1 + ωP3〉 (ω > 0);
〈G1 + P3, G2, J04 − D,M, P1 + ωP3〉 (ω > 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D,M, P1, P2〉;
〈G1 +P2, G2, J04 −D,M, P1, P3〉; 〈G1, G2 +P3, J04 −D,M, P1 +ωP3, P2〉 (ω > 0);
〈G1+P3, G2, J04−D, P0, P1, P2, P4〉; 〈G1+βP3, G2, J04−D+P0,M, P1, P2〉 (β ≥ 0);
〈G1, G2, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, J04 + D + M〉; 〈G1, G2, J04 + D +

M,P3〉;
〈G1 + P2, G2 − P1, J12 + c(J04 − D)〉: (04), (04,3) (c > 0);
〈G1, G2, J12 + c(J04 − D + P0),M, P1, P2, sP3〉 (c > 0, s = 0, 1);
〈G1, G2, J12 + c(J04 + D +M)〉: 0, (3) (c > 0);
〈G1, G2, J12 + P0, J04 − D,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2, J12 +M,J04 + D〉: 0, (3);
〈G1, G2, J12 + δP0, J04 − D + P0,M, P1, P2, sP3〉 (δ ≥ 0, s = 0, 1);
〈G1 + P2, G2 − P1, J12, J04 − D,M, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2, J12 + αM, J04 + D +M〉: 0, (3) (α ≥ 0);
〈G1, G2, G3 + P0, J04 − 2D,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2 + P2, G3 + αP3, J04 − D〉; 〈G1, G2 + P2, G3 + αP3, J04 − D,M〉;
〈G1 +P2 + βP3, G2 −P1 + µP2 + γP3, G3 + βP1 + γP2 + δP3, J04 −D,M〉 (µ ≥ 0,

β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1, G3 + βP1 + δP3, J04 − D,M〉 (β ≥ 0);
〈G1 + βP2, G2 + P3, G3 − P2, J04 − D,M, P1〉 (β ≥ 0);
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〈G1 + βP2 + γP3, G2 +P3, G3 −P2 +µP3, J04 −D,M, P1〉 (µ > 0, β > 0 ∨ β = 0,
γ ≥ 0);

〈G1 + βP2 + γP3, G2, G3 + P3, J04 − D,M, P1〉 (β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2, G3, J04 − D,M, P1〉; 〈G1 + P3, G2, G3, J04 − D,M, P1, P2〉;
〈G1, G2, G3, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, G3, J04 + D +M〉;
〈G1, G2, G3 + P0, J12 + c(J04 − 2D),M, P1, P2, sP3〉 (c > 0, s = 0, 1);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + βP3, J12 + c(J04 − D),M〉 (c > 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, J12 + c(J04 − D),M, P3〉 (c > 0);
〈G1, G2, G3 + P3, J12 + c(J04 − D)〉: 0, (04);
〈G1, G2, G3, J12 + c(J04 + D +M)〉 (c > 0);
〈J12, J13, J23, J04 − D + P0〉: 0, (04), (1,2,3), (04,1,2,3);
〈G1, G2, G3 + P0, J12, J04 − 2D,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2, G3, J12 + P0, J04 − D,M, P1, P2, P3〉;
〈G1, G2, G3, J12 + δP0, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉 (δ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + βP3, J12, J04 − D,M〉;
〈G1 +P2, G2−P1, G3, J12, J04−D,M, P3〉; 〈G1, G2, G3 +P3, J12, J04−D〉: 0, (04);
〈G1, G2, G3, J12 +M,J04 + D〉; 〈G1, G2, G3, J12 + δM, J04 + D +M〉 (δ ≥ 0);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉;
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 + D +M〉.

7. Conclusions
The results of the present paper may be summarized in the following way.
(1) The maximal Abelian subalgebras of the algebra AP̃ (1, n) have been explicitly

found in Corollary 1 to Theorem 4.2 and Corollary 1 to Theorem 5.1.
(2) The full classification of one-dimensional subalgebras of algebra AP̃ (1, n) is

contained in Corollary 2 to Theorem 4.2, Corollary 2 to Theorem 5.1 and Proposition
5.10.
(3) The completely reducible subalgebras of AÕ(1, n) which possess only splitting

extensions in the algebra AP̃ (1, n) have been picked out. We have established in
Theorem 3.1 that the description of the splitting subalgebras F̂ of AP̃ (1, n) whose
projection F onto AÕ(1, n) does not have any invariant isotropic subspaces in the
space of translations or annul such subspaces, could be reduced to the description of
the irreducible parts of the algebra F .
(4) A number of assertions on the subalgebras of the algebra U ⊂+K ′ has been

proved where K ′ is the normalizer of 〈P0 +Pn〉 in AÕ(1, n). These assertions concern
the following matters: The splittability of all extensions of the subalgebra L ⊂ K ′ in
AP̃ (1, n) or in some other algebras (Propositions 4.1, 4.2, 5.1, and 5.2); the decompo-
sition of invariant subspaces into a direct sum of its projections onto certain subspaces
(Propositions 5.3, 5.5, 5.6, 5.7, and 5.8); the explicit description of some classes of
the conjugated subalgebras of the algebra AP̃ (1, n) (Theorem 4.1, Propositions 4.4
and 5.4).
(5) The full classification with respect to P̃ (1, 4) conjugation of the nonsplitting

subalgebras of AP̃ (1, 4) which are nonconjugate to the subalgebras of AP (1, 4) has
been carried out.

Note added in proof: In Refs. [26–28] the subalgebras of the algebra AP (1, n)
were used to construct the exact solutions of many-dimensional nonlinear d’Alembert
and Dirac equations. The invariants of subgroups of the generalized Poincaré group
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P (1, n) were constructed in Ref. [29]. A number of general results on continuous
subgroups of pseudoorthogonal pseudounitary groups had been obtained [30].
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The symmetry and exact solutions of some
multidimensional nonlinear equations
of mathematical physics
W.I. FUSHCHYCH

We discuss exact solutions of some nonlinear equations obtained in collaboration
with Shtelen W.M., Serov M.I., Zhdanov R.Z. (Institute of Mathematics, Kiev).
We consider the following equations:
— The nonlinear wave equation

pµp
µu+ F1(u) = 0, (0.1)

u = u(x) scalar, x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ R(1, n), F1(u) twice differentiable, pµ =
i∂/∂xµ.
— The generalized Monge–Ampere equation

det(uµν) = F2(x, u, u
1
),

uµν =
∂2u

∂xµ∂xν
, u

1
=
{
∂u

∂x0
,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

}
,

(0.2)

F2 smooth. With F2 = 0, we get the Monge–Ampere equation used in differential
geometry and, especially at present, in quantum field theory.
— The multidimensional hyperbolic analog of the Euler–Lagrange equation for

minimal surfaces or the Born–Infeld equation

�u(1 − uνu
ν) + uµνu

µuν = 0,

uνu
ν =

(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

− · · · −
(
∂u

∂xn

)2

.
(0.3)

— The nonlinear Schrödinger equation(
p0 − p2

a

2m

)
u+ F3(u)u = 0, (0.4)

m is a parameter, u = u(x0, . . . , xn) is a complex function.
– The nonlinear Dirac equation[

iγµ∂µ + F4(Ψ̄Ψ)
]
Ψ = 0, (0.5)

γµ are 4 × 4 Dirac matrices, Ψ, Ψ̄ spinors, F4 smooth and depending on ΨΨ̄. The
special case[

iγµ∂µ + λ
(Ψ̄γµΨ)γµ

[(Ψ̄γνΨ)Ψ̄γνΨ]1/3

]
Ψ = 0 (0.6)

Proceedings of the XV International Conference on “Differential Geometric Methods in Theoretical
Physics”, Eds. H.D. Doebner, J.D. Hennig, World Scientific, Singapore – New Jersey – Hong Kong, 1987,
P. 544–549.



176 W.I. Fushchych

can be considered as a conformally invariant analog of the Dirac–Heisenberg equation
for a spinor field.
If we require these equations to be invariant with respect to a group larger than the

Poincaré or the Galilei group, a special form is imposed on F and we can construct
a whole family of solutions from known ones from such a symmetry.
We denote by P̃ (1, n) the extended Poincaré group, i.e. the Poincaré group P (1, n)

and scale transformations, and by AP̃ (1, n) its Lie algebra.

§ 1. The symmetry
To construct solutions of (0.1)–(0.6) we need to know their symmetry properties.

Theorem 1. The wave equation (0.1) is invariant under P̃ (1, n) iff

F1(u) = λ1u
r, r = 1, (1.1)

F1(u) = λ2 exp(u), (1.2)

λ1, λ2, r constants.
The proof is given in [3]. (0.1) is in the case (1.1) and for r = n+3

n−1 invariant under
the conformal group C(1, n) ⊃ P (1, n).
Theorem 2. For F2 = 0 equation (0.2) is invariant under IGL(1, n+1), the group of
linear inhomogeneous transformations of R(1, n+1), and C(1, n+1), the conformal
group of R(1, n + 1). The basis elements of the corresponding Lie algebra have the
form

PA = igAB∂/∂xB , LAB = xAPB, A,B = 0, . . . , n+ 1, (1.3)

KA = xAD, D = ixAPa, xn+1 ≡ u, (1.4)

gAB is the metric tensor in R(1, n+ 1).
The Monge–Ampere equation is invariant, in particular under linear transforma-

tions which preserve the quadratic form

s2 = x2
0 − x2

1 − · · · − x2
n − u2

containing independing variables x and the depending variable u equally.

Theorem 3. Equation (0.2) with F2 = 0 is invariant under P̃ (1, n+ 1) iff

F2(u) = λ(1 − uνu
ν)

n−1
2 . (1.5)

Theorem 4. The maximal, in the sense of Lie, invariance group of the equation
(0.3) is P̃ (1, n+ 1).
Theorem 5. (0.4) is invariant under the extended Galilei group G̃(1, n) which in-
cludes G(1, n), scale and projective transformations, iff

F3 = λ|u|4/n. (1.6)

where n is the number of spatial variables.
Theorem 6. The nonlinear Dirac equation (0.5) is invariant under the conformal
group C(1, n) iff

F4(Ψ̄Ψ) = λ(Ψ̄Ψ)4/n. (1.7)
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All theorems listed above can be proved by Lie’s method. The proofs are as a rule
cumbersome, so we omit them.

§ 2. Solutions of nonlinear equations
To construct exact solutions of (0.1)–(0.6) we use the symmetry properties of the

equations. The solutions in question are multiparametrical and due to their symmetry
we use the following ansatz

u(x) = f(x)ϕ(ω) + g(x), (2.1)

where ϕ(ω) an unknown function depending on new variables (m = n− 1)

ω(x) = {ω1, ω2, . . . , ωm}
chosen from the invariants of the symmetry group of the equation. More precisely ω
and f , g are determined from the equations

dx0

A0
=
dx1

A1
= · · · =

dxn
An

=
du

B
, (2.2)

where Aµ, B are functions defining infinitesimal transformations of the invariance
group

x′µ = xµ + εAµ, u′ = u+ εB,

Aµ = cµνx
ν + dµ, B = au+ b,

where cµν , dµ, a, b are group parameters. Variables ω are just the first integrals of
(2.2).
In the special case that ϕ depends on one variable, the partial differential equation

for u reduces to an ordinary differential equation for ϕ. Solutions of this ODE give
through (2.1) solutions of the original PDE.
Below we list some simple solutions of (0.1)–(0.6).
1. The nonlinear wave equation

�u+ λur = 0, r = 1, (2.3)

u(x) =
{
−λ

2
(
1 − k2

) [
(βνyν)2 + yνyν

]} 1
1−k

,

βνβν = −1, yν = xν + aν ;

(2.4)

u(x) =
{
λ

2
(
1 − k2

)
ανy

νβσyσ

} 1
1−k

,

αναν = βνβν = 0, ανβν = −1;

(2.5)

u(x) = [F (ανxν) + βνxν ]
2

1−k , βνβ
ν = −λ

2
(1 − k)2

1 + k
= 0, (2.6)

F arbitrary smooth, aν , αν , βν are constants satisfying the above conditions. (2.4)–
(2.6) give a family of solutions of equation (2.3). As it is seen from (2.4)–(2.6), for
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k > 1 the solutions have a singularity at λ = 0 and cannot be obtained by a standard
perturbation method.
2. Solutions of the Monge–Ampere equation
For det(uµν) = 0 arbitrary smooth functions

u = ϕ(ω1, ω2, . . . , ωn−1), ωk = αkνx
ν , (2.7)

αk = (αk0 , . . . , α
k
n) arbitrary constant vectors, are solutions. Additional solutions in

explicit and in implicit form are

u = (αµxµ)2 − α2x2, α2 ≡ α2
0 − α2

1 − · · · − α2
n; (2.8)

u = x2/(α · x), α · x ≡ ανx
ν ; (2.9)

ανx
ν − αn+1u = ϕ2(βνxν − βn+1u), (2.10)

ϕ2 is smooth, βν are parameters;

u = σ−1(x, u)
[
(α · x)2 − α2x2

]
, σ(x, u) = 1 + bµx

µ − bn+1u. (2.11)

3. Solutions of the generalized Euler–Lagrange equation
For �u(1 − uνu

ν) + uµνu
µuν = 0 the function

u = ϕ(ανxν) + βνx
ν (2.12)

is a solution, where ϕ is smooth, and the parameters satisfy the following conditions

ανβ
ν + ανα

ν(1 − βσβ
σ) = 0.

A solution in implicit form is

ανx
ν − αn+1u = ϕ(βνxν − βn+1u),(

ανα
ν − α2

n+1

) (
βσβ

σ − β2
n+1

)− (αµβµ − αn+1βn+1)2 = 0.
(2.13)

4. Solutions of the nonlinear Dirac equation[
iγµ∂µ + λ(Ψ̄Ψ)k

]
= 0. (2.14)

Consider the case k = 1/3, then eq. (2.14) is invariant under C(1, 3). To reduce eq.
(2.14) to the system of ODE we use the ansatz

Ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (2.15)

where A(x) is a 4 × 4 matrix, ϕ(ω) is a four-component function, depending on one
invariant variable ω. More specifically

A(x) = (γνxν)(xµxµ)−2, (2.16)

ω = βνxν(xµxµ)−1, βνβν > 0. (2.17)

(2.15)–(2.17) reduces (2.14) to the following system of ODE

dϕ

dω
= iλ(βνβν)−1(ϕ̄ϕ)1/3(γ · β)ϕ. (2.18)
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Solving eq. (2.18), we get the following solution of (2.14)

Ψ(x) = (γ · x)(xνxν)−2 exp{iλκ(γ · β)ω)χ =

= (γ · x)(xνxν)−2

[
cos(λκβω) + i

γ · β
β

sin(λκβω)
]
χ,

(2.19)

where χ is a constant spinor, β = (βνβν)1/2, κ = (χ̄χ)1/3(βνβν)−1. (2.19) is confor-
mally invariant.
In the same way solutions of nonlinear Schrödinger, Navier–Stokes, Liouville equa-

tions have been constructed [1, 2, 3, 6]. We can even solve PDE’s which are nonin-
variant with respect to P (1, 3), e.g.

�u =
(
λ0

x0

)2(
∂u

∂x0

)2

+
(
λ1

x1

)2(
∂u

∂x1

)2

+
(
λ2

x2

)2(
∂u

∂x2

)2

+
(
λ3

x3

)2(
∂u

∂x3

)2

,(2.20)

where λ0, λ1, λ2, λ3 are parameters, xµ = 0. This reduces with the Lorentz-invariant
ansatz u = ϕ(x2) to an ODE

ω
d2ϕ

dω2
+ 2

dϕ

dω
= λ2

(
dϕ

dω

)2

, ω = x2 ≡ xνxν .
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Как расширить симетрию
дифференциальных уравнений?
В.И. ФУЩИЧ

Предложен простой способ расширения симметрии дифференциальных уравнений.

1. Лиевский критерий инвариантности. Рассмотрим в четырехмерном про-
странстве R(1, 3) систему нелинейных дифференциальных уравнений (ДУ) в ча-
стных производных

L(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

n
) = 0, (1)

где вектор u ≡ (u1, u1, . . . , un), x ∈ R(1, 3), u
1
≡
(
∂u
∂x0

, ∂u∂x1
, ∂u∂x2

, ∂u∂x3

)
, u
k
, k = 1, r —

совокупность всевозможных производных r-го порядка.
Согласно Ли уравнение (1) инвариантно относительно оператора

Q = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ ηk(x, u)

∂

∂uk
, (2)

если виполняется следующее условие:

Q̃L = λ0(x, u, u
1
, . . . , u

k
)L или Q̃L

∣∣∣
L=0

= 0, (3)

где Q̃ — соответствующее число раз продолженный оператор Q, λ0 — произволь-
ная дифференциальная функция (более подробно см., например, [1–3] ). Условие
(3) назовем лиевским критерием инвариантности уравнения (1). Более общее опре-
деление инвариантности введено в [4, 5], которое дало возможность обнаружить
новые симметрии уравнений Максвелла, Дирака, Ламе [6].
Хорошо известно, что если уравнение обладает нетривиальной симметрией, то

это свойство существенно для явного построения широких классов точных реше-
ний нелинейвых дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП).
Многие ДУЧП обладают довольно узкой группой инвариантности. Поэтому весьма
существенно указать конструктивные способы расширения симметрии уравнений.
В настоящее время интенсивно развиваются два направления решения этой

проблемы. Одно из них состоит в разработке новых методов исследования сим-
метрийных свойств ДУЧП (см. библиографию в [6]), позволяющих обнаружить
как локальные, так и нелокальные симметрии. Другое направление наметилось в
работах [3, 6–10], где изучается симметрия не всех решений ДУ, а только неко-
торых подмножеств решений. В неявном виде, как теперь стало ясно, эта идея
заложена, в частности, в методе разделений переменных и, конечно, использова-
лось без привлечения теоретико-алгебраических методов многими исследователя-
ми прошлого века. Ниже именно это второе направление будет обсуждаться.

Симметрия и решения нелинейных уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1987, C. 4–16.
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На конкретных примерах будет указан способ расширения симметрии ДУЧП.
Как будет видно из дальнейшего, он очевидным образом обобщается и на другие
ДУ.
2. Уравнение Максвелла. Рассмотрим систему уравнений Максвелла

∂ �E

∂t
= rot �H,

∂ �H

∂t
= −rot �E, (4)

�E, �H — векторы напряженностей электромагнитного поля.
Операторы, порождающие преобразования Лоренца, имеют вид

J0a = x0pa − xap0 + S0a, P0 = i
∂

∂x0
, Pa = −i ∂

∂xa
, (5)

S0a = iSa — 6×6-матрицы, реализующие соответствующее представление алгебры
Ли группы SU(2) [6].
Записав матрицы Sa через Ek, Hl и ∂

∂Ek
, ∂
∂Hl

и представив (4) в виде (1) [6]

LΨ = 0, L =
∂

∂t
− iσ2SaPa, (6)

можно убедиться, что

J̃0aL = λaL или J̃0aL
∣∣∣
L
= 0, a = 1, 2, 3. (7)

В (6) вектор-столбец Ψ = (E1, E2, E3,H1,H2,H3). Для уравнения (4) J̃0a = J0a.
Условие (7) означает, что система (4) неинвариантна относительно операторов
{J0a}, а следовательно, уравнение (2) не инвариантно относительно группы Ло-
ренца O(1, 3). Действие операторов {J0a} на L можно записать в виде

Q̃L = λ0(x, u, u1, . . . , ur)L+ λ1(x, u, u1, . . . , ur)L1, λ1 = 0, (8)

где Q̃ — любой из операторов {J̃01, J̃02, J̃03}. Отсюда видно, что если на множество
решений наложить дополнительное условие

L1(x, u, u1, . . . , ur) = 0, (9)

тo система (4) будет инвариантна относительно операторов {J0a}. Для системы
(4) эти дополнительные условия имеют вид

div �E = 0, div �H = 0. (10)

Таким образом, уравнения (4) в совокупности с дополнительными условиями (10)
инвариантны относительно алгебры Ли AO(1, 3) группы O(1, 3). Обобщая понятие
инвариантности, введенное в [6–10] и приведенные только что рассуждения, Н.И.
Серов и автор ввели понятие условной инвариантности ДУ.

Определение. Систему уравнений (1) назовем условно инвариантной, если она
инвариантна относительно оператора Q при дополнительном условии (9) и

Q̃L1 = λ2(x, u, u1, . . . , uk)L+ λ3(x, u, u1, . . . , uk)L1, (11)

λ1, λ2 — произвольные дифференцируемые функции.
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В данном определении, конечно, предполагается, что система (1), (9) совме-
стна. Очевидно, что не всякое дополнительное условие (уравнение) расширяет
симметрию исходного уравнения. Поэтому важно научиться строить такие допол-
нительные условия, чтобы симметрия всей системы была шире, чем симметрия
исходного уравнения (1).
3. Условная инвариантность систем гиперболического и параболического

типов. Система гиперболических уравнений второго порядка

� �E = �0, �E = {E1, E2, E3}, � =
∂2

∂t2
− ∆,

� �H = �0, �H = {H1,H2,H3}
(12)

инвариантна относительно конформных операторов

Kµ = 2xµD − xνx
νPµ + 2xνSµν , D = xµP

µ + 2i, (13)

где Sµν — матрицы, реализующие представление алгебры AO(1, 3).
Однако, система (12) условно инвариантна относительно операторов (13). В

этом случае дополнительное условие (9) является системой уравнений Максвелла
(4), (10). Подробное доказательство этого факта дано в [6].
Рассмотрим систему линейных уравнений параболического типа

LΨ = 0, L = p0 − papa
2m

,

p0 = i
∂

∂x0
, pa = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, 3.

(14)

Ψ = {Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn} — вектор-функция, m — параметр.
Уравнения (14) условно инвариантны относительно операторов из расширенной

алгебры Галилея AG(1, 3)

Ga = tpa −mxa + qa,

A = tD − t2p0 +
1
2
m�x 2 − �q�x, D = 2rp0 − �x�p+ q0,

(15)

если на решения Ψ положить дополнительные условия

L3Ψ = 0, L4Ψ = 0,

L3 = q0 − 3
2
i− �q�p

m
, L4 = q21 + q22 + q23 .

(16)

В (15), (16) матрицы q0, �q удoвлeтвopяют коммутационным соотношениям

[qa, qb] = 0, [q0, qa] = iqa.

В [7] доказано, что уравнения (16) являются необходимыми и достаточными
условиями того, чтобы система (14) была инвариантна относительно операторов
(15).
4. Расширение симметрии ураввения Даламбера. Хорошо известно, что ма-

ксимальной (в смысле С. Ли) локальной группой инвариантности линейного вол-
нового уравнения

�u(x) = 0, x = (x0, x1, . . . , xn), (17)
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является конформная группа C(1, n). В [11] доказано, что если на решения u(x)
наложить условия

∂u

∂xµ
· ∂u
∂xµ

= 0, (18)

то переопределенная система (17), (18) инвариантва относительно бесконечномер-
ной алгебры с операторами

Q = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
,

ξµ = c00xµ + cµν(u)xν + dµ(u), η(x, u) = η(u),
(19)

где c00(u), cµν(u), η(u) — произвольные гладкие функции от зависимой переменной
u(x).
Итак, уравнение Даламбера условно инвариантно относительно бесконечномер-

ной алгебры (19). Такое существенное расширение симметрии волнового урав-
нения приводит к уникальному свойству нелинейной системы (17), (18): если
u1 — решение (18), (19), то и произвольная гладкая функция от этого решения
Φ(u1) = u2 является решением (17), (18).
5. Условная инвариантность уравнения четвертого порядка. Рассмотрим

уравнение(
∂

∂x0
+ ∆

)(
∂

∂x0
− ∆

)
u = 0. (20)

Применяя метод Ли к уравнению (20), можно показать, что оно неинвариантно
относительно алгебры Галилея AG(1, 3). Уравнение (20) является дифференциаль-
ным следствием уравнения теплопроводности(

∂

∂x0
− ∆

)
u = 0, u ≡ u(x), (21)

которое, как известно, инвариантно относительно преобразований Галилея. При-
чина сужения симметрии уравнения (20), по сравнению с уравнением (21), связа-
на с тем, что множество решений уравнения (20) шире, чем множество решений
уравнения (21). Однако, если на u(x) наложить дополнительное условие в виде
уравнения Гамильтона–Якоби

∂u

∂x0
+

∂u

∂xa
· ∂u
∂xa

= 0, a = 1, 2, 3, (22)

то система (21), (22) будет инвариантна относительно галилеевских операторов
вида

Ga = upa − 1
2
xap0.

Отметим, что эти операторы порождают необычные преобразования Галилея.
Итак, уравнение (20) условно инвариантно относительно алгебры Галилея. Бо-

лее подробно этот вопрос изучен в [12].
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6. Расширение симметрии нелинейного уравнения теплопроводности. Не-
линейное уравнение

∂u

∂x0
+

∂

∂xa

{
c(u)

∂u

∂xa

}
= 0, c(u) = const, (23)

не инвариантно относительно преобразований Галилея, а следовательно, для него
не выполняется принцип относительности Галилея [9], т.е. уравнение (23) неин-
вариантно относительно операторов

Ga = x0
∂

∂xa
+ µ(u)xa

∂

∂u
, a = 1, 2, 3, (24)

где µ(u) — произвольная гладкая функция от u(x).
Чтобы расширить симметрию нелинейного уравнения теплопроводности до груп-

пы Галилея, достаточно дополнить (24) уравнением типа Гамильтона–Якоби

∂u

∂x0
+

1
2µ(u)

∂u

∂xa
· ∂u
∂xa

= 0, (25)

причем

µ(u) =
u

2c(u)
. (26)

Аналогичным способом можно расширить симметрию уравнений

∂2u

∂x2
0

= C(x, u, u
1
)∆u, (27)

которое широко применяется в нелинейной акустике, в теории нелинейных волн.
Более подробно эти результаты будут обсуждаться и опубликованы в работе

Н.И. Серова и автора.
7. О некоторых нерешенных задачах. В этом пункте укажем несколько задач,

которые представляются автору важными для развития и применения теоретико-
алгебраических методов.
1. Описать дифференциальные уравнения (дополнительные условия) первого и

второго порядка

F1(x, u, u
1
, u
2
, aµν , F0), u = u(x0, x1, x2, x3), (28)

которые расширяют симметрию уравнения

aµν(x, u, u
1
)

∂2u

∂xµ∂xν
+ F0(x, u, u

1
) = 0 (29)

до групп: O(1, 3), P (1, 3), C(1, 3), P (1, 4), C(1, 4). F0, F1, aµν — гладкие функции.
Рассмотреть отдельно случай двумерных уравнений {x = (x0, x1)} и описать все
уравнения (28), (29), инвариантные относительно бесконечномерной алгебры с
оператором

Q = {f(x0 + x1) + g(x0 − x1)} ∂

∂x0
+ {f(x0 + x1) − g(x0 − x1)} ∂

∂x1
,



Как расширить симетрию дифференциальных уравнений? 185

где f и g — произвольные функции.
2. Исследовать групповые свойства и построить решения следующих уравне-

ний:

�u+ F0(x, u, u
1
) = 0, (Kµu)(Kµu) = λ,

Kµ = 2xµD − xνx
νpµ + λ1, D =

1
2
(xαpα + pαxα) + λ2;

(30)

�u+ F0(x, u, u
1
) = 0,

(Jµνu)(Jµνu) = λ3, Jµν = xµpν − xνpµ,
(31)

где λ1, λ2, λ3 — произвольные константы. Рассмотреть волновое уравнение (30) с
дополнительным условием: D2u(x) = λ.
3. Описать системы дополнительных условий (уравнений) первого порядка,

расширяющих симметрию уравнений параболического типа

∂u

∂x0
+ Clk(u, u

1
)
∂2u

∂xl∂xk
+ F0(u, u

1
) = 0. (32)

Рассмотреть в качестве дополнительного условия уравнение первого порядка

a0(x, u)
∂u

∂x0
+ akl(x, u)

∂u

∂xk
· ∂u
∂xl

+ bk(x, u)
∂u

∂xk
= 0.

4. Исследовать групповые свойства и построить семейства частных решений
нелинейного уравненяя Дирака

γµp
µΨ = F (Ψ̄Ψ)Ψ (33)

совместно с одним из следующих дополнительных условий:

aΨ̄Ψ + bΨ̄γ4Ψ = 0, (34)

a(Ψ̄γµΨ)2 + b(Ψ̄γ4γµΨ)2 = 0, (35)

a
∂(Ψ̄Ψ)
∂xµ

· ∂(Ψ̄Ψ)
∂xµ

+ b
∂(Ψ̄γ4Ψ)
∂xµ

· ∂(Ψ̄γ4Ψ)
∂xµ

= 0, (36)

a, b — произвольные постоянные.
Рассмотреть случаи: F (Ψ̄Ψ) = m = const, F (Ψ̄Ψ) = 0, Ψ — четырехкомпонен-

тный спинор.
5. Исследовать симметрию и построить точные решения уравнений

�Ψ +
(
F (Ψ̄Ψ),

∂Ψ
∂xµ

)
Ψ = 0 (37)

с дополнительными условиями

a
∂(Ψ̄γµΨ)
∂xµ

+ b
∂(Ψ̄γ4γµΨ)

∂xµ
= 0, (38)

a(Ψ̄Ψ) + b(Ψ̄γ4Ψ) = 0. (39)
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6. Провести теоретико-алгебраический анализ системы уравнений

(γµwµ + wµγµ)Ψ + F (Ψ̄Ψ)Ψ = 0,

wµ = {w0, �w} = {w0, w1, w2, w3}, w0 = �p �J = p1J1 + p2J2 + p3J3,

Ji = εiklJkl, �w = p0
�J − (�p× �N), �N = (J01, J02, J03),

Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , Sµν =
i

4
(γµγν − γνγµ),

(40)

7. Описать пуанкаре-инвариантные и конформно-инвариантные первого и вто-
рого для спинора Ψ, предполагая, что ток

jµ = a(Ψ̄γµΨ) + b(Ψ̄γ4γµΨ) + c(Ψ̄pµΨ) + d(Ψ̄wµΨ)

удовлетворяет уравнению непрерывности ∂jµ
∂xµ

= 0, a, b, c, d — произвольные кон-
станты.
8. Исследовать групповые свойства и построить частные решения систем че-

тырех дифференциальных уравнений первого порядка

γµγνJ
µνΨ + λ(Ψ̄Ψ)kΨ = 0,

Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , Sµν =
i

4
[γµ, γν ].

9. Построить семейства точных решений уравнений второго порядка

�Ψ = F

(
Ψ̄Ψ,

∂Ψ̄
∂xα

,
∂Ψ
∂xβ

)
Ψ

с дополнительным условием

Ψ̄γµpµΨ = a(Ψ̄Ψ) + b(Ψ̄γµΨ)2 + c(Ψ̄γ4γµΨ)2,
(Ψ̄wµΨ)(Ψ̄wµΨ) = λ(Ψ̄Ψ).

Рассмотреть случаи: F = −m2, F = (Ψ̄Ψ)r, m, r, b, c — произвольные константы.
10. С помощью следующих потенциалов (Bµ, ϕ):

Fµν = KµBν −KνBµ, Kµ = 2xµD − xνx
νpµ + λ1,

Fµν = Jµνϕ, Jµν = xµpν − xνpµ, ui = εiklJklϕ,

построить семейства точных решений уравнений для электромагнитногo поля и
для поля Эйлера–Навье–Стокса

∂ui
∂t

+ ul
∂ui
∂xl

+ λ∆ui = 0, i, k, l = 1, 2, 3.

11. Описать анзацы вида

u = f(x)ϕ(ω) + g(x),

которые редуцируют уравнения второго порядка

aµν(x, u, u
1
)

∂2u

∂xµ∂xν
+ F (x, u, u

1
) = 0 (41)
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к обыкновенным ДУ. Важно рассмотреть случаи, когда уравнение (41) не инва-
риантно ни относительно групп P (1, 3), C(1, 3), ни относительно подгрупп этих
групп. Нетривиальные примеры таких уравнений приведены в [9, 10].
12. Исследовать симметрию и построить классы точных решений следующих

систем уравнений:

Dt
�E = rot �H, Dt

�H = −rot �E,

Dt ≡ ∂

∂t
+ λ1Ek

∂

∂xk
+ λ2Hk

∂

∂xk
;

DνFµν = 0, Dν =
∂

∂xν
+ Fνα

∂

∂xα
, µ = 0, 3;

DαFµν +DµFνα +DνFαµ = 0.

Рассмотреть случаи, когда λ1 = λ2 = 1; λ1 = 1, λ2 = 0; λ2 = 1, λ1 = 0. При-
веденные уравнения можно рассматривать как нелинейное обобщение уравнений
Максвелла. При этом, конечно, следует добавить к первой системе уравнений
условие неразрывности: div �E = 0, div �H = 0.
13. Провести подробно теоретико-алгебраический анализ переопределенных

уравнений

�u+ F1(x, u, u
1
) = 0, (42)

{bµν(x, u)Jµν + cµ(x, u)Pµ + dµ(x, u)Kµ + e(x, u)D}F2(x, u) = 0, (43)

�u+ F3(x, u, u
1
) = 0, (44)

aµν(x, u)
∂u

∂xµ

∂u

∂xν
= F4(x, u), (45)

Jµν = xµPν − xνPµ, Pµ = igµν
∂

∂xν
,

Kµ = 2xµ − xνx
νPµ, D =

1
2
(xµPµ + Pµx

µ).

Описать функции F1, F2, F3, F4, aµν , bµν , cµ, dµ, e, при которих уравнения (42)–
(45) инвариантны относительньно групп C(1, 3), C(1, 4), P (1, 3), P (1, 4) и их по-
дгрупп. Если удастся при некоторых конкретных функциях F2, bµν , . . . решить
уравнение (43), то это даст нам анзацы для решения нелинейного волнового урав-
нения (42), которые не могут быть получены с помощью метода С. Ли. В том
случае, когда уравнение (42) инвариантно относительно операторов Pµ, Jµν , Kµ,
D, а функции bµν , cµ, dµ, e являются постоянными, уравнение (43) дает нам ли-
евские анзацы для нахождения инвариантных решений уравнения (42). Решения
уравнения (43) приводят к нелиевским анзацам для волнового уравнения (42).
При этом, конечно, необходимо, чтобы система (42), (43) была совместной.
14. Исследовать симметрию и построить первые интегралы для обыкновенной

системы дифференциальных уравнений

dxµ
dτ

= xµF1(x, Ψ̄Ψ) + (Ψ̄γµΨ)F2(x, ẋ),

γµP
µΨ = F3(Ψ̄Ψ)Ψ.
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Приведенная система ОДУ описывает движение классической частицы в спинор-
ном поле Ψ . Рассмотреть случай, когда F3(Ψ̄Ψ) = m = const.
15. Описать все системы ОДУ вида

m(�v, �E, �H)
d�v

dt
= �xF1(x,�v, �E, �H) + �vF2(x,�v, vecE, �H)+

+ �EF3(x,�v, �E, �H) + �HF4(x,�v, vecE, �H),
(46)

инвариантные относительно групп P (1, 3), G(1, 3) и их расширений (C(1, 3),
P (1, 4), C(1, 4), G(1, 4)). В (46) �v = d�x

dt , x = (t, x1, x2, x3), �v = (v1, v2, v3), �E,
�H — векторы электромагнитного поля.
16. Существуют ли нетривиальные решения для спинорного поля

pµp
µΨ + F (Ψ̄Ψ, Ψ̄γµpµΨ)Ψ = 0,

для которых

∂Fµν
∂xν

= λΨ̄γµΨ, Fµν = λ1Ψ̄[γµ, γν ]Ψ,

∂Fµν
∂xα

+
∂Fνα
∂xµ

+
∂Fαµ
∂xν

= 0

или

pαp
αAµ + pµ(pνAν) = m2Aµ +AµF (Ψ̄Ψ), Aµ = λΨ̄γµΨ,

или

pαp
αu = m2u+ F (u), u = λ(Ψ̄Ψ),

λ, λ1 — произвольные параметры.
17. Иссследовать симметрийные свойства и построить решения интегро-диффе-

ренциального уравнения для спинора

p0Ψ =
(
p2
1 + p2

2 + p2
3 +m2

)1/2
Ψ + F (Ψ̄Ψ)Ψ (47)

с дополнительными нелинейными условиями:

Ψ̄γµpµΨ = λΨ̄Ψ; Ψ̄(1 − γ4)Ψ = 0. (48)

Рассмотреть отдельно случай: F = 0, λ = m. В этом случае решения линейного
уравнения Дирака (с положительной энергией) удовлетворяют уравнению (47) и
первому нелинейному условию (48).
18. Исследовать пространства с такими метриками:(

xµ + λ1
∂u

∂xµ
+ λ2xν

∂2u

∂xν∂xµ

)(
xµ + λ1

∂u

∂xµ
+ λ2xα

∂2u

∂xα∂xµ

)
= F1(x, u),

u — скалярная функция,{
xµ + λ1Ψ̄γµΨ + λ2

∂(Ψ̄Ψ)
∂xµ

}{
xµ + λ1Ψ̄γµΨ + λ2

∂(Ψ̄Ψ)
∂xµ

}
= F2(x,Ψ),

(xµ + λ1γµΨ + λ2pµΨ)(xµ + λ1γ
µΨ + λ2p

µΨ) = F3(x, Ψ̄Ψ).
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Рассмотреть случаи: F1 = const, F2 = const; F1 = x2 ± u2, F2 = x2 ± (Ψ̄Ψ),
F3 = x2 ± (Ψ̄Ψ).
19. Исследовать симметрию и построить классы точных решений систем:

pµp
µu1 = F1(u1, u2),

pµp
µu2 = F2(u1, u2),

(pµu1)(pµu2) = const,
pµu1p

µu1 = m1, pµu2p
µu2 = m2, pµu1p

µu2 = m3.

20. Провести детальный теоретико-алгебраический анализ уравнений

1
2
(γµwµ + wµγµ)Ψ = λΨ, wµ =

1
2
εµναβP

νJαβ ,

{γµPµ + λγµ(Ψ̄wµΨ)}Ψ = 0,

Проанализировать случай, когда Ψ матрица 4 × 4. Обычно Ψ — столбец из 4
функций.
21. Исследовать симметрию и построить решения дифференциальных нера-

венств:

(p0u)2 − (pau)(pau) > 0;

p0u >
{
(p1u)2 + (p2u)2 + (p3u)2

}1/2
, p0u > 0.
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О симметрии и точных решениях
многомерных нелинейных волновых
уравнений

В.И. ФУЩИЧ

Мемуар Н.М. Крылова и Н.Н.Боголюбова [1] открыл широкую перспективу
для конструктивного исследования нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений. В 1955 г. вышла в свет основополагающая монография Н.Н. Боголю-
бова и Ю.А. Митропольского [2], в которой развиты и математически обоснованы
асимптотические методы решения нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений. Обобщению и применению асимптотических методов к нелинейным
дифференциальным уравнениям в частных производных (ДУЧП) посвящена ра-
бота Ю.А. Митропольского и Б.И. Мосеенкова [3]. Идеи и методы, развитые в
указанных работах, играют первостепенную роль в современной нелинейной ма-
тематической физике.
В настоящей статье приведены некоторые результаты по изучению симметрий-

ных свойств и построению семейств частных решений многомерных нелинейных
волновых уравнений.
В дальнейшем будем следовать такой схеме [4, 5]: выделим из множества вол-

новых ДУЧП такие, которые обладают высокой симметрией, а затем построим
их решения (аналитическими или приближенными методами). Нас будут инте-
ресовать не отдельные решения того или иного уравнения, а семейство (класс,
многообразие) его решений.
Линейные и нелинейные ДУЧП с нетривиальной симметрией обладают важным

свойством: если известно хотя бы одно их частное решение, то с помощью группо-
вых преобразований можно построить целое семейство точных решений. Именно
этим свойством нелинейных уравнений будем пользоваться в дальнейшем.
1. Рассмотрим уравнение

u0 = F (x, u, u
1
), x ∈ R(1, n), x = (x0, . . . , xn), u ≡ u(x),

u0 = ∂u/∂x0, u
1

= (∂u/∂x1, . . . , ∂u/∂xn).
(1)

где F — произвольная гладкая функция. Обозначим символом P̃ (1, n) расши-
ренную группу Пуанкаре — группу вращений и сдвигов в R(1, n), дополненную
группой масштабных преобразований; AP̃ (1, n) — алгебра Ли группы P̃ (1, n).

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно алгебры AP̃ (1, n) с бази-
сными элементами

pA = igAB∂/∂xB , JAB = xApB − xBpA, A,B = 0, n+ 1,
D = xApA = x0p0 − xapa − upn+1, pn+1 = −i∂/∂u, xn+1 = u, a = 1, n

(2)

Укр. мат. журн., 1987, 39, № 1, C. 116–123.
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только в том случае, когда

F (x, u, u
1
) = ±(uiui + 1)1/2, i = 1, n, uiui =

∂u

∂xi

∂u

∂xi
. (3)

Доказательство этой теоремы [6] сводится к решению сильно переопределен-
ной системы ДУЧП для функции F (x, u, u

1
). Решением этой системы являются

функции (3).

Следствие 1. Уравнение Гамильтона

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
=
(
∂u

∂x0

)2

− ∂u

∂xi

∂u

∂xi
= m2, m2 = 1, (4)

инвариантно относительно алгебры AP̃ (1, n+ 1).

2. Рассмотрим волновое уравнение второго порядка

�u+ F (x, u) = 0, � = ∂2/∂x2
0 − ∂2/∂x2

1 − · · · − ∂2/∂x2
n. (5)

Теорема 2. Уравнение (5) инвариантно относительно алгебры AP̃ (1, n) только
в таких двух случаях:

F (x, u) = F1(u) = λ1u
r, r = 1, (6)

F (x, u) = F2(u) = λ2 expu, (7)

где λ1, λ2, r — произвольные константы.

Доказательство теоремы см. в [7]. Приведенные теоремы показывают, что есте-
ственным критерием отбора (выделения) довольно узкого класса нелинейных ДУ-
ЧП из всего множества уравнений является принцип инвариантности (симметрии)
[4–7].

Замечание 1. Уравнение (5) с нелинейностью (7) в двумерном пространстве R(1, 1)
инвариантно относительно бесконечномерной алгебры Ли, содержащей в качестве
подалгебры алгебру AP̃ (1, 2). Эта симметрия дала возможность построить общее
решение уравнения (5), (7) [4, 5, 7]

u(x0, x1) = ln
{ −8f ′1(x0 + x1)f ′2(x0 − x1)
λ2[f1(x0 + x1) + f2(x0 − x1)]2

}
, (8)

где λ1, f2 — произвольные гладкие функции, f ′ — производная по соответствую-
щему аргументу.

Замечание 2. Все решения двумерного уравнения (5), (7) имеют непертурбаци-
онный характер (решения (8) имеют сингулярность в точке λ2 = 0), поэтому к
уравнению неприменимы методы малого параметра. Для волнового уравнения со
степенной нелинейностью (6) такой результат не обнаружен. Более того, многие
частные решения уравнения (5), (6) аналитичны по λ1 [4, 7].

Замечание 3. При r = (n+3)/(n+1) уравнение (5), (6) инвариантно относительно
конформной алгебры AC(1, n) ⊃ AP̃ (1, n) [8].
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3. Выясним, какие уравнения описывают нелинейную теплопроводность. При-
нято считать, что нелинейные процессы теплопроводности и диффузии описываю-
тся нелинейными ДУЧП вида

∂u

∂x0
=

∂

∂xk

{
C(u)

∂u

∂xk

}
+ F (u), x0 ≡ t, k = 1, 3. (9)

В случае, когда F (u) = 0, C(u) = const, уравнение (9), как показал еще С. Ли,
инвариантно относительно группы Галилея. Групповой анализ нелинейного урав-
нения (9) (при F (u) = 0) осуществил Л.В. Овсянников [9]. В [5] обращено вни-
мание на следующее свойство уравнений (9): ни одно нелинейное уравнение из
класса (9) не инвариантно относительно преобразований Галилея, т.е. для урав-
нений (9) (F (u) = 0, C(u) = const) не выполняется принцип относительности
Галилея. Поэтому для построения математической модели нелинейных процессов
теплопроводности и диффузии необходимо решить следующую задачу [5]: описать
эволюционные уравнения

u0 + F (x, u, u
1
, u
2
) = 0, u0 = ∂u/∂x0, x0 ≡ t (10)

инвариантные относительно группы Галилея G(1, n) и ее расширений. Если число
простоанственных переменных n ≤ 3, то галилеевски-инвариантные уравнения
полностью описывает следующая теорема.

Теорема 3. Уравнение (10) инвариантно относительно группы Галилея только
в таких случаях:

1) при n = 1

F = λuiui + Φ1(v1), v1 = ∆u = u11; (11)

2) при n = 2

F = λuiui + Φ2(v1, v2), v2 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣ = u11u22 − u12u12,

v1 = ∆u = u11 + u22;
(12)

3) при n = 3

F = λuiui + Φ3(v1, v2, v3), v1 = ∆u,

v2 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ u11 u13

u13 u33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ u22 u23

u23 u33

∣∣∣∣ , v3 = det ‖uij‖,
(13)

где Φ1, Φ2, Φ3 — произвольные гладкие функции.
Доказательство теоремы 3 получено Серовой М.М. и автором [5]. Если алгебру

AG(1, n) дополнить операторами, которые порождают масштабные и проективные
преобразования, то функции Φ1, Φ2, Φ3 конкретизируются, т.е. класс допустимых
галилеевски-инвариантных уравнений (10) сильно сужается. Например, в двумер-
ном случае [5] F = λuiui + α1(v1 − 4v2)1/2, i = 1, 2.
Таким образом, ДУЧП второго порядка, описывающие нелинейные пространс-

твенные процессы теплопроводности и диффузии, имеют вид (10), (13). Далее,
на примере волнового уравнения (5), (6) покажем, как строить некоторые классы
точных решений нелинейных ДУЧП.
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4. Для построения частных решений ДУЧП используем анзац

u(x) = f(x)ϕ(ω) + g(x), (14)

предложенный в [4]. С помощью этого анзаца построены широкие классы то-
чных решений многих нелинейных уравнений математической физики. В (14)
ϕ(ω) — функция, подлежащая определению, зависит от инвариантных перемен-
ных ω(x) = {ω1, . . . , ωn}. Явный вид функций f(x), g(x) определяется из усло-
вия “разделения” переменных, т.е. из требования, чтобы в уравнение для ϕ(ω)
не входили явно переменные (x0, . . . , xn). Инвариантные переменные {ω1, . . . , ωn}
являются первыми интегралами соответствующего уравнения Эйлера–Лагранжа
[4, 7]. По алгебре инвариантности ДУЧП строится уравнение Эйлера–Лагранжа.
Число неэквивалентных анзацев зависит от размерности алгебры инвариантности
уравнения.
Формула (14), конечно, не исчерпывает все возможные анзацы для данно-

го уравнения. Так, широкий класс частных решений уравнений Гамильтона (4),
Монжа–Ампера [10, 11] можно найти в неявном виде, используя анзац [4, 5]

W (u) = f(x)ϕ(ω) + g(x), (15)

где W (u) — произвольная гладкая функция от u, ω = ω(x, u).
Рассмотрим волновое уравнение (5) с нелинейностью (6) в пространстве

R(1, 3). Если реализовать приведенный алгоритм для уравнения (5), (6), то один
из возможных анзацев (14) имеет следующий явный вид:

u(x) =
[
(cx)2 + (dx)2

]2/(1−r)
ϕ(ω1, ω2, ω3), r = 1, ω1 =

ax

bx
,

ω3 =
[
(cx)2 + (dx)2

]
((ax) · (bx))−1, ω2 = ln

[
(cx)2 + (dx)2

]
+ 2θ arctg

cx

dx
,

a2 = −b2 = −c2 = −d2 = 1, ab = ac = ad = bc = bd = cd = 0,

a2 = a2
0 − a2

1 − a2
2 − a2

3, ab = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3,

ax = 0, bx = 0, dx = 0.

(16)

Анзац (16) редуцирует уравнение (5), (6) к ДУЧП с переменными коэффици-
ентами(

1 + ω2
1

) ∂2ϕ

∂ω2
1

− 4
(
1 + θ2

) ∂2ϕ

∂ω2
2

+ ω2
3

[
ω3

(
ω−1

1 − ω1

)− 4
] ∂2ϕ

∂ω2
3

−

−2ω2
3

(
1 + ω2

1

) ∂2ϕ

∂ω1∂ω3
− ω3

∂2ϕ

∂ω2∂ω3
− 2ω3ω

2
1

∂ϕ

∂ω1
+ 4k

∂ϕ

∂ω2
−

−k2ϕ+ λ1ϕ
2 = 0, k = 2/(r − 1).

(17)

Найти частные решения уравнения (17) трудно, поэтому нужно редуцировать
его к уравнению с двумя независимыми переменными, а затем полученное ДУЧП
редуцировать к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ). Переход
к ОДУ можно осуществить и непосредственно из уравнения (17), если предполо-
жить, например, что ϕ зависит только от одной переменной ω1. В ряде случаев не-
линейные ОДУ удается решить аналитически [4–7] или построить приближенные
решения с помощью метода Крылова–Боголюбова–Митропольского [12]. Заметим,
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что некоторые редуцированные уравнения обладают значительно высшей симме-
трией, чем исходное уравнение. Этот факт свидетельствует о новых возможностях
для конструктивного построения широких классов решений.
Приведем два многопараметрических семейства точных решений уравнения Да-

ламбера (5) с нелинейностью (6), полученных по указанной схеме

u =
[
(aνxν)2 + bνx

ν · cνxν
]1/(1−r)

, (18)

где параметры a, b, c удовлетворяют условиям

aνb
ν = aνc

ν = bνb
ν = cνc

ν = 0, ν = 0, n− 1,
2aνaν = bνb

ν = λ1(r − 1)2(r − 3)−1, r = 3, r = 1;

u = [Φ(aνxν) + bνx
ν ]2/(1−r) , (19)

причем aνaν = aνb
ν = 0, bνbν = − 1

2λ1(1 − r)2(1 + r)−1, r = −1, Φ — произвольная
гладкая функция.
Формула (19) задает решение уравнения (5), (6) через произвольную фун-

кцию Φ, поэтому ее можно использовать для изучения соответствующей начальной
или граничной задачи.
Эффективная реализация анзаца (14) для нелинейных систем ДУЧП типа Ди-

рака и Максвелла–Дирака осуществлена в работах [13, 14].
5. Приведем несколько простых приемов, позволяющих строить семейство ча-

стных решений нелинейных пуанкаре-инвариантных ДУЧП. Ради конкретности
рассмотрим уравнение Даламбера (5) с кубической нелинейностью. Перейдем от
ДУЧП к ОДУ посредством вычеркивания слагаемых ∂2u/∂x2

1, ∂
2u/∂x2

2, ∂
2u/∂x2

3

в уравнении (5). Тогда получим

∂2u/∂x2
0 + λF (u) = 0, F (u) = u3. (20)

Уравнение (20) имеет, помимо хорошо известных решений в классе эллиптических
функций, простое частное решение

u1(x) = i

√
2
λ
x−1

0 , λ = 0. (21)

Воспользовавшись преобразованиями из группы Лоренца x′µ = aµνx
ν , размножим

решения (21) до решений, зависящих от всех переменных (x0, x1, x2, x3):

u2 = i

√
2
λ

(aµxµ)−1, aµa
µ = 1. (22)

Использовав конформные преобразования

x′µ = σ−1
(
xµ + cµx

2
)
, u′(x′) = σu(x), σ = 1 + 2cνxν + c2x2, (23)

расширим решения (22) до семипараметрического семейства решений u3 = σ−1u2

(xµ → x′µ). Очевидно, что уравнению (5) можно сопоставить, например, ОДУ вида
∂2u/∂x2

1 +λF (u) = 0, F (u) = u3. В этом случае получим такие семейства решений
конформно-инвариантного уравнения (5):

ũ2 =

√
2
λ

(aαxα)−1, aαa
α = −1, (24)
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ũ3 = σ−1ũ2(xµ → x′µ). (25)

Следует отметить, что размножать решения ДУЧП можно не только с помощью
преобразований, образующих группу Ли. Например, уравнение

�u+ λ(xαxα)−1u = 0 (26)

не инвариантно относительно конформных преобразований (23), но инвариантно
относительно инверсии

xµ → x′µ = xµ/x
2, x2 = 0. (27)

Преобразование (27) не образует группу Ли. Если u1 — решение уравнения (26),
то новое решение u2 строится по формуле

u2 =
1
x2
u1

(
xµ → xµ

x2

)
. (28)

Формулу (28) можно рассматривать как обобщение известной теоремы Кельвина
для уравнения Лапласа на линейные и нелинейные волновые уравнения. Опи-
санный прием пригоден также и для отыскания частных решений галилеево-
инвариантных уравнений (10) [15].
Другой способ построения частных решений ДУЧП состоит в замене много-

мерного уравнения (5) системой двумерных ДУЧП вида

∂2u/∂x2
0 − ∂2u/∂x2

1 + F (u) = 0, (29)

∂2u/∂x2
2 + ∂2u/∂x2

3 = 0. (30)

Двумерную систему (29), (30) легче решить, чем исходное многомерное уравне-
ние (5). Построив частные решения системы, размножим их до неразмножаемых
относительно групп P̃ (1, 3) или C(1, 3). В случае, когда F (u) = λ expu, все реше-
ния уравнения (29) имеют вид (8). Подставив (8) в (30), получим уравнение для
определения двух произвольных функций f1 и f2. Если F (u) = sinu, уравнение
(29) имеет, как хорошо известно, солитонные решения.

Замечание 4. Неразмножаемые решения уравнений (5)–(7) относительно групп
G(1, 3), P (1, 3) и C(1, 3) можно использовать для квантования нелинейных вол-
новых уравнений. Один из возможных путей состоит в следующем: разложить
пуанкаре-инвариантное семейство решений уравнения (5) в интеграл Фурье, а за-
тем, как и в случае линейных уравнений, воспользоваться хорошо известными
приемами.
6. В предыдущих пунктах для отыскания частных решений существенно ис-

пользована симметрия ДУЧП. Естественно поставить следующий вопрос: возмо-
жна ли редукция многомерного ДУЧП в случае, когда уравнение не обладает
симметрией? Для положительного ответа на этот вопрос нужно построить уравне-
ние, которое, например, не инвариантно относительно группы Лоренца O(1, 3), но
допускает редукцию относительно лоренц-инвариантного анзаца. Такие уравнения
построены И.М. Цифрой и автором. Одно из них имеет вид

�u = (λ0/x0)2(∂u/∂x0)2 + (λ1/x1)2(∂u/∂x1)2+
+(λ2/x2)2(∂u/∂x2)2 + (λ3/x3)2(∂u/∂x3)2,

(31)



196 В.И. Фущич

где λ0, . . . , λ3 — произвольные параметры, xµ = 0. Уравнение (31) не инвариантно
относительно преобразований из группы O(1, 3), но имеет лоренц-инвариантные
решения. Решения (31) ищем с помощью лоренц-инвариантного анзаца

u = ϕ(ω), ω = xµx
µ. (32)

Уравнение (31) после подстановки (32) редуцируется к ОДУ

4ωd2ϕ/dω2 + 8dϕ/dω = 4λ2(dϕ/dω)2. (33)

Частное решение уравнения (33) имеет вид

ϕ = − 2√
a2
arctg

ω√
a2

при λ2 = −a2 < 0,

ϕ = − 1√
a2

ln

∣∣∣∣∣
√
a2 + ω√
a2 − ω

∣∣∣∣∣ при λ2 = −a2 > 0.

Таким образом, уравнение (31), не обладающее лоренц-симметрией, имеет ло-
ренц-инвариантные решения. Этот факт обусловлен тем, что некоторые подмноже-
ства в множестве всех решений уравнения (31) имеют более широкую симметрию,
чем множество всех решений уравнения (31). В рассматриваемом примере допол-
нительное условие, выделяющее лоренц-инвариантные решения, имеет вид

Jµνu(x) = 0, Jµν = xµ∂/∂xν − xν∂/∂xµ, µ = 0, 3, (34)

Jµν — генератор группы O(1, 3). Вместо (34) можно использовать и менее жесткие
условия, например (Jµνu)(Jµνu) = 0 или JµνJµν = 0.
Уравнение (31) совместно с дополнительными условиями (34) инвариантно

относительно O(1, 3), т.е. уравнение (31) на множестве решений линейных урав-
нений (34) лоренц-инвариантно.
Все изложенное выше относительно конкретного уравнения (31) обобщается и

на случай произвольного ДУЧП

L(x, u, u
1
, u
2
) = 0. (35)

Пусть {Q̂A} — совокупность операторов из алгебры инвариантности уравнения
(35) [16], т.е. операторы {Q̂A}, A = 1, N , переводят решение в решение. В рас-
смотренном примере {Q̂A} = {Jµν} — набор шести операторов, задающих группу
Лоренца. Для построения алгебры инвариантности необходимо использовать обоб-
щенное условие инвариантности

Q̂AL(x, u, u
1
, u
2
)
∣∣∣L = 0

{Q̂Au} = 0

= 0, (36)

где {Q̂Au} = 0 — совокупность следующих уравнений:

Q̂Au = 0, DQ̂Au = 0, . . . , DnQ̂Au = 0, (37)

D — оператор полного дифференцирования. Если в уравнении (36) не учитывать
дополнительные уравнения (37), то обобщенное условие инвариантности совпадает
с классическим условием инвариантности С. Ли. Уравнения

DQ̂Au = 0, D2Q̂Au = 0 (38)
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представляют собой дифференциальные следствия из уравнения Q̂Au = 0. Уравне-
ния (38) можно интерпретировать как дифференциальные связи, наложенные на
исходное уравнение (35). Примером ДУЧП со связями может быть система

�u = 0, (39)

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= 0. (40)

В [17] с учетом обобщенного условия инвариантности (36) найдена бесконечно-
мерная алгебра инвариантности системы (39), (40). Использование классического
определения инвариантности к системе (39), (40) дает конечномерную алгебру ин-
вариантности. Многочисленные применения обобщенного условия инвариантности
к линейным уравнениям математической физики рассмотрены в [18].
В случае, когда операторы {Q̂A} являются дифференциальными операторами

первого порядка Q̂A = ξµA(x, u) ∂
∂xµ

+ ηA(x, u), µ = 0, n, первое уравнение из (37)
можно использовать для нахождения функций f(x), g(x) в анзаце (14) при реду-
кции ДУЧП к ОДУ, т.е.

Q̂Au = ξµA
∂

∂xµ
{f(x)ϕ(ω) + g(x)} + η{f(x)ϕ(ω) + g(x)} = 0.

Замечание 5. Приведем системы дифференциальных уравнений с нелинейными
связями, которые могут иметь физические приложения:

�Ψ = −m2Ψ,
∂ρ

∂t
=
{
∂ρ

∂xa

∂ρ

∂xa
±m2

}1/2

,

ρ = λ1

(
Ψ†

∂Ψ
∂t

− ∂Ψ†

∂t
Ψ
)

+ λ2Ψ†Ψ;

�Ψ = −m2Ψ,
∂jµ
∂xµ

= 0, jµ = F1(Ψ̄Ψ)Ψ̄γµΨ + F2(Ψ̄Ψ)Ψ̄γ4γµΨ,

где Ψ — четырехксмпонентный спинор, Ψ† — сопряженный спинор, F1 и F2 —
произвольные гладкие функции.

Замечание 6. Укажем еще один способ решения нелинейных систем уравнений,
например, вида

uν
∂uµ
∂xν

= 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3; Ψ̄γµΨ
∂Ψ
∂xµ

= 0.

Дополним эти уравнения линейными волновыми уравнениями

�uµ = 0, �Ψ = 0.

Построив широкие классы частных решений линейных уравнений и подставив
их в нелинейные, можно найти семейства точных решений исходной нелинейной
системы. При этом желательно, чтобы система нелинейного и линейного уравне-
ний имела нетривиальную симметрию и, конечно, была совместна.
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О векторных лагранжианах для
электромагнитного и спинорного полей

В.И. ФУЩИЧ, И.Ю. КРИВСКИЙ, В.М. СИМУЛИК

Vector Lagrange functions have been constructed and analyzed for the electromagnetic
fields 	E, 	H in terms of field strengths, for spinor fields Ψ and for system of interacting
fields ( 	E, 	H) and Ψ. The Noether’s theorem has been generalized in the case of vector
Lagrangians and the conserved quantities has been found for the electromagnetic and
spinor fields.

Построены и проанализированы векторные функции Лагранжа для электромагни-
тного поля в терминах наряженностей 	E, 	H спинорного поля Ψ, а также для системы
взаимодействующих полей ( 	E, 	H) и Ψ. Обобщена теорема Нетер на случай вектор-
ных лагранжианов, и вычислены сохраняющиеся величины для электромагнитного
и спинорного полей.

Введение
Поиск новых симметрии уравнений Максвелла и законов сохранения для эле-

ктромагнитного поля по-прежнему может приводить к обнаружению неизвестных
ранее свойств и закономерностей [1–3], которыми обладют эти замечательные
уравнения. В работах [4–9] эта задача решается в рамках лагранжева подхода
на основе различных функций Лагранжа для электромагнитного поля в терминах
напряженностей с использованием теоремы Нетер [10, 11] и ее обобщения [12, 13]
на случай нелиевских (негеометрических) симметрий, многочисленные примеры
которых приведены в [1–3].
Известны многие попытки [14–18] построения лагранжева подхода для электро-

магнитного поля в терминах напряженностей �E, �H электрического и магнитного
полей без привлечения потенциалов Aµ в качестве вариационных переменных.
Для поля напряженностей ( �E, �H) вариационный принцип сформулирован в [14]
в форме Гамильтона. В [15] выписана без какого-либо анализа простейшая фун-
кция Лагранжа, дающая часть из уравнений Максвелла. Необходимые уточнения
функции Лагранжа, предложенной в [15], и анализ сохраняющихся величин на
ее основе выполнены в [4, 5]. Такая функция Лагранжа, однако, оказалась ну-
левой компонентой 4-вектора группы Пуанкаре. В [7] этот лагранжиан обобщен
до 4-вектора и на этой основе построен скалярный лагранжиан, однако, явно за-
висящий от координаты x ∈ Rx. Скалярные лагранжианы подробно обсуждены
в [8, 9].
Анализ преложенных в [6, 16] формулировок L-подхода для уравнений Ма-

ксвелла в форме Майораны–Оппенгеймера (диракоподобной форме) показывает,
что построенным в [6, 16] функциям Лагранжа присущи те же трудности, что и
лагранжианам [4, 5, 15] (заметим, что лагранжиан в [16] неоправданно объявлен

Препринт № 87.54, Киев, Институт математики АН УССР, 1987, 39 с.
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скаляром). Варианты скалярных функций Лагранжа предложены в [17] с помощью
привлечения электрического и магнитного токов в качестве вариационных пере-
менных. Однако уравнения Эйлера–Лагранжа (ЭЛ) для лагранжианов в [17] дают
только уравнения Максвелла с токами, тогда как нетеровские токи в [17] сохраня-
ются только для уравнений Максвелла, свободных от электрических и магнитных
токов, а такие уравнения не получаются как уравнения ЭЛ для лагранжианов
в [17]1.
Использование векторного лагранжиана в качестве альтернативы к скалярному

предложено в [18], где, однако, построена только псевдовекторная относительно
полной группы Пуанкаре функция Лагранжа, а взаимодействие со спинорным по-
лем, удовлетворяющим уравнению Дирака, ввести не удалось.
Цель настоящей работы — построение и детальный анализ векторных (относи-

тельно собственной и полной группы Пуанкаре) функций Лагранжа для свободных
и системы взаимодействующих электромагнитного ( �E, �H) и спинорного Ψ полей,
анализ симметрийных свойств этой модели и отыскание сохраняющихся величин
на основе обобщения теоремы Нетер на случай векторных лагранжианов.
В разделе 2 анализируются симметрийные свойства уравнений Максвелла для

электромагнитного поля в терминах напряженностей и уравнений для потенциа-
лов. Проиллюстрировано наличие у уравнений Максвелла таких симметрий, кото-
рыми уравнения для потенциалов, в принципе, обладать не могут. Попутно отме-
чено, что в пространстве Ψ0 решений уравнений Максвелла реализуются два ра-
зличных представления конформной группы C(1, 3) — кинематическое и динами-
ческое.
В разделе 3 обращается внимание на то, что не существует скалярной функции

Лагранжа (в терминах напряженностей), для которой уравнения ЭЛ совпадали бы
с уравнениями Максвелла. Поэтому уравнения Максвелла переписаны в эквива-
лентной форме, а именно, в виде равенства нулю тензора 3-го ранга. Уравнения
Максвелла в тензорной форме могут бытъ получены в качестве уравнений ЭЛ, но
для векторных функций Лагранжа.
В разделе 4 рассмотрена функция Лaгрaнжa в терминах тензора напряженно-

стей электромагнитного поля, которая является вектором относительно собствен-
ной ортохронной группы Пуанкаре P (1, 3). Обобщена теорема Нетер о законах со-
хранения на случай векторных лагранжианов, найден явный вид сохраняющихся
токов, порождаемых произвольным преобразованием инвариантности свободных
уравнений Максвелла.
В разделе 5 построена вeктopнaя, относительно полной группы Пуанкаре

P̃ (1, 3), функция Лагранжа для поля ( �E, �H). Проанализированы ее преимущества
над P (1, 3)-векторной функцией Лагранжа.
В разделе 6 paccмотрены два варианта векторных уравнений для спинорно-

го поля (эквивалентных уравнению Дирака) и предложен векторный подход для
этого поля. Построена векторная функция Лагранжа для системы минимально и
локально взаимодействующих электромагнигного ( �E, �H) и спинорного Ψ полей.
В разделе 7 приведены выводы и коментарии к основным полученным в насто-

ящей paбoте результатам.

1Полагая, например, в функции Лагранжа (2.6) из [17] jl = 0 получаем лагранжиан L1 =
−(1/2)Fµν,αF µν,α, для которого лагранжева производная по F ρσ дает уравнения �F ρσ = 0, ко-
торые не аквивалеитны свободным уравнениям Максвелла.
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2. Симметрийные свойства уравнений для электромагнитного поля
в терминах напряженностей и потенциалов

Уравнения Максвелла

∂0
�E = rot �H −�j, div �E = ρ, ∂0

�H = −rot �E, div �H = 0 (1)

для напряженнстей �E = (Ei), �H = (Hi) электромагнитного поля (в гауссовой
системе единиц, в которой ε0 = µ0 = c = 1) в терминах тензора напряженностей

F ≡ (Fµν) = ( �E, �H) : F 0i = Ei, F ij = εijkHk, F νµ = −Fµν (2)

в обозначениях

Qµ ≡ Fµν,ν = ∂νF
µν(x), Rµ ≡ εFµν,ν , εFµν ≡ 1

2
εµνρσFρσ, (3)

j ≡ (jµ), j0 = ρ, �j = (ji), µ = 0, 1, 2, 3 ≡ 0, 3, i = 1, 3, (4)

принимают вид

Qµ − jµ = 0, Rµ = 0. (5)

Системы уравнений (1) и (5) эквивалентны, поскольку Q = (Qµ) и R = (Rµ):

Q0 = div �E, Qi = (−∂0
�E + rot �H)i ≡ −∂0E

i + εijk∂jH
k, (6)

R0 = div �H, Ri = (−∂0
�H − rot �E)i ≡ −∂0H

i − εijk∂jE
k. (7)

Уравнения Максвелла в форме (5) имеют ковариантный вид, а именно, два ве-
ктора Q̃ = (Qµ − jµ), R = (Rµ) относительно собственной opтохронной группы
Пyaнкapе P (1, 3) равны нулю. Поэтому естественной и логичной является задача
построения релятивистики инвариантного лагранжева подхода (L-подхода) именно
в терминах тензора напряженностей F (2) электромагнитного поля, а не в терми-
нах вектора-потенциала A = (Aµ). Это актуально хотя бы потому, что описание
электромагнитного поля в терминах тензора напряженностей F (2) и описание
этого поля в терминах вектора-потенциала A = (Aµ), удовлетворяющего системе
уравнений

∂µ∂
νAν − �Aµ = jµ, � ≡ ∂µ∂µ, (8)

— неэквивалентные описания во многих аспектах. Действительно, стандартная
замена переменных

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ≡ Aν,µ −Aµ,ν (9)

переводит уравнения (5) в уравнения (9); однако для функции Лагранжа

LA = −1
4
(Aµ,ν −Aν,µ)(Aµ,ν −Aν,µ) +Aµj

µ, (10)

приводящей к уравнениям (8), преобразование A → F (9) не является преобра-
зованием форм-инвариантности даже для свободного электромагнитного поля, по-
скольку функция (10) (c j = 0) после замены (9), т.е. функция

L = −FµνFµν/4 =
(
�E2 − �H2

)
/2, (11)



202 В.И. Фущич, И.Ю. Кривский, В.М. Симулик

расматриваемая как функция тензора F (2) (а не комбинаций (9) производных
Aµ,ν), приводит к бессодержательным уравнениям ЭЛ:

δL/δF ρσ = −Fρσ/2 = 0. (12)

Далее, с теоретико-групповой точки зрения F и A — это существенно разные
объекты: F = (Fµν) (2) есть (антисимметричный) тензор 2-го ранга, тогда как
A = (Aµ) есть тензор 1-го ранга относительно группы Лоренца. На языке неприво-
димых представлений собственной ортохронной группы Лоренца O(1, 3) это озна-
чает, что поле A = (Aµ) преобразуется по представлению D

(
1
2 ,

1
2

)
группы O(1, 3),

тогда как поле F = (Fµν) (2) преобразуется по представлению D(1, 0) ⊕ D(0, 1)
этой группы. Более того, множества Ψ0 = {F} и Ψ′0 = {A} решений уpaвнений
(5) и (6) инвариантно относительно существенно различных представлений груп-
пы симметрии безмассовых уравнений — конформной группы C(1, 3) ⊃ P (1, 3).
В этой связи укажем (см., например, [1, 2, 12]), что через матричные генераторы

Sµν группы O(1, 3), удовлетворяющие соотношениям

[Sµν , Sρσ] = gµρSνσ − gµσSνρ − gνρSµσ + gνσSµρ, (13)

и через генераторы C(1, 3) — преобразований в пространстве-времени

∂µ ≡ ∂

∂xµ
, Mµν = xµ∂ν − xν∂µ, d = xµ∂µ, Kµ = 2xµd− x2∂µ, (14)

которые удовлетворяют соотношениям

[∂µ, ∂ν ] = 0, [∂µ,Mρσ] = gµρ∂σ − gµσ∂ρ, (15а)

[Mµν ,Mρσ] = gµσMνρ − gµρMνσ + gνρMµσ − gνσMµρ, (15б)

[∂µ, d] = ∂µ, [∂µ,Kν ] = 2(gµνd− Mµν), [Mµν , d] = 0, (15в)

[Kµ,Mρσ] = gµρKσ − gµσKρ, [d,Kµ] = Kµ, [Kµ,Kν ] = 0, (15г)

генераторы произвольного представления группы C(1, 3) (т.е. в любом множе-
cтвe Ψ многокомпонентных функций над Rx) выражаются как

∂µ =
∂

∂xµ
, jµν = Mµν − Sµν , d̂ = d− τ = xµ∂µ − τ, (16а)

K̂µ = 2xµd̂− x2∂µ − 2Sµνxν = Kµ − 2Sµνxν − 2τxµ, (16б)

где τ — любая матрица, коммутирующая с Sµν (степенью конформности мы на-
зываем матрицу τ ).
Принципиальное различие описания электромагнитного поля в терминах тен-

зора F (2) или вектора A с теоретико-групповой точки зрения состоит в том, что
множество Ψ0 = {F} решений уравнений Максвелла (5) инвариантно относитель-
но алгебры AC(1, 3) (16) со степенью конформности τ = −2 и с матрицами Sµν ,
задаваемыми равенствами

(SµνF )ρσ ≡ SµνFρσ = gµσFνρ − gµρFνσ + gνρFµσ − gνσFµρ, (17)
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тогда как множество Ψ′0 = {A} решений уравнения (8) инвариантно относительно
алгебры AC(1, 3) (16) со степенью конформности τ = −1 и с матрицами Sµν ,
задаваемыми равенствами

(SµνA)ρ ≡ SµνAρ = Aµgνρ −Aνgµρ. (18)

Кстати, утверждение о том, что F (2) преобразуется по представлению D(1, 0)
⊕D(0, 1) группы O(1, 3), а A = (Aµ) — по представлению D

(
1
2 ,

1
2

)
этой группы,

следует именно из явного вида (17) и (18) генераторов Sµν представлений группы
O(1, 3) в множествах Ψ0 = {F} и Ψ′0 = {A}.
Замечание 1. Пусть A = (Aµ) трактуется как вектор не только относительно
группы Пуанкаре P (1, 3) ⊃ O(1, 3), но и относительно группы C(1, 3) ⊃ P (1, 3),
т.е. постулируется, что при C(1, 3)-преобразованиях

x→ x′ = Φ(x, α) i=
(

1 + aµpµ +
1
2
ωµνMµν + κd+ bµKµ

)
x (19)

в пространстве-времени Rx набор A = (Aµ) четырех функций над Rx преобразуе-
тся по правилу

Aµ(x) → A′µ(x′) =
∂Φµ(x, α)

∂xν
Aν(x)

∣∣∣
x→Φ−1(x′,α)

(20)

(символ “i” в (19) обозначает “инфинитезимально”, а Φ−1(x, α) в (20) есть пре-
образование в Rx, обратное к Φ(x, α);

α ≡ (a, ω,κ, b), a ≡ (aµ), ω ≡ (ωµν), b ≡ (bµ), (21)

суть весщественные параметры C(1, 3)-преобразований в Rx). Тогда инфинитези-
мально преобразование (20) имеет вид

Aµ(x) → A′µ(x) i=
(

1 − aξ∂ξ − 1
2
ωρσjρσ − κd̂− bρK̂ρ

)
Aµ(x), (22)

в котором генераторы задаются формулами (16) с Sµν (18) со степенью конформно-
сти τ = 1. Но оператор (16б) с Sµν (18) и τ = 1 не является генератором преобра-
зований инвариантности уравнений (8) (c j = 0) для A = (Aµ) (он является гене-
ратором преобразований инвариантности уравнений (8) лишь при τ = −1). Анало-
гично этому, если F = (Fµν) трактовать как (антисимметричный) тензор группы
C(1, 3), т.е. постулировать, что при C(1, 3)-преобразованиях (19) тензор F (2) пре-
образуется по закону

Fµν(x) → F ′µν(x′) =
∂Φµ(x, α)

∂xρ
∂Φν(x, α)
∂xσ

F ρσ
∣∣∣
x=Φ−1(x′,α)

, (23)

то для (23) инфинитезимально получаем формулу

Fµν → F ′µν(x) i=
(

1 − aρ∂ρ − 1
2
ωρσjρσ − κd̂− bρK̂ρ

)
Fµν(x), (24)

в которой генераторы задаются формулами (16) с Sµν (17) и со степенью кон-
формности τ = 2. Но оператор (16б) с Sµν (17) и τ = 2 не является генератором
преобразований инвариантности уравнений Максвелла (5) (c j = 0) для F (2) (он
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является генератором преобразований инвариантности уравнений (5) лишь при
τ = −2).
В этой связи преобразование (23) следует интерпретировать как кинемати-

ческое C(1, 3)-преобразование в том смысле, что оно задает правило пересчета
значений тензора F (2) в одной и той же (произвольно фиксированной) точке
пространства-времени, но в разных системах отсчета, связанных C(1, 3)-преоб-
разованием (19), в то время как преобразование (24) с τ = −2 (и порождаемое
им конечное C(1, 3)-преобразование) есть динамическое преобразование, т.е. пре-
образование инвариантности уравнений Максвелла (5) j = 0 в одной и той же
(произвольно фиксированной) инерциальной системе отсчета. Аналогично тракту-
ется преобразование (20) (инфинитезимально — преобразование (22) с τ = 1) и
преобразование (22) с τ = −1. Для подгруппы P (1, 3) ⊂ C(1, 3) кинематические и
динамические преобразования (20) или (23) как не зависящие от τ , совпадают.

3амечание 2. Стандартная квантовая электродинамика формулируется в терминах
потенциалов, на которые налагается также дополнительное условие (калибровка)
в той или иной ковариантной форме, например условие Лоренца, т.е. вектор A =
(Aµ) считается удовлетворяющим не системе уравнений (8), а системе

�Aµ = jµ, ∂A ≡ ∂µA
µ = 0. (25)

Однако система (25) j = 0, в отличие от системы (8) с j = 0, вообще C(1, 3)-
неинвариантна, хотя условие Лоренца ∂A = 0 инвариантно относительно преобра-
зований (22) c τ = −3, но уравнение Даламбера �A = 0, вообще говоря, не
инвариантно относительно преобразований (22) ни при каком τ (более точно: опе-
ратор (16б) не является генератором преобразований инвариантности уравнения
�A = 0 ни при каком τ )2. Кроме того, уравнения (8) или (25) для потенци-
алов но позволяют описать давно установленую [19–21] симметрию свободного
поля, задаваемую преобразованием дуальности (названным в [2] преобразованием
Хевисайда–Ламора–Райнича) и как следсвие — установленную и [4, 5] 32-мерную
aлгебру инвариантности и соответствующую ей группу. В этом смысле можно
говорить о потере симметрийных свойств при переходе от описания електромагни-
тного поля в терминах тензора F (2) к описанию этого поля в терминах потенциала
A = (Aµ).

3. Тензорная форма уравнений Максвелла
Общепринято требовать, чтобы функция Лагранжа для того или иного по-

ля (или системы полей) была скаляром (псевдоскаляром) относительно группы
Лоренца (или более широкой группы преобразований). И формулировка кванто-
вой электродинамики именно в терминах потенциалов связана, видимо, с тем,
что в терминах тензора напряженностей F (2) не существует скалярной функции
Лагранжа, для кoтоpoй уравнения Эйлера–Лагранжа (ЭЛ) совпадали бы непо-
средственно с уравнениями Максвелла (5). Справедливость зтого утверждения
очевидна уже из того, что лагранжева производная от скаляра по тензору 2-
го ранга есть тензор 2-го ранга, тогда как уравнения (5) имеют вид равенства
нулю двух векторов Q̃ = (Qµ − jµ) и R = (Rµ) (3). Поэтому при построении

2Интересно отметить, что не существует C(1, 3)-инвариантного подмножества решений системы
уравнений (25). Действительно, равенство �K̂ρAµ = 0 выполняется вместе с �Aµ = 0 только при
условиях ∂A = 0 и 2∂µAν − ∂νAµ = 0, а последнее эквивалентно условию A(x) = const.
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L-подхода для электромагнитного поля напряженностей F (2) естественно отказа-
ться от стандартного требования (псевдо)скалярности функции Лагранжа и рас-
смотреть возможность построения L-подхода, использующего в качестве функции
Лагранжа нескалярные коварианты. Ковариантом минимальной размерности, для
которого уравнения ЭЛ эквивалентны уравнениям Максвелла (5), оказывается
(см. раздел 4) вектор Lµ относительно собственной ортохронной группы Пуанкаре
P (1, 3) (псевдовектор относительно полной группы Пуанкаре P (1, 3), включаю-
щей отражения); при использовании переменной F̄ , дуально сопряженной к F (2),
в качестве независимой лагранжевой переменной таким ковариантом оказывае-
тся (см. раздел 5) вектор Lµν относительно полной группы Пуанкаре P̃ (1, 3), и
эта возможность является предпочтительной (в дальнейшем краткими термина-
ми P -ковариант или P̃ -ковариант будем при необходимости различать коварианты
относительно групп P (1, 3) или P̃ (1, 3)).
Лагранжева производная от вектора Lµ по тензору 2-го ранга F (2) есть тензор

3-го ранга. Поэтому для построения L-подхода, основанного на концепции ве-
кторной функции Лагранжа, необходимо пореписать уравнения Максвелла в виде
равенства нулю тензора 3-го ранга.

Теорема 1. При любых ab = 0 = a′b′ система уравнений

Tµρσ ≡ a[gµρ(Qσ − jσ) − gµσ(Qρ − jρ)] + bεµνρσR
ν = 0, µ, ν, ρ, σ = 0, 3, (26)

а также система уравнений

T ′µρσ ≡ a′(gµρRσ − gµσRρ) + b′εµνρσ(Qν − jν) = 0, (27)

эквивалентна исходной системе уравнений Максвелла (5).
Доказательство. Если расписать тензора Tµρσ и T ′µρσ по компонентам, то легко
убедиться, что из всех уравнений (26) или (27) независимы только 8 уравнений,
причем уравнения T0ρσ = 0 (или T ′0ρσ = 0) дают лишь первое и третье уравне-
ния в системе (1), а уравнения Tiρσ = 0 (или T ′iρσ = 0) содержат всю систему
уравнений (1) (т.е. все уравнения (5)).
Система уравнений (26) имеет вид равенства нулю тензора 3-го ранга отно-

сительно группы P̃ (1, 3), тогда как система уравнений (27) имеет вид равенства
нулю псевдотензора 3-го ранга этой группы. В этом смысле система (26) имеет
преимущество над системой (27). При необходимости подчеркнуть указанное ра-
зличие систем (26) и (27), систему (26) кратко называем P̃ -системой, а систему
(27) — P̃–псевдосистемой.

4. P -векторная функция Лагранжа
Наиболее общий вид P -векторной функции Лагранжа L = (Lµ), которая может

быть построена из тензоров F (2), Q, R, E(3) и j(4) и для которой уравнения
ЭЛ могут привести к уравнениям первого порядка для F (2), с точностью до 4-
дивергентных слагаемых таков:

Lµ = Fµα(a1Q
α + a2R

α + q1j
α) + εFµα(a3Q

α + a4R
α + q2j

α). (28)

Производные Эйлера–Лагранжа

δLµ
δF ρσ

≡ ∂Lµ
∂F ρσ

− ∂ν
∂Lµ
∂F ρσ,ν

, µ = 0, 3, (29)
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от функций (28) имеют вид

δLµ
δF ρσ

= (a1 − a4)(gµρQσ − gµσQρ − Fµρ,σ − Fσµ,ρ)+

+a2[2(gµρRσ − gµσRρ) + εFρσ,µ] − a3[2(εFµρ,σ + εFσµ,ρ + εFρσ,µ]−
−q1(gµρjσ − gµσjρ) − q2εµνρσj

ν .

(30)

Из сравнения (30) с (26) и (27) с учетом тождества

−εµνρσQν = εFµρ,σ + εFρσ,µ + εFσµ,ρ (31)

видно, что лагранжева производная (30) может совпадать только с тензором T ′µρσ
в (27) и требование такого совпадения с необходимостью приводит к следующим
условиям на коэффициенты в T ′ (27) и Lµ (28):

a′ = −b′ = 2a2 = −2a3 = −q2, a1 − a4 = q1 = 0. (32)

При этих условиях функция Лагранжа (28) принимает вид

Lµ = Lµ(F, F,ν) ≡ a1(FµνQν + εFµνRν) + a2[FµνRν − εFµν(Qν − jν)], (33)

а ее уравнения ЭЛ —

δLµ
δF ρσ

= T ′µρσ ≡ 2a2[gµρRσ − gµσRρ − εµρσν(Qν − jν)] = 0. (34)

Воспользовавшись обозначениями (3) и тождеством

εFµαεF ,β
αβ =

1
2
FαβF

αβ,µ − FαβF
µβ,α, (35)

распишем функцию (33) в более наглядном виде

Lµ = Lµ(Fαβ , Fαβ,ν ) ≡ a1

(
FµνF ,β

αβ +
1
2
FαβF

αβ,µ − FαβF
µβ,α

)
+

+a2(FµαεF
,β
αβ − εFµαF ,β

αβ + εFµαjα).
(36)

Приведенное рассмотрение убеждает, что в L-подходе, базирующемся на кон-
цепции векторной функции Лагранжа (в векторном L-подходе), используются че-
тыре функции Lµ : R30 → R1 (33), порождающие четыре действия Wµ : Ψ → R1,
задаваемые формулами

Wµ(F ) ≡
∫
d4x Lµ(F (x), ∂νF (x)), F ∈ Ψ, µ = 0, 3 (37)

(в качестве области Ψ определения действия (37) без ограничения общности рас-
смотрения можно выбрать, например, множество шестерок F (2) дважды непре-
рывно-диффереацируемых функций Fµν над Rx). Следовательно, принцип наи-
меньшего действия в векторном L-подходе формулируется иначе, чем в L-подходе,
базирующемся на скалярной функции Лагранжа. А именно, в применении к эле-
ктромагнитному полю F (2) принцип наименьшего действия в векторном L-подходе
переформулируется в виде следующего утверждения.
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Теорема 2. Пересечение Ψ = ∩Ψµ
0 множеств Ψµ

0 экстремалей четырех дей-
ствий (37), задаваемых P -векторной функцией Лагранжа (33), совпадает с
множеством решений уравнений Максвелла (1).
Доказательство. Справедливость этой теоремы следует из вычисленного выше
явного вида (34) уравнений ЭЛ для (33) и из теорамы 1 эквивалентности системы
T ′-уравнений (27) уравнениям Максвелла (5), т.е. (1). Теорема доказана.
Итак, принцип наименьшего действия, сформулированный в форме теоремы 2

на основе P -векторной функции Лагранжа Lµ (33) в терминах тензора напряжен-
ностей F (2) и тензора скоростей F,µ как вариационных переменных, может дать
только одну из двух систем (26), (27), эквивалентных исходной системе уравнений
Максвелла (5), а именно, P̃ -псевдосистему (27). Причем этот принцип устраняет
произвол в константах a′, b′ в системе (27), после чего без ограничения общности
можно положить a′ = −b′ = 1. Из доказательства теоремы 2 видно, что справе-
дливо также утверждение.

Следствие. Из тензоров Fµν(2), Fµν,α и εµνρσ нельзя построить P -векторной
функции Лагранжа, для которой уравнения ЭЛ совпадали бы с P̃ -системой
(26).
Рассмотрим теперь вопрос о том, как вычисляются законы сохранения в ве-

кторном L-подходе.

Теорема 3. Пусть

q̂ : F (x) → F ′(x) = q̂F (x) (38)

— произвольное преобразование инвариантности уравнений Максвелла (5) с
j = 0. Тогда тензор тока Θ̃µ

ν , построенный на основе Lµ (31) по формуле

q̂ → Θ̃µν ≡ 1
2
∂Lµ
∂F ρσ,ν

q̂F ρσ, (39)

симметричен и его дивергенция исчезает для любого решения уравнений (5) с
j = 0:

Θ̃µν = Θ̃µν , ∂µΘ̃µν = ∂νΘ̃µν = 0. (40)

Доказательство. Для функции Лагранжа Lµ (33) находим
∂Lµ
∂F ρσ,ν

= gµα(a1Fαβ + a2εFαβ)∆βν
ρσ + (a2F

µα + a1εF
µα)εαβρσgβν , (41)

где

∆µν
ρσ ≡ δµρ δ

ν
σ − δµσδ

ν
ρ . (42)

С учетом тождеств

∆βν
ρσF

′ρσ = 2F ′βν , εFµαεF ′αβ = FβαF
′αµ +

1
2
δµβF

ρσF ′ρσ (43)

для тока (39) получаем формулу

Θ̃µν = a1Θµν + a2Θ′µν , (44)
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где

Θµν = gµα(FαβF ′βν + F ′αβF
βν) +

1
2
gµνFαβF ′αβ , (45)

Θ′µν = (FαβεF ′βµ − εFαβF
′βµ)gαν . (46)

С учетом тождества

−εFαβF ′βµ = FµβεF ′βα +
1
2
δµαF

ρσεF ′ρσ (47)

для (46) получаем также представление

Θ′µν = gµν(FαβεF ′βν + εF ′αβF
βν) +

1
2
gµνFαβεF ′αβ . (48)

Отсюда видно, что

Θ′µν = Θµν(q̂ → εq̂), Θµν = Θ′µν(q̂ → −εq̂). (49)

Из представлений (45), (48) наглядно видна симметричность тензоров Θ, Θ′, а
вследствие (44) — симметричность тензора Θ̃ (39). Воспользовавшись антисим-
метричностью тензоров Fµν и F ′µν и уравнениями Максвелла (5) с j = 0, непо-
средственно убеждаемся, что ∂µΘµν = ∂µΘ′µν = 0; это завершает доказательство
равенств (40).
Теорему 3 можно рассматривать как обобщение теоремы Нетер [10, 11] о за-

конах сохранения на случай векторных лагранжианов, поскольку утверждение
этой теоремы (формулы (39), (40)) оказывается справедливым для произвольного
уравнения, допускающего векторную функцию Лагранжа такую, что Lµ = 0 на
множестве Ψ0 решений этого уравнения. Такое обобщение оказалось возможным,
поскольку условия стандартной теоремы Нетер [10, 11] (детальную формулировку
этих условий см. в [12, 13]) являются на самом деле только достаточными, но не
необходимыми, как отмечено в [12, 13]. Проиллюстрируем здесь это утверждение
на конкретном примере.
Часть преобразований инвариантности уравнений Максвелла являются однов-

ременно преобразованиями инвариантности множеств экстремалей (т.е. уравнений
ЭЛ) каждой из четырех функций Лагранжа Lµ (33) в отдельности. Для таких
преобразований инвариантности ЗС следуют из стандартной теоремы Нетер [10,
11]. Например, оператор ∂ρ пространственно-временных трансляций является ге-
нератором преобразования инвариантности уравнений ЭЛ для каждой из четырех
функций Lµ (33).
Имеется, однако, множество преобразований инвариантности уравнений Мак-

свелла (5), которые не являются преобразованиями инвариантности уравнений ЭЛ
для некоторых из лагранжианов Lµ (33), но, тем не менее, как следует из тео-
ремы 2, ток Θµν , вычисленный по формуле (39), сохраняется. Примером такого
преобразования является содержащееся в группе Пуанкаре преобразование про-
странственно временных, т.е. чисто лоренцевых вращений, порождаемое генерато-
ром ĵ0k, выписанным ниже. Действительно, для нулевой компоненты L0 вектора
Lµ (33) (с j = 0) уравнения ЭЛ получаются в виде только части уравнений Ма-
ксвелла:

Qk = Rk = 0 ⇐⇒ ∂0
�E = rot �H, ∂0

�H = −rot �E. (50)
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А эти уравнения сами по себе (т.е. без привлечения остальных уравнений в (1))
не инвариантны относительно чисто лоренцевых вращений.
Приведем здесь доказательство этого утверждения, используя следующую фор-

му уравнений Максвелла (1) (см. [2]):

L̂1ϕ = 0, L̂2ϕ = 0, (51)

где

L̂1 ≡
(

∂0 −�S�∂
�S�∂ ∂0

)
, L̂2 ≡

(
div 0
0 div

)
, ϕ ≡

(
�E
�H

)
, (52)

S1 ≡
 0 0 0

0 0 −1
0 1 0

 , S2 ≡
 0 0 −1

0 0 0
1 0 0

 , S3 ≡
 0 −1 0

1 0 0
0 0 0

 . (53)

Так что в (52) оператор �S�∂ ≡ rot, а обозначение div в (52) есть следующая 3 × 3-
матрица:

div ≡
 ∂1 ∂2 ∂3

0 0 0
0 0 0

 . (54)

В этих обозначениях генератор ĵ0k чисто лоренцевых вращений имеет вид

ĵ0k = x0∂k − xk∂0 − S0k, (55)

где

S0k ≡
(

0 −Sk
Sk 0

)
. (56)

Непосредтсвенным вычислением коммутаторов легко убедиться, что

[L̂1, ĵ0k]ϕ = L̂1ϕ+ L̂2ϕ. (57)

Отсюда видно, что уравнения ЭЛ (50) для функции L0 в (33), которые в тер-
минах ϕ (52) имеют вид L̂1ϕ = 0, действительно не инвариантны относительно
преобразований, порождаемых генератором j0k (55). Тем не менее, как утвержда-
ет теорема 3, ток (39) Θ̃µν(q̂ = j0k) ≡ Θ̃µν

0k , cooтвeтcтвующий генератору Ĵ0k (55),
сохраняется, ∂µΘ̃

µν
0k = 0.

Сделаем ряд замечаний о сохраняющихся токах (39), окончательно имеющих
вид

q̂ → Θ̃µν(q̂) ≡ ∂Lµ
∂F ρσ,ν

q̂F̂ ρσ = (a1Θ + a2Θ′)µν ≡ a1Θµν(q̂) + a1Θµν(εq̂), (58)

где токи Θ и Θ′ даны формулами (45) и (48) соответственно.
В формуле (58) токи Θ и Θ′ при a1 и a2 сохраняются в отдельности, и вслед-

ствие (49) совокупность всех независимых ЗС, порождаемая некоторым множе-
ством {q̂} преобразований инвариантности свободных уравнений Максвелла по
формуле (58), совпадает с совокупностью всех независимых ЗС, порождаемой
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удвоенным набором преобразований инвариантности {q̂, εq̂} по формуле (45) или
(48). Таким образом, с точки зрения анализа независимих ЗС формула (58) со-
держит излишнюю информацию. Можно, конечно, положить a1 = 0 в Lµ (33) и,
следовательно, в (58), и, как видно из (34), это не повлияет на уравнения ЭЛ для
Lµ (именно такая “укороченная” функция Лагралжа предложена в [18]). Одна-
ко сопоставление “оператор симметрии — закон сохранения” по формуле (58) с
a1 = 0, т.е. по формуле (48), являются неестественным, если иметь в виду группу
Пуанкаре P̃ (1, 3). Действительно, P̃ -тензорному генератору q̂ формула (48) ставит
в соответствие P̃ -псевдотензорный ток Θ′µν = Θµν(εq̂) и наоборот. Например, для
вектора ∂ρ трансляций формула (48) дает P̃ -псевдотензор Липкина (Zilch) [22]:

∂ρ → Θ′µν(q̂ = ∂ρ) = Zµνρ ≡ (−FµνεFαβ,ρ + εFµαFαβ,ρ)gβν . (59)

Результат (59) — следствие того, что функция Лагранжа Lµ (33) с a1 = 0 есть P̃ -
псевдотензор. Естественное соответствие “P̃ -ковариант q̂ — P̃ -ковариант Θ” можно
получить по формуле (58), если положить a2 = 0. Функция Lµ (33) с a2 = 0
является P̃ -вектором, но она не дает уравнений Максвелла или им эквивалентных.
А соответствие (58) при a1a2 = 0 вообще не P̃ -ковариантно, поскольку функция
Lµ (33) с a1a2 = 0 не является P̃ -ковариантом. Требование же P̃ -векторности
функции Лагранжа Lµ = Lµ(F, F,ν) (эквивалентное требованию a2 = 0 в (33))
превращает в тождества ее уравнения ЭЛ.
Детальный анализ сохраняющихся токов (45), (48) или (58) для генераторов

q̂ различных конкретных алгебр приводится в следующем разделе. Здесь укажем
на другие недостатки P -векторной функции Лагранжа Lµ (33). Эта функция нео-
правданно выделяет одну из двух полностью эквивалентных и релятивистски ко-
вариантных систем (26), (27): как видно из теоремы 2 и ее следствия, P -векторная
функция Лагранжа Lµ = Lµ(F, F,ν) может привести лишь к P̃ -псевдосистеме (27),
причем только P̃ -псевдовекторное слагаемое в Lµ (33) вносит вклад в уравнения
ЭЛ, тогда как в выражение (58) для ЗС вносит вклад и P̃ -векторное слагаемое в
(31). И, как ясно из доказательства теоремы 2, вообще не существует P̃ -векторной
функции Lµ = Lµ(F, F,ν), которая могла бы привести к уравнениям Максвелла
или им эквивалентным. Наконец, как видно из (33), лагранжиан взаимодействия
в этой модели является P̃ -псевдовектором:

LIµ = a2εF
µνjν , LI0 = a2

�j · �H, LIi = a2(�j × �E − ρ �H)i. (60)

Физическая неудовлетворительность такого взаимодействия ясна уже из того, что
плотность электрического заряда ρ = j0 в (60) оказывается здесь связанной не с
напряженностью электрического поля �E , а с напряженностью магнитного поля
�H.

5. P̃ -векторная функция Лагранжа
Оказывается возможным устранить все указанные выше недостатки векторного

L-подхода и построить L-подход на базе P̃ -векторной функции Лагранжа в тер-
минах напряженностей, если помимо лагранжевых переменных F , F,µ, ввести в
качестве независимых лагранжевых переменных дуально сопряженные к ним пе-
ременные F̄ , F̄,µ. Общий вид P̃ -векторной функции Лагранжа

Lµ = Lµ(F, F,ν , F̄ , F̄,ν), Lµ : R60 → R1,
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с точностью до 4-дивергентных слагаемых таков:

Lµ = a1FµνQ
ν + a2FµνR̄

ν + a3εFµνR
ν + a4εFµνQ̄

ν + a5F̄µνQ̄
ν+

+a6F̄µνR
ν + a7εF̄µνR̄

ν + a8εF̄µνQ
ν + (q1Fµν + q2εF̄µν)jν .

(61)

Здесь, помимо обозначений (3), использованы также обозначения

Q̄µ ≡ F̄µν,ν , R̄µ ≡ εF̄µν,ν , εF̄µν ≡ 1
2
εµνρσF̄ ρσ. (62)

Лагранжевы производные от функции (61) имеют вид

δLµ
δF ρσ

= (a1 − a2 − a3 − a6)(gµρQσ − gµσQρ) + (a4 − a6)Fρσ,µ+

+(−a1 + a3 + a4 + a8)(Fµρ,σ + Fσµ,ρ) + q1(gµρjσ − gµσjρ),
(63)

δLµ
δF̄ ρσ

= (a2 + a5 + a6 − a7)(gµρRσ − gµσRρ) + (a2 − a8)εFρσ,µ−
−(a4 + a5 − a7 + a8)(εFµρ,σ + εFσµ,ρ) + q2εµνρσj

ν ,
(64)

Из сравнения (63) и (64) с (26) и (27) с учетом тождеств (31) и

εµνρσR
σ = F(µν,ρ) ≡ Fµν,ρ + Fνρ,µ + Fρµ,ν (65)

видно, что уравнения ЭЛ для Lµ (61) дают обе системы уравнений (26) и (27) при
следующих условиях на коэффициенты:

a1 − a2 − a3 − a6 = −q1 = a = 0, a4 − a6 = −a1 + a3 + a4 + a8 = b = 0,

a2 + a5 + a6 − a7 = a′ = 0, −a2 + a8 = a4 + a5 − a7 + a8 = −q2 = b′ = 0,
(66)

которые эквивалентны условиям

a8 − a2 = a = −b′ = −q1 ≡ q = 0, a6 − a4 = a′ = −b = 0,
a1 − a3 − a6 − a8 = a2 + a4 + a5 − a7 = 0.

(67)

Таким образом, здесь доказано следующее утверждение.

Теорема 4. Пересечение Ψ0 = ∩
µ
Ψµ

0 множеств Ψµ
0 экстремалей четырех дей-

ствий

Wµ(F, F̄ ) =
∫
d3x Lµ(F (x), F̄ (x), ∂νF (x), ∂ν F̄ (x)),

F, F̄ ∈ Ψ, µ = 0, 3,
(68)

задаваемых функцией Лагранжа Lµ (61), коэффициенты которой удовлетворя-
ют условиям (67), совпадает с множеством решений уравнений Максвелла (1).
Интересно отметить, что, в отличие от функции Лагранжа Lµ (33), P̃ -век-

торная функция Лагранжа Lµ (61), построение которой стало возможмым лишь
благодаря привлечению дуально сопряженной переменной F̄ в качестве независи-
мой лагранжевой переменной, не выделяет какую-либо из эквивалентных систем
(26), (27), в том числе и при наличии взаимодействия с током:

δLµ
δF ρσ

= Tµρσ = 0,
δLµ
δF̄ ρσ

= T ′µρσ = 0. (69)
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Кроме того, как видно из (26), (27) и (69), сформулированный теоремой 4 принцип
наименьшего действия, основанный на Lµ (61), не требует никаких ограничений на
отношения a/b или a′/b, и это естественно, поскольку каждая из систем уравнений
ЭЛ (69) эквивалентна системе уравнений Максвелла (1) при любых значениях
отношений a/b = 0, a′/b = 0.
Формула для токов Θµ

ν , соответствующих генераторам q̂, при наличии перемен-
ной F̄ приобретает вид

q̂ → Θµ
ν
df
=

1
2

(
∂Lν
∂F ρσ,µ

F ′ρσ +
∂Lν
∂F̄ ρσ,µ

F̄ ′ρσ
)
, (70)

где F ′ ≡ q̂F , F̄ ′ ≡ q̂F = εq̂F . Для Lµ (61) получаем (при j = 0):

∂Lν
∂F ρσ,µ

= (a1 − a8)Fνα∆αµ
ρσ + (a3 + a6)εFναEαµρσ , (71а)

∂Lν
∂F̄ ρσ,µ

= (a2 − a7)FναEαµρσ + (a4 + a5)εFνα∆αµ
ρσ . (71б)

Подстановка (71) в (70) дает

Θµ
ν = (a1 − a2 + a7 − a8)FναF ′αµ + (a3 + a4 + a5 + a6)εFναεF ′αµ. (72)

С учетом предпоследнего равенства в (67) и тождества

εFναεF
′αµ = FµαF ′αν +

1
2
δµνF

αβF ′αβ (73)

для тока (70) окончательно получаем

q̂ → Θµ
ν = A(FµαF ′αν + F ′µαFαν +

1
2
δµνF

αβF ′αβ), (74)

где

A ≡ a1 − a2 + a7 − a8 = a3 + a4 + a5 + a6. (75)

Итак, ток (70) для лагранжиана (61) задается формулой (70), т.е. совпадает
со слагаемым при a1 в формуле (44) для тока, порождаемого лагранжианом (33).
Это означает, что P̃ -векторный лагранжиан Lµ (61), в отличие от P -векторного
лагранжиана Lµ (33), приводит к правильной тензорной структуре сохраняющи-
хся токов для любых преобразований инвариантности в том смысле, что тензор-
ным (псевдотензорным) генераторам q̂ формула (74) ставит в соответствие тензор-
ные (псевдотензорные) сохраняющиеся токи. Заметим, что тензор Θµν (74) сим-
метричен, поэтому его дивергенция исчезает относительно любого из индексов:
∂µΘµν = ∂νΘµν = 0.
Функция (61) обладает и тем преимуществом по сравнению с функцией (33),

что все ее слагаемые вносят вклад как в уравнения ЭЛ (69), так и в законы
сохранения (70).
Приведем анализ сохраняющихся токов (74) для генераторов q̂ = (∂, ĵ, d̂, K̂)

конформной алгебры C(1, 3) инвариантности свободных уравнений Максвелла (1)
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(т.е. c j = 0), напомнив, что генераторы q̂ ∈ C(1, 3) в терминах тензора напряжен-
ностей F (2) имеют вид (16) с τ = −2 и Sµν (17). Положив A = 1, находим, что
генераторы ∂ρ по формуле (74) дают тривиальный ток:

∂ρ → Θµν(q̂ = ∂ρ) = (∂ρ)µν ≡ ∂ρT
µν . (76)

Здесь появляется стандартный тензор энергии-импульса для поля F = ( �E, �H):

Tµν = FµαFαν +
1
4
δµνF

αβFαβ , T 0
µ = Pµ, (77)

P0 ≡ 1
2

(
�E2 + �H2

)
, Pj ≡ ( �E × �H)j . (78)

Для анализа интегральных сохраняющихся величин

Θ̄µ =
∫
d3x Θ0µ(x) = const, Θ0µ(x) = Θ0µ(q̂) ≡ (q̂)0µ, (79)

достаточно привести плотности Θ0µ, опуская слагаемые с пространственными
производными, не вносящие вклад в интеграл Θ̄µ (79). Из формулы (74) получаем
для плотностей Θ0µ, соответствующих остальным генераторам алгебры C(1, 3):

ĵρσ → J0µ
ρσ = δµρPσ − δµσPρ, d̂→ D0µ = Pµ, (80)

K̂ρ → K0µ
ρ = 2(δµρD + Jρσg

σµ), (81)

где

D ≡ xµPµ, Jρσ ≡ xρPσ − xσPρ. (82)

Как видно, C(1, 3)-генераторы (16) приводят в соответствии с формулами (74),
(79) к сохраняющимся величинам, выраженны через хорошо известную серию
основных сохраняющихся величин для электромагнитного поля F = ( �E, �H), по-
лученную еще Бессель–Хагеном [23] на основе L-подхода для векторного поля
A = (Aµ) потенциалов, а именно следующую серию:

Pρ =
∫
d3x Pρ(x), Jρσ =

∫
d3x (xρPσ(x) − xσPρ(x)),

D =
∫
d3x D(x), Kρ =

∫
d3x (2xρD(x) − x2Pρ(x)).

(83)

Интересно отметить, что ввиду тождества

FµνεFαν +
1
4
δµαF

αβεFαβ = 0, (84)

преобразование дуальности ε дает по формуле (74) тождественный нуль, ε → 0.
Нетривиальные ЗС дают генераторы установленной в [3, 4] алгебры A32 ⊃ C(1, 3)
инвариантности (свободных) уравнений Максвелла (1), имеющие вид композиции
q̂′ = εq̂ C(1, 3)-генераторов q̂ (16) и генератора ε. Интегральные сохраняющиеся
величины, вычисленные по формулам (70), (79) для εC(1, 3)-генераторов q̂′ =
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(ε∂, ε̂,εj, εd̂, εK̂), выражаются через серию сохраняющихся величин, найденную
Линкиным [22] и другими авторами [24–28], не используя лагранжев подход:

Zµρ =
∫
d3x Zµ

ρ (x), Zµρσ =
∫
d3x (xρZµ

σ − xσZµ
ρ ),

Zµ =
∫
d3x xνZν(x),

c

Z
µ
ρ =

∫
d3x (2xρxσZσ − x2Zµ

ρ ),
(85)

где плотности Z сохранящихся величин (85) выражаются через тензор Линкина

Zµ
ρ ≡ Z0|µ

ρ , Zν|µρ = F ναεF ,µ
αρ − εF ναF ,µ

αρ . (86)

Сохраняющиеся велиины (85) [22, 26, 27] (см. также [4, 6, 7–9]), тождествен-
но равны нулю для линейно поляризованных волн F = ( �E, �H) и отличны от
нуля только для циркулярно поляризованных состояний электромагнитного поля,
причем максимум достигается при круговой поляризации поля F = ( �E, �H). Из-за
отмеченного поляризационного характера ЗС (85), которым они существенно отли-
чавтся от ЗС (83), дополнительные к (83) ЗС (85) можно считать второстепенными
по сравнению с основными ЗС (83).

6. Векторный L-подход для спинорного поля
и взаимодействующих полей

Для введения взаимодействия тензорного электромагнитного поля F = ( �E, �H)
и спинорного поля Ψ прежде всего необходимо переписать стандартное уравнение
Дирака в следующей эквивалентной форме [29] (которую назовем уравнением
Дирака в векторной форме):

γµ(iγν∂ν −m)Ψ(x) ≡ (p̂µ − 2iŜµνpν −mγµ)Ψ(x) = 0, (87)

где

p̂µ ≡ i∂µ, Ŝµν ≡ i

4
[γµ, γν ] =

i

2
(γµγν − gµν), µ = 0, 3, Ψ = (Ψα). (88)

Разумеется, система 16 уравнений (87) эквивалентна стандартному уравнению
Дирака

(iγµ∂µ −m)Ψ(x) = 0 ⇐⇒ (iγµ∂µ −m)αβΨβ(x) = 0 (89)

(т.е. системе четырех уравнений для Ψα). Более того, уравнение (87) с любым
фиксированным µ ∈ 0, 4 эквивалентно уравнению (89).
С учетом равенств

γ̄µ ≡ γ0γ
†
µγ0 = γµ, S̄µν = Ŝµν , p̄µ = −p̂µ, (90)

из (87) следует, что уравнение для спинора Ψ̄ = Ψ†γ0 (сопряженного по Дираку
спинора Ψ̄) имеет вид

Ψ̄(−←p µ − 2iSµν
←
p ν −mγµ) = 0, Ψ̄

←
p µ ≡ i∂µΨ̄ = iΨ̄,µ. (91)

Теорема 5. Не существует функции Лагранжа в терминах независимых ла-
гранжевых переменных Ψ, Ψ̄, для которой уравнения ЭЛ совпадали бы с урав-
нениями (87), (91).
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Доказательство. Общий вид вектор-функции в переменных Ψ, Ψ̄, Ψ,µ, Ψ̄,µ, для
которой уравнения ЭЛ являются уравнениями 1-го порядки по переменной x, та-
ков:

Lµ = a1Ψ̄Ψ,µ + a2Ψ̄,µΨ + a3Ψ̄SµνΨ,ν + a4Ψ̄,νSµνΨ + a5Ψ̄γµΨ. (92)

Лагранжевы производные от функции (92) имеют вид

δLµ
δΨ

= (a2 − a1)Ψ̄,µ + (a4 − a3)Ψ̄,νSµν + a5Ψ̄γµ, (93)

δLµ
δΨ̄

= (a1 − a2)Ψ,µ + (a3 − a4)SµνΨ,ν + a5γµΨ. (94)

Как видно, требование одновременного выполнания равенств

δL
δΨ

= −iΨ̄,µ + 2Ψ̄,νSµν −mΨ̄γµ,
δL
δΨ̄

= iΨ,µ + 2SµνΨ,ν −mγµΨ (95)

противоречиво: a4 − a3 = 2 = a3 − a4. Теорема доказана.

Замечание 3. Уравнение (87) с µ = 0 есть хорошо известное уравнение Дирака
в форме Шредингера, которое выпишем вместе с эрмитово сопряженным и сопря-
женным по Дираку уравнением:

iΨ,0 = (−iγ0γkΨ,k + γ0mΨ), (96)

−iΨ†,0 = iΨ†,kγ
0γk +mΨ†, (97)

−iΨ̄,0 = −iΨ̄,kγ
0γk +mΨ̄. (98)

Теорема 4 утверждает, в частности, что не существует функции Лагранжа в пере-
менных Ψ, Ψ̄, для которой уравнения ЭЛ совпадали бы с уравнениями (96), (98).
В то же время, существует функция Лагранжа в терминах Ψ, Ψ†, для которой
уравнения ЭЛ совпадают с уравнениями (96), (97).
Этот пример убеждает, что для построения L-подхода, ассоциированного с

уравнением (87) с произвольно фиксированным µ, необходимо использовать сопря-
жение, отличное от сопряжения по Дираку. Подходящим оказывается следующее
сопряжение:

Ψ →
µ

Ψ̄ ≡ Ψ†γ0γµ = Ψ̄γµ, (γ0γµ)−1 = (γ0γµ)† = γ0γµ, (99)

которое назовем µ-сопряжением. Учитывай, что

µ
γ̄µ ≡ γ0γµγ†µγ

0γµ = γµ,
µ

S̄µν = −Ŝµν ,
µ
p̄ν = −p̂ν , µ− ns (100)

(символ µ−ns означает, что в (100) и всюду ниже µ фисировано, по нему сумми-
рование не подразумевается), из (87) находим, что уравнение для µ-сопряженного
спинора в (99) имеет вид

µ

Ψ̄(−←p µ + 2iSµν
←
p ν −mγµ) = 0, µ− ns. (101)
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Важно отметить, что не только при сопряжении по Дираку, но и при µ-сопряжении
(99) уравнение (87) переходит в явно коварианткое уравнение.

Общий вид вектор-функции Лагранжа (101) в терминах Ψ,
µ

Ψ̄, для которой
уравнения ЭЛ могут совпадать с уравнениями (87), таков:

Lµ = a1

µ

Ψ̄Ψ,µ + a2

µ

Ψ̄,µΨ + a3

µ

Ψ̄SµνΨ,ν + a4

µ

Ψ̄,µSµνΨ + a5

µ

Ψ̄γµΨ, µ− ns. (102)

Для этой функции лагранжевы производные имеют вид

δLµ
δΨ

= (a2 − a1)
µ

Ψ̄,µ + (a4 − a3)
µ

Ψ̄,νSµν + a5

µ

Ψ̄γµ, µ− ns, (103)

a δLµ/δ
µ

Ψ̄ совпадает с правой частью (94). Теперь требование одновременного
выполнения равенств

∂Lµ
δΨ

= −i
µ

Ψ̄,µ − 2
µ

Ψ̄,νSµν −m
µ

Ψ̄γµ,

δLµ
δ
µ

Ψ̄
= iΨ,µ + 2SµνΨ,ν −mγµΨ, µ− ns,

(104)

приводит к условиям

a1 − a2 = i, a3 − a4 = 2, a5 = −m. (105)

Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 6. Для уравнения (87) векторная функция Лагранжа имеет вид

Lµ =
i

2

(
α1

µ

Ψ̄Ψ,µ − α2

µ

Ψ̄,µΨ
)

+
(
α3

µ

Ψ̄SµνΨ,ν − α4

µ

Ψ̄,νSµνΨ
)
−

−m
µ

Ψ̄γµΨ, µ− ns,

(106)

где константы α1, α2, α3, α4 удовлетворяют условиям

α1 + α2

2
=
α3 + α4

2
= 1. (107)

Заметим, что произвол в этих константах влияет на Lµ лишь с точностью до
4-дивергенции, поэтому наблюдаемые величины не зависят от этого произвола.
Для любой пары Ψ, Ψ′ решений уравнения Дирака (т.е. для любого преобра-

зования инвариантности Ψ → Ψ′ = q̂Ψ уравнения (89) или эквивалентного ему
уравнения (87)) сохраняющиеся токи, вычисляемые по функции Лагранжа (106)
на основе теоремы 3 (формула (39)), имеют вид:

τνµ ≡ ∂Lµ
∂Ψ,ν

Ψ′ +
µ

Ψ̄′
∂Lµ
∂
µ

Ψ̄,ν

=
i

2

(
α1

µ

Ψ̄Ψ′ − α2

µ

Ψ̄′Ψ
)
δνµ+

+
(
α3

µ

Ψ̄SµαΨ′ − α4

µ

Ψ̄′SµαΨ
)
gαν .

(108)
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Токи (108) сохраняются только при условиях

α1 = α3, α2 = α4, (109)

при которых функция Лагранжа (106) выглядит как

Lµ =
α1

2

µ

Ψ̄ (iΨ,µ + 2SµνΨ,ν) − α2

2

(
i
µ

Ψ̄,µ + 2
µ

Ψ̄,νSµν

)
Ψ −m

µ

Ψ̄γµΨ,

µ− ns, (α1 + α2)/2 = 1,
(110)

а токи (108) приобретают следующую форму:

τνµ = α1τ
ν
1µ − α2τ

ν
2µ, (111)

где

τν1µ =
µ

Ψ̄
(
i

2
δνµ + Sµαg

αν

)
Ψ′, τν2µ = τν1µ

∣∣∣
Ψ↔Ψ′

. (112)

Используя уравнение Дирака в векторной форме (87) и построеную для него
векторную функцию Лагранжа (110), легко выписать функцию Лагранжа для си-
стемы локально взаимодействующих электромагнитного F = ( �E, �H) и спинорного
Ψ полей. Для этого ток j = (jν) в функции Лагранжа (61) (описывающей поле F ,
взаимодействующее с электрическим током j) следует понимать как ток спинорно-

го поля и записать его через µ-сопряженные спиноры Ψ,
µ

Ψ̄ с данным (произвольно
фиксированным) µ = 0, 3:

jν ≡ eΨ̄γνΨ = e
µ

Ψ̄γµgµµγνΨ, µ− ns. (113)

Интересно отметить, что векторная функция Лагранжа для системы взаимо-
действующих полей F и Ψ, образованная сложением функции (110) и функции
(61) с током jν (113) при условиях (67), не приводит к уравнению Дирака со
взаимодействием с полем F , поскольку в физической области, где F̄ = εF ,

δLIµ
δ
µ

Ψ̄
≡ (q1Fµν + q2F̄µν

)
γµgµµeγνΨ = 0, µ− ns, (114)

из-за содержащегося в (67) условия q1 = q2. Этот результат есть следствие исхо-
дного предположения q1q2 = 0. Можно, однако, с самого начала положить в Lµ
(61) q2 = 0, в качестве уравнения для электромагнитного поля F с током j = 0
использовать лишь P̃ -тензорное уравнение (26), а P̃ -псевдотензорное уравнение
(27) считать допустимым лишь при j = 0, когда теория дуально инвариантна и
когда уравнения (26) при замене F → εF ⇒ Q→ R, R → −Q переходят в урав-
нения (27) (заметим, что при j = 0 указанная замена не связывает уравнения (26)
и (27), что отражает отсутствие дуальной инвариантности теории с j = 0 и оправ-
дывает выделение в этом случае P̃ -системы (26), как основной). При указанных
выше условиях векторная функция Лагранжа для системы взаимодействующих
электромагнитного F = ( �E, �H) и спинорного Ψ полей принимает вид

Lµ = LFµ + LΨ
µ + LIµ, (115)
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где LFµ дано формулой (61) с j = 0, LΨ
µ — формулой (110), а

LIµ = −aFµνe
µ

Ψ̄γµgµµγνΨ, µ− ns. (116)

С учетом эквивалентности системы (26) исходной системе уравнний Максвелла
(5), т.е. (1), полная система уравнений, на основе функции Лагранжа (115), имеет
вид

Qµ − eΨ†γ0γµΨ = 0, Rµ = 0, (117)

[−aeFµνγµgµµγν + γµ(iγν∂ν −m)]Ψ = 0, µ− ns. (118)

Умножив уравнение (118) на γµ слева и просуммировав по µ, получим следую-
щее уравнение для спинорного поля Ψ, взаимодействующего с полем F :[

−ea
4

(F0ν + F1ν + F2ν + F3ν)γν + iγν∂ν −m
]
Ψ = 0, (119)

которое в терминах напряженностей �E, �H, имеет вид{ea
4

[
�E�γ − γ0(E1 + E2 + E3) + ( �H × �γ)1 + ( �H × �γ)2 + ( �H × �γ)3

]
+

+iγµ∂µ −m
}

Ψ = 0.
(120)

Построенную теорию легко обобщить на случай вяаимодействия поля ( �E, �H)
с полем произвольной массы и спина. Для этого вместо уравнения (87) следует
использовать другое уравнение Дирака в векторной форме [29], а именно:

γµ(iγν∂ν − γ4m)Ψ ≡ (p̂µ − 2iSµν p̂ν − 2iSµ4m)Ψ = 0. (121)

Это уравнение, как и уравнение (87), есть результат иного способа “извлечения
квадратного корня” из уравнения Клейна–Гордона (ср. замечание 3 в [29]).
Здесь, как и в случае уравнения (87), не существует функции Лагранжа в тер-

минах Ψ, Ψ̄, для которой уравнения ЭЛ совпадали бы с уравнением (121) и сопря-

женным к нему по Дираку. В терминах же Ψ,
µ

Ψ̄ функция Лагранжа для уравнения
(121) имеет вид

Lµ =
α1

2

µ

Ψ̄(iΨ,µ + 2SµνΨ,ν) − α2

2
(i
µ

Ψ̄,µ + 2
µ

Ψ̄,νSµν)Ψ − 2im
µ

Ψ̄Sµ4Ψ,

µ− ns,
α1 + α2

2
= 1.

(122)

Заметим, что сохраняющийся ток, вычисляемый по формуле (108) с Lµ (122),
совпадает с током (111), а взаимодействие с электромагнитным полем вводится по
аналогии с предыдущим случаем.
Для теории с произвольным спином уравнение, аналогичное (121), имеет вид

(p̂µ − 2iSµN p̂N )Ψ = 0, µ = 0, 3, N = 0, 4, (123)

где p̂4 = m, а SMN (M,N = 0, 4) являются генераторами подходящих матричных
представлиний однородной группы Де Ситтера O(1, 4). Для этого уравнения фун-
кция Лагранжа и сохраняющиеся токи строятся в полной аналогии с предыдущим



О векторных лагранжианах для электромагнитного и спинорного полей 219

случаем, включая и вопрос о введении взаимодействия поля Ψ в (123) с полем
F = ( �E, �H).
Наконец, отметим известный еще со времен Дирака факт, что наличие магни-

тных монополей лишь улучшает красоту и симметрию теории электромагнетизма.
Это в полной мере относится и к построенной здесь на основе векторных лагран-
жианов модели, в которую магнитный монополь естественным образом включается
добавлением к функции Лагранжа (115) члена с магнитным током и зарядом. За-
метим, что при этом установленная в [4, 5] 32-мерная алгебра инвариантности
A32, которая раньше имела место только для свободных уравнений Максвелла,
может быть сохранена и при включении взаимодействия, если потребовать ду-
альной симметрии и для токов, т.е., чтобы при преобразовании F → εF токи
преобразовывались как

j → j̄, j̄ → −j, (124)

где j = (jµ) — обычный электрический 4-вектор тока, а j̄ = (j̄µ) — магнитный
ток, создаваемый монополем.

7. Некоторые комментарии и выводы
Перечислим основные свойства построенной здесь лагранжевой модели для

электромагнитного поля в терминах напряженностей и системы взаимодействую-
щих электромагнитного и спинорного полей.
Хотя уравнения Максвелла (1) в терминах тензора напряженностей F = (Fµν)

= ( �E, �H) (2) имеют явно ковариантный вид (5) и в этом смысле ничем не отлича-
ется от релятивистских уравнений для любых других ковариантных полей, урав-
нения (5) не позволяют построить стандартный L-подход, который основывается
на скалярной (псевдоскалярной) функции Лагранжа. Более того, не существует
функции Лагранжа в форме какого-либо коварианта, для которой уравнения ЭЛ
совпадали бы непосредственно с уравнениями (5), т.е. с исходными уравнениями
Максвелла (1).
Можно перейти от уравнений (5) к эквивалентным им тоже явно ковариан-

тным уравнениям — в тензорной форме (26) или псевдотензорной форме (27) —
и построить L-подход, основанный на концепции векторной функции Лагранжа.
Причем векторный L-подход требует соответствующей переформулировки стан-
дартного принципа наименьшего действия. Такая переформулировка, содержится
в теореме 2. Однако система уравнений ЭЛ для P -векторной функции Лагран-
жа в терминах напряженностей F (и тензора полевых скоростей F,α ≡ (Fµν,α))
совпадает лишь с P̃ -псевдотензорной системой (27) и не может приводить к P̃ -
тензорной системе (26), что связано с P̃ -псевдотензорностью слагаемого при a2 в
Lµ (33) (полная функция (33), являясь P -вектором, не является P̃ -ковариантом).
Обе системы (26) и (27) в векторном L-подходе можно получить, если в качестве
независимых лагранжевых переменных привлечь также дуально сопряженные пе-
ременные F̄ , F̄,α — в этом случае не существует P̃ -векторная функция Лагранжа
(61), для которой уравнения ЭЛ (63), (64) совпадают с уравнениями (26), (27).

P̃ -векторный лагранжиан (61) имеет еще два преимущества. Во-первых, по
формуле (39) (обобщающей стандартную теорему Нетер о ЗС на случай векторного
L-подхода) лагранжиан (61) дает естестесвенное соответствие “тензорный (псевдо-
тензорный) генератор q̂ преобразования инвариантности уравнений Максвелла —
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тензорный (псевдотензорный) ток Θν
µ (70)”. Во-вторых, в P̃ -векторном L-подходе

удается ввести минимальное и локальное P̃ -векторное взаимодействие электрома-
гнитного поля F = ( �E, �H) со спинорным полем. Для этого оказалось необходимым
построить нестандартный, а именно, векторный L-подход и для спинорного поля
Ψ, причем один из вариантнов последнего, основанный на уравнении Дирака в
векторной форме (121), обобщается на случай полей произвольного спина.
В заключение отметим, что векторный L-подход обладает рядом недостатков.

Во-первых, соответствие “оператор симметрии — закон сохранения”, требующее,
чтобы генераторам ∂µ трансляций в пространстве-времени Rx сопоставлялись
именно энергия–импульс Pµ электромагнитного поля, а не что-либо другое, т.е.
чтобы сохранение энергии P0 в (80) было следствием однородности времени, а
сохранение импульса �P в (80) — однородности пространства, оказывается не-
устранимо нарушенным в рассмотренных выше моделях с (псевдо)векторными ла-
гранжианами. Более того, в L-подходе с (псевдо)векторной функцией Лагранжа
“оператор симметрии — закон сохранения” оказывается неоднозначным: одному
генератору q̂ алгебры инвариантности соответствуют четыре сохраняющиеся ве-
личины. В рамках концепции векторного лагранжиана вопрос об однозначности
соответствия “оператор симметрии — закон сохранения” нельзя решить на основе
теоремы Нетер.
Правда, можно по другому обобщать теорему Нетер на случай векторных ла-

гранжианов, поставив в соответствие генератору q̂ не ток Θµν (70), (74), а свертку

q̂ → Θ̄µ = xνΘµ
ν , ∂µΘ̄µ = 0, (125)

которая сохраняется благодаря свойству симметрии тензора (74), Θµν = Θνµ.
Легко убедиться, что если принять обобщение (125) теоремы Нетер, то

∂ρ → Tµρ − ∂ρx
νTµν , (126)

где Tµρ — стандартный тензор энергии–импульса (77), так что при переходе к ин-
тегральным сохраняющимся величинам из (126) получаем физически удовлетвори-
тельное соответствие ∂ρ → Pρ. Другими словами, по формулам (125), (126) получа-
ем, что сохранение энергии–импульса Pρ электромагвитного поля есть следствие
траясляциойной инвариантности теории. Благодаря выполнению условия (126), со-
ответствие “оператор симметрии — закон сохранения”, даваемое формулой (125),
можно считать физически приемлемым и для всех остальных операторов q̂ пре-
образований инвариантности уравнений Максвелла.
Однако обобщение теоремы Нетер, заданное формулой (125), можно трактовать

как существенный и, возможно, мало оправданный отход от стандартных принци-
пов лагранжева подхода. Это замечание подтверждается тем, что результат (126)
естественным образом получается и рамках стандартных принципов L-подхода
для электромагнитного поля F = ( �E, �H) при использовании скалярных функций
Лагранжa для этого поля. Такой подход был предложен нами в [7] (еще до рабо-
ты Садбери [18]) и основывался на скалярной функции Лагранжа, построенной в
виде свертки L = λµLµ, λµ = xµ − eµ. Детальное обсуждение такого L-подхода,
включая вычисление и анализ сохраняющихся величин — следствий 32-мерной
алгебры инвариантности A32, приведено в [8, 9]. Использование P̃ -скалярной фун-
кции Лагранжа оказалось предпочтительным не только потому, что стандартная
теорема Нетер приводит к обычному соответствию “оператор симметрии — закон
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сохранения”, но и потому, что в таком L-подходе естественным образом вводится
P̃ -скалярное взаимодействие электромагнитного ( �E, �H) и спинорного Ψ полей.
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On the new invariance algebras
and superalgebras of relativistic wave
equations
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

We show that any relativistic wave equation for a particle with mass m > 0 and
arbitrary spin s is invariant under the Lie algebra of the group GL(2s + 1, C). The
explicit form of basis elements of this algebra is given for any s. The complete sets
of the symmetry operators of the Dirac and Maxwell equations are obtained, which
belong to the classes of the first- and second-order differential operators with matrix
coefficients. Corresponding new conservation laws and constants of motion are found.

1. Introduction
The classical Lie approach is the main mathematical apparatus used for the analysis

of the symmetry of partial differential equations [1, 30]. This approach was that from
which it was established that the Poincaré group is the maximal symmetry group of
the Dirac equation [2, 22] and that the maximal symmetry of Maxwell’s equations
is determined by the conformal group replenished by the Heaviside–Larmor–Rainich
transformation. However, in spite of its power and universality, the Lie approach
does not make it possible to find all the symmetry operators of the given equation.
Actually it gives the possibility or finding only such symmetry operators which are
the first-order differential operators.
Using the non-Lie approach [5, 6, 8, 9], in which the invariance group generators

may be differential operators of any order and even integro-differential operators, the
new invariance groups of a number of relativistic wave equations have been found.
It has been demonstrated that the Dirac equation was invariant under the group
SU(2)×SU(2) [5, 6, 12] and that the Kemmer–Duffin–Petiau equation for the vector
field was invariant under the group SU(3)×SU(3) [29, 12]. The non-Lie approach gave
the possibility of finding the additional symmetry of the Dirac and Kemmer–Duffin–
Petiau equations describing the particles in an external electromagnetic field [13, 27].
The hidden symmetry of Maxwell’s equations has also been found and is described
by the eightparameter transformation group including the subgroup of Heaviside–
Larmor–Rainich transformations [13, 14, 15, 17].
In this paper we continue to study the symmetry of the Dirac, Weyl and Maxwell

equations and of relativistic wave equations for any spin particles. The main results
obtained here may be formulated as follows.
(i) We found that any Poincaré-invariant wave equation for a particle of arbitrary

spin s and mass m = 0 is additionally invariant under the 2(2s+1)(2s+1)-dimensional
Lie algebra which is isomorphic to the Lie algebra of the group GL(2s + 1, C). The
explicit form of basis elements of this invariance algebra is found for any value of s.
Thus the additional symmetry of an arbitrary relativistic wave equation is descri-
bed whereas previously one studied, as a rule, the symmetry properties of specific
equations.

J. Phys. A: Math. Gen., 1987, 20, P. 537–549.
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(ii) In our earlier work we restricted ourselves to studying symmetry operators of
relativistic wave equations which belong to a finite-dimensional Lie algebra [17]. Here
we also consider the symmetry operators belonging to the classes of firstand second-
order differential operators with matrix coefficients which, generally speaking, are
not the basis elements of any finite-dimensional Lie algebra, but are closely connected
with conservation laws. The complete set of symmetry operators of the Dirac equation
in the class of first-order differential operators with matrix coefficients (class M1) is
found. We also obtain the symmetry operators of the Weyl and Maxwell equations
which form the basis of the Lie superalgebra.
(iii) The new conservation laws and motion constants, which are connected with

hidden symmetry of the Dirac and Maxwell equations, are found.
The results of this paper supplement and in some sense complete, those obtained

by us and expanded by a number of other authors [3, 31, 24, 32] by studying the
additional symmetry of Poincaré-invariant wave equations.

2. The additional symmetry of Poincaré-invariant wave equations
for arbitrary spin particles

In this section we demonstrate that any relativistic wave equation for a particle of
non-zero mass and spin s = 0 has more extensive symmetry than Poincaré invariance,
and describe this additional symmetry exactly.
Let us write an arbitrary linear (differential or integro-differential) equation in the

following symbolic form

Lψ = 0, (2.1)

where L is a linear operator defined on a vector space H, ψ ∈ H.
Let Q be an operator defined on H. We say that Q is the symmetry operator of

the equation (2.1), if

L(Qψ) = 0 (2.2)

for any ψ satisfying (2.1).

Definition. Equation (2.1) is Poincaré-invariant and describes a particle of mass
m and spin s if it has 10 symmetry operators Pµ, Jµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3, which form
the basis of the Lie algebra of the Poincaré group, and any solution ψ satisfies the
conditions

PµP
µψ = m2ψ, WµW

µ = −m2s(s+ 1)ψ, (2.3)

where Wµ is the Lubansky–Pauli vector

Wµ =
1
2
εµνρσJ

νρP σ. (2.4)

Below we consider only such equations (2.1) which satisfy the given definition and
so may be interpreted as equations for a relastivistic particle of spin s and mass m.
The symmetry operators Pµ, Jµν of such a equation satisfy the commutation relations

[Pµ, Pν ] = 0, [Pµ, Jνσ] = i(gµνPσ − gµσPν),
[Jµν , Jλσ] = i(gµσJνλ + gνλJµσ − gµλJνσ − gνσJµλ)

(2.5)
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which characterise the Lie algebra of the Poincaré group P (1, 3). The eigenvalues
of the corresponding Casimir operators PµPµ and WµW

µ are fixed and given by the
relations (2.3). Let us emphasise that we do not make any supposition with regards to
the explicit form of the operators Pµ and Jµν — they can be as differential operators
of first order as non-local (integro-differential) ones.

Theorem 1. Any Poincaré-invariant equation for a particle of mass m and spin s is
invariant under the algebra1 GL(2s+ 1, C).
Proof. Let Pµ, Jµν be the symmetry operators of the equation (2.1) satisfying the
commutation relations (2.5). Then by the definition (2.3) the following combinations

Q±µν =
1
m2

[εµνρσW ρP σ ± i(PµWν − PνWµ)] (2.6)

are also the symmetry operators of these equations.
Using (2.5) and the relations

[Wµ, Pν ] = 0, [Wµ,Wν ] = iεµνρσP
ρW σ (2.7)

can make sure that the operators (2.6) satisfy the conditions

[Q±µν , Q
±
λσ] = i(gµσQ±νλ + gνλQ

±
µσ − gµλQ

±
νσ − gνσQ

±
µλ)m

−4(PµPµ)2, (2.8)

C1 =
1
4
Q±µνQ

±µν = −m4WλW
λPσP

σ,

C2 =
1
4
εµνρσQ

±µνQ±ρσ = ∓im−4WµW
µPσP

σ.

(2.9)

It follows from (2.3) and (2.8) that on the set of the equation (2.1) solutions the
operators (2.6) satisfy the commutation relations

[Q±µν , Q
±
λσ]ψ = i(gµσQ±νλ + gνλQ

±
µσ − gµλQ

±
νσ − gνσQ

±
µλ)ψ, (2.10)

which characterise the Lie algebra of the group SL(2, C). From (2.3) and (2.9) one
obtains the eigenvalues of corresponding Casimir operators

C1ψ =
1
2
(
l20 + l21 − 1

)
ψ, C2ψ = il0l1ψ, (2.11)

where l0 = s, l1 = ±(s+ 1).
So we have demonstrated that any Poincaré-invariant equation for a particle of

non-zero mass and spin s = 0 is additionally invariant under the algebra SL(2, C),
the basis elements of which belong to the enveloping algebra of the P (1, 3) and are
given exactly by the relations (2.6). According to (2.11) the operators (2.6) realise
the representation D(l0, l1) = D(s,±(s + 1)) of the algebra GL(2, C). Now we see
that this invariance algebra may be extended to 2(2s + 1)-dimensional Lie algebra
isomorphic to the algebra GL(2s + 1, C). Exactly the basis elements of the algebra
GL(2s+ 1, C) have the following form on the set of the equation (2.1) solutions:

λn+k n = ank(Q+
23 −Q+

02)P
s
n, λnn+k = aknP

s
n(Q+

23 +Q+
02),

λ̃mn = Q1λmn,
(2.12)

1We use the same notation for the groups and for the corresponding Lie algebras.
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where

P sn =
∏
n′ �=n

Q12 − s− 1 + n′

n′ − n
, Q1 =

εabc
2s(s+ 1)

Q+
0aQ

+
bc,

m, n = 1, 2, . . . , 2s+ 1, k = 0, 1, . . . , 2s− n

and akn are the coefficients determined by the recurrent relations

a0n = 1, a1n = [n(2s+ 1 − n)]−1/2,

aλn = aλ−1naλ−1n+λ−1, λ = 2, 3, . . . , 2s− n.

Actually the polynomials of the symmetry operators Q+
µν given by the relati-

ons (2.12) manifestly are the symmetry operators of equation (2.1). Operators (2.11)
form the basis of the algebra GL(2s + 1, C) inasmuch as they satisfy the following
commutation relations

[λab, λcd] = −[λ̃ab, λcd] = δbcλad − δadλbc,

[λab, λ̃cd] = δbcλ̃ad − δadλ̃bc, a, b, c, d = 1, 2, . . . , 2s+ 1
(2.13)

which characterise the algebra GL(2s+ 1, C). The relations (2.13) are correct on the
set of the equation (2.1) solutions. The validity of these solutions can be verified by
direct calculation using the equivalent matrix representation for the basis elements of
the algebra SL(2, C) (which is evaluated according to (2.11))

Q+
ab = εabcSc, Q+

0a = −Sa.
Here Sa are the matrices which realise the representation D(s) of the SO(3) algebra
in the Gelfand–Zetlin basis [21]. Thus the theorem is proved.

So if equation (2.1) is Poincaré invariant and describes a particle of spin s and
mass m > 0, it is invariant also under the algebra GL(2s+ 1, C), the basis elements
of which belong to the enveloping algebra of the algebra P (1, 3). The operators (2.12)
together with the Poincaré generators Pµ and Jµν form the basis of the 10+2(2s+1)-
dimensional Lie algebra isomorphic to the algebra P (1, 3) ⊕ GL(2s + 1, C). The last
statement can easily be verified by moving to the new basis Pµ → Pµ, Jµν →
Jµν −Qµν , λmn → λmn, λ̃mn → λ̃mn, where

Q12 =
∑
n

(s− n+ 1)λmn, Q03 =
∑
n

(s− n+ 1)λ̃mn,

Q23 =
∑
n

1
2a1n

(λnn+1 + λn+1n), Q31 = −i[Q12, Q23],

Q02 = i[Q23, Q03], Q01 = −i[Q31, Q03].

The theorem proved has a constructive character insofar as it gives the explicit
form of the basis elements of additional invariance algebra via the Poincaré generators.
Starting, for example, from the Poincaré generators for the Dirac equation

Pµ = pµ = i
∂

∂xµ
, Jµν = xµpν − xνpµ +

i

4
[γµ, γν ], (2.14)
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where γµ are the Dirac matrices, one obtains by the formula (2.6) the additional
symmetry operators of this equation found earlier by Fushchych and Nikitin [12]. In
an analogous way to formulae (2.6) and (2.12), the additional invariance algebras of
the Kemmer–Duffin–Petiau and Proca equations may be obtained (see [12, 17, 19,
20]) and even the invariance algebra of infinite-component wave equations [18] may
be found.
Let us note that relativistic wave equations for a particle of spin s > 0 also possess

such additional invariance algebras which belong to the class of integro-differential
operators [5, 8, 9, 16, 17, 29, 27] and, generally speaking, are not numbered among
the enveloping algebras of the algebra P (1, 3).

3. Symmetry operators of the Dirac equation in the class M1

Here we consider in detail the symmetry properties of the Dirac equation

Lψ ≡ (γµpµ −m)ψ = 0. (3.1)

It is well known that the symmetry of equation (3.1) which can be found in
the classical Lie approach is exhausted by invariance under the algebra P (1, 3), the
basis elements of which are given in (2.14), and under a corresponding group of
transformations, i.e. the Poincaré group.
Theorem 1 gives the possibility of extending the set of symmetry operators of

the Dirac equation. Actually, using formulae (2.6), (2.14) and (3.1) one obtains the
additional symmetry operators [12, 17]

Q±µν =
i

4
[γµ, γν ] +

i

2m
(γµpν − γνpµ)(1 ± iγ4). (3.2)

The operators (3.2) are the first-order differential operators with matrix coeffi-
cients (i.e. belong to the class M1) and so they cannot be found in the frames of
classical Lie approach. But these operators (with fixed sign ±) form the basis of
16-dimensional Lie algebra together with the Poincaré generators (2.14). It follows
from the above that the Dirac equation is invariant under the 16-parameter group
including the Lorentz transformations (generated by Pµ, Jµν) and the transformations
which are generated by the operators (3.2). Specifically these transformations have
the form

ψ → ψ′ = exp(2iθQ)ψ = (cos θ − γ1γ2 sin θ)ψ
i

m
(1 ∓ iγ4) sin θ

(
γ1
∂ψ

∂x2
−γ2

∂ψ

∂x1

)
if Q = Q±12 etc [12].
It may be interesting to know whether the operators (2.14) and (3.3) exhaust all

symmetry operators of the Dirac equation in the class M1. It turns out that this is
not so.
Here we find the complete set of symmetry operators Q ∈ M1 for equation (3.1)

which, however, do not form the basis of Lie algebra.

Theorem 2. The Dirac equation has 26 linearly independent symmetry operators
Q ∈ M1. These operators include the Poincaré generators (2.14), identity operator
and fifteen operators given below

ηµ =
1
4
iγ4(pµ −mγµ), ωµν = mSµν +

1
2
i(γµpν − γνpµ),

Aµ = ωµνx
ν + xνωµν − iγµ, B = iγ4(D −mγµx

µ),
(3.3)
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where

D = xµpµ +
3
2
i, Sµν =

1
4
i[γµ, γν ], µ, ν = 0, 1, 2, 3. (3.3′)

Proof. To find all linearly independent symmetry operators of the Dirac equation in
the class M1 it is necessary to obtain the general solution of the following operator
equations

[L,Q] = fQL, (3.4)

where L = γµpµ −m, Q and fQ are unknown operators belonging to M1:

Q = Ãµpµ + B̃, fQ = C̃µpµ + D̃,

Ãµ, B̃µ, C̃µ and D̃ are 4 × 4 matrices depending on x = (x0,x).
Relations (3.4) mean that the operators on the RHS and LHS give the same result

acting on arbitrary solutions of the Dirac equation. On the set of these solutions
operator p0 can be expressed via the operators pa with matrix coefficients: p0ψ =
Hψ ≡ (γ0m+γ0γapa)ψ. In other words it is sufficient to restrict ourself by considering
symmetry operators of a form such that

Q = B · p +G, (3.5)

where B and G are 4 × 4 matrices depending on x. For the operators (3.5) the
invariance condition (3.4) reduces to the following form:

[p0 −H,Q] = fQ(p0 −H), (3.6)

where fQ ≡ 0 insofar as the commutator on the LHS cannot depend on p0.
An unknown operator (3.5) can be expanded via a complete set of the Dirac

matrices

B = Id0 + iγ4d
1 + γνn

ν + Sµνm
µν + γ4γνb

ν ,

G = Ia0 + iγ4a
1 + γνc

ν + Sµνf
µν + γ4γνg

ν ,
(3.7)

where d0, d1, nν , mµν , bν , a0, a1, cν , fµν , gν are unknown functions on x.
Substituting (3.5) and (3.7) into (3.6) and equating coefficients by the linearly

independent matrices and differential operators one comes to the following system of
partial differential equations:

n0 = b0 = 0, nab = iεabcd
2
c , bab = iεabcd

3
c ,

m0a
b = iδabA

0, mab
c = εabcA

1, a, b, c = 1, 2, 3,
(3.8)

∂dµa
∂xb

= −∂d
µ
b

∂xa
,

∂dµa
∂xa

=
∂dµb
∂xb

, a = b, m div d0 = 0, m div d1 = 2ima1,

ḋ
2

= −1
2
rot d3, ḋ

3
=

1
2
rot d2, ḋ

i
= −grad Ai, div di = −3Ai, i = 0, 1,

ca = −1
2
(rot d2)a, c0 = −1

3
div d3 +mA0, g0 =

1
3
div d2,

ga = −1
2
(rot d3)a − imd1

a, ȧ0 = −1
2
i div d0, grad a0 = −3

2
id̈

0
,

a1 = −1
2
i div ḋ

1
+

1
3
m div d2, grad a1 = −mḋ

2 − 3
2
id̈

1
,

f0a =
1
2
ḋ0
a −

1
4
i(rot d1)a, fab = εabc

[
1
2
iḋ1
c +

1
4
(rot d0)c +md2

c

]
,

(3.9)
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where the dot denotes the derivative on x0 and there is no sum by the repeated indices.
The symbol dµ denotes a vector with components (dµ1 , d

µ
2 , d

µ
3 ) (analogous notation is

used for other vector quantities).
The first line in (3.9) gives the equations in the Killing form. Using this cir-

cumstance it is not difficult to obtain the general solution of the system (3.9) for
m = 0:

d0 = x × η + ρx0 + ν, d1 = ξ + λx, d2 = x × ε + ζ,

d3 = εx0 + µx + σ, g0 = 0, ga = −im(ξa + λxa),

f0a =
1
2
ρa, fab =

1
2
εabc(2mζc − ηc) +m(xaεb − xbεa),

c0 = −µ−m(ρ · x + κ), ca = εa, A0 = −ρ · x − κ,

A1 = −λx0 + ω, a0 = Ω, a1 = −3
2
iλ.

(3.10)

Here the Greek letters denote arbitrary constants.
So the general solution of the system (3.9) depends on 26 arbitrary numerical

parameters. Substituting (3.7), (3.8) and (3.10) into (3.5) and using equation (3.1),
one obtains a general expression for the symmetry operator Q ∈ M1 for the Dirac
equation as a linear combination of the Poincaré group generators (2.14), identity
operator and the operators (3.3). The theorem is proved.
So we have obtained the complete set of the symmetry operators Q ∈ M1 for

the Dirac equation with m = 0. Besides the Poincaré group generators (2.14) this
set includes four operators which coincide on the set of the equation (3.1) solutions
with Lubansky–Pauli vector (2.4), six operators ωµν = 1

2 (Q+
µν +Q−µν), trivial identity

operator and five symmetry operators B and Aµ, µ = 0, 1, 2, 3, which belong to the
enveloping algebra generated by the Poincaré generators.
The operators (3.3) satisfy the following commutation relations

[B,Pµ] = −2iηµ, [B, ηµ] = − 1
2 i(Pµ +mAµ),

[Aµ, Pν ] =
1
m

[ηµ, ην ] = −2iωµν .

However these operators do not form the basis of the Lie algebra inasmuch as the
commutators [ωµν , ωλσ] do not belong to the class M1.
One of the most interesting consequences of the symmetry described in theorem 2

is the existence of new conservation laws for the Dirac equation. Corresponding new
conserved currents have the form

ηνµ =
1
4

(
ψ̄γ4γν

∂Ψ
∂xµ

− ∂ψ

∂xµ
γνγ4ψ

)
+mψ̄γ4Sµνψ,

ωµρν =
1
4
i

(
∂ψ̄

∂x0
Sνµψ + ψ̄Sνρ

∂ψ

∂xµ
− ψ̄Sνµ

∂ψ

∂xρ
− ∂ψ̄

∂xµ
Sµνψ

)
+

+
1
2
mψ̄[Sµν , γλ]+ψ, Bν = 2xµηµν , Aµν = 2xλωµλν .

(3.11)

The tensors ηµν , ωµρν , Aµν and the vector Bν correspond to the symmetry operators
ηµ, ωµρ, Aµ and B. All quantities (3.11) satisfy the continuity equations

pνηµν = 0, pνωµρν = 0, pνAµν = 0, pνBν = 0

and so generate conservation laws.
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4. Additional symmetry of the Weyl and massless Dirac equations
Here we study the symmetry of the Weyl equation

σµpµϕ = 0, (4.1)

where ϕ is the two-component spinor and σµ the Pauli matrices. Putting

ψ =
(

ϕ+ ϕ∗

i(ϕ∗ − ϕ)

)
(4.2)

one may rewrite this equation in the Dirac form

γµpµψ = 0, (4.3)

where γµ are the Dirac matrices in the Majorana representation. So we consider the
symmetry properties of equation (4.3) in order to obtain the results which are valued
as for the Weyl equation as for the massless Dirac one.

Theorem 3. The massless Dirac equation has 46 symmetry operators Q ∈ M1. These
operators are

Pµ, Jµν , Kµ, D, F, FPµ, FJµν , FKµ, FD, I, (4.4a)

Âµ = ω̂µνx
µ + xν ω̂µν − γµ, ω̂µν = γµpν − γνpµ, F Âµ, (4.4b)

where Kµ = 2xµD − pµxνx
ν + 2Sµνxν , F = iγ4, Pµ, Jµν and D are given in (2.14)

and (3.5′).
Proof. This can be carried out in full analogy with the proof of theorem 2. The
general solution of the system (3.8) for the case m = 0 has the form

dα = xx · µα +
1
2
µα
(
x2

0 − x2
)

+ x × ηα + ναx + ραx0x + λα + ωαx0,

α = 0, 1, d2 = x × ε + ξx − ζx0 + ϕ, d3 = x × ξ + σx + εx0 + κ,

Aα = −
[
x · µαx0 +

1
2
ρα
(
x2

0 + x2
)

+ ναx0 + ωαx + χα
]
,

aα = −3
2
i (x · µα + ραx0 + δα) , c0 = σ, xa = −εa, g0 = ξ,

ga = −ζa, f0a =
1
2
(−η1

a + ρ0xa + µ0
ax0 + ω0

a),

fab = −1
2
εabc(µ1

cx0 + ρ1
1xc + ω1

c + η0
c

(4.5)

and includes 46 independent parameters denoted by the Greek letters. Substituting
(3.5) and (4.5) into (3.7) and using equation (4.3) one obtains a general expression
for the symmetry operator of the massless Dirac equation in the form of a linear
combination of the operators (4.4). Thus the theorem is proved.
Among the operators (4.4) there are exactly fourteen symmetry operators, which

do not belong to the enveloping algebra generated by the conformal group generators
Pµ, Jµν , Kµ, D and by the operator F = iγ4. These essentially new symmetry
operators are given in (4.4b).
Operators (4.4) transform the real wave function ψ (4.2) into real wave function

ψ′ = Qψ and so they are also the symmetry operators for the Weyl equation (4.1).
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Incidentally the linear transformations of ψ (4.2) generate linear and antilinear trans-
formations of a two-component Weyl spinor.
The operators (4.4) do not form a basis of the Lie algebra. However, one may

consider different subsets of the operators (4.4) which have the structure of the Lie
algebra or superalgebra. Thus the operators (4.4a) form the basis of 32-dimensional
Lie algebra including the Lie algebra of the conformal group. The operators Jµν , ω̂µν ,
F and λµ = FPµ satisfy the following commutation and anticommutation relations:

[ω̂µν , ω̂λσ]+ = −2i[Jµν , pλpσ] = 2(gµλpνpσ + gνσpµpλ − gµσpνpλ − gνλpµpσ),
[Jµν , ω̂λσ] = i(gµσω̂νλ + gνλω̂µσ − gµλω̂νσ − gνσω̂µλ), F 2 = I,

[ω̂µν , λρ]+ = [ωµν , F ]+ = 0, [λµ, λν ]+ = 2pµpν , [λµ, F ]+ = 2Pµ,
(4.6)

where the symbol [A,B]+ denotes the anticommutator [A,B]+ = AB +BA.
It follows from (2.5) and (4.6) that the set of symmetry operators {Pµ, Jµν , pµpν , I,

F, λµ, ω̂µν} form the basis of the Lie superalgebra (which includes ten symmetry
operators pµpν not belonging to the class M1).

5. The symmetry and supersymmetry of Maxwell’s equations
We shall write Maxwell’s equations for the electromagnetic field in vacuum in the

following form [17]:

L1ψ ≡ (i∂/∂x0 + σ2S · p)ψ = 0,
La2ψ ≡ (pa − S · ppa)ψ = 0.

(5.1)

Here

σ2 = i

(
0 −1
1 0

)
, Sa = i

(
sa 0
0 sa

)
, (5.2)

where 1 and 0 are unit and zero 3 × 3 matrices, sa are the generators of irreducible
representation D(1) of the group SO(3) with the matrix elements (sa)bc = iεabc. The
symbol ψ denotes the six-component function, ψ = column (E1, E2, E3,H1,H2,H3),
where Ea and Ha are the components of the vectors of electric and magnetic fields
strengths.
It is well known that the Maxwell equations are invariant under the conformal

group C(1, 3) and under the group H of Heaviside–Larmor–Rainich transformations.
Moreover it was found [14, 15, 16, 17] that these equations also have the additional
hidden symmetry in the class of integro-differential operators which is determined by
the algebra GL(2, C). It was demonstrated also that GL(2, C) is the most extensive
invariance algebra of the Maxwell equations if one sopposes the symmetry operators
do not depend on x.
Here we study the symmetry of the Maxwell equations in quite another aspect. The

requirement that the symmetry operators belong to a finite-dimensional Lie algebra is
very important if one is interested in studying the symmetry groups of the equations
considered. However for many applications (e.g. for constructing conservation laws)
this requirement is not essential. So we do not require that the symmetry operators of
Maxwell’s equations should belong to a finite-dimensional Lie algebra but restrict the
class of operators considered by the second-order differential operators with constant
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matrix coefficients. In other words we consider the symmetry operators of a form
such that

Q = dabpapb + cbpb + g, a, b = 1, 2, 3, (5.3)

where dab, cb and g are 6 × 6 numerical matrices. The operators (5.3) do not depend
on po inasmuch as one may always p0ψ via σ2S · pψ according to equation (5.1). Let
us denote the class of the operators (5.3) by the symbol M2.
We shall see that the Maxwell equations have non-trivial symmetry operators in

the class M2 which do not belong to the enveloping algebra of the conformal group
generators. On the other hand the analysis of more extensive classes of the Maxwell
equation symmetry operators is very complicated and cannot be carried out within
the framework of the present paper.
The invariance condition for equation (5.1) under the operators (5.3) may be wri-

tten in the following general form [17]

[L1, Q] = α1
QL1 + β1a

Q L
a
2 , [La2 , Q] = α2a

Q L1 + β2a,d
Q Ld2, (5.4)

where in our case α1
Q = α2a

Q ≡ 0 since the commutators on the LHS cannot depend
on p0, and

β1a
Q = gabcpbpc + fab pb + ha, β2a,d

Q = ga,dbc pbpc + fa,dc pc + ha,d, (5.5)

where gkbc, f
k
b , h

k are numerical matrices, k = a or k = a, d.
Any of the matrices in (5.3) and (5.5) can be represented as a linear combination

of the matrices Dν
c and G

ν
cd, where

Dν
c = σνSc, Gνcd = σν(δcd − ScSd − SdSc).

Here σν are the 6 × 6 Pauli matrices commuting with Sa of (5.2). Calculating the
commutators in (5.4) and equating the coefficients by the linearly independent matri-
ces and differential operators one may prove the following statement.

Theorem 4. The Maxwell equations (5.1) have ten linearly independent symmetry
operators Q ∈ M2 which do not belong to the enveloping algebra of the Lie algebra
of the group C(1, 3) ⊗H. These operators have the form

Qab = σ1qab, Q̃ab = σ3qab, (5.6)

where

qab = [(S × p)a, (S × p)b] − p2δab, p2 = p2
1 + p2

2 + p2
3.

Proof. The proof can be carried out in full analogy with the proofs of theorems 2 and
3 and so can be omitted. We note only that equations (5.3)–(5.5) are satisfied by the
46 linearly independent operators given below:

σ0, iσ0pa, σ0papb, σ0S · p, ipaS · p, iσ2,

σ2pa, iσ2papb, σ2S · p, iσ2paS · p, Qab, Q̃ab,
(5.7)

where Qab and Q̃ab are given in (5.6). All operators of (5.7) with the exception of
Qab and Q̃ab can be expressed via Pa, S · p = 1

2εabcJabPc and σ2, where Jab and Pa
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are the Poincaré generators given by the formulae (2.14) with 1
4 i[γa, γb] → εabcSc,

σ2 is the matrix of (5.2) (which is the generator of the Heaviside–Larmor–Rainich
transformations).

Note 1. From twenty operators (5.6) exactly ten are linearly independent in so far as

(Q11 +Q22 +Q33)ψ = (Q̃11 + Q̃22 + Q̃33)ψ = 0,

where ψ is an arbitrary solution of equations (5.1).

Note 2. The operators α1
Q, β

1a
Q and α2a

Q from (5.4) which correspond to the symmetry

operators (5.6) are zero matrices. For β2c,d
Qab

and β2c,d
Qab

one obtains by direct calculation

β2a,d
Qbc

= iσ2β
2a,d
Qbc

= −σ1δad[(S × p)a, (S × p)b]+.

So we have determined the complete set of the Maxwell equation symmetry ope-
rators in the class M2. Using the notation given in (5.2) and below formula (5.2), it
is not difficult to represent the transformations ψ → Qabψ and ψ → Q̃abψ generated
by operators (5.6), in the terms of the electromagnetic field strengths

Ec → gcdabHd, Hc → gcdabEd, (5.8)

Ec → gcdabEd, Hc → −qcdabHd, (5.9)

where

gcdab = papbδcd − papcδbd − pbpcδad + p2(δacδbd + δbcδad − δabδcd).

The invariance of Maxwell’s equations under transformations (5.8) and (5.9) can be
easily verified by direct calculation.
The operators (5.6) do not form a basis of a Lie algebra. However, one may

consider subsets of the operators (5.6) which can be extended to the Lie superalgebras.
One of these subsets includes the following operators:

Q1 =
1
2
εabccaQbc, Q2 =

1
2
εabccaQ̃bc,

Q3 = S · p, Q4 =
1
2
cacbpapb, Q5 = p2,

(5.10)

where ca are arbitrary numbers satisfying the condition caca = 1. The operators (5.10)
satisfy the relations

[Qa, Qb]+ = 2δab (Qa)2 ,
(
Q1
)2 =

(
Q2
)2 = Q6 ≡ (Q4 −Q5

)2
,(

Q3
)2
ψ = Q5ψ, [Qa, Q4] = [Qa, Q5] = [Q4, Q5] = 0

and so form the basis of the Lie superalgebra together with the operator Q6. This
superalgebra can be extended by adding the operators Q6+a = iσ2S · pQa, Q9+a =
iσ2S · p(Qa)2 and Q12+a = p2(Qa)2, a = 1, 2, 3, which satisfy the relations

[Q6+a, Q6+b]+ = 2δabQ12+b, [Q6+a, Qb]+ = 2δabQ6+b,

[Q9+a, QB ] = [Q12+a, QB ] = 0, B = 1, 2, . . . , 15.

In conclusion let us give the explicit form of the motion constants of the electro-
magnetic field which correspond to the symmetry operators (5.6). Due to the Maxwell
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equations the following bilinear combinations do not depend on x0 and so are conser-
ved in time

Iab =
∫
d3xψTQabψ =

∫
d3x [(rotH)a(rotH)b − (rot E)a(rot E)b+

+Eap2Eb −Hap
2Hb

]
,

Ĩab =
∫
d3xψT Q̃abψ =

∫
d3x

[
Eap

2Hb +Hap
2Eb−

−(rot E)a(rotH)b − (rotH)a(rot E)b] .

(5.11)

In contrast with the classical motion constants (energy, momentum, etc) the integral
combinations (5.11) depend not only on E and H but also on the derivatives of these
vectors.
So starting from the symmetry operators (5.6) found above we obtain ten new

constants of motion for the electromagnetic field in vacuum given by relations (5.11).
These motion constants, in contrast to the Lipkin ones [25, 4, 23, 26], have nothing
to do with the Lorentz or conformal invariance of the Maxwell equations inasmuch as
the corresponding symmetry operators (5.6) do not belong to the enveloping algebra
of the algebra C(1, 3) ⊕H.

Acknowledgment. We would like to thank the referee for his useful comments.

Note added in proof. In the formulation of theorem 3 we have omitted six symmetry
operators of the massless Dirac equation, which have the form Qµν = −Qνµ =
[Kν , Aµ]. So this equation has 52 linearly independent symmetry operators Q ∈ M1

All the symmetry operators Q ∈ M1 for the Dirac equation with m = 0 belong to the
enveloping algebra of algebra P (1, 3) inasmuch as operator B (3.3) can be represented
as Dψ = 1

4εµνρσJ
µνJρσψ on the set of the Dirac equation solutions.
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On some exact solutions
of the three-dimensional non-linear
Schrödinger equation
W.I. FUSHCHYCH, N.I. SEROV

Some exact solutions of the three-dimensional non-linear Schrödinger equation are
found. The formulae for generating solutions of the Schrödinger-invariant equations
are adduced.

The linear heat equation and its complex generalisation, i.e. the Schrödinger equati-
on

(P0 − P 2
a /2m)u = 0, P0 = i∂/∂x0, Pa = −i∂/∂xa, a = 1, 3, (1)

where

u = u(x0,x), x0 ≡ t, x = (x1, x2, x3) ∈ R3

and m is the particle mass, is invariant under the generalised Galilei group G2(1, 3).
The basis elements of the Lie algebra AG2(1, 3) have the following form:

P0 = i∂/∂x0, Pa = −i∂/∂xa, Jab = xaPb − xbPa, (2)

Ga = x0Pa +mxa, I = u∂/∂u, a, b = 1, 3, (3)

D = 2x0P0 − xP +
3
2
i, (4)

A = x0

(
x0P0 − xP +

3
2
i

)
+

1
2
mx2. (5)

The same algebra for the one-dimensional equation had been found over a hundred
years ago by S. Lie [8]. For the three-dimensional equation (1) this algebra had been
found by Hagen [7] and Niederer [9] (see also Fushchych and Nikitin [4, 5]). The
elements D and A generate the scale and projective transformations respectively.
We denote the group generated by operators (2)–(4) and its Lie algebra by symbols
G1(1, 3) and AG1(1, 3). The group and the algebra generated by (2)–(5) are denoted
as G2(1, 3) and AG2(1, 3).
We now consider the following non-linear generalisation of (1):

(P0 − P 2
a /2m)u+ F (x, u, u∗) = 0, (6)

where F is an arbitrary differentiable function. To construct the families of exact
solutions of (6) we have to know the symmetry of (6) which obviously depends on
the structure of the non-linearity.

J. Phys. A: Math. Gen., 1987, 20, L929–L933.
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Theorem. Equation (6) is invariant under the following algebras:

AG(1, 3) iff F = φ(|u|)u, (7)

where φ is an arbitrary smooth function, and

AG1(1, 3) iff F = λ|u|ku, (8)

where λ, k are arbitrary parameters, the operator of scale transformations D having
the form D = x0P0 − xP + 2i/k, k = 0, and

AG2(1, 3) iff F = λ|u|4/nu, (9)

where n = 3 is the number of spatial variables in the Schrödinger equation [2, 3].

To give the proof of the theorem, which we omit because of its clumsiness, it
is necessary to apply the Lie method to (6). The detailed account of this method is
given by Ovsyannikov [10] and Bluman and Cole [1]. We can make sure that (6) with
non-linearities (7)–(9) admits the groups G, G1 and G2 by direct verification.
Later on we shall construct the exact solutions of the Schrödinger equation with

non-linearity (9), i.e.

(P0 − P 2
a /2m)u+ λ|u|4/3u = 0. (10)

It follows from the theorem that only the equation with fractional non-linearity is
invariant under the group G2(1, 3).
Following Fushchych [2] we seek solutions of (10) with the help of the ansatz

u(x) = f(x)ϕ(ω1, ω2, ω3), (11)

where ϕ is the function to calculate. This function depends only on three invariant
variables ω1, ω2 and ω3 being the first integrals of the Euler–Lagrange system of
equations:

dx0

ξ0(x, u)
=

dx1

ξ1(x, u)
=

dx2

ξ2(x, u)
=

dx3

ξ3(x, u)
=

du

η(x, u)
, (12)

where ξ0, ξ1, ξ2, ξ3 and η are coordinates of the infinitesimal operator of the group
G2(1, 3), i.e. the following functions:

ξ0 = ax2
0 + 2bx0 + d0, ξ = (ax0 + b)x + gx0 + α × x + d,

η = −
[
Im
(

1
2
ax2 + gx

)
+

3
2
(ax0 + b)

]
u,

where a, b, g, α, d0 and d are parameters of the group G2(1, 3).
Functions f(x) also are found from the system (12). The method of seeking f(x)

and variables ω is given in more detail in [2, 6].
Ansatz (11) reduces (10) to the equations for function ϕ which depends only on

three variables ω1, ω2 and ω3. Thus to construct solutions of (10) using ansatz (11)
it is necessary to have the explicit form of the function f(x) and the new invariant
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variables ω1, ω2 and ω3. Not going into details we write them. Depending on relations
between parameters of the group G2(1, 3) there are nine sets f(x) and ω(x):

1) f(x) =
(
1 − x2

0

)−3/4
exp
[
1
2
imx0x

2/
(
1 − x2

0

)]
, ω1 = (αx)

(
1 − x2

0

)−1/2
,

ω2 = x2
(
1 − x2

0

)−1
, ω3 = tanh−1 x0 + tan−1(βx/γx);

2) f(x) = x
−3/2
0 exp

(
−1

2
ix2x−1

0

)
, ω1 = (αx)x−1

0 ,

ω2 = x2x−2
0 , ω3 = x−1

0 + tan−1(βx/γx);

3) f(x) =
(
1 + x2

0

)−3/4
exp
(
−1

2
imx0x

2
(
1 + x2

0

)−1
)
,

ω1 = (αx)
(
1 + x2

0

)−1/2
, ω2 = x2

(
1 + x2

0

)−1
,

ω3 = − tan−1 x0 + tan−1(βx/αx);

4) f(x) = x
−3/4
0 , ω1 = (αx)x−1/2

0 , ω2 = x2x−1
0 ,

ω3 = − lnx0 + tan−1(βx/γx);

5) f(x) = x
−3/4
0 , ω1 = (αx)x−1/2

0 , ω2 = (βx)x−1/2
0 , ω3 = (γx)x−1/2

0 ;

6) f(x) = 1, ω1 = αx, ω2 = x2, ω3 = −x0 + tan−1(βx/γx);

7) f(x) = 1, ω1 = αx, ω2 = x2, ω3 = x0;

8) f(x) = exp
(
−1

2
imαx/x0

)
, ω1 = αx + x0βx,

ω2 = αx + x0γx, ω3 = x0;

9) f(x) = 1, ω1 = αx, ω2 = βx, ω3 = x0,

where α, β, γ are constant vectors satisfying the conditions

α2 = β2 = γ2 = 1, αβ = βγ = γα = 0.

We adduce the explicit form of the reduced equations for the function ϕ, obtained
from ansatz (11) in all nine cases:

1) Lϕ+ 6ϕ2 − 2imϕ3 +m2ω2ϕ− 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,
Lϕ ≡ ϕ11 + 4ω2ϕ22 + (ω2 − ω2

1)−1ϕ33 + 4ω1ϕ12,

2) Lϕ+ 6ϕ2 + 2imϕ3 − 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,

3) Lϕ+ 6ϕ2 + 2imϕ3 −m2ω2ϕ− 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,

4) Lϕ+ imω1ϕ1 + 2(imω2 + 3)ϕ2 + 2imϕ3 + 3
2 imϕ− 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,

5) ϕ11 + ϕ22 + ϕ33 + im(ω1ϕ1 + ω2ϕ2 + ω3ϕ3) + 3
2 imϕ− 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,

6) Lϕ+ 6ϕ2 + 2imϕ3 − 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,

7) ϕ11 + 4ω2ϕ22 + 4ω1ϕ12 + 6ϕ2 − 2imϕ3 − 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,
8) ω3

[
(1 + ω2

3)(ϕ11 + ϕ22) + ϕ12

]− 2im
(
ω1ϕ1 + ω2ϕ2 + ω3ϕ3 + 1

2ϕ
)−

−2λmω3|ϕ|4/3ϕ = 0,

9) 2imϕ3 − ϕ11 − ϕ22 − 2λm|ϕ|4/3ϕ = 0,
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where

ϕa = ∂ϕ/∂ωa, ϕab = ∂2ϕ/∂ωa∂ωb, a, b = 1, 3.

We did not succeed in finding the exact solutions of all of the reduced equations.
However, some of them had been solved. Let us write the final form of several exact
solutions of (10).

u(x) =
(
1 − x2

0

)−3/4
exp
[
1
2
imx2 (1 − x0)

−1

]
, λ =

3
2
i. (13)

u(x) = (c0x0 − cx)−3/2 exp
{
−1

2
imx2x−1

0

}
, (14)

where c0, c = (c1, c2, c3) are arbitrary constants, satisfying the condition c2 = 8
15λm.

u(x) = x
−3/2
0 exp

[
−1

2
im
(
x2 − rx

)
x−1

0

]
, r2 = −8λ/m. (15)

u(x) =
(

8
3
λx2

)−3/4

exp
(
−1

2
imx2x−1

0

)
. (16)

u(x) = x
−3/2
0 ϕ(ω1) exp

(
−1

2
imx2x−1

0

)
, ω1 = αx/x0, (17)

where function ϕ(ω1) is defined by the elliptic integral∫ ϕ

0

dτ
(
k1 + τ10/3

)−1/2

=
(

6
5
λm

)1/2

(ω1 + k2), (18)

where k1, k2 are arbitrary constants.

u(x) = x
−3/2
0 exp

(
−1

2
imx2x−1

0

)
ϕ(ω2), ω2 = x2/x0, (19)

where function ϕ(ω2) is the solution of the Emden–Fauler equation

2ω2ϕ22 + 3ϕ2 − λmϕ7/3 = 0. (20)

u(x) = x
−3/4
0 ϕ(ω1), ω1 = (αx)x−1/2

0 , (21)

where function ϕ(ω1) is defined by elliptic integral (18).

u(x) = ϕ(ω2), ω2 = x2, (22)

where ϕ(ω2) is the solution of (20).

u(x) = (c0/3λ)3/4x−1/2
0 exp

(
ic0x

−1/3
0 − 1

2
imcx/x0

)
, (23)

where c2 = 1 and c0 = const.

u(x) = (c0/λ)3/4 exp(ic0x0), (24)
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u(x) = (λ2x0)−3/4 exp
(
−iλ1λ2(λ2x0)−3/4

)
, (25)

where λ = 3
4 (λ1 + iλ2) and λ1, λ2 are arbitrary real constants.

u(x) = (cx)−3/2, c2 =
8
15
λm. (26)

Formulae (13)–(26) give multiparameter families of exact solutions of the non-
linear Schrödinger equation (10). Some of them are of non-perturbative type due to a
singularity with respect to the coupling constant λ. Obtained solutions may be used
in quantum field theory, and in many non-linear problems of solid state and plasma
physics.
In conclusion we adduce the formulae of extension of solutions of (10). If u = u1(x)

is a given solution of (10) then the new solutions u2, u3 may be found by formulae

u2 = u1(x0,x + vx0) exp
[
im

(
1
2
v2x0 + vx

)]
,

u3 = u1

(
x0

1 − ax0
,

x

1 − ax0

)
(1 − ax0)−3/2 exp

(
1
2
im

ax2

1 − ax0

)
,

where a, v are arbitrary constants. These formulae follow from the fact that (10)
admits both groups G(1, 3) and G2(1, 3).
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О редукции и точных решениях
нелинейного уравнения Дирака

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

Ansätze are constructed which reduce the Poincaré-invariant equation for the spinor fi-
eld Ψ(x0, x1, x2, x3) to a system of partial differential equations for the four-component
function ϕ(ω) depending on three invariant variables ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)}. Multi-
parameter families of exact solutions of the nonlinear Dirac equation with the mass
term are found. The P (1, 3)-nonequivalent Ansätze for a vector field are constructed.

Построены анзацы, с помощью которых пуанкаре-инвариантные уравнения для спи-
норного поля Ψ(x0, x1, x2, x3) сводятся к системе дифференциальных уравнений для
четырехкомпонентной функции ϕ(ω1, ω2, ω3) зависящей от трех инвариантных пе-
ременных. Найдены многопараметрические семейства точных решений нелинейного
уравнения Дирака. Построены P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для векторного поля.

Введение
Рассмотрим нелинейное уравнение Дирака для массивного поля[

iγ∂ −m− λ(Ψ̄Ψ)k
]
Ψ = 0, (1)

где Ψ = Ψ(x0, x1, x2, x3) — 4-компонентный спинор; γ∂ ≡ γν∂ν = γ0∂0 + γ1∂1 +
γ2∂2 + γ3∂3, ∂ν ≡ ∂/∂xν , ν = 0, . . . , 3; γν — матрицы Дирака 4 × 4; m, k, λ —
произвольные действительные параметры.
О применении уравнений типа (1) к проблемам квантовой теории поля см. [1].
Максимальной локальной группой инвариантности уравнения (1) является груп-

па Пуанкаре P (1, 3), генераторы которой имеют вид

P0 = ∂0, Pa = −∂a, a = 1, 2, 3, Jµν = Mµν + Sµν ,

Mµν ≡ xµPν − xνPµ, Sµν ≡ − 1
4 (γµγν − γνγµ).

(2)

Операторы (2), как известно (см., например, [2]), образуют алгебру Пуанкаре
AP (1, 3):

[Pµ, Pν ] = 0, [Pσ, Jµν ] = gσµPν − gσνPµ,

[Jµν , Jρσ] = gνρJµσ + gµσJνρ − gµρJνσ − gνσJµρ.

В случае, когда m = 0, k = 1
3 ((Ψ̄Ψ)1/3 — нелинейность Гюрши), уравнение (1)

инвариантно относительно конформной группы C(1, 3) ⊃ P (1, 3). С помощью кон-
формной симметрии уравнения (1) (при m = 0, k = 1

3 ) в [3, 4] построен широкий
класс точных решений нелинейного уравнения Дирака. Более сложные нелиней-
ные конформно-инвариантные уравнения Дирака рассмотрены в [5]. Исследова-
нию пуанкаре-инвариантных и масштабно-инвариантных решений уравнения (1)
(при m = 0 и произвольном k) посвящены работы [4, 6].

Теор. и матем. физика, 1987, 72, № 1, С. 35–44.
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В настоящей работе на основе идей и методов Ли в явном виде построены
анзацы для отыскания решений произвольного пуанкаре-инвариантного уравнения
для поля со спином 1

2 . Найдены пуанкаре-инвариантные многопараметрические
семейства решений уравнения (1) для m = 0 и произвольного k.
Решения уравнения (1), следуя [7] , ищем в виде

Ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (3)

где ϕ(ω) — 4-компонентная функция, зависящая от трех новых переменных ω =
{ω1(x), ω2(x), ω3(x)}. Спинор Ψ(x) в исходном уравнении (1) зависит от четырех
переменных x = {x0, x1, x2, x3}, следовательно, анзац (3) редуцирует (сводит) си-
стему (1) к системе с меньшим числом независимых переменных. Матрица A(x) и
новые переменные ω(x) находятся из условий [3, 4]

Q1A(x) = 0, Q1 ≡ aµPµ + CµνJµν , (4)

Q2ω(x) = 0, Q2 ≡ aµPµ + CµνMµν , (5)

где aµ, Cµν = −Cνµ — произвольные параметры.
В том частном случае, когда ϕ(ω) зависит только от одной переменной, уравне-

ние (1) с помощью анзаца (3) редуцируется к нелинейной системе обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ). Решая систему ОДУ, найдем семейства ча-
стных решений уравнения (1). Для реализации этого алгоритма необходимо по-
строить в явном виде матрицы A(x) и переменные ω(x).
В разделе 1, воспользовавшись результатами Патеры, Винтернитца, Цассенха-

уза [8] по классификации P (1, 3)-неэквивалентных подалгебр алгебры Пуанкаре
AP (1, 3), в явном виде мы получили P (1, 3)-неэквивалентные анзацы (3). В разде-
ле 2 приведены редуцированные системы нелинейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных (ДУЧП) для функции ϕ(ω), полученные в результате
подстановки анзацев из раздела 1. Для этих редуцированных систем ДУЧП или
ОДУ найдены некоторые точные решения, из которых затем построены P (1, 3)-
неразмножаемые семейства решений уравнения (1). В разделе 3 построены явно
ковариантные P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для векторного поля.

1. P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для спинорного поля
Описание анзацев (3) для спинорного поля с алгеброй инвариантности (2) сво-

дится к решению системы (4), которая представляет собой систему шестнадцати
ДУЧП первого порядка для матричных элементов матрицы A(x). Не вдаваясь в
подробности этих довольно громоздких вычислений, приведем здесь ее решение
в виде табл. 1, где приведены P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для спинорного
поля (α = 0, ε = ±1). При составлении этой таблицы мы воспользовались ре-
зультатом [8] о том, что алгебра Пуанкаре AP (1, 3) имеет только 13 одномер-
ных неэквивалентных подалгебр. В соответствии с этим существуют 13 пуанкаре-
неэквивалентных анзацев вида (3). Инвариантные переменные ω(x) для этих ан-
зацев построены в [9].
На одном конкретном примере продемонстрируем, как находить явный вид ан-

зацев (3). Возьмем в качестве Q1 оператор № 4 из табл. 1, т.е. Q1 = J12 =
x1∂2 − x2∂1 − 1

2γ1γ2. Уравнения (4), (5) в этом случае принимают вид(
x1∂2 − x2∂1 − 1

2
γ1γ2

)
A(x) = 0, (x1∂2 − x2∂1)ω(x) = 0.
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Последнее уравнение эквивалентно системе Лагранжа–Эйлера

dx0

0
=

dx1

−x2
=
dx2

x1
=
dx2

0
,

для которой легко выписать первые интегралы x2
1 + x2

2, x0, x3. Следовательно, в
качестве инвариантных переменных ω(x) можно выбрать x2

1 + x2
2 = ω1, x0 = ω2,

x3 = ω3.
Матрицу A(x) ищем в виде A(x) = exp

{
1
2γ1γ2f(x)

}
, f(x) — некоторая скаляр-

ная функция; тогда(
x1∂2 − x1∂1 − 1

2
γ1γ2

)
exp
{

1
2
γ1γ2f(x)

}
=

=
1
2
γ1γ2 [(x1∂2 − x2∂1 − 1)f(x)] exp

{
1
2
γ1γ2f(x)

}
= 0,

т.е.

x1
∂f

∂x2
− x2

∂f

∂x1
= f.

Интегрируя это последнее уравнение, получаем f(x) = −arctg x1
x2
, и таким обра-

зом, матрица A(x) имеет вид

A(x) = exp
{
−1

2
γ1γ2 arctg

x1

x2

}
.

Совершенно аналогично проводятся вычисления и для других случаев.
Все анзацы, выписанные в табл. 1, представляют собой полный набор P (1, 3)-

неэквивалентных анзацев для спинорного поля. Они не переводимы друг в друга
с помощью операции группового размножения решений. Отметим также, что из
спинорного поля можно легко построить поля для других спинов, например ска-
лярное Φ = Ψ̄Ψ, векторное Aµ = Ψ̄γµΨ, тензорное Fµν = Ψ̄γµγνΨ и т.д., поэтому
анзацы для спинорного поля представляют особый интерес.

2. Редукция уравнения (1) и точные решения
Подставим анзацы из табл. 1 в уравнение (1). После довольно громоздких вычи-

слений получим следующие уравнения для ϕ(ω) (F ≡ λ(ϕ̄ϕ)1/3 +m):

γ1ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.1)

γ0ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 + iFϕ = 0, (6.2)

(γ0 + γ1)ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.3)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ γ0ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.4)
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Таблица 1

№ Алгебра
Инвариантные переменные
ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)} Анзацы

1 P0 x1, x2, x3 Ψ(x) = ϕ(ω)
2 P3 x0, x1, x2 Ψ(x) = ϕ(ω)
3 P0 + P1 x0 + x1, x2, x3 Ψ(x) = ϕ(ω)

4 J12

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, x0, x3 Ψ(x) = exp{− 1

2
γ1γ2×

× arctg x1
x2

}ϕ(ω)

5 J03

(
x2

0 − x2
3

)1/2
, x1, x2 Ψ(x) = exp{ 1

2
γ0γ3×

× ln(x0 + x3)}ϕ(ω)
6 J02 + J12 x0 + x1, Ψ(x) = exp{− x2

2(x0+x1)
×(

x2
0 − x2

1 − x2
2

)1/2
, x3 × γ2(γ0 + γ1)}ϕ(ω)

7 αJ23 − J01

(
x2

0 − x2
1

)1/2
, α ln(x0 + x1)+ Ψ(x) = exp{ 1

2
γ0γ1 ln(x0 + x1)−

+arctg x2
x3
,
(
x2

2 + x2
3

)1/2 − 1
2
arctg x2

x3
}ϕ(ω)

8 J23 − ε
2
(P0 + P1) x0 + x1, ε(x0 − x1)+ Ψ(x) = exp{− 1

2
γ2γ3×

+arctg x2
x3
,
(
x2

2 + x3
3

)1/2 × arctg x2
x3

}ϕ(ω)

9 J12 + αP0

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, Ψ(x) = exp{− 1

2
γ1γ2×

x0 + α arctg x1
x2
, x3 × arctg x1

x2
}ϕ(ω)

10 J12 − αP3

(
x2

1 + x2
2

)1/2
, Ψ(x) = exp{− 1

2
γ1γ2×

x3 + α arctg x1
x2
, x0 × arctg x1

x2
}ϕ(ω)

11 J01 − αP2

(
x2

0 − x2
1

)1/2
, Ψ(x) = exp{ 1

2
γ0γ1×

x2 + α ln(x0 + x1), x3 × ln(x0 + x1)}ϕ(ω)
12 J02 + J12+ x0 − x1 + (x0 + x1)x2+ Ψ(x) = exp{ 1

4
(x0 + x1)×

+P0 − P1 + 1
6
(x0 + x1)

3, × γ2(γ0 + γ1)}ϕ(ω)
x2 + 1

4
(x0 + x1)

3, x3

13 J02 + J12 − εP3 x0 + x1,
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1,2
, Ψ(x) = exp{− x2

2(x0+x1)
×

x2 + ε(x0 + x1)x3, × γ2(γ0 + γ1)}ϕ(ω)

1
2
(γ0+γ3)ϕ+

1
2

[
(γ0 + γ3)ω1 +

1
ω1

(γ0 − γ3)
]
ϕω1+γ1ϕω2+γ2ϕω3+iFϕ = 0,(6.5)

(γ0 + γ1)
(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+

+
[
(γ0 + γ1)

ω2
1 + ω2

2

2ω1ω2
− γ1

ω1

ω2

]
ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0,

(6.6)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+

1
2

[
(γ0 + γ1)ω1 +

1
ω1

(γ0 − γ1)
]
ϕω1+

+
[
α(γ0 + γ1) +

1
ω3
γ2

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0,

(6.7)

(γ0 + γ1)ϕω1 +
[
ε(γ0 − γ1) +

1
ω3
γ2

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (6.8)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
(
α

ω1
γ1 + γ0

)
ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.9)
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γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
(
α

ω1
γ1 + γ3

)
ϕω2 + γ0ϕω3 + iFϕ = 0, (6.10)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+

1
2

[
(γ0 + γ1)ω1 + (γ0 − γ1)

1
ω1

]
ϕω1+

+ [γ2 + α(γ0 + γ1)]ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0,
(6.11)

[γ0 − γ1 + (γ0 + γ1)ω2]ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (6.12)

(γ0 + γ1)
(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
[
(γ0 + γ1)

ω2
1 + ω2

2

2ω1ω2
− γ1

ω1

ω2

]
ϕω2+

+
[
(γ0 + γ1)

ω3

ω1
+ γ2 + εω1γ3

]
ϕω3 + iFϕ = 0.

(6.13)

Здесь ϕωa
≡ ∂ϕ/∂ωa, a = 1, 2, 3; каждое из уравнений (6.1)–(6.13) получено с

помощью анзаца соответствующего номера из табл. 1.
Для того чтобы найти некоторые частные решения систем (6.1)–(6.13), совер-

шим в них (там, где это возможно) прямую редукцию к системам ОДУ или к си-
стемам ДУЧП с двумя независимыми переменными. Соответственно будем иметь
(F ≡ λ(ϕ̄ϕ)k +m)

γ1ϕω1 + iFϕ = 0, (7.1)

γ0ϕω1 + iFϕ = 0, (7.2)

(γ0 + γ1)ϕω1 + γ2ϕω2 + iFϕ = 0, (7.3)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ iFϕ = 0, (7.4)

1
2
(γ0 + γ3)ϕ+ γ1ϕω2 + iFϕ = 0, (7.5)

1
2
(γ0 + γ3)ϕ+

1
2

[
(γ0 + γ3)ω1 +

1
ω1

(γ0 − γ3)
]
ϕω1 + iFϕ = 0, (7.5a)

(γ0 + γ1)
(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+ γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (7.6)

(γ0 + γ1)
(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
[
(γ0 + γ1)

ω2
1 + ω2

2

2ω1ω2
− γ1

ω1

ω2

]
ϕω2 + iFϕ = 0, (7.6a)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (7.7)

[
ε(γ0 − γ1) +

1
ω3
γ2

]
ϕω2 + γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (7.8)

(γ0 + γ1)ϕω1 + γ3

(
1

2ω3
ϕ+ ϕω3

)
+ iFϕ = 0, (7.8a)
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γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
(
α

ω1
γ1 + γ0

)
ϕω2 + iFϕ = 0, (7.9)

γ2

(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
(
α

ω1
γ1 + γ3

)
ϕω2 + iFϕ = 0, (7.10)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [γ2 + α(γ0 + γ1)]ϕω2 + iFϕ = 0, (7.11)

γ3ϕω3 + iFϕ = 0, (7.12)

(γ0 + γ1)
(
ϕω1 +

1
2ω1

ϕ

)
+
[
(γ0 + γ1)

ω3

ω1
+ γ2 + εω1γ3

]
ϕω3 + iFϕ = 0. (7.13)

(каждому уравнению (7.1)–(7.13) отвечает анзац соответствующего номера табл. 1
с ϕ(ω), зависящей от одной или двух инвариантных перемениых ω).
Выпишем некоторые решения систем (7.1)–(7.13) (χ — постоянный спинор),

f(ω) — произвольная дифференцируемая действительная функция, κ = λ(χ̄χ)k +
m:

ϕ(ω) = exp{iκγ1ω1}χ, (8.1)

ϕ(ω) = exp{−iκγ0ω1}χ, (8.2)

ϕ(ω) = exp{iκγ2ω2} exp{i(γ0 + γ1)f(ω1)}χ, (8.3)

ϕ(ω) = (γ0 + γ1) exp{−i(mγ2ω2 + f(ω1))}χ, (8.3a)

ϕ(ω) =
1√
ω1

exp{iγ2g(ω1)}χ,

g(ω1) =


λ

1 − k
(χ̄χ)kω1−k

1 +mω1, k = 1,

λ(χ̄χ) lnω1 +mω1, k = 1,

(8.4)

ϕ(ω) = exp
{
iγ1

[
κ − i

2
(γ0 + γ3)

]
ω2

}
χ, (8.5)

ϕ(ω) = (γ0 + γ1) exp{−i(mγ3ω3 + f(ω1))}χ, (8.6)

ϕ(ω) = ω
−1/2
3 (γ0 + γ1) exp{−imγ3ω3}χ, (8.7)

ϕ(ω) = ω
−1/2
3 exp{iγ3g(ω3)} exp{i(γ0 + γ1)f(ω1)}χ,

g(ω3) =


λ

1 − k
(χ̄χ)kω1−k

3 +mω3, k = 1,

λ(χ̄χ) lnω3 +mω3, k = 1,

(8.8)

ϕ(ω) = exp
{
i [γ2 + α(γ0 + γ1)]

(
κ − i

2
(γ0 + γ1)

)
ω2

}
χ, (8.11)
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ϕ(ω) = exp{iγ2κω2}χ. (8.12)

Решения (8.1)–(8.12) инвариантны только относительно подгрупп группы P (1, 3).
Исходное же уравнение (1) пуанкаре-инвариантно, поэтому применим к (8.1)–
(8.12) операцию группового размножения решений [3, 4]. В результате получим
следующие многопараметрические семейства решений уравнения (1), имеющие яв-
но ковариантный вид и обладающие свойством P (1, 3)-неразмножаемости (понятие
G-неразмножимых решений введено в работе [10]):

Ψ(x) = exp{iκ(γa)ay}χ,

Ψ(x) = exp{−iκ(γd)dy}χ,

Ψ(x) = exp{iκ(γb)by} exp{i(γa+ γd)f(ay + dy)}χ,

Ψ(x) = (γa+ γd) exp{−i[m(γb)by + f(ay + dy)}χ,

Ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γa)(γb) arctg

ay

by

}
exp{i(γb)g(ω)}χ,

ω =
[
(ay)2 + (by)2

]1/2
,

Ψ(x) = exp
{
−1

2
(γc)(γd) ln(cy + dy)

}
exp
{

(γa)
[
iκ +

1
2
(γc+ γd)ay

]}
χ,

Ψ(x) = exp
{
− by

2(ay + dy)
(γb)(γa+ γd)

}
×

× (γa+ γd) exp {−i[m(γc)cy + f(ay + dy)]}χ,
(9)

Ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γb)(γc) arctg

by

cy
− 1

2
(γa)(γd) ln(ay + dy)

}
×

× (γa+ γd) exp {−im(γc)ω}χ, ω =
[
(by)2 + (cy)2

]1/2
,

Ψ(x) =
1√
ω

exp
{
−1

2
(γb)(γc) arctg

by

cy

}
exp {i(γc)g(ω)}×

× exp {i(γa+ γd)f(ay + dy)}χ, ω =
[
(by)2 + (cy)2

]1/2
,

Ψ(x) = exp
{

1
2
(γd)(γa) ln(ay + dy)

}
×

× exp
{
i[γb+ α(γa+ γd)]

[
κ − 1

2
i(γa+ γd)

]
(by + α ln(ay + dy))

}
χ,

Ψ(x) = exp
{
−1

4
(γa+ γd)(γb)(ay + dy)

}
×

× exp
{
iκ(γb)

(
by +

1
4
(ay + dy)2

)}
χ.
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В формулах (9) κ = λ(χ̄χ)k+m, yµ = xµ+δµ; δµ, aµ, bµ, cµ, dµ — произвольные
постоянные, удовлетворяющие условиям

a2 ≡ aµa
µ = b2 = c2 = −d2 = −1, ab = bc = da = ac = bd = 0, (10)

f(ω) — произвольная дифференцируемая функция,

g(ω) =


λ

1 − k
(χ̄χ)kω1−k +mω, k = 1,

λ(χ̄χ) lnω +mω, k = 1

Замечание. Приведенные нами анзацы, вообще говоря, не исчерпывают всех ан-
зацев, при которых нелинейное уравнение Дирака редуцируется к уравнениям с
меньшим числом независимых и зависимых переменных [11].
Так, например, анзац вида (получен совместно с Р.3. Ждановым)

Ψ(x) =
[
f(u) + i

(
γν

∂u

∂xν

)
g(u)

]
χ, χ = const,

где u = u(x) — скалярная функция, удовлетворяющая системе уравнений

∂u

∂xν

∂u

∂xν
= ε, �u =

N

u
, N = −2,−1, 0, . . . , 3, ε = ±1, (11)

редуцирует нелинейное уравнение Дирака (1) к системе ОДУ для скалярных фун-
кций f и g:

ḟ = g
(
λ
(
f2 + εg2

)k
+m

)
,

ġ = −f
(
λ
(
f2 + εg2

)k
+m

)
− N

u
g

(
ḟ ≡ df

du
, ġ =

dg

du

)
.

(12)

Обобщая результат Коллинза [12], выпишем общее решение системы (11)

u(x) =



[
(ay)2 + (by)2 + (cy)2

]1/2
, ε = −1, N = −2,[

(ay)2 + (by)2
]1/2

, ε = −1, N = −1,
ay + F (by + dy), ε = −1, N = 0,
dy, ε = 1, N = 0,[
(dy)2 − (ay)2

]1/2
, ε = 1, N = 1,[

(dy)2 − (ay)2 − (by)2
]1/2

, ε = 1, N = 2,√
yνyν , ε = 1, N = 3,

где yν = xν + δν , δν , aν , bν , cν , dν — произвольные постоянные, удовлетворяющие
условиям (10), F — произвольная дифференцируемая функция.
Решения системы (12) будут опубликованы в другой работе.

3. Неэквивалентные анзацы для векторного поля
Как уже упоминалось, зная анзацы для спинорного поля, можно построить по

формуле Aµ = Ψ̄γµΨ анзацы для векторного поля Aµ.
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Таблица 2

№
Инвариантные переменные
ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)} Анзацы

1 ax, bx, cx Aµ(x) = Bµ(ω)
2 dx, ax, bx Aµ(x) = Bµ(ω)
3 ax + dx, bx, cx Aµ(x) = Bµ(ω)

4 [(ax)2 + (bx)2]1/2, dx, cx Aµ(x) = [gµσ + (1 − bx
ω1

)(bµbσ + aµaσ)+

+ ax
ω1

(bµbσ − bσaµ]Bσ(ω)

5 [(dx)2 − (cx)2]1/2, ax, bx Aµ(x) = [gµσ + (dx+cx)2−1
2(dx+cx)

(dµcσ − cµdσ)−
− (dx+cx−1)2

2(dx+cx)
(cµcσ − dµdσ)]Bσ(ω)

6 dx + cx, Aµ(x) = [gµσ + bx
ax+dx

(dµ + aµ)bσ − bµ(aσ + dσ)+

[(dx)2 − (ax)2 − (bx)2]1/2, cx + 1
2
( bx

ax+dx
)2(bµbσ + (aµ + dµ)×

× (aσ + dσ))]Bσ(ω)

7 [(dx)2 − (ax)2]1/2, Aµ(x) = {gµσ − (dx+ax−1)2

2(dx+ax)
(aµaσ + dµdσ)+

α ln(dx + ax) + arctg bx
cx
, + (dx+ax)2−1

2(dx+ax)
(dµaσ − dσaµ) + (1 − cx

ω3
)×

[(bx)2 + (cx)2]1/2 × (bµbσ + cµcσ) + bx
ω3

(cµbσ − bµcσ)}Bσ(ω)

8 dx + ax, ε(dx − ax)+ Aµ(x) = [gµσ + (1 − cx
ω3

)(bµbσ + cµcσ)+

+arctg bx
cx
, [(bx)2 + (cx)2]1/2 + bx

ω3
(cµbσ − bµcσ)]Bσ(ω)

9 [(ax)2 + (bx)2]1/2, Aµ(x) = [gµσ + (1 − bx
ω1

)(bµbσ + aµaσ)+

dx + α arctg ax
bx
, cx + ax

ω1
(bµaσ − bσaµ)]Bσ(ω)

10 [(ax)2 + (bx)2]1/2, Aµ(x) = [gµσ + (1 − bx
ω1

)(bµbσ + aµaσ)+

cx + α arctg ax
bx
, dx + ax

ω1
(bµaσ − bσaµ)]Bσ(ω)

11 [(dx)2 − (ax)2]1/2, Aµ(x) = [gµσ + (dx+ax)2−1
2(dx+ax)

(dµaσ − dσaµ)−
bx + α ln(dx + ax), cx − (dx+ax−1)2

2(dxax)
(aµaσ + dµdσ)]Bσ(ω)

12 dx − ax + (dx + ax)bx+ Aµ(x) = [gµσ + 1
2
(dx + ax)(bµ(aσ + dσ)−

+ 1
6
(dx + ax)3, − (aµ + dµ)bσ) + 1

8
(dx + ax)2×

bx + 1
4
(dx + ax)2, cx × ((aµ + dµ)(aσ + dσ) + bµbσ]Bσ(ω)

13 dx + ax, Aµ(x) = [gµσ + bx
ax+dx

((aµ + d + µ)bσ−
[(dx)2 − (ax)2 − (bx)2]1/2, − bµ(aσ + bσ)) + 1

2
( bx

dx+ax
)2×

bx + ε(dx + ax)cx × (bµbσ + (aµ + dµ)(aσ + dσ))]Bσ(ω)

Примечание. Здесь α �= 0, ε = ±1; aν , bν , cν , dν — произвольные постоянные, удовлетво-
ряющие условиям (10).

Ниже с помощью результатов раздела 1 построены P (1, 3)-неэквивалентные
явно ковариантные анзацы для векторного поля. Эти анзацы можно использовать
для поиска решений уравнений электродинамики, релятивистской гидродинамики,
уравнений Янга–Миллса и многих других. P (1, 3)-неэквивалентные анзацы для
векторного поля приведены в табл. 2.
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On a reduction and solutions of non-linear
wave equations with broken symmetry

W.I. FUSHCHYCH, I.M. TSYFRA

A generalised definition for invariance of partial differential equations is proposed. Exact
solutions of the equations with broken symmetry are obtained.

Let us consider the non-linear wave equation

�u+ F1(u) = 0, u = u(x0, x1, x2, x3),

� = ∂2
0 − ∂2

1 − ∂2
2 − ∂2

3 , ∂µ = ∂/∂xµ, µ = 0, 1, 2, 3,
(1)

where F1(u) is an arbitrary smooth function. The ansatz

u = f(x)ϕ(ω) + g(x) (2)

suggested by Fushchych [5] was used to construct the family of exact solutions of
equations (1). f(x), g(x) are given functions, ϕ(ω) is the function to be determined
and ω = (ω1, ω2, ω3) are new invariant variable. Wide classes of exact solutions of
equation (1) have been constructed by Fushchych and Serov [7, 8], Fushchych et al
[10] and Fushchych and Shtelen [9]. It is important to note that Poincaré invariance
of equation (1) was used.
The possibility of using an ansatz of type (2) to find exact solutions of the non-

linear wave equations with broken symmetry naturally arises in connection with the
fact that many equations of theoretical physics are not invariant with respect to the
Poincaré, Galilei and Euclidean groups. A more specific formulation of this problem
is as follows: are we able to construct the solutions of wave equations not invariant
with respect to the Lorentz groups, for example, but nevertheless with the help of
the Lorentz-invariant ansatz?
The present letter suggests an affirmative answer to this question, i.e. we construct

the many-dimensional non-linear wave equations with broken symmetry. The multi-
parametrical exact solutions of these equations are found with the help of ansatz (2),
previously used to find exact solutions of Poincaré- and Galilei-invariant equations
only. It is obvious that ansatz (2) cannot be applied to the equations with arbitrary
breakdown of symmetry, which is why the equation with the breakdown of symmetry
should have some hidden symmetry. The set of equations with such symmetry was
considered by Fushchych and Nikitin [6]. We do not deal with the symmetry of all
the solutions of the equations but only with a definite subset of solutions, which may
be much wider that the symmetry of the equation itself. This idea will be used below.
Let us consider the wave equation with broken symmetry

Lu ≡ �u+ F (x, u
1
, u) = 0, (3)

J. Phys. A: Math. Gen., 1987, 20, L45–L48.
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where F (x, u
1
, u) is an arbitrary smooth function, depending on x = (x0, x1, x2, x3),

u
1
≡ (∂u/∂x0, ∂u/∂x1, ∂u/∂x2, ∂u/∂x3). Following Fushchych [3] we generalise the

Lie definition of invariance of equation (3).

Definition. We shall say that equation (3) is invariant with respect to some set of
operators Q̂ = {Q̂A}, A = 1, 2, . . . , N , a number of linearly independent operators,
if the following condition is fulfilled:

Q̂ALu
∣∣∣Lu = 0,

{Q̂Au} = 0

= 0, (4)

where {Q̂Au} = 0 is a set of equations

Q̂Au = 0, DQ̂Au = 0, D2Q̂Au = 0, . . . , DnQ̂Au = 0, (5)

where D is an operator of total differentiation. Condition (4) is a necessary condition
for reduction of differential equations.

Definition (4) is a generalisation of the Lie definition (see, e.g., Ovsyannikov [12])

Q̂ALu
∣∣∣
Lu=0

= 0, (6)

where Q̂A are a number of first-order differential operators forming a Lie algebra.
To demonstrate the efficacy of definition (4) and to find exact solutions of equation

(3) we choose the function F in a form

F = −
(
λ0

x0

)2(
∂u

∂x0

)2

+
(
λ1

x1

)2(
∂u

∂x1

)2

+

+
(
λ2

x2

)2(
∂u

∂x2

)2

+
(
λ3

x3

)2(
∂u

∂x3

)2

,

(7)

where λµ are arbitrary parameters and xµ = 0.

Theorem. The maximal local (in the Lie sense) invariance group of equations (3)
and (7) is the two-parametrical group of the transformations

xµ = eaxµ, u′ = e2au (8)

and

u′ = u+ c, c = constant,

where a is real parameter.

The proof of the theorem is reduced to application of the well known Lie algorithm
and we do not present it here. One can make sure non-linearity breaks the rotational
and translational symmetry.
Now we show that the Lorentz-non-invariant equations (3) and (7) are reduced to

an ordinary differential equation with the help of the Lorentz-invariant ansatz

u = ϕ(ω), ω = xµx
µ = x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3. (9)
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Substituting (9) into (3) and (7) we obtain the ordinary differential equation

ω
d2ϕ

dω2
+ 2

dϕ

dω
= −λ2

(
dϕ

dω

)2

, λ2 = λ2
0 − λ2

1 − λ2
2 − λ2

3. (10)

Solving equation (10), we obtain

ϕ(ω) = 2
(−λ2

)−1/2
tan−1

[
ω
(−λ2

)−1/2
]
, −λ2 > 0, (11)

ϕ(ω) = − (λ2
)−1/2

ln

((
λ2
)1/2 + ω

(λ2)1/2 − ω

)
, −λ2 < 0. (12)

Thus the Lorentz-non-invariant (in the Lie sense) equations (3) and (7) are reduced
to an ordinary differential equation.
Formulae (11) and (12) give a Lorentz-invariant family of solutions of equations

(3) and (7). It means that the following set of conditions is fulfilled:

Jµνu(x) = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (13)

J0a = x0
∂

∂xa
+ xa

∂

∂x0
, Jab = xa

∂

∂xb
− xb

∂

∂xa
, a, b = 1, 2, 3 (14)

for the set of solutions (11) and (12).
The operators (14) generate Lorentz transformations. Equations (13) are the con-

crete realisation of the first equation of (5). In this case the index A varies from 1 to
6.
Thus, equations (13) pick out a Lorentz-invariant subset of the set of all solutions

of equations (3) and (7). In other words, equations (3) and (7) are Lorentz-invariant
in the sense of definition (4).
Now let us consider the equation

∂2u

∂t2
= λ∆u(∇u)2, λ =

1
3
m2. (15)

It is simple to verify that equation (15) is not invariant with respect to Galilean
transformations, generated by operators

Ga = t
∂

∂xa
+mxa, a = 1, 2, 3. (16)

In this case equations {Q̂Au} = 0 are

Gau = t
∂u

∂xa
−mxau = 0, (17)

∂

∂t
(Gau) = 0. (18)

Thus equation (15) is invariant under transformations generated by operators (16)
in the sense of definition (4). It means that the subset of solutions of equations
(15) picked out by means of conditions (17) and (18) is invariant under Galilean
transformations while equation (15) is not invariant under these transformations.
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The Galilean-invariant ansatz has the form

u = ϕ(t) +m
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
/2t, ω = t, f = 1. (19)

Substituting (19) into (15), we obtain

d2ϕ

∂t2
= 0 ↔ u = m

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
/2t+At+ C, (20)

where A and C are arbitrary constants.
A generalised definition of the invariance (4) can be applied to the system of partial

differential equations.
Let us consider, for example, a non-linear Dirac system of equations:

γµ∂
µψ + g

[
2ψ̄(xµ∂µ)ψ − (x2/cαx

α
)
ψ̄(cµ∂µ)ψ

]
M−1(x)(ψ̄ψ)1/3ψ = 0,

M(x) = 2(cαxα)−1ψ̄Sµνc
µβνψ + ψ̄ψ,

Sµν =
1
4
i(γµγν − γνγµ) µ, ν, α = 0, 1, 2, 3,

(21)

where g, βµ, cα are arbitrary parameters.
Equation (21) is not invariant under conformal transformations. Nevertheless, it is

reduced to the system of ordinary differential equations

iγµβ
µ dϕ

dω
+ g(ϕ̄ϕ)1/3ϕ = 0 (22)

with the help of the conformally invariant ansatz (4)

ψ(x) =
[
γµx

µ/(x2)2
]
ϕ(ω), ω = βµx

µ/x2, β2 = 0, x2 = xµx
µ = 0, (23)

where ϕ(ω) is the four-component spinor depending on a variable ω. The general
solution of equation (22) is the vector function

ϕ = exp
[
−iγµβ

µ

β2
g(χ̄χ)1/3ω

]
χ, (24)

where χ is a constant spinor.
Equation (21) is invariant under the transformations generated by the operator

cµK
µ on a set of solutions of the equations

cµK
µψ = 0,

cµKµ = 2(cx)(x∂) − x2(c∂) + 2(cx) − (γc)(γx).
(25)

In conclusion we note that an idea like the one set forward here was used by
Bluman and Cole [2], Ames [1], Fokas [3] and Olver and Rosenau [11], as was kindly
indicated by the referee.
We are grateful to the referee for his valuable remarks.

1. Ames W.F., Nonlinear partial differential equations in engineering, Vol.2, New York, Academic,
1972.

2. Bluman G.W., Cole I.D., J. Math. Mech., 1969, 18, 1025–1042.

3. Fokas A.S., PhD thesis, California Institute of Technology, 1979.



Reduction and solutions of equations with broken symmetry 255

4. Fushchych W.I., Dokl. Akad. Nauk, 1979, 246, 846–850.

5. Fushchych W.I., The symmetry of mathematical physics problems, in Algebraic-Theoretical Studies
in Mathematical Physics, Kiev, Mathematical Institute, 1981, 6–28.

6. Fushchych W.I., Nikitin A.G., Symmetry of Maxwell Equations, Kiev, Naukova Dumka, 1983.

7. Fushchych W.I., Serov N.I., J. Phys. A: Math Gen., 1983, 16, 3645–3656.

8. Fushchych W.I., Serov N.I., Dokl. Akad. Nauk, 1983, 273, 543.

9. Fushchych W.I., Shtelen W.M., J. Phys. A: Math Gen., 1983, 16, 271–277.

10. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Zhdanov R.Z., Phys. Lett. B, 1985, 159, 189–191.

11. Olver P.J., Rosenau P., Phys. Lett. A, 1986, 114, 107–112.

12. Ovsyannikov L.V., The group analysis of differential equations, Moscow, Nauka, 1978.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2001, Vol. 3, 256–260.

Об одном обобщении метода разделения
переменных для линейных систем
дифференциальных уравнений
В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ

Показано, что процедура построения решений в разделенных переменных тесно свя-
зана с исследованием совместности некоторой переопределенной системы дифферен-
циальных уравнений.

1. Метод разделения переменных является одним иа наиболее аффектавных
классических методов интегрирования линейных дифференциальных уравнений в
частных производных. Его тесная связь с теоретико-групповыми свойствами урав-
нений была понята совсем независимо [1, 2]. Она состоит в том, что решение в
разделенных переменных и параметры разделения являются соответственно соб-
ственной функцией и собственными значениями некоторого набора операторов
{Σi} симметрии рассматриваемого уравнения. Иначе говоря, справедпивы равен-
ства

Lψ ≡ {aµ(x)∂xµ
+ a(x)}ψ(x) = 0, µ = 0, n− 1, (1)

Σiψ = λiψ, i = 1, n− 1, (2)

где aµ, a — переменные (m×m)-матрицы, ψ = (ψ1, . . . , ψm), x = (x0, x1, . . . , xn−1),
λi = const, Σi — дифференциальные операторы, образующие (n − 1)-мерную абе-
леву алгебру Ли симметрии уравнения (1), т.е. они удовлетворяют условиям

[Σi,Σj ] = ΣiΣj − ΣjΣi = 0, (3)

[L,Σi]ψ
∣∣∣
Lψ=0

= 0. (4)

Поэтому решения уравнения (1), удовлетворявшие условиям (2), естественно на-
зывать решениями в разделенных переменных.
Система дифференциальных уравнений (1), (2) является переопределенной и

условия (3), (4) обеспечивают ее совместность. Наше основное наблюдение со-
стоит в том, что требования (3), (4) можно значительно ослабить и тем самым
обобщить классическое определение разделения переменных.
Справедлива следующая теорема.

Теорема. Система уравнений

Lψ = 0,
Qiψ ≡ {bµi (x)∂xµ

+ bi(x)}ψ(x) = 0, i = 1, n− 1,
(5)

Симметрия и решения нелинейных уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1987, C. 17–22.
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где bµi , bi — переменные матрицы (m×m), совместна, если

[Qi, L] = Bki Qk +BiL,

[Qi, Qj ] = RkijQk +RijL, i, j, k = 1,m.
(6)

В случае, когда

rank


a0(x) a1(x) · · · an−1(x)

b01(x) b11(x) · · · bn−1
1 (x)

· · · · · · · · · · · ·
b0n−1(x) b1n−1(x) · · · bn−1

n−1(x)

 = m× n (7)

условия (6) являются необходимыми и достаточными.
В (6) Bki , Bi, R

k
ij, Rij — некоторые дифференциальные операторы первого

порядка с матричными коэффициентами.
Доказательство. Проведем доказательство в предположении, что условие (7)
выполнено.
Если в (4) bµi (x) = δµi δi(x), где δ

µ
i — символ Кронекера, то система (5) может

бить записана в виде

∂xµ
ψ = Aµ(x)ψ, (8)

причем A0 = −a−1
0 (aiAi + a).

Хорошо известно (см., например, [3]), что необходимые и достаточные условия
совместности системы диффервнциальных уравнений (8) таковы:

[∂xµ
−Aµ, ∂xν

−Aν ] = ∂xν
Aµ − ∂xµ

Aν + [Aµ, Aν ] = 0. (9)

Следовательно, для системы (8) утверждения теоремы справедливы. Идея до-
казательства состоит в том, что система (5) может быть получена из (8) последо-
вательным применением преобразований эквивалентности

L→ L,

Qi → Q′i =
{
Qi, i = k,
WiQi, i = k,

(10)

где Wi = Wi(x) — невырожденные переменные матрицы (m×m).
Замечание. Если в (6) Rij ≡ 0, Bki ≡ 0, Bi — (m×m)-матрицы, Rkij — константы,
то требование (6) означает, что операторы Qi образуют (n − 2)-мерную алгебру
Ли инвариантности уранненяя (1). Если же Rij ≡ 0, Bki ≡ 0, то Qi — нелиевские
операторы симметрии уравнения (1) (см. [4]). Наконец, если не все Rij , P ki равны
нулю, то мы имеем дело с так называемой нарушенной симметрией [5–6].

Следствие. Пусть операторы Qi образуют супералгебру Ли инвариантности
уравнения (1), тогда система (5) совместна.
Таким образом, для того чтобы строить решения в разделенных переменных

систем дифференциальных уравнений в частных производных, необходимо уметь
классифицировать алгебраические объекты типа (5), частным случаем которых
являются алгебры и супералгебры Ли. К настоящему времени эта задача нами
частично решена лишь для алгебр Ли и некоторых простейших супералгебр.
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Из доказательства теоремы следует, что при выполнении условия (7) систе-
му (5) можно заменить эквивалентной ей системой дифференциальных уравне-
ний (8). Если известно частное решение уравнений (9), то, подставляя его в
систему (8) и находя ее общее решение, получаем решение в разделенных пе-
ременных исходной системы дифференциальных уравнений (1). Оказывается, что
в ряде случаев с систему (9) решать проще, чем систему (1).

2. Эффективность нашего подхода продемонстрируем на линейном уравнении
Дирака

(iγµ∂xµ
−m)ψ(x) = 0, (11)

где γµ — матрицы Дирака размерности (4 × 4), ψ(x) — четырехкомпонентный
дираковский спинор.
Стандартное определение разделения переменных в уравнении Дирака (в де-

картовых координатах) таково [7, 8]:

ψ(x) = V0(x0)V1(x1)V2(x2)V3(x3)χ, (12)

где Vµ — переменные (4× 4)-матрицы. Решения вида (12) получаются из (8), если
положить Ai = Ai(xi), i = 1, 3. При этом условия (9) примут вид

∂xi
A0 = [Ai(xi), A0], (13)

[Ai(xi), Aj(xj)] = 0, i, j = 1, 3, (14)

где A0 = −γ0γkAk − imγ0.

Предложение 1. Система дифференциальных уравнений (13), (14) совместна.

Чтобы доказать это утверждение, необходимо убедиться в справедливости то-
ждества

∂xi
∂xj

A0 = ∂xi
[Aj , A0] = ∂xj

[Ai, A0] = ∂xj
∂xi

A0.

Но

∂xi
[Aj , A0] = [Aj , ∂xi

A0] = [Aj , [Ai, A0]] =
= [Ai, [Aj , A0]] = [Ai, ∂xj

A0] = ∂xj
[Ai, A0],

что и требовалось.

Предложение 2. Общее решение системы уравнений (8) имеет вид

ψ(x) = exp{A0x0}U1(x1)U2(x2)U3(x3)χ, (15)

где

Ui(xi) = I +
∞∑
n=1

∫ xi

θi

Ai(xi) · · ·
∫ xi

θi︸ ︷︷ ︸
n раз

Ai(xi) dnxi, (16)

Ai(xi) — произвольные (4 × 4)-матрицы, удовлетворяющие условиям (13), (14),
χ — произвольный постоянный спинор.
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Доказательство. Покажем, что формула

ψ(x) = exp{A0x0}ϕ(�x) (17)

дает решение системы (8), если

∂xi
ϕ = Ai(xi)ϕ, i = 1, 3. (18)

Действительно, в силу того, что ∂x0A0 ≡ 0, имеем ∂x0ψ = A0ψ, кроме того,

∂xi
ψ = ∂xi

{∑
n

(x0)n

n!
An0

}
ϕ(�x) =

=

{∑
n

(x0)n

n!
An0

}
∂xi

ϕ+

{∑
n

(x0)n

n!
∂xi

An0

}
ϕ.

(19)

Так как

∂xi
An0 =

∂A0

∂xi
An−1

0 +A0
∂A0

∂xi
An−2

0 + · · · +An−1
0

∂A0

∂xi
=

= [Ai, A0]An−1
0 + · · · +An−1

0 [Ai, A0] = [Ai, An0 ],
(20)

то, подставляя (19), (20) в (8), получаем

exp{A0x0}(∂xi
ϕ−Aiϕ) = 0.

Нетрудно убедиться, что общее решение системы уравнений (18) может быть за-
писано в виде

ϕ(x) = U1(x1)U2(x2)U3(x3)χ,

где Ui — матрицант i-го уравнения из (18) задается формулой (16). Для этого
необходимо воспользоваться тoждеcтдвoм[

Ai,

∫ xj

θj

Aj(xj) · · ·
∫ xj

θj︸ ︷︷ ︸
n раз

Aj(xj) dnxj
]

= 0,

из которого [Ai(xi), Uj(xj)] = 0, i = j.
Особенно простой вид имеют формулы (13)–(16) в том случае, когда матрицы

Ai постоянные. Из (13), (14) следует, что они должны удовлетворять следующей
нелинейной алгебраической системе матричных уравнений:

[Ai, Aj ] = 0, [γ0γkAk + imγ0, Ai] = 0, (21)

при этом решение уравнения (11)

ψ(x) = exp{−(γ0γkAk + imγ0)x0 +Ajxj}χ. (22)

Удается найти общее решение соотношений (21), однако, полученный результат
очень громоздкий. Приведем здесь только некоторые частные решения

A1 = −imγ1, A2 = θγ1γ2γ3, A3 = θγ1,

A1 = θ1 + θ2γ0 + θ3γ1γ2 + θ4γ3γ4, A2 = γ2γ1A1, A3 = 0,
(23)

θ, θ1, . . . , θ4 — прозвольные комплексные константы.
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Подставляя (23) в (24), получаем многопараметрические семейства точных ре-
шений уравнения Дирака.
Отметим, что операторы Qi = ∂xi

−Ai, образуя алгебру Ли, вообще говоря, не
являются операторами симметрии уравнения Дирака, так как

[L,Qi] = [γ0, Ai]γ0L+ γ0[γ0γk, Ai]Qk, i = 1, 3.
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On some exact solutions of a system
of non-linear differential equations
for spinor and vector fields
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

The problem of finding ansätze for a non-linear Dirac equation which is invariant under
the extended Poincaré group is solved. With the help of these ansätze some multi-
parameter families of exact solutions of non-linear Dirac and Dirac-Maxwell equations
are constructed.

1. Introduction
In the present work using ideas and methods of S. Lie (see [12, 2]) we have

constructed large classes of exact solutions of the non-linear Dirac equation(
γµp

µ + λ(ψ̄ψ)1/2k
)
ψ(x) = 0, k = 0, (1.1)

where γµ are 4 × 4 Dirac matrices, pµ = igµν∂/∂xν , ψ̄ = ψ†γ0, x = (x0, x1, x2, x3),
ψ is a four-component spinor and k, λ are parameters, and of the system of eight
non-linear equations,

(γµpµ + λ1γµAµ +m1)ψ(x) = 0,
pνp

νAµ − pµp
νAν = exp(ψ̄γµψ) + Aµ(m2 + λ2AνAν),

(1.2)

where Aµ(x) is the vector potential of the electromagnetic field and e, λ1, λ2, m1, m2

are constants. If we choose m2 = λ2 = 0, then system (1.2) coincides with equations
of the classical electrodynamics describing interaction of electromagnetic and spinor
fields.
To construct multiparameter families of exact solutions of (1.1) and (1.2) we

essentially use their symmetry properties and the ansatz

ψ(x) = A(x)ϕ(ω) +B(x) (1.3)

suggested by Fushchych [3, 4] and effectively realised by Fushchych and Shtelen [6, 7]
and Fushchych and Serov [5] for a number of non-linear wave equations. A(x) is a 4×4
matrix and B(x) is a four-component spinor, algorithms for their construction being
cited below, and ϕ(ω) is the column vector, components of which depend in general
on three invariant variables ω = {ω1, ω2, ω3} (for more details see Fushchych [3, 4]).
Later we shall consider the case when B(x) = 0.
On using finite transformations it is established that equation (1.1) is invariant

under the extended Poincaré group P̃(1, 3), i.e. under the Poincaré group P(1, 3)
supplemented by a group of scale transformations.
Basis elements of the Lie algebra AP̃(1, 3) have the form

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν ,

D = xµp
µ − ik, Sµν = (i/4)(γµγν − γνγµ), µ, ν = 0, 3.

(1.4)

J. Phys. A: Math. Gen., 1987, 20, P. 4173–4190.
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A general scheme for constructing solutions of the system (1.1) (solutions of the
system (1.2) are obtained in an analogous way) is as follows. We look for solutions of
equation (1.1) which are invariant under the subgroup of the group P̃(1, 3) generated
by linear combination of all basis elements of AP̃(1, 3)

Q = CµνJµν + C00D + CµPµ, (1.5)

where Cµν , C00, Cµ are constants and µ, ν = 0, 3.
The matrix A(x) is a solution of the following system of partial differential equa-

tions (PDE):

QA(x) = 0. (1.6)

Invariant variables are the first integrals of the Euler–Lagrange system of ordinary
differential equations (ODE)

dx0

ξ0(x)
=

dxa
ξa(x)

, a = 1, 3, (1.7)

where ξµ = Cµνxν + C00xµ + Cµ.
If one knows an explicit form of the matrix A(x) then after substituting (1.3) into

the corresponding equation we shall obtain an equation for a spinor ϕ(ω) depending
on three invariant variables {ω1, ω2, ω3} only. This means that ansatz (1.3) with the
chosen matrix A(x) provides separation of variables in equation (1.1). Solutions of the
corresponding equation for ϕ(ω) being substituted in (1.3) yield the solutions of the
initial equation.
To realise this scheme it is necessary first of all to construct in an explicit form

matrices A(x) satisfying (1.6). So one has to solve the first-order linear system of 16
PDE with variable coefficients. It is rather difficult to solve such a system by standard
methods, which is why we use the following trick. The operator Q is transformed into
another operator

Q′ = WQW−1 (1.8)

with the help of the invertible operator

W (x, p) = exp(θΣ), W−1(x, p) = exp(−θΣ), (1.9)

where

Σ = θµνJµν + θ00D + θµPµ. (1.10)

Transformation W is so chosen that operator Q′ is as simple as possible. This
purpose can always be achieved because of the Poincaré invariance of system (1.1).
From the physical point of view this means that the non-linear Dirac equation is
solved in the fixed reference system. The construction of the solutions which do not
depend on the reference system (ungenerable solutions) is the next step.



On some exact solutions of a system of non-linear differential equations 263

2. Construction of the matrix A(x)
Before proceeding with a direct solution of the system (1.6) let us simplify it using

the method described in the introduction. To do this we need the Campbell–Hausdorff
formula

exp(θQ1)Q2 exp(−θQ1) =
∞∑
k=0

θk

k!
{Q1, Q2}k,

{Q1, Q2}0 = Q2, {Q1, Q2}n = [Q1, {Q1, Q2}n−1],

(2.1)

where Q1, Q2 are operators and [A,B] = AB −BA.
A fundamental role is played by the following lemma.

Lemma. The operator Q = CµνJµν = AkMk + BlNl, where Mk = − 1
2εklmJlm,

Nk = J0k, by a transformation Q → Q′ = V QV −1, where V = exp(θµνJµν , can be
reduced to one of the following forms:

(i) Q′ = αJ01 + βJ23, (A · B)2 +
(
A2 − B2

)2 = 0,

(ii) Q′ = α(J01 + J12), A · B = A2 − B2 = 0.

Proof. Let us introduce new operators

Ja = (i/2)(Ma + iNa), Ka = (i/2)(Ma − iNa), a = 1, 3.

One can easily check that the following commutational relations hold:

[Ja, Jb] = iεabcJc, [Ka,Kb] = iεabcKc, [Ja,Kb] = 0 (2.2)

so Q = akJk + blKl, where ak = −Bk − iAk and bl = Bl − iAl.
Using (2.1) and (2.2) one obtains

Q′ = V1QV
−1
1 =

(
a2
1 + a2

2 + a2
3

)1/2
J1 +

[(
a2
1 + a2

2 + a2
3

)1/2]∗
K1 = αJ01 + βJ23,

where

V1 = exp
[−i tan−1(a2/a3)J1

]
exp
{
i tan−1

[
a1

(
a2
2 + a2

3

)−1/2 + π/2
]
J2

}
×

× exp
[−i tan−1(b2/b3)K1

]
exp
{
i tan−1

[
b1
(
b22 + b23

)−1/2 + π/2
]
K2

}
.
(2.3)

It is evident that these formulae lose their validity in the case

a2
1 + a2

2 + a2
3 = 0 ⇔ A2 = B2, A · B = 0.

Therefore one can use this approach only in case (i). Let us now consider case
(ii). It follows from (2.1) that

exp(θMa)AkMk exp(−θMa) =
= AkMk cos θ +AaMa(1 − cos θ) + εaklAkMl sin θ

(2.4)

(no summation is performed over a),

exp(θMa)BlNl exp(−θMa) =
= BlNl cos θ +BaNa(1 − cos θ) + εaklBkNl sin θ

(2.5)

(no summation is performed over a).
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Using identities (2.4) and (2.5), one can be convinced that the following equality
holds:

Q′ = V2QV
−1
2 = V2(AkMk +BlNl)V −1

2 = −|A| sgnA3(J01 + J12),

where

V2 = exp
[
tan−1(A1/A2)M3

]
exp
{

tan−1
[(
A2

1 +A2
2

)1/2
/A3

]
M1

}
×

× exp
[[{

tan−1 [B3|A|/(B2A1 −B1A2)] + πθ(B1A2 −B2A1)
}
M3

]]
,

sgn x =
{

1, x ≥ 0,
−1, x < 0, θ(x) =

{
1, x > 0,
0, x ≤ 0.

This completes the proof. Let us prove the main statement.

Theorem. The operator Q = AkMk + BlNl + C00D + CµPµ with the help of trans-
formation (1.8) can be reduced to one of the following forms:

(A) A · B = 0, A2 = B2,

(i) Q′ = J01 + J12 + aD, (2.6)

(ii) Q′ = J01 + J12 + βP3 − P0, (2.7)

(iii) Q′ = J01 + J12 + βP3, (2.8)

(B) (A · B)2 +
(
A2 − B2

)2 = 0,

(iv) Q′ = J23 + aD, (2.9)

(v) Q′ = J01 + bJ23 + aD, (2.10)

(vi) Q′ = J01 + bJ23 +D + βP0, (2.11)

(vii) Q′ = J01 + P2, (2.12)

(viii) Q′ = J23 + α1P0 + α2P1, (2.13)

(C) A = B = 0,

(ix) Q′ = D, (2.14)

(x) Q′ = P0 + P1, (2.15)

(xi) Q′ = P0, (2.16)

(xii) Q′ = P1. (2.17)

Proof. If A = 0, B = 0 then it follows from the lemma that there exists an operator
V1 (V2) of the form (1.9) such that

(a) under A · B = A2 − B2 = 0,

V1QV
−1
1 = α(J01 + J12) + θD + θµPµ,

(b) under (A · B)2 +
(
A2 − B2

)2 = 0,
V2QV

−1
2 = αJ01 + βJ23 + θD + θµPµ.
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It is clear from (1.6) and (1.7) that operators Q and αQ, α = 0, generate the same
invariant solutions. One may suppose that α = 1.
We need the following formulae which are consequences of the Campbell–Haus-

dorff formula:

exp(iλµPµ)Jαβ exp(−iλµPµ) = Jαβ + (λβPα − λαPβ), (2.18)

exp(iλµPµ)D exp(−iλµPµ) = D − λµPµ, (2.19)

exp(iλµPµ)Pα exp(−iλµPµ) = Pα. (2.20)

Let us consider the case (a):

Q′ → Q′′ = exp(iλµPµ)(J01 + J12 + θD + θαPα)(exp(−iλµPµ) =
= J01 + J12 + θD + θµPµ + λ1P0 − λ2P1 − λ1P2 − θλαPα.

Under θ = 0 one can always choose λα that

Q′′ = J01 + J12 + θD

and under θ = 0 so that

Q′′ = J01 + J12 + αP0 + βP3, α ≤ 0.

If in the last operator α = 0, then

Q′′′ = exp(−i ln |α|D)(J01 + J12 + αP0 + βP3) exp(i ln |α|D) =
= J01 + J12 − P0 + βP3.

If α = 0 then

Q′′ = J01 + J12 + βP3.

Let us now consider case (b). If α = 0 then on dividing into α and on transforming
the operator Q according to (2.18)–(2.20) we obtain

Q′ = exp(iλµPµ)(J01 + bJ23 + θD + θµPµ) exp(−iλµPµ) =
= J01 + (λ1P0 − λ0P1) + bJ23 + b(λ3P2 − λ2P3) + θD − θλµPµ + θµPµ.

Under θ = ±1, θ2 + b2 = 0 it is always possible to choose λµ so that

Q′ = J01 + bJ23 + θD.

Under θ = ±1 it is possible to choose λµ so that

Q′ = J01 + bJ23 + δD + βP0.

Under θ = b = 0 there exist such λµ that

Q′ = J01 + P2.

Under α = 0 using formulae (2.18)–(2.20) one can check that the operator Q can
be reduced to one of the following forms:

Q′ = J23 + aD, θ = 0,
Q′ = J23 + α1P0 + α2P1, θ = 0.
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The only thing left is to consider the case A = B = 0, i.e. Q = θD + θµPµ. Using
formulae (2.18)–(2.20) it is easy to be convinced that under θ = 0

exp[(i/θ)θµPµ](θD + θµPµ) exp[−(i/θ)θµPµ] = θD.

If θ = 0 then analysing three possibilities θµθµ = 0, θµθµ > 0, θµθµ < 0 we obtain
operators (2.15)–(2.17). The theorem is proved.

Note 1. When proving the theorem we used only commutational relations of an
algebra AP̃(1, 3) and we did not use its concrete representation.
Note 2. It is seen from the proof that P̃(1, 3)-invariant solutions are exhausted by
solutions generated from ones invariant under operators (2.6)–(2.17) with the help of
transformations from P̃(1, 3).
This theorem essentially simplifies the problem of finding ansätze because instead

of integrating the system (1.6) where Q is an operator of the general form (1.5), it is
enough to find a partial solution of this system with Q having the form (2.6)–(2.17).
For example, let us consider case (2.9). The matrix A(x) is a solution of the

following matrix system of PDE

x2Ax3 − x3Ax2 +
1
2
γ2γ3A+ axµAxµ

− akA = 0, (2.21)

where Axa
= ∂A/∂xa, a = 0, 3.

We look for a partial solution of (2.21) of the form

A(x) = f(x) exp(g(x)γ2γ3). (2.22)

Substituting (2.22) into (2.21) we obtain[
x2fx3 − x3fx2 + axµfxµ

− akf + f

(
x2gx3 − x3gx2 + axµgxµ

+
1
2

)
γ2γ3

]
×

× exp(g(x)γ2γ3) = 0.

A partial solution of the last system is given by formulae

f(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−k/2
, g(x) = −1

2
tan−1(x2/x3).

Finally

A(x) = exp
[
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

] (
x2

2 + x2
3

)−k/2
.

In the same way we have obtained matrices A(x) which correspond to operators
(2.6)–(2.17)

(i) a = 0, A(x) = (x0 − x2)−k exp
[
1
2
a−1γ1(γ0 − γ2) ln(x0 − x2)

]
, (2.23)

a = 0, A(x) = exp
[
1
2
x1(x0 − x2)−1γ1(γ0 − γ2)

]
, (2.24)

(ii) A(x) = exp
[
1
2
γ1(γ2 − γ0)(x2 − x0)

]
, (2.25)



On some exact solutions of a system of non-linear differential equations 267

(iii) A(x) = exp
[
1
2
β−1γ1(γ2 − γ0)x3

]
, (2.26)

(iv) A(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−k/2
exp
[
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
, (2.27)

(v) a = −1, A(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

[
1
2
(a+ 1)−1γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
,

(2.28)

a = −1, A(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

[
−1

4
γ0γ1 ln(x0 − x1) − 1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
,

(2.29)

(vi) A(x) = (2x0 + 2x1 + β)−k/2 ×
× exp

[
1
4
γ0γ1 ln(2x0 + 2x1 + β) − 1

2
tan−1(x2/x3)γ2γ3

]
,

(2.30)

(vii) A(x) = exp
[
1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

]
, (2.31)

(viii) A(x) = exp
[
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
, (2.32)

(ix) A(x) = x−k0 I, (2.33)

(x) A(x) = I, (2.34)

(xi) A(x) = I, (2.35)

(xii) A(x) = I, (2.36)

where I is a unit 4 × 4 matrix.

3. Ansätze for the non-linear Dirac equation (1.1)
As pointed out in the introduction, to find invariant variables ω1(x), ω2(x), ω3(x)

it is necessary to find all the first integrals of the Euler–Lagrange system of ODE

dxµ
dτ

= Cµνx
ν + C00xµ + Cµ. (3.1)

Because of the lemma proved above, one can restrict oneself to the following cases
of the system (3.1):

(i) C01 = −C12 = 1, C00 = a, rest coefficients are equal to 0,

(ii) C01 = −C12 = 1, C0 = −1,
C3 = −β, rest coefficients are equal to 0,

(iii) C01 = −C12 = 1, C3 = −β, rest coefficients are equal to 0,

(iv) C23 = −1, C00 = a, rest coefficients are equal to 0,

(v) C01 = 1, C23 = −b, C00 = a, rest coefficients are equal to 0,

(vi) C01 = 1, C23 = −b, C00 = 1,
C0 = β, rest coefficients are equal to 0,

(vii) C01 = 1, C2 = −1, rest coefficients are equal to 0,
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(viii) C23 = −1, C0 = α1, C1 = −α2, rest coefficients are equal to 0,

(ix) Cµν = 0, C00 = 1, Cµ = 0,
(x) Cµν = C00 = 0, C0 = −C1 = 1, C2 = C3 = 0,
(xi) Cµν = C00 = 0, C1 = C2 = C3 = 0, C0 = 1,
(xii) Cµν = C00 = 0, C0 = C2 = C3 = 1, C1 = −1.

Solution of the system (3.1) in cases (i)–(xii) above is carried out in the usual
way, so we write down its first integrals omitting intermediate calculations.

(i) a = 0, ω1 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)
x−2

3 , ω2 = (x0 − x2)x−1
3 ,

ω3 = ax1(x0 − x2)−1 − ln(x0 − x2),
(3.2)

a = 0, ω1 = x0 − x2, ω2 = x3, ω3 = x2
0 − x2

1 − x2
2, (3.3)

(ii) ω1 = x3 + β(x0 − x2), ω2 = 2x1 + (x0 − x2)2,
ω3 = 3x3 + 3x1(x0 − x2) + (x0 − x2)3,

(3.4)

(iii) ω1 = x0 − x2, ω2 = x2
0 − x2

1 − x2
2, ω3 = βx1 − (x0 − x2)x3, (3.5)

(iv) ω1 = x0x
−1
1 , ω2 = ln

(
x2

2 + x2
3

)
+ 2a tan−1(x2/x3),

ω3 =
(
x2

2 + x2
3

)
(x0x1)−1,

(3.6)

(v) a = −1, ω3 = b ln
(
x2

2 + x2
3

)
+ 2a tan−1(x2/x3),

ω1 = (x0 + x1)2a
(
x2

0 − x2
1

)−(a+1)
, ω2 =

(
x2

0 − x2
1

) (
x2

2 + x2
3

)−1
,

(3.7)

a = −1, ω1 = x0 + x1, ω2 =
(
x2

0 − x2
1

) (
x2

2 + x2
3

)−1
,

ω3 = b ln
(
x2

2 + x2
3

)− 2 tan−1(x2/x3),
(3.8)

(vi) ω1 = (2x0 + 2x1 + β) exp[2β−1(x1 − x0)],

ω2 = (2x0 + 2x1 + β)
(
x2

2 + x2
3

)−1
,

ω3 = b ln
(
x2

2 + x2
3

)
+ 2 tan−1(x2/x3),

(3.9)

(vii) ω1 = x2
0 − x2

1, ω2 = ln(x0 + x1) − x2, ω3 = x3, (3.10)

(viii) ω1 = x2
2 + x2

3, ω2 = tan−1(x2/x3) + β1x0 + β2x1,

ω3 = α2x0 + α1x1, −α1β1 + α2β2 = 1,
(3.11)

(ix) ωa = xax
−1
0 , a = 1, 3, (3.12)

(x) ω1 = x0 + x1, ω2 = x2, ω3 = x3, (3.13)

(xi) ωa = xa, a = 1, 3, (3.14)

(xii) ω1 = x0, ω2 = x2, ω3 = x3. (3.15)



On some exact solutions of a system of non-linear differential equations 269

Now substituting (2.23 )–(2.36) and (3.2)–(3.15) into (1.3) under B(x) = 0 we
obtain the following set of ansätze for the non-linear Dirac equation (1.1):

(i) ψ(x) = (x0 − x2)−k exp
[
1
2
a−1γ1(γ2 − γ0) ln(x0 − x2)

]
ϕ(ω), (3.16)

ψ(x) = exp
[
1
2
x1(x0 − x2)−1γ1(γ2 − γ0)

]
ϕ(ω), (3.17)

(ii) ψ(x) = exp
[
1
2
γ1(γ2 − γ0)(x0 − x2)

]
ϕ(ω), (3.18)

(iii) ψ(x) = exp
[
1
2
β−1γ1(γ2 − γ0)x3

]
ϕ(ω), (3.19)

(iv) ψ(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−k/2
exp
[
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
ϕ(ω), (3.20)

(v) ψ(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

[
1
2
(a+ 1)−1γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
ϕ(ω),

(3.21)

ψ(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

[
−1

4
γ0γ1 ln(x0 − x1) − 1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
ϕ(ω),

(3.22)

(vi) ψ(x) = (2x0 + 2x1 + β)−k/2 ×
× exp

[
1
4
γ0γ1 ln(2x0 + 2x1 + β) − 1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
ϕ(ω),

(3.23)

(vii) ψ(x) = exp
[
1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

]
ϕ(ω), (3.24)

(viii) ψ(x) = exp
[
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
ϕ(ω), (3.25)

(ix) ψ(x) = x−k0 ϕ(ω), (3.26)

(x) ψ(x) = ϕ(ω), (3.27)

(xi) ψ(x) = ϕ(ω), (3.28)

(xii) ψ(x) = ϕ(ω). (3.29)

The problem of finding all the ansätze for P̃(1, 3)-invariant solutions is therefore
completely solved. The second step of the algorithm — the reduction of the Dirac
equation — will be realised in the next section.
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4. Reduction of the non-linear Dirac equation (1.1)
It was pointed out above that substitution of ansatz (1.3) into (1.1) results in a

reduction by one of a number of independent variables. This means that the equation
obtained will depend on the three independent variables ω1, ω2, ω3. Omitting cum-
bersome calculations we write down resulting systems of PDE:

(i) k(γ2 − γ0)ϕ+
[
(γ0 − γ2)

(
ω1 + a−2ω2

2ω
2
3

)
+

+ (γ0 + γ2)ω2
2 − 2a−1γ1ω3ω

2
2 − 2γ3ω1ω2

]
ϕω1 +

+
[
(γ0 − γ2)ω2 − γ3ω

2
2

]
ϕω2 +

+ [aγ1 + (γ2 − γ0)(ω3 + 1)]ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.1)

1
2
(γ0 − γ2)ω−1

1 ϕ+ (γ0 − γ2)ϕω1 + γ3ϕω2 +

+
[
(γ0 + γ2)ω1 + (γ0 − γ2)ω3ω

−1
1

]
ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.2)

(ii) [γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 + 2γ1ϕω2 +

+
3
2
(2γ2) + (γ0 − γ2)ω2)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.3)

(iii)
1
2
β−1γ4(γ0 − γ2)ϕ+ (γ0 − γ2)ϕω1 +

[
(γ0 + γ2)ω1 − 2β−1γ1ω3 +

+ (γ0 − γ2)
(
β−2ω2

3 + ω2

)
ω−1

1

]
ϕω2 + (βγ1 − γ3ω1)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.4)

(iv)
1
2
(1 − 2k)γ3ϕ+ (ω1ω3)1/2(γ0 − γ1ω1)ϕω1 + 2(γ3 + aγ2)ϕω2 +

+
[
2γ3 − (γ0 + γ1ω1)ω

1/2
3 ω

−1/2
1

]
ω3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.5)

(v)
[
−k
(
γ0 cosh lnω−1/2(a+1)

1 − γ1 sinh lnω1/2(a+1)
1

)
+

+
1
2
(a+ 1)−1(γ0 + γ1)ω

−1/2(a+1)
1 +

1
2
γ3ω

1/2
2

]
ϕ−

− 2(a+ 1)ω1

(
γ0 cosh lnω1/2(a+1)

1 − γ1 sinh lnω1/2(a+1)
1

)
ϕω1 +

+ 2
[
γ0 cosh lnω1/2(a+1)

1 − γ1 sinh lnω1/2(a+1)
1 − γ3ω

1/2
2

]
ω2ϕω2 +

+ 2(aγ2 + bγ3)ω
1/2
2 ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.6)

[
−k
(
γ0 cosh lnω1/2

1 − γ1 sinh lnω1/2
1

)
+

+
1
4
(γ0 − γ1)ω

1/2
1 +

1
2
γ3ω

1/2
2

]
ϕ+ (γ0 + γ1)ω

1/2
1 ϕω1 +

+ 2ω2

(
γ0 cosh lnω1/2

1 − γ1 sinh lnω1/2
1 − 2γ3ω

1/2
2

)
ϕω2 +

+ 2(bγ3 − γ2)ω
1/2
2 ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.7)

(vi)
1
2
[(1 − 2k)(γ0 + γ1) + γ3ω2]ϕ+ 2[(β − 1)γ0 + (β + 1)γ1]ω1ϕω1 +

+ 2ω2

(
γ0 + γ1 − ω

1/2
2 γ3

)
ϕω2 + 2(γ2 + bγ3)ω

1/2
2 ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

(4.8)
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(vii)
1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [γ0(ω1 + 1) + γ1(ω1 − 1)]ϕω1 +

+ (γ0 + γ1 − γ2)ϕω2 + γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,
(4.9)

(viii)
1
2
ω
−1/2
1 ϕ+ 2ω1/2

1 γ3ϕω1 +
(
ω
−1/2
1 γ2 + β1γ0 + β2γ1

)
ϕω2 +

+ (α2γ0 + α1γ1)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,
(4.10)

(ix) −kγ0ϕ+ (γa − ωaγ0)ϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.11)

(x) (γ0 + γ1)ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.12)

(xi) γaϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.13)

(xii) γ0ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.14)

wher ϕωa
= ∂ϕ/∂ωa and a = 1, 3.

A partial solution of one of the equations (4.1)–(4.14) through formulae (3.16)–
(3.29) gives a partial solution of the non-linear Dirac equation. To obtain a partial
solution of the reduced equation one can again apply the reduction procedure. But
it demands a knowledge of the symmetry of equations (4.1)–(4.14). Investigation of
symmetrical properties of equations in question is a very interesting problem (for
example, equation (4.12) possesses an infinite-parameter symmetry group) and it will
be considered in a future paper. We shall perform the direct reduction (if it is possible)
of systems (4.1)–(4.14) to systems of ODE.
Let us suppose that in (4.1) ϕ = ϕ(ω2). It follows that

k(γ2 − γ0)ϕ+ ω2(γ0 − γ2 − ω2γ3)ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.15)

Similarly, if one chooses ϕ = ϕ(ω3) then

k(γ2 − γ0)ϕ+ [(γ2 − γ0)(1 + ω3) + aγ1)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.16)

(4.15) and (4.16) are non-linear systems of ODE.
Equation (4.2) gives the following system of ODE:

(γ0 − γ2)ϕω1 +
1
2
ω−1

1 (γ0 − γ2)ϕ = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.17)

From (4.3) it follows that

[γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.18)

2γ1ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.19)

Systems (4.4) and (4.5) can be reduced to the systems of ODE of the form

2β(γ0 − γ2)ϕω1 + (γ0 − γ2)γ4ϕ = 2iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.20)

1
2
(1 − 2k)γ3ϕ+ 2(γ3 + aγ2)ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.21)
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We did not succeed in reducing systems (4.6)–(4.8) to ODE. From (4.9) one can
obtain three systems of ODE:

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [(γ0 + γ1)ω1 + γ0 − γ1]ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.22)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ (γ0 + γ1 − γ2)]ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.23)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.24)

Equation (4.10) gives the system

1
2
γ3ω

−1/2
1 + 2γ3ω

1/2
1 ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (4.25)

Equations (4.11)–(4.14) are reduced to the following systems of ODE:

−kγ0ϕ+ (γa − ωaγ0)ϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.26)

(γ0 + γ1)ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.27)

γaϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (4.28)

γ0ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ (4.29)

(no summation is carried over a).
Symmetry properties of the non-linear Dirac equation therefore enable us to reduce

the problem of finding its partial solution to an essentially simpler one of integration
of systems of ode (4.15)–(4.29). To solve these systems one can apply various methods
including numerical ones.

5. Construction of exact solutions of the non-linear Dirac equation (1.1)
We shall consider only systems of ODE solvable in quadratures, but we shall not

consider cases which give already known solutions. The general solution of (4.19) has
the form

ϕ(ω2) = exp[−(iλ/2)(χ̄χ)1/2kγ1ω2]χ,

where χ is an arbitrary constant spinor.
Substituting the above result into (3.18), we obtain a solution of the initial equation

(1.1):

ψ(x) = exp
[
1
2
(γ0 − γ2)(x0 − x2)

]
×

× exp
{
−(iλ/2)(χ̄χ)1/2kγ1

[
2x1 + (x0 − x2)2

]}
χ.

(5.1)

Let us next consider equation (4.21). Under k = 1
2 its general solution has the

form

ϕ(ω2) = exp
[
−1

2
iλχ̄χ

(
1 + a2

)−1
(γ3 + aγ2)ω2

]
χ, (5.2)

where χ is a constant spinor.
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Under k = 1
2 , a = 0, we did not succeed in integrating the corresponding equation.

If a = 0, then making a change of variables we obtain

ϕ(ω2) = exp
[
1
4
(2k − 1)ω2

]
φ(ω2),

2 exp
[
1
4
(1 − 2k)k−1ω2

]
γ3φω2 = iλ(φ̄φ)1/2kφ.

The general solution of the last equation is given by the formula

φ = exp
{

(2iλk)(1 − 2k)−1(χ̄χ)1/2k exp
[
1
4
(2k − 1)k−1ω2

]
γ3

}
χ,

where χ is the arbitrary constant spinor.
Substituting the above results into (3.20) we obtain the following solutions of the

non-linear Dirac equation.
If k = 1

2

ψ(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−1/4
exp
{
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

}
×

× exp
{
−1

2
iλχ̄χ

(
1 + a2

)−1
(γ3 + aγ2)

[
ln
(
x2

2 + x2
3

)
+ 2a tan−1(x2/x3)

]}
χ.

(5.3)

If k = 1
2

ψ(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−1/4
exp
[
−1

2
γ2γ3 tan−1(x2/x3)

]
×

× exp
[
2iλk(1 − 2k)−1(χ̄χ)1/2k

(
x2

2 + x2
3

)(2k−1)/4
γ3

]
χ.

(5.4)

It is important to note that equation (4.3) can be reduced to the two-dimensional
Dirac equation. This fact can be used for obtaining new non-trivial classes of solutions
of (1.1). If we choose in (4.3), ϕ = ϕ(ω1, ω2) then

[γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 + 2γ1ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (5.5)

Having made a change of variables

z1 = ω1, z2 =
1
2
ω2

and denoting

Γ1 = γ3 + β(γ0 − γ2), Γ2 = γ1

we obtain

Γ1ϕz1 + Γ2ϕz2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (5.6)

where ΓaΓb + ΓbΓa = 2gab and a, b = 1, 2.
(i) We look for a solution of (5.6) in the form

ϕ(z) = (Γazaf(zbzb) + ig(zbzb))χ, (5.7)
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where χ is a constant spinor and f , g are unknown scalar functions. Substitution of
(5.7) into (5.6) gives the system of ODE

f + ω
df

dω
=

1
2
λ(χ̄χ)1/2k

(
g2 − ωf2

)1/2k
g,

dg

dω
=

1
2
λ(χ̄χ)1/2k

(
g2 − ωf2

)1/2k
f.

The partial solution of this system is given by the formulae (k < 0)

f = |k|1/2
(
∓
(
k2 + |k|)1/2
λ(χ̄χ)1/2k

)k
ω−(k+1)/2,

g = ∓ (1 + |k|−1
)−1/2

(
∓
(
k2 + |k|)1/2
λ(χ̄χ)1/2k

)k
ω−k/2.

(5.8)

(ii) We shall look for a solution of (5.6) in the form

ϕ(z) = Γaza(zbzb)−1φ(βaza/zbzb), a, b = 1, 2, (5.9)

where φ = φ(ω) is a four-component spinor, ω = (βaza)/(zbzb) and k = 1
2 . It follows

from (5.6) that φ(ω) satisfies the system of ODE of the form

(Γaβa)
dφ

dω
= iλ(φ̄φ)φ,

whose general solution has the form

φ(ω) = exp
[
−iλ(χ̄χ)

(
β2

1 + β2
2

)−1
(Γaβa)ω

]
χ. (5.10)

Using formulae (3.18), (5.7)–(5.10) we obtain the following solutions of the nonli-
near Dirac equation (1.1).
If k < 0

ψ(x) = exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

] [{
[γ3 + β(γ0 − γ2)] ×

× [x3 + β(x0 − x2)] +
1
2
γ1

[
2x1 + (x0 − x2)2

]}
f(ω) + ig(ω)

]
χ,

(5.11)

where

ω = [x3 + β(x0 − x2)]2 +
1
4
[
2x1 + (x0 − x2)2

]2
and f(ω), g(ω) are defined by (5.8).
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If k = 1
2

ψ(x) = exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

]{
[γ3 + β(γ0 − γ2)] ×

× [x3 + β(x0 − x2)] +
1
2
γ1

[
2x1 + (x0 − x2)2

]}
ω−1 ×

× exp

[
−iλ(χ̄χ)

(
β2

1 + β2
2

)−1
{
β1[γ3 + β(γ0 − γ2)] +

1
2
β2γ1

}
×

×
{
β1[x3 + β(x0 − x2)] +

1
2
β2

[
2x1 + (x0 − x2)2

]}
ω−1

]
χ,

(5.12)

where

ω = [x3 + β(x0 − x2)]2 +
1
4
[
2x1 + (x0 − x2)2

]2
.

Let us point out one of the possible ways of obtaining ungenerable families of
solutions. On applying the procedure of generation of solutions by Lorentz rotations
in the plane (x0, x1) to the solution (5.1) one obtains

ψ2(x) = exp
(
−1

2
θγ0γ1

)
exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x′0 − x′2)

]
×

× exp
{
−1

2
iλ(χ̄χ)1/2kγ1

[
2x′1 + (x′0 − x′2)

2
]}

χ,

x′0 = x0 cosh θ + x1 sinh θ, x′1 = x1 cosh θ + x0 sinh θ, x′2 = x2, x′3 = x3.

Let us rewrite this expression in the equivalent form

ψ2(x) = exp
(
−1

2
θγ0γ1

)
exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 cosh θ + x1 sinh θ − x2)

]
×

× exp
(

1
2
θγ0γ1

)
exp
(
−1

2
θγ0γ1

){
−1

2
iλ(χ̄χ)1/2kγ1×

× [2x1 cosh θ + 2x0 sinh θ + (x0 cosh θ + x1 sinh θ − x2)2
]}×

× exp
(

1
2
θγ0γ1

)
exp
(
−1

2
θγ0γ1

)
χ.

On taking into consideration the identities

exp
(
−1

2
θγ0γ1

)
γα exp

(
1
2
θγ0γ1

)
=


γ0 cosh θ + γ1 sinh θ, α = 0,
γ1 cosh θ + γ0 sinh θ, α = 1,
γα, α = 2, 3,



276 W.I. Fushchych, R.Z. Zhdanov

we obtain the following expression:

ψ2(x) = exp

[
1
2
(γ1 cosh θ + γ0 sinh θ)(γ0 sinh θ + γ1 cosh θ − γ2) ×

× (x0 cosh θ + x1 sinh θ − x2)

]
×

× exp

{
−1

2
iλ(χ̄′χ′)1/2k(γ1 cosh θ + γ0 sinh θ) ×

× [2x1 cosh θ + 2x0 sinh θ + (x0 cosh θ + x1 sinh θ − x2)2
]}
χ′,

where χ′ = exp
(− 1

2θγ0γ1

)
χ.

Using rest transformations from O(1, 3) ⊂ P̃(1, 3) in the same way one can find a
family of solutions of equation (1.1) of the form

ψ(x) = exp
[
1
2
(γa)(γb)bx

]
exp
{
−1

2
iλ(χ̄χ)1/2k(γa)

[
2ax+ (bx)2

]}
χ, (5.13)

where parameters aµ, bµ satisfy the conditions

aa = −1, bb = ab = 0, γa = γµa
µ, bx = bµx

µ, ab = aµb
µ.

Applying the formula for generating solutions by scale transformations

ψ2(x) = e−kαψ1(x′), x′µ = eαxµ, α = const

one can obtain

ψ(x) = exp
[
1
2
θ(γa)(γb)bx

]
exp
{
−1

2
iλ(χ̄χ)1/2k(γa)

[
2ax+ θ(bx)2

]}
χ. (5.14)

At last, generating from (5.14) new solutions by the group of translations, we obtain
an ungenerable family of solutions of the non-linear Dirac equation (1.1).
(i) k ∈ R1, k = 0,

ψ(x) = exp
[
1
2
θ(γa)(γb)bz

]
exp
{
−1

2
iλ(χ̄χ)1/2k(γa)

[
2az + θ(bz)2

]}
χ,

zµ = xµ + θµ, γa = γµa
µ, bz = bµz

µ, az = aµz
µ,

where χ is an arbitrary constant spinor and θ, θµ, aµ, bµ are constants satisfying the
following constraints:

aa = −1, bb = 0, ab = 0. (5.15)

The same procedure when applied to (5.3), (5.4), (5.11) and (5.12) gives ungene-
rable families of the form
(ii) k ∈ R1, k = 0, 1

2 ,

ψ(x) =
[
(az)2 + (bz)2

]−1/4
exp
[
−1

2
(γa)(γb) tan−1(az/bz)

]
×

× exp
{
i2λk(2k − 1)−1(χ̄χ)1/2k(γb)

[
(az)2 + (bz)2

](2k−1)/4k
}
χ,

(5.16)
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where aa = −1, bb = −1, ab = 0, zµ = xµ + θµ, θµ being arbitrary constants, and χ
is an arbitrary constant spinor.
(iii) k = 1

2 ,

ψ(x) =
[
(az)2 + (bz)2

]−1/4
exp
[
−1

2
(γa)(γb) tan−1(az/bz)

]
×

× exp

[
−1

2
iλχ̄χ

(
1 + θ2

)−1
(γb+ θγa) ×

× {ln [(az)2 + (bz)2
]
+ 2θ tan−1(az/bz)

}]
χ,

where zµ = xµ + θµ and aµ, bµ, θµ, θ are arbitrary constants satisfying conditions
(5.16).
(iv) k = 1

2 ,

ψ(x) = exp
[
1
4
(γc)(γb)bz

]{
(γa+ βγb)(az + βbz) +

1
4
γc
[
cz + (bz)2

]}
ω−1 ×

× exp

{
−iλχ̄χ (β2

1 + β2
2

)−1
[
β1(γa+ βγb) +

1
2
β2γc

]
×

×
[
β1(az + βbz) +

1
2
β2

(
cz + (bz)2

)]
ω−1

}
χ,

ω = (az + βbz)2 +
1
4
[
cz + (bz)2

]2
, zµ = xµ + θµ,

and θµ, aµ, bµ, cµ, β, βi are arbitrary constants satisfying the conditions

ab = bc = ca = bb = 0, aa = −1, cc = −4. (5.17)

(v) k < 0,

ψ(x) = exp
[
1
4
(γc)(γb)bz

] [{
(γa+ βγb)(az + βbz)+

+
1
4
(γc)

[
cz + (bz)2

]}
f(ω) + ig(ω)

]
χ,

zµ = xµ + θµ, ω = (az + βbz)2 +
1
4
[
cz + (bz)2

]2
with f(ω), g(ω) from (5.8). Parameters aµ, bµ, cµ, θµ satisfy conditions (5.17) and χ
is an arbitrary constant spinor.
(vi) k ∈ R1, k = 0,

ψ(x) = exp
[
1
2
(γa)(γb) ln(az + bz)

]
exp

{[
1
2
(γc)(γa+ γb) +

+ iλ(χ̄χ)1/2k(γc− γa− γb)

]
[ln(az + bz) − cz]

}
χ,

(5.18)
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ψ(x) = exp
[
1
2
(γa)(γb) ln(az + bz)

]
×

× exp
{[

1
2
(γc)(γa+ γb) − iλ(χ̄χ)1/2kγc

]
(cz)
}
χ,

(5.19)

where zµ = xµ + θµ, χ is an arbitrary constant spinor and aµ, bµ, cµ are arbitrary
constants satisfying conditions

−aa = bb = −1, cc = −1, ab = bc = ca = 0.

(vii) k ∈ R1, k = 0,

ψ(x) = exp
[
1
2
(γa)(γb)bz

]
exp
[
−iλ(γc+ βγb)(χ̄χ)1/2k(cz + βbz)

]
χ, (5.20)

where zµ = xµ + θµ, χ is an arbitrary constant spinor and aµ, bµ, cµ, θµ are arbitrary
constants satisfying the conditions

aa = cc = −1, ab = bc = ca = bb = 0. (5.21)

In conclusion of this section, let us consider the special case of equation (1.1) when
k = 3

2 . It is common knowledge that the corresponding non-linear Dirac equation is
conformally invariant [10, 13]. This enables us to obtain a larger family of solutions
with the help of a procedure of generating solutions by special conformal transforma-
tions, corresponding formulae having the form [7]

ψ2(x) = σ−2(x)(1 − (γx)(γθ))ψ1(x′),
x′µ = (xµ − θµ(xx))σ−1(x), σ(x) = 1 − 2θx+ (θθ)(xx).

(5.22)

Using solutions (5.14) under k = 3
2 as ψ1(x) we obtain a new solution of the

conformally invariant equation (1.1)

ψ(x) = [1 − (γx)(γθ)]σ−2(x) exp
{

1
2
θ̃(γa)(γb)(bx− (bθ)(xx))σ−1(x)

}
×

× exp

{
−1

2
iλ(χ̄χ)1/3γa[2(ax− (aθ)(xx))σ(x) +

+ θ̃(bx− (bθ)(xx))2]σ−2(x)

}
χ,

(5.23)

where aa = −1, bb = 0, ab = 0 and θµ, θ̃ are arbitrary constants.
The same procedure when applied to solutions (5.18)–(5.20) under k = 3

2 give
some new solutions of the non-linear Dirac equation.

6. Exact solutions of the system (1.2)
We shall seek solutions of (1.2) when m1 = 0, m2 = 0, the following ansatz being

used:

ψ(x) = γb exp(if(ax))χ,
Aµ(x) = bµg1(ax) + aµg2(ax),

(6.1)

where bb = 0, ax = aµx
µ and f , g1, g2 are arbitrary differentiable functions.
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Substitution of (6.1) into (1.2) gives the system of ODE

λ1g2 = ḟ ,

(aa)g̈1 = −2ebθ − λ2g1
(
2abg1g2 + (aa)g2

2

)
,

−(ab)g̈1 = −λ2g2
(
2abg1g2 + (aa)g2

2

)
,

(6.2)

where a dot means differentiation with respect to ω = ax, bθ = bµθ
µ, aa = aµa

µ,
ab = 0, θµ = χ̄γµχ, µ = 0, 3.
We have succeeded in integrating the system (6.2) in the case aa = 0, ab = 0, i.e.

λ1g2 = ḟ ,

g2g
2
1 = −(ebθ)/(λ2ab),

g̈1 = 2λ2g1g
2
2 .

(6.3)

From the second equation it follows that

g2 = −(ebθ)/(λ2ab)g−2
1 . (6.4)

Substituting (6.4) into (6.3) we obtain ODE for determination of g1(ω)

g̈1 =
(
k2/λ2

)
g−3
1 , k =

√
2(ebθ)/(ab). (6.5)

Integration of the last ODE yields

ω + C2 =

{
2|λ2|1/2|k|−1g2

1 , λ2 < 0,

C−1
1

(
C1g

2
1 − k2/λ2

)1/2
, C1 = 0.

(6.6)

Finally

C1 = 0, g1 = ±C−1/2
1

[
(C1ω + C2)2 + k2/λ2

]−1
, (6.7)

λ2 < 0, g1 = ±(k/|λ2|)
(
2|k||λ2|−1/2ω + C2

)−1

. (6.8)

Substituting the above results into (6.4) we find expressions for g2(ω)

C1 = 0, g2 = −(kC1/λ2)
[
(C1ω + C2)2 + k2/λ2

]−1
, (6.9)

λ2 < 0, g2 = −(k/|λ2|)
(
2|k||λ2|−1/2ω + C2

)−1

. (6.10)

Substituting these expressions into the first equation from (6.3) we obtain f(ω)

C1 = 0, f(ω) = −λ1λ
−1/2
2 tan−1

[
k−1λ

1/2
2 (C1ω + C2)

]
, (6.11)

λ2 < 0, f(ω) = λ1|λ2|−1/2 ln
(
2k|λ2|−1/2ω + C2

)
, (6.12)

where C1, C2 are arbitrary constants.
Substitution of (6.7)–(6.12) into (6.1) gives two families of solutions of the initial

equation (1.2)
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(i) λ2 = 0, C1 = 0,

ψ(x) = γb exp
{
−iλ1λ

−1/2
2 tan−1

[
λ

1/2
2 k−1(C1ax+ C2)

]}
χ,

Aµ(x) = ±bµC−1/2
1

[
(C1ax+ C2)2 − k2λ−1

2

]1/2 −
− aµ(kC1/λ2)

[
(C1ax+ C2)2 − k2/λ2

]−1
,

(6.13)

(ii) λ2 < 0,

ψ(x) = γb exp
[
−iλ1|λ2|−1/2 ln

(
2k|λ2|−1/2ax+ C3

)]
χ,

Aµ(x) = ±bµ
(
2k|λ2|−1/2ax+ C3

)1/2

− aµ(k/|λ2|)
(
2k|λ2|−1/2ax+ C3

)−1

,
(6.14)

where k =
√

2ebµ(χ̄γµχ)/(ab), C1, C2, C3 are arbitrary constants and χ is an arbitrary
constant spinor.
Let us note that the solutions obtained depend analytically on parameters λ1, e

while parameter λ2 is included in a singular way. It means that solutions (6.13) and
(6.14) cannot be obtained in the framework of perturbation theory by expanding in a
series with respect to a small parameter λ2.
On introducing as usual the tensor of the electromagnetic field Fµν = ∂Aν/∂xµ−

∂Aµ/∂xν we obtain

Fµν = ±(aµbν − aνbµ)C
1/2
1

[
(C1ax+ C2)2 − k2/λ2

]−1/2
,

Fµν = ±(aµbν − aνbµ)k|λ2|−1/2
(
2k|λ2|−1/2ax+ C3

)−1/2

for solutions (6.13) and (6.14) respectively.
To obtain new families of solutions of the system (1.2) one can use its symmetry

under conformal group C(1, 3) [9]. The formula for generating solutions by special
conformal transformations has the form [8]

ψ2(x) = σ−2[1 − (γx)(γθ)]ψ1(x′),

A(2)
µ (x) = σ−2(x)[gµνσ(x) + 2(θµxν − θνxµ + 2θxxµθν −

− xxθµθν − θθxµxν)]Aν
(1)(x

′),

x′µ = (xµ − θµxx)σ−1(x), σ(x) = 1 − 2θx+ (θθ)(xx).

Using (6.13) and (6.14) as ψ1(x) and A(1)
µ (x) one can construct new multiparame-

ter families of exact solutions of (1.2) but we omit corresponding formulae because of
their cumbersome character.

7. Conclusion
In the present work, large classes of exact solutions of the non-linear Dirac

equation and of the system of non-linear equations of quantum electrodynamics
were constructed. Solutions obtained by Akdeniz [1], Fushchych and Shtelen [6, 7],
Kortel [11], Merwe [14] and Takahashi [15] can be obtained with the help of ansätze
(3.16)–(3.29).
Most of the solutions depend analytically on constants λ, λi, e. However solutions

(6.13) and (6.14) have a non-perturbative character because of their singular depen-
dence on the parameter λ2.
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We have constructed ansätze which reduced the four-dimensional systems (1.1)
and (1.2) to three-, two- and one-dimensional systems of PDE. It is important to note
that these ansaẗze can be applied to any spinor equations which are invariant under
the extended Poincaré group P(1, 3).

Appendix
It is important to note that the ansätze (3.16)–(3.29) do not exhaust all possible

ansätze for the Dirac equation (1.1). To reduce (1.1) to ODE one can use the following
ansatz:

ψ(x) = [ig(ω) + f(ω)γµ∂ω/∂xµ]χ, (A1)

where g, f are unknown real-valued functions, χ is an arbitrary constant spinor and
ω = ω(x) is a real-valued function satisfying conditions of the form

pµp
µω +A(ω) = 0,

(pµω)(pµω) +B(ω) = 0, A,B : R1 → R1.
(A2)

Substitution of (A1) into (1.1) gives a system of ode for determination of f and g.
We now list some multiparameter families of exact solutions of the non-linear Dirac
equation (1.1) obtained in this way.
(i) k ∈ R, k = 0

ψ(x) =
[
−i sinh

(
λ(χ̄χ)1/2kω

)
+ γµ(∂ω/∂xµ) cosh

(
λ(χ̄χ)1/2kω

)]
χ,

where ω(x) is determined by the following equalities:

(a) ω = bx cosϕ1 + cx sinϕ1 + ϕ2, (A3)

(b) ax+ bx cosφ1 + cx sinφ1 + φ2 = 0, (A4)

and ϕi = ϕi(ax+ dx), φi = φi(ω + dx) are arbitrary differentiable functions.
(ii) k > 1,

ψ(x) = ω−k
{
± (1 − k−1

)1/2
+ ω−1[(bx+ ϕ1)(γb+ (γa+ γd)ϕ̇1) +

+ (cx+ ϕ2)(γc+ (γa+ γd)ϕ̇2)]
}
χ,

ω =
[
(bx+ ϕ1)2 + (cx+ ϕ2)2

]1/2
,

(A5)

where ϕi = ϕi(ax + dx) are arbitrary differentiable functions and the dot means
differentiation with respect to ax+ dx.
(iii) k = 1,

ψ(x) =
(
1 + θ2ω2

)−3/2 [i− θ((γa)(ax) − (γb)(bx) − (γc)(cx))]χ,

ω =
[
(ax)2 − (bx)2 − (cx)2

]1/2 (A6)

and the following condition holds:

3θ − λ(χ̄χ)1/2k = 0.

In (A3)–(A6) aµ, bµ, cµ, dµ are arbitrary parametrs satisfying the following conditi-
ons:

−aa = bb = cc = dd = −1, ab = ac = ad = bc = bd = cd = 0.
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О непрерывных подгруппах конформной
группы пространства Минковского R1,n

Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

Получен ряд общих результатов о подалгебрах алгебры Ли AC(1, n) конформной
группы C(1, n) пространства Минковского R1,n, исследуемых относительно C(1, n)-
сопряженности. Найдены в явном виде максимальные, максимальные разрешимые,
максимальные абелевы и одномерные подалгебры алгебры AC(1, n). Проведена клас-
сификация всех подалгебр алгебры AC(1, 4). Посредством симметрийной редукции
найдены некоторые точные решения уравнения эйконала.

Введение
Конформная группа C(1, n) является группой инвариантности ряда важных

уравнений теоретической и математической физики [1]. Поэтому подгруппы этой
группы можно использовать для построения точных решений таких уравнений.
Если ограничиться связными подгруппами группы C(1, n), то задача об их класси-
фикации относительно C(1, n)-сопряженности сводится к задаче о классификации
подалгебр алгебры Ли AC(1, n) группы C(1, n) относительно C(1, n)-сопряжен-
ности. Такая классификация была проведена для n = 2 [2]. В работах [3, 4] клас-
сифицированы подалгебры алгебр AP̃ (1, 3), AOpt(1, 3), что позволяет говорить о
почти завершенной классификации подалгебр алгебры AC(1, 3).
В данной работе для произвольного n ≥ 2 изучается структура подалгебр алге-

бры AC(1, n). Работа является продолжением исследований, выполненных в [5–9].
В § 1 приведено модифицированное изложение известных результатов о реализа-
циях конформной группы и ее алгебры Ли. В § 2, используя результаты работ (10,
11], мы даем описание максимальных подалгебр алгебры AC(1, n). В §§ 3, 4 ис-
следуются подалгебры алгебр AP̃ (1, n), AOpt(1, n) соответственно. Здесь же изло-
жена классификация подалгебр алгебр AP̃ (1, 4), AOpt(1, 4) относительно C(1, 4)-
сопряженности. В § 5 выделены максимальные разрешимые, максимальные абе-
левы и одномерные подалгебра алгебры AC(1, n). § 6 посвящен классификации
подалгебр алгебры AC(1, 4). В приложении приведены некоторые точные решения
уравнения ейконала.

§ 1. Реализация конформной группы и ее алгебры Ли
Пусть R1,n (n ≥ 2) — пространство Минковского с метрикой gαβ , где gαβ = 0

при α = β, g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1 (α, β = 0, 1, . . . , n). Отображение xi =
xi(y0, y1, . . . , yn) (i = 0, 1, . . . , n) области U ⊂ R1,n в R1,n называется конформным,
если

∂xk
∂yα

gkl
∂xl
∂yβ

= λ(x)gαβ , (λ(x) = 0; x = x(y); x, y ∈ U ; α, β = 0, 1, . . . , n).

Препринт 88.34, Институт математики АН УССР, Киев, 1988, 48 c.
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Согласно теореме Лиувилля конформное преобразование области U является ком-
позицией движения, дилатации и инверсии или композицией движения и дилата-
ции. Под движениями подразумеваются элементы группы O(1, n) и сдвиги (транс-
ляции) T�a : �x → �x + �a, под дилатациями (разтяжениями) — отображения �x → λ�x
(λ ∈ R, λ > 0), а инверсиями называют отображения

Ŝ : �x→
( x0

�x 2
,
x1

�x 2
, . . . ,

xn
�x 2

)
, ŜT�a,

где �x = (x0, x1, . . . , xn), �x 2 = x2
0 − x2

1 − · · · − x2
n.

Пусть O(2, n + 1) — группа изометрии псевдоэвклидова простраства R2,n+1.
Эта группа сохраняет конус

x2
1 + x2

2 − x2
3 − · · · − x2

n+3 = 0

и действует на этом конусе точно. Пусть

xµ = zµ+2(zn+3 − z1)−1 (µ = 0, 1, . . . , n).

Тогда

�x 2 =
zn+3 + z1
zn+3 − z1

, z1 =
�x 2 − 1
�x 2 + 1

zn+3, zµ+2 =
2zn+3

�x 2 + 1
xµ (µ = 0, 1, . . . , n).

Пусть C = (cαβ) (α, β = 1, . . . , n + 3) — элемент O(2, n + 1). Отображение
�x ′ = C�x индуцирует отображение ϕC : �x → �x ′, которое в развернутом виде
запишется так:

x′µ−2 =
2cµνxν−2 + (cµ,n+3 + cµ1)�x 2 + (cµ,n+3 − cµ1)

2(Cn+3,ν − c1ν)xν−2 + a�x 2 + b
, (1.1)

где µ, ν = 2, . . . , n + 2; a = cn+3,n+3 − c11 − c1,n+3 + cn+3,1, b = cn+3,n+3 + c11 −
c1,n+3 − cn+3,1.

Теорема 1.1. Отображение ϕ : O(2, n + 1) → C(1, n), сопоставляющее матрице
C ∈ O(2, n + 1) локальное преобразование ϕC пространства R1,n, является
гомоморфизмом группы O(2, n+ 1) на группу C(1, n) с ядром {±En+3}.
Доказательство. Если

C =


1 0 · · · 0 0
0 c22 · · · c2,n+2 0
· · · · · · ·
0 cn+2,2 · · · cn+2,n+2 0
0 0 · · · 0 1

 ,

то формула (1.1) примет вид x′µ−2 = cµνx
ν−2 (µ, ν = 2, . . . , n + 2). Пусть �a =

(a0, a1, . . . , an) ∈ R1,n,

E1,n = diag[1,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

], Em = diag[1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

],
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�a T — вектор-столбец, получаемый из �a в результате транспонирования,

C =


−�a

2

2
+ 1 �aE1,n

�a 2

2
−�a T En+1 �a T

−�a
2

2
�aE1,n

�a 2

2
+ 1

 .

Тогда C ∈ O(2, n + 1), а преобразование (1.1) примет вид x′µ = xµ + aµ (µ =
0, 1, . . . , n). Если

C =


λ2 + 1

2λ
0

λ2 − 1
2λ

0 En+1 0
λ2 − 1

2λ
0

λ2 + 1
2λ

 ,

то x′µ = λxµ (µ = 0, 1, . . . , n). Если C = −E1,n+2, то

x′µ =
xµ
�x 2

(µ = 0, 1, . . . , n).

На основания проведенних рассуждений и теоремы Лиувилля заключаем, что ка-
ждое конформное преобразование имеет вид ϕC , где C ∈ O(2, n + 1). Теперь
покажем, что для каждой матрицы C ∈ O(2, n + 1) отображение ϕC является
конформным.
Если T�a — сдвиг пространства R1,n на вектор �a, то ŜT�aŜ задается формулой

x′µ =
xµ + �x 2aµ

2gρνaρxν + �a 2�x 2 + 1
(µ = 0, 1, . . . , n).

Композиция ŜT�aŜ и преобразования подобия

x′′µ = λbµνx
′ν + cµ

совпадают с преобразованием

x′′µ =
(λbµν + 2cµgρνaρ)xν + (λbµνaν + �a 2cµ)�x 2 + cµ

2gρνaρxν + �a 2�x 2 + 1
. (1.2)

Если b = 0, то формулу (1.1) можно записать таким образом:

x′µ−2 =
2b−1cµνx

ν−2 + b−1(cµ,n+3 + cµ1)�x 2 + b−1(cµ,n+3 − cµ1)
2b−1(cn+3,ν − c1ν)xν−2 + b−1a�x 2 + 1

. (1.3)

Нетрудно установить, что преобразование (1.3) является преобразованием (1.2).
Пусть

J =
(

0 1
1 0

)
.

Матрицы diag [J,En+1], diag [1, 1, . . . , J, . . . , 1] содержатся в O(2, n+ 1). Отображе-
ние ϕ сопоставляет каждой из этих матриц отображение вида (1.3), т.е. конформ-
ное преобразование пространства R1,n. Умножение матрицы C ∈ O(2, n + 1) на
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одну из указанных матриц слева или справа равносильно перестановке в матрице
C соответственно столбцов или строк.
Если в формуле (1.1) b = 0, то, переставляя в матрице C строки и столбцы,

мы получим матрицу C̄, для которой b̄ = 0. Но в таком случае ϕC̄ — конформное
преобразование, а значит, ϕC — также конформное преобразование.
На основании всего изложенного можно сделать вывод, что ϕ — гомоморфизм

O(2, n+1) на C(1, n). Нетрудно установить, что ядро ϕ состоит из ±En+3. Теорема
доказана.

Группу C(1, n) будем рассматривать как группу Ли, для которой гладкое мно-
гообразие индуцируется гладким многообразием группы O(2, n+ 1).
Гомоморфизм ϕ : O(2, n + 1) → C(1, n) индуцирует гомоморфизм f алгебры

AO(2, n + 1) на алгебру AC(1, n). Но алгебра AO(2, n + 1) при n > 1 являе-
тся простой. Поэтому Ker f = 0, а значит, f — изоморфизм AO(2, n + 1) на
AC(1, n). Исходя из этого факта, получаем коммутационные соотношения для ал-
гебры AC(1, n).
Пусть Ωab (a, b = 1, . . . , n + 3) — генераторы стандартного базиса алгебры

AO(2, n + 1). Тогда базис алгебры AC(1, n) образуют Jαβ , Pα, Kα, D (α, β =
0, 1, . . . , n; α = β), где

Jαβ = f(Ωα+2,β+2) (α, β = 0, 1, . . . , n),
Pα = f(Ω1,α+2 − Ωα+2,n+3) (α = 0, 1, . . . , n),
Kα = f(Ω1,α+2 + Ωα+2,n+3) (α = 0, 1, . . . , n), D = −f(Ω1,n+3).

Выписанные генераторы удовдетворяют следующим коммутационним соотношени-
ям:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ , [Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ ,

[Pα, Pβ ] = 0, [Kα, Jβγ ] = gαβKγ − gαγKβ , [Kα,Kβ ] = 0,

[D,Pα] = Pα, [D,Kα] = −Kα, [D,Jαβ ] = 0, [Kα, Pβ ] = 2(gαβD − Jαβ)

(α, β, γ, δ = 0, 1, . . . , n).

Как следует из доказательства теоремы 1.1, Jαβ , Pα, D являюся генераторами
псевдовращений, трансляций (сдвигов), дилатации соответственно. Далее матрице
−E1,n+2 гомоморфизм ϕ сопоставляет инверсию Ŝ. Так как

E1,n+2(Ω1,a+2 − Ωa+2,n+3)E1,n+2 = −(Ω1,a+2 + Ωa+2,n+3),

то ŜPaŜ = −Ka. Значит, Ka является генератором однопараметрической группы
Ŝ exp(θPa)Ŝ.
Теперь найдем векторные поля, отвечаючие конформным преобразованиям про-

странства R1,n. Известно, что

Pα = ∂α, J0a = x0∂a + xa∂0, Jab = xb∂a − xa∂b, D = −xα∂α(
α = 0, 1, . . . , n, a, b = 1, . . . , n, ∂α =

∂

∂xα

)
.
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Далее,

(Ŝ∂αŜ)f(x0, x1, . . . , xn) = Ŝ∂αf
( x0

�x 2
,
x1

�x 2
, . . . ,

xn
�x 2

)
=

= Ŝ

{
∂f

∂x0

(
− x0

(�x 2)2

)
(2gβαxβ) +

∂f

∂x1

(
− x1

(�x 2)2

)
(2gβαxβ) + · · · +

+
∂f

∂xn

(
− xn

(�x 2)2

)
(2gβαxβ) +

∂f

∂xα

1
�x 2

}
=

= Ŝ

{(
−2gβαxβ

�x 2

)[
x0

�x 2

∂f

∂x0
+
x1

�x 2

∂f

∂x1
+ · · · + xn

�x 2

∂f

∂xn

]
+

+
[( x0

�x 2

)2

−
( x2

�x 2

)2

− · · · −
(xn
�x 2

)2
]

∂

∂xα

}
=

= −(2gβαxβ)xγ
∂f

∂xγ
+ gβγxβxγ

∂f

∂xα
.

Мы получили, что

Kα = 2gβαxβxγ
∂

∂xγ
− gβγxβxγ

∂

∂xα
.

Теорема 1.2. Если отождествить алгебры AC(1, n) и AO(2, n + 1), то группа
C(1, n)-автоморфизмов алгебры AC(1, n) совпадает с ее группой O(2, n + 1)-
автоморфизмов.
Доказательство. Пусть X,Y,Z ∈ AO(2, n + 1), g ∈ O(2, n + 1), f : AO(2, n +
1) → AC(1, n) — изоморфизм, индуцированный гомоморфизмом ϕ : O(2, n + 1) →
C(1, n). Если

g exp(tX)g−1 = exp(tY ),

то

ϕ(g)ϕ(exp(tX))ϕ(g)−1 = ϕ(exp(tY )).

Отсюда заключаем, что gXg−1 = Y , ϕ(g)f(X)ϕ(g)−1 = f(Y ). Значит, каждый
O(2, n+ 1)-автоморфизм алгебры AC(1, n) является C(1, n)-автоморфизмом.
Наоборот, пусть мы имеем C(1, n)-автоморфизм алгебры AC(1, n): ϕ(g)f(X)

ϕ(g)−1 = f(Y ). Если g exp(tX)g−1 = exp(tZ), то ϕ(g)f(X)ϕ(g)−1 = f(Z). Отсюда
следует, что f(Y ) = f(Z), а потому Y = Z. Значит, данный C(1, n)-атоморфизм
индуцируется O(2, n+ 1)-автоморфизмом gXg−1 = Y . Теорема доказана.

§ 2. Максимальные подалгебры конформной алгебры
В дальнейшем будем отождествлять прообраз с образом при изоморфизме f

алгебры AO(2, n+1) на алгебру AC(1, n). В связи с этим мы получаем два набора
обозначенкй для одного и того же базиса. Пусть Iab — матрица порядка n +
3, имеющая единицу на пересечении a-й строки и b-го столбца и нули иа всех
остальних местах. Тогда базис алгебры AO(2, n+ 1) составляют матрицы:

Ω12 = I12 − I21, Ωab = −Iab + Iba (a < b, a, b = 3, . . . , n+ 3),
Ωia = −Iia − Iai (i = 1, 2, a = 3, . . . , n+ 3).
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Базисные элементы удовлетворяет таким коммутационним соотношениям:

[Ωab,Ωcd] = ρadΩbc + ρbcΩad − ρacΩbd − ρbdΩac,

где ρ11 = ρ22 = −ρ33 = · · · = −ρn+3,n+3 = 1, ρab = 0 при a = b (a, b = 1, 2, . . . , n+
3).
Эти же базисные элементы мы обозначаем и таким образом:

Ωα+2,β+2 = Jαβ (α, β = 0, 1, . . . , n, α < β), Ω1,α+2 =
1
2
(Kα + Pα),

Ωα+2,n+3 =
1
2
(Kα − Pα) (α = 0, 1, . . . , n), −Ω1,n+3 = D.

Пусть R2,n+1 = 〈Q1, . . . , Qn+3〉 — (2+n+1)-мерное псевдоэвклидово пространс-
тво с метрикой

ρ(X,X) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − · · · − x2

n+3, X = xiQ
i.

Если W — невырожденное подпространство пространства R2,n+1, то через O(W )
обозначим группу изометрий пространства W , а через AO(W ) — ее алгебру Ли.
Подалгебра F ⊂ AO(W ) называется неприводимой, если в W не существует

F -инвариантное подпространство, отличное от O и W . В противном случае F
называется приводимой. Если для каждого F -инвариантного подпространстваW ′ в
W существует такое F -инвариантное подпространствоW ′′ вW , чтоW = W ′⊕W ′′,
то алгебра F называется вполне приводимой.
Чэнь Су-шин и Гринберг [10] установили, что алгебра AO(1,m) (m ≥ 2) не

имеет неприводимых подалгебр, отличных от AO(1,m). Тауфик [11] показал, что
всякая полупростая неприводимая подалгебра алгебры AO(2,m) (m ≥ 3) перехо-
дится автоморфизмом этой алгебры в одну из следующих алгебр:

1) AO(2,m); 2) ASU(1,m|2) (m — четное);

3) 〈Ω14 +
√

3Ω13 + Ω25,−Ω15 + Ω24 −
√

3Ω23,Ω12 − 2Ω45〉 (m = 3).

Если m — нечетное число, то неприводимая подалгебра алгебры AO(2,m) явля-
ется полупростой, а потому совпадает с AO(2,m). Если m = 2k и F — непо-
лупростая неприводимая подалгебра алгебры AO(2,m), то F разлагается в пря-
мую сумму фактора Леви и одномерного центра 〈Z〉. С точностью до O(2,m)-
сопряженности Z = Ω12 − Ω34 − · · · − Ω2k+1,2k+2. Централизатор L элемента Z в
AO(2,m) состоит иа матриц

µ11J λ12E + µ12J · · · λ1,k+1E + µ1,k+1J

λ12E − µ12J µ22J · · · λ2,k+1E + µ2,k+1J

· · · · · ·
λ1,k+1E − µ1,k+1J −λ2,k+1E + µ2,k+1J · · · µk,k+1J

 ,

где

E =
(

1 0
0 1

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
.

Значит, L = ASU(1, k) ⊕ 〈Z〉. Отсюда на основания результата Тауфика заключа-
ем, что с точностью до O(2, 2k)-сопряженности алгебра ASU(1, k) ⊕ 〈Z〉 является
единственной максимальной неприводимой подалгеброй алгебры AO(2, 2k).
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Пусть F — подалгебра алгебры AO(2, n + 1) и пусть F не имеет в R2,n+1 ин-
вариантных изотропных подпространств. Тогда F — вполне приводимая алгебра.
Существует такое ортогональное разложение R2,n+1 = W1 ⊕ · · · ⊕Ws, что F допу-
скает разложение в подпрямую сумму F = F1 +

˙
· · · +

˙
Fs, где Fi — неприводимая

подагебра алгебры AO(Wi) (i = 1, . . . , s).
Пустъ ρi(X,X) — ограничение метрики ρ(X,X) на Wi (i = 1, . . . , s). Если

(2,m) — сигнатура ρ1(X,X), то на основании теоремы Витта о продолжении
изометрий можно предполагать, что W1 = R2,m = 〈Q1, Q2, . . . , Qm+2〉, W2 =
〈Qm+3, . . . , Qk2〉, . . ., Ws = 〈Qks−1+1, . . . , Qn+3〉. В этом случае F1 — неприво-
димая подалгебра алгебры AO(2,m), а F2, . . . , Fs — неприводимые подалгебры ор-
тогональных алгебр AO(k2 −m− 2), . . . , AO(n+ 3− ks−1) соответственно. Фактор
Леви алгебры F1 является прямым слагаемым алгебры F .
Если ρi(X,X) имеет сигнатуру (1,mi) (i = 1, 2), то по теореме Витта будем

предполагать, что W1 = 〈Q1, Q3, . . . , Qm1+2〉, W2 = 〈Q2, Qm1+3, . . . , Qm1+m2+2〉,
W3 = 〈Qm1+m2+3, . . . , Qk3〉, . . ., Ws = 〈Qks−1+1, . . . , Qn+3〉. В этом случае F1 =
AO(1,m1), F2 = AO(1,m2), F1 +

˙
F2 — прямое слагаемое алгебры F , причем, если

F1 +
˙
F2 = F1 ⊕ F2, то m1 = m2 и F1 +

˙
F2 — диагональ в F1 ⊕ F2.

Определение. Пусть W — подпространство пространства R2,n+1. Нормали-
затором W в AO(2, n + 1) называется множество NorW = {X ∈ AO(2, n +
1)|(∀ Y ∈W ) (XY ∈W )}.
Легко видеть, что NorW является подалгеброй Ли алгебры AO(2, n + 1). Не-

посредственными вычислениями устанавливаем справедливость следующего пре-
дложения.

Предложение 2.1. Нормализатор одномерного изотропного пространства
〈Q1 +Qn+3〉 совпадает с алгеброй

AP̃ (1, n) = 〈P0, P1, . . . , Pn〉+⊃ (AO(1, n) ⊕ 〈D〉),
а нормализатор двумерного изотропного пространства 〈Q1 +Qn+3, Q2 +Qn+2〉
совпадает с алгеброй

AOpt(1, n) = 〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n− 1) ⊕ 〈C,S, T, Z〉),
где AO(1, n) = 〈Jαβ |α, β = 0, 1, . . . , n − 1〉, AO(n − 1) = 〈Jab|a, b = 1, . . . , n − 1〉,
M = P0 + Pn, Ga = J0a − Jan (a = 1, . . . , n − 1), C = J0n − D, Z = J0n − D,
S = 1

2 (K0 +Kn), T = 1
2 (P0 − Pn).

Алгебра AP̃ (1, n) называется расширенной алгеброй Пуанкаре, а алгебра
AOpt(1, n) — оптической алгеброй пространства R1,n. Последнее название связано
с тем, что AOpt(1, n) является нормализатором в AC(1, n) изотропного подпро-
странства 〈P0 + Pn〉 пространства R1,n, порожденного изотропным или световым
вектором P0 + Pn.

Предложение 2.2. Если n — четное число и n > 2, то алгебра AO(2, n + 1) не
имеет собственных неприводимых подалгебр. Алгебра AO(2, 3) обладает одной
собственной неприводимой подалгеброй

〈Ω14 +
√

3Ω13 + Ω25,−Ω15 + Ω24 −
√

3Ω23,Ω12 − 2Ω45〉.
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Если n — нечетное число и n > 1, то алгебра AO(2, n + 1) имеет одну макси-
мальную (собственную) неприводимую подалгебру, совпадающую с ASU(1, (n+
1)/2)⊕〈Z〉. Максимальные приводимые подалгебры алгебры AO(2, n+ 1) исчер-
пываются относительно O(2, n+ 1)-сопряженности такими алгебрами:

1) AP̃ (1, n); 2) AOpt(1, n);
3) AO1(1, k)⊕AO2(1, n−k), где AO1(1, k) = 〈Ωab|a, b = 1, 3, . . . , k+2〉, AO2(1, n+

1 − k) = 〈Ωab|a, b = 2, k + 3, . . . , n+ 3〉 (k = 2, . . . , [n+ 1/2]; n ≥ 3);
4) AO(2, k) ⊕ AO(n − k), где AO(n − k) = 〈Ωab|a, b = k + 3, . . . , n + 3〉 (k =

0, 1, . . . , n).

Доказательство. Пусть F — подалгебра алгебры AO(2, n + 1), W — вырожден-
ное подпространство пространства R2,n+1, инвариантное относительно F . Про-
странство W содержит F -инвариантное изотропное подпространство, сопряженное
〈Q1 +Qn+3〉 или 〈Q1 +Qn+3, Q2 +Qn+2〉. На основании предложения 2.1 алгебра
F O(2, n)-сопряжена подалгебре одной из алгебр: AP̃ (1, n), AOpt(1, n).
Остальные случаи рассмотрены при исследовании вполне приводимых подал-

гебр алгебры AO(2, n+ 1). Предложение доказано.

3. О подалгебрах расширенной алгебры Пуанкаре
В работах [6, 8] получен рях общих результатов о подалгебрах алгебры AP̃ (1, n),

рассматриваемых с точностью до P̃ (1, n)-сопряженности, а также проведена клас-
сификация всех подалгебр алгебры AP̃ (1, 4) относительно P̃ (1, 4)-сопряженности.
В этом параграфе мы переформулируем те предложения о подалгебрах алгебры
AP̃ (1, n), где замена P̃ (1, n)-сопряженности на C(1, n)-сопряженность дает неко-
торое упрощение перечня рассматриваемых подалгебр.
Пусть h = exp π

4 (K0 + P0 + Kn − Pn). Тогда hGah−1 = Pa, hPah−1 = −Ga,
hJ0nh

−1 = −D, hDh−1 = −J0n, hMh−1 = M .
В дальнейшем будем использовать такие обозначения: 〈X1, . . . , Xs〉 — вектор-

ное пространство или алгебра Ли над R с генераторами X1, . . . , Xs;

V [k, l] = 〈Gk, . . . , Gl〉 (k ≤ l), W [k, l] = 〈Pk, . . . , Pl〉 (k ≤ l);
M[r, t] = 〈M,Pr, . . . , Pt, Gr, . . . , Gt〉 (r ≤ t);
AH(0) = O, AH(2d) = AH(2d+ 1) = 〈J12, J34, . . . , J2d−1,2d〉 (d ≥ 1);
K +

˙
L — подпрямая сумма алгебр K и L;

∆[r, t] = 〈Gr + αrPr, . . . , Gt + αtPt,M〉,

(3.1)

где r ≤ t, 0 < αr ≤ · · · ≤ αt = 1.

Теорема 3.1. Максимальные абелевы подалгебры алгебры AP̃ (1, n) исчерпыва-
ются относительно C(1, n)-сопряженности такими алгебрами:

W [0, n]; ∆[1, s] ⊕W [s+ 1, n− 1] (s = 1, . . . , n− 2);
∆[1, s] ⊕ V [s+ 1, t] ⊕W [t+ 1, n− 1] (s = 1, . . . , n− 3; 2t ≤ n− 1 + s);
〈G1 + 2T,M〉 ⊕W [2, n− 1]; 〈M + 2T 〉 ⊕AH(n) (n ≡ 0 (mod 2));
AH(n− 2) ⊕ 〈Gn−1 + 2T,M〉 (n ≡ 0 (mod 2));
AH(2d) ⊕ 〈T 〉 ⊕W [2d+ 1, n] (d = 1, . . . , [n− 1/2]);
AH(2d) ⊕ ∆[2d+ 1, s] ⊕W [s+ 1, n− 1] (d = 1, . . . , [n− 3/2]);



О непрерывных подгруппах конформной группы 291

AH(2d) ⊕ ∆[2d+ 1, s] ⊕ V [s+ 1, t] ⊕W [t+ 1, n− 1] (2t ≤ n− 1 + s;
d = 1, . . . , [n− 4/2]);
AH(2d) ⊕ V [2d+ 1, s] ⊕W [s+ 1, n− 1] (2s ≤ n− 1 + 2d;
d = 1, . . . , [n− 3/2]);
AH(2d) ⊕ 〈G2d+1 + 2T,M〉 ⊕W [2d+ 2, n− 1] (d = 1, . . . , [n− 3/2]);
AH(n− 1) ⊕ 〈J0n,D〉; AH(n− 1) ⊕ 〈M,J0n +D〉;
AH(2d) ⊕ 〈J0n〉 ⊕W [2d+ 1, n− 1] (d = 0, 1, . . . , [n− 2/2]).

Теорема 3.1 вытекает из следствия 1 из теоремы 4.2 и следствия 1 из теоремы
5.1 [8].

Теорема 3.2. Пусть n ≥ 3, t = 1, . . . , [n − 1/2]; s = 1, . . . , [n − 2/2]; α1 = 1,
0 < α2 ≤ · · · ≤ αt ≤ 1; Xt = α1J12 + α2J34 + · · · + αtJ2t−1,2t. Одномерные подал-
гебры алгебры AP̃ (1, n) исчерпываются относительно C(1, n)-сопряженности
следующими алгебрами:

〈P0〉; 〈M〉; 〈P1〉; 〈G1 + P2〉; 〈G1 + 2T 〉; 〈Xt〉; 〈Xt + P0〉; 〈Xt +M〉;
〈Xt + P2t+1〉; 〈Xs +G2s+1 + 2T 〉; 〈Xr +G2r+1 + P2r+2〉 (r = 1, . . . , [n−3/2]);
〈J0n〉; 〈D + αJ0n〉 (0 < α ≤ 1); 〈J0n + P1〉; 〈D + J0n +M〉;
〈Xt + αD + βJ0n〉 (α > 0, α ≥ β ≥ 0); 〈Xt + α(D + J0n +M)〉;
〈Xs + P2s+1 + αJ0n〉 (α > 0); 〈J12 + β1J34 + · · · + βn/2−1Jn−1,n + γD〉;
〈J12 + β1J34 + · · · + βn/2−1Jn−1,n + 2T 〉,

где n ≡ 0 (mod 2), γ ≥ 0, 0 < β1 ≤ · · · ≤ βn/2−1 ≤ 1.
Теорема 3.2 доказывается на основании следствия 2 из теоремы 4.2 и след-

ствия 2 из теоремы 5.1 [8].
Пусть F̃0 — такая подалгера алгебры U+⊃ F , что ее проекция на F совпадает с

F0. Запись F̃0 + Uj означает, что Uj ⊂ U , [F0, Uj ] ⊂ Uj и F̃0 ∩ U ⊂ Uj . Если речь
идет о нерасщепляемых алгебрах F̃0 +U1, . . . , F̃0 +Us, то употребляем обозначение
F̃0 : U1, . . . , Us. Пусть (i1, . . . , iq) = 〈Pi1 , . . . , Piq 〉; (awb) = 〈Pa + wPb〉 (w > 0);
(04) = 〈M〉.
Теорема 3.3 Расщепляемые подалгебры алгебры AP (1, 4) исчерпываются отно-
сительно C(1, 4)-сопряженности такими алгебрами:

O, (0), (4), (04), (0,4), (04,1), (1,4), (0,1,4), (04,1,2), (1,2,4), (0,1,2,4), (04,1,2,3),
(1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12〉: O, (0), (4), (1,2), (3,4), (0,4), (04,3), (0,1,2), (04,1,2), (1,2,4), (0,3,4),
(0,1,2,4), (04,1,2,3), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12 + J34〉: O, (0), (1,2), (0,1,2), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + cJ34〉: O, (0), (1,2), (3,4), (0,1,2), (0,3,4), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4) (0 < c < 1);
〈J04〉: O, (04), (1), (0,4), (04,1), (1,2), (0,1,4), (04,1,2), (1,2,3), (04,1,2,3), (0,1,2,4),

(0,1,2,3,4);
〈J12 + cJ04〉: O, (3), (04), (1,2), (0,4), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (1,2,3), (0,1,2,4),

(04,1,2,3), (0,1,2,3,4) (c > 0);
〈G3〉: (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2), (04,1,2), (04,1,3),

(0,1,3,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3 − J12〉: O, (04), (04,3), (1,2), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
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〈J12, J34〉: O, (0), (1,2), (0,1,2), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J04, J12〉: O, (3), (04), (0,4), (04,3), (1,2), (0,3,4), (1,2,3), (04,1,2), (0,1,2,4),

(04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J12〉: (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2〉: (04,1,2), (04,1,3), (04,1w3,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J04, 〉: O, (04), (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2), (04,1,2),

(04,1,3), (0,1,3,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J12 + cJ04〉: O, (04), (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4)

(c > 0);
〈J12, J13, J23〉: O, (0), (4), (04), (0,4), (1,2,3), (0,1,2,3), (1,2,3,4), (04,1,2,3),

(0,1,2,3,4);
〈J03, J04, J34〉: O, (1), (1,2), (0,3,4), (0,1,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈G3, J04, J12〉: O, (04), (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J12〉: (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J04〉: O, (3), (04), (04,1), (04,3), (04,1w3), (04,1,2), (04,1,3), (04,1w3,2),

(0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J12 + cJ04〉: O, (3), (04), (04,3), (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4)

(c > 0);
〈G1, G2, G3〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3 − J12〉: O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈J03, J04, J34, J12〉: O, (1,2), (0,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J04, J12〉: O, (3), (04), (04,3), (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J04〉: O, (04), (04,1), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12 + cJ04〉: O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4) (c > 0);
〈J12, J13, J23, J04〉: O, (04), (0,4), (1,2,3), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J04〉: O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
AO(4): O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
AO(1, 3): O, (4), (0,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04〉: O, (04), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
AO(1, 4): O, (0,1,2,3,4);
Теорема 3.3 доказывается на основания теоремы 4.1 [6].

Теорема 3.4. Нерасщепляемыв подалгебры алгебры AP (1, 4), не сопряженные
расщепляемым подалгебрам этой алгебры, исчерпываются относительно
C(1, 4)-сопряженности такими алгебрами:

〈J12 + P0〉: O, (04), (4), (04,3), (1,2), (3,4), (04,1,2), (1,2,4), (04,1,2,3), (1,2,3,4);
〈J12 + P3〉: O, (04), (0), (4), (1,2), (0,4), (04,1,2), (0,1,2), (1,2,4), (0,1,2,4);
〈J12 + P0 + P3〉: O, (4), (1,2), (1,2,4);
〈J12 + J34 + P0〉: O, (1,2), (1,2,3,4);
〈J12 + cJ34 +M〉: O, (1,2), (3,4), (1,2,3,4) (0 < c < 1);
〈J04 + P1〉: O, (04), (0,4);
〈J04 + P2〉: (1), (04,1), (0,1,4);
〈J04 + P3〉: (1,2), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈J12 + cJ04 + P3〉: O, (04), (1,2), (0,4), (04,1,2), (0,1,2,4) (c > 0);
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〈G3 + P1〉: O, (04), (04,3), (0,3,4);
〈G3 + P2〉: (1), (04,1), (04,1w3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈G3 + 2T 〉: O, (04), (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (04,1w3,2), (04,1,2),

(04,1,3), (04,1,2,3);
〈G3 − J12 + 2T 〉: O, (04), (04,3), (1,2), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J12 + P0, J34 + δP0〉: O, (1,2), (1,2,3,4) (δ ≥ 0);
〈J12, J34 +M,P1, P2〉;
〈J04 + P3, J12 + δP3〉: O, (04), (0,4), (1,2), (04,1,2), (0,1,2,4) (δ ≥ 0);
〈J04, J12 + P3〉: O, (04), (1,2), (0,4), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈J12 +M,G3 + δT 〉 (δ = 0, 2); 〈J12, G3 + 2T 〉; 〈J12 + δP3, G3 + 2T,M〉 (δ ≥ 0);
〈J12 +M,G3 + δT, P1, P2〉 (δ = 0, 2); 〈J12, G3 + 2T, P1, P2〉;
〈J12 + δT,G3 + 2T,M,P3〉 (δ ≥ 0); 〈J12 + 2T,G3,M, P3〉;
〈J12 + δP3, G3 + 2T,M,P1, P2〉 (δ ≥ 0); 〈J12 + δT,G3 + 2T,M,P1, P2, P3〉 (δ ≥ 0);
〈J12 + 2T,G3,M, P1, P2, P3〉; 〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP3〉 (µ > 0, δ ≥ 0);
〈G1, G2 + P2, P3〉;
〈G1 + P2 + γP3, G2 − P1 + µP2 + δP3,M〉 (µ > 0, γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0);
〈G1 + P2 + γP3, G2 − P1,M〉 (γ ≥ 0); 〈G1 + αP3, G2 + P2 + βP3,M〉 (α > 0);
〈G1 + P2, G2 − P1 + µP2,M, P3〉 (µ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2,M, P3〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3,M, P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2,M, P1〉 (β ≥ 0); 〈G1 + P3, G2,M, P1〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + 2T,M,P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P3, G2,M, P1 + wP3〉 (w > 0); 〈G1 + P3, G2,M, P1, P2〉;
〈G1 + 2T,G2 + βP3,M, P1, P2〉 (β ≥ 0); 〈G1 + P2, G2,M, P1, P3〉;
〈G1 + P2, G2 + αT,M,P1, P3〉 (α > 0); 〈G1, G2 + 2T,M,P1, P3〉;
〈G1, G2 + P3,M, P1 + wP3, P2〉 (w > 0);
〈G1 + 2T,G2 + αP3,M, P1 + wP3, P2〉 (α ≥ 0, w > 0);
〈G1 + P3, G2, P0, P1, P2, P4〉; 〈G1 + 2T,G2,M, P1, P2, P3〉;
〈G3, J04 + P1〉: O, (04), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2);
〈G3, J04 + P2〉: (1), (04,1), (04,1w3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈G3, J04 + P3〉: (04), (04,1), (04,1,2);
〈G3, J04 + P1 + αP2,M, P1 + wP3〉 (α > 0, w > 0);
〈G3, J04 + P1 + αP3,M〉 (α > 0); 〈G3, J04 + P2 + αP3,M, P1〉 (α > 0);
〈G3, J12 + cJ04 + P3〉: (04), (04,1,2) (c > 0);
〈G3, J04 + P3, J12 + δP3〉: (04), (04,1,2) (δ ≥ 0);
〈G3, J04, J12 + P3〉: (04), (04,1,2);
〈G1 + P2, G2 − P1, J12 + αP3,M〉 (α = 0, 1);
〈G1 + P2, G2 − P1, J12,M, P3〉; 〈G1, G2, J12 + 2T,M,P1, P2〉;
〈G1, G2, J12 + P3, P0, P1, P2, P4〉; 〈G1, G2, J12 + 2T,M,P1, P2, P3〉;
〈G1, G2, J04 + P1〉: (04), (04,3), (04,1w3), (04,1w3,2);
〈G1, G2, J04 + P2〉: (04,1), (04,1w3), (04,1,3);
〈G1, G2, J04 + P3〉: O, (04), (04,1), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈G1, G2, J04 + P1 + αP2,M, P1 + wP3〉 (α > 0, w > 0);
〈G1, G2, J04 + P1 + αP3,M〉, 〈G1, G2, J04 + P2 + αP3,M, P1〉 (α > 0);
〈G1, G2, J12 + cJ04 + P3〉: O, (04), (04,1,2), (0,1,2,4) (c > 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1, G3 + βP1 + δP3,M〉 (β > 0 ∨ β = 0, δ = 0);
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〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1 + µP2 + γP3, G3 + βP1 + γP2 + δP3,M〉 (δ − β2µ = 0,
µ > 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);

〈G1 + βP2, G2 + P3, G3 − P2,M, P1〉 (β ≥ 0);
〈G1 + βP2 + γP3, G2 + P3, G3 − P2 + µP3,M, P1〉 (µ > 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + βP2 + γP3, G2, G3 + P3,M, P1〉 (β > 0);
〈G1 + P3, G2, G3,M, P1, P2〉; 〈G1 + αP3, G2, G3 + 2T,M,P1, P2〉 (α ≥ 0);
〈G1 + 2T,G2, G3,M, P1, P2, P3〉; 〈G1 + P2, G2 − P1, J12 −G3,M, P3〉;
〈G1, G2, J12 −G3 + 2T,M,P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34 + P0〉: O, (1,2,3,4);
〈G1, G2, J04 + P3, J12 + αP3〉: O, (04), (04,1,2), (0,1,2,4) (α ≥ 0);
〈G1, G2, J04, J12 + P3〉: O, (04), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + αP3, J12 + δP3,M〉 (α = 0, δ = 0, 1);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, J12,M, P3〉;
〈G1, G2, G3 + 2T, J12 + αP3,M, P1, P2〉 (α = 0, 1);
〈G1, G2, G3 + 2T, J12 + αT,M,P1, P2, P3〉 (α = 0, 1);
〈G1, G2, G3, J12 + 2T,M,P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, G3, J04 + P1,M〉;
〈G1, G2, G3, J04 + P2,M, P1〉; 〈G1, G2, G3, J04 + P3,M, P1, P2〉;
〈G1, G2, G3, J12 + cJ04 + P3〉: (04), (04,1,2) (c > 0);
〈G1, G2, G3, J04 + P3, J12 + αP3〉: (04), (04,1,2) (α ≥ 0);
〈G1, G2, G3, J04, J12 + P3〉: (04), (04,1,2).
Доказательство теоремы 3.4 проводим на основании теоремы 4.3 [6].

Теорема 3.5. Расщепляемые подалгебры алгебры AP̃ (1, 4), не сопряженные под-
алгебрам алгебры AP (1, 4), исчерпываются относительно C(1, 4)-сопряженнос-
ти такими алгебрами:

〈J12〉 +
˙
〈D〉: (0), (0,4), (3,4), (0,1,2), (0,3,4), (0,1,2,4), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12 + J34〉 +
˙
〈D〉: O, (0), (1,2), (0,1,2), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12 + cJ34〉 +
˙
〈D〉: O, (0), (1,2), (3,4), (0,1,2), (0,3,4), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4)

(0 < c < 1);
〈J04〉 +

˙
〈D〉: O, (04), (1), (0,4), (04,1), (1,2), (0,1,4), (04,1,2), (1,2,3), (04,1,2,3),

(0,1,2,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + cJ04〉 +

˙
〈D〉: O, (3), (04), (1,2), (0,4), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (1,2,3),

(0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4) (c > 0);
〈G3〉 +

˙
〈D〉: (0,3,4), (0,1,3,4), (0,1,2,3,4);

〈G3 − J12〉 +
˙
〈D〉: (0,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12, J34〉 +
˙
〈D〉: O, (0), (1,2), (0,1,2), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12, J34 + αD〉: (1,2), (0,1,2) (α > 0);
〈J04, J12〉 +

˙
〈D〉: O, (3), (04), (0,4), (04,3), (1,2), (0,3,4), (1,2,3), (04,1,2),

(0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J12〉 +

˙
〈D〉: (0,3,4), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2〉 +
˙
〈D〉: (0,1,2,4), (0,1,2,3,4);

〈G3, J04〉 +
˙
〈D〉: (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2), (04,1,2),

(04,1,3), (0,1,3,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
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〈G3, J12 + cJ04〉 +
˙
〈D〉: (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4) (c >

0);
〈J12, J13, J23〉 ⊕ 〈D〉: (0), (4), (0,4), (0,1,2,3), (1,2,3,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈J03, J04, J34〉 ⊕ 〈D〉: O, (1), (1,2), (0,3,4), (0,1,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉 ⊕ 〈D〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈G3, J04, J12〉 +

˙
〈D〉: (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, J12〉 +
˙
〈D〉: (0,1,2,4), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, J04〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2), (04,1,3), (04,1w3,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, J12 + cJ04〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4) (c > 0);

〈G1, G2, G3+D,P0, P1, P2, P3, P4〉; 〈P0, P1, P2, P3, P4〉+⊃ (〈G1, G2, G3−J12〉+
˙
〈D〉);

〈J03, J04, J34, J12〉 +
˙
〈D〉: O, (1,2), (0,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J12 − J34〉 +
˙
〈D〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, J04, J12〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

(〈G1, G2, G3, J12〉 +
˙
〈D〉) ⊂+〈P0, P1, P2, P3, P4〉;

〈G1, G2, G3, J04〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, G3, J12 + cJ04〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4) (c > 0);

〈J12, J13, J23, J04〉 +
˙
〈D〉: O, (04), (0,4), (1,2,3), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, G3, J12, J04〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉 +
˙
〈D〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

AO(4) ⊕ 〈D〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
AO(1, 3) ⊕ 〈D〉: O, (4), (0,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04〉 +

˙
〈D〉: (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

AO(1, 4) ⊕ 〈D〉: O, (0,1,2,3,4).
Доказательство теоремы 3.5 проводится на основании теоремы 4.1 [6]. Отме-

тим, что перечень подалгебр алгебры AO(1, 4) ⊕ 〈D〉 приведен в лемме 6.1 [8].
Дальнейшее упрощение этого перечня проводим при помощи автоморфизма
exp π

4 (K0 + P0 +Kn − Pn).

Теорема 3.6. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP̃ (1, 4), не сопряженные
подалгебрам алгебры AP (1, 4), исчерпываются относительно C(1, 4)-сопряжен-
ности такими алгебрами:

〈J04 −D + 2T 〉: O, (1), (04), (1,2), (04,1), (1,2,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J12 + c(J04 − D + 2T )〉: O, (04), (3), (04,3), (1,2), (1,2,3), (04,1,2), (04,1,2,3)

(c > 0);
〈J04 +D +M,J12 + αM〉: O, (3), (1,2), (1,2,3) (α ≥ 0);
〈J04 +D,J12 +M〉: O, (3), (1,2), (1,2,3);
〈J04 −D + 2T, J12 + αT 〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3) (α ≥ 0);
〈J04 −D,J12 + 2T 〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J04 − 2D,G3 + 2T 〉: (04), (04,1), (04,1w3), (04,3), (04,1w3,2), (04,1,2), (04,1,3),

(04,1,2,3);
〈J04 − 2D,G3 + 2T 〉: O, (1), (1,2);
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〈J04 −D,G3 + P1〉: O, (04), (04,3), (0,3,4);
〈J04 −D,G3 + P2〉: (1), (04,1), (04,1w3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈J04 −D + 2T,G3 + αP1,M, P3〉 (α > 0);
〈J04 −D + 2T,G3 + αP2,M, P1, P3〉 (α > 0);
〈J04 −D + 2T,G3〉: (04,3), (04,1,3), (04,1,2,3);
〈J04 +D +M,G3〉: (1), (1,2);
〈J12 + c(J04 − 2D), G3 + 2T 〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3) (c > 0);
〈J12 + c(J04 − 2D), G3 + 2T 〉: O, (1,2) (c > 0);
〈J12 + c(J04 − 2D + 2T ), G3〉: (04,3), (04,1,2,3) (c > 0);
〈J12 + c(J04 +D +M), G3, P1, P2〉 (c > 0);
〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J12, J04 − 2D,G3 + 2T 〉: O, (1,2);
〈J12 + αT, J04 −D + 2T,G3〉: (04,3), (04,1,2,3) (α ≥ 0);
〈J12 + 2T, J04 −D,G3〉: (04,3), (04,1,2,3);
〈J12 + αM, J04 +D +M,G3, P1, P2〉 (α ≥ 0);
〈J12 +M,J04 +D,G3, P1, P2〉;
〈J04 − 2D,G1, G2 + 2T 〉: (04,1), (04,1,2), (04,1,2w3), (04,1,3), (04,1,2,3);
〈J04 −D,G1 + P3, G2 + µP2 + δP3〉 (µ > 0, δ ≥ 0); 〈J04 −D,G1, G2 + P2, P3〉;
〈J04 −D,G1 +P2 +λP3, G2 −P1 +µP2 + δP3,M〉 (µ > 0, λ > 0 ∨ λ = 0, δ ≥ 0);
〈J04 −D,G1 + P2 + λP3, G2 − P1,M〉 (λ ≥ 0);
〈J04 −D,G1 + αP3, G2 + P2 + δP3,M〉 (α > 0);
〈J04 −D,G1 + P2, G2 − P1 + µP2, P3,M〉 (µ ≥ 0);
〈J04 −D,G1, G2 + P2,M, P3〉;
〈J04 −D,G1 + αP2 + βP3, G2 + P3,M, P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈J04 −D,G1 + P2 + βP3, G2,M, P1〉 (β ≥ 0); 〈J04 −D,G1 + P3, G2,M, P1〉;
〈J04 −D,G1 + αP2 + βP3, G2 + P3,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈J04 −D,G1 + P2 + βP3, G2,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈J04 −D,G1 + P3, G2,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈J04 −D,G1 + P3, G2,M, P1, P2〉; 〈J04 −D,G1 + P2, G2,M, P1, P3〉;
〈J04 −D,G1, G2 + P3,M, P1 + wP3, P2〉 (w > 0);
〈J04 −D,G1 + P3, G2, P0, P1, P2, P4〉;
〈J04 −D + 2T,G1 + βP3, G2,M, P1, P2〉 (β ≥ 0);
〈J04 −D + 2T,G1, G2,M, P1, P2, P3〉;
〈J12 + c(J04 −D), G1 + P2, G2 − P1〉: (04), (04,3) (c > 0);
〈J12 + c(J04 −D + 2T ), G1, G2,M, P1, P2, sP3〉 (c > 0, s = 0, 1);
〈J12 + 2T, J04 −D,G1, G2,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J12 + δT, J04 −D + 2T,G1, G2,M, P1, P2, sP3〉 (δ ≥ 0, s = 0, 1);
〈J12, J04 −D,G1 + P2, G2 − P1,M, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J04 − 2D,G1, G2, G3 + 2T,M,P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J04 −D,G1 +P2 + βP3, G2 −P1 + µP2 + γP3, G3 + βP1 + γP2 + δP3,M〉 (µ > 0,

β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0, δ − β2µ = 0);
〈J04 −D,G1 + P2 + βP3, G2 − P1, G3 + βP1 + δP3,M〉 (β ≥ 0, δ = 0);
〈J04 −D,G1 + βP2, G2 + P3, G3 − P2,M, P1〉 (β ≥ 0);
〈J04 −D,G1 + βP2 + γP3, G2 +P3, G3 −P2 +µP3,M, P1〉 (µ > 0, β > 0 ∨ β = 0,

γ ≥ 0);
〈J04 −D,G1 + βP2 + γP3, G2, G3 + P3,M, P1〉 (β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈J04 −D,G1 + P3, G2, G3,M, P1, P2〉; 〈J04 −D + 2T,G1, G2, G3,M, P1, P2, P3〉;



О непрерывных подгруппах конформной группы 297

〈J12 + c(J04 − 2D), G1, G2, G3 + 2T,M,P1, P2, sP3〉 (c > 0, s = 0, 1);
〈J12 + c(J04 −D), G1 + P2, G2 − P1, G3 + βP3,M〉 (c > 0, β = 0);
〈J12 + c(J04 −D), G1 + P2, G2 − P1, G3,M, P3〉 (c > 0);
〈J12 + c(J04 −D + 2T ), G1, G2, G3,M, P1, P2, P3〉 (c > 0);
〈J12, J13J23, J04 −D + 2T 〉: O, (04), (1,2,3), (04,1,2,3);
〈J12, J04 − 2D,G1, G2, G3 + 2T,M,P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J12 + 2T, J04 −D,G1, G2, G3,M, P1, P2, P3〉;
〈J12 + δT, J04 −D + 2T,G1, G2, G3,M, P1, P2, P3〉 (δ ≥ 0);
〈J12, J04 −D,G1 + P2, G2 − P1, G3 + βP3,M〉 (β = 0);
〈J12, J04 −D,G1 + P2, G2 − P1, G3,M, P3〉;
〈J12, J13, J23, J04 −D + 2T,G1, G2, G3,M, P1, P2, P3〉.
Доказательство теоремы 3.6 проводится на основании теоремы 6.2 [8].

§ 4. О подалгебрах оптической алгебры
В этом параграфе мы выделим те подалгебры алгебры AOpt(1, n), которые не

сопряжены подалгебрам алгебры AP̃ (1, n). Используя общие свойства таких подал-
гебр, опишем максимальные абелевы и одномерные подалгебры алгебры AOpt(1, n).
Затем проведем классификацию относительно C(1, 4)-сопряженности всех подал-
гебр алгебры AOpt(1, 4), не сопряженных подалгебрам алгебры AP̃ (1, 4).
Генераторы алгебры AOpt(1, n) удовлетворяют следующим коммутационным

соотношениям:

[Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = δabM,

[Ga,M ] = [Pa,M ] = [Jab,M ] = 0, [C,S] = 2S, [C, T ] = −2T, [T, S] = C,

[Z,C] = 0, [Z, S] = 0, [Z, T ] = 0, [Z,M ] = −2M, [Z,Ga] = −Ga,
[Z,Pa] = −Pa, [C,Ga] = Ga, [C,Pa] = −Pa, [C,M ] = 0, [S,Ga] = 0,
[S, Pa] = −Ga, [S,M ] = 0, [T,Ga] = Pa, [T, Pa] = 0, [T,M ] = 0
(a, b, c = 1, 2, . . . , n− 1).

Значит, 〈C,S, T 〉 = ASL(2R), 〈C,S, T, Z〉 = AGL(2, R), AOpt(1, n) = AS̃ch(n−1)+⊃
〈Z〉.
Предложение 4.1. Подалгебры алгебры AGL(2, R) исчерпываются относитель-
но GL(2, R)-сопряженности такими алгебрами:

O; 〈C〉; 〈T 〉; 〈S + T 〉; 〈Z〉; 〈C + λZ〉 (λ > 0); 〈T + Z〉;
〈S + T + λZ〉 (λ > 0); 〈C, T 〉; 〈C,Z〉; 〈T,Z〉; 〈S + T,Z〉;
〈C + λZ, T 〉 (λ = 0); 〈C,S, T 〉; 〈C, T, Z〉; 〈C,S, T, Z〉.

Записанные алгебры попарно не сопряжены.
Предложение 4.1 доказывается методом Ли–Гурса.
В дальнейшем, говоря о подалгебрах алгебры AGL(2, R), мы будем иметь в

виду подалгебри, выписанные в предложении 4.1.
Через π, τ обозначим проектирования алгебры AOpt(1, n) на AO(n − 1) ⊕

AGL(2, R), AGL(2, R) соответственно.
Предложение 4.2. Пусть L — подалгебра алгебры AOpt(1, n). Если τ(L) ⊂
〈C, T, Z〉, то L сопряжена подалгебре алгебры AP̃ (1, n).
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Доказательство. Так как

C = −J0n −D = Ω1,n+3 − Ω2,n+2,

T =
1
2
(P0 − Pn) =

1
2
(Ω12 − Ω2,n+3 − Ω1,n+2 + Ωn+2,n+3),

Z = J0n −D = Ω1,n+3 + Ω2,n+2, M = P0 + Pn,

то изотропное пространство 〈Q1 + Qn+3〉 является инвариантным относительно
алгебры

F = 〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n− 1) ⊕ 〈C, T, Z〉).
Отседа вытекает, что алгебра F , а значит, и любая ее подалгебра, сопряжена
подалгебре алгебры AP̃ (1, n). Предложение доказано.
Предпожение 4.2 позволяет ограничиться рассмотрением тех подалгебр L ал-

гебры AOpt(1, n), для которых τ(L) совпадает с одной из алгебр:

〈S + T 〉, 〈S + T + λZ〉 (λ > 0), 〈S + T,Z〉, 〈C,S, T 〉, AGL(2, R). (4.1)

Если τ(L) = 〈S+T 〉 или τ(L) = 〈C,S, T 〉, то L ⊂ AS̃ch(n− 1). В этом случае при-
менимы результаты [9]. Дальнейшее упрощение получаемых алгебр достигается
применением автоморфизма exp(θZ). Теперь допустим, что τ(L) — одна из осталь-
ных алгебр (4.1). Если в M[1, n − 1] существует одномерный π(L)-подмодуль, то
он аннулируется проекцией алгебры π(L) на AO(n − 1) ⊕ ASL(2, R) [9]. Так как
[Z,M ] = −2M , [Z,Ga] = −Ga, [Z,Pa] = −Pa, то в силу теоремы 2.1 [9] алгебра
π(L) являетса вполне приводимой алгеброй линейных преобразований пространс-
тва M[1, n−1] (см. обозначения (3.1)) и аннулирует в этом пространстве только ну-
левое подпроотранство. Отсюда на основании предложения 2.1 [8) заключаем, что
π(L) обладает только расщепляемыми расширениями в алгебре M[1, n− 1]+⊃ π(L).
Следовательно, L = W+⊃ π(L), где W ⊂ M[1, n − 1]. Так как неприводимые
〈S + T + λZ〉-подмодули модуля M[1, n− 1]/〈M〉 двумерны, а 〈M〉 и 〈Ga〉 не изо-
морфны, как 〈Z〉-модули, то по лемме 3.1 [8] W содержит свою проекцию на 〈M〉.
Мы не теряем общности, если при описании W будем предполагать, что проекция
L на 〈Z〉 является нулевой. Другими словами, при нахождении инвариантных про-
странств W можно считать, что речь идет о подалгебрах алгебры Шредингера. Это
значит, что снова можно воспользоваться результатами работы [9].

Теорема 4.1. Максимальные абелевы подалгебры алгебры AOpt(1, n), не сопря-
женные подалгебрам алгебры AP̃ (1, n), исчерпываются относительно C(1, n)-
сопряженности такими алгебрами:

AH(n− 1) ⊕ 〈S + T,M〉, AH(n− 1) ⊕ 〈S + T,Z〉,
AH(2d) ⊕ 〈J(d+ 1, r) + S + T 〉 ⊕ 〈M〉 ⊕ Π(d+ 1, r),

где

J(d+ 1, r) = J2(d+1)−1,2(d+1) + · · · + J2r−1,2r,

Π(d+ 1, r) = 〈G2(d+1)−1 + P2(d+1), . . . , G2r−1 + P2r〉
(d = 0, 1, . . . , [n− 3/2]; r = d+ 1, . . . , [n− 1/2]).

Записанные алгебры попарно не сопряжены.
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Теорема 4.1 доказывается на основании следствия из теоремы 4.1 [9] и предло-
жения 4.2.

Теорема 4.2. Пусть n ≥ 3; α, β ∈ R, α > 0, β > 0;

Xt = α1J12 + α2J34 + · · · + αtJ2t−1,2t,

где α1 = 1, 0 < α2 ≤ · · · ≤ αt при t = 1; t = 1, . . . , [n − 1/2]. Одномерные
подалгебры алгебры AOpt(1, n), не сопряженные подалгебрам алгебры AP̃ (1, n),
исчерпываются относительно C(1, n)-сопряженности такими алгебрами:

〈S + T 〉, 〈S + T ±M〉, 〈Xt + α(S + T )〉, 〈S + T + αZ〉,
〈Xt + α(S + T ) ±M〉, 〈Xt + S + T +G1 + P2〉, 〈Xt + α(S + T ) + βZ〉.

Теорема 4.2 доказывается на основании следствия 2 из теоремы 4.1 [9] и пре-
дложения 4.2.

Теорема 4.3. Пусть F — подалгебра алгебры AOpt(1, 4), не сопряженная ни
одной из подалгебр алгебры AP̃ (1, 4). Тогда F C(1, 4)-сопряжена одной из сле-
дующих алгебр:

〈S + T 〉: O, 〈M〉, 〈G1, P1,M〉, 〈G1 − λ−1P2, G2 + λP1,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉,
〈G1 − λ−1P2, G2 + λP1, G3, P3,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉 (0 < λ ≤ 1);

〈S + T ±M〉; 〈S + T + αJ12 ±M〉 (α > 0);
〈S+T+αJ12〉: O, 〈M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1+P2, G2−P1,M〉, 〈G1−P2, G2+P1,M〉,

〈G1+P2, G2−P1, G3, P3,M〉, 〈G1−P2, G2+P1, G3, P3,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉
(α > 0);

〈S + T + 2J12, G1 + P2 + αP3, G2 − P1 − αG3,M〉 (α > 0);
〈S + T + 2J12 + γM,G1 + P2 +

√
2P3, G2 − P1 −

√
2G3〉 (γ = 0,±1);

〈S + T + J12〉: 〈G1 + P2〉, 〈G1 + P2,M〉, 〈G1 + P2, G1 − P2, G2 + P1,M〉,
〈G1 + P2, G3, P3,M〉, 〈G1 + P2, G1 − P2, G2 + P1, G3, P3,M〉;

〈S + T + J12 ±M,G1 + P2〉;
〈S+T+J12+G1+P2〉: O, 〈M〉, 〈G2−P1,M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1−P2, G2+P1,M〉,

〈G2 −P1, G1 −P2, G2 +P1,M〉, 〈G2 −P1, G3, P3,M〉, 〈G1 −P2, G2 +P1, G3, P3,M〉,
〈G2 − P1, G1 − P2, G2 + P1, G3, P3,M〉;

〈J12, S + T 〉: O, 〈M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1 + P2, G2 − P1,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉,
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, P3,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;

〈J12 + αM,S + T + βM〉 (α ≥ 0, α2 + β2 = 0);
AO(3) ⊕ 〈S + T 〉: O, 〈M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
AO(3) ⊕ 〈S + T ±M〉;
〈S+T 〉 +

˙
〈Z〉: O, 〈M〉, 〈G1, P1,M〉, 〈G1−λ−1P2, G2+λP1,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉,

〈G1 − λ−1P2, G2 + λP1, G3, P3,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉 (0 < λ ≤ 1);
〈S + T + αJ12〉 +

˙
〈Z〉: O, 〈M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1 + P2, G2 − P1,M〉,

〈G1 −P2, G2 +P1,M〉, 〈G1 +P2, G2 −P1, G3, P3,M〉, 〈G1 −P2, G2 +P1, G3, P3,M〉,
〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;

〈S + T + 2J12 + λZ,G1 + P2 + αP3, G2 − P1 − αG3,M〉 (α > 0, λ > 0);
〈S + T + 2J12, Z,G1 + P2 + αP3, G2 − P1 − αG3,M〉 (α > 0);
〈S + T + J12〉 +

˙
〈Z〉: 〈G1 + P2〉, 〈G1 + P2,M〉, 〈G1 + P2, G1 − P2, G2 + P1,M〉,

〈G1 + P2, G3, P3,M〉, 〈G1 + P2, G1 − P2, G2 + P1, G3, P3,M〉;
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〈S + T + J12 +G1 + P2〉 +
˙
〈Z〉: O, 〈M〉, 〈G2 − P1,M〉, 〈G3, P3,M〉,

〈G1 − P2, G2 + P1,M〉, 〈G2 − P1, G1 − P2, G2 + P1,M〉, 〈G2 − P1, G3, P3,M〉,
〈G1 − P2, G2 + P1, G3, P3,M〉, 〈G2 − P1, G1 − P2, G2 + P1, G3, P3,M〉;

〈J12, S+T 〉 +
˙
〈Z〉: O, 〈M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1+P2, G2−P1,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉,

〈G1 + P2, G2 − P1, G3, P3,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
AO(3) ⊕ (〈S + T 〉 +

˙
〈Z〉): O, 〈M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;

〈C,S, T 〉: O, 〈M〉, 〈G1, P1,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
〈J12〉 ⊕ 〈C,S, T 〉: O, 〈M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉,

〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
AO(3) ⊕ 〈C,S, T 〉: O, 〈M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
〈C,S, T, Z〉: O, 〈M〉, 〈G1, P1,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
〈C,S, T 〉 ⊕ (〈J12〉 +

˙
〈Z〉): O, 〈M〉, 〈G3, P3,M〉, 〈G1, G2, P1, P2,M〉,

〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉;
AO(3) ⊕ 〈C,S, T, Z〉: O, 〈M〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3,M〉.
Теорема 4.3 доказывается на основания теорем 5.4, 5.5 [9] и предложения 4.2.
Отметим, что встречающиеся в теореме 4.3 подпрямые суммы вида 〈X〉 +

˙
〈Z〉

— это алгебры 〈X + λZ〉 (λ > 0), 〈X,Z〉. Под 〈J12, S + T 〉 +
˙
〈Z〉 следует понимать

одну из алгебр 〈J12 + λZ, S + T + µZ〉 (λ2 + µ2 = 0), 〈J12, S + T,Z〉, причем, если
λ < 0 или µ < 0, то проекция F на 〈G1, G2, P1, P2〉 совпадает с 〈G1 +P2, G2 −P1〉.

§ 5. Разрешимые подалгебры конформной алгебры
В этом параграфе мы приведем модифицированное изложение результата рабо-

ты (7] о максимальных разрешимых подалгебрах алгебры AC(1, n), а также про-
ведем классификацию максимальных абелевых и одномерных подалгебр алгебры
AC(1, n).
Напомним, что

Ω12 =
1
2
(P0 +K0), Ωα+2,β+2 = Jαβ ,

Ωn+2,n+3 =
1
2
(Kn − Pn) (α, β = 0, 1, . . . , n), M = P0 + Pn,

Ga = J0a − Jan (a = 1, . . . , n− 1), C = −J0n −D,

Z = J0n −D, S =
1
2
(K0 +Kn), T =

1
2
(P0 − Pn), D = −Ω1,n+3.

Теорема 5.1. Если n — четное число и n ≥ 4, то алгебра AC(1, n) обладает
относительно C(1, n)-сопряженности четырьмя максимальными разрешимыми
подалгебрами:

〈P0 +K0, J12, J34, . . . , Jn−1,n〉;
〈P0, P1, . . . , Pn, J12, J34, . . . , Jn−1,n,D〉;
〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, C, T, Z〉;
〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, S + T,Z〉.

Их размерности равны соответственно

n+ 2
2

,
3n+ 4

2
,

5n+ 2
2

,
5n
2
.
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Если n — нечеткое число и n ≥ 3, то алгебра AC(1, n) обладает относи-
тельно C(1, n)-сопряженности тремя максимальными раэрешимыми подалге-
брами:

〈P0 +K0, Pn −Kn, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1〉;
〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, C, T, Z〉;
〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, S + T,Z〉.

Их размерности равны соответственно

n+ 3
2

,
5n+ 3

2
,

5n+ 1
2

.

Во всех случаях записанные алгебры попарно несопряжены.
Доказательство. Пусть L — максимальная разрешимая подалгебра алгебры
AO(2, n+1). Если все неприводимые L-инвариантные подпространства пространс-
тва R2,n+1 невырождены, то L = 〈Ω12,Ω34, . . . ,Ωn+1,n+2〉 при четном n и L =
〈Ω12,Ω34, . . . ,Ωn+2,n+3〉 при нечетном n. Если в R2,n+1 существует изотропное L-
нвариантное подпространство, то L сопряжена подалгебре алгебры AP̃ (1, n) или
алгебры AOpt(1, n).
В [8] устаноалено, что если n — нечетное число, то алгебра AP̃ (1, n) облада-

ет относительно P̃ (1, n)-сопряженности только одной максимальной разрешимой
подалгеброй

〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, C, T, Z〉, (5.1)

а если n — четное число, то алгебра AP̃ (1, n) обладает относительно P̃ (1, n)-
сопряженности двумя максимальными разрешимыми подалгебрами

〈P0, P1, . . . , Pn, J12, J34, . . . , Jn−1,n,D〉, (5.2)

〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, C, T, Z〉. (5.3)

Согласно [9], при любом n алгебра AOpt(1, n) имеет относительно S̃ch(n − 1)–
сопряженности две максимальные разрешимые подалгебры

〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AH(n− 1) ⊕ 〈C, T, Z〉), (5.4)

〈M,P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AH(n− 1) ⊕ 〈S + T,Z〉). (5.5)

Алгебры (5.1), (5.3) совпадают с алгеброй (5.4). Алгебра (5.2) не сопряжена
ни одной из подалгебр алгебр (5.4), (5.5), поскольку алгебра (5.2) не имеет ин-
вариантных изотропных подпространств в пространстве R1,n. Несопряженность
алгебр (5.4) и (5.5) вытекает из того, что эти алгебры имеют разные размерности.
Теорема доказана.

Теорема 5.2. Максимальные абелевы подалгебры алгебры AC(1, n) (n ≥ 2)
исчерпываются относительно C(1, n)-сопряженности максимальными абеле-
выми подалгебрами алгебры AP̃ (1, n), описанными в теореме 3.1, максималь-
ными абелевыми подалгебрами алгебры AOpt(1, n), не сопряженными подалге-
брам алгебры AP̃ (1, n) и описанными в теореме 4,1, а также алгебрами

〈P0 +K0, J12, J34, . . . , Jn−1,n〉 (n — четное),
〈P0 +K0, Pn −Kn, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1〉 (n — нечетное),
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Справедливость теоремы 5.2 вытекает из теорем 3.1, 4.1, 5.1.
Теорема 5.3. Одномерные подалгебры алгебры AC(1, n) (n ≥ 3) исчерпыва-
ются относительно C(1, n)-сопряженности одномерными подалгебрами алге-
бры AP̃ (1, n), описанными в теореме 3.2, одномерными подалгебрами алгебры
AOpt(1, n), несопряженными подалгебрам алгебры AP̃ (1, n) и описанными в те-
ореме 4.2, а также такими алгебрами:

〈P0 +K0〉, 〈α(P0 +K0) + J12〉,
〈α(P0 +K0) + J12 + β1J34 + · · · + βsJ2s+1,2s+2〉
(α > 0, 0 < β1 ≤ · · · ≤ βs ≤ 1, s = 1, . . . , [n− 2/2]),
〈α(P0 +K0) + J12 + γ1J34 + · · · + γ(n−3)/2Jn−2,n−1 + γ(n−1)/2(Kn − Pn)〉,
〈J12 + γ1J34 + · · · + γ(n−3)/2Jn−2,n−1 + γ(n−1)/2(Kn − Pn)〉,

где n — нечетное, α > 0, 0 < γ1 ≤ · · · ≤ γ(n−1)/2 ≤ 1.
Доказательство теоремы 5.3 проводится на основании теорем 3.2, 4.2, 5.2.

§ 6. Классификация подалгебр алгебры AC(1, 4)
Множество подалгебр алгебры AC(1, 4) = AO(2, 5) разобъем на три класса:

1) подалгебры, не имеющие в пространстве R2,5 инвариантних изотропных под-
пространств; 2) подалгебры, имеющие в R2,5 инварариантное одномерное изотро-
пное подпространство; 3) подалгебры, имевщие в R2,5 инвариантное изотропное
подпространство размерности 2 и не имеющие в R2,5 инвариантных изотропных
подпространств размерности 1,
Перечни подалгебр второго и третьего классов дают теоремы 3.3–3.6, 4.3. Оста-

ется описать подалгебры первого класса.
Предложение 6.1. Подалгебра F алгебры AO(2, 5) не имеет в R2,5 инвариан-
тных изотропных подпространств тогда и только тогда, когда она сопряже-
на одной из следующих алгебр:
1) AO(2k), где k = 3, 4, 5;
2) ASU(1, 2) = 〈Ω12 + Ω34,Ω12 + Ω56,Ω13 + Ω24,Ω15 + Ω26,Ω35 + Ω46,Ω14 −Ω23,

Ω16 − Ω25,Ω36 − Ω45〉;
3) ASU(1, 2) ⊕ 〈Ω12 − Ω34 − Ω56〉;
4) K = 〈Ω12 − Ω34 − Ω56,Ω13 + Ω24,Ω15 + Ω26,Ω35 + Ω46〉;
5) ∆ = 〈Ω14 +

√
3Ω13 + Ω25,−Ω15 + Ω24 −

√
3Ω23,Ω12 − 2Ω45〉;

6) ∆ ⊕ 〈Ω67〉; AO(2, 3) ⊕ 〈Ω67〉;
7) AO(2, 2) ⊕ L, где L ⊂ AO(3) = 〈Ωab|a, b = 5, 6, 7〉;
8) 〈Ω14 + Ω23,Ω24 − Ω13,Ω12 − Ω34〉 ⊕ 〈Ω12 + Ω34〉 +

˙
L, где L ⊂ AO(3);

9) AO(2, 1) ⊕ L, где L ⊂ AO(4) = 〈Ωab|a, b = 4, 5, 6, 7〉;
10) 〈Ω12〉 ⊕ L, где L ⊂ AO(5) = 〈Ωab|a, b = 3, 4, 5, 6, 7〉;
11) 〈Ω12 + αΩ34 + βΩ56〉, где α > 0, β = 0 или β ≥ α, α = 1, β = 1;
12) 〈Ω34 + αΩ12,Ω56 + βΩ12〉, где α > 0, β ≥ 0, α = 1 при β = 0;
13) 〈αΩ12 + Ω34 − Ω56〉 ⊕ 〈Ω34 + Ω56,Ω35 − Ω46,Ω36 + Ω45〉, (α > 0);
14) 〈Ω12 + αΩ67〉 ⊕ 〈Ω34,Ω35,Ω45〉, где α > 0, α = 1;
15) 〈Ω13,Ω14,Ω34〉 ⊕ 〈Ω25,Ω26,Ω56〉;
16) 〈Ω13 + Ω25,Ω14 + Ω26,Ω34 + Ω56〉;
17) 〈Ωab|a, b = 1, 3, 4〉 ⊕ 〈Ωab|a, b = 2, 5, 6, 7〉;
18) 〈Ωab|a, b = 1, 3, 4〉 ⊕ 〈Ωab|a, b = 5, 6, 7〉.
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Доказательство. Согласно предложению 2.2 алгебра AO(2, 5) не имеет собствен-
ных неприводимых подалгебр. Максимальные приводимые подалгебры алгебры
AO(2, 5), не имеющие инвариантных изотропных подпространств, исчерпываются
относительно O(2, 5)-сопряженности такими алгебрами:

α) AO(2, k)⊕AO(5−k), где AO(5−k) = 〈Ωab|a, b = k+3, . . . , 7〉 (k = 0, 1, 2, 3, 4);
β) AO1(1, 2) ⊕ AO2(1, 3), где AO1(1, 2) = 〈Ωab|a, b = 1, 3, 4〉, AO2(1, 3) = 〈Ωab|

a, b = 2, 5, 6, 7〉.
Алгебра AO(2, 4) имеет такие неприводимые подалгебры: AO(2, 4), ASU(1, 2),

ASU(1, 2) ⊕ 〈Ω12 − Ω34 − Ω56〉, K.
Алгебра ∆ является единственной собственной неприводимой подалгеброй ал-

гебры AO(2, 3). Как показано в [7], алгебра AO(2, 2) содержит только одну соб-
ственную неприводимую подалгебру 〈Ω14 +Ω23,Ω24−Ω13,Ω12−Ω34〉⊕〈Ω12 +Ω34〉.
Следовательно, в случае α) мы получаем алгебры 1)–14), а в случае β) — алгебры
15)–18). Предложение доказано.

Теорема 6.1. Подалгебры алгебры AC(1, 4) исчерпываются относительно C(1, 4)-
сопряженности подалгебрами алгебры AP̃ (1, 4) (теоремы 3.3–3.6), подалгебра-
ми алгебры AOpt(1, 4), не сопряженными подалгебрам алгебры AP̃ (1, 4) (тео-
рема 4.3) и такими алгебрами:

AC(1, k), где k = 2, 3, 4;
〈P0 +K0 + 2J12, P0 +K0 + 2J34, P1 +K1 + 2J02, P3 +K3 + 2J04, J13 + J24, P2 +

K2 −2J01, P4 +K4 −2J03, J14 −J23〉⊕Γ, где Γ = 0 или Γ = 〈P0 +K0 −2J12 −2J34〉;
〈P0 +K0 − 2J12 − 2J34, P1 +K1 + 2J02, P3 +K3 + 2J04, J13 + J24〉;
〈P2 +K2 +

√
3(P1 +K1) + 2J03,−P3 −K3 + 2J02 − 2

√
3J01, P0 +K0 − 4J23〉 ⊕ Γ,

где Γ = 0 или Γ = 〈K4 − P4〉;
AC(1, 2) ⊕ 〈J34〉; AC(1, 1); AC(1, 1) ⊕ 〈J23〉; AC(1, 1) ⊕ 〈J23, J24, J34〉;
〈J01 −D,K0 − P0 −K1 − P1,−P0 −K0 +K1 − P1〉 ⊕ 〈P0 +K0 +K1 − P1〉 ⊕ L,

где L — одна из алгебр O, 〈J23〉, 〈J23, J24, J34〉;
〈J01 − D,K0 − P0 −K1 − P1,−P0 −K0 + K1 − P1, P0 + K0 + K1 − P1 + αJ23〉

(α > 0);
〈P0,K0,D〉 ⊕ L, где L совпадает с одной из алгебр: O, 〈J12〉, 〈J12 + αJ34〉

(0 < α ≤ 1), 〈J12, J34〉, 〈J12, J13, J23〉, 〈J12+J34, J13−J24, J14+J23〉, 〈J12+J34, J13−
J24, J14 + J23, J12 − J34〉, AO(4);

〈P0 +K0 + αJ12〉 (α > 0, α = 2);
〈P0 +K0 + αJ12 + βJ34〉 (0 < α ≤ β, α = 2, β = 2);
〈J12 + α(P0 +K0), J34 + β(P0 +K0)〉 (α > 0, β ≥ 0, α = 1

2 при β = 0);
〈J12 − J34 + α(P0 +K0)〉 ⊕ 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 (α > 0);
〈P0 +K0 + α(K4 − P4)〉 ⊕ 〈J12, J13, J23〉 (α > 0, α = 1);
〈P0 + K0〉 ⊕ L, где L — одна из алгебр O, 〈J12〉, 〈J12 + αJ34〉 (0 < α ≤ 1),

〈J12, J34〉, AO(3), 〈J12+J34, J13−J24, J14+J23〉, AO(3)⊕〈K4−P4〉, 〈2J12+J34, J13+
J24−

√
3/2(K4−P4), J23−J14 +

√
3/2(K3−P3)〉, 〈J12 +J34, J13−J24, J14 +J23, J12−

J34〉, AO(4), 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34,K1 − P1,K2 − P2,K3 − P3,K4 − P4〉;
〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈J03, J04, J34〉;
〈P1 +K1 + 2J03, P2 +K2 + 2J04, J12 + J34〉;
〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈J03, J04, J34,K0 − P0,K3 − P3,K4 − P4〉;
〈P1 +K1, P2 +K2, J12〉 ⊕ 〈K3 − P3,K4 − P4, J34〉.
Доказательство теоремы опирается на предложение 6.1 и описание подалгебр

алгебры AO(5) [5].
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Приложение
Уравнение эйконала(

∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1

инвариантно относительно алгебры AC(1, 4) [12]. При нахождении вещественных
решений уравнения эйконала посредством симметрийной редукции можно ограни-
читься подалгебрами алгебры AC(1, 4), не содержащими M , T , M + 2T .
Используя подалгебры коразмерности 2 алгебры AP̃ (1, 4), обладающие нену-

левой проекцией на 〈D〉, мы получаем для них такие системы функционально
независимых инвариантов:
1) ux−1

2 ,
(
x2

0 − x2
1

)
x−2

2 ;
2) ux−1

3 ,
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)
x−2

3 ;

3)
(
x2

0 − u2
) (
x2

1 + x2
2

)−1
, 2α arctg

(
x2x
−1
1

)− ln
[
(x0 − u)(x0 + u)−1

]
;

4)
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − u2
)
x−2

3 , (1 + α)α−1 lnx3 − ln(x0 − x2);
5)
(
x2

0 − x2
3 − u2

) (
x2

1 + x2
2

)−1
, (1+α) ln

(
x2

1 + x2
2

)−2α ln(x0−x3)−2β arctg
(
x2x
−1
1

)
;

6)
(
x2

0 − x2
1 − u2

)
x−2

2 , α ln(x0 − x1) − (1 + α) lnx2;

7)
(
x2

1 + x2
2 + u2

) (
x2

0 − x2
3

)−1
, (1 + α) ln(x0 + x3) + (1 − α) ln(x0 − x3);

8) [(x0 − x1)u− x2]
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)−1/2
, x0 − x1;

9)
(

βx2

x0 − x3 + α
+

x1

x0 − x3
− u

)(
x2

0 − x2
1 −

x0 − x3

x0 − x3 + α
x2

2 − x2
3

)−1/2

, x0 − x3;

10)
(
x2

0 − x2
3 − u2

)
(x0 − x3)−1 + 2arctg

(
x2x
−1
1

)
, (x0 − x3)

(
x2

1 + x2
2

)−1
;

11)
(
x2

1 + u2
)
x−2

2 ,
(
x2

0 − x2
3

)
x−2

2 ;

12)
(
x2

0 − x2
3 − u2

) (
x2

1 + x2
2

)−1
, ln
(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctg
(
x2x
−1
1

)
;

13)
(
x2

0 − x2
3 − u2

) (
x2

1 + x2
2

)−1
, 2 ln(x0 − x3) − ln

(
x2

1 + x2
2

)− 2α arctg
(
x2x
−1
1

)
;

14) u2(x0 − x1)−1, x0 + x1 + ln(x0 − x1);
15) u2(x0 − x1)−1,

(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)
(x0 − x1)−1 + ln(x0 − x1);

16)
(
x2

1 + x2
2 + u2

)
(x0 − x3)−1, x0 + x3 + ln(x0 − x3);

17)
(
x2

0 − x2
3 − u2

)
(x0−x3)−1+ln(x0−x3)+2α arctg

(
x2x
−1
1

)
, (x0−x3)

(
x2

1 + x2
2

)−1
;

18) u
[
(x0 − x1)2 − 4x2

]−1
,

w = 3 ln
[
(x0 − x1)2 − 4x2

]− 2 ln
[
6(x0 + x1) − 6x2(x0 − x1) + (x0 − x1)3

]
;

19)
(
x2

1 + u2
)1/2 [(x0 − x1)2 − 4x2

]−1
, w;

20)
(
x2

3 + u2
)
x−2

0 ,
(
x2

1 + x2
2

)
x−2

0 .
Если w1, w — основные инварианты подалгебры коразмерности 2 алгебры

AP̃ (1, 4), то анзатц w1 = ϕ(w) редуцирует уравнение эйконала к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению F (ϕ̇, ϕ, w) = 0. Используя найденные системы
инвариантов 1)–20), получаем такие редуцированные уравнения:

4wϕ̇− (ϕ− 2wϕ̇)2 = 1; (1,2)

(ϕ+ α2ϕ2)ϕ̇2 + ϕ4 − ϕ3 = 0; (3)

γ2ϕ̇2 − 4(1 − γϕ)ϕ̇+ 4(ϕ2 − ϕ) = 0, γ = (1 + α)α−1; (4)

[(1 + α2) + β2]ϕ̇2 + 2[(1 + α)ϕ− α]ϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0; (5)
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(1 + α)2ϕ̇2 + 4[α− (1 + α)ϕ]ϕ̇+ 4ϕ(ϕ− 1) = 0; (6)

(1 − α2)ϕ̇2 + 2ϕϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0; (7)

2ϕϕ̇− w−1ϕ2 − w−1(1 + w2) = 0; (8)

2wϕϕ̇+ ϕ2 − w−2 − β2(w + α)−2 = 1; (9)

w2ϕ̇2 + ϕ̇+ 1 = 0; (10)

(w − w2)ϕ̇2 + 2wϕϕ̇− ϕ2 − ϕ = 0; (11)

(1 + α2)ϕ̇2 + 2ϕϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0; (12)

(1 + α2)ϕ̇2 + 2(1 − ϕ)ϕ̇+ ϕ2 − ϕ = 0; (13)

ϕ̇2 + ϕϕ̇− ϕ = 0; (14–16)

w3ϕ̇2 + wϕ̇+ αw − 1 = 0; (17)

144(ew − 1)ϕ̇2 − 96ϕϕ̇− 16ϕ2 = 1; (18, 19)

(ϕ− wϕ̇)2 − wϕ̇2 = ϕ. (20)

Редуцированное уравнение мы снабдили номером той системы инвариантов, кото-
рой оно соответствует.
Укажем некоторые точные решения уравнения эйконала, полученные из реше-

ний редуцированных уравнений (1)–(10).

1) u =
(
C2 + 1

)
(2C)−1

(
x2

0 − x2
1

)1/2 +
(
C2 − 1

)
(2C)−1x2,

u = ± (x2
0 − x2

1 − x2
2

)1/2 ;

2) u =
(
C2 + 1

)
(2C)−1

(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2 +
(
C2 − 1

)
(2C)−1x3,

u = ± (x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3

)1,2 ;

3) u = ±x0;

4) u = ±{C(x0 − x2) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − δx2

3

}1/2 (δ = 0, 1);

u = ±{C2(x0 − x2)2 − 2Cx3(x0 − x2) +
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)}1/2 ;

u = ±{x2
3[1 − C(x0 − x2)]−1 + x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

}1/2 ;

5) u = ± (x2
0 − x2

3

)1/2 ;

u = ±{(x2
1 + x2

2

)
[1 − C(x0 − x3)]−1 + x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

}1/2 ;

u = ±{C(x0 − x3) + x2
0 − x2

3

}1/2 ;

u = ±{C(x0 − x3) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3

}1/2 ;
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6) u = ±{C(x0 − x1) + x2
0 − x2

1 − x2
2

}1/2 ;

u = ±{x2
2[1 − C(x0 − x1)]−1 + x2

0 − x2
1 − x2

2

}1/2 ;

7) u = ±{C(x0 + x3) + x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3

}1/2 ;

8) u = (x0 − x1)−1
{
x2 +

(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)1/2 ×
× [(x0 − x1)2 + C(x0 − x1) − 1

]1/2} ;

9) u = ±
{

(x0 − x3)3+ (C + α)(x0 − x3)2+ (Cα− β2 − 1)(x0 − x3) − α

(x0 − x3)2(x0 − x3 + α)

}1/2

×
(
x2

0 − x2
1 −

x0 − x3

x0 − x3 + α
− x2

2 − x2
3

)1/2

+
βx2

x0 − x3 + α
+

x1

x0 − x3
;

10) u = ±{(x0 − x3)(t−σ + 2σ arctg t+ 2arctg
(
x2x
−1
1

)
+ x0 + x3 + C)

}1/2
,

t = (2(x0 − x3))−1
{[(

x2
1 + x2

2

)− 4(x0 − x3)2
]1/2 − (x2

1 + x2
2

)}
, σ = ±1.
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Exact solutions of multidimensional nonlinear
Dirac’s and Schrödinger’s equations
W.I. FUSHCHYCH

A class of nonlinear spinor equations invariant under the extended Poincaré group
and conformal group is described. New Ansätze for spinor fields are suggested. Multi-
parameter families of exact solutions for the multidimensional families of exact solutions
for the multidimensional nonlinear Dirac and Schrödinger equations are obtained.

In this paper I present some new results, obtained in Intitute of Mathematics,
Academy of Sciences of the Ukranian SSR in Kiev by R. Zhdanov, W. Shtelen,
N. Serov and me on multiparameter families of exact solutions of nonlinear Dirac and
Schrödinger equations

γµp
µΨ + F1(x,Ψ∗,Ψ)Ψ = 0, (1)(

p0 +
1

2m
papa

)
u+ F2(x, u, u∗) = 0, (2)

where Ψ ≡ Ψ(x) = (Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3) is 4-component spinor, x = (x0, x1, x2, x3), Ψ∗ is
complex conjugated spinor, γµ are 4 × 4 Dirac matrices, u ≡ u(x0, x1, x2, x3), x0 ≡ t,
u∗ is complex conjugated wave function,

p0 = i
∂

∂x0
, pj = −i ∂

∂xj
, µ, ν = 0, 3, j = 1, 2, 3,

F1, F2 are arbitrary smooth function, m is the particle mass.
Fifty years ago D. lvanenko (1938) considered the simplest equation of the type

(1), the case in which

F1 = λ(Ψ̄Ψ), (3)

where Ψ̄ ≡ Ψ†γ0 is Dirac-conjugated spinor, λ is arbitrary parameter.
W. Heisenberg and his collaborators (1954–1959) have analysed the equation (1)

from a different point of view with the nonlinearity

F1 = λΨ̄γµγ4Ψγµγ4, γ4 = γ0γ1γ2γ3. (4)

The main efforts of W. Heinseberg directed into the construction of unified quan-
tum field theory based on eq. (1) with the nonlinearities (3), (4). In the works by
R. Finkelstein and his collaborators (1951–1956) eq. (1) has been studied from the
classical point of view, i.e. they studied the exact and approximate solutions of spinor
systems of the type (1).
Some exact solutions of the Dirac equation were obtained by F. Kortel (1956), D.

Kurgeleidze (1957), K.G. Akdezin., A. Smailogic (1984), A.O. Barut, B.W. Xu (1982),
K. Takahashi (1979).

Preprint № 467, Institute for Mathematics and its Applications, University of Minnesota, 1988, 14 p.
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The classical Lie’s method for finding exact solutions of multidimensional nonli-
near Schrödinger equation and d’Allembert equation was applied by Fushchych (1981,
1983), Fushchych and Serov (1983, 1987), Gagnon and Winternitz (1988), Grundland,
Harmad and Winternitz (1984), Tajiri (1983).
Evidently if we do not specify the functions F1, F2 in eqs. (1), (2) there is no hope

to get any profound information about exact solutions of these equations. To specify
the functions F1 and F2 we shall study the symmetry properties of equations (1), and
(2). In what follows, I shall essentially use the classical ideas of S. Lie in application
to nonlinear wave equations.
The wide symmetry of equations (1), (2) makes it possible to reduce the multidi-

mensional partial differential equation (PDE) a set of systems of ordinary differential
equations (ODE). Many of these ODEs can be solved exactly. In this way we are able
to construct many parameter families of exact solutions of the multidimensional wave
equations (1), (2).
1. The symmetry of the nonlinear spinor equation. In this section we will

present the theorems concerning the symmetry properties of equation (1).

Theorem 1. Equation (1) is invariant under the Poincaré group P (1, 3) iff

F1(x,Ψ∗,Ψ) = F11(s) + F12(s)γ4 + F13(s)γµ(Ψ̄γ4γµΨ) + F14(s)Sµν(Ψ̄γ4SµνΨ),

s = (Ψ̄γ4Ψ, Ψ̄Ψ), Sµν = [γµ, γ4] =
1
4
(γµγν − γνγµ), (1.1)

where F11, F12, F13, F14 are arbitrary smooth scalar functions of the invariant
variable s.
Theorem 2. Equation (1) is invariant under the extend Poincaré group P̃ (1, 3), i.e.
the P (1, 3) group expanded by the one-parameter group of scale transformations of
the type

x′µ = xµ exp(θ), Ψ′x′ = Ψ(x) exp(kθ),

iff

F1i = (Ψ̄Ψ)−1/2kF̃1i, i = 1, 2, (1.2)

F1j = (Ψ̄Ψ)−
(1+2k)

2k F̃1j , j = 3, 4, (1.3)

where F̃1i, F̃1j are arbitrary functions of (Ψ̄Ψ)
(Ψ̄γ4Ψ)

.

Theorem 3. Equation (1) is invariant under the conformal group C(1, 3) = 〈P (1, 3),
D,Kµ〉

x′µ = {xµ − cµ(x · x)}σ−1(x), σ(x) = 1 − 2cµxµ + c2x2,

Ψ′(x) = σ(x){1 − (γ · c)(γ · x)}Ψ
iff

F1i = (Ψ̄Ψ)1/3F̃1i, i = 1, 2, k = −3/2, (1.4)

F1j = (Ψ̄Ψ)−2/3F̃1j , j = 3, 4. (1.5)
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Note 1. The conformally-invariant Dirac–Gürsey equation (1956)

{γµpµ +D(Ψ̄Ψ)1/3}Ψ = 0 (1.6)

belongs to the class (1), (1.4).

Note 2. The equation of the type

{γµpµ +Dγµ(Ψ̄γµΨ) · [(Ψ̄γαΨ)(Ψ̄γαΨ)]−1/3}Ψ = 0 (1.7)

is invariant under the conformal group C(1, 3).
2. The Ansätzes for P̃ (1, 3)-invariant equation. To be specific let us consider

the nonlinear spinor equation of the type

{γµpµ + λ(Ψ̄Ψ)1/2k}Ψ = 0, (2.1)

where λ, k are arbitrary constants, k = 0.
We look for solutions of (2.1) in the form Fushchych (1981)

Ψ = A(x)φ(ω), (2.2)

where A(x) is 4× 4 matrix, φ(ω) is 4-component column-function depending on three
new variables ω = {ω1, ω2ω3}.
For the Ansatz (2.2) to work effectively it is necessary to find A(x), ω in a form

which after a substitution of (2.2) into (1) would yield an equation for φ(ω) depending
only on new variables ω.
This requirement is met if the following equalities are satisfied:

QA(x) ≡
(
ζµ

∂

∂xµ
+ η

)
A(x) = 0, (2.3)

ζµ
∂ωl

∂xµ
= 0, l = 1, 2, 3, (2.4)

where ζµ(x), η(x) are the coefficients of the infinitesimal operators Q = {Q1, Q2, . . .}
of the group P̃ (1, 3). In our case the generators of the P (1, 3) have the form

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν . (2.5)

Thus the problem of describing Ansätze of the form (2.2) reduces to the construc-
tion of the general solution to the system of equations (2.3), (2.4) with the given ζµ,
η.
As an example let us consider the case where in (2.3), (2.4) the operators Q have

the simple form

Q = {Q1 = J03, Q2 = P1, Q3 = P2}.
Then the system (2.3), (2.4) has the form(

x0p3 − x3p0 +
i

2
γ0γ3

)
A(x) = 0, p1A(x) = 0, p2A(x) = 0, (2.6)

(x0p3 − x3p0)ω = 0, p1ω = 0, p2ω = 0. (2.7)
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It follows from (2.7) that ω = ω(x0, x3) = x2
0 − x2

3. We look for the solutions to
(2.6) in the form

A(x) = exp{γ0γ3g(x)}. (2.8)

After a substitution of (2.8) into (2.6), we obtain

x0
∂g

∂x3
+ x3

∂g

∂x0
− 1

2
= 0. (2.9)

The particular solution of eq. (2.9) is given by the expression

g(x) =
1
2

ln(x0 + x3).

Thus we have

A(x) = exp
{

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
. (2.10)

Without going into the technical details on solving the system (2.3), (2.4) we give
some expressions for the matrix A(x) and ω.
Example 2.1.

A(x) = (x0 − x2)−k exp
{

1
2a
γ1(γ2 − γ0) ln(x0 − x2)

}
, (2.11)

ω1 =
(
x2

0 − x2
1 − x2

2

)
x−2

3 , ω2 = (x0 − x2)x−2
3 ,

ω3 = ax1(x0 − x2)−1 − ln(x0 − x2), a = 0.
(2.12)

If the parameter a = 0, then

A(x) = exp
{

x1

2(x0 − x3)
γ1(γ2 − γ0)

}
. (2.13)

Example 2.2.

A(x) = 2(x0 + 2x1 + β)−k/2×

× exp
{

1
4
γ0γ2 ln(2x0 + 2x1 + β) − 1

2
γ2γ3 tg−1x2

x3

}
, β = 0,

(2.14)

ω1 = (2x0 + 2x1 + β) exp{2(x1 − x0)β−1},
ω2 = (2x0 + 2x1 + β)

(
x2

2 + x2
3

)−1
, ω3 = b ln

(
x2

2 + x2
3

)
+ 2 tg−1x2

x3
.

(2.15)

3. 3.1. Reduced equations. The Ansatz (2.2) with the matrices (2.10), (2.11),
(2.14) and new variables ω gives the following reduced equations

k(γ2 − γ0)φ+ [(γ0 − γ2)(ω1 + a−2ω2
2ω

2
3) + (γ0 + γ2)ω2

2 −

− 2a−1γ1ω3ω
2
2 − 2γ3ω1ω2]

∂φ

∂ω1
+ [(γ0 − γ2)ω2 − γ3ω

2
2 ]
∂φ

∂ω2
+

+ [aγ1 + (γ2 − γ0)(ω3 + 1)]
∂φ

∂ω3
= iλ(φ̄φ)1/2kφ,

(3.1)
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(γ0 + γ1)
∂φ

∂ω1
+ γ2

∂φ

∂ω2
+ γ3

∂φ

∂ω3
= iλ(φ̄φ)1/2kφ, (3.2)

1
2
(1 − 2k)γ3φ+ 2(γ3 + aγ2)

∂φ

∂ω2
= iλ(φ̄φ)1/2kφ. (3.3)

The Ansatz (2.2) with the matrix A(x) = 1, ω1 = x0 + x3, ω2 = x1, ω3 = x2 leads
to the equation

(γ0 + γ3)
∂φ

∂ω1
+ γ1

∂φ

∂ω2
+ γ2

∂φ

∂ω3
= iλ(φ̄φ)1/2kφ. (3.4)

It turns out that some of the reduced equations possess substantially more sym-
metries than the initial equation (2.1). For example the equation (3.4) is invariant
under infinite-dimensional Lie algebras. More exactly, the following statement is true:

Theorem 4. The system (3.4) is invariant under the infinitely dimensional algebra
whose basis elements have the form

For the case k = 1

Q1 = Φ1(ω1)
∂

∂ω2
+ Φ2(ω2)

∂

∂ω3
+

1
2
[Φ1γ1 + Φ2γ2](γ0 + γ3),

Q2 = −ω2
∂

∂ω3
+ ω3

∂

∂ω2
,

Q3 = Φ0(ω1)
∂

∂ω1
+ Φ̇0(ω1)

(
ω2

∂

∂ω3
+ ω3

∂

∂ω2

)
+

+ Φ̇0 +
1
2
Φ̈0(ω1)(γ1ω2 + γ2ω1)(γ0 + γ3),

Q4 = Φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3).

For the case k = 1

Q1 =
∂

∂ω1
, Q2 = −ω2

∂

∂ω3
+ ω3

∂

∂ω2
+

1
2
γ2γ3.

Q3 = Φ1(ω1)
∂

∂ω2
+ Φ2(ω1)

∂

∂ω3
+

1
2
[Φ̇1(ω2)γ1 + Φ2(ω1)γ2](γ2 + γ3),

Q4 = ω1
∂

∂ω1
+ ω2

∂

∂ω2
+ ω2

∂

∂ω3
+ k,

Q5 = Φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3),

where Φ0(ω1), Φ1(ω1), Φ2(ω1), Φ3(ω1) are arbitrary smooth functions, a dot desig-
nates differentiation with respect to ω1.

3.2. The reduction of the nonlinear spinor equation to a system of ODE. Here
we give the explicit form of some ODE’s to which the Dirac equation is reduced:

iγ2φ̇(ω) = λ(φ̄φ)1/2kφ, (3.5)

i

2
(γ0 + γ3)φ+ i[ω(γ0 − γ3)]φ̇ = λ(φ̄φ)1/2kφ, (3.6)
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i

2
ω−1/2γ2φ+ 2iω1/2γ2φ̇ = λ(φ̄φ)1/2kφ, (3.7)

i

2
[ω(ω + 1)]−1(2ω + 1)[γ0 + γ3)φ+ i(γ0 + γ3)φ̇ = λ(φ̄φ)1/2kφ, (3.8)

i(γ0 + γ3)φ̇+ i

[
(γ0 + γ3)ω−1 +

1
4
(γ0 − γ3)γ4

]
φ = λ(φ̄φ)1/2kφ, (3.9)

iω−1(γ0 + γ3)ϕ+ i(γ0 + γ3)φ̇ = λ(φ̄φ)1/2kφ, φ̇ ≡ dφ

dω
. (3.10)

The full list of the systems of ordinary differential equations is given in Fushchych
and Zhdanov (1988).
4. The explicit solutions of the Dirac equation. Some of the ODE’s can be

integrated in quadratures.
I. Case k = 1/2, with the nonlinearity λ(Ψ̄Ψ), ω = x2

2 + x2
3,

Ψ(x) = (x2
2 + x2

3)
−1/4 exp

{
−1

2
γ2γ3 tg−1x2

x3

}
×

× exp
{
−iλ χ̄χ

2(1 + a2)
(γ3 + aγ2) ln(x2

2 + x2
3) + 2 tg−1x2

x3

}
χ,

(4.1)

χ is constant spinor, a is a real parameter.
II. Case k = 1/2, nonlinearity λ(Ψ̄Ψ)1/2k, ω = x2

2 + x2
3,

Ψ(x) = (x2
2 + x2

3) exp
{
−1

2
γ2γ3 tg−1x2

x3

}
exp
{

2iλk
1 − 2k

(x2
2 + x2

3)
2k−1
4k γ3

}
χ. (4.2)

III. Case k = 1/2, nonlinearity λ(Ψ̄Ψ)1/2k, ω = x0 + x3,

Ψ(x) = exp
{[

−1
2
(Φ̇1γ1 + Φ̇2γ2) + Φ3γ4

]
(γ0 + γ3)

}
×

× exp
{
iλ(χ̄χ)1/2kγ1(x1 + Φ1)

}
χ,

(4.3)

where Φ1, Φ2, Φ3 arbitrary smooth functions of ω.
IV. Case k = 1, nonlinearity λ(Ψ̄Ψ)1/2,

Ψ(x) =
γ0x0 − γ1x1 − γ2x2

(x2
0 − x2

1 − x2
2)3/2

exp
{
iλ(χ̄χ)1/2

γ0x0

x2
0 − x2

1 − x2
2

}
χ. (4.4)

Now, making use of the Poincaré invariance of the Dirac equation, is not difficult
to construct new multiparameter families of exact solutions of the equation starting
from those obtained above. The two following examples illustrate the procedure of
generating solutions.
V. Case k = 1/2, nonlinearity λ(Ψ̄Ψ),

Ψ = [(a · z)2 + (b · z)2]−1/4 exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) tg−1 a · z

b · z
}
×

× exp
{
−iλ χ̄χ

2(1 + θ2)
(γ · b+ θγ · a) ×

×
[
ln
(
(a · z)2 + (b · z)2)+ 2θ tg−1 a · z

b · z
]}

χ,

(4.5)
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zµ = xµ + θµ, aµ, bµ, θ, θµ are arbitrary parameters satisfying conditions

a · a = aµa
µ = −1, b · b = bµb

µ = −1, a · b = 0,

γ · a ≡ γ0a0 − γ1a1 − γ2a2 − γ3a3, θ = (θ20 − θ21 − θ22 − θ23)
1/2.

VI. Case k = 1/2, nonlinearity λ(Ψ̄Ψ)1/2k,

Ψ(x) =
[
(a · z)2 + (b · z)2]−1/4

exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) tg−1 a · z

b · z
}
×

× exp
{
−i 2λk

1 − 2k
(γ · b)(χ̄χ)1/2

[
(a · z)2 + (b · z)2] 1−2k

4k

}
χ.

(4.6)

Formulas (4.5), (4.6) give multiparameter families of exact solutions of the Dirac
equations. These families are nongenerating with respect to the group P̃ (1, 3) in the
sense that solutions (4.5), (4.6) have the same symmetrys as the equation (2.1).
5. Conformally invariant solutions. Conformally invariant Dirac–Gürsey equa-

tion has the form{
γµp

µ + (Ψ̄Ψ)1/3
}

Ψ = 0. (5.1)

With the help of a conformally invariant ansatz we can construct the following
solutions

Ψ(x) =
γ · x

(x · x)2 exp{iλk(γ · β)ω}χ, k = 1/3,

ω =
βµx

µ

xνxν
, xνx

ν = 0, βµβ
µ > 0;

(5.2)

Ψ(x) = σ2(x)[1 − (γ · x)(γ · β)] ×

× exp
{
θ

2
(γ · a)(γ · b)[b · x− (b · θ)(x · x)]σ−1(x)

}
×

× exp
{
− i

2
λ(χ̄χ)1/3(γ · a)[2(a · x) − (a · θ)(x · x)]σ(x) +

+ θ(b · x− (b · θ)(x · x))2σ−2(x)
}
χ,

a · b = b · b = 0, a · a = a2
0 − a2

1 − a2
2 − a2

3 = −1,

c2 = cαc
α, x2 = xµx

µ.

(5.3)

Formulae (5.2), (5.3) give multiparameter families of exact solutions of the equati-
on (5.1). The family (5.3) is nongenerating with respect to the group C(1, 3).
If Ψ1(x) is a solution of equation (5.1) then

Ψ2(x) = σ−2(x)[1 − (γ · x)(γ · c)]Ψ1(x′),

x′ =
{
x′µ =

xµ − cµx
2

σ(x)

} (5.4)

will also be a solution (5.4) is the formula for multiplication of solutions of Dirac
equation.
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6. How to construct solutions of the nonlinear d’Alambert equation via
solutions of the Dirac equation? Complex scalar field can be represented as

u(x) = Ψ̄Ψ exp{iθ(x)}, (6.1)

where Ψ(x) is a solution of the Dirac equation, θ(x) is a phase. In the simplest case,
when

Ψ̄Ψ = c = const, θ(x) = τµx
µ (6.2)

formula (6.1) gives a plane-wave solution of the linear d’Alambert equation. In most
cases solutions of the nonlinear Dirac equation generate a scalar field (6.1) which
satisfies the nonlinear d’Alambert equation

pµp
µu = k|u|ru, (6.3)

k, r are constants.
Let us exhibit some exact solutions of the equation (6.3) obtained this way

u(x) = c
(
x2

1 + x2
2

)
exp{iφ0(x0 + x3)}, r = 2, (6.4)

u(x) = c
[
(x1 + φ1(x0 + x3))2 + (x2 + φ2(x0 + x3))2

]−1/2

x
×

× exp{iφ0(x0 + x3)}, r = 2,
(6.5)

u(x) = c
(
x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3

)−2
, r = 1/2, (6.6)

u(x) = c
(
x2

2 + x2
3

)−1/2
exp{iφ(x0 + x1)}, r = 2. (6.7)

In formulae (6.4)–(6.7) φ0, φ1, φ2, φ are arbitrary smooth functions.
So, solutions of the nonlinear Dirac spinor equation give a possibility to construct

solutions to the nonlinear d’Alambert equation.
All these ideas and results were considered in more detail by Fushchych (1981,

1987), Fushchych and Shtelen (1983, 1987), Fushchych, Shtelen and Zhdanov (1985),
Fushchych and Zhdanov (1987, 1988, 1989), Fushchych and Nikitin (1987) (see Ap-
pendix).
7. The solutions of the multidimensional Schrödinger equation. Let us consi-

der the following nonlinear equation(
i
∂

∂x0
− 1

2m
∆
)
u+ F (x, u, u∗) = 0, u ≡ u(x0 ≡ t, x1, x2, x3). (7.1)

It is well known that if F = 0, then linear Schrödinger equation (see Sofus Lie
(1881), Hagen (1972), Niederere (1972), Kalnins and Miller (1987)) is invariant under
the generalised Galilei group, which will be denoted by the symbols G2(1, 3). The basis
elements of the Lie algebra AG2(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga,D,A, I〉 have the following
form:

P0 = i
∂

∂x0
, Pa = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, 3, Jab = xaPb − xbPa, I = u

∂

∂u
,

Ga = x0Pa +mxa, D = 2x0P0 − xaPa +
3
2
i, A = x0D +

m

2
x2
a.

(7.2)
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Symbols AG1(1, 3), AG(1, 3) denote the following Lie algebras

AG1(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga,D, I〉,
AG(1, 3) = 〈P0, Pa, Jab, Ga, I〉.

To construct families of exact solutions of (7.1) in explicit form we have to know
the symmetries of (7.1) which obviously depends on the structure of the function F .
By Lie’s algorithm (as given by Ovsyannikov (1978), Olver (1986)), the following

statement can be proved.

Theorem 5. Equation (7.1) is invariant under the following algebras:

AG(1, 3) iff F = Φ(|u|)u, (7.3)

where Φ is arbitrary smooth function, and

AG1(1, 3) iff F = λ|u|ku, (7.4)

where λ, k are arbitrary parameters, the operator of scale transformations D having
the form D = x0P0 − xaPa + 2i/k, k = 0, and

AG2(1, 3) iff F = λ|u|4/nu. (7.5)

Later on we shall construct the exact solutions of the equation (7.1) with nonli-
nearity (7.5), i.e.(

p0 − p2
a

2m

)
u+ λ|u|4/3u = 0. (7.6)

Following Fushchych (1981) we seek solutions of (7.6) with the help of the ansatz

u = f(x)φ(ω1, ω2, ω3), (7.7)

where φ is the function to be calculated. To construct solutions of (7.6) using ansatz
(7.7) it is necessary to have the explicit form of the function f(x) and the new
invariant variables ω1, ω2 and ω3. Next I shall present two Ansätze of the type (7.7).

1. f(x) =
(
1 − x2

0

)−3/4
exp
{
im

2
x0�x

2

1 − x2
0

}
, ω1 = �α�x

(
1 − x2

0

)−1/2
,

ω2 = �x 2
(
1 − x2

0

)−1
, ω3 = arctanx0 + arctan

�β�x

�γ�x
,

where �α, �β, �γ are constant vectors satisfying the conditions

�α 2 = �β 2 = �γ 2 = 1, �α�β = �β�γ = �γ�α = 0.

The Ansätze (7.6), (7.7) give the following reduced equation

Lφ+ 6
∂φ

∂ω2
− 2im

∂φ

∂ω3
+m2ω2φ− 2λm|φ|4/3φ = 0,

Lφ ≡ ∂2φ

∂ω2
1

+ 4ω2
∂2φ

∂ω2
2

+ (ω2 − ω2
1)−1 ∂

2φ

∂ω2
3

+ 4ω1
∂2φ

∂ω1∂ω2
.

(7.8)
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2. The second Ansätze has the form

f(x) = x
−3/2
0 exp

{
− im

2
x2x−1

0

}
, (7.9)

ω1 = (�α�x)x−1
0 , ω2 = �x 2x−2

0 , ω3 = x−1
0 + arctan

�β�x

�γ�x
. (7.10)

The Ansätze (7.9), (7.10) reduce the equation (7.6) to

Lφ+ 6
∂φ

∂ω2
+ 2im

∂φ

∂ω3
− 2m|φ|4/3φ = 0.

8. Solutions of the equation (7.6). In this paragraph I present some explicit
solutions of the equation (7.6)

u =
(
1 − x2

0

)−3/4
exp
{
im

2
�x (1 − x0)−1

}
, λ =

3
2
i; (8.1)

u = (c0x0 − �c�x)−3/2 exp
{
− im

2
�x 2x−1

0

}
, (8.2)

where c0, �c are arbitrary parameters satisfying the following condition �c 2 = 8
15λm;

u = x
−3/2
0 exp

{
− im

2
(�x 2 − �r�x)x−1

0

}
, �r 2 = −8λ

m
; (8.3)

u =
(

8
3
λm�x 2

)−3/4

exp
{
− im

2
�x 2x−1

0

}
; (8.4)

u = x
−3/2
0 φ(ω1) exp

{
− im

2m
�x 2x−1

0

}
, ω1 =

�α�x

x0
, (8.5)

function φ(ω1) is defined by the elliptic integral∫ φ

0

dτ(
k1 + τ10/3

)1/2 =
(

6
5
λm

)1/2

(ω1 + k2),

whre k1, k2 are arbitrary parameters.

u = x
−3/2
0 exp

{
− im

2
�x 2x−1

0

}
φ(ω2), ω2 = �x 2x−1

0 , (8.6)

where function φ(ω2) is a solution of Emden–Fauler equation

2ω2
d2φ

dω2
2

+ 3
dφ

dω2
− λmφ7/3 = 0.

The formulae (8.1)–(8.6) give multiparameter families of exact solutions of the
equation (7.6). Some of them are of non-perturbative type due to a singularity with
respect to the coupling constant λ.
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In conclusion we give formulae for multiplication of solutions. If u1 is a solution
of the equation with the nonlinearity 4/3 then the functions u2, u3 defined by

u2 = u1(x0, �x+ �vx0) exp
{
im

(
�vx0

2
+ �v�x

)}
,

u3 = u2

(
x0

dx0 − 1
,

�x

1 − dx0

)
(1 − dx0)−3/2 exp

{
im

2
d�v 2

1 − dx0

}
,

also satisfy equation (7.6). Here d, �v are arbitrary parameters.
The Ansätze that have been presented here may also be applied to the equation

i
∂u

∂t
+

1
2m

∆u+ λ

{
∂|u|2
∂xa

∂|u|−1

∂xa

}
u = 0,

which is also invariant under the group G2(1, 3).
More full consideration solutions of equation (7.6) was given Fushchych and Serov

(1987), Fushchych and Cherniha (1986).
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Подалгебры алгебры Пуанкаре AP (2, 3)

и симметрийная редукция нелинейного
ультрагиперболического уравнения
Даламбера. I

Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ЛАГНО, В.И. ФУЩИЧ

1. Введение. Рассмотрим нелинейное ультрагиперболическое уравнение Да-
ламбера в (2 + 3)-мерном псевдоевклидовом пространстве

�u = F

(
u,

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ

)
, (1)

где

�u = u11 + u22 − u33 − u44 − u55, uµν =
∂2u

∂xµ∂xν
, u ≡ u(x),

x = (x1, x2, x3, x4, x5), µ, ν = 1, . . . , 5,
(2)

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= (u1)2 + (u2)2 − (u3)2 − (u4)2 − (u5)2, uµ ≡ ∂u

∂xµ
, (3)

F — произвольная гладкая функция.
Редукция волнового уравнения (1) в (1+3)-мерном пространстве осуществлена

в [1, 2]. Пятимерное уравнение (1)–(3) можно рассматривать как естественное
обобщение линейного уравнения Клейна–Гордона–Фока; оно часто встречается в
квантовой теории с фундаментальной длиной [3], в супергравитации, в квантовой
теории частиц с переменной массой и спином [4].
К настоящему времени нет каких-либо эффективных методов решения много-

мерных нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных (ДУ-
ЧП). Для ДУЧП специального вида, обладающих нетривиальной симметрией,
одним из конструктивных способов исследования многомерных ДУЧП является
метод редукции. Основы этого метода были заложены в классических трудах Со-
фуса Ли и в настоящее время они интенсивно применяются и развиваются в ра-
зличных направлениях [1, 2, 5–7].
Уравнение (1) инвариантно относительно группы Пуанкаре P (2, 3) — группы

вращений и сдвигов в пятимерном псевдоевклидовом пространстве с сигнатурой
(+ + −−−). Алгебру Ли этой группы обозначим символом AP (2, 3).
Провести редукцию какого-либо ДУЧП означает следующее [1, 5]: описать,

например, все анзацы вида

u(x) = f(x)ϕ(ω1, . . . , ωs), 1 ≤ s ≤ 4, (4)

Укр. мат. журн., 1988, 40, № 4, C. 411–416.
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при которых уравнение (1) сводится к уравнению для неизвестной функции ϕ(ω),
ω = {ω1, . . . , ωs}, и в это уравнение входят только “новые” переменные ω. Число
“новых” переменных ω, по крайней мере, на единицу меньше числа “старых” пе-
ременных x = {x1, . . . , x5}. Ясно, что для редукции уравнения (1) необходимо в
явном виде построить функцию f(x) и переменные ω. С этой целью исследуем
решетку подалгебр алгебры инвариантности AP (2, 3) уравнения (1). Зная неэкви-
валентные подалгебры алгебры AP (2, 3), найдем все наборы переменных ω, при
которых анзац (4) (рассматриваем простейший случай, когда f(x) = 1) сведет
пятимерное уравнение (1) к нескольким ДУЧП в s-мерном пространстве относи-
тельно переменных ω.
Итак, основной задачей редукции (более точно симметрийной редукции) являе-

тся описание всех неэквивалентных подалгебр алгебры AP (2, 3). Полное решение
этой задачи для алгебры AP (2, 2) и одного класса подалгебр алгебры AP (2, 3) дано
в настоящей работе, и на ее основе получена система редуцированных уравнений
для (1). В литературе исследована относительно определенной сопряженности ре-
шетка подалгебр таких алгебр: AP (1, 3) [8], AO(1, 4) [9], AP (1, 4) [10], AP (2, 2)
[11], AP̃ (1, 4) [12].
В п. 2 первой части работы введены необходимые понятия и определения, в

п. 3 описаны все подалгебры коразмерности 1 алгебры AP (2, 3). В п. 1 второй
части работы проведена классификация подалгебр алгебры AP (2, 2), в п. 2 по-
строены инварианты подалгебр алгебр AP (2, 2) и AP (2, 3), а в п. 3 осуществлена
симметрийная редукция уравнения (1).

2. Основные понятия. Обобщенной группой Пуанкаре P (2, n) называется
мультипликативная группа матриц(

Λ Y
0 1

)
,

где Λ ∈ O(2, n), Y ∈ R(2+n). Алгебра Ли AP (2, n) этой группы определяется
такими коммутационными соотношениями:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,
(5)

где g11 = g22 = −g33 = · · · = −gn+1,n+2 = 1, gαβ = 0 при α = β, α, β, γ, δ =
1, . . . , n+ 2.
Если считать, что AP (2, n) является алгеброй Ли векторных полей на R(2, n),

то инфинитезимальные операторы (5) представляются такими дифференциаль-
ными операторами первого порядка: Jαβ = gαγxγ∂β − gβγxγ∂α (псевдовращения),
Pα = ∂α (трансляции), где ∂α = ∂/∂xα (α, β, γ = 1, . . . , n+ 2).
Пусть G — подгруппа Ли группы P (2, n) 〈X1, . . . , Xs〉 = AG-алгебра Ли группы

G. Не тождественно постоянная функция f(x) = f(x1, . . . , xn+2) называется ин-
вариантом группы G, если f(x) постоянна на G-орбите каждой точки x ∈ R(2, n).
Известно [6], что f(x) является инвариантом G тогда и только тогда, когда

Xif(x) = 0 (6)

для всех i = 1, . . . , s. Пусть r∗ — общий ранг касательного отображения группы
G [6], а m = n+2− r∗. Если r∗ < n+2, то существует система m функционально
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независимых инвариантов f1(x), . . . , fm(x), обладающая тем свойством, что любой
инвариант группы G имеет вид Ψ(f1(x), . . . , fm(x)). Эту систему инвариантов бу-
дем называть полной системой инвариантов группы G или алгебры AG. Число r∗
назовем рангом алгебры AG, а число m — коразмерностью AG.
Пусть L1 и L2 — подалгебры алгебры AP (2, n). Если для некоторого элемента

C ∈ P (2, n) подалгебры CL1C
−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами,

то подалгебры L1, L2 будем называть эквивалентными. В этом случае используем
обозначение L1 ≈ L2.
Если функции fi(x), i = 1, . . . , k, являются инвариантами ненулевой подал-

гебры L алгебры AP (2, n), то L будем называть алгеброй инвариантности дан-
ной системы функций. Алгебра инвариантности называется минимальной, если
она неэквивалентна ни одной своей собственной подалгебре. Из эквивалентно-
сти минимальных алгебр инвариантности не вытекает их сопряженность отно-
сительно группы внутренних автоморфизмов группы P (2, n). Например, алгебры
〈J13 − J35, P1 + P5〉, 〈P3, P1 + P5〉 являются минимальными алгебрами инвариан-
тности для функций x1 − x5, x2, x4 в пространстве R(2, 3). Очевидно, эти ал-
гебры не являются P (2, 3)-сопряженными. В то же время, поскольку для любых
X1,X2 ∈ AP (2, n) имеем [X1,X2] = X1X2 − X2X1, то для системы инвариантов
каждой подалгебры алгебры AP (2, n) существует одна максимальная алгебра ин-
вариантности, содержащая все алгебры инвариантности данной системы функций.

Предложение 1. Пусть L1, L2 — подалгебры алгебры AP (2, n). Для того что-
бы L1 ≈ L2, необходимо и достаточно, чтобы максимальные алгебры инва-
риантности полных систем инвариантов подалгебр L1 и L2, были P (2, n)-
сопряженными.

Доказательство. Если L1 ≈ L2, то для некоторого элемента C ∈ P (2, n) ал-
гебры CL1C

−1 и L2 обладают одними и теми же инвариантами. Пусть Ki —
максимальная алгебра инвариантности полной системы инвариантов алгебры Li,
i = 1, 2. Очевидно, CK1C

−1 и K2 обладают одними и теми же инвариантами,
откуда в силу единственности максимальной алгебры инвариантности заключаем,
что CK1C

−1 = K2. Наоборот, если CK1C
−1 = K2 для C ∈ P (2, n), то CL1C

−1 и
L2 имеют одни и те же инварианты, а значит, L1 ≈ L2. Предложение доказано.

3. Подалгебры коразмерности 1 алгебры AP (2, 3). Поскольку в [7] най-
дены подалгебры коразмерности 1 алгебры AP (1, 3), а во второй части работы
будет получен перечень всех подалгебр для алгебры AP (2, 2), то следует исклю-
чить из рассмотрения подалгебры вида 〈P1〉 ⊕ K, L ⊕ 〈P5〉, где L ⊂ AP (2, 2),
K ⊂ AP (1, 3) = 〈Pa〉+⊃ 〈Jab|a, b = 2, 3, 4, 5〉. В дальнейшем через L будем обозна-
чать минимальную подалгебру коразмерности 1 алгебры AP (2, 3), не эквивален-
тную AO(2, 3), 〈P1〉 ⊕K, L⊕ 〈P5〉 и обладающую тем свойством, что ее проекция
π(L) на AO(2, 3) принадлежит нормализатору AOpt(1, 2) двумерного изотропного
пространства 〈P1 + P5, P2 + P4〉 в AO(2, 3).
Введем следующие обозначения:

M = J12 − J25 + J14 − J45, D = −J15 + J24, Z = J15 + J24,

S =
1
2
(J12 + J45 − J14 − J25), T =

1
2
(J12 + J45 + J14 + J25),

G3 = J13 − J35, H3 = J23 − J34, N1 = P1 + P5, N2 = P2 + P4,
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Y1 = P1 − P5, Y2 = P2 − P4, AGL(2, R) = 〈D,S, T 〉 ⊕ 〈Z〉,
U = 〈Y1, Y2, N1, N2, P3〉.

Записанные элементы удовлетворяют коммутационным соотношениям

[D,S] = 2S, [T,D] = 2T, [T, S] = D, [M,Z] = 2M, [G3, Z] = G3,

[H3, Z] = H3, [Z, Y1] = Y1, [Z, Y2] = Y2, [N1, Z] = N1, [N2, Z] = N2,

[D,G3] = G3, [H3,D] = H3, [Y1,D] = Y1, [D,Y2] = Y2, [D,N1] = N1,

[N2,D] = N2, [S,H3] = G3, [Y1, S] = Y2, [S,N2] = N1, [G3, T ] = H3,

[T, Y2] = Y1, [N1, T ] = N2, [G3,H3] = M, [Y1, G2] = 2P3, [P3, G3] = N1,

[Y2,H3] = 2P3, [P3,H3] = N2, [Y1,M ] = 2N2, [M,Y2] = 2N1

(7)

(нулевые коммутаторы опущены).
В [11] показано, что AOpt(1, 2) = 〈M,G3,H3〉 ⊕ AGL(2, R). Очевидно, L ⊂

U+⊃ AOpt(1, 2). Через τ , ε, π будем обозначать проектирования L соответствен-
но на AGL(2, R), пространство 〈P3,H3, G3〉 и AO(2, 3). Исследование алгебры L
проводится в леммах 1–7 и теореме 1 в зависимости от ее проекции τ(L). Если
τ(L1) = L2, но L1 ≈ L2, то в перечне подалгебр будет фигурировать только алге-
бра L1.

Лемма 1. Если τ(L) = 0, то L эквивалентна одной из следующих алгебр:

L1 = 〈G3 + 2Y2 + αN2,H3 + Y1 + βY2,M + 2P3, N1〉, α, β ∈ R,

L2 = 〈G3 + Y2,H3 + Y1,M,N1, N2〉,
L3 = 〈G3 + Y1,H3 + Y2,M,N1, N2〉,
L4 = 〈G3 + Y1,H3 − Y2,M,N1, N2〉.

Доказательство. Пусть ε(L) = 〈G3,H3, P3〉. С точностью до автоморфизма
exp(θiYj + θ3P3), i = 1, 2, алгебра L содержит элементы X1 = G3 + α1Y1 + α2Y2 +
αN2 + δM , X2 = H3 + λ1Y1 + λ2Y2 + µ1N1 + µ2N2 + σM . Очевидно, проекция
σX1−δX2 на 〈M〉 равна нулю. Отсюда заключаем, что с точностью до автоморфи-
зма exp θ(S+T ) можно предполагать, что δ = 0. Автоморфизм exp(θG3) позволяет
обратить в нуль и коэффициент σ. Если P3+γ1Y1+γ2Y2+δ1N1+δN2 ∈ L, то L со-
держит N1+2γ1P3, N2+2γ2P3, 2γ1N1, а потому N1, N2, P3 ∈ L. Но в таком случае
L ≈ L ⊕ 〈P5〉, где L ⊂ AP (2, 2). Противоречие. Пусть X3 = [X1,X2]. Очевидно,
X3 = M + 2(α2 − λ1)P3, где α2 − λ2 = 0, [X3,X1] = (4α2 − 2λ1)N1 − 2α1N2,
[X3,X2] = 2λ2N1 + (2α2 − 4λ1)N2. Если L содержит ненулевой элемент вида
ρ1N1 + ρ2N2, то, применяя автоморфизм exp θ(S + T ), получаем N1 ∈ L. Так
как 〈M + µP3, N1, N2〉 ≈ 〈P3, N1, N2〉, то N2 ∈ L. Поэтому можно предполагать,
что α1 = 0, α2 = 2λ1. С точностью до автоморфизма exp(θ, Z) получаем L = L1.
Пусть εL = 〈G3, P3〉. Тогда, применяя автоморфизм exp(θ1, Y1 + θ2H3 + θ3P3〉,

убеждаемся, что L содержит элементы X1 = G3 + α1Y1 + α2Y2 + βN2, X2 =
P3+γM+λ1Y1+λ2Y2+µ1N1+µN2, X3 = [X2,X1] = (1+2γα2)N1−2γα1N2+2λ1P3,
X4 = [X3,X1] = 2λ1N1. За счет автоморфизма exp(θ1H3 + θ2Y1) можно допускать,
что λ2 = 0 при γ = 0. Если λ1 = 0, то N1, P3 − γα1λ

−1
1 N2 ∈ L. Автоморфизм

exp(θH3) позволяет выделить P3, что противоречит определению L. Значит, λ1 =
0. Так как dim L ≥ 4, то L содержит ненулевой элемент δ1N1 + δ2N2 + σM + ρY2.
Анализируя возможные случаи, приходим к выводу, что L ≈ L′, где ε(L′) = 〈G3〉.
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Если ε(L) = 〈G3〉, то L сопряжена алгебре 〈G3 + Y1, Y2, N1, N2〉, а последняя
эквивалентна алгебре L ⊕ 〈P5〉, где L ⊂ AP (2, 2). Если ε(L) = 〈P3〉, то P3 ∈ L
или L ≈ L′, где εL′ = 0. Если ε(L) = 〈G3,H3〉, то с точностью до автоморфизмов
exp θ(S+T ), exp(θ1J15 +θ2J24), exp(θT ) алгебра L сопряжена одной из алгебр L2,
L3, L4. Лемма доказана.

Лемма 2. Если τ(L) = 〈D〉, то L эквивалентна одной из алгебр

L5 = 〈D + αP3, G3 + βY2,M + P3, N1〉, β = 0,
L6 = 〈D,G3 + Y2,M − 2P3, N2〉, L7 = 〈D + αP3, G3 + Y2, N1, N2〉, α > 0,
L8 = 〈D,G3 + Y2, N1, N2〉, L9 = 〈D + αP3,M + P3, N1, N2〉, α > 0.

Доказательство. Так как D действует вполне приводимо на U и аннулирует в U
только 〈M,P3〉, то в силу предложения 2.1 [12] D + γM + δP3 ∈ L. На основании
леммы 3.1 [12] пространство L∩U разлагается в сумму своих проекций на 〈M,P3〉,
〈G3, Y2, N1〉, 〈H3, Y1, N2〉. Если ε(L) = 〈G3,H3, P3〉, то ранг алгебры L равен 5.
Пусть ε(L) = 〈G3, P3〉. С точностью до сопряженности G3 + λY2 ∈ L, λ = 0.
Проекция L на 〈Y1〉 равна 0. Если M +µP3 ∈ L, µ = 0, то D+ δP3 ∈ L. При δ = 0
получаем алгебру L5. Если N2 ∈ L, то L = L6. Допустим, что M+µP3 ∈ L, µ = 0.
В этом случае N1, N2 ∈ L, а потому L эквивалентна L7.

Пусть J =
(

0 1
1 0

)
. Автоморфизм, соответствующий diag [J, 1, J ], сводит слу-

чай ε(L) = 〈H3, P3〉 к случаю ε(L) = 〈G3, P3〉.
Пусть ε(L) = 〈G3,H3〉. Тогда L содержит G3 + βY2, H3 + βY1 + δN2, M . Если

β = 0, то L ≈ L8. Если β = 0, то L ≈ AO(2, 3). Остальные случаи рассматриваются
аналогично. Лемма доказана.

Лемма 3. Если τ(L) = 〈D + λZ〉, λ > 0, то L эквивалентна одной из алгебр

L10 = 〈3D + Z + µP3,M + Y1, Y2, N1〉, µ > 0,
L11 = 〈D + Z + αP3, G3 + Y1, N1, N2〉, α > 0,
L12 = 〈3D + Z,M + Y1,H3, N1〉.

Лемма 4. Если τ(L) = 〈T 〉, то L эквивалентна одной из алгебр

L13 = 〈T +G3 + αY1 + Y3,H3 + 2Y1 + βN1,M − 2P3, N3〉, α, β ∈ R,

L14 = 〈T +G3 + αY1 + Y2,H3 + Y1,M,N1, N2〉, α ∈ R.

Доказательство лемм 3, 4 аналогично доказательству лемм 1,2.

Лемма 5. Если τ(L) = 〈D,T 〉, то L эквивалентна L15 = 〈D,T,H3+Y1,M+2P3〉.
Доказательство. На основании предложения 2.1 и леммы 3.1 [12] алгебра L
содержит 〈D + αM + βP3, T 〉, а L ∩ U разлагается в сумму своих проекций
на 〈M,P3〉, 〈G3, Y2, N1〉, 〈H3, Y1, N2〉, причем, если K -— проекция L ∩ U на
〈G3, Y2, N1〉, то [T,K] содержится в проекции L ∩ U на 〈H3, Y1, N2〉. Легко ви-
деть, что 〈T,N2〉 ≈ 〈Y1, N2〉, 〈T, Y1 + δN2〉 ≈ 〈Y1, N2〉. Если ε(L) = 〈G3,H3, P3〉, то
L ≈ L15. Пусть ε(L) = 〈G3,H3〉. Тогда L содержит G3 + γY2, H3 − γY1. Так как
[G3 + γY2,H3 − γY1] = M + 4γP3, то γ = 0. Отсюда вытекает, что L ≈ AO(2, 3).
Остальные случаи рассматриваются аналогично. Лемма доказана.
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Лемма 6. Если τ(L) = 〈D+ λZ, T 〉, λ = 0, то L сопряжена одной из следующих
алгебр:

L16 = 〈D + 3Z, T +G3, N1, N2〉,
L17 = 〈D + 3Z + αP3, T +G3, N1, N2〉, α > 0,
L18 = 〈D + 3Z, T +G3,M,H3 + γN2〉, γ > 0,
L19 = 〈D + 3Z, T +N1,M,H3〉.

Доказательство. На основании коммутационных соотношений (7) имеем

[D + λZ, αT + βG3 + γH3 + δP3 + ρ1Y1 + ρ2Y2 + µ1N1 + µ2N2 + σM ] =
= −2αT + (1 − λ)(βG3 + µ1N1) − (1 + λ)(γH3 + µ2N2) + (λ− 1)ρ1Y1 +
+ (λ+ 1)ρ2Y2 − 2λσM.

Пусть λ = ±1/3,±1,±3. В силу предложения 2.1 и леммы 3.1 из [12] алгебра
L содержит D + λZ + µP3, T , а пространство L ∩ U разлагается в сумму своих
проекций на 〈M〉, 〈Y1〉, 〈Y2〉, 〈G3, N1〉, 〈H3, N2〉, 〈P3〉. Если G3 + γN1 ∈ L, то
L содержит [G3 + γN1, T ] = H3 + γN2, а также M . В этом случае L = 〈D +
λZ,M,G3 + γN1,H3 + γN2, T 〉, а потому L ≈ AO(2, 3).
Если λ = 1/3, то L содержит 3D + Z + µP3, T , а L ∩ U разлагается в сумму

своих проекций на 〈M,Y1〉, 〈Y2〉, 〈G3, N1〉, 〈H3, N2〉, 〈P3〉. Отсюда вытекает, что
если µ = 0, то L ≈ AO(2, 3) или L ≈ L19; если µ = 0, то dim L = 3. Если λ = −1/3,
то L содержит 3D − Z + µP3, T , а L ∩ U разлагается в сумму своих проекций на
〈Y1〉, 〈M,Y2〉, 〈G3, N1〉, 〈H3, N2〉, 〈P3〉. Поскольку [T, Y2] = Y1, 〈T, Y1〉 ≈ 〈N2, Y1〉,
то проекция L на 〈Y1, Y2〉 равна нулю. Если µ = 0, то L сопряжена подалгебре
алгебры AO(2, 3). Если µ = 0, то dim L = 3.
Случаи λ = ±1,±3 рассматриваются аналогично. Лемма доказана.

Лемма 7. Если Z ∈ τ(L), то L сопряжена одной из алгебр

L20 = 〈D + αP3, Z + βP3, N1, N2〉, α = β, α, β ≥ 0,
L21 = 〈S + T + αP3, Z + βP3, N1, N2〉, α+ β = 0, α, β ≥ 0.

Доказательство леммы 7 аналогично доказательству предыдущих лемм.

Теорема 1. Подалгебры коразмерности 1 алгебры AP (2, 3), не эквивалентные
AO(2, 3), 〈P1〉 ⊕ K, L ⊕ 〈P5〉, исчерпываются относительно эквивалентности
алгебрами, описанными в леммах 1–7.
Доказательство. Ограничимся рассмотрением случаев алгебр C ⊂ AP (2, 3), про-
екции которых на AO(2, 3) не сопряжены подалгебрам алгебры AOpt(1, 2). Пусть
Ga = J1a − Ja5, a = 2, 3, 4, AO(2, 4) = 〈Jcd|c, d = 2, 3, 4〉, AP̃ (1, 2)′ = 〈G2, G3, G4〉+⊃
(AO(2, 4)⊕〈J15〉). Так как J15 = (Z−D)/2, G2 = (M+2S)/2, G4 = (M−2S)/2, то
J15, G2, G3, G4 ∈ AOpt(1, 2). Отсюда вытекает, что подалгебра F алгебры AP̃ (1, 2)′

не сопряжена подалгебре алгебры AOpt(1, 2) тогда и только тогда, когда ее про-
екция R на AO(2, 4) не имеет инвариантных изотропных подпространств в про-
странстве 〈P2, P3, P4〉. Последнее условие выполняется тогда и только тогда, когда
сопряжена одной из алгебр AO(2, 4), 〈J34〉.
Пусть L — подалгебра коразмерности 1 алгебры AP (2, 3), не эквивалентная

AO(2, 3), 〈P1〉 ⊕ K, L ⊕ 〈P5〉; π — проектирование L на AO(2, 3); F = π(L) ⊂
AP̃ (1, 2)′, R = 〈J34〉. В силу леммы 3.1 [12] алгебра L содержит свою проекцию W
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на 〈G3, G4, P3, P4〉. ЕслиW = 0, то функция x2
3+x2

4 будет инвариантом L, а потому
L ≈ 〈J34, P1, P2, P5〉. Если P3, P4 ∈ W , то L ≈ L′, где π(L′) ⊂ AOpt(1, 2). Пусть
W = 0 и P3, P4 ∈W . Тогда W обладает базисом G3 + αP3 + βP4, G4 − βP3 + αP4.
Коммутатор этих элементов совпадает с 2βN1. Если β = 0, то N1 ∈ L. Отсюда
легко получить, что L ≈ L′, где π(L′) ⊂ AOpt(1, 2). Если β = 0, то с точностью до
автоморфизма exp(θY1) имеем W = 〈G3, G4〉. Если проекция L на 〈J15〉 равна 0, то
x1 − x5 является инвариантом L, а потому L ≈ 〈N1, P2, P3, P4〉. Если проекция Ω
на 〈N1, G2〉 отлична от 0, то L содержит свою проекцию Ω на 〈N1, G2〉. Допустим,
что Ω = 〈G2 + γN1〉. Применяя автоморфизм exp(θP2), получаем G2 ∈ Ω. Если
N1 ∈ Ω, то L ≈ L′, где π(L′) ⊂ AOpt(1, 2). Если N1 ∈ Ω, то L ≈ AO(2, 3) или
L ≈ L⊕ 〈P5〉.
Случай F = π(L), R = AO(2, 4) рассматривается аналогично. Если проекция

L на AO(2, 3) не имеет инвариантных изотропных подпространств в пространстве
〈P1, P2, P3, P4, P5〉, то L эквивалентна одной и алгебр AO(2, 3), 〈P1〉⊕K, L⊕〈P5〉.
Теорема доказана.
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Нова математична модель дифузiйних
процесiв зi скiнченною швидкiстю

В.I. ФУЩИЧ, А.С. ГАЛIЦИН, А.С. ПОЛУБИНСЬКИЙ

The fourth-order partial differential equation Lu = (α1L1 + α2L2)u(x, t) = 0, where
L2 = L1L1, L1 is a classical heat conductivity operator is suggested to describe the
heat and diffusion processes. The fundamental solution of the operator and some finite
self-similar solutions are obtained.

В цьому повiдомленнi для опису теплових i дифузiїних процесiв запропоновано
диференцiне рiвняння з частинними похiдними четвертого порядку, iнварiантне
вiдносно групи Галiлея. Порiвняно з класичним лiнiйним рiвнянням параболiчного
типу воно бiльш коректно описує еволющйнi процеси i дозволяє дослiджувати їх
спецiальнi режими, зокрема — зi скiнченною швидкiстю розповсюдження збурень.
Оскiльки класичне рiвняння теплопровiдностi передбачає нескiнченну швид-

кiсть розповсюдження збурень, що приводить до ряду вiдомих парадоксiв [1–3],
для описання процесiв зi скiнченною швидкiстю рядом авторiв було запропоноване
гiперболiчне рiвняння, яке враховує релаксацiю теплового потоку [2–4]. Однак всi
нестацiонарнi рiвняння, в якi входять другi похiднi по часу, не iнварiантнi вiдно-
сно перетворення Галiлея, причому для бiльшостi з них не виконується нi принцип
Галiлея, нi принцип Пуанкаре–Ейнштейна [5, 6]. Це свiдчить про те, що гiпербо-
лiчне рiвняння не має вiдповiдних симетрiйних властивостей i, таким чином, не
вiдображає основнi фiзичнi закони збереження.
Розглянемо рiвняння вигляду

Lu ≡ (α1L1 + α2L2)u(x, t) = 0, (1)

де α1 i α2 — дiйснi параметри, L2 = L1L1,

L1 ≡ ∂

∂t
− κ2∇2, (2)

κ — фiзичний параметр, ∇2 — оператор Лапласа, x = (x1, x2, . . . , xn). Далi (1)
будемо називати для скорочення бiпараболiчним рiвнянням; при α1 = 1, α2 = 0
воно спiвпадае з класичним рiвнянням теплопровiдностi. Можна показати, що (1)
iнварiантне вiдносно групи Галiлея G(3, 1). Тому природно чекати, що його можна
використовувати для описання процесiв дифузiйного типу, якi не залежать вiд
того, в яких iнерцiйних системах вони спостерiгаються.
При виведеннi рiвняння (1) iз закону збереження енергiї тепловий потiк може

бути визначений рiзними спiввiдношеннями. Зокрема, його можна задати у виглядi

q(x, t) = −λ gradu− µ gradL1u; λ, µ = const. (3)

Звiдси при µ = 0 випливае закон Фур’є.

Доповiдi АН УРСР, Сер. А, 1988, № 8, C. 21–26.
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Рiвняння (1) при sgnα1 = sgnα2 зберiгає асиметрiю вiдносно часу t, що має
мiсце для класичного рiвняння теплопровiдностi, i вiдповiдає принципу зростання
ентропiї.
Змiннi в рiвняннi (1) не роздiляються в класичному розумiннi, однак час може

бути виключений перетворенням Лапласа, що приводить до рiвняння в зображен-
нях

α2∇2∇2û− κ2(α1 + 2α2p)∇2û+ p(α1 + α2p)û =

= (α1 + α2p)u(x, 0) + α2

(
∂u(x, 0)
∂t

− 2κ2∇2u(x, 0)
)
,

(4)

де p — параметр перетворення. Звiдси, зокрема, випливає, що коректними поча-
тковими умовами для рiвняння (1) поряд з

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)
∂t

= u2(x), ∇2u(x, 0) = u2(x) (5)

є умови

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)
∂t

− 2κ2∇2u(x, 0) = u3(x). (6)

З другого боку, у випадку всього простору En перетворенням Фур’є рiвняння
(1) зводиться до звичайного диференцiйного рiвняння

α2ũ
′′ + (α1 + 2α2κ2σ2)ũ′ + (α1 + α2κ2σ2)κ2σ2ũ = 0, t ≥ 0, (7)

де ũ — образ фур’є-функцiї, u, σ = {σ1, σ2, . . . , σn} ∈ En. Загальний розв’язок
цього рiвняння має вигляд

ũ(σ; t) = c1e
−κ

2σ2t(1 + c2e
−α1t/α2), α2 = ∞. (8)

Якщо визначити фундаментальний розв’язок Gα1α2(r, τ) бiпараболiчного опе-
ратора L як узагальнену функцiю, що задовольняє рiвняння LG(r, τ)=4πδ(r)δ(τ),
де r = ρ − ρ′, ρ = {x1, x2, . . . , xn}, ρ′ = {x′1, x]2, . . . , x′n}, τ = t− t′, δ(·) — дельта-
функцiя, i ввести фундаментальний розв’язок Q(r, τ) класичного оператора тепло-
провiдностi L1 [7], то мiж ними iснує наступний зв’язок:

Gα1α2(r, τ) = Q(r, τ)


1
α1

(1 − e−α1τ/α2), якщо α1 = 0, α2 <∞,

τ, якщо α1 = 0, α2 = 1,
(9)

де [1, 2]

Q(r, τ) =
4πΘ(τ)

(2κ
√
πτ)n

e−
r2

4κ
2τ

(Θ(τ) — одинична функцiя Хевiсайда). При цьому можна довести, що

Gα1α2(r, τ) →
τ→0

G0,1(r, τ), Gα1α2(r, τ) →
τ→∞ Q(r, τ), (10)

тобто при достатньо малих τ фундаментальний розв’язок оператора L веде себе
по τ як фундаментальний розв’язок оператора L2, а для достатньо великих τ його
характер визначається поведiнкою фундаментального розв’язку оператора L1.
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При r = 0 мають мiсце наступнi асимптотичнi спiввiдношення:

lim
τ→∞Gα1α2(r, τ) =

{
0, якщо sgn α1 = sgn α2,

∞, якщо sgn α1 = sgn α2,
(11)

lim
τ→∞G0,1(r, τ) =


∞, якщо n = 1,
1/κ2, якщо n = 2,
0, якщо n = 3, 4, . . . .

(12)

Побудована функцiя Gα1α2(r, τ) задовольняє умови причинностi i взаємно-
стi [1], характернi для фундаментального розв’язку класичного оператора L1. Ниж-
че наводяться розв’язки деяких спецiальних задач для одновимiрного рiвняння (1)
та вiдзначаються їх властивостi.
Нехай початковий розподiл температури на всiй осi задовольняє спiввiдношен-

ня (6), де

u0(x) =

{
w, |x| < a,

0, |x| > a,
u3(x) = 0. (13)

У цьому випадку рiвняння (1) має наступнi розв’язки:

u =



s(x, t), α1 = 1, α2 = 0,

s(x, t) − w

4κ
√
πt

[
(a− x)e−

(a−x)2

4κ
2t + (a+ x)e−

(a+x)2

4κ
2t

]
, α1 = 0,

s(x, t) − α2w

α1

1 − e−α1t/α2

4κt
√
πt

[
(a− x)e−

(a−x)2

4κ
2t + (a+ x)e−

(a+x)2

4κ
2t

]
,

α1 = 0, α2 <∞,

(14)

де

s(x, t) =
w

2

[
erf

a− x

2κ
√
t

+ erf
a+ x

2κ
√
t

]
(erf z — iнтеграл ймовiрностi [1, 2, 10]). Результати обчислень по формулах (14)
показали, що до деякого фiксованого моменту часу t = t0 u(x, t) є монотонно
спадаючими функциями вiд x; при t > t0 для розв’язкiв (14б) та (14в), на вiдмiну
вiд класичного випадку (14а), характерна поява одиничної хвилi, що рухається
в напрямку осi x з спадаючою по t амплiтудою. При цьому має мiсце нерiвнiсть
0 < u(x, t) ≤ w.
Якщо ж замiсть другої умови в (13) задати (5), де u1 = 0, u2 = 0, то розв’язок

такої задачi буде вiдрiзнятись вiд (14в) лише знаком другого члена. Виявляється,
що тут вказана нерiвнiсть не має мiсця: iснує таке t = t0, що при t > t0 u(x, t)
змiнює знак на осi x, причому u → −0 при x → ∞. Це явище має мiсце для
будь-яких, скiльки завгодно малих α2 > 0.
Покладемо в (1) α1 = 0, α2 = 1, i будемо шукати автомодельний розв’язок

вигляду [8]

uA(x, t) = eβtϕ(ξ), ξ = x− vt (β, v = const). (15)
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Тепловий потiк тут, у вiдповiдностi з (3), визначається формулою

q = µeβt(κ2ϕ′′′ + vϕ′′ − βϕ′), (16)

а ϕ(ξ) визначається iз диференцiйного рiвняння

κ4ϕIV + 2κ2vϕ′′′ + (v2 − 2βκ2)ϕ′′ − 2βvϕ′ + β2ϕ = 0. (17)

Його загальний розв’язок має вигляд

ϕ = c1e
r1ξ + c2e

r2ξ + ξ(c3er1ξ + c4e
r2ξ), r1,2 =

−v ±
√
v2 + 4βκ2

2κ2
. (18)

Можна довести, що серед множини функцiй (18) мiстяться розв’язки, що за-
довольняють умови

ϕ(ξ) > 0, ξ < 0, ϕ(0) = 0,
βϕ(0) − vϕ′(0) − 2κ2ϕ′′(0) = 0, q(0) = 0.

Вони забезпечують неперервнiсть початкових даних, що випливають з (6), та пото-
ку в точцi ξ = 0. Тому iснують розв’язки рiвняння L2u = 0 з всюду неперервним q,
фiнiтнi по x: uA(x, t) > 0 при x < vt, uA(x, t) = 0 при x ≥ vt. Таким чином, це рiв-
няння придатне для описання процесiв з скiнченною швидкiстю розповсюдження
збурень, причому таких розв’язкiв три:

ϕ =

 c1

(
e−

v
κ

2 ξ − v

κ2
ξ − 1

)
, ξ < 0,

0, ξ ≥ 0, (β = 0);

ϕ =


c2ξ

(
4r2 + v/κ2

4r1 + v/κ2
er1ξ − er2ξ

)
, ξ < 0,

0, ξ ≥ 0,
(
β = − v2

8κ2

)
;

ϕ =



c3

[
er2ξ − er1ξ +

v(r2 − r1)ξer1ξ

κ2(4r1 + v/κ2)
+

v
√
v2 + 4βκ2

2κ2(v2 + 8βκ2)
×

×
(√

v2 + 4βκ2 − v
)
ξ

(
er2ξ − 4r2 + v/κ2

4r1 + v/κ2
er1ξ
)]

, ξ < 0,

0, ξ ≥ 0,
(
− v2

8κ2
< β < 0

)
,

де cj , j = 1, 3 — довiльнi постiйнi.
Приклади фiнiтних розв’язкiв класичних нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi,

що мають подiбнi властивостi, наведенi в [8, 9].
На пiвосi x ≥ 0 будемо шукати автомодельнi розв’язки рiвняння L2u = 0 для

степеневого межового режиму [8]

u(0, t) = (1 + t)α, α = const > 0,

вигляду

uA(x, t) = (1 + t)αϕ(ξ), ξ =
x√

1 + t
(0 ≤ ξ <∞). (19)
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Неважко показати, що ϕ(ξ) задовольняє рiвняння(
κ2 d

2

dξ2
+
ξ

2
d

dξ
− (α− 1)

)(
κ2 d

2ϕ

dξ2
+
ξ

2
dϕ

dξ
− αϕ

)
= 0, ϕ(0) = 1. (20)

Його розв’язок виражається через функцiї Ермiта [10]:

ϕ = c1H2α

(
i
ξ

2κ

)
+ c2H2(α−1)

(
i
ξ

2κ

)
+

+ e−
ξ2

4κ
2

[
c3H−2(α+1)

(
ξ

2κ

)
+ c4H−2(α−1)

(
ξ

2κ

)]
,

(21)

де cj , j = 1, 4 — довiльнi постiйнi. Iз асимптотичних представлень функцiй Ермiта
випливає, що

lim
ξ→∞

ϕ =

{
0 при α = 1, c1 = c2 = 0,
1 при α = 1, c1 = 0.

Доведена наступна
Теорема 1. Нехай uA(x, t) — автомодельний розв’язок рiвняння L2u = 0 вигля-
ду (19), обмежений на нескiнченностi. Тодi:

1) якщо 0 < α < 1, то вибором постiйних c2, c3 i c4 в (21) можна визначити
фiнiтний по x розв’язок з всюди неперервним тепловим потоком, що описує
хвилю з скiнченною швидкiстю розповсюдження збурень;

2) якщо α > 1, то uA(x, t) — монотонна функцiя своїх аргументiв, що
описує розповсюдження збурень з нескiнченною швидкiстю.
Нехай x ≥ 0, а при x = 0 для рiвняння L2u = 0 задано межовий режим з

загостренням [8]

u(0, t) = (T − t)−α, α = const > 0, (22)

тобто u(0, t) → ∞ при t → T−. Автомодельний розв’язок рiвняння шукаємо у
виглядi

uA(x, t) = (T − t)−αϕ(ξ), ξ =
x√
T − t

. (23)

Можна показати, що ϕ(ξ) задовольняє рiвняння(
κ2 d

2

dξ2
− ξ

2
d

dξ
− (α+ 1)

)(
κ2 d

2ϕ

dξ2
− ξ

2
dϕ

dξ
− αϕ

)
= 0, ϕ(0) = 1, (24)

а його розв’язок має вигляд

ϕ = c1H−2α

(
ξ

2κ

)
+ c2H−2(α+1)

(
ξ

2κ

)
+

+ e
ξ2

4κ
2

[
c3H2α−1

(
iξ

2κ

)
+ c4H2α+1

(
iξ

2κ

)]
.

(25)

Доведена наступна
Теорема 2. В степеневому межовому режимi з загостренням при будь-якому
α > 0 рiвняння L2u = 0 не має фiнiтних автомодельних розв’язкiв вигляду (23),
обмежених на нескiнченностi, i описує розповсюдження збурень з нескiнченною
швидкiстю.
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On vector and pseudovector Lagrangians
for electromagnetic field
W.I. FUSHCHYCH, I. KRIVSKY, V. SIMULIK

A Lagrange function in terms of electromagnetic field strengths is constructed which is
a 4-vector with respect to the total Poincaré group P̃ (1, 3) and whose Euler–Lagrange
equations are equivalent to the Maxwell equations. The advantages of the Lagrange
function proposed in comparison with the known pseudovector with respect to the
P̃ (1, 3) group Lagrange function are shown. The conserved quantitites on the basis of
corresponding generalization of Noether theorem are found.

A development of Lagrange approach (L-approach) in electro-dynamics in terms
of field-strength tensor F = (Fµν) = ( �E, �H) of electromagnetic field, without using
the potentials Aµ, was discussed in [1–4]. It is easy to show, that in terms of ( �E, �H)
there is no scalar, with respect to the Poincaré group P (1, 3), Lagrange function, for
which the Euler-Lagrange (EL) equations coincide with the Maxwell equations.
The purpose of this work is to construct a vector (with respect to the total

Poincaré group P̃ (1, 3) i.e., P (1, 3) group including the space and time reflections)
Lagrange function in terms of ( �E, �H), with the help of which the system of equations
equivalent to the Maxwell equations can be received from the EL equations. The
conserved quantities are constructed on the basis of corresponding generalization of
Noether theorem. Further we will call such Lagrange vector-function a Lagrange
vector.
Let us represent the Maxwell equations

∂0
�E = rot �H −�j, div �E = ρ, ∂0

�H = −rot �E, div �H = 0 (1)

in a manifestly covariant form

Qµ = jµ, Rµ = 0, µ = 0, 1, 2, 3, (2)

where

Qµ ≡ Fµν,ν , Rµ ≡ εFµν,ν , εFµν ≡ 1
2
εµνρσFρσ, (3)

F = (Fµν) is a tensor of electromagnetic field:

F = (Fµν) = ( �E, �H) : F 0i = Ei, F ij = εijkHk, Fµν = −F νµ, (4)

j is a 4-vector of current:

j ≡ (jµ) = (ρ,�j), j0 = ρ, �j = (ji), i = 1, 2, 3, (5)

and εµνρσ is a completely antisymmetric unit tensor, ε0123 = 1:

x = (xµ) ∈ R(1, 3), ∂µ ≡ ∂/∂xµ. (6)

Preprint № 466, Institute for Mathematics and its Applications, University of Minnesota, 1988, 6 p.
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The explicit form of the components Qµ, Rµ is the following

Q0 = div �E, Qi = (−∂0
�E + rot �H)i ≡ −∂0E

i + εijk∂jH
k, (7)

R0 = div �H, Ri = (−∂0
�H + rot �E)i ≡ −∂0H

i + εijk∂jE
k. (8)

Now consider the tensor Tµρσ and pseudotensor T ′µρσ of 3-rd rank (with respect
to P̃ (1, 3) group), which are constructed from 4-vectors Qµ, Rµ (3):

Tµρσ ≡ a[gµρ(Qσ − jσ) − gµσ(Qρ − jρ)] + bεµνρσR
ν , (9)

T ′µρσ ≡ a′(gµρRσ − gµσRρ) + b′εµνρσ(Qν − jν), (10)

a, b, a′, b′ are constant coefficients.
Theorem 1. For any ab = 0 = a′b′ each of the set of equations

Tµρσ = 0, (11)

T ′µρσ = 0, (12)

is equivalent to the initial Maxwell equations (2).
One can easily varify the validity of this statement by rewriting the components

of tensors T , T ′ (11), (12) in the evident form.
Only the P̃ -tensor set of equations (11) and P̃ -pseudotensor set of equations

(12) will be used in this work for the construction of P̃ -vector L-approach for the
electromagnetic field F = ( �E, �H).
Let us introduce in addition to the Lagrange variables for tensor electromagnetic

field new Lagrange variables F̄ , F̄,µ which are dually conjugated to F , F,µ (on the
manifold φ0 of the solutions of Maxwell’s equations F̄ = εF see (3)). The general
form of P̃ -vector Lagrange function

Lµ = Lµ(F, F,ν , F̄ , F̄,ν), Lµ : R60 → R1 (13)

up to a total 4-divergence terms is the following:

Lµ = a1FµνQ
ν + a2FµνR̄

ν + a3εFµνR
ν + a4εFµνQ̄

ν + a5F̄µνQ̄
ν +

+ a6F̄µνR
ν + a7εF̄µνR̄

ν + a8εF̄µνQ
ν + (q1Fµν + q2εF̄µν)jν .

(14)

Here we are using also notations

Q̄µ ≡ F̄µν,ν , R̄µ ≡ F̄µν,ν , εF̄µν ≡ 1
2
εµνρσF̄ρσ. (15)

Theorem 2. The EL equations for P̃ -vector L = (Lµ) are equivalent to the Maxwell
equations if and only if the following conditions on the coefficients in (14) are
fulfilled

a8 − a2 = a = −b′ = −q1 ≡ −q = 0, a6 − a4 = a′ = −b = 0,
a1 − a3 − a6 − a8 = a2 + a4 + a5 − a7 = 0.

(16)

Proof. The calculation of Lagrange derivatives δLµ/δFρσ and δLµ/δF̄ρσ from Lµ (14)
leads to the result that the EL equations for the Lagrange vector (14) may coincide
only with the equations (11), (12), and only in the following form

δLµ/δFρσ = Tµρσ = 0, δLµ/δF̄ρσ = T ′µρσ = 0, (17)

and it is possible only if the conditions (16) are fulfilled.
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The four component of the Lagrange vector (14) generate four actions

Wµ(F, F̄ ) =
∫
d3xLµ (F (x), F̄ (x), ∂vF (x), ∂vF̄ (x)

)
, (18)

where F , F̄ belong to the set Φ of twice differentiable functions, and Φµ0 defines the
set of extremals of the action (18) with a fixed µ.

Theorem 3. The intersection Φ0 = ∩µΦµ0 of the sets Φµ0 of extremals of four actions
(18) given by the Lagrange function Lµ (14) whose coefficients obey the equations
(16), coincides with the set of solutions of Maxwell’s equations (1).

Proof. The validity of this theorem follows from the derivation of the evident form of
EL equations for (14), i.e. from (17) and the theorem I about the equivalence of the
sytems of equations (11), (12) and the Maxwell equations (2), i.e. (1).

The P̃ -vector Lagrangian (14), proposed here, has several advantages in compa-
rison with the P̃ -pseudovector Lagrangian from [3], which in our notation has the
form

Lµ = Lµ(F, F,ν) = FµνRν − εFµν(Qν − jν). (19)

Firstly, Lagrangian (19) leads only to the pseudotensor system of equations (12),
i.e. it unreasonably separates the pseudo-tensor system of equations (12) in compari-
son with the tensor system of equations (11). That is a direct consequence of a
pseudovector character of Lagrangian (19). Let us note, that without appealing to
the additional Lagrange variable F̄ it is impossible to construct a P̃ -vector Lagrange
function: the demand of function Lµ(F, F,ν) being a P̃ -vector leads to the expression

Lµ = Lµ(F, F,ν) = FµνQν + εFµνRν , (20)

for which the EL equations are the identities.
Secondly, as it is seen from the terms with the current in (19) the interaction

Lagrangian in [3] also is a P̃ -pseudovector one:

LI = εFµνjν , LI0 = �j · �H, LIi = (�j × �E − ρ �H)i. (21)

A physically unsatisfactority of such an interaction is evident already from the fact,
that density of electric charge in (21) is connected not with the electric field strengths
but with the magnetic field strength �H.
Finally, thirdly, during the derivation of conserved quantities the Lagrange function

(19) put into correspondence for P̃ -tensor generator of the Poincaré group a pseudo-
tensor conserved currents. This shortcoming together with the above mentioned ones,
is overcome using the P̃ -vector Lagrange function (14).
Derivation of conservation quantities in the framework of L-approach formulating

here inquires a generalization of Noether theorem for the case of vector Lagrangians.

Theorem 4. Let

q̂ : F (x) → F ′(x) = ĝF (x) (22)
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be the arbitrary transformation of invariance of equations (2) with j = 0. Then the
tensor of current θµν , constructed on the basis of Lµ (14) (of course with j = 0)
according to the formula

q̂ → θµν
df=

1
2

(
∂Lν
∂F ρσ,µ

F ′ρσ +
∂Lν
∂F̄ ρσ,µ

F̄ ′ρσ
)
,

F ′ ≡ q̂F, F̄ ′ ≡ q̂F = εq̂F.

(23)

is symmetric and its divergence vanishes for any solution of the equation (2) with

∂µθ
µ
ν = 0. (24)

Proof. Derivation of currents (23) for Lµ (14) with j = 0 leads to the result

q̂ → θµν = A

(
FµαF ′αν + F ′µαFαν +

1
2
δµνF

αβF ′αβ

)
,

A = a1 − a2 + a7 − a8 = a3 + a4 + a5 + a6.

(25)

Symmetry of the tensor (25) is evident and the equation (24) is a consequency of
the Maxwell equations (2) with j = 0.
Note that in the vector L-approach the four conservation quantities correspond

(according to the Noether theorem) to one generator of invariance transformation.
Let us give the analysis of conserved quantities which are the consequences of

(25). We receive, taking A = 1, that generators of 4-translations ∂ρ according to the
formula (25) give the trivial current

∂ρ → θµν(q̂ = ∂ρ) = (∂ρ)µν ≡ ∂ρT
µν , (26)

where Tµν is standard energy-moment tensor for the field

Tµν = FµαFαν +
1
4
δµνF

αβFαβ , T 0
µ = Pµ, (27)

P0 ≡ 1
2
( �E2 + �H2), P ≡ ( �E × �H)j . (28)

For the analysis of integral conserved quantities

θ̄µ =
∫
d3xθ0µ(x) = const, θ0µ(x) = θ0µ(q̂) ≡ (q̂0µ) (29)

it is sufficient to represent the densities θ0µ, ommiting the terms with spacelike
derviatives, which do not contribute to the integral θ̄µ (29). We obtain from the
formula (25) for the densities θ0µ, corresponding to the rest of the generators of
conformal algebra C(1, 3) (the definition of algebra C(1, 3) see, for example in [5])
the following expressions:

ĵρσ → J0µ
ρδ = δµρPσ − δµσPρ, d→ D0µ = Pµ, (30)

K̂ρ → K0µ
ρ = 2(δµρD + JρσGδµ), (31)

where

D ≡ xµPµ, Jρσ ≡ xρPσ − xσPρ. (32)
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As one can see, C(1, 3)-generators q̂ = (∂̂, ĵ, d̂, k̂) lead here to the conserved
quantities, which are expressed in terms of well-known series of main conservation
quantities for the electromagnetic field F = ( �E, �H), found by Bessel-Hagen [6] on
the basis of L-approach for vector field A = (Aµ) of potentials, namely:

Pρ =
∫
d3xPρ(x), Jρσ =

∫
d3x(xρPσ(x) − xσPρ(x)),

D =
∫
d3xD(x), Kρ =

∫
d3x(2xρD(x) − x2Pρ(x)).

(33)

It is interesting to note, that according to the formula (25) the duality transfor-
mation ε gives identically zero. Nontrivial conservation laws are given here by the
generators of the algebra A32 ⊃ C(1, 3) of invariance of free Maxwell’s equations (1)
found in [1], which has the form of composition q̂′ = εq̂ of C(1, 3) generators q̂ and the
generator ε. Integral conserved quantities, which are found on the basis of formulae
(23) or (25) and (29) for εC(1, 3)-generators q̂′ = (ε∂̂, εĵ, εd̂, εK̂) are expressed in
terms of series

Zµρ =
∫
d3xZµρ (x), Zµρσ =

∫
d3x(xρZµσ − xσZ

µ
ρ ),

Zµ =
∫
d3xxνZµν (x), Zµρ =

∫
d3x(2xρxσZµσ − x2Zµρ ),

(34)

of conserved quantities having polarization nature, of Lipkin [7] and others [8–10]
(in [7–10] the conservation laws (34) were found without using the L-approach and
Noether theorem). In (34) the densities Z of conserved quantities are expressed in
the terms of Lipkin’s Zilch tensor

Zµρ ≡ Z0|µ
ρ , Zν|µρ = F ναεF ,µαρ − εF ναF ,µαρ. (35)
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Условная инвариантность и точные
решения нелинейного уравнения акустики
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

The notion of the conventional invariance of differential equation is introduced. Some
exact families of solutions of the nonlinear equation of acoustics are constructed.

В работах [1, 2] предложен следующий подход к решению нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных (ДУЧП). Предположим, что неко-
торое ДУЧП не обладает нетривиальной группой инвариантности. Для построения
решений уравнения присоединяем к нему такое дополнительное ДУЧП, чтобы по-
лученная (переопределенная) система обладала широкими симметрийными свой-
ствами, если это удастся сделать, то далее, воспользовавшись симметрийными
свойствами системы, строим решения переопределенной системы ДУЧП.
В основе нелинейной акустики лежит уравнение (см., например, [3, 4])

L(u) = u00 − c(x, u, u
1
)∆u = 0, u00 =

∂2u

∂x2
0

, x0 ≡ t, u ≡ u(x), (1)

x = (x0, x1, x2, x3), u
1
, u

2
— совокупность всех производных 1-го и 2-го порядка,

∆ — оператор Лапласа, c(x, u, u
1
) — произвольная гладкая функция.

Олвер и Розенау [4] построили семейства точных решений одномерного урав-
нения акустики вида

L(u) = u00 − uu11 = 0, ∆u ≡ u11 =
∂2u

∂x2
1

, c(x, u, u
1
) = u. (2)

Реализуем приведенный алгоритм для одномерного уравнения (2) и построим
в явном виде классы точных решений уравнения (2). Решения, полученные в [4],
входят в эти классы. Кроме того, многие наши результаты обобщаются на много-
мерные уравнения.

Определение. Пусть оператор первого порядка

Q = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u, ∂µ =
∂

∂xµ
, ∂u =

∂

∂u
, µ = 0, 1, . . . , n (3)

не принадлежит алгебре инвариантности уравнения (1). Будем говорить, что
уравнение (1) условно инвариантно относительно оператора Q, если его соо-
тветствующее продолжение Q̃ удовлетворяет условию

Q̃L(u, u
1
, u
2
) = λ0L(u, u

1
, u
2
) + λ1L1(u, u

1
, u
2
), (4)

L1(u, u
1
, u
2
) = 0, (5)

Q̃L1 = λ2L+ λ3L1, (6)

Доклады АН УССР, Сер. А, 1988, № 10, C. 27–31.
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λ0, λ1, λ2, λ3 — некоторые функции от u, u
1
, u

2
.

Соотношение (5) представляет собой дополнительное условие к исходному урав-
нению (1), при котором уравнение (1) инвариантно относительно оператора Q.
Формула (6) выражает тот факт, что дополнительное уравнение (5) инвариантно
относительно оператора Q. Очевидно, что определение условий инвариантности
содержательное только в том случае, когда уравнения (1), (5) совместны. До-
полнительное условие (5) выделяет из всего множества решений уравнения (1)
некоторое подмножество, которое имеет более широкую симметрию, чем все мно-
жество решений.
В общем случае построить в явном виде оператор Q и уравнение (5) трудно. Эта

задача существенно упрощается, если в качестве условия (5) выбрать уравнение

Qu = 0. (7)

В этом случае (4) имеет вид

Q̃L = λ0L+ λ1(Qu). (8)

Формула (8) дает конструктивный алгоритм для нахождения явного вида операто-
ра Q.
С помощью алгоритма С. Ли можно показать, что уравнение (1) не инвариантно

относительно преобразований Галилея. Выделим из множества решений уравнения
(1) подмножество, которое инвариантно относительно преобразований Галилея.

Теорема 1. Уравнение (1) условно инвариантно относительно операторов Га-
лилея

Ga = x0∂a +mxa∂u, m = const, (9)

если

c(x, u, u
1
) = F (�v, �∇v2) +

�x 2

nx2
0

, n = 3, (10)

где F — произвольная гладкая функция, вектор �v задается выражениями

v1 = x0, v2 = u− m�x 2

2x0
, v3 = u0 +

(�∇u)2
2m

. (11)

Дополнительное условие (7) имеет вид

Gau = 0. (12)

Доказательство теоремы (1) опускаем, поскольку оно сводится к применению
хорошо известного (см., например, [5]) метода С. Ли к системе (1), (12).
Из уравнения (12) получаем анзац

u = ϕ(x0) +
m

2
�x 2

x0
, (13)

который редуцирует уравнение (1), (10) к обыкновенному дифференциальному
уравнению

x0ϕ̈(x0) = nmF (x0, ϕ, ϕ̇).
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Остановимся теперь подробно на одномерном уравнении (2). Оператор Q ищем
в виде

Q = A(x)∂0 +B(x)∂1 + (a(x)u+ b(x))∂u, (14)

x = (x0, x1), A, B, a, b — гладкие функции x.

Теорема 2. Уравнение (2) условно инвариантно относительно оператора (14),
если функции A, B, a, b удовлетворяют следующей системе уравнений.

Случай 1. A = 0, B = 0.

a = 2
(
B1 −A0 +

B

A
A1

)
, b = 2

B

A
B0,

a00 + 2
a

A
a0 −

[ a
A
A00 + 2

( a
A

)
1
B0

]
= b11 −

[
b

A
A11 + 2

(
b

A

)
1

A1

]
,

a11 =
a

A
A11 + 2

( a
A

)
1
A1, b00 = −2

b

A
a0 +

[
b

A
A00 + 2

(
b

A

)
1

B0

]
,

B11 − 2a1 −
[
B

A
A11 + 2

(
B

A

)
1

A1

]
+ 2

a

A
A1 = 0,

B00 + 2
B

A
a0 −

[
B

A
A00 + 2

(
B

A

)
1

B0

]
+ 2

a

A
B0 = 0.

(15)

Индексы внизу означают соответствующую производную.
Случай 2. A = 0, B = 0. Не умаляя общности, можно положить B = 1.

a0 = 0, a11 + 3aa1 + a3 = 0, b00 − bb1 − ab2 = 0,
b11 + ab1 + (3a1 + 2a2)b = 0.

(16)

Случай 3. A = 1, B = 0.

a1 = 0, a00 + aa0 − a3 = b11, b(b0 + ab) = 0, b00 + a0b− a2b = 0. (17)

Доказательство теоремы основано на использовании формулы (8), ввиду гро-
моздкости его не приводим.
Для построения явного вида операторов Q необходимо решить системы уравне-

ний (15)–(17). В общем случае это не удается сделать, поскольку они представляют
собой нелинейную систему ДУЧП. Однако семейства частных решений системы
(15)–(17) удалось построить. Явный вид этих решений и соответствующие им ан-
зацы, которые редуцируют уравнение (2) к обыкновенному дифференциальному
уравнению, приведены в таблице, где приняты следующие обозначения: ai, bi —
произвольные постоянные, i = 1, 10; W (x0) — функция Вейерштрасa, т.е. решения
уравнения

Ẅ = W 2, W = W (x0), (18)
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f(x0) — решение уравнения Ламе

f̈ = Wf, (19)

F (x0) — решение уравнения

F̈ = F 2

{∫
F−2(x0)dx0 + b9

}
, (20)

ϕ — неизвестная функция, подлежащая определению,

ω =
1
4
a4x

2
0 + a5x0 − x1.

Проинтегрировав редуцированные уравнения (см. колонку 4 таблицы) и подста-
вив эти решения в соответствующие анзацы, получаем следующие классы точных
решений нелинейного уравнения акустики (2):

u = P1(x0)Q1(x1), u = x−2
0

{
3x2

1 +Q1(x1)
}

+ x3
0R1(x1),

u =
1
2
W (x0)x2

1 + f−1(x0)x1 + f2(x0),

u = ϕ(ω) + a4x0(a4x0 + 2a5),

u =
{
P2(x1) +Q2(x1)

∫
F−2(x0)dx0

}
F (x0),

(21)

где Pk(x), Qk(x), Rk(x) — произвольные многочлены степени k (k = 1, 2), fk(x0)
— решения уравнения Ламе (19), ϕ(ω) и ω приведены в строке 3 таблицы.
В том частном случае, когда a4 = 2, a5 = 0, оператор Q3 (см. строку 3 таблицы)

совпадает с оператором работы [4].
Все результаты, полученные выше для одномерного уравнения (2), обобщаются

на многомерное нелинейное уравнение акустики.

1. Фущич В.И., О симметрии и точных решениях многомерных нелинейных волновых уравнений,
Укр. мат. журн., 1987, 39, № 1, 116–123.
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нелинейных уравнений математической физики, Киев, Ин-т математики АН УССР, 1987, 4–6.

3. Ames W.F., Nonlinear partial differential equations in engineering, New York, Academic Press,
1965, 495 p.

4. Olver P.J., Rosenau P., The construction of special solutions to partial differential equations, Physics
Letters A, 1986, 114, № 3, 107–112.

5. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., Наука, 1987, 400 с.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2001, Vol. 3, 342–345.

Об условной инвариантности нелинейных
уравнений Даламбера, Лиувилля,
Борна–Инфельда, Монжа–Ампера
относительно конформной алгебры
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

Показано, что уравнения Даламбера, Лиувилля, Борна–Инфельда, Монжа–Ампера
условно инвариантны относительно конформной алгебры. Приведены некоторые
конформно-инвариантные решения этих уравнений.

Раcсмотрим нелинейное уравнения Даламбера

�u+ λ1u
k = 0, (1)

Лиувилля

�u+ λ2 expu = 0, (2)

Борна–Инфельда

(1 − uνu
ν)�u+ uµνuνuµ = 0, (3)

Монжа–Ампера

|uµν | = 0, (4)

где u ≡ u(x) ∈ R1, x = (x0, �x) ∈ Rn+1, uµ = ∂u/∂xµ, uµ = gµνuν , uµν =
∂2u/∂xµ∂xν , gµν — метрический тензор пространства Rn+1 с сигнатурой (+,−,
. . . ,−), |uµν | — определитель, составленный из вторых производных функции u;
µ, ν = 0, n, по повторяющимся индексам предполагается суммирование, λ1, λ2,
k — постоянные.
Рассмотрим также конформную алгебру C(1, n+ 1), базисные операторы кото-

рой имеют вид

Pa = gAB∂B ≡ gAB
∂

∂xB
, JAB = xAPB − xBPA, D = xAPA,

KA = 2xAD − xBx
BPa, A,B = 0, n+ 1,

(5)

и ее подалгебру

Pµ = gµν∂ν , Jµν = xµPν − xνPµ, D = xAPA,

Kµ = 2xµD − xBx
BPµ, µ, ν = 0, n,

(6)

где gAB — метрический тензор пространства R1+n+1 с сигнатурой (+,−, . . . ,−).

Симметрийный анализ и решения уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1988, C. 98–102.
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Известно (см. [1–3]), что только при k = n+3
n−1 (n = 1) уравнение (1) инвариан-

тно относительно конформной алгебры, а уравнения (2)–(4) конформно неинвари-
антны.
В настоящей работе показано, что уравнения (1)–(4) условно инвариантны (по-

нятие условной инвариантноти см. [4]) относительно конформной алгебры (5) или
(6). Получены некоторые конформно-инвариантные решения этих уравнений.

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно конформной алгебры (6)
при условии:

uνu
ν = λ2

3u
k+1,

λ2
3 = 2λ1[n(k − 1) − k − 1]−1, k = 1,

n+ 3
n− 1

,
(7)

причем в формулах (6) xn+1 = 2u(1−k)/2/λ3(1 − k).

Доказательство. Нам необходимо доказать, что

X
2

(�u+ λ1u
k) = τ1(�u+ λ1u

k) + τ2(uνuν − λ2
3u
k+1),

X
1

(uνuν − λ2
3u
k+1) = τ3(uνuν − λ2

3u
k+1),

(8)

где τ1, τ2, τ3 — некоторые функции, X — инфинитизимальный оператор алге-
бры (6). X

1
и X

2
— первое и второе продолжения оператора X.

Согласно определению (см. [5]) инфинитизимальный оператор алгебры (6) име-
ет вид

X = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u, (9)

где

ξµ(x, u) = 2xµbνxν − bµ

(
xνx

ν − 4u1−k

λ2
3(1 − k)2

)
+ c00xµ + cµνx

ν + dµ,

η(x, u) = 2(2bνxν + c00)u/(1 − k),
(10)

bµ, c00, cµν = −cνµ, dµ — параметры, xµ = gµνxν , µ, ν = 0, n.
Первое и второе продолжения оператора X строятся по следующим формулам:

X
1

= X + ζµ
∂

∂uµ
, (11)

где

ζµ =
4u−k

λ2
3(k − 1)

(bνuνuµ − λ2
3b
µuk+1) + 2

k + 1
k − 1

(2bνxν + c00uµ) −

− (2bµxν − 2bνxµ + cµν)uν ;

X
2

= X
1

+ σµν
∂

∂uµν
, (12)
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где

σµν = 2
1 + k

1 − k
(bµuν + bνuµ) +

2k
1 − k

(2bνxν + c00)uµν +
4u−kbα
λ2

3(k − 1)
×

× (uµuνα + uνuµα) +
2u−k−1

λ2
3(k − 1)

bαuα[2uµν − 2kuµuν + (k − 1)λ2
3u
k+1gµν ] −

− (2bαxν − 2bνxα + cαν)uµα − (2bαxµ − 2bµxα + cαµ)uνα.

Искользуя формулы (9)–(12), убеждаемся в выполнении условий (8). Теорема
доказана.

Теорема 2. Уравнение Лиувилля (2) инвариантно относительно конформной
алгебры (6) при условии

uνu
ν =

2λ2

n− 1
expu (n = 1), (13)

причем в формулах (6) xn+1 =
√

2(n−1)
λ2 expu .

Теорема 3. Уравнение �u = F (u) инвариантно относительно конформной алге-
бры (6) при условии uνuν = G(u), причем F (u) = n/ΦΦ′−Φ′′/(Φ′)3, G(u) = (Φ′)−2

в формулах (6) xn+1 = Φ, Φ = Φ(u) — произвольная дифференцируемая фун-
кция.
Замечание 1. Система уравнений

�u = n/Φ(u)Φ′(u) − Φ′′(u)/[Φ′(u)]3,
uνu

ν = [Φ′(u)]−2,

заменой w = Φ(u) приводится к виду

�w = n/w,

wνw
ν = 1.

(14)

Конформная вариантность системы уравнений (14) установлена в работе [6].

Теорема 4. Уравнения Борна–Инфельда (3) и Монжа–Ампера (4) инвариантны
относительно конформной алгебры (5) при условии

uνu
ν = 1, (15)

причем в формулах (5) xn+1 = u.
Теоремы 2–4 доказываются аналогично теореме 1.

Замечание 2. Уравнения Борна–Инфельда (3) и Монжа–Ампера (4) являются
дифференциальными следствиями уравнения эйконала (15). Для уравнения (4)
этот факт доказан в [6], а для уравнения (3) следует из формулы

(1 − uνu
ν)�u+ uµuνuµν =

(
�u− 1

2
uµ∂µ

)
(1 − uνu

ν).

В силу замечания 2 такими решениями для уравнений (3) и (4) будут кон-
формно инвариантные решения уравнения эйконала (15). Например, используя
инварианты конформной алгебры (5), получаем следующий анзац

xn+1 =
√
xνxν − βνxνϕ(ω). (16)
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Из (16) получается точное решение системы ДУЧП (14) вида

xn+1 ≡ w =
√
xνxν + γνxν , γνγ

ν = 0.
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Умовна iнварiантнiсть та нелiнiйнi рiвняння
теплопровiдностi
В.I. ФУЩИЧ, М.I. СЄРОВ, В.I. ЧОПИК

А соncept on the conditional invariance is introduced. It is proved that nonlinear heat
conduction equation does not contradict the Galilean relativity principle, provided that
its solutions satisfy the Hamilton–Jacobi equation.

Прийнято вважати, що нелiнiйнi процеси тепломасопереносу описуються рiв-
нянням

u0 +
∂

∂xa

{
c(u)

∂u

∂xa

}
= 0, u ≡ u(x0, x1, x2, x3),

u0 ≡ ∂

∂x0
, x0 ≡ t, c(u) = const, a = 1, 2, 3,

(1)

В [1] звернено увагу на те, що серед множини нелiнiйних рiвнянь (1) не iснує
нi одного рiвняння, для якого виконувався б принцип вiдносностi Галiлея, тобто
рiвняння (1) не iнварiантне вiдносно операторiв Галiлея

Ga = x0
∂

∂xa
+ xau

∂

∂u
, a = 1, 2, 3. (2)

Лiнiйне рiвняння (1) (випадок c(u) = const) iнварiантне вiдносно операторiв (2),
якi породжують перетворення Галiлея

x′a = xa + vat, (3)

va — швидкiсть iнерцiйної системи вiдлiку K ′, що рухається вiдносно системи K
зi швидкiстю va.
Iз сказаного випливає [2], що або рiвняння (1) непридатне для описування

нелiнiйних процесiв теплопровiдностi i його необхiдно замiнити iншим, або з мно-
жини розв’язкiв (1) потрiбно видiлити таку пiдмножину, яка була б iнварiантною
вiдносно перетворень Галiлея.
Нижче реалiзуємо другу можливiсть, тобто покажемо, що якщо до рiвняння (1)

дописати певну додаткову умову, то (1) разом з додатковим рiвнянням, iнварiантне
вiдносно операторiв типу (2).
Розглянемо диференцiйне рiвняння в частинних похiдних (ДРЧП)

L(x, u, u
1
, u
2
, . . . , u

n
) = 0, x ∈ R(n+ 1),

u
1
≡
(
∂u

∂x0
,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
, u

2
≡
(

∂2u

∂x0∂x0
,

∂2u

∂x0∂x1
, . . . ,

∂2u

∂xn∂xn

)
, . . .

(4)

Означення 1 (С. Лi). Рiвняння (4) iнварiантне вiдносно операторiв

X = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
, µ = 0, 1, . . . , n, (5)

Доповiдi АН УРСР, Сер. А, 1988, № 9, C. 17–20.
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якщо

X̃L
∣∣∣
L=0

= 0, або X̃L = λ(x, u, u
1
, . . . , u

n
)L,

де X̃ — вiдповiдне продовження оператора X, λ — довiльна неперервно-дифе-
ренцiйовна функцiя.
Нехай деякий оператор Q не належить алгебрi iнварiантностi рiвняння (4) i

його продовження задається формулою

Q̃L = λ0L+ λ1L, (6)

Q̃L1 = λ2L+ λ3L1, (7)

L1 ≡ L1(x, u, u
1
, . . . , u

n
) = 0, (8)

λ0, λ1, λ2, λ3 — довiльнi неперервно-диференцiйовнi функцiї.

Означення 2. Будемо казати, що рiвняння (4) умовно iнварiантне, якщо воно
разом з рiвнянням (8) iнварiантне вiдносно оператора Q, тобто виконуються
умови (6), (7).
Додаткова умова (рiвняння) видiляє iз всiєї множини розв’язкiв такi пiдмножи-

ни, якi мають бiльш широку симетрiю, нiж вся множина розв’язкiв рiвняння (4).

Означення 3 [3]. Рiвняння (4) назвемо Q-iнварiантним, якщо

Q̃L = λ0L+ λ1(Qu). (9)

Зрозумiло, що (9) це бiльш сильна умова, нiж (7). В [3] умова (9) використана
для побудови точних розв’язкiв деяких нелiнiйних хвильових рiвнянь.

Теорема 1. Рiвняння (1) умовно iнварiантне вiдносно операторiв

Ga = x0
∂

∂xa
+M(u)xa

∂

∂u
, (10)

якщо (8) має вигляд

u0 +
1
2
M−1(u)

∂u

∂xa

∂u

∂xa
= 0, (11)

M(u) =
1
2
uc−1(u). (12)

Для доведення теореми необхiдно побудувати друге продовження оператора
(10) i використати формулу (7). Звiдси одержимо, що рiвняння (1) буде умовно
iнварiантним, якщо рiвняння (8) має вигляд (11), (12).
Для завершення доведення залишилося перевiрити, що рiвняння (11) iнварiан-

тне вiдносно операторiв Ga, тобто

G̃a

{
u0 +

1
2
M−1(u)(�∇u)2

}
= 0. (13)

У справедливостi (13) легко пересвiдчитись нескладними пiдрахунками. Таким
чином теорему доведено.



348 В.I. Фущич, М.I. Сєров, В.I. Чопик

Теорема 2. Рiвняння (1) Q-iнварiантне, якщо

c(u) =
1
2
m−1ur, M(u) = 2mr−n−2u1−r, (14)

де n — число просторових змiнних (1), m = 0, r = −2n−1 — довiльнi постiйнi.
Наслiдок 1. Принцип вiдносностi Галiлея виконується для такої перевизначної
системи:

u0 +
∂

∂xa

{
c(u)

∂u

∂xa

}
= 0,

u0 +
1
2
M−1(u)

∂u

∂xa

∂u

∂xa
= 0,

(15)

де M(u) визначається за формулою (12).
Зауваження 1. Система (15) замiною

W = 2m
∫
c(u)
u
du (16)

зводиться до системи рiвнянь Лапласа i Гамiльтона–Якобi

∆W = 0,

W0 +
(�∇W )2

2m
= 0.

(17)

Теорема 3. Максимальною (у розумiннi С. Лi) алгеброю iнварiантностi рiвня-
ння (17) є розширена алгебра Галiлея G1(1, n+ 1) з базисними операторами

P0 =
∂

∂x0
, Pa =

∂

∂xa
, Pn+1 =

∂

∂W
, Iab = xaPb − xbPa,

D1 = 2x0P0 + xaPa, D2 = 2WPn+1 + xaPa,

G1
a = xaPa +mxaPn+1, G2

a = WPa +mxaP0.

(18)

Всi наведенi теореми доводяться стандартним методом Лi.

Теорема 4. Рiвняння (1) умовно iнварiантне вiдносно операторiв

G2
a = u

∂

∂xa
+mxa

∂

∂x0
. (19)

Умова (8) має вигляд

u0 +
1

2m
∂u

∂xa

∂u

∂xa
= 0. (20)

Доведення. Побудуємо друге продовження операторiв (19) i подiємо ним на (1).
Одержимо

G̃2
a

{
u0 +

∂

∂xa

(
c(u)

∂u

∂xa

)}
= − ∂u

∂xa

{
u0 +

∂

∂xa

(
c(u)

∂u

∂xa

)}
−

− 2c′(u)
m

∂u

∂xa

{
u0 +

1
2m

∂u

∂xa

∂u

∂xa

}
− 2mc(u)

{
u0 +

1
2m

∂u

∂xa

∂u

∂xa

}
.

(21)
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Iз iнварiантностi рiвняння Гамiльтона–Якобi вiдносно G2
a i (21) випливає спра-

ведливiсть теореми.

Наслiдок 2. Оператори G2
a породжують такi скiнченнi перетворення:

x′0 =
m

2
τ2u+mτaτa + x0,

x′a = τau+ xa,

u′ = u, τ2 = τaτa, τa — груповий параметр.

(22)

Вiдзначимо, що перетворення (22) одержуються iз стандартних перетворень
Галiлея замiною u→ x0, x0 → u.

Теорема 5. Система рiвнянь

u0 +
∂

∂xa

{
c(u)

∂u

∂xa

}
= 0,

u0 +
1

2m
∂u

∂xa

∂u

∂xa
= 0,

при c(u) = {(2n + n)m}−1u iнварiантна вiдносно алгебри Лi з базовими опера-
торами:

P0 =
∂

∂x0
, Pa =

∂

∂xa
, Iab = xaPb − xbPa, D1 = 2x0P0 + xaPa,

D2 = 2u
∂

∂u
+ xaPa, G2

a = uPa +mxaP0, A = u2 ∂

∂u
+ uxaPa +

m

2
x2P0,

Ka = xax0P0 + xaxbPb +
(
x0u

m
− 1

2
x2

)
Pa + xau

∂

∂u
, a, b = 1, 2, . . . , n,

x2 =
n∑
i=1

x2
i .

Доведення теореми проводиться методом Лi.
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О симметрийных свойствах комплексно-
значных нелинейных волновых уравнений
В.И. ФУЩИЧ, И.А. ЕГОРЧЕНКО

1. В квантовой теории для описания заряженного скалярного поля [1] широ-
ко используется уравнение Даламбера для комплексной функции. В настоящей
работе исследованы симметрийные свойства нелинейного волнового уравнения

�u+ F (u, u∗, uα, u∗α) = 0,
�u∗ + F ∗(u, u∗, uα, u∗α) = 0

(1)

и его обобщения

L(u, u∗, uα, u∗α, uαβ , u
∗
αβ) = gµν(u, u∗, uα, u∗α)uµν +

+ g̃µν(u, u∗, uα, u∗α)u∗µν + b(u, u∗, uα, u∗α) = 0,
L∗(u, u∗, uα, u∗α, uαβ , u

∗
αβ) = 0.

(2)

Здесь u = u(x) — комплексная функция действительного переменного x = (x0, x1,
. . . , xn); звездочка означает комплексное сопряжение. Латинские индексы изменя-
ются от 1 до n, греческие — от 0 до n. По повторяющимся индексам подразуме-
вается суммирование, например, uµuµ = u2

0 − u2
1 − · · · − u2

n. Все рассматриваемые
функции будем считать дифференцируемыми необходимое число раз:

uα ≡ ∂u

∂xα
, uµν ≡ ∂2u

∂xµ∂xν
.

Далее будут описаны уравнения (1) и (2), инвариантные относительно есте-
ственных решений алгебры Пуанкаре AP (1, n) с базисными операторами вида

A = AP (1, n) :

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ, pµ ≡ igµν
∂

∂xν
,

gµν = diag (1,−1, . . . ,−1).

(3)

В качестве расширений будут рассмотрены алгебры с такими базисными опе-
раторами:

A1 = A⊕Q, (4)

где Q — оператор заряда,

Q = u∗pu − upu∗ , pu = −i ∂
∂u
, pu∗ = −i ∂

∂u∗
;

A2 = A+⊃ D и A3 = A1+⊃ D1, (5)

Доклады Академии наук СССР, 1988, 298, № 2, C. 347–351.
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где оператор дилатации имеет вид

D1 = xµp
µ − λ(upu + u∗pu∗) (6)

или

D2 = xµp
µ − λ(pu + pu∗); (7)

A4 = A2+⊃ {Kµ}, A5 = A1+⊂ Q, (8)

где Kµ — операторы, порождающие конформные преобразования:

Kµ = 2xµD1 − xνx
νpµ, (9)

λ — произвольный параметр.
Для описания уравнений (1), (2), инвариантных относительно алгебр A,A1,

. . . , A5, нам необходимо иметь явные выражения для инвариантов этих алгебр.
2. Инварианты алгебр A, A1, . . . , A5. Как хорошо известно [2, 3], дифферен-

циальные инварианты нулевого и первого порядка алгебры Ли есть функционально
независимые решения системы

1

XiΦ(u, u∗, uα, u∗α) = 0, (10)

где
1

Xi — первые продолжения по Ли базисных операторов соответствующей ал-
гебры. Для отыскания квазилинейных дифференциальных инвариантов второго
порядка необходимо найти все линейно независимые решения уравнения

2

XiW (u, u∗, uα, u∗α, uαβ , u
∗
αβ) = 0, (11)

W (u, u∗, uα, u∗α, uαβ , u
∗
αβ) = gµν(u, u∗, uα, u∗α)uµν +

+ g̃µν(u, u∗, uα, u∗α)u∗µν + b(u, u∗, uα, u∗α),
(12)

2

Xi — второе продолжение по Ли базисных операторов.
Воспользовавшись явным видом базисных операторов алгебр A,A1, . . . , A5, мо-

жно решить систему (10). Не вдаваясь в детали решения, приведем явный вид
инвариантов:

A : u, u∗, r1 = uαuα, r2 = uαu
∗
α, r3 = u∗αu

∗
α; (13)

A1 : u2 + u∗2, r1 + r3, r
2
2 − r1r3, Ω = r1u

∗2 − 2r2uu∗ + r3u
2; (14)

A2 = A+⊃ D1 :
u

u∗
,
r1
r2
,
r3
r2
,

rλ1
u2(λ−1)

;

A2 = A+⊃ D2 : u− u∗,
r1
r2
,
r3
r2
, expu · rλ/21 ;

(15)

A3 :
(r1 + r3)λ

(u2 + u∗2)λ−1
,
r22 − r1r3
(r1 + r3)2

,
Ω

(u2 + u∗2)(r1 + r3)
; (16)
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A4 (λ = 0) : u, u∗,
r1
r2
,
r3
r2

;

A4 (λ = 0) :
u

u∗
,

Ω
u4−2/λ

;
(17)

A5 (λ = 0) : u2 + u∗2,
r22 − r1r3
(r1 + r3)2

,
Ω

r1 + r3
;

A5 (λ = 0) : Ω(u2 + u∗2)1/λ−2.

(18)

Решая систему уравнений второго порядка (11), получаем базис квазилинейных
инвариантов второго порядка:

A : �u, R1 = uαuβuαβ , R2 = uαu
∗
βuαβ , R3 = u∗αu

∗
βuαβ ,

�u∗, R4 = uαuβu
∗
αβ , R5 = uαu

∗
βu
∗
αβ , R6 = u∗αu

∗
βu
∗
αβ ;

(19)

A1 : H1 = u�u+ u∗�u∗, H2 = i(u�u∗ − u∗�u),
H3 = B1(−R1 +R3 + 2R5) +B2(−R6 +R4 + 2R2),
H4 = i[B2(−R1 +R3 + 2R5) −B1(−R6 +R4 + 2R2)],
H5 = u(R1 +R3) + u∗(R4 +R6), H6 = i[u(R4 +R6) − u∗(R1 +R3)],
H7 = u(R3 −R5) + u∗(R4 −R2), H8 = i[u(R4 −R2) − u∗(R3 −R5)],

(20)

здесь B1 = u3 − 3u∗2u, B2 = B∗1 ;

A2 :
u�u

r1
,
u∗�u∗

r3
,
uRi
r22

, i = 1, . . . , 6;

A3 :
H1

r1 + r3
,

H2

r1 + r3
,

H3

(u2 + u∗2)(r1 + r3)2
,

H4

(u2 + u∗2)(r1 + r3)2
,

Hi

(r1 + r3)2
, i = 5, . . . , 8;

(21)

A4 (λ = 0) : Z1 =
1
r22

(r1�u+ (n− 1)R1), Z2 =
1
r22

(r1�u∗ + (n− 1)R2),

Z3 =
1
r22

(−r3�u+ 2r2�u∗ + (n− 1)R3), Z4 = Z∗3 , Z5 = Z∗2 , Z6 = Z∗1 ;

A4 (λ = 0) : Y1 = u2/λ−2

{
2u�u− 2λ+ n− 1

λ
r1

}
, Y2 = Y ∗1 ,

Y3 = (uu∗)2/λ−4u2{2(1 − λ)(r1u∗ − r2u)2 +

+ 2λu(u∗2R1 − 2uu∗R2 + u2R3) − r1Ω}, Y4 = Y ∗3 ;

A5 (λ = 0) :
r22

(r1 + r3)2
{B1(−Z1 + Z3 + 2Z5) +B2(−Z6 + Z4 + 2Z2)},

ir22
(r1 + r3)2

{B2(−Z1 + Z3 + 2Z5) −B1(−Z6 + Z4 + 2Z2)},

r22
(r1 + r3)2

{u(Z1 + Z3) + u∗(Z4 + Z6)},
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ir22
(r1 + r3)2

{u(Z4 + Z6) − u∗(Z1 + Z3)},

r22
(r1 + r3)2

{u(Z3 − Z5) + u∗(Z4 − Z2)},

ir22
(r1 + r3)2

{u(Z4 − Z2) − u∗(Z3 − Z5)};

A5 (λ = 0) :
u2 + u∗2

Ω

{
u�u+ u∗�u∗ − 2λ+ n− 1

2λ
(r1 + r3)

}
,

u2 + u∗2

Ω
{2λu(u∗2R1 − 2uu∗R2 + u2R3) +

+ 2u∗λ(u∗2R4 − 2uu∗R5 + u2R6 + 2(1 − λ)(r1u∗ − r2u)2 +

+ 2(1 − λ)(r3u− r2u
∗)2 − (r1 + r3)Ω},

u2 + u∗2

Ω
{(2λ− 1)(u∗�u− u�u∗)Ω −

− (2λ+ n− 1)(u∗(u∗2R1 − 2uu∗R2 + u2R3) −
− u(u∗2R4 − 2uu∗R5 + u2R6))};

ri, Ω — обозначения, использовавшиеся при записи инвариантов нулевого и пер-
вого порядка. Приведенные системы инвариантов являются полными при n ≥ 3.
3. Симметрия уравнений (1), (2). Полную информацию об инвариантности

уравнения (1) относительно алгебр дает следующая

Теорема 1. Система (1 ) инвариантна относительно алгебр

A, если F = ϕ(u, u∗, r1, r2, r3);
A1, если F = f(ω)u+ ig(ω)u∗

(здесь и далее f и g обозначены произвольные действительные функции, ϕ и
ϕ∗ — произвольные комплексные, ω — инварианты (13)–(18) соответствующих
алгебр);

A2 = A+⊃ D1, если F = u1−2/λϕ(ω);
A2 = A+⊃ D2, если F = expu · ϕ(ω);

A3, если F = (u2 + u∗2)−4/λ(uf(ω) + iu∗g(ω));

A4, если λ = 1−n
2 , F = u(n+3)/(n−1)ϕ(ω);

A5, если F = (u2 + u∗2)2/(n−1)(uf(ω) + iu∗g(ω)).

Для доказательства теоремы необходимо использовать лиевское условие инва-
риантности в виде

2

XiL
∣∣∣

L=0
L∗=0

= 0 (22)

и разрешить его относительно неизвестной функции F при заданных базисных
операторах алгебр A,A1, . . . , A5.
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Теорема 2. Уравнение

(uαuα − 1)(u∗αu
∗
α − 1) = (uαu∗α)2 (23)

является единственным уравнением первого порядка, инвариантным относи-
тельно алгебры Пуанкаре AP (1, n+2), группа Ли которой задана в пространс-
тве (x, u, u∗).

Уравнение (23) можно рассматривать как комплексный аналог уравнения Га-
мильтона (эйконала) uαuα − 1 = 0 [5].

Теорема 3. Единственной системой вида (2), инвариантной относительно ал-
гебры AP (1, n+ 2), является система

(r22 − (r3 − 1)(r1 − 1))�u+ (r3 − 1)R1 − 2r2R2 + (r1 − 1)R3 = 0,
(r22 − (r1 − 1)(r3 − 1))�u∗ + (r3 − 1)R4 − 2r2R5 + (r1 − 1)R6 = 0.

(24)

Система (24) представляет собой комплексное обобщение уравнения типа Эй-
лера–Лагранжа [4]:

�u(1 − uνuν) + uνuµuµν = 0.

Определение. Две системы уравнений

L1 = 0, L∗1 = 0, L2 = 0, L∗2 = 0,

где L1, L2 имеют вид (2), называются эквивалентными с точностью до реше-
ний уравнений первого порядка, или просто эквивалентными, если возможно
следующее представление:

L1 = fL2 + gL∗2, L∗1 = f∗L∗2 + g∗L2,

где ff∗ − gg∗ = 0; f , g зависит от u, u∗, uα, u∗α.

Теорема 4. Уравнения (2) инвариантны относительно алгебр A,A1, . . . , A5 то-
лько в том случае, если они эквивалентны следующей системе:

αi(ω)W i + α(ω), αi∗W ∗i + α∗(ω) = 0,

где ω — дифференциальные инварианты нулевого и первого порядка, W i —
инварианты второго порядка вида (12) соответствующих алгебр.

4. Примеры. Приведем пример системы, инвариантной относительно конформ-
ной группы C(1, 3) в четырехмерном пространстве (x0, x1, x2, x3):

�u = u3ϕ

(
u

u∗
,

Ω
u6

)
, �u∗ = u∗3ϕ

(
u

u∗
,

Ω
u6

)
,

Эта система является комплексным обобщением единственного конформно-
инвариантного уравнения �u+ λu3 = 0 для действительной функции.
Уравнение

�u− n− 1
2

{(R3 −R5)r1 + (R4 −R2)r2}(r1r3 − r22)
−1 =

= (u2 + u∗2)−1(f(r1u+ r2u
∗) + i(r2u− r1u

∗)g) = 0,
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где f , g — действительные функции от инвариантов нулевого и первого порядка,
инвариантные относительно алгебры AC(1, n) с нулевой конформной степенью.
Уравнения

u�u− n+ 1
2

r1 = Φ
(
u

u∗
,

Ω
u2

)
,

2u
Ω

(u∗2R1 − 2uu∗R2 + u2R3) = r1 + Φ
(
u

u∗
,

Ω
u2

)
инвариантны относительно AC(1, n) с конформной степенью 1; ri, Ω, Rj — обо-
значения, использовавшиеся при записи инвариантов первого и второго порядка.
К приведенным уравнениям, конечно, следует дописать комплексно-сопряженные.
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On the reduction and some new exact
solutions of the non-linear Dirac and
Dirac–Klein–Gordon equations
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

New ansätze tor spinor fields are suggested. Using these, we construct multiparameter
families of exact solutions of the non-linear many-dimensional Dirac and Dirac–Klein–
Gordon equations, some solutions including arbitrary functions.

In this letter we have constructed new families of exact solutions of the following
equations:

(γµpµ − λ(ψ̄ψ)k)ψ(x) = 0, µ = 0, 1, 2, 3, (1)[
γµp

µ − (λ1|u|k1 + λ2(ψ̄ψ)k2)
]
ψ(x) = 0,[

pµp
µ − (µ1|u|k1 + µ2(ψ̄ψ)k2)2

]
u(x) = 0,

(2)

where γµ are (4 × 4)-Dirac matrices, ψ = ψ(x) is a four-component spinor, u = u(x)
is a complex scalar function, p0 = i∂/∂x0, pa = −i∂/∂xa, a = 1, 3; λ, k, λi, µi and
ki are constants. Hereafter we use the summation convention.
Solutions obtained by us differ from those already known in the literature [1–8].

These solutions can be useful in the relativistic quantum field theory.
To construct exact solutions of equation (1) we use the following ansätze:

ψ(x) = [ig1(ω) + γ4g2(ω) − (if1(ω) + γ4f2(ω))γµpµω]χ, γ4 = γ0γ1γ2γ3, (3)

ψ(x) = [G1(ω1, ω2) + i(γµaµ + γµd
µ)G2(ω1, ω2) +

+ i(γµbµ)F1(ω1, ω2) + (γµaµ + γµd
µ)(γνbν)F2(ω1, ω2)]χ,

(4)

where ω = ω(x) are scalar functions satisfying conditions of the form

pµp
µω +A(ω) = 0, (pµω)(pµω) +B(ω) = 0, (5)

where fi, gi, Fi, Gi, A and B are arbitrary differentiable functions, ω1 = aµx
µ+dµxµ,

ω2 = bνx
ν and χ is an arbitrary constant spinor. Hereafter aµ, bµ, cµ and dµ are

arbitrary real parameters satisfying the following conditions:

−aµaµ = bµb
µ = cµc

µ = dµd
µ = −1,

aµb
µ = aµc

µ = aµd
µ = bµc

µ = bµd
µ = cµd

µ = 0.

Substitution of ansätze (3) and (4) into the initial equation (1) leads to the following
systems of differential equations for unknown functions fi, gi, Fi, Gi:

Bḟ1 +Af1 = λ̃[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]kg1,

ġ1 = −λ̃[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]kf1,
(6)

J. Phys. A: Math. Gen., 1988, 21, L5–L9.
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ġ2 = λ̃[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]kf2,

Bḟ2 +Af2 = −λ̃[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]kg2,

λ̃ = λ(χ̄χ)k, ḟi = dfi/dω, ġi = dgi/dω, i = 1, 2,

F 1
ω2

= −λ̃[(G1)2 − (F 1)2]kG2, G1
ω2

= −λ̃[(G1)2 − (F 1)2]kF 1,

G1
ω1

+ F 2
ω2

= −λ̃[(G1)2 − (F 1)2]kG2 −G2
ω2

+ F 1
ω1

= λ̃[(G1)2 − (F 1)2]kF 2.
(7)

Not going into details of the integration of systems (5) and (6) we shall write down
exact solutions of the non-linear Dirac equation (1) obtained through the substitution
of expressions for fi, gi into ansatz (3)
(i) k < 1

4

ψ(x) = ω−1/2k{∓(1 − 4k)1/2(−iC1 + γ4C2) + (C1 − iγ4C2) ×
× [(γb)(by) + (γc)(cy) + (γd)(dy)]ω−1}χ,

ω = [(by)2 + (cy)2 + (dy)2]1/2, Cj = const
(8)

and the condition holds

±(1 − 4k)1/2 − 2kλ̃[4k(C2
1 − C2

2 )]k = 0;

(ii) k > 1
4

ψ(x) = ω−1/2k{∓(4k − 1)1/2(−iC1 + γ4C2) + (C1 − iγ4C2) ×
× [(γa)(ay) − (γb)(by) − (γc)(cy)]ω−1}χ,

ω = [(ay)2 − (by)2 − (cy)2]1/2, Cj = const
(9)

and the condition holds

±(4k − 1)1/2 − 2kλ̃[4k(C2
1 − C2

2 )]k = 0;

(iii) k > 1
6

ψ(x) = ω−1/2k[∓(6k − 1)1/2(−iC1 + γ4C2) + (C1 − iγ4C2)(γy)ω−1]χ,

ω = (yy)1/2, Cj = const
(10)

and the condition holds

±(6k − 1)1/2 − 2kλ̃[6k(C2
1 − C2

2 )]k = 0;

(iv) k ∈ R

ψ(x) = {ig1(ω) + γ4g2(ω) + (f1(ω) − iγ4f2(ω))[γb+ (γa+ γd)Ḟ (ay + dy)]}χ,
f1 = C1 cosh[λ̃(C2

3 − C2
1 )kω + C2], f2 = C3 cosh[λ̃(C2

3 − C2
1 )kω + C4],

g1 = C1 sinh[λ̃(C2
3 − C2

1 )kω + C2], g2 = C3 sinh[λ̃(C2
3 − C2

1 )kω + C4],
ω = by + F (ay + dy), Cj = const,

(11)

where F is an arbitrary differentiable function;

ψ(x) = [ig1(ω) + γ4g2(ω) + (f1(ω) − iγ4f2(ω))(γa)]χ,

f1 = C1 sin[λ̃(C2
1 − C2

3 )kω + C2], f2 = C3 cos[λ̃(C2
1 − C2

3 )kω + C4],

g1 = C1 cos[λ̃(C2
1 − C2

3 )kω + C2], g2 = C3 sin[λ̃(C2
1 − C2

3 )kω + C4],
Cj = const, ω = ay;

(12)
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(v) k = 1/m, m = 2, 3

ψ(x) = (1 + θ2ω2)−(m+1)/2[iC1 + γ4C2 − θ(C1 + iγ4C2)] ×

×
{

[(γa)(ay) − (γb)(by) − (γc)(cy)], m = 2,
γy, m = 3,

ω =

{
[(ay)2 − (by)2 − (cy)2]1/2, m = 2,

(yy)1/2, m = 3

(13)

and the condition holds

(m+ 1)θ − λ̃(C2
1 − C2

2 )1/m = 0.

In the formulae (8)–(13) the following notations were used:

ay ≡ aµy
µ, γa ≡ γµa

µ, γy ≡ γµy
µ, µ = 0, 1, 2, 3,

yµ = xµ + θµ, θµ = const, λ̃ = λ(χ̄χ)k.
(14)

If g2 ≡ f2 ≡ 0, ω = xµx
µ then (3) coincides with the ansatz suggested by

Heisenberg in [1]. That is why exact solutions of the equation (1) obtained with the
help of the Heisenberg ansatz in [2–4] belong to classes (10) and (13).
It was Gürsey who showed that under k = 1

3 equation (1) is conformally inva-
riant [9]. This makes it possible to construct new families of exact solutions using the
solution generation technique (see [6]). As is shown in [6] the formula of generating
solutions by final transformations of the four-parameter special conformal group has
the form

ψ2(x) = σ−2(x)[1 − (γx)(γα)]ψ1(x′),
x′µ = (xµ − αµxx)σ−1(x),
σ(x) = 1 − 2αx+ (αα)(xx), αµ = const, µ = 0, 3.

(15)

Using (9)–(13) under k = 1
3 as ψ1(x) one can obtain multi-parameter families of

solutions of the non-linear Dirac equation (1) which are invariant under the conformal
group C(1, 3).
System (7) proved to be an integrable one. Substituting its general solution into the

ansatz (4) we obtain a multi-parameter family of exact solutions of the equation (1)
depending on four arbitrary functions

ψ(x) =
{
φ1 cosh(φbx) + φ2 sinh(φbx) + i(γa+ γd)[(bx/2φ)φ̇×

× (φ2 cosh(φbx) + φ1 sinh(φbx) + φ3 cosh(φbx) + φ4 sinh(φbx))] +

+ i(γb)(φ sinh(φbx) + φ2 cosh(φbx)) + (γa+ γd)(γb) ×

×
[(φ2φ̇

φ2
− φ1

φ
− φ2φ̇

2φ
bx
)

sinh(φbx) +
(φ2φ̇

φ2
− φ2

φ
−

− φ1φ̇

2φ
bx
)

cosh(φbx) + φ3 sinh(φbx) + φ4 cosh(φbx)
]}
χ,

φ̇ =
dφ

dω
, φ̇i =

dφi
dω

, i = 1, 2,

(16)
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where
γa ≡ γµa

µ, γb ≡ γµb
µ, bx ≡ bµx

µ,

φ(ω) = −λ(χ̄χ)k[(φ1(ω))2 − (φ3(ω))2]k,

φ1, . . . , φ4 are arbitrary differentiable functions of ω = aµx
µ + dµx

µ.
We note that it is not difficult to construct an explicit form of the energy-momen-

tum tensor

Tµν =
1
2
i(ψ̄γµψν − ψ̄νγµψ) + gµνL,

L =
1
2
i(ψ̄γµψµ − ψ̄µγµψ) − λ

k + 1
(ψ̄ψ)k+1

corresponding to obtained solutions. For the solutions (8)–(10) one has

Tµν
ω→+∞∼ θµνω

−(k+1)/k, θµν = const. (17)

If 0 < k < 1
4 (for (8)) or k >

1
6 (for (10)) then Tµν has a non-integrable singularity

in the point xµ = −θµ, in other points of the Minkowsky space R(1, 3) expression (17)
being integrable. In the case k > 1

4 (for (9)) Tµν has a singularity on the cone

ay = ±[(by)2 + (cy)2]1/2

while at other points it is integrable.
Ansätze (3), (4) proved to be very useful while constructing solutions of the

system (2). We shall write down some of the families of exact solutions obtained,
omitting intermediate calculations.
(i) k1 > 1, k1 >

1
4

ψ(x) = ω−1/2k2{∓(4k2 − 1)1/2(−iC1 + γ4C2) + (C1 − iγ4C2) ×
× [(γa)(ay) − (γb)(by) − (γc)(cy)]ω−1}χ,

u(x) = Eω−1/k1 , Ci = const, ω = [(ay)2 − (by)2 − (cy)2]1/2
(18)

and the following conditions hold:

(1 − k1)k−2
1 + {µ1|E|k1 + µ2(χ̄χ)k2 [(C2

1 − C2
2 )4k2]k2}2 = 0,

±(4k2 − 1)1/2 − 2k2{λ2|E|k1 + λ2(χ̄χ)k2 [4k2(C2
1 − C2

2 )]k2}2 = 0.

(ii) k1 = 2/(m− 1), k2 = 1/m, m = 2, 3

ψ(x)(1 + θ2ω2)−(m+1)/2χ[iC1 + γ4C2 − θ(C1 + iγ4C2)] ×

×
{

(γa)(ay) − (γb)(by) − (γc)(cy), m = 2,
γy, m = 3,

u(x) = E(1 + θ2ω2)(1−m)/2, ω =

{
[(ay)2 − (by)2 − (cy)2]1/2, m = 2,

(yy)1/2, m = 3,

(19)

where θ, Ci and E are constants satisfying conditions

θ2(m2 − 1) = [µ1|E|2/(m−1) + µ2(χ̄χ)1/m(C2
1 − C2

2 )1/m]2,

θ(m+ 1) = [λ1|E|2/(m−1) + λ2(χ̄χ)1/m(C2
1 − C2

2 )1/m].

In (18), (19) we have used notations of (14).
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Non-local ansätze for the Dirac equation

W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

Using non-local (non-Lie) symmetry of the linear Dirac equation we have constructed a
number of new ansätze reducing it to systems of ordinary differential equations.

It is well known (see e.g. [1]) that the Poincaré group P (1, 3) is a maximal local
(in Lie’s sense) invariance group of the linear Dirac equation

(iγµ∂µ +m)ψ(x) = 0, m = const, (1)

where ψ = ψ(x0,x) is a four-component spinor, ∂µ ≡ ∂/∂xµ, µ = 0, 3 and γµ are
imaginary 4 × 4 matrices satisfying the Clifford algebra

γµγν + γνγµ = 2gµνI ≡ 2I


1, µ = ν = 0,

−1, µ = ν = 1, 3,
0, µ = ν.

In [2, 3] ansätze reducing the Dirac equation to systems of ordinary differential
equations (ODE) were constructed, the subgroup structure of the group P (1, 3) in-
vestigated in detail by Patera et al [4, 5] being used.
As shown in [1, 6, 7] equation (1) possesses non-local (non-Lie) symmetry. So far

this additional non-local symmetry has not been used to construct ansatze reducing
the Dirac equation to systems of ODE. In the present paper we construct a number
of such ansätze following an approach suggested in [3, 8].
If one puts

Γµ = diag(−iγµ,−iγµ), ΨT = (Re ψ, Im ψ)T

then equation (1) becomes

(Γµ∂µ −m)Ψ(x) = 0. (2)

It is common knowledge that the complete set of first-order symmetry operators
of the Dirac equation (2) is not a Lie algebra. We have succeeded in picking out the
subset which forms the Lie algebra of the Poincaré group:

Pµ = [1 + ε(Γ4 + Γ5)]∂µ + εm(Γ4 + Γ5)Γµ, (3)

Jµν = −xµ∂ν + xν∂
µ − 1

4
(ΓµΓν − ΓνΓµ), (4)

where ε = const, ∂µ = gµν∂ν for µ, ν = 0, 3 and

Γ4 + Γ5 = 2
(

0 0
γ0γ1γ2γ3 0

)
.

J. Phys. A: Math. Gen., 1988, 21, L1117–L1121.
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It is important to note that operators (3) generate a non-local group ot transfor-
mations

Ψ′ = [1 − εm(Γ4 + Γ5)θµΓµ]Ψ + ε(Γ4 + Γ5)θµΨxµ
, x′µ = xµ + θµ, (5)

where θµ are group parameters.
According to [4, 8] there exists a correspondence between three-dimensional sub-

algebras of the algebra (3) and (4) and ansätze reducing the Dirac equation (2) to
ODE. Omitting very cumbersome intermediate calculations we write the final result
for the non-local ansätze for the spinor field.
1. 〈P0 + P3, P1, P2〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
Γ1x1 + Γ2x2 +

1
2
ηΓ03

)]
ϕ(ξ).

2. 〈P1, P2, P3〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2 + Γ3x3)]ϕ(x0).

3. 〈P0, P1, P2〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2 − Γ0x0)]ϕ(x3).

4. 〈J03, P1, P2〉

Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2)] exp
(
−1

2
Γ0Γ3 ln ξ

)
ϕ
(
x2

0 − x2
3

)
.

5. 〈J03, P0 + P3, P1〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
Γ1x1 +

1
2
ηΓ03

)]
exp
(
−1

2
Γ0Γ3 ln ξ

)
ϕ(x2).

6. 〈J03 + αP2, P0, P3〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ3x3 − Γ0x0)] ×

× exp
{[
εΓ45Γ2 + 1

2αΓ0Γ3(εΓ45 − 1)
]
x2

}
ϕ(x1).

7. 〈J03 + αP2, P0 + P3, P1〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
Γ1x1 +

1
2
ηΓ03

)]
exp
{
x2

[
mξ2Γ2(1 + 2εΓ45) −

− 1
2
ξΓ2Γ03 − 3αεmξΓ45 − εmξ2Γ2Γ45Γ0Γ3)

]}
ϕ(ξ).

8. 〈J12, P0, P3〉

Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ3x3 − Γ0x0)] exp
[
1
2
Γ1Γ2 tan−1 x1

x2

]
ϕ
(
x2

1 + x2
2

)
.

9. 〈J12 + αP0, P1, P2〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2)] ×

× exp
{[

1
2α

Γ1Γ2(1 − εΓ45) − εmΓ45Γ0

]
x0

}
ϕ(x3).
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10. 〈J12 + αP3, P1, P2〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2)] ×

× exp
{[
εmΓ45Γ3 +

1
2α

(1 − εΓ45)Γ1Γ2

]
x2

}
ϕ(x0).

11. 〈J12 + P0 + P3, P1, P2〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2)] ×

× exp
{

1
2
η

[
εmΓ45Γ03 +

1
2
(1 − εΓ45)Γ1Γ2

]}
ϕ(ξ).

12. 〈G1, P0 + P3, P2〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
Γ2x2 +

1
2
ηΓ03

)]
exp
[
−x2

2ξ
Γ03(Γ1 + εmx2Γ45)

]
ϕ(ξ).

13. 〈G1, P0 + P3, P1 + αP2〉

Ψ(x) = exp
{
εmΓ45

[
x1(Γ1 + αΓ2) +

1
2
ηΓ03

]}
×

× exp
{
αx1 − x2

αξ

[
1
2
Γ1Γ03 − εmξΓ45(Γ1 + αΓ2)

]}
ϕ(ξ).

14. 〈G1 + P2, P0 + P3, P1〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
x1Γ1 +

1
2
ηΓ03

)]
×

× exp
{
x2

[
εmΓ45(Γ2 − ξΓ1) +

1
2
(εΓ45 − 1)Γ03Γ1

]}
ϕ(ξ).

15. 〈G1 + P0, P0 + P3, P2〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
x2Γ2 +

1
2
ηΓ03

)]
×

× exp [mx1(Γ1 + ξΓ03 + 3εΓ1Γ45 − 4εξΓ45Γ03)]ϕ(ξ).

16. 〈G1 + P0, P0 + P3, P1〉

Ψ(x) = exp
[
εmΓ45

(
x1Γ1 +

1
2
ηΓ03

)]
×

× exp [mΓ2x2(3εΓ45 + εξΓ45Γ03Γ1 − 1)]ϕ(ξ).

17. 〈G1 + P0, P1 + αP2, P0 + P3〉

Ψ(x) = exp
{
εmΓ45

[
1
2
ηΓ03 +

x2

α
(Γ1 + αΓ2)

]}
×

× exp

{
m

α1 + 1
(1 − 2εΓ45)[(Γ2 − αΓ1) − αξΓ03 + ε(αΓ1 − Γ2)Γ45] ×

×
{
εΓ45

[
Γ0Γ3 +

1
α

Γ1Γ2 + Γ03Γ1 − 1
]
− 1
}

(αx1 − x2)

}
ϕ(ξ).
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18. 〈J03 + αJ12, P0, P3〉
Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ3x3 − Γ0x0)] ×

× exp
[

1
2α

(Γ0Γ3 + αΓ1Γ2) tan−1 x1

x2

]
ϕ
(
x2

1 + x2
2

)
.

19. 〈J03 + αJ12, P1, P2〉

Ψ(x) = exp [εmΓ45(Γ1x1 + Γ2x2)] exp
[
−1

2
(Γ0Γ3 + αΓ1Γ2) ln ξ

]
ϕ
(
x2

0 − x2
3

)
.

20. 〈G1, G2, P0 + P3〉

Ψ(x) = exp
(

1
2
εmηΓ45Γ03

)
×

× exp
{
−1

2
m

ξ
Γ03

[
ε
(
x2

1 + x2
2

)
Γ45 + Γ1x1 + Γ2x2

]}
ϕ(ξ).

21. 〈G1 + P2, G2 + αP1 + βP2, P0 + P3〉

Ψ(x) = exp
(

1
2
εmηΓ45Γ03

)
[f1 + εΓ45(g1Γ1 + g2Γ2 + g3Γ03) +

+ Γ03(h1Γ1 + h2Γ2) + εuΓ45Γ03Γ1Γ2]ϕ(ξ),

where

f1 = 1, g1 =
αm

τ
(ξx2 − x1), g2 =

m

τ
[ξx1 + (βξ − α)x2],

h1 =
1
2τ

[αx2 − (ξ + β)x1], h2 =
1
2τ

(x1 − ξx2), g3 = −m

2τ
(α+ 1)x1x2,

u = −m

2τ
(−x2

1 + αx2
2 + βx1x2), τ = ξ(ξ + β) − α.

22. 〈G1, G2 + P1 + βP2, P0 + P3〉

Ψ(x) = exp
(

1
2
εmηΓ45Γ03

)
exp
[
−x1

2ξ
Γ03(εmx1Γ45 + Γ1)

]
×

× exp
{

εmx2
2

2(ξ + β)
Γ45Γ03

}
exp

{
x2

(ξ + β)2

[
εΓ45

(
1
2ξ

Γ03Γ1 +

+m(Γ1 + βΓ2)

)
(ξ + β) +

1 − ξ

2ξ
(ξ + β − εβΓ45)Γ03Γ1

]}
ϕ(ξ).

23. 〈G1, G2 + P2, P0 + P3〉

Ψ(x) = exp
(

1
2
εmΓ45Γ03η

)
exp
[
−x1

2ξ
Γ03(εmx1Γ45 + Γ1)

]
×

× exp
{

εmx2
2

2(ξ + 1)
Γ45Γ03

}
×

× exp
{

x2

(ξ + 1)2

[
εm(ξ + 1)Γ45Γ2 +

1
2
(εΓ45 − ξ − 1)Γ03Γ2

]}
ϕ(ξ).
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24. 〈J03, G1, P2〉

Ψ(x) = exp(εmΓ45Γ2x2) exp
[
−x1

2ξ
Γ03Γ1

]
exp
(
−1

2
Γ0Γ3 ln ξ

)
ϕ
(
x2

0 − x2
1 − x2

3

)
.

25. 〈J03 + αP1 + βP2, G1, P0 + P3〉

Ψ(x) = exp
(

1
2
εmΓ45Γ03η

)
exp
[
−x1

2ξ
Γ03(εmx1Γ45 + Γ1)

]
×

× exp

{
mx2

ξ2
[−ξΓ2 + β(1 + Γ45)Γ03][ξΓ45(Γ0Γ3 − 1) − ξ +

+ Γ03Γ45(αΓ1 + βΓ2) + Γ03]

}
ϕ(ξ).

26. 〈J12 + P0 + P3, G1, G2〉

Ψ(x) = exp
{
− 1

2ξ
Γ03(Γ1x1 + Γ2x2)

}
×

× exp
{
x2

0 − x2

2ξ

[
εmΓ45Γ03 +

1
2
Γ1Γ2(εΓ45 − 1)

]}
ϕ(ξ).

27. 〈J03 + αJ12, G1, G2〉

Ψ(x) = exp
[

1
2ξ

(Γ1x1 + Γ2x2)Γ03

]
×

× exp
[
−1

2
(Γ0Γ3 + αΓ1Γ2) ln ξ

]
ϕ
(
x2

0 − x2
)
.

The following notations were used in the above ansätze:

Gk = J0k + Jk3, k = 1, 2, ξ = x3 + x0, η = x3 − x0,

Γ03 = Γ0 + Γ3, Γ45 = Γ4 + Γ5,

α and β are constants, ϕ(z) is a new unknown spinor and 〈Q1, Q2, Q3〉 is a subalgebra
of the algebra (3) and (4) having basis elements Q1, Q2, Q3.
Let us adduce an example of reduced ODE. If one substitutes ansatz 8 into (2)

then the equation for ϕ(z) becomes[
2z1/2Γ2

d

dz
+

1
2
z−1/2Γ2 −m+ 2εm(Γ4 + Γ5)

]
ϕ(z) = 0.

Note 1. If one puts ε = 0 in (3) then (3) and (4) generate the local Lie group P (1, 3).
That is why, on putting ε = 0 into the ansätze above, one obtains Poincaré-invariant
ansätze for the spinor field constructed in [3].

Note 2. The above non-local ansätze can be applied to the construction of exact
solutions of non-linear Lorentz-invariant spinor equations admitting the group (5).
One example of such equations is

{∂µ∂µ + λ[Ψ̄(Γ4 + Γ5)Γµ∂µΨ](Γ4 + Γ5)}Ψ = 0,

where λ is constant and Ψ̄ = ΨTΓ0Γ4. This problem will be considered in a future
publication.
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On some new exact solutions of nonlinear
d’Allembert and Hamilton equations
W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

Some new exact solutions of d’Allembert–Hamilton and d’Allembert equations are obtai-
ned. The necessary conditions of integrability of over-determined d’Allembert–Hamilton
system of nonlinear differential equations are established.

1. It was the Euler’s idea (1734–1740 y.) that problem of integrating partial di-
fferential equations (PDE) could be solved by reducing them to ordinary equations
(ODE). But one can not apply this idea to arbitrary PDE. Therefore it was suggested
by Fushchych [4, 5] to restrict oneself by PDE possessing wide symmetry groups.
This program was realized for some nonlinear wave equations by Fushchych and
Serov [7], Fushchych and Shtelen [8] and Fushchych and Zhdanov [9] (see also [1,
11, 12]). The vast list of references on this point can be found in Fushchych and
Nikitin [6].
When reducing PDE to ODE one has always to deal with the problem of investi-

gating compatibility of some systems of PDE. For example, nonlinear d’Allembert
equation

�u = F1(u), � = ∂2
x0

− ∂2
x1

− ∂2
x2

− ∂2
x3

(1)

with the aid of ansatz [4]

u = ϕ(ω), ω = ω(x0, x1, x2, x3), (2)

is reduced to the ODE having variable coefficients [7]

ωµω
µϕ̈+ �ωϕ̇ = F1(ϕ), (3)

where ωµ ≡ ∂ω
∂xµ
, µ = 0, 3, ϕ̇ ≡ dϕ

dω . Hereafter the summation over repeated indices
in Minkowsky space having the metric gµν = diag (1,−1,−1,−1) is supposed, i.e.
ωµω

µ ≡ gµνωµων = ω2
0 − ω2

1 − ω2
2 − ω2

3 .
We demand new variable ω to satisfy d’Allembert and Hamilton equations simul-

taneously

�ω = F2(ω), (4)

ωµω
µ = F3(ω). (5)

As a result equation (3) takes the form

F3(ω)ϕ̈+ F2(ω)ϕ̇ = F1(ϕ). (6)

Winternitz and collaborators (see [1, 11]) construct new variables ω by using
subgroup structure of the Poincaré group P (1, 3). One can be easily convinced that
invariants obtained in this way satisfy system (4), (5).

Preprint № 468, Institute for Mathematics and its Applications, University of Minnesota, 1988, 5 p.
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So to obtain set of variables ω making possible to reduce multi-dimensional PDE
(1) to ODE one has to consider the problem of compatibility of system (4), (5) and
then to integrate it.
In the present paper compatibility of equations (4), (5) is investigated, i.e. all

smooth functions ensuring the compatibility of d’Allembert–Hamilton system are
described.
The direct application of Cartan’s method of investigation of compatibility of over-

determined PDE [2] is rather difficult. To avoid arising difficulties we essentially use
symmetry properties of system (4), (5) [7, 8].
System (4), (5) via the change of dependent variable z = z(ω) can be reduced to

the following system

�ω = F (ω), (7)

ωµω
µ = λ, λ = const, (8)

ODE (6) taking the form

λϕ̈+ F (ω)ϕ̇ = F1(ϕ). (9)

Before formulating the principal result of the paper we adduce without proof some
auxiliary statements.

Lemma 1. Solutions of system (7), (8) satisfy the identities

ωµν1ω
µν1 = −λḞ (ω),

ωµν1ω
ν1ν2ωµν2 =

1
2!
λ2Ḟ (ω),

ωµν1ω
ν1ν2 ω̈νnµ =

1
n!

(−λ)n
dnF (ω)
dωn

, n ≥ 0,

(10)

where ωαβ ≡ ∂2ω
∂xα∂xβ

, α, β = 0, 3.

Lemma 2. Solutions of the system (7), (8) satisfy the following equality:

det(ωµν) = 0. (10′)

Let us now formulate the principal statement.

Theorem 1. The necessary condition of compatibility of overdetermined system (7),
(8) is as follows

F (ω) =


0,
λ(ω + C1)−1,

2λ(ω + C1)[(ω + C1)2 + C2]−1,

3λ((ω + C1)2 + C2)[(ω + C1)3 + 3C2(ω + C1) + C3]−1,

(11)

where C1, C2, C3 are arbitrary constants.
Proof. By direct (and rather tiresome) verification one can be convinced that the
following identity holds

6(ωµν1ω
ν1ν2ων2ν3ω

ν3µ) − 8(ωµµ)(ωµν1ω
ν1ν2ωµν2) −

− 3(ωµν1ω
µν1)2 + 6(ωµµ)2(ωµν1ω

µν1) − (ωµωµ)4 = 24det(ωµν).
(12)
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Substituting (10), (10′) into (12) one obtains nonlinear ODE for F (ω)

λ3
...

F + 4λ2F
...

F + 3λ2Ḟ 2 + 6λḞF 2 + F 4 = 0, (13)

where Ḟ ≡ dF
dω .

General solution of equation (13) is given by formulae (11). Theorem is proved.

Note 1. Compatibility of three-dimensional d’Allembert–Hamilton system has been
investigated in detail by Collins [3]. Collins essentially used geometrical methods
which could not be generalized to higher dimensions.

Using Lie’s method (see e.g. [10]) one can prove the following statement.

Theorem 2. The sytem of PDE (7), (8) is invariant under the 15-parameter confor-
mal group C(1, 3) iff

F (ω) = 3λ(ω + C)−1, λ > 0, C = const. (14)

Note 2. Formula (14) can be obtained from (11) by putting C2 = C3 = 0. So Theo-
rem 2 demonstrates close connection between compatibility of a system of PDE and
its symmetry.

Note 3. It is common knowledge that PDE (7) is invariant under the group C(1, 3)
iff F (ω) = λω3 [7]. Consequently, an additional constraint (8) changes essentially
symmetry properties of d’Allembert equation (choosing F3(ω) in a proper way one
can obtain conformally-invariant system of the form (4), (5) under arbitrary F2(ω)).

2. Let us list explicit form of some exact solutions of d’Allembert–Hamilton system
and reduced ODE for function ϕ(ω).

№ λ F (ω) ω = ω(x) ODE for ϕ(ω)

1. 1 0 aµx
µ ϕ̈ = F1(ϕ)

2. 1 ω−1
[
(aµxµ)2 − (bµxµ)2

]1/2
ϕ̈+ ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

3. 1 2ω−1
[
(aµxµ)2 − (bµxµ)2 − (cµxµ)2

]1/2
ϕ̈+ 2ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

4. 1 3ω−1 (xµxµ)1/2 ϕ̈+ 3ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)
5. −1 0 (bµxµ) cosh1 + (cµxµ) sinh1 + g1 ϕ̈ = −F1(ϕ)

aµx
µ − (bµxµ) cosh2 −

− (cµxµ) sinh2 − g2 = 0

6. −1 −ω−1
[
(bµxµ + h1)2 + (cµxµ + h2)2

]1/2
ϕ̈+ ω−1ϕ̇ = −F1(ϕ)

7. −1 −2ω−1
[
(bµxµ)2 + (cµxµ)2 + (dµxµ)2

]1/2
ϕ̈+ 2ω−1ϕ̇ = −F1(ϕ)

8. 0 0 h1 0 = F1(ϕ)

Here h1, g1 are arbitrary smooth functions on aµxµ+dµx
µ, h2, g2 — on ω+dµx

µ;
aµ, bµ, cµ, dµ are arbitrary real parameters satisfying conditions of the form

−aµaµ = bµb
µ = cµc

µ = dµd
µ = −1,

aµb
µ = aµc

µ = aµd
µ = bµc

µ = bµd
µ = cµd

µ = 0.
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3. Natural generalization of the formula (2) is given by ansatz of the form [4]

u(x) = f(x)ϕ(ω). (15)

Some multi-parameter families of exact solutions of nonlinear d’Allembert equation
with nonlinearity F1 = τuk, τ, k = const, were constructed with the help of ansatz
(15) by Fushchych and Serov [7].
Omitting intermediate calculations we write down new family of solutions of

equation (1) under F1 = τuk obtained via ansatz (15)

u(x) = R−1

[
C6 +

1
2
τ(1 − k)2

∫
R1−k(ω)dω

]1/(1−k)
×

×
{

1
2
(aµxµ − dµx

µ) − 1
2
ṘR−1

[
(bµxµ)2 + (cµxµ)2

]
+

+ f0
[
(bµxµ)2 − (cµxµ)2

]
+ f1bµx

µ + f2

}1/(1−k)
,

where

f0(ω) =
1
2
C1R

−2(ω),

f1(ω) =
1
2
C4R(ω) exp

{
4C1

∫
R−2(ω)dω

}
,

f2(ω) = C4

∫
R(ω) exp

{
4C1

∫
R−2(ω)dω

}
dω + C5,

and ω = aµx
µ + dµx

µ, C1, . . . , C6 = const.
Function R = R(ω) is determined by formulae

R(ω) =


ε

2
[
(C2ω + C3)2 − 16C2

1

]1/2
,

(8εC1ω + C2)1/2, ε = ±1.
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Симметрия и точные решения нелинейного
уравнения Дирака

В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ

Построены широкие семейства точных решений нелинейных уравнений для
классического дираковского поля. Предложены новые нелинейные конформно-
инвариантные уравнения для спинорного поля.

Vast families of exact solutions of the nonlinear equations for classical Dime field
are constructed. New nonlinear conformally-invariant equations for spinor field are
suggested.

Введение
Шестьдесят лет тому назад, н 1928 г. в журнале “Proceedings of the Royal

Society” [1] Поль Адриен Морис Дирак опубликовал открытое им принципиально
новое уравнение теоретической и математической физики

(γµpµ −m)ψ(x) = 0, µ = 0, 1, 2, 3, (1)

которое, наряду с уравнениями Ньютона, Максвелла, Шредингера, лежит в основе
современной теоретической физики∗. В (1) ψ(x) — четырехкомпонентная компле-
кснозначная функция; x = (x0 ≡ t, x1, x2, x3) ∈ R(1, 3) — четырехмерное псевдо-
евклидово пространство; γµ — четырехрядные матрицы, удовлетворяющие алгебре
Клиффорда

γµγν + γνγµ = 2gµν , (2)

где gµν = diag (1,−1,−1,−1), m — масса частицы.
Проблеме построения линейных многокомпонентных уравнений, обобщающих

уравнение Дирака (1), для частиц произвольного спина посвящено огромное число
работ (см., например, [2–6] и литературу в [6]).
Луи де Бройль высказал идею о том, что частицы (поля) со спинами s =

0, 1, 3/2, . . . должны строиться на основе спинорного ypавнения Дирака (1). Линей-
ной реализации этой идеи посвящены работы по теории линейных релятивистских
уравнений для частиц произвольного спина.
Первой нелинейной попыткой реализации идеи де Бройля была статья Д. Ива-

ненко [7], в которой предложено нелинейное обобщение уравнения Дирака в виде

[γµpµ −m+ λ(ψ̄ψ)]ψ(x) = 0. (3)

В начале 50-х годов В. Гейзенберг [8–11] выдвинул программу по разработке
единой теории поля на основе следующего нелинейного обобщения уравнения (1):

[γµpµ + λ(ψ̄γµγ4ψ)γµγ4]ψ(x) = 0, γ4 = γ0γ1γ2γ3. (4)

Физика элементарных частиц и атомного ядра, 1988, 19, вып. 5, C. 1154–1196.
∗Настоящий обзор посвящен шестидесятилетию открытия Дираком уравнения для спипорного поля.
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Простейшее конформно-инвариантное нелинейное спинорное уравнение полу-
чил Ф. Гюрши [12]:[

γµp
µ + λ(ψ̄ψ)1/3

]
ψ(x) = 0. (5)

Широкий класс конформно-инвариантных нелинейных уравнений типа Дирака,
отличных от (4), (5), предложен в [13]. Одно из них имеет вид[

γµp
µ + λ(ψ̄γµψ)γµ[(ψ̄γνψ)(ψ̄γνψ)]−1/3

]
ψ(x) = 0.

В [14, 15] предложен простой способ построения нелинейных спинорных урав-
нений, которые по своим симметрийным свойствам существенно отличаются от
уравнений (1)–(5). Наиболее простое уравнение такого класса получается с помо-
щью замены

γµ → ψ̄γµψ. (6)

Сделав в (1) замену (6) и положив m = 0, приходим к нелинейному уравне-
нию [14]

(ψ̄γµψ)pµψ = 0. (7)

Можно доказать, что система дифференциальных уравнений в частных произво-
дных (ДУЧП) (7) инвариантна относительно бесконечномерной алгебры Ли.
В литературе существует немного работ, в которых построены в явном виде

точные решения нелинейных спинорных уравнений [16–22].
В настоящей статье, в основу которой положены работы авторов [23–28], по-

строены классы точных решений нелинейных спинорных уравнений. Речь пойдет о
построении многопараметрических семейств классических (неквантовых) решений
нелинейных спинорных систем.
Структура обзора такова. В разд. 1 изучена симметрия нелинейного уравнения

Дирака

[γµpµ + F (ψ∗, ψ)]ψ(x) = 0, (8)

где F (ψ∗, ψ) — произвольная четырехрядная матрица, элементы которой являются
гладкими функциями восьми полевых переменных ψ∗, ψ. Описаны все матрицы
F (ψ∗, ψ), при которых уравнение (8) инвариантно относительно группы Пуанкаре
P (1, 3), расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3) — группы Пуанкаре, дополненной
однопараметрической группой масштабных преобразований, конформной группы
C(1, 3) ⊃ P̃ (1, 3) ⊃ P (1, 3).
В разд. 2 описаны анзацы

ψ(x) = A(x)ψ(ω), (9)

предложенные в [23] и систематически описанные в [24–28], которые редуци-
руют систему (8) к системе для четырех функций, зависящих только от трех
новых инвариантных переменных ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)}. Дираковский спинор
ψ(x) зависит от четырех переменных x = (x0, x1, x2, x3). В (9) A(x) — некото-
рая невырожденная матрица размерности 4 × 4, явный вид которой будет найден.
В том случае, когда ϕ зависит только от одной независимой переменной, анзац
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(9) редуцирует уравнение (8) к системе четырех обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ). Многие из таких ОДУ удается решить точно и тем самым
построить точные решения исходного нелинейного спинорного уравнения (8).
В разд. 3 приведены редуцированные уравнения для спинорного уравнения типа

(8). Явный вид многопараметрических семейств решений спинорного уравнения
приведен в разд. 4. Симметрия редуцированных уравнений обсуждена в разд. 5.
Двумерным нелинейным спинорным моделям посвящен заключительный раздел.
Исследованию симметрийных свойств и построению точных решений много-

мерных нелинейных волновых уравнений

�u+ F (u) = 0

посвящены работы [14, 15, 23, 29]. Широкие классы точных решений многомерного
уравнения Шредингера с дробной степенью(

p0 − 1
2m

papa

)
u(t,x) = λ|u|4/3u(t,x)

построены в [30]. Решению лоренц-инвариантных волновых уравнений с диффе-
ренциальными связями посвящены статьи [28, 31].

1. Нелинейные спинорные уравнения инвариантные
относительно групп P (1, 3), P̃ (1, 3), C(1, 3)

В этом разделе описаны все уравнения вида (8), инвариантные относитель-
но группы Пуанкаре P (1, 3) и ее расширений — расширенной группы Пуанкаре
P̃ (1, 3) и конформной группы C(1, 3). Напомним, что расширенной группой Пу-
анкаре называется 11-параметрическая группа преобразований {P (1, 3),D(1)}, где
D(1) — однопараметрическая группа масштабных преобразований

x′µ = eθxµ, ψ′(x′) = ekθψ(x), k, θ = const. (10)

15-параметрическая конформная группа C(1, 3) включает в себя расширенную
группу Пуанкаре и 4-параметрическую группу специальных конформных преобра-
зований (которую мы будем обозначать K(4)):

x′µ = (xµ − θµx · x)σ−1(x);
ψ′(x′) = σ(x)[1 − (γ · θ)(γ · x)]ψ(x),

(11)

где σ(x) = 1−2θ·x+(θ·θ)(x·x); θµ — параметры группы K(4). Здесь и в дальнейшем
используется сокращенная запись скалярного произведения в псевдоевклидовом
пространстве R(1, 3):

a · b ≡ aµb
µ = gµνaµbν , µ, ν = 0, 1, 2, 3. (12)

Теорема 1. Уравнение (8) является пуанкаре-инвариантным, если и только
если

F = F1 + F2γ4 + F3γ
µ(ψ̄γ4γµψ) + F4S

µν(ψ̄γ4Sµνψ),

Sµν =
i

4
(γµγν − γνγµ),

(13)

где ψ̄ = ψ†γ0; F1, F2, F3, F4 — произвольные скалярные функции от ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ.
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Мы приводим схему доказательства, в основе которой лежит инфинитезималь-
ный алгоритм Ли [32–34]. Разлагая матрицу F (ψ∗, ψ) по базису γ-матриц (см.,
например, [35])

F = a(ψ∗, ψ)I + bµ(ψ∗, ψ)γµ + cµν(ψ∗, ψ)Sµν +
+ dµ(ψ∗, ψ)γµγ4 + e(ψ∗, ψ)γ4

(14)

и используя критерий инвариантности, получаем, что необходимым и достаточным
условием инвариантности уравнения (8) относительно группы Пуанкаре является
выполнение следующих равенств:

Q0ka = 0, Q0ke = 0, Q0kbµ + bα(gα0gµk − gαkgµ0) = 0,
Q0kdµ + dα(gα0gµk − gαkgµ0) = 0,
Q0kcµν + cαβ(gαkδ

µν
β0 + gβ0δ

µν
αk − gα0δ

µν
βk − gβkδ

µν
α0) = 0, k = 1, 3,

Q0a = (S0aψ)α
∂

∂ψα
+ (ψ̄S0a)α

∂

∂ψ̄α
, a = 1, 3,

δµναβ = δµαδ
ν
β − δµβδ

ν
α, α, β, µ, ν = 0, 3, δαβ — символ Кронекера.

(15)

С помощью простых, хотя и довольно громоздких рассуждений, удается по-
строить общее решение системы ДУЧП (15). Подставляя найденный результат
в (14) с учетом тождеств Фирца–Паули

(ψ̄ψ)2 − (ψ̄Sµνψ)(ψ̄Sµνψ) + (ψ̄γ4ψ)2 = 0,
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ) − (ψ̄γµγ4ψ)(ψ̄γ4γ

µψ) = 0,
(ψ̄ψ)2 − (ψ̄γµγ4ψ)(ψ̄γ4γ

µψ) − (ψ̄γ4ψ)2 = 0,

получаем утверждение теоремы.

Замечание. Нетрудно убедиться, что уравнение Гейзенберга является частным
случаем уравнений (8), (13).

Теорема 2. Уравнение (8) инвариантно относительно расширенной группы Пу-
анкаре P̃ (1, 3), если и только если F (ψ∗, ψ) имеет вид (13), причем

Fi = (ψ̄ψ)−1/2kF̃i, i = 1, 2,

Fj = (ψ̄ψ)−(1+2k)/2kF̃j , j = 3, 4,
(16)

где F̃1, . . . , F̃4 — произвольные функции от ψ̄ψ/ψ̄γ4ψ.
Теорема 3. Уравнение (8) инвариантно относительно конформной группы
C(1, 3), если и только если F (ψ∗, ψ) имеет вид (13), (16) при k = −3/2.
Доказательство двух последних утверждений проводится с помощью метода

Ли (см. [33, 34]), мы его опускаем. Отметим лишь, что достаточность теоремы 3
может быть установлена непосредственной проверкой, обозначим

G(ψ∗, ψ) = γµp
µψ +

{
(F̃1 + F̃2γ4)(ψ̄ψ)1/3 +

+ [F̃3γ
µ(ψ̄γ4γµψ) + F̃4S

µν(ψ̄γ4Sµνψ)](ψ̄ψ)−2/3
}
ψ.

(17)

Тогда справедливы следующие тождества:

G(ψ∗′, ψ′) = e−5/2θG(ψ∗, ψ), (18)
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если ψ∗′, ψ′ имеют вид (10) при k = −3/2;

G(ψ∗′, ψ′) = σ2(x)[1 − (γ · θ)(γ · x)]G(ψ∗, ψ), (19)

если ψ∗′, ψ′ имеют вид (11). Из (18), (19) следует, что уравнение инвариантно
относительно групп преобразований (10), (11), что и требовалось доказать.

Замечание. Если положить в (16) F̃2 ≡ F̃3 ≡ F̃4 ≡ 0, F̃1 = λ = const, k = −3/2,
то мы получим конформно-инвариантное спинорное уравнение Гюрши (5).

Как уже отмечалось во введение, существуют пуанкаре-инвариантные спинор-
ные уравнения, принципиально отличные от уравнений вида (8). Одной из таких
моделей является система нелинейных ДУЧП (7), на множетсве решений которой
реализуется представление бесконечномерной алгебры Ли. Этот факт дает возмо-
жность построить общее решение уравнения (7). Используя классические методы
интегрирования систем ДУЧП первого порядка с одинаковой главной частью (см.,
например, [37]), получаем, что общее решение спинорного уравнения (7) задается
следующими формулами:

Fα(xµ(j · j) − jµ(j · x), ψ, ψ∗) = 0,

где jµ = ψ̄γµψ; Fα : R4 × C4 × C4 → C1 — произвольные дифференцируемые
(в смысле действительного анализа) функции.

Анзацы для спинорного поля
В этом разделе изложен метод построения анзацев (9), редуцирующих уравне-

ния вида (8) к ДУЧП меньших размерностей. Построены анзацы для спинорного
поля, инвариантные относительно расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3).
Постановка задачи. Будем говорить, что анзац (9) редуцирует уравнение (8)

к ДУЧП меньшей размерности, если существуют четырехрядные матрицы R(x),
R1(ω), R2(ω), R3(ω), Q(ω, ϕ, ϕ∗), для которых справедливо равенство

[γµpµψ + F (ψ∗, ψ)ψ]|ψ=A(x)ϕ(ω) = R(x)
{
Ri

∂ϕ

∂ωi
+Qϕ

}
. (20)

Из (20) следует, что если ϕ(ω) удовлетворяет уравнению

Ri
∂ϕ

∂ωi
+Qϕ = 0, (21)

то дираковский спинор, построенный по формуле (9), является решением исходно-
го уравнения (8).
Следовательно, задача состоит в построении возможно более широких классов

анзацев, удовлетворяющих условию (20). Подставляя анзац (9) в левую часть
равенства (20) и приравнивая матричные коэффициенты при ∂ϕ/∂ωi, получаем
уравнения на ωi(x), A(x):

iγµ
∂A

∂xµ
= RH(ω),

iγµ
∂ωa
∂xµ

A = RRa(ω), a = 1, 3,

F ((Aϕ)∗, Aϕ)A = R(x)Q̃(ω, ϕ, ϕ∗), Q̃+H = Q.

(22)
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На первый взгляд, система ДУЧП (22) ничуть не проще, чем (8). Тем не менее
теоретико-алгебраические методы дают эффективный алгоритм для построения
широких классов частных решений системы (22). Из общей теории инвариантных
решений следует, что если матрица A(x) и скалярные функции ω1(x), ω2(x), ω3(x)
удовлетворяют условиям

QA(x) ≡
(
ξµ(x)

∂A

∂xµ
+ η(x)A

)
= 0, (23)

Qdωa ≡ ξµ(x)
∂ωa
∂xµ

= 0, a = 1, 3, (24)

где Q — оператор симметрии уравнения (8), то анзац (9) редуцирует (8) к тре-
хмерному ДУЧП (см. [33, 38, 39]).
Сформулируем теперь общую схему построения решений нелинейного уравне-

ния Дирака, инвариантного относительно расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3).
В качестве оператора Q выбираем линейную комбинацию базисных операторов
алгебры Ли расширенной группы Пуанкаре AP̃ (1, 3):

Q = cµνJµν + c00D + cµPµ, (25)

где Pµ = igµν
∂
∂xν
, Jµν = xµPν − xνPµ + Sµν , D = xµP

µ + ik, cµν , c00, cµ —
константы, µ, ν = 0, 3.
Решая систему ДУЧП (23), (24) с Q из (25), находим анзацы вида (9). Подста-

новка последних в (8) приводит к ДУЧП, зависящим от трех переменных ω1, ω2,
ω3. Решая полученные уравнения и подставляя результаты в (9), находим точные
решения исходного ДУЧП (8).
Таким образом, задача построения точных решений нелинейного уравнения

Дирака разбивается на два этапа. Содержанием первого из них является инте-
грирование ДУЧП (23), (24) и построение анзацев (9). На втором этапе ищутся
частные решения редуцированных ДУЧП.
Мы реализуем эту схему для нелинейного уравнения Дирака вида[

γµp
µ + λ(ψ̄ψ)1/2k

]
ψ(x) = 0. (26)

Построение матриц A(x). Для того чтобы найти явный вид матрицы A(x),
необходимо проинтегрировать систему ДУЧП (23) с оператором Q вида (25).
Но (23) — это система 16 уравнений с переменными коэффициентами, решить
ее стандартными методами непросто. Поэтому, прежде чем интегрировать систе-
му (23), упростим ее, воспользовавшись инвариантностью нелинейного уравне-
ния (26) относительно расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3). Для этого сделаем
в (23) следующую замену:

A′(x) = exp{Σ}A(x), (27)

где Σ = θµνJµν + θ00D + θµPµ, θµν , θ00, θµ = const.
Причем Σ выбирается таким образом, чтобы уравнение на A′(x) имело наиболее

простой вид. Из (23), (27) нетрудно получить, что A′(x) удовлетворяет системе
ДУЧП вида

[exp{Σ}Q exp{−Σ}]A′(x) = 0. (28)
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Следовательно, необходимо выбрать параметры θµν , θ00, θµ так, чтобы оператор

Q′ = exp{Σ}Q exp{−Σ} (29)

имел наиболее простой вид. Эта задача решается следующей теоремой, которую
мы приводим без доказательства.

Теорема 4. Оператор (25) с помощью преобразования (29) может быть приве-
ден к одному из операторов вида

1. Q′ = J01 + J12 − aD;
2. Q′ = J01 + J12 + P0 + βP3;
3. Q′ = J01 + J12 + βP3;
4. Q′ = J23 − aD;
5. Q′ = J01 + bJ23 − aD;
6. Q′ = J01 + bJ23 −D − βP0;
7. Q′ = J01 + P2;
8. Q′ = J23 + α1P0 + α2P1;
9. Q′ = D;

10. Q′ = P0 + P3;
11. Q′ = P0;
12. Q′ = P3,

(30)

где a, b, α1, α2 — произвольные действительные параметры.
Таким образом, вместо того чтобы решать систему (23) с оператором Q общего

вида, достаточно решить систему (28) с операторами Q вида (30), что значительно
проще.
Рассмотрим, например, оператор Q′ = J01 + J12 − aD, для него система (28)

имеет вид[
−axµ ∂

∂xµ
+ (x2 − x0)

∂

∂x1
− x1

(
∂

∂x0
+

∂

∂x2

)
+

+
1
2
(γ0γ1 + γ1γ2) − ak

]
A(x) = 0.

(31)

Решение (31) ищем в виде

A(x) = f(x) exp{g(x)γ1(γ2 − γ0)}. (32)

Подставляя (32) в (31), получаем следующую систему для определения f(x),
g(x):

−axµfxµ
+ (x2 − x0)fx1 − x1(fx0 + fx2) − akf = 0,

−axµgxµ
+ (x2 − x0)gx1 − x1(gx0 + gx2) +

1
2

= 0.
(33)

Частное решение уравнений (33) дается формулами

f(x) = (x0 − x2)−k, g(x) =
1
2a

ln(x0 − x2), a = 0,

f(x) = 1, g(x) =
x1

2
(x0 − x2)−1, a = 0.
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Подставляя полученный результат в (32), находим A(x):

a = 0, A(x) = (x0 − x2)−k exp
{

1
2a
γ1(γ0 − γ2) ln(x0 − x2)

}
,

a = 0, A(x) = exp
{

x1

2(x0 − x2)
γ1(γ0 − γ2)

}
.

Матрицы A(x), соответствующие остальным операторам из (30), находятся
аналогично, приводим окончательный результат:

1. a = 0, A(x) = (x0 − x2)−k exp
{

1
2a
γ1(γ0 − γ2) ln(x0 − x2)

}
,

a = 0, A(x) = exp
{

x1

2(x0 − x2)
γ1(γ0 − γ2)

}
;

2. A(x) = exp
{

1
2
(x0 − x2)γ1(γ0 − γ2)

}
;

3. A(x) = exp
{
x3

2β
γ1(γ0 − γ2)

}
;

4. A(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−k/2
exp
{
−1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
;

5. a = 0, a = −1, A(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

{
1

2(a+ 1)
γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
,

a = −1, A(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

{
−1

4
γ0γ1 ln(x0 − x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
,

a = 0, A(x) = exp
{

1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
;

6. A(x) = (2x0 + 2x1 + β)−k/2 ×

× exp
{

1
4
γ0γ1 ln(2x0 + 2x1 + β) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
;

7. A(x) = exp
{

1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

}
;

8. A(x) = exp
{
−1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
;

9. A(x) = x−k0 I; 10–12. A(x) = I,

(34)

где I — единичная матрица размерности 4 × 4.
Анзацы для уравнения (26). Для того чтобы построить инвариантные пере-

менные ω1(x), ω2(x), ω3(x), необходимо проинтегрировать систему ДУЧП (23),
взяв в качестве ξµ(x) коэффициенты операторов (30). Интегрирование системы
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(24) проводится стандартными методами теории линейных ДУЧП первого поряд-
ка, мы приводим полученный результат в виде таблицы, где −α1β1 + α2β2 = 1.

Таблица 1

№ п/п ω1(x) ω2(x) ω3(x)

1.1
(
x2
0 − x2

1 − x2
2

)
x−2
3 (x0 − x2)x−1

3 ax1(x0 − x2)−1 − ln(x0 − x2)

1.2 x0 − x2 x3 x2
0 − x2

1 − x2
2

2 x3 + β(x0 − x2) 2x1 + (x0 − x2)2 3x3 + 3x1(x0 − x2) + (x0 − x2)3

3 x0 − x2 x2
0 − x2

1 − x2
2 βx1 − (x0 − x2)x3

4 x0x−1
1 ln

(
x2
2 + x2

3

)
+ 2arctg x2

x3

(
x2
2 + x2

3

) (
x2
0 − x2

1

)−1

5.1
(
x2
0 − x2

1

)−a−1 × (
x2
0 − x2

1

) (
x2
2 + x2

3

)−1
b ln
(
x2
2 + x2

3

)
+ 2a arctg x2

x3

×(x0 + x1)2a

5.2 x0 + x1

(
x2
0 − x2

1

) (
x2
2 + x2

3

)−1
b ln
(
x2
2 + x2

3

) − 2 arctg x2
x3

5.3 x2
0 − x2

1 x2
2 + x2

3 b ln (x0 + x1) + arctg x2
x3

6 (2x0 + 2x1 + β)× (2x0 + 2x1 + β)
(
x2
2 + x2

3

)−1
b ln
(
x2
2 + x2

3

)
+ 2arctg x2

x3

× exp
{

2
β

(x1 − x0)
}

7 x2
0 − x2

1 ln(x0 + x1) − x2 x3

8 x2
2 + x2

3 arctg x2
x3

+ β1x0 + β2x1 α2x0 + α1x1

9 x1x−1
0 x2x−1

0 x3x−1
0

10 x0 + x1 x2 x3

11 x1 x2 x3

12 x0 x1 x2

Подставляя формулы (34) и результаты из табл. 1 в (9), получаем набор анза-
цев, инвариантных относительно расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3):

1.1. ψ(x) = (x0 − x2)−k exp
{

1
2a
γ1(γ0 − γ2) ln(x0 − x2)

}
ϕ(ω1.1); (35)

1.2. ψ(x) = exp
{

x1

2(x0 − x2)
γ1(γ0 − γ2)

}
ϕ(ω1.2); (36)

2. ψ(x) = exp
{

1
2
γ1(γ2 − γ0)(x2 − x0)

}
ϕ(ω2); (37)

3. ψ(x) = exp
{
x3

2β
γ1(γ2 − γ0)

}
ϕ(ω3); (38)

4. ψ(x) =
(
x2

2 + x2
3

)−k/2
exp
{
−1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
ϕ(ω4); (39)

5.1. ψ(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

{
1

2(a+ 1)
γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
ϕ(ω5.1);

(40)
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5.2. ψ(x) =
(
x2

0 − x2
1

)−k/2 ×
× exp

{
−1

4
γ0γ1 ln(x0 − x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
ϕ(ω5.2);

(41)

5.3. ψ(x) = exp
{

1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
ϕ(ω5.3); (42)

6. ψ(x) = (2x0 + 2x1 + β)−k/2 ×

× exp
{

1
4
γ0γ1 ln(2x0 + 2x1 + β) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
ϕ(ω6);

(43)

7. ψ(x) = exp
{

1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

}
ϕ(ω7); (44)

8. ψ(x) = exp
{
−1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
ϕ(ω8); (45)

9. ψ(x) = x−k0 ϕ(ω9); (46)

10. ψ(x) = ϕ(ω10); (47)

11. ψ(x) = ϕ(ω11); (48)

12. ψ(x) = ϕ(ω12), (49)

ωi — набор инвариантов из табл. 1 под номером i.
Редуцированные уравнения. Подставляя анзацы (35)–(49) в нелинейное урав-

нение Дирака (26), получаем редуцированные уравнения для определения ϕ(ω),
общая структура которых такова:

i(faµ(ω)γµ)ϕωa
+ i(gµ(ω) + γ4h

µ(ω))γµϕ+ λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ = 0, (50)

где faµ, gµ, hµ — рациональные функции от ω1, ω2, ω3, µ = 0, 3, a = 1, 3. Выпишем
полученные уравнения:

1.1. k(γ2 − γ0)ϕ+ [(γ0 − γ2)(ω1 + a−2ω2
2ω

2
3) + (γ0 + γ2)ω2

2 −
− 2a−1γ1ω3ω

2
2 − 2γ3ω1ω2]ϕω1 + [(γ0 − γ2)ω2 − γ3ω

2
2 ]ϕω2 +

+ [aγ1 + (γ2 − γ0)(ω3 + 1)]ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;
(51)

1.2.
1
2
ω−1

1 (γ0 − γ2)ϕ+ (γ0 − γ2)ϕω1 + γ3ϕω2 +

+ [(γ0 + γ2)ω1 + (γ0 − γ2)ω3ω
−1
1 ]ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(52)

2. [γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 + 2γ1ϕω2 +

+
3
2
(2γ2 + (γ0 − γ2)ω2)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(53)

3.
1
2β
γ4(γ2 − γ0)ϕ+ (γ0 − γ2)ϕω1 +

[
(γ0 + γ2)ω1 − 2

β
γ1ω3 +

+ (γ0 − γ2)(β−2ω2
3 + ω2)ω−1

1

]
ϕω2 + (βγ1 − γ3ω1)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(54)
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4.
1
2
(1 − 2k)γ3ϕ+ (ω1ω3)1/2(γ0 − γ1ω1)ϕω1 + 2(γ3 + aγ2)ϕω2 +

+ [2γ3 − (γ0 + γ1ω1)ω
1/2
3 ω

−1/2
1 ]ω3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(55)

5.1.
[
−k(γ0 ch lnω1/2(a+1)

1 − γ1 sh lnω1/2(a+1)
1 ) +

+
1

2(a+ 1)
(γ0 + γ1)ω

−1/2(a+1)
1 +

1
2
γ3ω

1/2
2

]
ϕ−

− 2(a+ 1)(γ0 ch lnω1/2(a+1)
1 − γ1 sh lnω1/2(a+1)

1 )ω1ϕω1 +

+ 2[ω2(γ0 ch lnω1/2(a+1)
1 − γ1 sh lnω1/2(a+1)

1 ) − ω
3/2
2 γ3]ϕω2 +

+ 2(aγ2 + bγ3)ω
1/2
2 ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(56)

5.2.
[
−k(γ0 ch lnω1/2

1 − γ1 sh lnω1/2
1 ) +

1
4
(γ0 − γ1)ω

1/2
1 +

1
2
γ3ω

1/2
2

]
ϕ+

+ (γ0 + γ1)ω
1/2
1 ϕω1 + [2ω2(γ0 ch lnω1/2

1 − γ1 sh lnω1/2
1 ) −

− γ3ω
1/2
2 ]ϕω2 + 2ω1/2

2 (bγ3 − γ2)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(57)

5.3.
1
2
(γ0 + γ1 + γ3ω

−1/2
2 )ϕ+ [γ0(ω1 + 1) + γ1(ω1 − 1)]ϕω1 +

+ 2γ3ω
−1/2
2 ϕω2 + [b(γ0 + γ1) + γ2ω

−1/2
2 ]ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

(58)

6.
1
2
[(1 − 2k)(γ0 + γ1) + γ3ω

1/2
2 ]ϕ+ 2ω1[β(γ0 + γ1) + γ0 − γ1]ϕω1 +

+ 2ω2[(γ0 + γ1) − γ3ω
1/2
2 ]ϕω2 + 2ω1/2

2 (γ2 + bγ3)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;
(59)

7.
1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [(γ0 + γ1)ω1 + γ0 − γ1]ϕω1 +

+ (γ0 + γ1 − γ2)ϕω2 + γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;
(60)

8.
1
2
γ3ω

−1/2
1 ϕ+ 2γ3ω

1/2
1 ϕω1 + (β1γ0 + β2γ1 + γ2ω

−1/2
1 )ϕω2 +

+ (α2γ0 + α1γ1)ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;
(61)

9. −kγ0ϕ+ (γa − γ0ωa)ϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; (62)

10. (γ0 + γ3)ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; (63)

11. γaϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; (64)

12. γ0ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (65)

где ϕωa
= ∂ϕ

∂ωa
, a = 1, 3.
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Следующим этапом нашего алгоритма является редукция полученных систем
ДУЧП к системам обыкновенных дифференциальных уравнений. Общая структу-
ра получаемых при этом систем нелинейных ОДУ такова:

ifµ(z)γµ
dϕ

dz
+ i[gµ(z)γµ + hµ(z)γµγ4]ϕ+ λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ = 0,

где fµ, gµ, hµ — рациональные функции от z = z(ω1, ω2, ω3).
Если в ДУЧП (51) положить ϕ = ϕ(ω2), то для нахождения спинора ϕ(ω2)

получаем следующую систему ОДУ:

k(γ2 − γ0)ϕ+ [(γ0 − γ2)ω2 − γ3ω
2
2 ]ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, (66)

если же выбрать ϕ = ϕ(ω3), получаем систему ОДУ вида

k(γ2 − γ0)ϕ+ [aγ1 + (γ2 − γ0)(ω3 + 1)]ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (67)

Аналогичные рассуждения, будучи примененными к уравнениям (52)–(65), да-
ют набор систем нелинейных ОДУ (в скобках указан номер ДУЧП, из которого
получается рассматриваемое уравнение):

(γ0 − γ2)ϕω1 +
1
2
ω−1

1 (γ0 − γ2)ϕ = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((52), 68)

[γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((53), 69)

2γ1ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((53), 70)

2β(γ0 − γ2)ϕω1 + γ4(γ2 − γ0)ϕ = 2iλβ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((54), 71)

1
2
(1 − 2k)γ3ϕ+ 2(γ3 + aγ2)ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((55), 72)

1
2
(γ0 + γ1 + γ3ω

−1/2
2 )ϕ+ 2γ3ω

−1/2
2 ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((58), 73)

1
2
[(1 − 2k)(γ0 + γ1) + γ3ω

1/2
2 ]ϕ+

+ 2ω2(γ0 + γ1 − γ3ω
1/2
2 )ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ;

((59), 74)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [(γ0 + γ1)ω1 + γ0 − γ1]ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((60), 75)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ (γ0 + γ1 − γ2)ϕω2 + γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((60), 76)

1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ γ3ϕω3 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((60), 77)

1
2
ω
−1/2
1 γ3ϕ+ 2γ3ω

1/2
1 ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((61), 78)

−kγ0ϕ+ (γa − γ0ωa)ϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((62), 79)
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(γ0 + γ3)ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((63), 80)

γaϕωa
= iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ; ((64), 81)

γ0ϕω1 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ, ((65), 82)

(по a нет суммирования).
Если удается проинтегрировать одно из уравнений (66)–(82), то подстановка

полученного результата в соответствующий анзац (35)–(49) дает точное решение
нелинейного уравнения Дирака (26). Замечательным является то обстоятельство,
что решения некоторых нелинейных систем ОДУ (66)–(82) удается построить в
явном виде. Это связано с широкой группой инвариантности, допускаемой исхо-
дным ДУЧП (26).
Точные решения нелинейного уравнения Дирака. В силу того что системы

(66)–(82) являются нелинейными, стандартные методы интегрирования ОДУ к
ним неприменимы. Поэтому в каждом конкретном случае приходится использовать
специфические приемы, мы приведем один из наиболее характерных.
“Линеаризуем” систему (69) следующим образом:

[γ3 + β(γ0 − γ2)]
dϕ

dω1
= iλ(f(ω1))1/2kϕ,

ϕ̄ϕ = f(ω1).
(83)

Первое уравнение без труда интегрируется, его общее решение имеет вид

ϕ(ω1) = exp
{
−iλ

∫ ω1

(f(z))1/2kdz[γ3 + β(γ0 − γ2)]
}
χ,

где χ — произвольный постоянный спинор.
Используя второе условие из (83), получаем

f(ω1) = ϕ̄ϕ = χ̄χ,

следовательно, общее решение (69) имеет следующий вид:

ϕ = exp
{
−iλ(χ̄χ)1/2k[γ3 + β(γ0 − γ2)]ω1

}
χ. (84)

Совершенно аналогично получаем общее решение системы ОДУ (70):

ϕ = exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2kγ1ω2

}
χ. (85)

Подстановка (84), (85) в формулу (37) дает точные решения нелинейного урав-
нения Дирака (26):

ψ(x) = exp
{

1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

}
×

× exp
{
−iλ[γ3 + β(γ0 − γ2)](χ̄χ)1/2k(x3 + β(x0 − x2))

}
χ;

(86)

ψ(x) = exp
{

1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

}
×

× exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2kγ1(2x1 + β(x0 − x2)2)

}
χ.

(87)
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Обратимся теперь к системе (68). Умножив ее слева на матрицу (γ0 − γ2) и
воспользовавшись тождеством (γ0 − γ2)2 = 0, получим условие совместности этой
системы

(γ0 − γ2)ϕ = 0.

Несложно показать, что если ϕ удовлетворяет этому условию, то ϕ̄ϕ = 0. Сле-
довательно, ψ̄ψ = ϕ̄ϕ = 0, т.е. множитель (ψ̄ψ)1/2k, определяющий нелинейный
характер ДУЧП (26), равен нулю. Такие решения мы не рассматриваем.
Кроме указанных случаев удается проинтегрировать системы ОДУ (71), (72)

(при (k− 1/2)a = 0), (76)–(78), (80)–(82). При этом системы (71), (80) приводят к
решениям с ψ̄ψ = 0.
Подстановка полученных результатов в формулы (35)–(49) дает следующие

классы точных решений нелинейного уравнения Дирака:

k =
1
2
, ψ(x) = (x2

2 + x2
3)
−1/4 exp

{
−1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
×

× exp
{
−iλ χ̄χ

2(1 + a2)
(γ3 + aγ2)

[
ln(x2

2 + x2
3) + 2a arctg

x2

x3

]}
χ;

(88)

k = 1
2
, ψ(x) = (x2

2 + x2
3)
−1/4 exp

{
−1

4
γ2γ3 arctg

x2

x3

}
×

× exp
{

2iλk
1 − 2k

(x2
2 + x2

3)
(2k−1)/4kγ3(χ̄χ)1/2k

}
χ;

(89)

k = 0, ψ(x) = exp
{

1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

}
×

× exp
{[

1
2
(γ0 + γ1)γ2 − iλ(χ̄χ)1/2k(γ0 + γ1 − γ2)

]
(ln(x0 + x1) − x2)

}
χ;
(90)

ψ(x) = exp
{

1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1)

}
×

× exp
{
−iγ3

[
λ(χ̄χ)1/2k +

i

2
(γ0 + γ1)

]
x3

}
χ;

(91)

ψ(x) = exp
{
−iλ(χ̄χ)1/2kγ1x1

}
χ; (92)

ψ(x) = exp
{
iλ(χ̄χ)1/2kγ0x0

}
χ. (93)

Построенные решения обладают тем недостатком, что переменные xµ входят
в них несимметрично, в то время как в нелинейном уравнении Дирака (26) все
переменные равноправны. На физическом языке это означает, что система (26)
решается в фиксированной системе отсчета. Чтобы получить решения (точнее,
семейства решений), не зависящие от системы отсчета, необходимо “размножить”
(86)–(93) с помощью преобразований из расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3) (о
размножении решений см., например, [13, 25]).
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Мы осуществим процедуру размножения решения (87), в остальных случаях
рассуждения аналогичны. Формула размножения решений с помощью преобразо-
ваний, генерируемых оператором J01, имеет вид

ψ2(x) = exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
ψ1(x′), θ = const,

x′0 = x0 ch θ + x1 sh θ, x′1 = x1 ch θ + x0 sh θ, x′2 = x2, x′3 = x3.

Применяя эту формулу к (87), получаем:

ψ2(x) = exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
exp
{

1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 ch θ + x1 sh θ − x2)

}
×

× exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2kγ1(2x1 ch θ + 2x0 sh θ + (x0 ch θ + x1 sh θ − x2)2)

}
χ.

(94)

Перепишем (94) в эквивалентном виде:

ψ2(x) = exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
exp
{

1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 ch θ + x1 sh θ − x2)

}
×

× exp
{
θ

2
γ0γ1

}
exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2kγ1[2x1 ch θ + 2x0 sh θ +

+ (x0 ch θ + x1 sh θ − x2)2]
}

exp
{
θ

2
γ0γ1

}
exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
χ.

Принимая во внимание тождества

exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
γα exp

{
θ

2
γ0γ1

}
=


γ0 ch θ + γ1 sh θ, α = 0,
γ2 ch θ + γ0 sh θ, α = 1,
γα, α = 2, 3,

окончательно получаем:

ψ2(x) = exp
{1

2
(γ1 ch θ + γ0 sh θ)(γ0 ch θ + γ1 sh θ − γ2) ×

× (x0 ch θ + x1 sh θ − x2)
}

exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2k(γ1 ch θ + γ0 sh θ) ×

× [2x1 ch θ + 2x0 sh θ + (x0 ch θ + x1 sh θ − x2)2]
}
χ̃,

χ̃ = exp
{
−θ

2
γ0γ1

}
χ.

Используя остальные преобразования из группы Лоренца O(1, 3) ⊂ P̃ (1, 3),
получаем следующее семейство решений:

ψ3(x) = exp
{

1
2
(γ · b)((γ · a) + (γ · d))(a · x+ d · x)

}
×

× exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2k(γ · b)[2b · x+ (a · x+ d · x)2]

}
χ.

(95)

Здесь и в дальнейшем aµ, bµ, cµ, dµ — произвольные действительные параметры,
удовлетворяющие соотношениям вида

−a · a = b · b = c · c = d · d = −1,
a · b = a · c = a · d = b · c = b · d = c · d = 0.

(96)
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Размножая семейство (95) с помощью однопараметрической группы масшта-
бных преобразований и группы сдвигов, окончательно получаем:

ψ4(x) = exp
{
θ

2
(γ · b)(γ · a+ γ · d)(a · z + d · z)

}
×

× exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2k(γ · b)[2b · z + θ(a · z + d · z)2]

}
χ,

zµ = xµ + θµ, µ = 0, 3, θµ, θ = const.

(97)

В решение (97) все переменные входят на равных правах, и вид его не изменяе-
тся при переходе к другой инерциальной системе отсчета (иначе говоря, семейство
решений (97) инвариантно относительно группы Пуанкаре P (1, 3)).
Размножая аналогичным образом решения (86), (88)–(93), получаем следую-

щие семейства точных решений нелинейного уравнения Дирака (26):

ψ(x) = exp
{
θ

2
(γ · b)(γ · a+ γ · d)(a · z + d · z)

}
×

× exp
{
−iλ[γ · c+ β(γ · a+ γ · d)](χ̄χ)1/2k(c · z + β(a · z + d · z))

}
χ;

(98)

ψ(x) = exp
{
iλ(χ̄χ)1/2k(γ · a)(a · z)

}
χ; (99)

ψ(x) = exp
{
−iλ(χ̄χ)1/2k(γ · b)(b · z)

}
χ; (100)

ψ(x) = exp
{1

2
(γ · a)(γ · b) ln

1
θ
(a · z + b · z)

}
exp
{[ 1

2θ
(γ · a+ γ · b)(γ · c) −

− iλ(χ̄χ)1/2k(γ · a+ γ · b− γ · c)
]
(θ ln(a · z + b · z) − c · z)

}
χ;

(101)

ψ(x) = exp
{

1
2
(γ · a)(γ · b) ln

1
θ
(a · z + b · z)

}
×

× exp
{
−i(γ · c)

[
λ(χ̄χ)1/2k +

i

2θ
(γ · a+ γ · b)

]
c · z
}
χ;

(102)

при k =
1
2
,

ψ(x) = [(b · z)2 + (c · z)2]−1/4 exp
{
−1

2
(γ · b)(γ · c) arctg

b · z
c · z

}
×

× exp
{
− iλ(χ̄χ)

2(1 + α2)
(α(γ · b) + γ · c)

[
ln((b · z)2 + (c · z)2) + 2α arctg

b · z
c · z

]}
χ;

(103)

при k = 1
2
,

ψ(x) = [(b · z)2 + (c · z)2]−1/4 exp
{
−1

2
(γ · b)(γ · c) arctg

b · z
c · z

}
×

× exp
{

2iλk
1 − 2k

((b · z)2 + (c · z)2)(2k−1)/4k(γ · c)
}
χ.

(104)
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В формулах (98)–(104) zµ = xµ + θµ, θ, α, β, θµ — произвольные постоянные,
χ — произвольный постоянный спинор.
Кроме прямой редукции систем ДУЧП (51)–(62) существуют и другие возмо-

жности построения точных решений. В частности, если в (53) положить ϕ =
ϕ(ω1, ω2), мы получим двумерное уравнение Дирака

[γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 + 2γ1ϕω2 = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. (105)

Удается найти частные решения системы (105), которые, будучи подставлен-
ными в формулу (37), дают новые классы решений уравнения (26):

при k =
1
2
,

ψ(x) = exp
{1

2
(γ · c)(γ · a+ γ · d)(a · z + d · z)

}
×

×
[
(γ · b+ β(γ · a+ γ · d))(b · z + β(a · z + d · z)) +

+
1
2
γ · c[2c · z + (a · z + d · z)2]

]
×

× ω−1 exp
{
− iλ(χ̄χ)

(β2
1 + β2

2)ω
(β1(γ · b+ β(γ · a+ γ · d)) +

+ β2(γ · c))
[
β1(b · z + β(a · z + d · z)) +

1
2
β2(2c · z + (a · z + d · z)2)

]}
χ;

(106)

при k < 0,

ψ(x) = exp
{1

2
(γ · c)(γ · a+ γ · d)(a · z + d · z)

}
×

×
{[

(γ · b+ β(γ · a+ γ · d))(b · z + β(a · z + d · z)) +

+
1
2
γ · c(2c · z + (a · z + d · z)2)

]
f(ω) + ig(ω)

}
χ.

(107)

В (106), (107) β, β1, β2 — произвольные действительные параметры; χ — прои-
звольный постоянный спинор; zµ = xµ + θµ, µ = 0, 3;

ω = (b · z + β(a · z + d · z))2 +
1
4
(2c · z + (a · z + (a · z + d · z)2)2;

g(ω) = ±
(

1 + |k|
|k|

)1/2

ω−1/2f(ω) = ∓
(

1 + |k|
|k|

)1/2{
∓ (k2 + |k|)1/2

2λ(χ̄χ)1/2k

}k
ω−k/2.

В заключение этого раздела остановимся на случае, когда в (26) k = 3/2. Из
теоремы 3 следует, что уравнение (26) при таком выборе нелинейности инвариан-
тно относительно конформной группы C(1, 3). Этот факт может быть использован
для получения новых решений. Формула размножения решений с помощью группы
специальных конформных преобразований (11) имеет вид [13, 25]:

ψ2(x) = σ−2(x)[1 − (γ · x)(γ · θ)]ψ1(x′);
x′µ = (xµ − θµx · x)σ−1(x);
σ(x) = 1 − 2θ · x+ (θ · θ)(x · x), θµ = const, µ = 0, 3.
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Используя в качества ψ1(x) решения (98)–(102), (104) при k = 3/2 получаем
семейства точных решений нелинейного уравнения Дирака–Гюрши (6), инвари-
антного относительно конформной группы C(1, 3) (мы опускаем соответствующие
формулы).

Симметрия редуцированных уравнений
Поскольку используемый алгоритм построения точных решений требует знания

симметрии уравнения, то следующим этапом после редукции нелинейного уравне-
ния Дирака (26) к системам ДУЧП (51)–(65) должно быть исследование симме-
трийных свойств последних. Но уравнения (51)–(65) имеют весьма сложный вид,
поэтому непосредственное применение алгоритма Ли для нахождения максималь-
ной симметрии затруднительно (перспективным является использование для этих
целей ЭВМ [40]). Следовательно, возникает задача поиска более эффективных
методов исследования теоретико-алгебраических свойств систем редуцированных
ДУЧП.
Алгебры инвариантности уравнений (51)–(65). В основе нашего подхода

к исследованию симметрийных свойств уравнений (51)–(65) лежит следующее
утверждение.
Пусть G — группа Ли преобразований, H — однопараметрическая подгруп-

па G, являющаяся нормальным делителем. Кроме того, задано ДУЧП с группой
инвариантности G.

Теорема 5. Уравнение, полученное из исходного ДУЧП редукцией по H-инвари-
антным решениям, инвариантно относительно группы G/H (наклонная черта
обозначает факторизацию).

Доказательство этого утверждения можно найти в [33].
Мы будем использовать эквивалентную формулировку этой теоремы в терми-

нах алгебр Ли (это значительно упрощает все расчеты).
Если задано ДУЧП с алгеброй симметрии AG и одномерная подалгебра Q ∈

AG, являющаяся идеалом в AG, то уравнение, полученное из исходного редукцией
по инвариантным решениям, инвариантно относительно алгебры Ли AG/Q.
В нашем случае в качестве одномерных подалгебр алгебры AG = AP (1, 3)

выступают операторы (30). Но непосредственное применение теоремы невозможно,
так как эти подалгебры, вообще говоря, не являются идеалами в AP̃ (1, 3).
Поэтому возникает промежуточная задача нахождения максимальных подал-

гебр A1, . . . , A12 алгебры Ли AP̃ (1, 3), для которых подалгебры (30) будут идеала-
ми.
Из теории алгебр Ли известно (см., например, [33]), что одномерная алгебра

{Q} является идеалом в алгебре Ли 〈Σ1, . . . ,Σs〉, если и только если
[Q,Σi] = λiQ, λi = const, i = 1, s,

где [Q1, Q2] — коммутатор.
Следовательно, оператор θµνi Jµν + θ00i D + θµi Pµ принадлежит алгебре Ai, если

и только если

[θµνi Jµν + θ00i D + θµi Pµ, Qi] = λiQi, i = 1, 12. (108)

Здесь θµνi , θ
00
i , θ

µ
i — константы; Qi — операторы (30), по i нет суммирования.
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Вычисляя коммутаторы в левой части равенства (108) и приравнивая к нулю
коэффициенты при линейно независимых операторах Jµν , D, Pµ, получаем систему
алгебраических уравнений на коэффициенты θµνi , θ

00
i , θ

µ
i . Решая эти уравнения,

находим явный вид базисных операторов алгебр A1, . . . , A12.
Следующим шагом является вычисление фактор-алгебр {Ai/Qi, i = 1, 12},

которые, согласно теореме 5, генерируют группы инвариантности редуцированных
ДУЧП (51)–(65).
Реализуем эту схему для алгебры 〈J01 + J12 − aD〉. Подставляя оператор Q1 =

J01 + J12 − aD в (108), получаем следующие условия на параметры θµν1 , θ
00
1 , θ

µ
1 :

при a = 0, θ011 = θ121 , θ031 = θ321 , θ131 = θ021 = 0, θ01 = θ11 = θ21 = θ31 = 0;
при a = 0, θ011 = θ121 , θ031 = θ321 , θ01 = −θ21, θ131 = 0, θ11 = 0.

Следовательно, базис алгебры Ли A1 составляют операторы:

a = 0, J01 + J12, J03 + J23, D;
a = 0, J03 + J32, J02, P0 − P2, P3, D.

Фактор-алгебра Ã1 = A1/Q1 порождается такими операторами:

a = 0, J10 + J12, J03 + J32;
a = 0, J03 + J32, J02, P0 − P2, P3, D.

(109)

Чтобы получить окончательный вид алгебр симметрии ДУЧП (51), (52), необ-
ходимо переписать операторы (108) в новых переменных ω1, ω2, ω3, ϕ (т.e. сделать
в (108) замену переменных (35), (36)), в результате имеем:

при a = 0, Ã1.1 =
〈
a∂ω3 +

1
2
γ1(γ0 − γ2);

2(ω1ω2 − ω2)∂ω1 + ω2
2∂ω2 +

1
2
γ3(γ2 − γ0)

〉
;

при a = 0, Ã1.2 =
〈
ω1∂ω2 + 2ω1ω2∂ω3 +

1
2
γ1(γ0 − γ2);

ω1∂ω1 +
1
2
γ0γ2; ω1∂ω3 ; ∂ω2 ; ω1∂ω1 + ω2∂ω2 + 2ω3∂ω3 + k

〉
,

(110)

где ∂ωa
= ∂

∂ωa
, a = 1, 3.

Используя аналогичные рассуждения, получаем алгебры симметрии ДУЧП (53)–
(65):

Ã2 =
〈
−2ω1∂ω1 + 2(1 − β2 − ω2)∂ω2 − 3(ω3 + βω1)∂ω3 +

+
1
2
[γ0γ2 + βγ3(γ2 − γ0)]; ∂ω1 ; ∂ω3

〉
;

Ã3 =
〈
2ω2∂ω2 + ω3∂ω3 + k − 1

2
γ0γ2;

2ω3∂ω2 + (ω2
1 − β2)∂ω3 +

1
2β

(γ2 − γ0)(ω1γ1 − βγ3);

ω1∂ω2 + βω1∂ω3 +
1
2
γ1(γ0 − γ2)

〉
;



Симметрия и точные решения нелинейного уравнения Дирака 391

Ã4 =

{
〈Q1; Q2〉, a = 0,
〈Q1; Q2; Q3; Q4〉, a = 0;

при a = 0, Q1 = ∂ω1 , Q2 = (ω2
1 − 1)∂ω1 + (ω1 + ω−1

1 )ω3∂ω3 +
1
2
γ0γ1;

при a = 0, Q1 = ∂ω2 , Q2 = ω
−1/2
1 ω

1/2
3 exp

{
−1

2
ω2

}
(ω1∂ω1 + ω3∂ω3),

Q3 = ω
1/2
1 ω

1/2
3 exp

{
−1

2
ω2

}
(−ω1∂ω1 + ω3∂ω3),

Q4 = (ω2
1 − 1)∂ω1 + (ω1 + ω−1

1 )ω3∂ω3 +
1
2
γ0γ1;

Ã5.1 =
〈
∂ω3 ; −2ω1∂ω1 +

1
2(a+ 1)

γ0γ1

〉
;

Ã5.2 =
〈
ω1∂ω1 −

1
4
γ0γ1; ∂ω1 ; ∂ω1 + ω2ω

−1
1 ∂ω2 −

k

2
ω−1

1

〉
;

Ã5.3 =

{
〈Q1; Q2〉, b = 0,
〈Q1; Q2; Q3; Q4〉, b = 0;

при b = 0, Q1 = ∂ω3 , Q2 = 2ω1∂ω1 + 2ω2∂ω2 + k +
1
2
γ0γ1;

при b = 0, Q1 = ∂ω3 , Q2 = 2ω1∂ω1 + 2ω2∂ω2 + k +
1
2
γ0γ1,

Q3 = ω
−1/2
2 cosω3

(
2ω2∂ω2 − tgω3∂ω3 +

1
2
γ2γ3 tgω3

)
,

Q4 = ω
−1/2
2 sinω3

(
2ω2∂ω2 + ctgω3∂ω3 −

1
2
γ2γ3 ctgω3

)
;

Ã6 = 〈ω1∂ω1 ; ∂ω3〉;
Ã7 = 〈∂ω2 ; ∂ω3〉;

Ã8 =

{
〈Q1; Q2; Q3〉, α1 = ±α2,

〈Q1; Q2〉, α1 = ±α2;

при α1 = ±α2, Q1 = ∂ω2 , Q2 = ∓2ω1∂ω1 −
− (β2 ± β1)α−1

2 ω3∂ω2 ∓ 2ω3∂ω3 ∓ k +
1
2
γ0γ1, Q3 = β1∂ω2 + α2∂ω3 ;

при α1 = ±α2, Q1 = β1∂ω2 + α2∂ω3 , Q2 = β2∂ω1 + α1∂ω3 ;

Ã9 =
〈
ωaωb∂ωb

− ∂ωa
− kωa +

1
2
γ0γ1;

1
2
εabc

(
−ωb∂ωc

+ ωc∂ωb
+

1
2
γbγc

)〉
, a, b, c = 1, 3;

Ã10 =
〈
ω1∂ω2 +

1
2
γ2(γ0 + γ3); ω1∂ω3 +

1
2
γ1(γ0 + γ3); ω1∂ω1 −

1
2
γ0γ3;

ω2∂ω3 − ω3∂ω3 +
1
2
γ2γ3; ωa∂ωa

+ k; ∂ω1 ; ∂ω2 ; ∂ω3

〉
;
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Ã11 =
〈
εabc

(
−ωb∂ωc

+ ωc∂ωb
+

1
2
γbγc

)
; ωa∂ωa

+ k; ∂ω1 ; ∂ω2 ; ∂ω3

〉
;

Ã12 =
〈
ω1∂ω2 + ω2∂ω1 −

1
2
γ0γ1; ω1∂ω2 + ω3∂ω1 −

1
2
γ0γ3;

−ω2∂ω3 + ω3∂ω2 +
1
2
γ1γ2; ωa∂ωa

+ k; ∂ω1 ; ∂ω2 ; ∂ω3

〉
.

Здесь Ãi — алгебра симметрии 1-го уравнения из (51)–(65), 〈Q1, . . . , Qs〉 — линей-
ная оболочка операторов Q1, . . . , Qs.
В том, что Ã1.1—Ã12 действительно являются алгебрами симметрии редуци-

рованных уравнений (51)–(65), можно убедиться непосредственной проверкой,
используя метод Ли [33, 34].
Отметим, что описанный метод исследования симметрии редуцированных

уравнений может быть реализован на ЭВМ. Кроме того, он может служить исто-
чником для получения новых представлений классических групп Ли. В частности,
легко видеть, что

Ã9 = AO(1, 3),

где AO(1, 3) — алгебра Ли группы Лоренца O(1, 3).
Таким образом, на решениях ДУЧП (62) реализуется представление группы

Лоренца O(1, 3), принципиально отличное от представления группы Лоренца, ко-
торое реализуется на решениях исходного уравнения (26). Используя этот факт,
можно получить следующее нелинейное представление алгебры AO(1, 3):

Pµ = igµν
∂

∂xν
, Jab = xaPb − xbPa + iub

∂

∂ua
− iua

∂

∂ub
,

J0a = x0Pa − xaP0 + iuaub
∂

∂ub
− i

∂

∂ua
, a, b = 1, 3.

Сделаем одно важное замечание. Теорема 5 не гарантирует того, что построен-
ная группа будет максимальной группой симметрии редуцированного уравнения.
В ряде случаев максимальная группа инвариантности значительно шире, чем это
следует из теоремы 5.

Теорема 6. Максимальная группа инвариантности ДУЧП (63) является беско-
нечнопараметрической, ее генераторы имеют вид:

при k = 1, Q1 = φ1(ω1)∂ω2 + φ2(ω1)∂ω2 +
1
2
[φ̇1(ω1)γ1 + φ̇2(ω1)γ2](γ0 + γ3),

Q2 = −ω2∂ω3 + ω3∂ω2 +
1
2
γ1γ2,

Q3 = φ0(ω1)∂ω1 + φ̇0(ω1)(ω2∂ω2 + ω3∂ω3) + φ̇0(ω1) +

+
1
2
φ̈0(ω1)(γ1ω2 + γ2ω3)(γ0 + γ3),

Q4 = φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3);

(111)

при k = 1, Q1 = ∂ω1 , Q2 = −ω2∂ω3 + ω3∂ω2 +
1
2
γ1γ2,

Q3 = φ1(ω1)∂ω2 + φ2(ω1)∂ω3 +
1
2
[φ̇1(ω)γ1 + φ̇2(ω1)γ2](γ0 + γ3),

Q4 = ωa∂ωa
+ k, Q5 = φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3),

(112)
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где φ0(ω1), . . . , φ3(ω1) — произвольные гладкие функции, точка обозначает
дифференцирование по ω1.
Доказательство, проводимое с помощью инфинитезимального метода Ли,

очень громоздко, мы его опускаем.

Следствие. Пусть φ1 = φ1(ω) — рещение ДУЧП (63), тогда спинор φ2 = φ2(ω),
построенный по формуле

φ2(ω) = φ−1
0 exp

{
φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3) − 1

2
φ̇i(γ1)γi(γ0 + γ3) −

− 1
2
φ̇0(ω1)φ−1

0 (ω1)[γ1(ω2 + φ1(ω1)) + γ2(ω3 + φ2(ω1))](γ0 + γ3)
}
×

× φ1

(∫
φ0(ω1)dω1,

ω2 + φ1(ω1)
φ0(ω1)

,
ω3 + φ2(ω1)
φ0(ω1)

)
,

(113)

также будет решением при k = 1 (если k = 1, следует положить φ0(ω1) = 1).
В справедливости этого утверждения можно убедиться прямой проверкой.
Используя формулу (113), можно получать семейства решений нелинейного

уравнения Дирака, зависящие от трех (при k = 1 — от четырех) произвольных
функций.
Выберем, например, в качестве φ1(ω) следующее частное решение уравне-

ния (63):

φ1(ω) = exp
{
−iλγ1ω2(χ̄χ)1/2k

}
χ. (114)

Подставляя (114) в формулу (113) и размножая найденное решение преобра-
зованиями из группы P (1, 3), получаем следующие семейства точных решений
нелинейного уравнения Дирака (26):

при k = 1, ψ(x) = φ−1
0 exp

{
φ3γ4(γ · a+ γ · d) − 1

2
(φ̇1γ · b+ φ̇2γ · c) ×

× (γ · a+ γ · d) − 1
2
φ̇0φ

−1
0 [(γ · b)(b · y + φ1) + (γ · c)(c · y + φ2)] ×

× (γ · a+ γ · d)
}

exp
{
−iλ(χ̄χ)1/2(γ · b)(b · y + φ1)φ−1

0

}
χ;

(115)

при k = 1, ψ(x) = exp
{
φ3γ4(γ · a+ γ · d) − 1

2
(φ̇1γ · b+ φ̇2γ · c) ×

× (γ · a+ γ · d)
}

exp
{
−iλ(χ̄χ)1/2k(γ · b)(b · y + φ1)

}
χ,

(116)

где φ0, . . . , φ3 — произвольные гладкие функции от a · y+ d · y; χ — произвольный
постоянный спинор; yµ = xµ + θµ, θµ = const, µ = 0, 3.
Другими примерами уравнений, симметрия которых шире симметрии, описыва-

емой теоремой 5, являются ДУЧП (64), (65) при k = 1. Можно показать, что при
таком выборе нелинейности эти уравнения инвариантны относительно конформ-
ных групп C(3) и C(1, 2) соответственно. Это дает возможность строить новые
семейства решений нелинейного уравнения Дирака (26) при k = 1, используя фор-
мулы размножения решений с помощью конечных преобразований группы специ-
альных конформных преобразований. Минуя промежуточные выкладки, приводим
полученные многопараметрические семейства точных решений уравнения (26):
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при k = 1

ψ(x) = U(x) exp
{
−iλ(χ̄χ)1/2(γ · b)V1

}
χ; (117)

ψ(x) = U(x) exp
{
−2iλ(χ̄χ)1/2

(
V 2

1 + V 2
2

)1/4
(γ · c)

}
χ. (118)

В (117), (118) использованы следующие обозначения:

U(x) = σ−3/2(x)[I + [(γ · b)(b · x) + (γ · c)(c · x) +
+ (γ · d)(d · x)](θ1(γ · b) + θ2(γ · c) + θ3(γ · d))];
V1 = [b · x+ θ1((b · x)2 + (c · x)2 + (d · x)2)]σ−1(x);
V2 = [c · x+ θ2((b · x)2 + (c · x)2 + (d · x)2)]σ−1(x);

σ(x) = 1 − 2(θ1b · x+ θ2c · x+ θ3d · x) + �θ 2((b · x)2 + (c · x)2 + (d · x)2);
�θ 2 = θ21 + θ22 + θ23, θi = const.

Галилеевские-инвариантные уравнения, допускающие бесконечномерную
алгебру симметрии. Из теоремы 6 следует, что на подмножестве решений уравне-
ния Дирака (26) реализуется представление бесконечномерной алгебры Ли, вклю-
чающей в качестве подалгебры алгебру Ли группы Галилея G(1, 2). Другими сло-
вами, условие

(P0 + P3)ψ = 0 (119)

выделяет подмножество решений нелинейного уравнения Дирака (26), которое яв-
ляется гораздо более симметричным, чем все множество решений. Таким образом,
условие (119), выделяющее согласно рассуждениям предыдущего подпункта не-
релятивистскую часть множества решений уравнения (26), тем самым выделяет
множество, инвариантное относительно бесконечномерной алгебры Ли A∞. Фор-
мально это может быть записано следующим образом:

AP (1, 3)/(P0 + P3) ∼= AG(1, 2) ⊂ A∞. (120)

Оказывается, что этот факт имеет место для очень широкого класса пуанкаре-
инвариантных уравнений, а именно — уравнений типа Баба

[βµpµ +m]Ψ(x) = 0, m = const, (121)

где Ψ = {Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn}, x = (x0, x1, . . . , xl), l ≥ 2; βµ — (n × n)-матрицы,
удовлетворяющие условиям

[βλ, Sµν ] = i(gµλβν − gνλβµ),
Sµν = i(βµβν − βνβµ), gµν = diag (1,−1, . . . ,−1,−1), 0 ≤ µ, ν, λ ≤ l.

Хорошо известно, что уравнение (121) инвариантно относительно алгебры Пу-
анкаре с базисными операторами вида [6, 41]

Pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xνPν − xνPµ + Sµν .
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Потребуем, чтобы Ψ кроме уравнения (121) удовлетворяло и дополнительному
условию вида (119)

(P0 + Pl)Ψ(x) = 0.

Тогда для определения Ψ(ω) = Ψ(x0 + xl, x1, . . . , xl−1) получаем следующую
систему ДУЧП:i(β0 + βl)∂ω0 + i

l−1∑
j=1

βj∂ωj
+m

Ψ(ω) = 0. (122)

Предложение 1. Уравнение (122) инвариантно относительно бесконечномерной
алгебры Ли с базисными операторами вида

Q1 = ∂ω0 , Q2 = Φk(ω0)∂ωk
+

1
2
Φ̇k(ω0)([β0, βk] − [βk, βl]),

k = 1, . . . , l − 1,
(123)

где ∂ωµ
= ∂

∂ωµ
; µ = 0, l − 1; Φ̇k = dΦ/dω0; Φk — произвольные дифференцируемые

функции от ω0.

Доказательство. Для линейных уравнений справедливо следующее утверждение
[6]: оператор Q является оператором симметрии уравнения

L(x)Ψ = 0,

если и только если существует матрица R(x), такая, что

[Q,L] = R(x)L.

Докажем, что в нашем случае

[Q,L] = 0. (124)

Действительно,

[Q2, i(β0 + βl)∂ω0 + iβk∂ωk
+m] =

i

2
(β0 + βl)Φ̈k(ω0){[β0, βk] − [βk, βl]}.

Покажем, что (β0+βl){[β0, βk]− [βk, βl]} = 0, откуда и будет следовать формула
(124). Выберем, например, k = 1;

(β0 + βl){[β0, β1] − [β1, βl]} = (β0 + βl)(β0β1 − β1β0 − β1βl + βlβ1) =
= (β0β0β1 − β0β1β0) + (βlβlβ1 − βlβ1βl) + (βlβ0β1 − β0β1βl) +
+ (β0βlβ1 − βlβ1β0) = iβ1 − iβ1 = 0.

Аналогично доказываем утверждение и для k = 2, . . . , l − 1. Теорема доказана.

Замечание 1. Утверждение теоремы остается в силе и для пуанкаре-инвариантных
нелинейных обобщений уравнения Баба (121)

βµp
µΨ + F (Ψ∗,Ψ) = 0, µ = 0, 1, . . . , l. (125)
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Этот факт дает возможность строить классы точных решений систем ДУЧП
(121), (125), включающие произвольные функции, используя формулы размноже-
ния решений типа (113).

Замечание 2. На решениях уравнения (122) реализуется следующее представле-
ние алгебры Галилея AG(1, l − 1):

P0 = i
∂

∂ω0
, Pa = −i ∂

∂ωa
, a = 1, l − 1, Jab = xaPb − xbPa + Sab,

Ga = ω0Pa +
1
2
(Sal − S0a), a, b = 1, l − 1.

Алгебра (123) не является, вообще говоря, максимальной алгеброй симметрии
уравнения (122) (последняя может быть значительно шире). Примером служит
следующее ДУЧП:

[(γ0 + γ4)P0 − γaPa + λ(ψ̄ψ)1/3]ψ(ω) = 0, a = 1, 2, 3. (126)

Теорема 7. Базис максимальной алгебры инвариантности уравнения (126) об-
разуют следующие операторы:

P0 = i
∂

∂ω0
, Jab = ωaPb − ωbPa +

i

4
[γa, γb],

G = Φa(ω0)Pa − i

2
Φ̇a(ω0)γa(γ0 + γ4);

Ã = Φ0(ω0)P0 − Φ̇0(ω0)ωaPa +
3
2
Φ̇0 +

1
2
Φ̈0γaωa(γ0 + γ4), a, b = 1, 2, 3,

(127)

где Φ0, . . . ,Φ3 — произвольные дифференцируемые функции; Φ̇µ = dΦµ/dω0,
µ = 1, 3.
Доказательство проводится с помощью метода Ли, мы его не приводим.

Следствие. Уравнение (126) инвариантно относительно алгебры Ли обобщен-
ной группы Галилея G2(1, 3) (обобщенной группой Галилея называется группа
Галилея, дополненная однопараметрическими группами масштабных и прое-
ктивных преобразований).
Базис этой алгебры может быть выбран в виде

P0 = i
∂

∂ω0
, Pa = −i ∂

∂ωa
, Jab = ωaPb − ωbPa +

i

4
[γa, γb],

Gc = ω0Pc − i

2
γc(γ0 + γ4), a, b, c = 1, 3, D = ωµP

µ +
3i
2
, µ = 0, 3,

A = 2ω0ωµP
µ − ω0P0 + 3iω0 + iγaωa(γ0 + γ4).

В силу этого ДУЧП (126) можно трактовать как нерелятивистский аналог]
конформно-инвариантного уравнения Дирака–Гюрши (5). С другой стороны, если
положить в (126) λ = 0, то полученное уравнение совпадает с уравнением Леви–
Леблонда для нерелятивистской частицы с нулевой массой [42].
Важно отметить, что симметрийные свойства уравнения (126) не исчерпываю-

тся локальной симметрией (127). Непосредственной проверкой можно убедиться,
что ДУЧП (126) допускает следующую нелокальную группу преобразований:

ψ′ = ψ + (γ0 + γ4)E(ω;ψ), (128)



Симметрия и точные решения нелинейного уравнения Дирака 397

где E(ω;ψ) — произвольное решение линейной системы ДУЧП

[γaPa − λ(ψ̄ψ)1/3]E = 0,
ψ̄(γ0 + γ4)E − Ē(γ0 + γ4)ψ = 0, Ē = E†γ0.

Некоторые двумерные спинорные модели
Эффективность применения теоретико-алгебраических методов тем выше, чем

шире симметрия рассматриевомого уравнения. Особый интерес в этой связи пред-
ставляют двумерные ДУЧП, инвариантные относительно бесконечнопараметриче-
ской группы преобразований. Именно это свойство позволило построить общие
решения двумерных уравнений Д’Аламбера [30], Лиувилля [43], газовой динами-
ки [44], Монжа–Ампера [43], Тирринга с нулевой массой [45, 46], Борна–Инфель-
да [43], Максвелла–Дирака [47] и др.
Мы покажем, что список интегрируемых моделей может быть пополнен следу-

ющими нелинейными спинорными ДУЧП:

[γµpµ + λ1γµ(ψ̄γµψ)]ψ(x0, x1) = 0, µ = 0, 1; (129)

[(γ0 + γ3)p0 − γ1p1 + λ2(ψ̄ψ)1/2k]ψ(x0, x1) = 0, (130)

где ψ = ψ(x0, x1) — четырехкомпонентный спинор; γ0, γ1, γ3 — 4 × 4-матрицы
Дирака; λ1, λ2, k — константы.
Уравнение (129) — это двумерный аналог уравнения Дирака–Гайзенберга (4),

а ДУЧП (130) — двумерный аналог уравнения (126). Кроме того, (130) может
быть получено из нелинейного уравнения Дирака (26), если положить ψ = ψ(x0 +
x3, x1).
Симметрия уравнений (129), (130). Нам будет удобно выбрать в (129) γ-

матрицы в следующем виде:

γ0 =
(

0̂ iσ2

−iσ2 0̂

)
, γ1 =

(
0̂ σ3

−σ3 0̂

)
,

где σ2, σ3 — матрицы Паули; 0̂ — нулевая матрица размерности (2×2). Расписывая
(129) покомпонентно и переходя к конусным переменным

ξ = x0 − x1, η = x0 + x1,

получаем

i∂ξψ
0 = −λ (|ψ1|2 + |ψ3|2)ψ0,

i∂ηψ
1 = λ

(|ψ0|2 + |ψ2|2)ψ1,

i∂ξψ
2 = −λ (|ψ1|2 + |ψ3|2)ψ2,

i∂ηψ
3 = λ

(|ψ0|2 + |ψ2|2)ψ3,

(131)

Предложение 2. Максимальной локальной группой инвариантности системы
(131) является бесконечнопараметрическая группа

G = Oξ(4) ×Oη(4) ×G∞, (132)
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где G∞ — бесконечнопараметрическая группа Ли преобразований вида

ξ′ =
∫ ξ

f−2
1 (z)dz, η′ =

∫ η

f−2
0 (z)dz,

ψ0′ = ψ0f0(η), ψ1′ = ψ1f1(ξ), ψ2′ = ψ2f0(η), ψ3′ = ψ3f1(ξ),

f0, f1 — произвольные дифференцируемые функции, Oξ(4) — группа преобра-
зований, сохраняющих квадратичную форму |ψ1|2 + |ψ3|2, параметры которой
являются произвольными функциями от ξ; Oη(4) — группа линейных преобра-
зований, сохраняющих квадратичную форму |ψ0|2 + |ψ2|2, параметры которой
являются произвольными функциями от η.
Предложение 3. Максимальная локальная группа инвариантности уравнения
(130) генерируется следующими операторами:

при k = 1
2 ,

P0 =
∂

∂x0
, P1 =

∂

∂x1
, D = xµPµ + k,

G = Φ1(x0)P1 +
1
2
Φ̇(x0)γ1(γ0 + γ3),

Q = (γ0 + γ3)[Φ2(x0)γ2 + Φ3(x0)γ4];

при k = 1
2 ,

G = Φ1(x0)P1 +
1
2
Φ̇(x0)γ1(γ0 + γ3),

A = Φ0(x0)P0 + Φ̇(x0)x1P1 +
1
2
Φ̇(x0) +

x1

2
Φ̈0(x0)γ1(γ0 + γ3),

Q = (γ0 + γ3)[Φ2(x0)γ2 + Φ3(x0)γ4];

где Φµ(x0) — произвольные дифференцируемые функции, точка обозначает
дифференцирование по x0.
Замечание. Симметрийные свойства системы ДУЧП (131) значительно шире, чем
инвариантность относительно локальной группы (132). В частности, (131) допуска-
ет группу нелокальных (интегральных) преобразований вида

ψ0′ = aψ0 exp
{
iλ1

∫ [(|b|2 − 1
) |ψ1|2 +

(|d|2 − 1
) |ψ3|2] dξ} ,

ψ1′ = bψ1 exp
{
−iλ1

∫ [(|a|2 − 1
) |ψ0|2 +

(|c|2 − 1
) |ψ2|2] dη} ,

ψ2′ = cψ2 exp
{
iλ1

∫ [(|b|2 − 1
) |ψ1|2 +

(|d|2 − 1
) |ψ3|2] dξ} ,

ψ3′ = dψ1 exp
{
−iλ1

∫ [(|a|2 − 1
) |ψ0|2 +

(|c|2 − 1
) |ψ2|2] dη} ,

где a, b, c, d — произвольные комплексные параметры. Отметим, что эта группа
изоморфна группе C4 по умножению.

Линеаризация и общее решение уравнений (129), (130). Для того чтобы
построить общее решение ДУЧП (131), мы воспользуемся методом нелокальной
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линеаризации [43, 47], т.е. укажем в явном виде нелокальную замену перемен-
ных, приводящую (131) к системе линейных ДУЧП. Переходя в (131) к новым
переменным по формулам

ψ0 = u0(ξ, η) exp
{
iλ1

∫ (|u1|2 + |u3|2) dξ} ,
ψ1 = u1(ξ, η) exp

{
−iλ1

∫ (|u0|2 + |u2|2) dη} ,
ψ2 = u2(ξ, η) exp

{
iλ1

∫ (|u1|2 + |u3|2) dξ} ,
ψ3 = u3(ξ, η) exp

{
−iλ1

∫ (|u0|2 + |u2|2) dη} ,
(133)

получаем следующие уравнения для нахождения неизвестных функций u0, u1, u2,
u3:

∂ξu
0 = 0, ∂ηu

1 = 0, ∂ξu
2 = 0, ∂ηu

3 = 0. (134)

Замена переменных (133) по виду напоминает замену Коула–Хопфа, приво-
дящую уравнение Бюргерса к линейному уравнению теплопроводности [48, 49].
Принципиальное отличие состоит в том, что замена (133) является обратимой при
любых u0, . . . , u3, а замена Коула–Хопфа, вообще говоря, нет.
Интегрирование уравнений (134) дает

u0 = U0(η), u1 = U1(ξ), u2 = U2(η), u3 = U3(ξ), (135)

где U0, . . . , U3 — произвольные комплекснозначные дифференцируемые функции.
Подставляя (135) в (133) и переходя от конусных переменных ξ, η к исходным,

получаем общее решение уравнения (129):

ψ0 = U0(x0 + x1) exp
{
iλ1

∫ x0−x1 [|U1|2 + |U3|2] dξ} ,
ψ1 = U1(x0 − x1) exp

{
−iλ1

∫ x0+x1 [|U0|2 + |U2|2] dη} ,
ψ2 = U2(x0 + x1) exp

{
iλ1

∫ x0−x1 [|U1|2 + |U3|2] dξ} ,
ψ3 = U3(x0 − x1) exp

{
−iλ1

∫ x0+x1 [|U0|2 + |U2|2] dη} .

(136)

Отметим, что константа взаимодействия λ1 входит в (136) аналитическим обра-
зом. Устремляя λ1 к 0, получаем общее решение свободного двумерного уравнения
Дирака

(γ0p0 − γ1p1)ψ(x0, x1) = 0.
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Для того чтобы построить общее решение системы ДУЧП (130), заменим ее
эквивалентной “линейной” системой вида

γ1ψx1 = iλ2
∂f

∂x1
ψ + (γ0 + γ3)F (x0, x1),

ψx0 = −F (x0, x1),
∂f

∂x1
= (ψ̄ψ)1/2k.

(137)

Первое из уравнений (137) — это линейная неоднородная система ОДУ (x0 вхо-
дит в качестве параметра), общее решение которой может быть получено с помо-
щью метода вариации произвольной постоянной

ψ(x) = exp{−iλ2γ1f(x0, x1)} ×

×
[
ϕ(x0) − γ1(γ0 + γ3)

∫ x1

exp{−iλ2γ1f(x0, z)}F (x0, z)dz
]
.

(138)

Подставляя (138) в остальные уравнения из (137) и решая полученные соотно-
шения, находим общее решение исходной системы ДУЧП (130):

ψ(x0, x1) = exp{−iλ2f(x0, x1)γ1} ×

×
[
ϕ(x0) + γ1(γ0 + γ3)

∫ x1

exp{−iλ2γ1f(x0, z)}dz ×

×
(
ϕ̇(x0) − iλ2

∂f

∂x0
γ1ϕ(x0)

)]
,

(139)

где ϕ = ϕ(x0) — четырехкомпонентный спинор, произвольным образом завися-
щий от x0; f = f(x0, x1) — действительная скалярная функция, определяемая из
соотношения

∂f

∂x1
=
[
A0 +A1

∫ x1

ch(2λ2f(x0, z))dz +A2

∫ x1

sh(2λ2f(x0, z))dz
]1/2k

,

A0 = ϕ̄ϕ, A1 = ϕ̄γ1(γ0 + γ3)ϕ̇− ˙̄ϕγ1(γ0 + γ3)ϕ,

A2 = i(ϕ̄(γ0 + γ3)ϕ̇− ˙̄ϕ(γ0 + γ3)ϕ), ϕ̇ = dϕ/dx0.

(140)

Если формально устремить в (130) k → +∞, то это уравнений перейдет в
линейное уравнение

[(γ0 + γ3)p0 − γ1p1 + λ2]ψ(x) = 0. (141)

Оказывается, что такой предельный переход возможен и в формулах (139),
(140), в результате чего получаем общее решение ДУЧП (141):

ψ(x) = exp{−iλ2γ1x1}
{
ϕ(x0) − i

2λ2
(γ0 + γ3) exp{−2iλ2x1γ1}ϕ̇(x0)

}
,

где ϕ = ϕ(x0) — четырехкомпонентный спинор, произвольным образом зависящий
от x0.
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Учитывая отмеченную выше связь между нелинейным уравнением Дирака (26)
и системой ДУЧП (130), по формуле

ψ1(x) = ψ(x0 → (x0 + x3), x1 → x1),

где ψ(x0, x1) из (139), получаем семейство точных решений уравнения (26), вклю-
чающее четыре произвольных комплекснозначных функции.

Приложение 1
Анзацы, редуцирующие произвольное пуанкаре-инвариантное

уравнение к системе ОДУ
С помощью анзацев, инвариантных относительно одномерных подалгебр алге-

бры Пуанкаре AP (1, 3), удается уменьшить размерность пуанкаре-инвариантных
уравнений на единицу. Следовательно, чтобы редуцировать четырехмерную систе-
му ДУЧП к системе ОДУ, необходимо использовать анзацы, инвариантные относи-
тельно трехмерных подалгебр алгебры AP (1, 3) [33]. Задача классификации всех
неэквивалентних подалгебр алгебры Пуанкаре AP (1, 3) была решена в [50–53].
Общий вид анзаца, инвариантного относительно алгебры 〈Q1, Q2, Q3〉 ⊂ AP (1, 3),
таков:

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (П.1)

где ϕ = ϕ(ω) — новый неизвестный спинор; A(x) — 4 × 4-матрица, удовлетворяю-
щая системе ДУЧП

QiA(x) = 0, i = 1, 3, (П.2)

ω = ω(x) — новая инвариантная переменная, удовлетворяющая условиям вида

Qdif
i ω = 0, i = 1, 3, (П.3)

где Qdif
i обозначает дифференциальную часть оператора Qi. Интегрируя системы

ДУЧП (П.2), (П.3), получаем следующий набор анзацев (результат приводится в
виде табл. 2).
Подобным же образом можно было бы построить пуанкаре-инвариантные ан-

зацы и для скалярного, векторного, тензорного полей. Однако существует зна-
чительно более простой способ получения таких анзацев. Величины ψ̄ψ, ψ̄γµψ,
ψ̄γµγνψ преобразуются относительно группы Пуанкаре как скаляр, вектор и тен-
зор соответственно. Поэтому, чтобы найти анзацы, инвариантные относительно
трехмерных подалгебр алгебры Пуанкаре, достаточно подставить анзацы для ψ(x)
из табл. 2 в следующие формулы:

u(x) = ψ̄ψ, Aµ(x) = ψ̄γµψ,

Fµν = ψ̄γµγνψ, µ, ν = 0, 3.
(П.4)

В результате получим:

u(x) = Φ(ω), Aµ(x) = aµν(x)Φν(ω), Fµν(x) = aµναβΦαβ(ω), (П.5)

где Φ = ϕ̄ϕ, Φν = ϕ̄γνϕ, Φαβ = ϕ̄γαγβϕ.
В частности, анзацы для скалярного поля, построенные в [53], могут быть по-

лучены таким способом. В [54] с использованием подгрупповой структуры группы
P (1, 3) [50–53] построены классы точных решений нелинейного уравнения Дира-
ка (8) при F = m+ λ(ψ̄ψ)k, m,λ, k = const.
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Таблица 2

№ п/п 〈Q1, Q2, Q3〉 A(x) ω(x)

1 P0, P1, P3 I x2

2 P1, P2, P3 I x0

3 P0 + P3, P1, P2 I x0 + x3

4 J03, P1, P2 exp
{

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
x2

0 − x2
3

5 J03, P0 + P3, P1 exp
{

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
x2

6 J03 + αP2, P0, P3 exp
{

x2
2α

γ0γ3

}
x1

7 J03 + αP2, P0 + P3, P1 exp
{

x2
2α

γ0γ3

}
α ln(x0 + x3) − x2

8 J12, P0, P3 exp
{
− 1

2
γ1γ2 arctg x1

x2

}
x2

1 + x2
2

9 J12 + αP0, P1, P2 exp
{− x0

2α
γ1γ2

}
x3

10 J12 + αP3, P1, P2 exp
{

x3
2α

γ1γ2

}
x0

11 J12 + P0 + P3, P1, P2 exp
{

1
4
(x3 − x0)γ1γ2

}
x0 + x3

12 G1, P0 + P3, P2 exp
{

x1
2(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1

}
x0 + x3

13 G1, P0 + P3, P1 + αP2 exp
{

αx1−x2
2α(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1

}
x0 + x3

14 G1 + P2, P0 + P3, P1 exp
{

x2
2

(γ0 + γ3)γ1

}
x0 + x3

15 G1 + P0, P0 + P3, P2 exp
{−x0+x3

2
(γ0 + γ3)γ1

}
2x1 + (x0 + x3)

2

16 G1 + P0, P1, P0 + P3 exp
{−x0+x3

2
(γ0 + γ3)γ1

}
x2

17 G1 + P0, P1 + αP2, exp
{−x0+x3

2
(γ0 + γ3)γ1

}
2(x2 − αx1) −

P0 + P3 − α(x0 + x3)
2

18 J03 + λJ12, P0, P3 exp
{
− 1

2λ
(γ0γ3 + λγ1γ2) arctg x1

x2

}
x2

1 + x2
2

19 J03 + λJ12, P1, P2 exp
{

1
2
(γ0γ3 + λγ1γ2) ln(x0 + x3)

}
x2

0 − x2
3

20 G1, G2, P0 + P3 exp
{

γ0+γ3
2(x0+x3)

(γ1x1 + γ2x2)
}

x0 + x3

21 G1 + P2, exp

{
1
2
(γ0 + γ3)

[
x2γ1 − x0 + x3

G2 + αP1 + βP2, − x2(x0+x3)−x1
(x0+x3)(x0+x3+β)−α

(x0 + x3 + β)γ1 +

P0 + P3 + x2(x0+x3)−x1
(x0+x3)(x0+x3+β)−α

γ2

]}
22 G1, G2 + P1 + exp

{
x1

2(x0+x3)
(γ0 + γ3)γ1 + x0 + x3

+ αP2, P0 + P3 + x2
2(x0+x3)(x0+x3+α)

×
× (γ0 + γ3)(γ2(x0 + x3) − γ1)

}
23 G1, G2 + P2, exp

{
x1

2(x0+x3)
(γ0 + γ3)γ1 + x0 + x3

P0 + P3 + x2
2(x0+x3+1)

(γ0 + γ3)γ2

}
24 G1, G2 + P0, γ0 + γ3 2x2 + (x0 + x3)

2

P0 + P3, P1

25 J03, G1, P2 exp
{

x1
2(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1

}
× x2

0 − x2
1 − x2

3

× exp
{

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
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Продолжение табл. 2

№ п/п 〈Q1, Q2, Q3〉 A(x) ω(x)

26 J03, G1, P0 + P3 exp
{

x1
2(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1

}
× x2

× exp
{

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
27 J03 + αP1 + βP2 exp

{
x1−α ln(x0+x3)

2(x0+x3)
(γ0 + γ3)γ1

}
× x2 − β ln(x0 + x3)

G1, P0 + P3 × exp
{

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

}
28 J03 + βP2, G1, γ0 + γ3 x2 − β ln(x0 + x3)

P0 + P3, P1

29 G1, G2, J03 exp
{

γ0+γ3
2(x0+x3)

(γ1x1 + γ2x2)
}
× x0 + x3

× exp
{
− xµxµ

4(x0+x3)
γ1γ2

}
30 J03 + λJ12, G1, G2 exp

{
γ0+γ3

2(x0+x3)
(γ1x1 + γ2x2)

}
× xµxµ

× exp
{

1
2
(γ0γ3 + λγ1γ2) ln(x0 + x3)

}
α, β, λ = const, Gi = J0i − Ji3, i = 1, 2.

Приложение 2
Об одном обобщение метода разделения переменных

для систем дифференциальных уравнений
В этом приложении мы приведем один из возможных подходов к построению

решений в разделенных переменных систем линейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных.
Метод разделения переменных является одним из классических методов инте-

грирования линейных дифференциальных уравнений. Его тесная связь с теорети-
ко-групповыми свойствами уравнений была понята совсем недавно [55, 56]. Она
состоит в том, что решение в разделенных переменных и параметры разделения
являются соответственно собственной функцией и собственными значениями не-
которого набора операторов {Σi} симметрии рассматриваемого уравнения. Иначе
говоря, справедливы равенства

Lψ ≡ {aµ(x)∂xµ
+ a(x)}ψ(x) = 0, µ = 0, n− 1, (П.6)

Σiψ = λiψ, i = 1, n− 1, (П.7)

где aµ, a — переменные m×m-матрицы; ψ = (ψ1, . . . , ψm), x = (x0, x1, . . . , xn−1),
λi = const, Σi — дифференциальные операторы, образующие (n − 1)-мерную абе-
леву алгебру Ли симметрии уравнения (П.6), т.е. они удовлетворяют условиям

[Σi,Σj ] = ΣiΣj − ΣjΣi = 0, (П.8)

[L,Σi]ψ|Lψ=0 = 0. (П.9)

Поэтому решения уравнения (П.6), удовлетворяющие условиям (П.7), есте-
ственно называть решениями в разделенных переменных.
Система дифференциальных уравнений (П,6), (П.7) является переопределен-

ной, и условия (П.8), (П.9) обеспечивают ее совместность. Наше основное наблю-
дение состоит в том, что требования (П.8), (П.9) можно значительно ослабить и
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тем самым обобщить классическое определение разделения переменных. Справе-
длива следующая теорема.

Теорема. Система уравнений

Lψ = 0,
Qiψ = {bµi (x)∂xµ

+ bi(x)}ψ(x) = 0, i = 1, n− 1,
(П.10)

где bµi , bi — переменные матрицы (m×m), совместна, если

[Qi, L] = Bki Qk +BiL,

[Qi, Qj ] = RkijQk +Rij , i, j, k = 1,m.
(П.11)

В случае, когда

rank


a0(x) · · · an−1(x)
b01(x) · · · bn−1

1 (x)
· · · · ·

b0n−1(x) · · · bn−1
n−1(x)

 = m× n, (П.12)

условия (П.11) являются необходимыми и достаточными.
В (П.11) Bki , Bi, B

k
ij, Rij — некоторые дифференциальные операторы первого

порядка с матричными коэффициентами.
Доказательство. Проведем доказательство в предположении, что условие (П.12)
выполнено. Если в (П.10) bµi (x) = δµi bi(x), где δ

µ
i — символ Кронекера, то система

(П.10) может быть записана в виде

∂xµ
ψ = Aµ(x)ψ, (П.13)

причем A0 = −a−1
0 (akAk + a).

Хорошо известно (см., например, [57]), что необходимые и достаточные условия
совместности системы дифференциальных уравнений (П.13) таковы:

[∂xµ
−Aµ, ∂xν

−Aν ] = ∂xν
Aµ − ∂xµ

Aν + [Aµ, Aν ] = 0. (П.14)

Следовательно, для системы (П.13) утверждение теоремы справедливо. Идея
доказательства состоит в том, что система (П.10) может быть получена из (П.13)
последовательным применением преобразований эквивалентности

L→ L, Qi → Q′i =

{
Qi, i = k,

WiQi, i = k,
(П.15)

где Wi = Wi(x) — невырождонные переменные матрицы (m×m). Если покажем,
что для преобразованной системы

Lψ = 0,
Q′iψ = 0, i = 1, n− 1,

(П.16)

выполнены условия (П.11), то тем самым теорема будет доказана. Это осуществ-
ляется прямым вычислением. Рассмотрим, например, коммутатор [Q′k, L]:

[Q′k, L] = [WiQi, L] = [Wi, L]Qi +Wi[Qi, L] =
=
(
[Wi, L] +WjB

i
j

)
+WiBiL.

(П.17)
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Выразив из (П.15) Qi через Q′i и подставив найденные выражения в (П.17),
получим

[Q′k, L] = Bik
′Q′k +B′kL,

где

Bik
′ = WjB

i
j + [Wi, L] − [Wk, L]W−1

k Wi −WjB
k
jW

−1
k Wi, i = k,

Bkk
′ = [Wk, L]W−1

k +WjB
k
jW

−1
k , B′k = WjBj

(по k нет суммирования).
Проверка остальных соотношений из (П.11) проводится аналогично.

Замечание. Если в (П.11) Rij ≡ 0, Bki ≡ 0, Bi — (m × m)-матрицы, Rkij —
константы, то требование (П.11) означает, что операторы Qi образуют (n − 1)-
мерную алгебру Ли инвариантности уравнения (П.6). Если же Rij ≡ 0, Bki ≡ 0,
то Qi — нелиевские операторы симметрии уравнения (П.6) (см. [6]). Наконец,
если не все Rij , Bki равны нулю, то мы имеем дело с так называемой нарушенной
симметрией [31, 58].

Следствие. Пусть операторы Qi образуют супералгебру Ли инвариантности
уравнений (П.6), тогда система (П.10) совместна.
Таким образом, для того чтобы строить решения в разделенных переменных

систем дифференциальных уравнений в частных производных, необходимо уметь
классифицировать алгебраические объекты типа (П.11), частным случаем которых
являются алгебры и супералгебры Ли. К настоящему времени эта задача нами
частично решена лишь для алгебр Ли и некоторых простейших супералгебр.
Из доказательства теоремы следует, что при выполнении условия (П.12) систе-

му (П.10) можно заменить эквивалентной ей системой дифференциальных уравне-
ний (П.13). Если известно частное решение уравнений (П.14), то, подставляя его
в систему (П.13) и находя ее общее решение, получаем решение в разделенных
переменных исходной системы дифференциальных уравнений (П.6). Оказывается,
что в ряде случаев систему (П.14) решать проще, чем систему (П.6).
Эффективность нашего подхода продемонстрируем на линейном уравнении Ди-

рака

(iγµ∂xµ
−m)ψ(x) = 0, (П.18)

где γµ — матрицы Дирака размерности (4 × 4); ψ(x) — четырехкоппонентный
дираковский спинор.
Стандартное определение разделения переменных в уравнении Дирака в декар-

товых координатах таково [56, 59, 60]:

ψ(x) = V0(x0)V1(x1)V2(x2)V3(x3)χ, (П.19)

где Vµ — переменные (4×4)-матрицы. Решения вида (П.19) получаются из (П.13),
если положить Ai = Ai(xi), i = 1, 3.
При этом условии (П.14) примут вид

∂xi
A0 = [Ai(xi), A0], (П.20)

[Ai(xi), Aj(xj)] = 0, i, j = 1, 3, (П.21)
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где A0 = −γ0γkAk − imγ0.

Предложение 1. Система дифференциальных уравнений (П.20), (П.21) совме-
стна.
Чтобы доказать это утверждение, необходимо убедиться в справедливости то-

ждества

∂xi
∂xj

A0 = ∂xi
[Aj , A0] = ∂xj

[Ai, A0] = ∂xj
∂xi

A0.

Но

∂xi
[Aj , A0] = [Aj , ∂xi

A0] = [Aj , [Ai, A0]] =
= [Ai, [Aj , A0]] = [Ai, ∂xj

A0] = ∂xj
[Ai, A0],

что и требовалось доказать.

Предложение 2. Общее решение системы уравнений (П.13) имеет вид

ψ(x) = exp{A0x0}U1(x1)U2(x2)U3(x3)χ, (П.22)

где

Ui(xi) = I +
∞∑
n=1

∫ xi

θi

Ai(xi) · · ·
∫ xi

θi︸ ︷︷ ︸
n

Ai(xi) dxi · · · dxi︸ ︷︷ ︸
n

,

Ai(xi) — произвольные (4 × 4)-матрицы, удовлетворяющие условиям (П.20),
(П.21); χ — произвольный постоянный спинор.
Доказательство. Покажем, что формула

ψ(x) = exp{A0x0}ϕ(x) (П.23)

дает решение системы (П.13), если

∂xi
ϕ = Ai(xi)ϕ, i = 1, 3. (П.24)

Действительно, в силу того, что ∂x0A0 = 0, имеем

∂x0ψ = A0ψ,

кроме того,

∂xi
ϕ = ∂xi

{∑
n

xn0
n!
An0

}
=

{∑
n

xn0
n!
An0

}
∂xi

ϕ+

{∑
n

xn0
n!
∂xi

An0

}
ϕ. (П.25)

Так как

∂xi
An0 =

∂A0

∂xi
An−1

0 +A0
∂A0

∂xi
An−2

0 + · · · +An−1
0

∂A0

∂xi
=

= [Ai, A0]An−1
0 + · · · +An−1

0 [Ai, A0] = [Ai, An0 ],
(П.26)

то, подставляя (П.25), (П.26) в (П.13), получаем

exp{A0x0}(∂xi
ϕ−Aiϕ) = 0.



Симметрия и точные решения нелинейного уравнения Дирака 407

Нетрудно убедиться, что общее решение (П.24) может быть записано в виде

ϕ(x) = U1(x1)U2(x2)U3(x3)χ,

где Ui — матрицант i-го уравнения из (П.24), задается формулой (П.22). Для этого
необходимо воспользоваться тождествомAi,

∫ xj

θj

Aj(xj) · · ·
∫ xj

θj︸ ︷︷ ︸
n

Aj(xj) dxj · · · dxj︸ ︷︷ ︸
n

 = 0, n ≥ 1, i = j,

из которого следует, что

[Ai(xi), Uj(xj)] = 0, i = j.

Особенно простой вид имеют формулы (П.20)–(П.22) в том случае, когда ма-
трицы Ai постоянные. Из (П.20), (П.21) следует, что они должны удовлетворять
следующей нелинейной алгебраической системе матричных уравнений:

[Ai, Aj ] = 0, [γ0γkAk + imγ0, Ai] = 0, (П.27)

при этом решение уравнения (П.13)

ψ(x) = exp{−(γ0γkAk + imγ0)x0 +Aixi}χ. (П.28)

Удается найти общее решение соотношений (П.27), однако полученный резуль-
тат очень громозкий. Приведем здесь только некоторые частные решения:

A1 = −imγ1, A2 = θγ1γ2γ3, A3 = θγ1;
A1 = θ1 + θ2γ0 + θ3γ1γ2 + θ4γ3γ4, A2 = γ2γ1A1, A3 = 0,

(П.29)

θ, θ1, . . . , θ4 — произвольные комплексные константы.
Подставляя (П.29) в (П.28), получаем многопараметрические семейства точных

решений уравнения Дирака.
Отметим, что операторы Qi = ∂xi

−Ai, образуя алгебру Ли, вообще говоря, не
являются операторами симметрии уравнения Дирака, так как

[L,Qi] = [γ0, Ai]γ0L+ γ0[γ0γk, Ai]Qk, i = 1, 3.

В заключение приведем полученными нами решения системы дифференциаль-
ных уравнений (П.20), (П.21) вида

Ai(xi) = c1i + c2i γi + c3i γ4 + c4i γiγ4, i = 1, 3, (П.30)

где cki = cki (xi), по i нет суммирования:

1. c11 = λ1 cosφ, c21 = im+ λ1 sinφ, c31 = c41 = 0,
c12 = λ3 cosϕ, c22 = λ3 sinϕ, c32 = c42 = 0,
c13 = λ5, c23 = c33 = c43 = 0,

(П.31)

где

φ = 2arctg
1
m
{θ tg (λ2 − 2iθx1) + iλ1}, θ = m2 + λ2

1,

ϕ = 2arctg
{
λ4e
−2λ3x2

}
, λ1, . . . , λ5 = const;
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2. c1k = θ1k
(
θ2ke

2θ1kxk − 1
) (
θ2ke

2θ1kxk + 1
)−1

,

c2k = θ2k(θ1k)2e2θ1kxk
(
θ2ke

2θ1kxk + 1
)−1

,

c3k = 0, c4k = ic2k, k = 1, 3,

(П.32)

где θ1k, θ2k = const;

3. c11 = −i (1 + λ2e
4iθx1

) (
1 − λ2e

4iθx1
)−1

, c21 = iλ1, c31 = λ1,

c41 = θ
(
1 + λ2e

4iθx1
) (

1 − λ2e
4iθx1

)−1
,

c12 = λ3, c13 = λ5, ck2 = ck3 = 0, k = 2, 4.

(П.33)

Подставляя формулы (П.30)–(П.33) в (П.22), получаем точные решения урав-
нения Дирака вида (П.19). Причем, в силу того, что операторы Qi = ∂xi

− Ai(xi)
не являются операторами симметрии уравнения (П.18), эти решения не могут быть
получены в рамках подхода, используемого в [55, 56, 60].
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Подалгебры афинной алгебры AIGL(3, R)
А.Ф. БАРАННИК, Ю.Д. МОСКАЛЕНКО, В.И. ФУЩИЧ

В работе проведена классификация с точностью до IGL(3, R)-сопряженности всех
подалгебр алгебры Ли AIGL(3, R) группы IGL(3, R) неоднородных линейных пре-
образований вещественного трехмерного пространства. Выделены вполне приводи-
мые подалгебры алгебры AGL(n, R) являющейся алгеброй Ли полной линейной
группы степени n над R, и изучены их свойства.

Введение
Группа IGL(4, R) неоднородных линейных преобразований вещественного че-

тырехмерного пространства и конформная группа C(2, 2) псевдоевклидова прос-
транства R2,2 являются группами инвариантности важных уравнений теоретиче-
ской и математической физики [1, 2]. Каждая из этих групп содержит в каче-
стве подгруппы группу IGL(3, R) неоднородных линейных преобразований веще-
ственного трехмерного пpocтранства. Поэтому классификация подгрупп группы
IGL(3, R) является одним из этапов классификации подгрупп группы IGL(4, R)
и C(2, 2). Так как нас интересуют только связные подгруппы группы IGL(3, R),
то задача их классификации относительно IGL(3, R)-сопряженности сводится к
задаче классификации подалгебр алгебры Ли AIGL(3, R) группы IGL(3, R) отно-
сительно IGL(3, R)-сопряженности.
Данная работа является продолжением исследований, выполненных в [3].

В ней используется ряд общих принципов классификации подалгебр произвольной
алгебры Ли, изложенных в работах [4, 5, 6]. В § 1 выделены вполне приводимые
подалгебры алгебры AGL(n,R) являющейся алгеброй Ли полной линейной группы
степени n над R, и изучены их свойства. В § 2 подалгебры алгебры AGL(3, R), не
являющиеся вполне приводимыми, разбиты на три класса и решена задача клас-
сификации подалгебр каждого из этих классов. В § 3 для каждой подалгебры
F ⊂ AGL(3, R) находятся все ее расширения в алгебре AIGL(3, R).

§ 1. Алгебра Ли AGL(n, R).
Вполне приводимые подалгебры алгебры AGL(n, R)

Пусть V = Rn — n-мерное арифметическое векторное пространство над полем
вещественных чисел R, состоящее из n-мерных столбцов, {T1, . . . , Tn} — базис V ,
элементы которого являются единичными столбцами, End V — алгебра эндомор-
физмов пространства V . Алгебру Ли, ассоциированную с алгеброй End V , будем
обозначать символом AGL(V ). Для всякого f ∈ End V положим

f(Tj) =
n∑
k=1

αkjTk, αkj ∈ R,

т.е.

(f(T1), . . . , f(Tn)) = (T1, . . . , Tn)

d11 · · · d1n

· · · · · · · · ·
dn1 · · · dnn

 ,

Препринт 89.65, Киев, Институт математики АН УССР, 1989, 32 c.
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Тогда отображение

End V � f → A =

d11 · · · d1n

· · · · · · · · ·
dn1 · · · dnn

 ∈Mn(R)

является изоморфизмом алгебр End V и Mn(R). Здесь Mn(R) — алгебра ква-
дратных матриц порядка n над полем R. Таким образом, выбирая базис в V , мы
можем отождествлять алгебры End V и Mn(R). Аналогично мы отождествляем
алгебры Ли AGL(V ) и AGL(n,R), ассоциированные соответственно с End V и
Mn(R).
Положим GL(V ) = {S ∈ AGL(V ) | detS = 0}. Множество GL(V ) является

мультипликативной группой, которая называется полной линейной группой сте-
пени n над полем R и часто обозначается GL(n,R). Группа GL(n,R) содержит
подгруппу SL(n,R), состоящую из всех матриц с определителем, равным 1. Она
называется специальной линейной группой. Ее алгебра Ли ASL(n,R) определя-
ется как множество всех матриц X ∈ AGL(n,R) с нулевым следом. Очевидно,
имеет место разложение AGL(n,R) = ASL(n,R) ⊕ 〈En〉, где En — единичная
матрица.
Группой IGL(n,R) называется мультипликативная группа матриц(

∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ GL(n,R), Y ∈ Rn.
Полагая [X,Z] = X ·Z, [Z,Z ′] = 0 для произвольных X ∈ AGL(n,R), Z,Z ′ ∈ V ,

мы превратим. векторное пространство V +̇AGL(n,R) в алгебру Ли, которая яв-
ляется алгеброй Ли группы IGL(n,R). Алгебра Ли AIGL(n,R) допускает изо-
морфное представление матрицами(

∆1 Y1

0 0

)
,

где ∆1 ∈ AGL(n,R), Y1 ∈ Rn.
Каждый внутренний автоморфизм g → hgh−1 группы Ли G индуцирует ав-

томорфизм X → gXg−1 алгебры Ли AG. Этот автоморфизм мы будем называть
G-автоморфизмом алгебры AG и обозначать символом ϕg. Подалгебры L1 и L2

алгебры AG будем называть G-сопряженными, если gL1g
−1 = L2.

Пусть F — некоторая подалгебра алгебры AGL(V ). Подалгебра F называется
неприводимой, а пространство V F -неприводимым, если V содержит лишь триви-
альные подпространства, инвариантные относительно F . Подалгебра F называется
вполне приводимой, если для каждого F -инвариантного подпространства V1 ⊂ V
сущесвует такое F -инвариантное подпространсво V2 ⊂ V , что V = V1 ⊕ V2. Если
F — вполне приводимая алгебра линейных преобразований векторного пространс-
тва V , то пространство V разлагается в прямую сумму V1⊕· · ·⊕Vs подпространств,
каждое из которых инвариантно и неприводимо относительно F . Так как подал-
гебры алгебры AGL(V ) мы изучаем с точностью до GL(V )-сопряженности, то в
дальнейшем будем предполагать, что V1 = 〈T1, . . . , Tk1〉, V2 = 〈Tk1+1, . . . , Tk1+k2〉,
. . ., Vs = 〈Tσs+1, . . . , Tn〉, σs = k1 + · · · + ks−1.
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Если J ∈ F , то ad J можно рассматривать как линейное преобразование Ĵi
пространства Vi. Матрица πi(J) преобразования Ĵi в базисе {Tσi+1, . . . , Tσi+ki

}
пространства Vi содержится в AGL(Vi). Отображение πi : F → AGL(Vi) является
гомоморфизмом, а πi(F ) — неприводимой подалгеброй алгебры AGL(Vi). Так как
отображение J → (π1(J), . . . , πs(J)) есть изоморфизм F в алгебру π1(F ) × · · · ×
πs(F ), то будем говорить, что F разлагается относительно базиса {T1, . . . , Tn} в
подпрямое произведение алгебр π1(F ), . . . , πs(F ), и записывать это так:

F = π1(F ) ×̇ · · · ×̇πs(F ). (1.1)

Пусть Fi = {J ∈ F ′ |πj(J) = 0 для всех j = i}, где F ′ = π1(F ) × · · · × πs(F ).
Легко видеть, что Fi — подалгебра алгебры F ′ и что наряду с разложением (1.1)
мы имеем разложение F = F1 +

˙
· · ·+

˙
Fs. В дальнейшем алгебры F1, . . . , Fs будем

называть неприводимыми частями алгебры F . Условимся алгебру Fi отождеств-
лять с алгеброй πi(F ). В этом смысле будем говорить, что Fi — неприводимая
подалгебра алгебры AGL(Vi). Подалгебры Fi и Fj назовем эквивалентными, если
ki = kj и сущесвует такая матрица C ∈ AGL(Vi), что Cπi(J)C−1 = πj(J) для
всех J ∈ F . Нетрудно убедиться, что рассматриваемое отношение на множестве
{F1, . . . , Fs} является отношением эквивалентности, а потому оно проводит ра-
збиение множества неприводимых частей алгебры F на классы A1, . . . ,At. Если
Fm1 , Fm1 , . . . , Fmri

∈ Ai, то через Ai обозначим подалгебру Ai = {J ∈ F |πj(J) = 0
для всех j = m,m2, . . . ,mri

}. Подалгебру Ai назовем примарной частью алгебры
F . Очевидно, F является подпрямой суммой своих примарных частей. Разложение
F = F1 +

˙
· · ·+

˙
At будем называть каноническим разложеним алгебры F .

Теорема 1.1 Пусть F — вполне приводимая подалгебра алгебры AGL(V ), A1,
. . ., At примарные части P , W — подпространство пространства V , инвари-
антное относительно F . Тогда W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wt ⊕ W ′, где [Ai,Wi] = Wi,
[Ai,Wj ] = 0 при i = j, [F,W ′] = 0 (i, j = 1, . . . , t). Если примарная алгебра
A является подпрямой суммой неприводимых подалгебр соответственно ал-
гебр AO(V1), AO(V2), . . ., AO(Vq), то с точностью до GL(V )-сопряженности
ненулевые подпространсва U пространства V со свойством [A,U ] = U исчер-
пываются пространствами V1, V1 ⊕ V2, . . ., V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vq.
Теорема 1.1 решает вопрос о классификации всех подпространств, инвари-

антных относительно вполне приводимой подалгебры F алгебры AGL(V ). Рас-
смотрим далее вопрос о неращепляемых расширениях подалгебры F . Допустим,
что алгебра Ли L является полупрямой суммой идеала V и подалгебры K, где
K ⊂ AGL(V ). Пусть π проектирование L на K, а F̂ — такая подалгебра L, что
π̂(F̂ ) = F . Если для некоторого внутреннего автоморфизма ϕ алгебры L справе-
дливо равенство ϕ(F̂ ) = W +⊃ F , где W ⊂ V , то алгебру F̂ будем называть расще-
пляемой в алгебре L. Если любая подалгебра F̂ ⊂ L, удовлетворяющая условию
π̂(F̂ ) = F , является расщепляемой, то будем говорить, что алгебра F обладает
только расщепляемыми расширениями в алгебре L.

Теорема 1.2 [3]. Пусть F вполне приводимая подалгебра алгебры AGL(V ), K —
произвольная подалгебра алгебры AGL(V ) и F ⊂ K. Для того чтобы F облада-
ла только расщепляемыми расширениями в алгебре K̂ = V +⊃ K, необходимо и
достаточно, чтобы выполнялось одно из следующих условий: 1) F полупроста;
2) F аннулирует только нулевое подпространство пространства V .



Подалгебры афинной алгебры AIGL(3, R) 413

Теоремы 1.1 и 1.2 сводят задачу классификации относительно IGL(n,R)-сопря-
женности подалгебр F ⊂ L, удовлетворяющих условию π̂(F̂ ) = F , где F — вполне
приводимая подалгебра алгебры AGL(n,R), к задаче классификации относительно
GL(V )-сопряженности неприводимых частей подалгебр алгебры AGL(V ).
Остановимся на вполне приводимых подалгебр алгебры AGL(3, R). С этой це-

лью выпишем все неприводимые подалгебры алгебр AGL(3, R) и AGL(2, R). Ал-
гебра ASL(3, R) обладает с точностью до SL(3, R)-сопряженности тремя неприво-
димыми подалгебрами:

1) AO(3) =


 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

 ; 2) AO(2, 1) =


0 a b
a 0 c
b c 0

 ;

3) ASL(3, R).

Все эти подалгебры полупросты. Неприводимыми в AGL(3, R) будут только такие
подалгебры:

1) AO(3); 2) AO(3) ⊕ 〈S〉; 3) AO(2, 1);
4) AO(2, 1) ⊕ 〈S〉; 5) ASL(3, R); 6) AGL(3, R),

где S = diag [1, 1, 1].
Алгебра AGL(2, R) состоит из матриц вида(

a1 a2

b1 b2

)
, a1b2 − a2b1 = 0.

Базис этой алгебры выберем в следующем виде:

Â1 =
(−1 0

0 1

)
, Â2 =

(
0 0
−1 0

)
, Â3

(
0 1
0 0

)
, D̂ =

(
1 0
0 1

)
.

Очевидно, AGL(2, R) = ASL(2, R) ⊕ 〈D̂〉, где ASL(2, R) = 〈Â1, Â2, Â3〉. В алге-
бре ASL(2, R) с точностью до SL(2, R)-сопряженности имеются только две не-
приводимые поалгебры: 1) AO(2) = 〈Â2 + Â3〉; 2) ASL(2, R) = 〈Â1, Â2, Â3〉. В
алгебре AGL(2, R) с точностью до GL(2, R)-сопряженности существуют только
следующие неприводимые подалгебры: 1) 〈Â2 + Â3 +αD̂〉 (α ≥ 0); 2) 〈Â2 + Â3, D̂〉;
3) ASL(2, R); 4) AGL(2, R). Таким образом, алгебра AGL(3, R) содержит с точно-
стью до GL(3, R)-сопряженности только следующие максимальные вполне приво-
димые подалгебры:

1) AO(3) ⊕ 〈S〉; 2) AO(2, 1) ⊕ 〈S〉; 3) ASL(3, R);
4) AGL(2, R) ⊕ 〈S〉; 5) 〈A1〉 ⊕ 〈D〉 ⊕ 〈S〉,

где A1 = diag [Â1; 0], D = diag [D̂; 0].
Обозначим класс вполне приводимых подалгебр алгебры AGL(3, R) через M0.

Из предыдущих результатов получаем полную классификацию подалгебр класса
M0 с точностью до GL(3, R)-сопряженности, изложеную ниже.
Подалгебры класса M0 алгебры AGL(3, R):
AO(3) ⊕ 〈S〉, AO(2, 1) ⊕ 〈S〉, AO(3), AO(2, 1), ASL(3, R), AGL(3, R),
〈A2 +A3 + αD + βS〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0), 〈A2 +A3 + αD,S〉 (α ≥ 0),



414 А.Ф. Баранник, Ю.Д. Москаленко, В.И. Фущич

〈A2 +A3 + αS,D + βS〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3,D, S〉, ASL(2, R), ASL(2, R) ⊕ 〈S〉,
ASL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉, AGL(2, R) ⊕ 〈S〉, 〈S〉, 〈D + βS〉,
〈A1 + αD + βS〉 (0 < α < 1 ∨ α = 0, β ≥ 0),
〈A1 + αS,D + βS〉 (α+ 3β + 2 ≥ 0, α ≥ 0), 〈A1 + αD,S〉 (0 ≤ α < 1),
〈D,S〉, 〈A1,D, S〉.

§ 2. Подалгебры алгебры AGL(3, R),
не являющиеся вполне приводимыми

Пусть F — произвольная подалгебра алгебры AGL(n,R), не являющаяся впол-
не приводимой, и пусть V1 — минимальное, отличное от нуля, F -инвариантное
подпространство в V . Подпространство V1 неприводимо относительно F . Пусть,
далее, V2 — минимальное F -инвариантное подпространство в V , содержащее V1,
но не совпадающее с V1. Так как V1 — F -инвариантно, то определено действие
алгебры F на факторпространстве V2/V1, которое будет F -неприводимым. Сле-
довательно, мы можем построить композиционный ряд для V , т.е последователь-
ность 0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vk ⊂ V , состоящую из F -инвариантных подпространств в V
и такую, что F действует неприводимо в каждом из факторпространств Vj/Vj−1.
Ввиду того, что подалгебры алгебры AGL(V ) мы изучаем с точностью до GL(V )-
сопряженности, подпространства Vj можно выбрать таким образом, чтобы для ка-
ждого j = 1, 2, . . . , k векторы T1, . . . , Tlj образовывали базис Vj (l1 < l2 < · · · < lk).
При таком выборе базисов подпространств Vj алгебра F реализуется в базисе
{T1, . . . , Tn} матрицами

∆1 ∗
∆2

. . .
0 ∆k

 ,

где ∆j пробегает неприводимую подалгебру алгебры AGL(Vj/Vj−1. Ее диагональ-
ную часть F0, состоящую из матриц

∆1 0
∆2

. . .
0 ∆k

 ,

будем называть вполне приводимой частью алгебры F в базисе {T1, . . . , Tn} (или
относительно композиционного ряда 0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vk ⊂ V . Вполне приво-
димая часть F0 определяется алгеброй F однозначно с точностью до GL(n,R)-
сопряженности.
Применительно к алгебре AGL(3, R) рассмотрим такие последовательности

подпространств:

0 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉, (2.1)

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉, (2.2)

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉. (2.3)
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Будем говорить, что подалгебра F принадлежит классу M1 (соответственно
M2 и M3), если ряд (2.1) (соответственно (2.2) и (2.3)) является композиционным
рядом F -модуля V . Любая подалгебра F , относящаяся к классу M1, состоит из
матриц(

∆ ∗
0 a

)
,

где ∆ пробегает неприводимую подалгебру алгебры AGL(2, R), a ∈ R. Подалгебра
F , относящаяся к классу M2, состоит из матриц(

a ∗
0 ∆

)
,

где ∆ пробегает неприводимую подалгебру алгебры AGL(2, R), a ∈ R. Подалгебра
F , относящаяся к классу M3, реализуется маматрицамиa ∗

b
0 c

 , a, b, c ∈ R.

Покажем, что подалгебры L1 и L2, относящиеся к различным классам, не со-
пряжены между собой относительно группы GL(3, R). Пусть, например, L1 ∈ M1,
L2 ∈ M2. Так как L1 не является вполне приводимой, то V содержит только одно
нетривиальное L1-инвариантное подпространство, совпадающее с 〈T1, T2〉. Анало-
гично, V содержит только одно нетривиальное L2-инвариантное подпространство,
совпадающее с 〈T1〉. Отсюда вытекает, что не существует GL(3, R)-автоморфизма,
который отображал бы L1 на L2. Аналогично рассматривается остальные случаи.
Докажем, что задача классификации подалгебр класса M1 относительно

GL(3, R)-сопряженности эквивалентна задаче классификации подалгебр класса
M2 oтносительно GL(3, R)-сопряженности. С этой целью рассмотрим максималь-
ную подалгебру M1, относящуюся к классу M1. Она совпадает с алгеброй всех
матрицa1 a2 c1

b1 b2 c2
0 0 c3

 ,

где ai, bi, ci ∈ R и, очевидно, содержит любую подалгебру класса M1. Базис алге-
бры M1 образуют матрицы S,

A1 =

−1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , A2 =

 0 0 0
−1 0 0
0 0 0

 , A3 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , P1 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , P2 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 .

Так как 〈A1, A2, A3,D〉 ∼= AGL(2, R), 〈P1, P2〉+⊃ 〈A1, A2, A3,D〉 ∼= AIGL(2, R),
то алгебра M1 изоморфна алгебре AIGL(2, R) ⊕ 〈S〉, где S — дилатация. Вполне
приводимая часть алгебры M1 совпадает с 〈A1, A2, A3,D〉⊕〈S〉 ∼= AGL(2, R)⊕〈S〉.
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Пусть L1, L2 ∈ M1 и существует GL(3, R)-автоморфизм ϕ, отображающий L1

на L2. Так как, очевидно, ϕ(〈T1, T2〉) = 〈T1, T2〉, то, следовательно ϕ = ϕc для
некоторой матрицы

C =

c11 c12 c13
c21 c22 c23
0 0 c33

 ∈ ĨGL(2, R).

Таким образом, задача классификации с точностью до GL(3, R)-сопряженности по-
далгебр класса M1 сводится к задаче классификации подалгебр алгебры
AIGL(2, R) ⊕ 〈S〉 с точностью до ĨGL(2, R)-сопряженности.
Аналогично, максимальная подалгебраM2, относящаяся к классуM2 совпадает

с алгеброй всех матрицa1 a2 a3

0 b1 b2
0 c1 c2

 ,

где ai, bi, ci ∈ R. Базис подалгебры M2 образуют матрицы S′ = S.

A′1 =

0 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , A′2 =

0 0 0
0 0 0
0 −1 0

 , A′3 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

D′ =

0 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , P ′1 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , P ′2 =

0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

Алгебра M2, изоморфная алгебре AIGL(2, R) ⊕ 〈S′〉 (S′ — дилатация), содержит
любую подалгебру класса M2. Как и выше, доказываем, что классификация по-
далгебр класса M2 с точностью до GL(3, R)-сопряженности сводится к задаче
классификации подалгебр алгебры AIGL(2, R) ⊕ 〈S′〉 с точностью до ĨGL(2, R)-
сопряженности. Нетрудно убедиться, что линейное отображение

f : A1 → A′1, A2 → A′2, A3 → A′3, D → D′, P1 → P ′1, P2 → P ′2, S → S

является изоморфизмом алгебры M1 на алгебру M2. Предположим, что задача
классификации подалгебр алгебры M1 с точностью до ĨGL(2, R)-сопряженности
решена. Тогда, используя изоморфизм f , автоматически получаем классификацию
подалгебр алгебры M2 с точностью до ĨGL(2, R)-сопряженности.
Найдем, например, все подалгебры класса M1 алгебры M1 с точностью до

IGL(2, R)-сопряженности. Так как алгебра 〈A1, A2, A3,D〉, изоморфная алгебре
AGL(2, R), имеет только четыре неприводимых подалгебры (см. § 1) то подалгебры
класса M1 алгебры M1 с нулевой проекцией на 〈S〉 исчерпываются с точностью
до IGL(2, R)-сопряженности такими подалгебрами:

〈A2 +A3 + αD,P1, P2〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3 +D,P1, P2〉,
AISL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ ASL(2, R), AIGL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ AGL(2, R).
Расширяя эти подалгебры с помощью генератора S, получаем такие подалгебры

класса M1 алгебры M1:

〈A2 +A3 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0),



Подалгебры афинной алгебры AIGL(3, R) 417

〈A2 +A3 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3,D, S, P1, P2〉,
〈A2 +A3 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0, β ∈ R),
AISL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ ASL(2, R),
AIGL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉 (α ∈ R).

Заменив в этих подалгебрах все генераторы на генераторы со штрихами, получаем
классификацию подалгебр класса M2 с точностью до GL(3, R)-сопряженности.
Перейдем к рассмотрению подалгебр класса M3. Пусть F — одна из таких

подалгебр. По определению F -модуль V обладает композиционным рядом.

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉. (2.4)

Элемент ϕ ∈ GL(V ), оставляющий инвариантным ряд (2.4), будем называть авто-
морфизмом этого ряда. Множество всех автоморфизмов ряда (2.4) образует груп-
пу, которую обозначим через G1. Группа G1 состоит, очевидно, из всех матриц
вида α ∗

β
0 γ

 ,

где α, β, γ ∈ R.
Предположим, что для F -модуля V существует еще некоторый композицион-

ный ряд, отличный от ряда (2.4). С точностью до сопряженности относительно
группы G1 можно считать, что этот ряд имеет вид

0 ⊂ 〈Ti1〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2 , Ti3〉, (2.5)

где i1, i2, i3 — некоторая перестановка символов 1, 2, 3. Элемент ϕ ∈ GL(V ), ото-
бражающий ряд (2.4) на ряд (2.5), т.е. удовлетворяющий условиям ϕ(〈T1〉) = 〈Ti1〉,
ϕ(〈T1, T2〉) = 〈Ti1 , Ti2〉, будем называть изоморфизмом ряда (2.4) на ряд (2.5).
Пусть ϕ1, ϕ2 — два произвольных изоморфизма ряда (2.4) на ряд (2.5). Тогда
ϕ−1

1 ϕ2 является автоморфизмом композиционного ряда (2.4), и потому ϕ
−1
1 ϕ2 ∈

G1. Следовательно, ϕ2 ∈ ϕ1G1 и, значит, множество всех изоморфизмов ряда (2.4)
на ряд (2.5) образует смежный класс группы GL(V ) по подгруппе G1. В качестве
представителя этого смежного класса можно взять изоморфизм θ, удовлетворя-
ющий условиям: θ(T1) = Ti1 , θ(T2) = Ti2 , θ(T3) = Ti3 . Изоморфизм θ можем

рассматривать как подстановку θ =
(
T1 T2 T3

Ti1 Ti2 Ti3

)
, т.е. как элемент симметри-

ческой группы S3. Обратно, любую подстановку θ ∈ S3 мы можем рассматривать
как изоморфизм ряда (2.4) на некоторый ряд (2.5). В частности, можно считать,
что S3 ⊂ GL(V ).
Теорема 2.1. Если подалгебры L1, L2 ∈ M3 сопряжены относительно группы
GL(3, R)-автоморфизмов, то они сопряжены и относительно группы {G1, S3}.
Здесь {G1, S3} группа, порожденная подгруппами G1 и S3.
Доказательство. Пусть f — GL(3, R)-автоморфизм, отображающий алгебру L1 ∈
M3 на алгебру L2 ∈ M3. Если

K0 : 0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉
— единственный композицинный ряд L1-модуля V , то этим же свойством обладает
и L2-модуль V . Следовательно, f является автоморфизмом ряда K0, а потому
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f ∈ G1. Предположим, далее, что f(K0) = K0. Тогда существует композиционный
ряд K ′1 L1-модуля V , отличный от ряда K0. Не нарушая общности, можно считать,
что f(K ′1) = K0, f(K0) = K2, где K ′2-композиционный ряд L2-модуля V . Нетрудно
убедиться, что существует автоморфизм θ1 ∈ G1, отображающий композиционный
ряд K ′1 на композиционный ряд

K1 : 0 ⊂ 〈Ti1〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2〉 ⊂ 〈Ti1 , Ti2 , Ti3〉,
где i1, i2, i3 некоторая перестановка символов 1, 2, 3. Аналогично, существует
автоморфизм θ2 ∈ G1, отображающий композиционный ряд K ′2 на

K2 : 0 ⊂ 〈Tj1〉 ⊂ 〈Tj1 , Tj2〉 ⊂ 〈Tj1 , Tj2 , Tj3〉.
Обозначим через L′1 и L

′
2 подалгебры L′1 = θ1(L1) и L′2 = θ2(L2). Автоморфизм

f ′ = θ2fθ
−1
1 отображает L

′
1 на L

′
2 и f

′(K0) = K2, f ′(K1) = K0. Отсюда вытекает,
что f ′ = θψ, где θ ∈ S3, ψ ∈ G1. Но тогда θ2fθ

−1
1 = θψ, откуда f = θ−1

2 θψθ1, а
значит, f ∈ {G1, S3}. Теорема доказана.
Пусть L1, L2 ∈ M3 — две произвольные подалгебры, которые не сопряжены

относительно группы G1 автоморфизмов композиционного ряда K0, но сопряжены
относительно группы {G1, S3}. Из доказательства теоремы 2.1 вытекает, что L1-
модуль V и L2-модуль V имеют по крайней мере два общих композиционных ряда
K0 и K1, причем можно предполагать, что автоморфизм θ ∈ S3, отображающий
L1 на L2, отображает K0 на K1. Но тогда f отображает вполне приводимую часть
алгебры L1 относительно композиционного ряда K0 на вполне приводимую часть
алгебры L2 относительно композиционного ряда K1. Поэтому класс подалгебр
M3 можем разбить на четыре подкласса в зависимости от от структуры вполне
приводимой части подалгебры.
Если вполне приводимая часть алгебры L ∈ M3 нулевая, то L1 отнесем к классу

M3,0. Если вполне приводимая часть алгебры L ∈ M3 совпадает с алгеброй 〈S〉,
то L отнесем к классу M3,1. Класс M3,2 образуют те подалгебры L ∈ M3, вполне
приводимая часть которых сопряжена с одной из следующих алгебр: 〈D + βS〉,
〈A1+D+βS〉, 〈A1−D+βS〉 (β ∈ R), 〈A1−D,S〉, 〈A1+D,S〉, 〈D,S〉. Все остальные
подалгебры множества M3, не содержащиеся ни в одном из классов M3,0, M3,1,
и M3,2, отнесем к классу M3,3. Из предыдущих рассуждений вытекает, что если
подалгебры L1 и L2 принадлежат различным классам M3,i и M3,j (i = j; i, j ∈
{0, 1, 2, 3}), то они не сопряжены между собой относительно группы GL(3, R)-
автоморфизмов.
В результате получаем полную классификацию подалгебр алгебры AGL(3, R),

не являющихся вполне приводимыми. Если речь идет о подалгебрах U1 +⊃ F ,
. . . , Us +⊃ F , то будем употреблять обозначение F : U1, . . . , Us.
1) Подалгебры класса M1 алгебры AGL(3, R):
〈A2 +A3,D, S, P1, P2〉, 〈A2 +A3 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0),
〈A2 +A3 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0), 〈A2 +A3 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0),
AISL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) = 〈P1, P2〉+⊃ ASL(2, R),
AISL(2, R) ⊕ 〈S〉, AISL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉 (α ∈ R).
2) Подалгебры класса M2 алгебры AGL(3, R):
〈A′2 +A′3 + αD′ + βS, P ′1, P

′
2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0),

〈A′2 +A′3 + αD′, S, P ′1, P
′
2〉 (α ≥ 0), 〈A′2 +A′3 + αS,D′ + βS, P ′1, P

′
2〉 (α ≥ 0),
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〈P ′1, P ′2〉+⊃ (〈A′1, A′2, A′3〉 ⊕ 〈S〉), 〈A′2 +A′3,D
′, S, P ′1, P

′
2〉,

AISL(2, R) = 〈P ′1, P ′2〉+⊃ 〈A′1, A′2, A′3〉, 〈P ′1, P ′2〉+⊃ (〈A′1, A′2, A′3〉 ⊕ 〈D′ + αS〉),
〈P ′1, P ′2〉+⊃ (〈A′1, A′2, A′3〉 ⊕ 〈D′〉 ⊕ 〈S〉).
3) Подалгебры класса M3,0 алгебры AGL(3, R):

〈A3〉, 〈A3 + P2〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3 + P2, P1〉, 〈A3, P1, P2〉.
4) Подалгебры класса M3,1 алгебры AGL(3, R):

〈S〉: 〈A3〉, 〈A3 + P2〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3 + P2, P1〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈S +A3〉: 0, 〈P1〉, 〈P1, P2〉, 〈A3 + P2, P1〉;
〈S +A3 + P2〉: 0, 〈P1〉; 〈S + P1〉: 〈P2〉, 〈A3 + P2〉; 〈S + P2, A3, P1〉.
5) Подалгебры класса M3,2 алгебры AGL(3, R):
〈D + βS, sS〉: 〈P1〉, 〈A3〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈D + βS +A3, sS〉: 0, 〈P1〉, 〈P1, P2〉;
〈D + αA3, S +A3〉: 0, 〈P1〉, 〈P1, P2〉;
〈A1 +D + βS, sS〉: 〈P2〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1 +D + βS + P1, sS, P2〉, 〈A1 +D + αP1, S + P1, P2〉,
〈A1 −D + βS, sS〉: 〈A3, P1〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1 −D + βS, P2, sS,A3, P1〉, 〈A1 −D + αP2, S + P2, A3, P1〉 (s = 0, 1).

6) Подалгебры класса M3,3 алгебры AGL(3, R):
〈A1 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0, α = 1),
〈A1 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0, α = 1 ∨ α = 0, β ≥ 0),
〈A1 + αD + βS,A3, P1〉 (−1 < α < 3, α = 1 ∨ α = 3, β ≥ −2),
〈A1 + αD,S,A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1),
〈A1 + αD + βS, sS〉 (α = ±1; s = 0, 1): 〈A3〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1 − 3D + βS, sS〉 (s = 0, 1): 〈A3 + P2〉, 〈A3 + P2, P1〉;
〈A1 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0);
〈A1 + αS,D + βS,A3, P1〉 (α+ 3β + 2 ≥ 0);
〈A1 + αS,D + βS〉: 〈A3〉, 〈A3, P1, P2〉;
〈A1,D, S〉: 〈A3〉, 〈P1, P2〉, 〈A3, P1〉, 〈A3, P1, P2〉.

§ 3. Подалгебры алгебры AIGL(3, R)
Пусть L — произвольная подалгебра алгебры AIGL(3, R) = V +⊃ AGL(3, R),

π — проектирование L на AGL(3, R). Если π(L) = F , то L будем называть ра-
сширением подалгебры F в алгебре AIGL(3, R). В §§ 1, 2 были изучены подал-
гебры алгебры AGL(3, R) с точностью до GL(3, R)-сопряженности. В настоящем
параграфе для каждой подалгебры F ⊂ AGL(3, R) мы опишем с точностью до
IGL(3, R)-сопряженности все ее расширения в алгебре AIGL(3, R). Все подал-
гебры алгебры AIGL(3, R) разобъем на четыре класса. Будем говорить, что по-
далгебра L ⊂ AIGL(3, R) принадлежит классу M̃i, если L является расширением
подалгебры F класса Mi алгебры AGL(3, R) (i = 0, 1, 2, 3). В соответствии с ра-
збиением класса Mi на подклассы M3,0, M3,1, M3,2, и M3,3 класс M̃3 подалгебр
алгебры AIGL(3, R) разбивается на подклассы M̃3,0, M̃3,1, M̃3,2, M̃3,3.
Задача описания всех расширений вполне приводимой подалгебры алгебры

AGL(3, R) решена в § 1. Поэтому остановимся на описании расширений подал-
гебр, относящихся к одному из классов M1, M2 и M3. Рассмотрим наиболее
характерные случаи, встречающиеся при решении вышеуказанной задачи. Пусть,
например, F = 〈A2 + A3 + αD + βS, P1, P2〉. Подалгебра F относится к классу
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M1. Изучение расщепляемых расширений подалгебры F сводится к нахождению
подпространств пространства V , инвариантных отностительно F . Из определе-
ния класса M1 вытекает, что V содержит только следующие F -инвариантные
подпространства: 0, 〈T1, T2〉, V . Следовательно, получаем такие расщепляемые ра-
сширения подалгебры Опишем нерасщепляемые расширения подалгебры F : F ,
〈T1, T2〉+⊃ F , V +⊃ F .
Опишем нерасщепляемые расширения подалгебры F . Вполне приводимая

часть F0 подалгебры F равна 〈A2 + A3 + αD + βS〉. Если β = 0, то подалге-
бра F0 аннулирует только нулевое подпространство пространства V . Но тогда в
силу теоремы 1.2 подалгебра F0 обладает только расщепляемыми расширения-
ми в алгебре AIGL(3, R). Следовательно, можно предполагать, что подалгебра
L ⊂ AIGL(3, R), удовлетворяющая условию π(L) = F , разлагается в полупря-
мую сумму L = N +⊃ F0, где N ⊂ 〈P1, P2, T1, T2〉. Отсюда вытекает, что L ра-
сщепляемое расширение подалгебры F , что противоречит предположению. Полу-
ченное противоречие доказывает, что β = 0. Подалгебра L содержит генератор
A2 + A3 + αD + γT3. Если L ∩ V = 0, то отсюда вытекает, что L сопряжена с
подалгеброй а если 〈A2 +A3 + αD,P1 + T2, P2 − T1〉, а если L∩ V = 〈T1, T2〉, то L
сопряжена с подалгеброй 〈A2 +A3 + αD + γT3, P1 + P2, T1 − T2〉 (γ = 0). Исполь-
зуя автоморфизм ϕc, определяемый матрицей C = diag [a, a, a], можно считать, что
γ = 1.
Пусть F = 〈A2 +A3 +αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0). Алгебра L, являющаяся расшире-

нием подалгебры F , содержит S, а потому L-расщепляемое расшрение подалгебры
F . Все остальные случаи рассматриваются аналогично. В результате получаем
полную классификацию подалгебр алгебры AIGL(3, R) с точностью до IGL(3, R)-
сопряженности изложенную ниже. Подпространство 〈Ti1 , . . . , Tik〉 будем обозна-
чать (i1, . . . , ik).
1) Подалгебры класса M̃3,0 алгебры AIGL(3, R):

〈A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A3 + P2 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈P1 + ε1T2, P2 + ε2T3, T1〉 (ε1, ε2 = 0, 1, ε1 + ε2 > 0),
〈P1, P2 + T3, T1, T2〉, 〈P1 + T2, P2 + εT1〉 (ε = 0, 1),
〈P1, P2 + T2〉, 〈A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A3 + T3, P1 + T3, T1, T2〉, 〈A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A3, P1 + T3, T1, T2〉, 〈A3 + T2, P1 + T2 + γT3, T1〉 (γ = 0),
〈A3 + T2, P1 ± T3〉: 0, (1);
〈A1 + βT3, P1 + T2, T1〉 (0 < |β| ≤ 1),
〈A3 + T3, P1 + T2〉, 〈A3 + T3, P1, T1〉,
〈A3 + T2, P1〉: 0, (1);
〈A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A3 + P2, P1 + T3, T1, T2〉,
〈A3 + P2 + T3, P1 + γT2, T1〉, 〈A3 + P2, P1 + T2, T1〉,
〈A3 + P2, P1 + T1〉, 〈A3 + P2 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
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〈A3 + T2, P1, P2 + T1〉, 〈A3 + T2, P1, P2〉,
〈A3, P1, P2 + T1〉, 〈A3, P1, P2 + T3, T1, T2〉,
〈A3 + T3, P1, P2 + T3, T1, T2〉, 〈A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A3 + ε1T2 + ε2T3, P1 − ε2T2, P2 + ε3T3, T1〉 (ε1, ε2, ε3 = 0, 1; ε1 + ε2 + ε3 > 0) (1),

(1,2), (1,2,3).

2) Подалгебры класса M̃3,1 алгебры AIGL(3, R):

〈S,A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S,A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S +A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S +A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3, A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S + P1, P2〉: 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈S + P1, A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S + P2, A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
3) Подалгебры класса M̃3,2 алгебры AIGL(3, R):

〈D + βS, sS, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (2), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S + T1, P1〉: 0, (2);
〈D − S + T2, P1〉: 0, (1), (1,3);
〈D + S, P1 + T3〉: 0, (1), (2), (1,2);
〈D + T3, P1 + T2, T1〉, 〈D + T3, P1〉: (1), (1,2);
〈D,P1 + T2〉: 0, (1), (1,3);
〈D + βS, sS,A3〉 (s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S + T2, A3〉: (1), (1,3);
〈D − S + T2, A3 + T2〉: (1), (1,3);
〈D − S + T1, A3〉: 0, (3);
〈D − S + T1, A3 + T2〉: 0, (3);
〈D − S,A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈D + ε1T3, A3 + ε2T3〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0): 0, (1), (1,2);
〈D,S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D + βS, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S + T1, P1, P2〉, 〈D − S + T2, P1, P2, T1〉,
〈D + S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2); 〈D + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈D,P1 + T2, P2, T1〉, 〈D,P1 + T2, P2 + εT1〉 (ε = 0, 1),
〈D + βS, sS,A3, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + S,A3, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D − S + T2, A3 + sT2, P1〉: (1), (1,3);
〈D − S + T1, A3 + εT2, P1〉 (ε = 0, 1), 〈D,P1 + T1, P2〉,
〈D − S,A3 + T2, P1〉: 0, (1), (1,3);
〈D + sT3, A3 + T3, P1 + γT2, T1〉 (s = 0, 1),
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〈D + T3, A3, P1 + sT2, T1〉 (s = 0, 1),
〈D,A3, P1 + T2〉: (1), (1,3); 〈D,A3 + T3, P1 + T2〉,
〈D + T3, A3 + sT3, P1, T1, T2〉 (s = 0, 1),
〈D + βS, sS,A3, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S + T2, A3 + sT2, P1, P2〉 (s = 0, 1): (1);
〈D − S + T1, A3 + sT2, P1, P2〉 (s = 0, 1),
〈D − S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1); 〈D,A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈D + T3, A3 + sT3, P1, P2, T1, T2〉 (s = 0, 1),
〈D,A3, P1, P2 + T1〉, 〈D,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉,
〈D,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈D + S,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈D + βS +A3, sS〉 (s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S +A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈D +A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + βS +A3, sS, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D − S +A3 + T2, P1〉: 0, (1), (1,3);
〈D +A3 + T3, P1 + T2〉, 〈D +A3 + T3, P1 + βT2, T1〉,
〈D +A3, P1 + T2〉: (1), (1,3); 〈D +A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈D + S +A3, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + βS +A3, sS, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S +A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈D + S +A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈D +A3, P1, P2 + T1〉, 〈D +A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉,
〈D +A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈D + αA3, S +A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 +D + βS, sS, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (2), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 +D + 2S, P2 + T1〉: 0, (2), (2,3);
〈A1 +D + 2S, P2 + T3〉: 0, (1), (2), (1,2);
〈A1 +D − 2S + T2, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + T3, P2〉: (2), (1,2);
〈A1 +D + T1, P2〉: 0, (2), (2,3);
〈A1 +D + βS, sS, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 +D − 2S + ε1T2, P1 + ε2T2, P2〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0): 0, (1);
〈A1 +D + T3, P1 + εT3, P2, T1, T2〉 (ε = 0, 1),
〈A1 +D + T1, P1 + εT3, P2, T2〉 (ε = 0, 1),
〈A1 +D,P1 + T3, P2〉: (2), (1,2);
〈A1 +D + ε1T1, P1 + ε2T1, P2〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0),
〈A1 +D + βS, sS,A3, P1, P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D − 4S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + T1, P1, P2, T2〉,
〈A1 +D − 2S + ε1T2, A3 + ε2T3, P1 − ε2T2, T1, P2〉 (ε1, ε2 = 0, 1; ε1 + ε2 > 0);
〈A1 +D − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T3, A3〉: (1), (1,2);
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〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T1, A3〉,
〈A1 +D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 +D + T1, A3, P1, P2〉,
〈A1 +D + βS + P1, sS, P2〉 (s = 0, 1); 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D − 2S + P1 + T2, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + P1 + T3, P2〉: (2), (1,2);
〈A1 +D + P1, P2 + T2〉,
〈A1 +D + 2S + P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S + P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 +D + αP1, S + P1, P2〉: 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + βS, sS,A3, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + T3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 −D − 2S,A3, P1 + T3, T1, T2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + εT2, P1 + T3〉 (ε = 0, 1),
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1 + T2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + γT2, P1 + T2 + T3, T1〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + εT2, P1 + T3, T1〉 (ε = 0, 1),
〈A1 −D − 2S,A3 + βT3, P1 + T2, T1〉 (|β| ≤ |1),
〈A1 −D + βS,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D,S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + 2S,A3, P1, P2 + T1〉,
〈A1 −D + 2S + T1, A3, P1, P2〉, 〈A1 −D + 2S + T1, A3, P1〉,
〈A1 −D + 2S + T1, A3, P1, P2 + T1〉,
〈A1 −D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 −D + T3, A3, P1, P2 + T3, T1, T2〉,
〈A1 −D + T2, A3, P1, P2, T1〉,
〈A1 −D + T2, A3, P1, P2,+T3, T1〉,
〈A1 −D,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 −D − 2S,A3 + T2, P1, P2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T2, P1, P2, T1〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, T1, P2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T2 + T3, P1 − T2, T1, P2〉,
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 −D + βS + P2, A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + P2, S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 −D + 2S + P2 + T1, A3, P1〉,
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T2, P1〉,
〈A1 −D + P2 + T3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + γT2 + T3, P1 − T2, T1〉,
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T2, P1, T1〉,
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A1 −D + αP2, S + P2, A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3).
4) Подалгебры класса M̃3,3 алгебры AIGL(3, R):
〈A1 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0, α = 1, ∨ α = 0, β > 0): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, P1, P2〉 (α ≥ 0, α = 1): 0, (2);
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〈A1 + 3D − 2S + T1, P1 + T2, P2〉,
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, P1, P2〉 (α > 0, α = 1): 0, (1);
〈A1 + αD + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0, α = 1),
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, P2〉 (α > 0, α = 1): 0, (1);
〈A1 + 3D + 2S, P1 + T3, P2 + T1, T2〉,
〈A1 + αD + (α− 1)S, P1 + T3, P2〉 (α > 0, α = 1): (2), (1,2);
〈A1 + αD + 2S, P1, P2 + T1〉 (α ≥ 0, α = 1): 0, (2);
〈A1 + αD,P1, P2 + T2〉 (α ≥ 0, α = 1),
〈A1 + αD + (α+ 1)S, P1, P2 + T3〉 (α ≥ 0, α = 1): (1), (1,2);
〈A1 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0, α = 1): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + αD + βS,A3, P1〉 (−1 < α < 3, α = 1 ∨ α = 3, β > −2): 0, (1), (1,2),

(1,3), (1,2,3);
〈A1 + 3D − 2S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + 3D − 2S + T1, P1 + T2, A3 + T3〉,
〈A1 − S + T2, P1 + T3, A3, T1〉,
〈A1 + 2S,D,A3, P1, P2 + T1〉,
〈A1 + T3,D + βT3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, P1, A3〉 (−1 < α < 3, α = 1): (1), (1,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1),
〈A1 + αD + T3, A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1): (1), (1,3);
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3 + T3〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1),
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3 + γT3, T1〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1),
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3, T1, T3〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1),
〈A1 + αD + (α− 1)S, P1 + T3, A3〉 (1 < α ≤ 3, α = 1): 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD − (3 + α)S, P1, A3 + T2〉 (1 < α < 3, α = 1): 0, (1), (1,3);
〈A1 + αD − 2S, P1, A3 + T3〉 (1 < α ≤ 3, α = 1): (1), (1,2);
〈A1 + αD,S,A3, P1〉 (1 < α ≤ 3, α = 1): 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + αD + βS, sS,A3〉 (α = ±1; s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + 3D − 2S + T1, A3 + T3〉,
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, A3〉 (α = ±1): 0, (3);
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, A3〉 (α = ±1): (1), (1,3);
〈A1 − 3D + T3, A3 + T2〉: 0, (1);
〈A1 + αD + T3, A3〉 (α = ±1): 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2〉 (α = ±1): 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3〉 (α = ±1): 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD + βS, sS,A3, P1, P2〉 (α = ±1; s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1, A3, P1, P2〉 (α = ±1),
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2, A3, P1, P2, T1〉 (α = ±1),
〈A1 + αD + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉 (α = ±1),
〈A1 − 5D + 2S,A3 + T2, P1, P2 + T1〉,
〈A1 − 3D,A3 + T2, P1 + T1, P2〉,
〈A1 − 2D − S,A3 + T2, P1, P2 + T3, T1〉,
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2, P1, P2〉 (α = ±1): 0, (1);
〈A1 − 3D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2 + T3, T1〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + T3, P1, P2 + T3, T1, T2〉,
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉 (α = ±1),
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α = ±1),
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〈A1 + αD + 2S,A3, P1, P2 + T1〉 (α = ±1),
〈A1 + αD + (α+ 1)S,A3, P1, P2 + T3〉 (α = ±1): (1), (1,2);
〈A1 − 3D + βS, sS,A3 + P2〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3D + 4S + T1, A3 + P2〉,
〈A1 − 3D + 2S + T2, A3 + P2, T1〉,
〈A1 − 3D + T3, A3 + P2, T1, T2〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 − 3D + βS, sS,A3 + P2, P1〉 (s = 0, 1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3D + 4S + T1, A3 + P2, P1〉,
〈A1 − 3D + 2S + T2, A3 + P2, P1, T1〉,
〈A1 − 3D + T3, A3 + P2, P1, T1, T2〉,
〈A1 − 3D,A3 + P2, P1 + T1〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3, P1 + T2〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + βT3, P1 + T2, T1〉,
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 − 3D − 4S,A3 + P2, P1 + T3, T1, T2〉,
〈A1,D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1,D, S,A3〉: 0, (1), (3), (1,2) (1,3), (1,2,3);
〈A1,D, S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1+αS,D+βS, P1, P2〉 (α ≥ 0; (α;β) = (0; 0); (0;−2)): 0, (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D − 2S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + 2S,D, P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 + S,D + S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, P1, P2〉: 0, (2);
〈A1 + S,D − S + T1, P1, P2〉: 0, (2);
〈A1 + T3,D + βT3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1,D + T3, P1, P2, T1, T2〉, 〈A1,D, P1, P2 + T2〉,
〈A1 +αS,D+βS,A3, P1〉 (α+3β+2 ≥ 0; (α;β) = (−2; 0); (1;−1)): 0, (1), (1,2),

(1,3), (1,2,3);
〈A1 − 2S,D,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + S,D − S,A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 + T2〉,
〈A1 − 2S,D,A3, P1 + T2, T1〉,
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 + βT2, T1〉,
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1, T1, T2〉,
〈A1 − S,D + S, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, A3, P1〉,
〈A1 + S,D − S + T1, A3, P1〉,
〈A1 + T3,D + βT3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1,D + T3, A3, P1〉: (1), (1,2);
〈A1 + αS,D + βS,A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 − 3S,D − S,A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 − S + T2,D − S + βT2, A3〉: (1), (1,3);
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〈A1 − S,D − S + T2, A3〉: (1), (1,3);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, A3〉: 0, (3);
〈A1 + S,D − S + T1, A3〉: 0, (3);
〈A1 + T3,D + βT3, A3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1,D + T3, A3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + αS,D + βS,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3S,D − S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉,
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉,
〈A1 − S + T2,D − S + βT2, A3, P1, P2, T1〉,
〈A1 − S,D − S + T2, A3, P1, P2, T1〉,
〈A1 + S + T1,D − S + βT1, A3, P1, P2〉,
〈A1 + S,D − S + T1, A3, P1, P2〉,
〈A1 + S,D + S,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
5) Подалгебры класса M̃1 алгебры AIGL(3, R):
F : 0, (1,2), (1,2,3) (F — подалгебра класса M̃1);
〈A2 +A3 + αD,P1 + T2, P2 − T1〉 (α ≥ 0),
〈A2 +A3 + αD + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0),
〈A2 +A3,D, P1 + T2, P2 − T1〉, 〈A1, A2, A3, P1, P2,D + T3, T1, T2〉,
〈A2 +A3 + T3,D + δT3, P1, P2, T1, T2〉 (δ ≥ 0), 〈A2 +A3,D + T3, T2, P2, T1, P1〉.
6) Подалгебры класса M̃k алгебры AIGL(3, R):
F : 0, (1), (1,2,3) (F — подалгебра класса M̃2);
〈A′2 +A′3 + αD′ + T ′1, P

′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0),

〈A′2 +A′3 + αD′ + 2αS, P ′1 + T3, P
′
2 − T2〉 (α ≥ 0),

〈A′2 +A′3 + T1, P
′
1 + T3, P

′
2 − T2〉, 〈A′2 +A′3 + T1,D

′ + αT1, P
′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0),

〈A′2 +A′3 + αD′ + 2αS, P ′1 + T2 + βT3, P
′
2 − βT2 + T3, T1〉 (α > 0).

〈A′2 +A′3, P
′
1 + T2 + βT3, P

′
2 − βT2 + T3, T1〉 (β ≥ 0),

〈A′2 +A′3 + αD′ + 2αS, P ′1 + T3, P
′
2 − T2, T1〉 (α ≥ 0),

〈A′2 +A′3,D
′ + T1, P

′
1, P

′
2〉, 〈A′2 +A′3,D

′ + 2S, P ′1 + T3,−T2〉,
〈A′2 +A′3,D

′ + 2S, P ′1 + T2 + βT3, P
′
2 − βT2 + T3, T1〉 (β ≥ 0),

〈A′2 +A′3,D
′ + 2S, P ′1 + T3, P

′
2 − T2, T1〉

〈A′1, A′2, A′3, P ′1 + T2, P
′
2 + T3, T1〉, 〈A′1, A′2, A′3,D′ + T1, P

′
1, P

′
2〉,

〈A′1, A′2, A′3, P ′1 + T2, P
′
2 + T3,D

′ + 2S, T1〉,
7) Подалгебры класса M̃0 алгебры AIGL(3, R):
AO(3): 0, (1,2,3); AO(2, 1): 0, (1,2,3);
AO(3) ⊕ 〈S〉: 0, (1,2,3); AO(2, 1) ⊕ 〈S〉: 0, (1,2,3);
ASL(3, R): 0, (1,2,3); AGL(3, R): 0, (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD + βS〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD,S〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αS,D + βS〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3,D, S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R) ⊕ 〈S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
AGL(2, R) ⊕ 〈S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈D + βS, sS〉 (s = 0, 1): 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
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〈D − S + T2〉: 0, (1), (3), (1,3); 〈D + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD + βS〉 (0 < α < 1 ∨ α = 0, β > 0): 0, (1), (1,2), (2), (3), (1,3), (2,3),

(1,2,3);
〈A1〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + αD + (1 − α)S + T1〉 (0 ≤ α ≤ 1): 0, (2), (3), (2,3);
〈A1 + αD − (1 + α)S + T2〉 (0 ≤ α < 1): 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 + αD + T3〉 (0 < α < 1): 0, (1), (2), (1,2);
〈S〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3); 〈A1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + αD,S〉 (0 ≤ α < 1): 0, (1), (2), (3), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + αS,D + βS〉 (α ≥ 3β + 2): 0, (1), (2), (3), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + 2S,D〉: 0, (1), (2), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + S,D − S〉: 0, (1), (2), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 + S + T1,D − S + βT1〉: 0, (2), (2,3);
〈A1 + S,D − S + T1〉: 0, (2), (2,3);
〈A2 +A3 + αD + T3〉: 0, (1,2); 〈A2 +A3 + T3,D + αT3〉 (α ≥ 0): 0, (1,2);
〈A2 +A3,D + T3〉: 0, (1,2); ASL(2, R) ⊕ 〈D + T3〉: 0, (1,2).
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Подалгебры псевдоортогональной
алгебры AO(3, 3)

А.Ф. БАРАННИК, Ю.Д. МОСКАЛЕНКО, В.И. ФУЩИЧ

В работе проведена классификация всех подалгебр посевдоортогональной алгебры
AO(3, 3) с точностью до O(3, 3)-сопряженности.

Введение
Ряд уравнений теоретической и математической физики инвариантны относи-

тельно группы C(2, 2) конформных преобразований псевдоевклидова пространства
R2,2 [1]. Поэтому подалгебры алгебры Ли AC(2, 2) группы C(2, 2) можно исполь-
зовать для поиска инвариантных и частично инвариантных решений таких урав-
нений. Известно (см. например [2]), что задача классификации подалгебр алгебры
AC(2, 2) относительно C(2, 2)-сопряженности эквивалентна задаче классификации
подалгебр алгебры AO(3, 3) относительно O(3, 3)-сопряженности. Решению после-
дней задачи и посвящена настоящая работа. Работа тесно примыкает к исследова-
ниям, выполненными в [3]. Следуя [3], все подалгебры алгебры AO(3, 3) мы ра-
збиваем на три класса, характеризуя каждый из них изотропным рангом. В §§ 1, 2
изложена классификация подалгебр изотропных рангов 0 и 1 алгебры AO(3, 3). В
§ 3 задача классификации подалгебр изотропного ранга 3 алгебры AO(3, 3) сведе-
на к задаче классификации подалгебр алгебры AIGL(3, R), являющейся алгеброй
Ли группы IGL(3, R) неоднородных преобразований трехмерного вещественного
пространства. Так как классификация подалгебр алгебры AIGL(3, 3) изложена
в [4], то отсюда получаем классификацию подалгебр изотропного ранга 3 алгебры
AO(3, 3). При решении указанных выше задач используется ряд общих принципов
классификации подалгебр произвольной алгебры Ли, изложенных в [5, 6, 7].

§ 1. Подалгебры изотропного ранга 0 алгебры AO(3, 3)
Пусть R — поле вещественных чисел, V = R3,3 — псевдоевклидово про-

странство сигнатуры (3, 3), {Q1, . . . , Q6} — ортонормированный базис пространс-
тва V . Псевдоортогональной группой O(3, 3) называется группа, сохраняющая
форму x1y1+x2y2+x3y3−x4y4−x5y5−x6y6. Если в базисе {Q1, . . . , Q6} пространс-
тва V матрица f равна S, то f ∈ O(3, 3) тогда и только тогда, когда STJ3,3S =
J3,3, где

J3,3 =
(
E3 0
0 −E3

)
,

E3 — единичная матрица порядка 3, ST — матрица, транспонированная к матрице
S. Таким образом, группу O(3, 3) можно определить как группу всех квадратных
матриц ∆ порядка 6 над полем вешественных чисел R, удовлетворяющих матри-
чному уравнению ∆TJ3,3∆ = J3,3. Отсюда вытекает, что алгебра Ли AO(3, 3)
группы O(3, 3) состоит из всех вещественных матриц X, удовлетворяющих соо-
тношению X · J3,3 + J3,3 · XT = 0. Пусть Eik — матрица порядка 6, имеющая

Препринт 89.67, Киев, Институт математики АН УССР, 1989, 40 c.
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единицу на пересечении i-ой строки и k-го столбца, и нули на всех остальных ме-
стах (i, k = 1, . . . , 6). Базис алгебры AO(3, 3) образуют матрицы: Jab = Eab − Eba
(a < b; a, b = 1, 2, 3), Jai = −Eai − Eia (a = 1, 2, 3; i = 4, 5, 6), Jcd = −Ecd + Edc
(c < d; c, d = 4, 5, 6).
Каждый внутренний автоморфизм ∆ → C∆C−1 группы O(3, 3) индуцирует

автоморфизм ϕc : X → CXC−1 алгебры Ли AO(3, 3). Этот автоморфизм мы будем
называть O(3, 3)-автоморфизмом алгебры AO(3, 3), соответствующим матрице C.
Подалгебры L1 и L2 алгебры AO(3, 3) будем называть O(3, 3)-сопряженными, если
CL1C

−1 = L2.
Подалгебра L ⊂ AO(3, 3) называется подалгеброй класса 0, если V не содер-

жит вполне изотропного подпространства, инвариантного относительно L. Будем
говорить, что подалгебра L ⊂ AO(3, 3) относится к классу r > 0 или имеет изо-
тропный ранг r, если ранг максимального вполне изотропного подпространства,
инвариантного относительно L, равен r. Для подалгебры класса 0 изотропный
ранг полагаем равным нулю. Очевидно, любая подалгебра L алгебры AO(3, 3)
имеет изотропный ранг 0, 1 или 3.
В настоящем параграфе мы изучим с точностью до O(3, 3)-сопряженности по-

далгебры класса 0 алгебры AO(3, 3). Пусть L — одна из таких подалгебр. То-
гда пространство V разлагается в прямую ортогональную сумму неприводимых
L-подпространств V1, . . . . . . , Vs каждое из которых невырождено. Если (pi, qi) —
сигнатура пространства Vi, в силу теоремы Витта можно предполагать, что Vi
обладает базисом

Qji , . . . , Qjpi
, Qjpi+1 , . . . , Qjpi+qi

. (1.1)

Здесь j1 < · · · < jpi
≤ 3, 3 < jpi+1 < · · · < jpi+qi

≤ 6. Если J ∈ L, то ad J

можно рассматривать как линейное преобразование Ĵi пространства Vi. Матрица
πi(J) преобразования Ĵi в базисе (1.1) пространства Vi содержится в AO(pi, qi).
Отображение πi : L → AO(pi, qi) является гомоморфизмом, а πi(L) неприводи-
мой подалгеброй алгебры AO(pi, qi). Так как отображение J → (π1(J), . . . , πs(J)
есть изоморфизм L в алгебру π1(L) × · · · × πs(L)), то будем говорить, что L
разлагается относительно базиса {Q1, . . . , Q6} в подпрямое произведение алгебр
π1(L), . . . , πs(L) и записыватъ это так:

L = π1(L) ×̇ · · · ×̇πs(L).

Пусть Li = {J ∈ L′ |πj(J) = 0 для всех j = i}, где L′ = π1(L) × · · · × πs(L).
Легко видеть, что Li — подалгебра алгебры L′ и что мы имеем разложение L =
L1 + · · · + Ls. Условимся алгебру Li отождествлять с алгеброй πi(L). В этом
смысле мы будем говорить, что Li — неприводимая подалгебра алгебры AO(pi, qi).
Таким образом, подалгебра L класса 0 алгебры AO(3, 3) либо неприводимая, либо
разлагается в подпрямую сумму неприводимых подалгебр.

Теорема 1.1. Алгебра AO(3, 3) содержит с точностью до O(3, 3)-сопряженнос-
ти только одну собственную неприводимую подалгебру, которая сопряжена с
алгеброй 〈J12 − J45, J13 − J46, J23 − J56, J15 − J24, J26 − J35, J16 − J34〉.
Доказательство. Подалгебра L алгебры AO(3, 3) называется нормальной, если
полупростая часть подалгебры L содержится в AO(3) ⊕ AO(3). Из результатов
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работы [8] вытекает, что AO(3, 3) не содержит нормальных неприводимых подал-
гебр. Опишем неприводимые подалгебры алгебры AO(3, 3), не являющиеся нор-
мальными. Пусть L — одна из таких подалгебр и L = L1 + L2 — ее разложение
Картана, где L1 — максимальная компактная подалгебра алгебры L. В силу пред-
положения относительно L можно считать, что L1 = 〈J12−J45, J13−J46, J23−J56〉,
т.е. L представляется матрицами(

X 0
0 X

)
,

где X ∈ AO(3). Пусть

K =
(

0 Y
Y T 0

)
, T =

(
0 Z
ZT 0

)
— два произвольных элемента, содержащихся в L2. Так как

[K,T ] =
(
Y ZT − ZY T 0

0 Y TZ − ZTY

)
,

то

Y ZT − ZY T = Y TZ − ZTY. (1.2)

В случае, если Y = Y T , а Z = Z1 + Z2, где ZT1 = −Z1, ZT2 = Z2, равенство (1.2)
принимает вид

Y Z1 + Z1Y = 0. (1.3)

Подпространство N , состоящее из векторов
(
p
λp

)
, инвариантно относителъно по-

далгебры L1. Если допустить, что для любого K ∈ L2 матрица Y симметрическая,
то подпространство N инвариантно относительно L, что противоречит условию.
Следовательно, можно предполагать, что Z не является симметрической матрицей.
Тогда матрица Z разлагается в сумму кососимметрической матрицы Z1 и симме-
треческой матрицы Z2. С точностью до O(3, 3)-сопряженности можно допускать,
что Z1 = J12.
Пусть(

0 U
UT 0

)
,

— матрица из L2. Полагая в (1.3) Y = U , а Z равно поочередно J12 + Z2, J23 −
[J13, Z2], J13 − [J23, Z2], получаем систему

Jab · U + U · Jab = 0 (a, b = 1, 2, 3), (1.4)

имеющую единственное нулевое решение.
Пусть

Z2

α1 α2 α3

α2 β1 β2

α3 β2 γ1

 ,
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Из коммутационных соотношений

[L12, Z] =

 2α2 β1 − α1 β2

β1 − α1 −2α2 −α3

β2 −α3 0

 ,

[L13, [J23, Z]] =

 2α2 γ1 − β1 −2β2

γ1 − β1 0 −α3

−2β2 −α3 2α2


и условия (1.4) имеем α2 = α3 = β2 = 0, α1 = β1 = γ1. Из соотношения
[J23, [J23, J12 + α1E]] = −J12 получаем α1 = 0. Таким образом, алгебра AO(3, 3)
содержит единственную с точностью до O(3, 3)-сопряженности собственную не-
приводимую подалгебру

L = 〈J12 − J45, J13 − J46, J23 − J56, J15 − J24, J26 − J35, J16 − J34〉.
Теорема доказана.

Найдем все максималъные подалгебры класса 0 алгебры AO(3, 3), используя
для этого тип разложения пространства V в прямую ортогональную сумму непри-
водимых подпространств. Пусть, например, L — максимальная подалгебра клас-
са 0 алгебры AO(3, 3) и V = V1 ⊕ V2 — прямая ортогональная сумма двух L-
неприводимых подпространств V1 = 〈Q1, Q2, Q4〉 и V2 = 〈Q3, Q5, Q6〉. Мы будем
говорить, что разложение подпространства V относится к типу (+ + −)(+ − −).
Очевидно, подалгебра L совпадает с алгеброй 〈J12, J14, J24〉 ⊕ 〈J35, J36, J56〉. Все
максимальные подалгебры класса 0 алгебры AO(3, 3) выписаны в таблице 1.

Таблица 1
Максимальные подалгебры класса 0 алгебры AO(3, 3)

№ п/п
Тип разложения
пространства V

Максимальные подалгебры класса 0

1 (+ + + −−−) AO(3, 3)
2 (+ + + −−)(−) AO(3, 2) = 〈Jab | a, b = 1, . . . , 5〉
3 (+)(+ + −−−) AO(2, 3) = 〈Jab | a, b = 2, . . . , 6〉
4 (++)(+ −−−) 〈J12〉 ⊕ 〈Jab | a, b = 3, . . . , 6〉
5 (+ + +−)(−−) 〈Jab | a, b = 1, . . . , 4〉 ⊕ 〈J56〉
6 (+ + +)(−−−) 〈J12, J13, J23〉 ⊕ 〈J45, J46, J56〉
7 (+ + −)(+ −−) 〈J12, J14, J24〉 ⊕ 〈J35, J36, J56〉
8 (+)(+)(+ −−−) AO(1, 3) = 〈Jab | a, b = 3, . . . , 6〉
9 (+ + +−)(−)(−) AO(3, 1) = 〈Jab | a, b = 1, . . . , 4〉
10 (+)(++)(−−−) 〈J23〉 ⊕ 〈J45, J46, J56〉
11 (+)(+ + −)(−−) 〈J23, J24, J34〉 ⊕ 〈J56〉
12 (++)(+ −−)(−) 〈J12〉 ⊕ 〈J34, J35, J45〉
13 (+ + +)(−−)(−) 〈J12, J13, J23〉 ⊕ 〈J45〉
14 (+)(+)(+)(−−−) AO(3) = 〈J45, J46, J56〉
15 (−)(−)(−)(+ + +) AO(3) = 〈J12, J13, J23〉

Теперь уже нетрудно получить описание всех подалгебр класса 0 алгебры
AO(3, 3) с точностью до O(3, 3)-сопряженности. Пусть, например, разложение
пространства V относится к типу (+ + +)(− − −). Подалгебра L, для которой
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указанное разложение пространства V существует, является либо прямой сум-
мой 〈J12, J13, J23〉 ⊕ 〈J45, J46, J56〉, либо разлагается в подпрямую сумму L1 +

˙
L2

двух неприводимых подалгебр L1 и L2. Следовательно, L1 = 〈J12, J13, J23〉, L2 =
〈J45, J46, J56〉. Нетрудно убедиться, что с точностью до O(3, 3)-сопряженности по-
далгебра L1 +

˙
L2 сопряжена с алгеброй L′ = 〈J12+J45, J13−J46, J23+J56〉. Однако,

изотропный ранг алгебры L′ равен 3, так как V содержит трехмерное вполне изо-
тропное подпространство 〈Q1 +Q4, Q2 −Q5, Q3 +Q6〉, инвариантное относительно
алгебры L′. Это доказывает, что если разложение пространства относится к типу
(+ + +)(− − −), то этому разложению соответствует единственная подалгебра (с
точностью до O(3, 3)-сопряженности), совпадающая с 〈J12, J13, J23〉⊕〈J45, J46, J56〉.
Аналогично рассматриваются и остальные случаи.
Подалгебры изотропного ранга 0 алгебры AO(3, 3):
AO(3, 3), 〈J12 − J45, J13 − J46, J23 − J56, J15 − J24, J26 − J35, J16 − J34〉,
AO(3, 2) = 〈J12, J13, J14, J15, J23, J24, J25, J34, J35, J45〉,
〈−2J12 + J45, J14 + J25 +

√
3J35,−J15 + J24 −

√
3J34〉,

AO(2, 3) = 〈J23, J24, J25, J26, J34, J35, J36, J45, J46, J56〉,
〈−2J56 + J23, J36 + J25 +

√
3J24,−J26 + J35 −

√
3J34〉,

AO(2) ⊕AO(1, 3) = 〈J12, J34, J35, J36, J45, J46, J56〉,
AO(3, 1) ⊕AO(2) = 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34, J56〉,
AO(1, 3) = 〈J34, J35, J36, J45, J46, J56〉,
AO(3) ⊕AO(3) = 〈J12, J13, J23, J45, J46, J56〉,
AO(2, 1) ⊕AO(1, 2) = 〈J12, J14, J24, J35, J36, J56〉,
AO(3, 1) = 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34〉,
AO(2) ⊕AO(3) = 〈J23, J45, J46, J56〉, AO(3) = 〈J45, J46, J56〉,
AO(2, 1) ⊕AO(2) = 〈J23, J24, J34, J56〉, AO(3) = 〈J12, J13, J23〉,
AO(2) ⊕AO(1, 2) = 〈J12, J13, J23, J45〉, AO(3) ⊕AO(2) = 〈J12, J13, J23, J45〉.

§ 2. Подалгебры изотропного ранга 1 алгебры AO(3, 3)
Согласно определению подалгебра L ⊂ AO(3, 3) имеет изотропный ранг 1 или

относится к классу 1, если ранг максимального вполне изотропного подпространс-
тва V(1), инвариантного относительно L, равен 1. В силу теоремы Витта можно
предполагать, что V(1) = 〈Q1 + Q6〉. Максимальная подалгебра, оставляющая
V(1) инвариантным, совпадает с алгеброй A(1) = 〈G2, G3, G4, G5〉+⊃ (〈J23, J24, J25,
J34, J35, J45〉⊕〈J16〉), где Ga = J1a−Ja6 (a = 2, 3, 4, 5). Подалгебра 〈J23, J24, J25, J34,
J35, J45〉 является алгеброй Ли псевдоортогональной группы O(2, 2), а подалгебра
〈G2, G3, G4, G5〉+⊃ 〈J23, J24, J25, J34, J35, J45〉 является алгеброй Ли группы Пуан-
каре P (2, 2). Учитывая, что элемент J16 играет роль дилатации, получаем, что A(1)

является алгеброй Ли расширенной группы Пуанкаре P̃ (2, 2), т.е. A(1) = AP̃ (2, 2).
Любая подалгебра L ⊂ AO(3, 3) изотропного ранга 1, оставляющая V(1) инва-
риантным, содержится в A(1) и ее проекция π(L) на подалгебру AO(2, 2) имеет
изотропный ранг 0. Таким образом, нам необходимо провести классификацию с
точностью до O(2, 2)-сопряженности подалгебр изотропного ранга 0 алгебры и ра-
сширить каждую из них с помощью дилатации J16. Максимальные подалгебры
изотропного ранга 0 алгебры AO(2, 2) находим, следуя § 1. Результаты приведены
в таблице 2.
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Таблица 2
Максимальные подалгебры класса 0 алгебры AO(2, 2)

№ п/п
Тип разложения
пространства V

Максимальные подалгебры класса 0

1 (+ + −−) AO(2, 2) = 〈Jab | a, b = 2, 3, 4, 5〉
2 (+ + −)(−) AO(2, 1) = 〈J23, J24, J25〉
3 (+)(+ −−) AO(1, 2) = 〈J34, J35, J45〉
4 (++)(−−) AO(2) ⊕ AO(2) = 〈J23, J45〉
5 (+)(+)(−−) AO(2) = 〈J45〉
6 (++)(−)(−) AO(2) = 〈J23〉

Из таблицы 2 видно, что если подалгебра L ⊂ AO(2, 2) изотропно-ранга 0 не
является максимальной, то она либо неприводима, а потому сопряжена с алгеброй
〈J25 +J34, J24 −J35, J23−J45, J23〉 [6], либо является подпрямой суммой подалгебр
〈J23〉 и 〈J45〉. Во втором случае L = 〈J23 + γJ45〉. Автоморфизм, соответствующий
матрице diag [1,−1, 1, 1, 1, 1], отображает L на 〈J23 − γJ45〉. Следовательно, можно
предполагать, что γ > 0. Если γ = 1, то алгебра 〈J23 + J45〉 оставляет инвариан-
тным вполне изотропное подпространство 〈Q2 + Q5, Q3 + Q4〉, что противоречит
предположению o L. Таким образом, L = 〈J23 + γJ45〉 (γ > 0; γ = 1).
Проведем далее с точностью до Õ(2, 2)-сопряженности классификацию всех

подалгебр L алгебры AÕ(2, 2) = AO(2, 2) ⊕ 〈J16〉, обладающих тем свойством,
что π(L) является подалгеброй изотропного ранга 0 алгебры AO(2, 2). Это задача
классификации подалгебр прямой суммы двух алгебр Ли. Применяя теорему Ли–
Гурса, получаем следующие подалгебры:

F1 = 〈J23 + αJ16〉, F2 = 〈J23, J16〉, F3 = 〈J45 + αJ16〉,
F4 = 〈J45, J16〉, F5 = 〈J23 + γJ45 + αJ16〉, F6 = 〈J23 + γJ45, J16〉,
F7 = 〈J23 + αJ16, J45 + βJ16〉, F8 = 〈J23, J45, J16〉, F9 = 〈J34, J35, J45〉,
F10 = 〈J34, J35, J45, J16〉, F11 = 〈J23, J24, J34〉,
F12 = 〈J23, J24, J34, J16〉, F13 = 〈J25 + J34, J24 − J35, J23 − J45, J23 + αJ10〉,
F14 = 〈J25 + J34, J24 − J35, J23 − J45, J23, J16〉,
F15 = AO(2, 2) ⊕ 〈J16〉, F16 = AO(2, 2).

Здесь α ≥ 0, β ≥ 0, γ > 0, γ = 1.
Найдем все расширения подалгебр Fi в алгебре AP̃ (2, 2). Нахождение ра-

сщепляемых расширений подалгебры Fi сводится к задаче классификации с то-
чностью до Õ(2, 2)-сопряженности всех подпространств пространства W = {G2,
G3, G4, G5}, инвариантных относителъно Fi. Рассмотрим, например, подалгебру
F1. Ее проекция π(F1) на AO(2, 2) совпадает с 〈J23〉. Пространство W имеет с
точностью до O(2, 2)-сопряженности только следующие 〈J23〉-инвариантные, а зна-
чит, и F1-инвариантные подпространства: 0, 〈G4〉, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4〉,
〈G2, G3, G4, G5〉. Аналогично рассматриваются остальные подалгебры Fi.
Найдем все нерасшепляемые расширения подалгебр Fi в алгебре AP̃ (2, 2). Ка-

ждая из подалгебр Fi действует вполне приводимо на подпространстве W . Следо-
вательно, Fi обладает расщепляемыми расширениями тогда и только тогда, когда
выполняется одно из следующих условий: 1) Fi полупроста, 2) Fi аннулирует
только нулевое подпространство пространства V . Среди подалгебр Fi существу-
ют только две подалгебры 〈J23〉 и 〈J45〉, не удовлетворяющие сформулированному
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критерию, и потому только эти подалгебры обладают нерасщепляемыми расши-
рениями в алгебре AP̃ (2, 2). Рассмотрим, например, подалгебру 〈J23〉. Можно
предполагать, что подалгебра L, удовлетворяющая условию π(L) = 〈J23〉, явля-
ется полупрямой суммой L = W1 +⊃ 〈J23 + δG4 + σG5〉, где W1 ⊂ W — подпро-
странство, инвариантное относительно 〈J23〉. Пусть W1 = 0 или W1 = 〈G2, G3〉.
Используя автоморфизм exp[ad (tJ45)], можем положить δ = 0. Последователь-
но применяя автоморфизм ϕ1 = exp[ad (tJ16)] и автоморфизм ϕ2, определяемый
матрицей diag [1,−1, 1, 1, 1, 1], можно положить σ = 1. Пусть W = 〈G4〉 или
W = 〈G2, G3, G4〉. Тогда σ = 0. Последовательное применение автоморфизмов
ϕ1 и ϕ2 позволяет считать σ = 1. Следовательно, мы получаем следующие нера-
сщепляемые расширения алгебры 〈J23〉: 〈J23 +G5〉: 0, 〈G4〉, 〈G2, G3〉, 〈G2, G3, G4〉.
Подалгебры изотропного ранга 1 алгебры AO(3, 3):

〈J23 + αJ16〉: 0, 〈G4〉, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23, J16〉: 0, 〈G4〉, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23 +G5〉: 0, 〈G4〉, 〈G2, G3〉, 〈G2, G3, G4〉;
〈J45 + αJ16〉: 0, 〈G3〉, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G3, G4, G5〉 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J45, J16〉: 0, 〈G3〉, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G3, G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J45 +G2〉: 0, 〈G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G3, G4, G5〉;
〈J23 + γJ45 + αJ16〉: 0, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23 + γJ45, J16〉: 0, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23 + αJ16, J45 + βJ16〉: 0, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23, J45, J16〉: 0, 〈G2, G3〉, 〈G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J34, J35, J45〉: 0, 〈G2〉, 〈G3, G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J34, J35, J45, J16〉: 0, 〈G2〉, 〈G3, G4, G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23, J24, J34〉: 0, 〈G5〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23, J24, J34, J16〉: 0, 〈G5〉, 〈G2, G3, G4〉, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J25 + J34, J24 − J35, J23 − J45, J23, J16〉: 0, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J25 + J34, J24 − J35, J23 − J45, J23 + αJ16〉: 0, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23, J24, J25, J34, J35, J45〉: 0, 〈G2, G3, G4, G5〉;
〈J23, J24, J25, J34, J35, J45, J16〉: 0, 〈G2, G3, G4, G5〉.

§ 3. Подалгебры изотропного ранга 3 алгебры AO(3, 3)
В настоящем параграфе задача классификации подалгебр L ⊂ AO(3, 3) изотро-

пного ранга 3 сведена к задаче классификации подалгебр алгебры AIGL(3, R),
которая является алгеброй Ли группы неоднородных преобразований трехмерного
вещественного пространства. Алгебра AIGL(3, R) состоит из матриц(

∆1 Y1

0 0

)
,

где ∆1 ∈ AGL(3, R), Y1 ∈ R3. Ее базис образуют матрицы

K̃12 =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , K̃12 =


0 0 1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0

 ,
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K̃23 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 , L̃12 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

L̃13 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , L̃23 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,

D̃1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , D̃2 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 ,

S̃ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 , T̃1 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

T̃2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , T̃3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Пусть L ⊂ AO(3, 3) — подалгебра изотропного ранга 3. В силу теоремы Витта
можно считать, что L оставляет инвариантными подпространство V(3) = 〈Q1 +
Q4, Q2 + Q5, Q3 + Q6〉. Все такие подалгебры содержатся в максималъной подал-
гебре A(3) класса 3, которая является нормализатором в AO(3, 3) вполне изотро-
пного подпространства V(3). Согласно работе [3] каждый элемент J алгебры A(3)

однозначно представляется в виде

J =
(
J1 −J1

J1 −J1

)
+
(

0 −J2

J2 −J2 − JT2

)
, (3.1)

где J1 ∈ AO(3), J2 ∈ AGL(3, R). Символически это будем записыватъ так: J =
(J1;J2). В соответствии с разложением (3.1) мы можем утверждать, что алгебра
A(3), рассматривается как векторное пространство, разлагается в декартово прои-
зведение AO(3) × AGL(3, R). Отсюда следует, что базис алгебры A(3) образуют
матрицы

K12 = J12 − J45, K13 = J13 − J46, K23 = J23 − J56, D1 = J14 − J25,
D2 = J14 − J36, S = − 1

2 (J14 + J25 + J36), T3 = 1
2 (J12 + J15 − J24 + J45),

T2 = 1
2 (−J13 − J16 + J34 − J46), T1 = 1

2 (J23 + J26 − J35 + J56).

Алгебра матриц (J̃1; 0), где J̃1 пробегает AO(3), образует коммутативный идеал
V1 алгебры A(3), факторалгебра A(3)/V1 по которому изоморфна алгебре
AGL(3, R). Следовательно, A(3) изоморфна алгебре AIGL(3, R) и этот изомор-
физм ϕ определяется как линейное отображение ϕ:

K̃12 → K12, K̃13 → K13, K̃23 → K23, L̃12 → L12, L̃13 → L13,
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L̃23 → L23, D̃1 → D1, D̃2 → D2, S̃ → S, T̃1 → T1, T̃2 → T2, T̃3 → T3.

В дальнейшем будем рассматривать следующий базис алгебры AIGL(3, R):

Ã1 = −D̃1, Ã2 = 1
2 (K̃12 − L̃12), Ã3 = 1

2 (K̃12 + L̃12),
D̃ = − 1

3D̃1 + 2
3D̃2 + 2

3 S̃, S̃, P̃1 = 1
2 (K̃13 + L̃13),

P̃2 = 1
2 (K̃23 + L̃23), K̃13, Ã1

2 = 1
2 (K̃23 − L̃23), T̃1, T̃2, T̃3.

Подействовав на этот базис изоморфизмом ϕ, получаем базис алгебры A(3):

A1 = ϕ(Ã1), A2 = ϕ(Ã2), A3 = ϕ(Ã3),
D = ϕ(D̃), S = ϕ(S̃), P1 = ϕ(P̃1),
P2 = ϕ(P̃2), K13 = ϕ(K̃13), A1

2 = ϕ(Ã1
2),

Ti = ϕ(T̃i) (i = 1, 2, 3).

(3.2)

Пусть G̃1 — группа IGL(3, R)-автоморфизмов алгебры AIGL(3, R). Тогда груп-
па G1 = ϕG̃1ϕ

−1 является группой автоморфизмов алгебры A(3). В силу ре-
зультатов работы [3] группа O(3, 3)-автоморфизмов, оставляющая инвариантным
вполне изотропное подпространство V(3), индуцирует на A(3) группу IGL(3, R)-
автоморфизмов, совпадающую с G1. Таким образом, задача классификации по-
далгебр алгебры A(3) с точностью до сопряженности относительно группы G1

эквивалентна задаче классификации подалгебр алгебры AIGL(3, R) с точностью
до IGL(3, R)-сопряженности. Поэтому мы можем выделить следующие два этапа
при класскфикации подалгебр алгебры A(3). На первом этапе находятся все подал-
гебры алгебры AIGL(3, R) с точностью до IGL(3, R)-сопряженности. Полученое
множество подалгебр обозначим через Ã. Изоморфизм ϕ : AIGL(3, R) → A(3), рас-
смотренный выше, позволяет получить все подалгебры алгебры A(3) с точностью
до сопряженности относительно группы G1. Это множество A подалгебр опреде-
ляется следующим образом: A = {ϕ(L̃) | L̃ ∈ Ã}. Две подалгебры L1, L2 ∈ A могут
быть сопряжены с помощью некоторого O(3, 3)-автоморфизма, не входящего в G1.
Следовательно, на втором этапе выделяется задача классификации подалгебр из
множества A с точностью до O(3, 3)-сопряженности. Для решения указанной за-
дачи рассмотрим следующие вполне изотропные подпространства V :

S1 = 〈Q1 +Q4, Q2 +Q5, Q3 +Q6〉, S2 = 〈Q1 +Q4, Q2 +Q5, Q3 −Q6〉,
S3 = 〈Q1 +Q4, Q2 −Q5, Q3 −Q6〉, S4 = 〈Q1 −Q4, Q2 −Q5, Q3 −Q6〉,
S5 = 〈Q1 −Q4, Q2 +Q5, Q3 −Q6〉, S6 = 〈Q1 −Q4, Q2 +Q5, Q3 +Q6〉,
S7 = 〈Q1 +Q4, Q2 −Q5, Q3 +Q6〉, S8 = 〈Q1 −Q4, Q2 −Q5, Q3 +Q6〉.
Обозначим через Ci следующие матрицы: C1 = diag [1, 1, 1, 1, 1,−1], C2 =

diag [1, 1, 1, 1,−1, 1], C3 = diag [1, 1, 1,−1, 1, 1], Пусть ϕi — O(3, 3)-автоморфизм
алгебры AO(3, 3), определяемый матрицей Ci (i = 1, 2, 3). Группу {ϕ1, ϕ2, ϕ3}, по-
рожденную автоморфизмами ϕi, обозначим через G2. Порядок группы G2 равен
8.

Теорема 3.1. Если подалгебры L1, L2 ⊂ A(3) сопряжены относительно группы
O(3, 3)-автоморфизмов, то они сопряжены и относительно группы {G1, G2}.
Доказательство. Отметим, что с точностью до IGL(3, R)-сопряженности суще-
ствуют только следующие вполне изотропные подпространства ранга 3: S1, S2,
S3, S4. Пусть f — O(3, 3)-автоморфизм, отображающий алгебру L1 ⊂ A(3) на ал-
гебру L2 ⊂ A(3). Если S1 — единственное вполне изотропное подпространство
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ранга 3, инвариантное относительно L1, то этим же свойством обладает и подал-
гебра L2, а потому f(S1) = S1. Следовательно, f ∈ G1. Предположим далее, что
существует L1-ивариантное вполне изотропное подпространство W1 ранга 3, отли-
чное от S1. Не нарушая общности можно считать, что f(W1) = S1, f(S1) = W2,
где W2 — L2-ивариантное вполне изотропное подпространство. Пусть θ1 и θ2 —
IGL(3, R)-автоморфизм алгебры A(3), отображающие W1 и W2 соответственно на
Si и Sj (i, j ∈ {2, 3, 4}). Обозначим через L′1 и L′2 подалгебры A(3), удовлетворя-
ющие условиям θ1(L1) = L′1, θ

′
2(L2) = L′2. Автоморфизм f ′ = θ2fθ

−1
1 , отображает

L′1 на L
′
2, а пару подпространств (S1;Si) на пару подпространств (Sj ;S1). Так как

f ′(S1 ∩ Si) = S1 ∩ Sj , то отсюда вытекает, что Si = Sj . Следовательно, f ′ = ψθ,
где ψ ∈ G2, θ ∈ G1. Но тогда θ2fθ

−1
1 = ψθ, откуда f = θ−1

2 ψθθ1, а значит,
f ∈ {G1, G2}. Теорема доказана.
В работе [3] все подалгебры алгебры AIGL(3, R) были разбиты на четыре

класса M̃0, M̃1, M̃2, M̃3. В соответствии с этим все подалгебры алгебры AO(3, 3)
разбиваются на четыре класса N0, N1, N2, N3, где Ni = {ϕ(L̃) | L̃ ∈ M̃i, } (i =
0, 1, 2, 3).
Рассмотрим, например, задачу классификации подалгебр класса N3, с точно-

стью до O(3, 3)-сопряженности. Класс M3, определяется как множество всех ал-
гебр L̃ ⊂ AIGL(3, R), являющихся расширениями подалгебр F̃ класса M3, ал-
гебры AGL(3, R). По определению подалгебра F̃ класса оставляет инвариантным
ряд

K0: 0 ⊂ 〈T̃ 〉 ⊂ 〈T̃1, T̃2〉 ⊂ 〈T̃1, T̃2, T̃3〉.
В классе M3, существует максимальная подалгебра M̃3, содержащая любую

подалгебру из M3. Она обладает базисом Ã1, Ã3, D̃, S̃, P̃1, P̃2. Следовательно,
элементы A1 = ϕ(Ã1), A3 = ϕ(A3), D = ϕ(D̃), S = ϕ(S̃), P1 = ϕ(P̃1), P2 = ϕ(P̃2),
образуют базис алгебры M3 = ϕ(M̃3). В силу теоремы 3.1 классификацию подал-
гебр класса N3 достаточно провести с точностью до сопряженности относительно
группы {G1, G2}, где G1 = ϕG̃1ϕ

−1, G2 = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}. Группа G1 в силу работы
[4] порождается группами G и S3, где G = ϕG̃ϕ−1, S3 = ϕS̃3ϕ

−1, G — группа ав-
томорфизмов ряда K0, а S̃3 — симметрическая группа степени 3. Каждый элемент
θ̃ ∈ S̃3 мы рассматриваем как эндоморфизм пространства Ṽ = 〈T̃1, T̃2, T̃3〉, действу-
ющий по формуле θ̃(T̃1) = Ti1 , θ̃(T̃2) = Ti2 , θ̃(T̃3) = Ti3 , где i1, i2, i3 некоторая
перестановка символов 1, 2, 3. Группа S̃3 порождается подстановками

θ̃1 =
(
T̃1 T̃2 T̃3

T̃3 T̃1 T̃2

)
, θ̃2 =

(
T̃1 T̃2 T̃3

T̃1 T̃3 T̃2

)
.

Тогда {G1, G2} = {G2, S3, G}, где S3 = {θ1, θ2}, θ1 = ϕθ̃1ϕ
−1, θ2 = ϕθ̃2ϕ

−1.
Введем в рассмотрение следующие автоморфизмы: ϕ̂1 = θ1ϕ1, ϕ̂2 = θ1θ2ϕ2,

ϕ̂3 = ϕ3, ϕ̂4 = ϕC1θ2θ1ϕ1ϕ2, ϕ̂5 = ϕC2θ1ϕ1ϕ3, ϕ̂6 = ϕC1θ1θ2ϕ2ϕ3, ϕ̂7 = θ2θ1ϕ1ϕ2ϕ3,
где ϕC1 = ϕϕ̃C1ϕ

−1, ϕC2 = ϕϕ̃C2ϕ
−1, C1 = diag [−1, 1,−1], C2 = diag [1,−1,−1],

Действия этих автоморфизмов на генераторы A1, A3, D, S, P1, P2, T1, T3 выписа-
ны в таблице 3 и 4.
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Таблица 3

A1 A3 D

ϕ̂1 − 1
2
(A1 − 3D − 2S) P2 − 1

2
(A1 − D + 2S)

ϕ̂2 −D + 2S ∗ D
ϕ̂3 D − 2S T3 D
ϕ̂4 − 1

2
(A1 − D − 2S) ∗ − 1

2
(A1 − D + 2S)

ϕ̂5 − 1
2
(A1 − D − 2S) T1 − 1

2
(A1 − D + 2S)

ϕ̂6 A1 A3 D
ϕ̂7 − 1

2
(A1 + 3D − 2S) −P2 − 1

2
(A1 − D + 2S)

θ2 − 1
2
(A1 − 3D + 2S) P1 − 1

2
(A1 + D − 2S)

θ1θ2 −A1 ∗ D

Таблица 4

S P1 P2 T1 T2 T3

ϕ̂1 − 1
2
(A1 − D) ∗ ∗ −P1 A3 T1

ϕ̂2 − 1
2
(A1 − D) P2 T2 P1 T1 −A3

ϕ̂3 − 1
2
(A1 − D) −T2 P2 T1 −P1 A3

ϕ̂4 −S + D ∗ A3 ∗ P1 P2

ϕ̂5 −S + D A3 ∗ P1 ∗ P2

ϕ̂6 −S + D T1 T2 ∗ ∗ ∗
ϕ̂7 −S −P1 −A3 ∗ ∗ ∗
θ2 S A3 ∗ T1 T3 T2

θ1θ2 S P2 P1 T2 T1 T3

В табл. 3 и 4 символом ∗ мы обозначаем элементы алгебры AO(3, 3), не содер-
жащиеся в M3, и потому не представляющие для нас интереса.
Пусть L̃ ⊂ AGL(3, R) — произвольная подалгебра, L̃0 — ее вполне приводимая

часть. Тогда ϕ(L̃) ⊂ M3 и ϕ(L̃0) будем называть вполне приводимой частью алге-
бры ϕ(L̃). Нетрудно убедиться, что группа G действует тождественно на вполне
приводимой части ϕ(L̃0), а каждый элемент группы {ϕ1, . . . , ϕ7, θ1, θ2} отобража-
ет вполне приводимую часть ϕ(L̃0) алгебры ϕ(L̃) на вполне приводимую часть
ϕ(L̃′0) алгебры L̃′. Поэтому разобъем подалгебры из N3 на классы в зависимости
от структуры вполне приводимой части.
1. Класс N1

3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых принадле-
жит к одному из следующих типов:

1) φ1(α) = 〈A1 + αS,D〉 (α = 0; 2);
2) φ2(β) = 〈A1 + βS,D − (β + 2)S〉 (β = 0;−1;−2);
3) φ3(γ) = 〈A1 + γS,D + (γ − 2)S〉 (γ = 0; 1; 2).
Каждый из автоморфизмов ϕ̂i (i = 1, . . . , 7), θ1, θ2 осуществляет подстанов-

ку на множестве подалгебр {φ(α), φ2(β), φ3(γ)}. Действие каждого из указанных
автоморфизмов приведены в табл. 5.
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Таблица 5

φ1(α) φ2(β) φ3(γ)

ϕ̂1 φ2

(
2−α

2

)
φ1

(
− 2

β+1

)
φ3

(
2−γ
γ−1

)
ϕ̂2 φ1

(− 4
α

)
φ2 (−β) φ3

(
− γ

γ−1

)
ϕ̂3 φ1

(
4
α

)
φ2

(
− β

β+1

)
φ3 (γ)

ϕ̂4 φ3

(
2+α

α

)
φ2

(
−β+2

β+1

)
φ1 (2γ − 2)

ϕ̂5 φ3

(
α−2

α

)
φ1 (−2β − 2) φ2

(
2−γ
γ−1

)
ϕ̂6 φ1 (−α) φ3

(
β

β+1

)
φ2

(
γ

1−γ

)
ϕ̂7 φ3

(
α+2

2

)
φ2 (−β − 2) φ1 (2γ − 2)

θ1θ2 φ1 (−α) φ3 (−β) φ2 (−γ)

θ2 φ2

(
α−2

2

)
φ1 (2β + 2) φ3 (2 − γ)

II. Класс N2
3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых прина-

длежит к одному из следующих типов:

1) F1(t) = 〈A1 + tD, S〉 (t = ±1);
2) F2(α) = 〈A1 + αS,D − S〉 (α = 0;−1);
3) F3(β) = 〈A1 + βS,D + βS〉 (β = 0;−1);
4) F4(γ) = 〈A1 + γS,D − γS〉 (γ = 0; 1).
Каждый из автоморфизмов ϕ̂i (i = 1, . . . , 7) осуществляет подстановку на мно-

жестве всех подалгебр {F1(t), F2(α), F3(β), F4(γ)}. Действие каждого из указан-
ных автоморфизмов приведены в табл. 6.

Таблица 6

F1(t) F2(α) F3(β) F4(γ)

ϕ̂1 F3

(
t−1
2

)
F1

(
3−α
α+1

)
F2

(
1−β
1+β

)
F4

(
1

1−γ

)
ϕ̂2 F3

(
2

t−1

)
F4

(
2

1−α

)
F2

(
− 2+β

β

)
F1

(
2−γ

γ

)
ϕ̂3 F3

(
− 2

t+1

)
F4

(
2

1+α

)
F1

(
2+β
−β

)
F2

(
2−γ

γ

)
ϕ̂4 F2

(
t−3
t+1

)
F4

(
α−1
α+1

)
F1 (−1 − 2β) F3

(
1−γ

γ

)
ϕ̂5 F2

(
t+3
t−1

)
F4

(
α+1
α−1

)
F3

(
−β+1

β

)
F1 (2γ − 1)

ϕ̂6 F2(t) F1(α) F3

(
− β

β+1

)
F4

(
γ

γ−1

)
ϕ̂7 F1

(
3−t
t+1

)
F3

(
α−1

2

)
F2 (2β + 1) F4 (1 − γ)

θ1θ2 F1(−t) F2(−α) F4(−β) F3(−γ)

θ2 F1

(
− t+3

t−1

)
F4

(
α+1

2

)
F3 (−β − 1) F2 (2γ − 1)

III. Класс N3
3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых прина-

длежит к одному из следующих типов:

1) L1(x) = 〈A1 + xD − (x+ 1)S〉 (x = ±1);
2) L2(y) = 〈A1 + yD + (1 − y)S〉 (y = ±1);
3) L3(t) = 〈A1 + tD〉 (t = ±1);
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4) L4(α) = 〈A1 +D + αS〉 (α = 0;−2);
5) L5(γ) = 〈A1 −D + γS〉 (γ = 0; 2);
6) L6(β) = 〈D + βS〉 (β = 0; 1);
Действия каждого из автоморфизмов ϕ̂i (i = 1, . . . , 7), θ1, θ2 приведены в

табл. 7.
Таблица 7

L1(x) L2(y) L3(t) L4(α) L5(γ) L6(β)

ϕ̂1 L6

(
x−1

2

)
L4(y − 1) L2

(
3−t
1+t

)
L3

(
2−α
2+α

)
L1

(
4−γ

γ

)
L5

(
2

β+1

)
ϕ̂2 L2

(
x−3
x+1

)
L4

(
4

y−1

)
L6

(
2

t−1

)
L5

(− 4
α

)
L1

(
4−γ

γ

)
L3

(
2+β
−β

)
ϕ̂3 L4

(
− 4

x+1

)
L2

(
y+3
y−1

)
L6

(
− 2

t+1

)
L1

(−α+4
α

)
L5

(
4
γ

)
L3

(
2+β
−β

)
ϕ̂4 L4

(
− 4

x+1

)
L3

(
y−3
y+1

)
L5

(
2t−2
t+1

)
L1(−α − 1) L6

(
2−γ

γ

)
L2(−1 − 2β)

ϕ̂5 L3

(
x+3
x−1

)
L4

(
4

y−1

)
L5

(
2+2t
t−1

)
L6

(− 2+α
α

)
L1(γ − 1) L2(−1 − 2β)

ϕ̂6 L5(x + 1) L4(y − 1) L3(t) L2(α + 1) L1(γ − 1) L6

(
− β

β+1

)
ϕ̂7 L1

(
3−x
1+x

)
L3

(
3−y
1+y

)
L2

(
3−t
1+t

)
L4(α) L6

(
γ−2

2

)
L5(2 + 2β)

θ1θ2 L2(−x) L1(−y) L3(−t) L5(−α) L4(−γ) L6(β)

θ2 L3

(
x+3
x−1

)
L2

(
y+3
y−1

)
L1

(
t+3
t−1

)
L6

(−α+2
α

)
L5(γ) L4(−2β − 2)

IV Класс N4
3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых прина-

длежит к одному из следующих типов:

1) φ1 = 〈D〉; 2) φ2 = 〈D − S〉; 3) φ3 = 〈S〉; 4) φ4 = 〈A1 +D〉;
5) φ5 = 〈A1 +D − 2S〉; 6) φ6 = 〈A1 −D〉; 7) φ7 = 〈A1 −D + 2S〉.
Действия автоморфизмов ϕ̂i (i = 1, . . . , 7) на множестве подалгебр {φ1, . . . , φ7}

приведены в табл. 8.
Таблица 8

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6 φ7

ϕ̂1 φ7 φ3 φ6 φ4 φ1 φ2 φ5

ϕ̂2 φ1 φ4 φ6 φ3 φ7 φ2 φ5

ϕ̂3 φ1 φ4 φ6 φ2 φ5 φ3 φ7

ϕ̂4 φ7 φ4 φ2 φ6 φ5 φ3 φ1

ϕ̂5 φ7 φ4 φ2 φ3 φ1 φ6 φ5

ϕ̂6 φ1 φ3 φ2 φ4 φ7 φ6 φ5

ϕ̂7 φ7 φ6 φ3 φ4 φ5 φ2 φ1

V. Класс N5
3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых нулевая

или совпадает с 〈A1,D, S〉.
VI. Класс N6

3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых совпа-
дает с 〈A1 + αD + βS〉 (α = ±1, α+ β = ±1).
VII. Класс N7

3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых прина-
длежит к одному из следующих типов:

1) 〈D,S〉; 2) 〈A1,D〉; 3) 〈A1 ± S,D − S〉;
4) 〈A1 ±D,S〉; 5) 〈A1 ± 2S,D〉; 6) 〈A1,D − 2S〉.
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VIII. Класс N8
3 состоит из подалгебр, вполне приводимая часть которых совпа-

дает с 〈A1 + αS,D + βS〉 (α = ±β, ±(β + 2); β = 0,−1).
Допустим, что мы проводим классификацию подалгебр класса N1

3 с точностью
до O(3, 3)-сопряженности. С этой целью из класса подалгебр N3 выбираем мно-
жество L тех подалгебр, вполне приводимая часть которых принадлежит к одно-
му из типов φ1(α), φ2(β), φ3(γ). Пусть L1 и L2 — подалгебры из множества L,
которые O(3, 3)-сопряжены между собой, т.е f(L1) = L2 для некоторого автомор-
физма f ∈ {G,H}, где H = {ϕ1, . . . , ϕ7, θ1, θ2}. Подпространство f−1(S1) вполне
изотропно и инвариантно относительно подалгебры L. Нетрудно убедиться, что
существует IGL(3, R)-автоморфизм ψ, отображающий f−1(S1) на некоторое под-
пространство Si (i ∈ {1, . . . , 7}), причем ψ(L1) = L1 Автоморфизм fψ отображает
L1 на L2, а Si на S1. Таким образом, можно предполагать, что f(L1) = L2 и
f(Si) = S1. Но тогда f = f1ϕi для некоторого IGL(3, R)-автоморфизма f1. Так
как автоморфизм f1 отображает A(3) на A(3), то автоморфизм ϕi отображает L1

на подалгебру ϕi(L1), содержащуюся в A(3). Поэтому автоморфизм f1 отображает
ϕi(L1) ⊂ A(3) на подалгебру L2 ⊂ A(3). Но тогда в силу работы [4] автоморфизм
f1 можно представить в виде f1 = f2θ, где θ ∈ S3, а f2 — IGL(3, R)-автоморфизм,
оставляющий инвариантным композиционный ряд

0 ⊂ 〈T1〉 ⊂ 〈T1, T2〉 ⊂ 〈T1, T2, T3〉. (3.3)

Отсюда вытекает следующий алгоритм исследования подалгебр множества L на
сопряженность относительно группы {G,H}.
1) Берем произвольную подалгебру L ∈ L и находим те автоморфизмы ϕ мно-

жества {ϕ̂1, . . . , ϕ̂7}, для каждого из которых ϕ(L) ⊂ A(3).
2) Для каждого из найденных автоморфизмов ϕ находим такой автоморфизм θ

группы S3, что θϕ(L) ⊂M3.
3) Находим такой IGL(3, R)-автоморфизм f2, оставляющий инвариантным ряд

(3.3), что L′ = f2θϕ(L) ⊂ L. Если L′ = L, то подалгебру L′ вычеркиваем из
множества L.
4) В множестве L1, которое мы получили из множества L после вычеркива-

ния в нем всех подалгебр, которые O(3, 3)-сопряжены подалгебре L, выбираем
произвольную подалгебру, не совпадающую с L, и повторяем для нее вычисле-
ния, предусмотренные предыдущими пунктами. Через конечное число шагов в
множестве L останутся лишь те подалгебры, которые не сопряжены между собой
относительно группы {G,H}.
Полная классификация подалгебр изотропного ранга 3 алгебры AO(3, 3) с то-

чностью до O(3, 3)-сопряженности изложена ниже. Если речь идет о подалгебрах
U1 +⊃ F, . . . , Us +⊃ F , то будем употреблять обозначение F : U1, . . . , Us. Подпро-
странство 〈Ti1 , . . . , Tik〉 будем обозначать (i1, . . . , ik). Положим

A′1 = 1
2A1 − 3

2D + S, A′2 = ϕ(Ã′2), A
′
3 = P2, P ′1 = P1, P ′2 = −A3,

D′ = − 1
2A1 + 1

2D − S.

1) Подалгебры класса N1
3 алгебры AO(3, 3):

〈A1 + αS,D〉 (0 < α < 2);
〈A1 + αS,D, P1, P2, T1, T2〉 (0 < α < 2);
〈A1 + βS,D − (β + 2)S, P1, P2, T1, T2〉 (−2 < β < 0; β = −1);
〈A1 + αS,D,A3, P1, T1〉 (α > 0, α = 2);
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〈A1 + αS,D,A3, P1, T1, T2, T3〉 (0 < |α| < 2);
〈A1 + γS,D + (γ − 2)S,A3, P1, T1, T2, T3〉 (γ > 1, γ = 2);
〈A1 + αS,D,A3〉 (α > 0, α = 2);
〈A1 + αS,D,A3〉 (0 < α < 2): (3), (1,3);
〈A1 + αS,D,A3〉 (α = 0,±2): (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + βS,D − (β + 2)S,A3〉 (−2 < β < 0, β = −1): 0, (3);
〈A1 + βS,D − (β + 2)S,A3, T1〉 (β > −1, β = 0);
〈A1 + βS,D − (β + 2)S,A3〉 (β = 0, 1,−2): (1,3), (1,2,3);
〈A1 + γS,D + (γ − 2)S,A3, T3〉 (0 < γ < 2, γ = 1);
〈A1 + γS,D + (γ − 2)S,A3, T1, T2〉 (γ > 1, γ = 2);
〈A1 + γS,D + (γ − 2)S,A3〉 (γ = 0, 1, 2): (1,3), (1,2,3);
〈A1 + αS,D,A3, P1, P2, T1, T2〉 (α > 0, α = 2);
〈A1 + αS,D,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (0 < |α| < 2);
〈A1 + βS,D − (β + 2)S,A3, P1, P2, T1, T2〉 (β = 0,−1,−2);
〈A1 + βS,D − (β + 2)S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (−2 < β < 0, β = −1);
〈A1 + γS,D + (γ − 2)S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (γ = 0, 1, 2);

2) Подалгебры класса N2
3 алгебры AO(3, 3):

〈A1 + αD,S〉 (0 ≤ α < 1): 0, (1,2,3);
〈A1 + αD,S, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0, α = 1);
〈A1 + αD,S,A3, P1〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1): (1), (1,2,3);
〈A1 + αD,S,A3〉 (α ≥ 0, α = 1);
〈A1 + αD,S,A3〉 (α = ±1): (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 + αD,S,A3, P1, P2〉 (α = ±1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3D,S,A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 3D,S,A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 + γS,D − γS,A3, P1, T1, T2, T3〉 (γ = 0, γ < 1);
〈A1 + αS,D − S,A3, T1, 〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1);
〈A1 + αS,D − S,A3, T1, T3〉 (α = ±1);
〈A1 + βS,D + βS,A3, T1, 〉 (0 < |β| ≤ 1, β = −1);
〈A1 + βS,D + βS,A3, T1, T2, T3〉 (β = 0,−1);
〈A1 + γS,D − γS,A3, T1, T2〉 (0 < |γ| < 1);
〈A1 + γS,D − γS,A3, T1, T2, T3〉 (γ = 0, 1);
〈A1 + αS,D − S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (α = ±1);
〈A1 + βS,D + βS,A3, P1, P2, T1, T2〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1);
〈A1 + γS,D − γS,A3, P1, P2, T1, T2〉 (0 < |γ| ≤ 2, γ = 1);
〈A1 − S,D + S,A3, P1 + T3, T1, T2〉.
3) Подалгебры класса N3

3 алгебры AO(3, 3):
〈D + βS〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1): 0, (3);
〈D + βS〉 (β = 0,−1): (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + βS, P1〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1): (1), (2);
〈D + βS〉 (β = 0,−1): (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + βS,A3〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1): (0), (3);
〈D + βS,A3〉 (β = 0,−1): (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + βS, P1, P2, T1, T2〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1);
〈D + βS, P1, P2, T1, T2, T3〉 (β = 0,−1);
〈D + βS,A3, P1, T1〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1);
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〈D + βS,A3, P1〉 (β = 0,−1): (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + βS,A3, P1, P2, T1, T2〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1);
〈D + βS,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (β = 0,−1);
〈D + βS +A3〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1): 0, (3);
〈D + βS +A3〉 (β = 0,−1): (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + βS +A3, P1, T1〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1);
〈D + βS +A3, P1〉 (β = 0,−1): (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + βS +A3, P1, P2, T1, T2〉 (−2 ≤ β < 0, β = −1);
〈D + βS +A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (β = 0,−1);
〈D + S, P1 + T3〉: 0, (1), (2), (1,2);
〈D + S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈D + S,A3, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + S,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈D + S +A3, P1 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + S +A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + γS, P2〉 (|γ| ≤ 2, γ = 0,−2): (1), (1,2), (2,3);
〈A1 +D + γS, P2, T1, T2, T3〉 (γ = 0,−2);
〈A1 +D + γS, P1, P2〉 (|γ| ≤ 2, γ = 0,−2): (1), (1,2);
〈A1 +D + γS, P1, P2, T1, T2, T3〉 (γ = 0,−2);
〈A1 +D + γS,A3, P1, P2〉 (γ = 0,−2): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D + γS, P1, P2〉 (|γ| ≤ 2, γ = 0,−2): (1), (1,2);
〈A1 +D + γS + P1, P2, T1, T2, T3〉 (|γ| = 0,−2);
〈A1 +D + 2S, P2 + T1〉: (0), (2), (2,3);
〈A1 +D + 2S, P2 + T3〉: 0, (1), (2), (1,2);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 +D − 4S,A3 + T2, P1, P2〉: 0, (1);
〈A1 +D + 2S, P1, P2 + T3, A3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S, P1, A3, P2 + T1〉;
〈A1 +D + 2S + P1, P2 + T3〉: (1), (1,2);
〈A1 +D + 2S + P1, P2 + T1〉: 0, (2);
〈A1 −D + λS,A3, P1, T1, T2, T3〉 (|λ| ≤ 2, λ = 0, 2);
〈A1 −D + λS,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (|λ| ≤ 2, λ = 0, 2);
〈A1 −D + λS + P2, A3, P1, T1, T2, T3〉 (|λ| ≤ 2, λ = 0, 2);
〈A1 −D − 2S,A3, P1 + T3, T1, T2〉;
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈A1 −D − 2S,A3 + T2, P1 + T3〉: 0, (1);
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1 + T2〉;
〈A1 −D − 2S,A3 + γT2, P1 + T2 + T3, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈A1 −D − 2S,A3 + γT3, P1 + T2, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈A1 −D − 2S,A3 + T2 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A1 −D − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + γT2 + T3, P1 − T2, T1〉;
〈A1 −D − 2S + P2, A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈A1 + αD + (1 − α)S,A3, P1, T1, T2, T3〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1);
〈A1 + 3D − 2S + T1, P1 + T2, A3 + T3〉;
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〈A1 + 3D − 2S, P1 + T2, A3 + T3〉;
〈A1 + 3D − 2S, P1 + T2, A3 + γT3, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈A1 + 3D − 2S,A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈A1 + αD + (1 − α)S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉 (−1 < α ≤ 3, α = 1);
〈A1 + 3D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A1 + 3D − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈A1 + S,A3, P1, P2 + T3〉: (1), (1,2).
4) Подалгебры класса N4

3 алгебры AO(3, 3):
〈S〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3〉: 0, (1), (1,2), (3), (1,3), (1,2,3);
〈S,A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3, P1〉: (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S +A3, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈S +A3, A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S +A3 + P2, P1〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S + P1, P2〉: (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈S + P1, A3 + P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈S + P2, A3, P1〉: (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈D − S + T2, A3 + T2, P1, T1, T3〉;
〈D − S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈D − S + T2, A3, P1, T1, T3〉;
〈D − S,A3 + T2, P1, T1, T3〉;
〈D − S +A3 + T2, P1, T1, T3〉;
〈D − S +A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 +D,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈D − S + T2, P1, T1, T3〉;
〈D〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D,P1〉: (2), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + T3, P1 + T2, T1〉;
〈D + T3, P1〉: (1), (1,2);
〈D,P1 + T2〉: 0, (1), (1,3);
〈D,A3〉: (3), (1,3), (1,2,3);
〈D + T3, A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D + T3, A3〉: 0, (1), (1,2);
〈D,A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D,P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈D + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈D,P1 + T2, P2, T1〉;
〈D,P1 + T2, P2 + T1〉;
〈D,A3, P1, T1, T2, T3〉;
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〈D,A3 + T3, P1 + T2〉;
〈D + T3, A3 + T3, P1 + γT2, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈D,A3 + T3, P1 + γT2, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈D + T3, A3, P1 + T2, T1〉;
〈D + T3, A3, P1, T1〉;
〈D,A3, P1 + T2, T1, T3〉;
〈D + T3, A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈D + T3, A3, P1, T1, T2〉;
〈D,A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈D,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈D + T3, A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈D + T3, A3, P1, P2, T1, T2〉;
〈D,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈D,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈D +A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈D +A3 + T3, P1 + T2〉;
〈D +A3 + T3, P1 + γT2, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈D +A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈D +A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈D +A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈A1 +D − 2S, P2〉: (1), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 +D − 2S + T2, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S, P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D − 2S + T2, P1 + T2, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S + T2, P1, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S, P1 + T2, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 +D − 2S + T2, A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S + T2, A3, P1, P2, T1〉;
〈A1 +D − 2S + T2, A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈A1 +D − 2S + P1 + T2, P2, T1〉;
〈A1 −D + 2S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A1 −D + 2S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A1 −D + 2S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉.
5) Подалгебры класса N5

3 алгебры AO(3, 3):
(1), (1,2), (1,2,3); 〈A3〉: (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A3 + T2〉: 0, (1), (3), (1,3);
〈A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A3 + P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈A3 + P2 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈P1, P2〉: (1,2), (1,2,3); 〈P1 + T2, P2 + T3, T1〉;
〈P1 + T2, P2, T1〉; 〈P1, P2 + T3, T1, T2〉;
〈P1 + T2, P2 + T1〉; 〈A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A3 + T3, P1 + T3, T1, T2〉; 〈A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈A3, P1 + T3, T1, T2〉; 〈A3 + T2, P1 ± T3〉: 0, (1);
〈A3 + T2, P1 + T2 + γT3, T1〉 (γ = 0);
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〈A3 + βT3, P1 + T2, T1〉 (0 < |β| ≤ 1);
〈A3 + T3, P1 + T2〉; 〈A3 + T3, P1, T1〉;
〈A3 + P2, P1, T1, T2, T3〉; 〈A3 + P2, P1 + T3, T1, T2〉;
〈A3 + P2 + T3, P1 + γT2, T1〉 (0〈|γ| ≤ 1);
〈A3 + P2 + T3, P1, T1, T2〉;
〈A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A3 + T2 + T3, P1 − T2, P2 + T3, T1〉;
〈A3 + T2 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A3 + T3, P1 − T2, P2 + T3, T1〉;
〈A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A3 + T3, P1, P2 + T3, T1, T2〉;
〈A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉;
〈A1,D, S〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, S,A3〉: (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1,D, S, P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈A1,D, S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A1,D, S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉.
6) Подалгебры класса N6

3 алгебры AO(3, 3):

〈A1 + αD + βS〉 (0 < α < 1, β = 0, α+ β = ±1 ∨ α = 0, β > 0, β = 1);
〈A1 + αD + βS,A3〉 (α = ±1, β = 0, α+ β = ±1): 0, (1), (3), (1,3);
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2〉 (α > −1, α = 1): 0, (1);
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2〉 (α = ±1,−3): (3), (1,3);
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3〉 (α > 1, α = 3);
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3〉 (α = ±1, 3): (1), (1,2);
〈A1 + αD + βS, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0, α = 1, β = 0, α + β ± 1 ∨ α = 0, β >

0, β = 1);
〈A1 + αD + βS,A3, P1〉 (α = 3, β > −2, β = 0 ∨ −1 < α < 3, α = 1, β =

0, α+ β = ±1): (1), (1,2,3);
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3 + T3〉 (−1 < α < 3, α = 1);
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3 + γT3, T1〉 (−1 < α < 3, α = 1, 1 < |γ| ≤ 1);
〈A1 + αD − 2S, P1 + T2, A3, T1, T3〉 (−1 < α < 3, α = 1);
〈A1 + αD + (α− 1)S, P1 + T3, A3, T1, T2〉 (−1 < α ≤ 3, α = 0, 1);
〈A1 + αD − 2S, P1, A3 + T3, T1, T2〉 (−1 < α < 3, α = 1);
〈A1 + αD + βS,A3, P1, P2〉 (α = ±1, β = 0, α+ β = ±1): 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 − 5D + 2S,A3 + T2, P1, P2 + T1〉;
〈A1 − 2D − S,A3 + T2, P1, P2 + T3, T1〉;
〈A1 + αD − (3 + α)S,A3 + T2, P1, P2〉 (α = ±1,−3): 0, (1);
〈A1 − 3D − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2 + T3, T1〉;
〈A1 − 3D − 2S,A3 + T3, P1, P2 + T3, T1, T2〉;
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉 (α = ±1, 3);
〈A1 + αD − 2S,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α = ±1, 3);
〈A1 + αD + (α+ 1)S,A3, P1, P2 + T3〉 (α = ±1, 0): (1), (1,2);
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3, P1 + T2〉;
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + γT3, P1 + T2, T1〉 (0 < |γ| ≤ 1);
〈A1 − 3D − 2S,A3 + P2 + T3, P1, T1, T2〉.
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7) Подалгебры класса N7
3 алгебры AO(3, 3):

〈D,S〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D,S, P1〉: (1), (2), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D,S,A3〉: 0, (1), (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D,S, P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈D,S,A3, P1〉: (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D,S,A3, P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3〉 (0 ≤ α ≤ 2): 0, (3);
〈D +A3, S〉: (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3〉: (1), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1, T1〉 (0 ≤ α ≤ 2);
〈D +A3, S, P1〉: (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1〉: (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈D + αA3, S +A3, P1, P2, T1, T2〉 (0 ≤ α ≤ 2);
〈D + αA3, S, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈D + αA3, S +A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 +D,S, P2〉: (1), (1,2), (2,3), (1,2,3);
〈A1 +D,S, P1, P2〉: (1), (2), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D,S,A3, P1, P2〉: 0, (1), (1,2), (1,2,3);
〈A1 +D + αP1, S + P1, P2〉 (|α| ≤ 2): (1), (1,2);
〈A1 +D + P1, S, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 +D + αP1, S + P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 −D,S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A1 −D,S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 −D + αP2, S + P2, A3, P1, T1, T2, T3〉 (|α| ≤ 2);
〈A1 + S,D − S,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A1 + S,D − S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 + 2S,D〉: 0, (1), (2), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1 ± 2S,D,A3〉: (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
〈A1,D − 2S,A3〉: (3), (1,3), (1,2,3);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3〉: 0, (1), (1,2);
〈A1 + 2S,D, P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈A1,D − 2S, P1, P2〉: (1,2), (1,2,3);
〈A1 + 2S,D, P1, P2 + T1, T2〉;
〈A1 ± 2S,D,A3, P1, T1, T2, T3〉;
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 + T2〉;
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 + βT2, T1〉 (0 < β ≤ 1);
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1, T1, T2〉;
〈A1 ± 2S,D,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1,D − 2S,A3, P1, P2, T1, T2, T3〉;
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1 − T2, P2, T1〉;
〈A1 − 2S,D,A3 + T3, P1, P2, T1, T2〉.
8) Подалгебры класса N8

3 алгебры AO(3, 3):

〈A1 + αS,D + βS〉 (α = ±β,±(β + 2); β = 0,−1; α ≥ 0, α+ 3β + 2 ≥ 0): 0, (1),
(2), (3), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3);

〈A1 + αS,D + βS,A3〉 (α = ±β, ±(β + 2); β = 0,−1): (3), (1,2), (1,3), (1,2,3);
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〈A1 + αS,D + βS, P1, P2, T1, T2〉 (α = ±β,±(β + 2); β = 0,−1; α ≥ 0);
〈A1+αS,D+βS,A3, P1, T1, T2, T3〉 (α = ±β,±(β+2); β = 0,−1; α+3β+2 ≥ 0);
〈A1 + αS,D + βS,A3, P1, P2〉 (α = ±β,±(β + 2); β = 0,−1): (1,2), (1,2,3).
9) Подалгебры класса N1 алгебры AO(3, 3):
〈A1 +A3 + αD + βS, P1, P2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0): 0, (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD,S, P1, P2〉 (α ≥ 0): 0, (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αS,D + βS, P1, P2〉 (α ≥ 0): 0, (1,2), (1,2,3);
〈P1, P2, A1, A2, A3, S〉 (α ≥ 0): 0, (1,2), (1,2,3);
〈P1, P2, A1, A2, A3〉: 0, (1,2), (1,2,3);
〈P1, P2, A1, A2, A3,D〉: 0, (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3, A, S, P1, P2〉: 0, (1,2), (1,2,3);
〈P1, P2, A1, A2, A3,D + αS〉: 0, (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD,P1 + T2, P2 − T1〉 (α ≥ 0);
〈A2 +A3 + αD + T3, P1, P2, T1, T2〉 (α ≥ 0);
〈A2 +A3,D, P1 + T2, P2 − T1〉; 〈A2, A2, A3, P1, P2,D + T3, T1, T2〉;
〈A2 +A3 + T3,D + δT3, P1, P2, T1, T2〉 (δ ≥ 0);
〈A2 +A3,D + T3, P1, P2, T1, T2〉.
10) Подалгебры класса N2 алгебры AO(3, 3):
〈A′2 +A′3 + αD′ + βS, P ′1, P

′
2〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0): 0, (1), (1,2,3);

〈A′2 +A′3 + αD′, S, P ′1, P
′
2〉 (α ≥ 0);

〈A′2 +A′3 + αS,D′ + βS, P ′1, P
′
2〉 (α ≥ 0): 0, (1), (1,2,3);

〈P ′1, P ′2, A′1, A′2, A′3, S〉: 0, (1), (1,2,3);
AISL(2, R) = 〈P ′1, P ′2, A′1, A′2, A′3〉: 0, (1), (1,2,3);
〈A′2 +A′3,D

′, S, P ′1, P
′
2〉: 0, (1), (1,2,3);

〈P ′1, P ′2, A′1, A′2, A′3,D′ + αS〉 (α ∈ R): 0, (1), (1,2,3);
〈P ′1, P ′2, A′1, A′2, A′3,D′, S〉: 0, (1), (1,2,3);
〈A′2 +A′3 + αD′ + T ′1, P

′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0);

〈A′2 +A′3 + αD′ + 2αS, P ′1 + T3, P
′
2 − T2〉 (α ≥ 0);

〈A′2 +A′3 + T1, P
′
1 + T3, P

′
2 − T2〉;

〈A′2 +A′3 + T1,D
′ + αT1, P

′
1, P

′
2〉 (α ≥ 0);

〈A′2 +A′3 + αD′ + 2αS, P ′1 + T2 + βT3, P
′
2 − βT2 + T3, T1〉 (α > 0);

〈A′2 +A′3, P
′
1 + T2 + βT3, P

′
2 − βT2 + T3, T1〉 (β ≥ 0);

〈A′2 +A′3 + αD′ + 2αS, P ′1 + T3, P
′
2 − T2, T1〉 (α ≥ 0);

〈A′2 +A′3,D
′ + T1, P

′
1, P

′
2〉;

〈A′2 +A′3,D
′ + 2S, P ′1 + T3, P

′
2 − T2〉;

〈A′2 +A′3,D
′ + 2S, P ′1 + T2 + βT3, P

′
2 − βT2 + T3, T1〉 (β ≥ 0);

〈A′2 +A′3,D
′ + 2S, P ′1 + T3, P

′
2 − T2, T1〉;

〈A′1, A′2, A′3, P ′1 + T2, P
′
2 + T3, T1〉;

〈A′1, A′2, A′3,D′ + T1, P
′
1, P

′
2〉;

〈A′1, A′2, A′3, P ′1 + T2, P
′
2 + T3,D

′ + 2S, T1〉.
11) Подалгебры класса N0 алгебры AO(3, 3):
AO(3): 0, (1,2,3);
AO(2, 1): 0, (1,2,3);
AO(3) ⊕ 〈S〉: 0, (1,2,3);
AO(2, 1) ⊕ 〈S〉: 0, (1,2,3);
ASL(3, R): 0, (1,2,3);



Подалгебры псевдоортогональной алгебры AO(3, 3) 449

AGL(3, R): 0, (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD + βS〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD,S〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αS,D + βS〉 (α ≥ 0): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3,D, S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R): 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R) ⊕ 〈S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
ASL(2, R) ⊕ 〈D + αS〉: 0, (3), (1,2), (1,2,2);
AGL(2, R) ⊕ 〈S〉: 0, (3), (1,2), (1,2,3);
〈A2 +A3 + αD + T3〉: 0, (1,2);
〈A2 +A3 + T3,D + αT3〉 (α ≥ 0): 0, (1,2);
〈A2 +A3,D + T3〉: 0, (1,2);
ASL(2, R) ⊕ 〈D + T3〉: 0, (1,2).
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Continuous subgroups of the generalized
Schrödinger groups
L.F. BARANNIK, W.I. FUSHCHYCH

Some general results on the subalgebras of the Lie algebra ASch(n) of the generalized
Schrödinger group Sch(n) and on the subalgebras of the Lie algebra AS̃ch(n) of the
generalized extended Schrödinger group S̃ch(n) have been obtained. The subalgebra
structure of the algebras ASch(n) and AS̃ch(n) are studied with respect to inner
automorphisms of the groups Sch(n) and S̃ch(u), respectively. The maximal Abeli-
an subalgebras and the one-dimensional subalgebras of the algebras ASch(n) and
AS̃ch(n) have been explicitly found. The full classification of the subalgebras of the
algebras ASch(3) and AS̃ch(n), which are nonconjugate to the subalgebras of ASch(2),
AS̃ch(2), respectively, has been carried out.

1. Introduction
To construct exact solutions of both linear and nonlinear Schrödinger and heat

equations it is important to know the subgroup structure of the extended Schrödinger
group S̃ch(3) (see [1]). Other important applications of subgroup structure of this
group were discussed in [2, 3]. It is natural to generalize the notions of the three-
dimensional Schrödinger group for the case of arbitrary n-dimensional Euclidean space
and to solve the problem of subgroup classification for these generalized groups. If
we restrict ourselves by continuous subgroups, then the problem will be reduced to
classification of subalgebras of correspondent Lie algebras. This classification was
realized for n = 1 in [4] and for n = 2 in [2].
In the present paper we study subalgebra structure of both the Lie algebra ASch(n)

of the Schrödinger group Sch(n) and the Lie algebra AS̃ch(n) of the extended Schrö-
dinger group S̃ch(n) with respect to inner automorphisms of the group Sch(n) and
the group S̃ch(n), respectively. This paper is a continuation of investigations that
were carried out in [5–9]. The applied general method of Patera, Winternitz, and
Zassenhaus [10] gets further development for classes of groups under consideration.
In Sec. 2 we give definitions of the generalized Schrödinger groups and algebras

and introduce some other concepts and basis notation used in the whole paper. In
Sec. 3, completely reducible subalgebras of the algebra AO(n)⊕ASL(2, R) are derived,
and all subalgebras of this algebra are described for n = 3. In Sec. 4 a number
of general results about splitting subalgebras of the algebra ASch(n) are obtained.
Abelian subalgebras of the extended Schrödinger algebra AS̃ch(n) are described in
Sec. 5. Classification of subalgebras of the algebras ASch(3) and AS̃ch(3) is carried
out in Sec. 6. The conclusions are summarized in Sec. 7.

J. Math. Phys., 1989, 30, № 2, 280–290.
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2. Definitions of Schrödinger groups and algebras. Main notation
Let R be the real number field, R an arithmetical n-dimensional Euclidean space,

and AG the Lie algebra of the Lie group G. The Schrödinger group Sch(n) is the
multiplicative group of matrices W v a

0 α β
0 γ δ

 ,

where W ∈ O(n), a,v ∈ Rn, and αδ − βγ = 1 (α, β, γ, δ ∈ R). If α = δ = 1,
γ = 0, we obtain matrices that are elements of the Galilei group G(n). If at the same
time β = 0, we have elements of the isochronous Galilei group G0(n). Besides, the
Schrödinger group Sch(n) can be realized as the transformation group

x → Wx + tv + a

γt+ δ
, t→ αt+ β

γt+ δ
,

where t is time and x is a variable vector of the space Rn.
The Lie algebra ASch(n) of the group Sch(n) consists of real matrices X v a

0 α β
0 γ −α

 ,

where X ∈ AO(n), α, β, γ ∈ R, and a,v ∈ Rn. Let Iab be a matrix of degree n + 2
having unity at the intersection of the ath line and the bth column and zeros at the
other places (a, b = 1, . . . , n+ 2). Then the basis of the algebra ASch(n) is formed by
the matrices

Jab = Iab − Iba, Ga = Ia,n+1, Pa = Ia,n+2,

D = −In+1,n+1 + In+2,n+2, S = −In+2,n+1, T = In+1,n+2

(a < b, a, b = 1, . . . , n). They satisfy the following commutation relations:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb, [Ga, Gb] = 0, [Ga, Pb] = 0,
[D,Jab] = [S, Jab] = [T, Jab] = 0, [D,Pa] = −Pa, [D,Ga] = Ga,

[S, Pa] = Ga, [S,Ga] = 0, [T, Pa] = 0, [T,Ga] = −Pa,
[D,S] = 2S, [D,T ] = −2T, [T, S] = D, (a, b, c, d = 1, 2, . . . , n).

The extended Schrödinger algebra AS̃ch(n) is obtained from the algebra ASch(n)
by adding the central element M , and, moreover, [Ga, Pb] = δabM and other com-
mutation relations do not change. The factor algebra AS̃ch(n)/〈M〉 is identified with
ASch(n). We shall denote the generators of algebras ASch(n) and AS̃ch(n) by the
same symbols.
The algebra AG̃0(n) = AO(n) ⊂+ 〈M,P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉 is called the exten-

ded isochronous Galilei algebra, and the algebra AG0(n) = AG̃0(n)/〈M〉 is called the
isochronous Galilei algebra.
Since the Lie algebra L = 〈M,P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉 is nilpotent, L is a Lie

algebra of some connected and simply connected nilpotent Lie group H. As H is an
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exponential group, any of its elements can be denoted as exp(θM) exp(vG + aP ),
where θ ∈ R, vG = v1G1 + · · · + vnGn, and aP = a1P1 + · · · + an, Pn (ai, vi ∈ R,
i = 1, . . . , n). The multiplication law is derived by the Campbell–Hausdorf formula.
Let

∆

 W 0 0
0 α β
0 γ −δ


be an element of O(n) × SL(2, R). It is not difficult to show that in Sch(n) we have

∆ · exp(vG + aP ) = exp((δWv − γWa)G + (−βWv + αWa)P ) · ∆. (1)

An arbitrary element of the group S̃ch(n) has the form

exp(θM) · exp(vG + aP ) · ∆.
By definition, exp(θM) · ∆ = ∆ · exp(θM), and the equality (1) holds true for

∆ · exp(vG + aP ). Using these equalities andmultiplication laws in H and O(n) ×
SL(2, R) we shall establish multiplication in S̃ch(n) in the usual way. Evidently,
S̃ch(n) = Hλ(O(n)) × SL(2, R)).
Subalgebras L1 and L2 of the algebra AS̃ch(n) are called S̃ch(n) conjugated

if gL1g
−1 = L2 for some element g ∈ S̃ch(n). Mapping: ϕg : X → gXg−1,

X ∈ AS̃ch(n), is called an automorphism corresponding to the element g. If g =
diag[W, 1, 1], where W ∈ O(n), then ϕg is called an O(n) automorphism correspondi-
ng to the matrix W . We shall identify the automorphism ϕg with the element g.
Henceforth we shall use the following notations: 〈X1, . . . , Xs〉 is a vector space

or Lie algebra over R with the generators X1, . . . , Xs; V [k, l] = 〈Gk, . . . , Gl〉 (k ≤
l) is a Euclidean space having the orthonormal basis Gk, . . . , Gl, V [k] = V [k, k];
W [k, l] = 〈Pk, . . . , Pl〉 (k ≤ l), W [k] = W [k, k]; M[r, t] = 〈M,Pr, . . . , Pt, Gr, . . . , Gt〉
(r ≤ t), M[r] = M[r, r], M[r, t] = M[r, t]/〈M〉; π, ω, τ , ε, and ξ are projections of
the algebras AS̃ch(n) and ASch(n) onto AO(n) ⊕ ASL(2, R), AO(n), V [1, n], and
W [1, n], respectively.
Let U be a subspace of M[1, n] and F̂ be a subalgebra of ASch(n) such that

π(F̂ ) = F . The notation F̂ + U means that [F,U ] ⊂ U and F̂ ∩ M[1, n] ⊂ U .
Considering algebras (F̂ +U1), . . . , (F̂ +Us) we shall use the notation F̂ : U1, . . . , Us.
In the case of the algebra AS̃ch(n) this notation has the same meaning.
Let L be the direct sum of Lie algebras L1, . . . , Ls, K a Lie subalgebra of L,

and πi the projection of L onto Li. If πi(K) = Li, for all i = 1, . . . , s, then K is
called the subdirect sum of algebras L1, . . . , Ls. In this case we shall use the notation
K = L1 +

˙
· · · +

˙
Ls. The subdirect sum of modules over a Lie algebra is defined in a

similar way.

3. On the subalgebras of the algebra AO(n) ⊕ ASL(2, R)
In this section a number of auxiliary results to be used in following sections are

obtained.

Lemma 3.1. Subalgebras of the algebra ASL(2, R) are exhausted with respect to
SL(2, R) conjugation by the following algebras: O, 〈D〉, 〈T 〉, 〈S + T 〉, 〈D,T 〉,
ASL(2, R). The written algebras are not conjugated mutually.
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Later on, when we speak about subalgebras of the algebra ASL(2, R) we shall
mean the subalgebras given by Lemma 3.1.
By direct calculations we are convinced that the normalizer of 〈D〉 in the group

SL(2, R) consists of matrices(
0 α

−α−1 0

)
,

(
σ 0
0 α−1

)
where α ∈ R, α = 0. The normalizer of 〈T 〉 and the normalizer of 〈D,T 〉 in the group
SL(2R) consist of matrices ± exp(θ1D) · exp(θ2T ), where θ1, θ2 ∈ R. The normalizer
of 〈S + T 〉 coincides with the group

SO(2) =

{(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

) ∣∣∣∣∣ ϕ ∈ R

}
.

Proposition 3.1. Let AH(n) be the Cartan subalgebra of the algebra AO(n). Up to
conjugacy under O(n)× SL(2, R) the algebra AO(n)⊕ASL(2, R) has two maximal
solvable subalgebras AH(n) ⊕ 〈S + T 〉, AH(n) ⊕ 〈D,T 〉.
Proposition 3.1 follows immediately from Lemma 3.1 and the fact that AO(n) has,

with respect to O(n) conjugation, the only maximal solvable subalgebra AH(n).
Proposition 3.2. Up to conjugacy under O(n) × AL(2, R) the algebra AO(n) ⊕
ASL(2, R) has the following subalgebras: (i) F ⊕ K, where F ⊂ AO(n), K ⊂
ASL(2, R); (ii) F ⊕ 〈X + Y 〉, where F ⊕ 〈X〉 ⊂ AO(n), Y ∈ ASL(2, R); and (iii)
〈X +D〉 ⊂+ (F ⊕ 〈T 〉), where F ⊕ 〈X〉 ⊂ AO(n).
Proposition 3.2 is proved by the Goursat twist method [11].

Corollary. Subalgebras of the algebra AO(3)⊕ASL(2, R) are exhausted with respect
to O(3) × SL(2, R) conjugation by the following algebras:

O; 〈J12〉; 〈D〉; 〈T 〉; 〈S + T 〉; 〈J12 + αD〉 (α > 0);
〈J12 + T 〉; 〈J12 + α(S + T )〉 (α > 0); 〈J12 + αD, T 〉 (α > 0);
〈D,T 〉; 〈J12,D〉; 〈J12, T 〉; 〈J12, S + T 〉; 〈J12,D, T 〉;
AO(3); ASL(2, R); 〈J12〉 ⊕ASL(2, R); AO(3) ⊕ 〈D〉;
AO(3) ⊕ 〈T 〉; AO(3) ⊕ 〈S + T 〉; AO(3) ⊕ 〈D,T 〉; AO(3) ⊕ASL(2, R).
The written algebras are not conjugated mutually.
The space can M[1, n] be considered as an exact module the Lie algebra AO(n)⊕

ASL(2, R). Let L be a subalgebra of this algebra. If M[1, n] is a completely reducible
L module, then the algebra L will be called completely reducible.

Theorem 3.1. A subalgebra L of the algebra AO(n) ⊕ ASL(2, R) is completely
reducible if and only if τ(L) does not coincide with 〈T 〉 and 〈D,T 〉.
Proof. If τ(L) = 0, then L is a completely reducible algebra. If τ(L) = 〈D,T 〉, then
L = L1 ⊕ L2, where L1 ⊂ AO(n), L2 = 〈X +D,T 〉, X ∈ AO(n). Since the algebra
L2 is solvable and non-Abelian, then L is not a completely reducible algebra [12]. Let
τ(L) = ASL(2, R). Since direct decomposition of F ⊂ AO(n) can be realized through
every ideal, and since every subalgebra of the algebra AO(n) is not compact, then
L = ω(L) + τ(L). That is why [12] L is completely reducible.
Let us assume that τ(L) = 〈D〉. Since [D,Pa] = −Pa, [D,Ga] = Ga, then M[1, n]

can be decomposed into a direct sum of L-irreducible spaces. Consequently L is a
completely reducible algebra.
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As [S + T, Pa] = Ga and [S + T,Ga] = −Pa, then the skew-symmetric matrix(
0 −E
E 0

)
corresponds to the operator S + T in a basis P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn of the space
M[1, n]. Hence it follows that if τ(L) = 〈S + T 〉, then in the basis mentioned above
every element of an algebra L is represented by a skew-symmetric matrix of degree
2n, and that is why L is a completely reducible algebra.
Let τ(L) = 〈T 〉, and V [k, l] be an irreducible ω(L) module. Evidently V [k, l] +

W [k, l] is an L module. Since by Lemma 4.2 of [9] this module can not be decomposed
into a direct sum of irreducible L modules, an algebra L is not completely reducible.
The theorem is proved.

4. The structure of splitting subalgebras of the Schrödinger algebra
The aim of this section is to study up to conjugation the subspaces of the space

M[1, n] invariant under subalgebras of the algebra AO(n) ⊕ ASL(2, R). The main
results are Theorems 4.1 and 4.2.
Let F be a subalgebra of AO(n) ⊕ ASL(2, R), and F̂ be a subalgebra of the

algebra ASch(n) such that π(F̂ ) = F . If algebra F̂ is Sch(n) conjugated to the
algebra F ⊂+N, where N is an F -invariant subspace of the space M[1, n], then F̂ is
called a splitting in the algebra ASch(n). The notion of a splitting subalgebra of the
algebra AS̃ch(n) is defined in an analogous way. If every subalgebra F̂ is a splitting,
we shall say that F has only splitting extensions in the algebra ASch(n) (resp. in the
algebra AS̃ch(n)).
We shall find all subalgebras F , which possess only splitting extensions.
Let

J(a, b) = J2a−1,2a + · · · + J2b−1,2b (a ≤ b),

J(a) = J(a, a), J =
(

0 1
−1 0

)
,

X = S + T + α1J12 + · · · + αtJ2t−1,2t, 0 ≤ α1 ≤ · · · ≤ αt,

Y2a−1 = G2a−1 + P2a, Y2a = G2a − P2a−1, Z2a−1 = G2a−1 − P2a,

Z2a = G2a + P2a−1, La = 〈Y2a−1, Y2a〉, Na = 〈Z2a−1, Z2a〉.

Obviously, La + Na = M[2a− 1, 2a]. If 1 ≤ a ≤ t, then

[X,Y2a−1] = −(αa−1)Y2a, [X,Y2a] = (αa − 1)Y2a−1,

[X,Y2a−1] = −(αa + 1)Z2a, [X,Z2a] = (αa + 1)Z2a−1,
(2)

Thus (α1 − 1)J is the matrix of ad X in the basis Y2a−1, Y2a of the space La, and
(αa + 1)J is the matrix of ad X in the basis Z2a−1, Z2a of the space Na (1 ≤ a ≤ t).
If αa = 0, we obtain a matrix corresponding to ad (S + T ).
Let αa = 0, αa = 1. The 〈X〉 module N is called an elementary module of the

first kind, and the 〈X〉 module Na is called an elementary module of the second kind.
A subdirect sum of elementary modules of the first kind is called a module of the
first kind, and a subdirect sum of elementary modules of the second kind is called a
module of the second kind.
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Lemma 4.1. Let C be a matrix obtained from the identily matrix of degree n as a
result of fulfilling a permutation over its columns(

2k − 1 2k 2l − 1 2l
2l 2l − 1 2k 2k − 1

)
(k < l),

followed by the multiplication on (−1) columns which have number 2k and 2l. The
O(n) automorphism ϕ of the algebra ASch(n) which corresponds to the matrix C
has the following properties:

(1) ϕ(J2d−1,2d) = J2d−1,2d, if d = k, d = l,

ϕ(J2k−1,2k) = J2l−1,2l, ϕ(J2l−1,2l) = J2k−1,2k;
(2) ϕ(G2k−1) = G2l, ϕ(G2k) = −G2l−1,

ϕ(G2l−1) = G2k, ϕ(G2l) = −G2k−1;
(3) ϕ(Lk) = Ll, ϕ(Ll) = Ll,

ϕ(Nk) = Nl, ϕ(Nl) = Nk.

Proof. For simplicity we can take n = 4 and

C =
(

0 −J
−J 0

)
.

Then

C(α12 + βJ34)C−1 = βJ12 + αJ34, C ·


y1
y2
y3
y4

 =


−y4
y3
−y2
y1

 .

Using the last equality we conclude that ϕ(G1) = G4, ϕ(G2) = −G3, ϕ(G3) = G2,
and ϕ(G4) = −G1. The lemma is proved.

Lemma 4.2. Letting n > 4, 1 ≤ q ≤ [n/2] − 1, and Ea be the identity matrix of
degree a,

C1(λ) =


1√

1 + λ2

λ√
1 + λ2

λ√
1 + λ2

−1√
1 + λ2

⊕ E2,

C1(λ) =


1√

1 + λ2
0

λ√
1 + λ2

0 Ek−1 0

λ√
1 + λ2

0
−1√
1 + λ2

⊕E2 (k ≥ 2);

∆(1, k;λ) = diag [Ck(λ), En−2,(k+1)], if 2(k + 1) < n,

∆(1, k;λ) = Ck(λ), if 2(k + 1) = n;
∆(q, k;λ) = diag [E2q−2, Ck(λ), En−2(k+q)], if q > 1, 2(k + q) < n,

∆(q, k;λ) = diag [E2q−2, Ck(λ)], if q > 1, 2(k + q) = n;
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and ϕ(q, k;λ) is an O(n) automorphism of the algebra ASch(n) which corresponds
to a matrix ∆(q, k;λ). Then

ϕ(q, k;λ)(J(q, q + k)) = J(q, q + k),

ϕ(q, k;λ)(G2q−1 + λG2(q+k)−1) =
√

1 + λ2 ·G2q−1,

ϕ(q, k;λ)(G2q + λG2(q+k)) =
√

1 + λ2G2q,

Proof. We may restrict ourselves only to the case when n = 4, q = 1, k = 1. Since

C1(λ) ·
(
X ′ 0
0 X ′

)
=
(
X ′ 0
0 X ′

)
· C1(λ),

for every matrix X ′ of degree 2, and

C1(λ) ·


y1
y2
λy1
λy2

 =
√

1 + λ2


y1
y2
0
0


then

ϕ(1, 1;λ)(J(1, 2)) = J(1, 2),

ϕ(1, 1;λ)(G1 + λG3) =
√

1 + λ2G1,

ϕ(1, 1;λ)(G2 + λG4) =
√

1 + λ2G2,

The lemma is proved.

Proposition 4.1. Let X = S + T + αJ(k, l), where α > 0, α = 1. If U is an 〈X〉
submodule of the first (the second) king of the module M[2k − 1, 2l], then U is
conjugated to the module

t∑
a=k

La

(
t∑

a=k

Na

)
(t ≤ l).

Proof. Let us assume that U is a module of the first king. By Lemma 4.1 we shall
suppose that a projection of U onto Lk differs from 0. As

exp(θJ2a−1,2a)(γaY2a−1 + δaY2a) exp(−θJ2a−1,2a) =
= (γa cos θ + δa sin θ)Y2a−1 + (δa cos θ − γa sin θ)Y2a,

putting δa cos θ − γa sin θ = 0, we may assume that if a projection of an element
Y ∈ U onto La is equal to γaY2a−1 + δaY2a, then δa = 0. Hence it follows that U has
the element

Y = Y2k−1 + λk+1Y2k+1 + · · · + λlY2l−1 =
= (G2k−1 + λk+1G2k+1 + · · · + λlG2l−1) + (P2k + λk+1P2k+2 + · · · + λlP2l)

In view of Lemma 4.2, for some O(n) automorphism ϕ = ϕ(k, 1;µ1) ·ϕ(k, 2;µ2) · · · · ·
ϕ(k, l−k;µl−k) of the algebra ASch(n) the following equalities hold true: ϕ(X) = X,
ϕ(Y ) = γ(G2k−1 + P2k) (γ ∈ R, γ = 0). Therefore we may assume that Y2k−1 ∈ U .
Then Y2k ∈ U , and thus Lk ⊂ U . Using induction we conclude that U =

∑
La.
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The case when U is a module of the second king is treated similarly. The proposi-
tion is proved.

Theorem 4.1. Let F be a subalgebra of the algebra AO(n) ⊕ ASL(2, R). Then
F has only splitting extensions in ASch(n) if and only if one of the following
conditions is satisfied: (1) D ∈ τ(F ); (2) τ(F ) = 〈S+T 〉 and F is not conjugated to
〈J12 +S+T 〉 +

˙
K, where K is a subalgebra of the algebra 〈Jab | a, b = 3, . . . , n; (3)

τ(F ) ⊂ 〈T 〉 and ω(F ) is not conjugated to any subalgebra of the algebra AO(n−1);
or (4) τ(F ) = 0 and ω(F ) is a semisimple algebra.
Proof. Let D ∈ τ(F ). If τ(F ) = ASL(2, R), then by Theorem 3.1 F is a completely
reducible algebra. Since in this case F annuls only zero subspace in M[1, n], then
by Proposition 2.1 of [9] the algebra F has only splitting extensions in ASch(n).
If τ(F ) = 〈D,T 〉, then T ∈ F . Algebra F/〈T 〉 acts completely reducible in M[1, n]
and annuls only zero subspace in this space. From this, using Proposition 2.1 and
Lemma 3.1, we conclude that F has only splitting extensions in ASch(n). At the
same time the case τ(F ) = 〈D〉 is considered.
Let τ(F ) = 〈S + T 〉. If S + T ∈ F , then F annuls only zero subspace in M[1, n].

Because of Theorem 3.1 the algebra F is completely reducible; then by Proposition 2.1
of [9] any algebra F̂ in the algebra ASch(n), then F contains X = S + T + α1J12 +
· · · + αtJ2t−1,2t, where 0 < α1 ≤ · · · ≤ αt. We may assume that prolections of other
basis elements of the algebra F onto 〈S + T 〉 are equal to 0. In view of Proposition
2.1 of [9] the algebra F annuls in M[1, n] a certain nonzero subspace U . It follows
from this and formula (2) that U ⊂ 〈Y1, Y2, . . . , Y2k〉 and X = S + T + J(1, t) (k ≤ t)
or

X = S + T + J(1, k) + βk+1J(k + 1) + · · · + βtJ(t) (t > k),

where βk+1 > 0, . . ., βt > 0, βk+1 = 1, . . ., βt = 1. Arguing as in the proof
of Proposition 4.1 we obtain that Y1 ∈ U up to conjugacy. Hence it follows that
F = 〈S + T + J12〉+

˙
K, where K ⊂ 〈Jab | a, b = 3, . . . , n〉. By Lemma 2.1 of [9] the

algebra F̂ which is obtained from F by replacing S + T + J12 by S + T + J12 + Y1, is
nonsplitting.
Let τ(F ) = 〈T 〉, F1 = ω(F ), and F̂ be a subalgebra of the algebra ASch(n) such

that π(F̂ ) = F . If F1 is not conjugated to a subalgebra of the algebra AO(n−1), then
by Proposition 2.1 and Lemma 3.1 of [9] an algebra F̂ is splitting. If F1 is conjugated
to a subalgebra of the algebra AO(n− 1), then F = 〈X〉 ⊕F2, where X = 0, and 〈X〉
and F2 are subalgebras of the algebra AO(n− 1)⊕〈T 〉. An algebra F2 ⊂+ 〈PnX+Gn〉
is nonsplitting.
The case τ(F ) = 0 is considered in [5, 7]. The theorem is proved.

Proposition 4.2. A subalgebra F of the algebra AO(n) ⊕ASL(2, R) possesses only
splitable extensions in AS̃ch(n) if and only if F is a semisimple algebra.
The proof of Proposition 4.2 is similar to the proof of Theorem 4.1.

Let Γ : X → X be the trivial representation of a subalgebra F of the algebra
AO(n). Then Γ is O(n) equivalent to diag [Γ1, . . . ,Γm], where Γi is an irreducible
subrepresentation (i = 1, . . . ,m). It is well known that if representations ∆ and ∆′ of
Lie algebra L by skew-symmetric matrices are equivalent over R, then C∆(X)C−1 =
∆′(X) for some orthogonal matrix C (X ∈ L), hence we conclude that if Γi and Γj
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are equivalent representations, then we can assume that for every X ∈ F the equality
Γi(X) = Γj(X) takes place. Uniting equivalent nonzero irreducible subrepresentations
we shall get nonzero disjunctive primary subrepresentations ∆1, . . . ,∆q of the repre-
sentation Γ. An algebra

Ki = {diag [0, . . . ,∆i(X), . . . , 0] | X ∈ F} (1 ≤ i ≤ q)

is called a primary part of the algebra F . Evidently F is a subdirect sum of its
primary parts.
We shall say that the splitting subalgebra F of the algebra ASch(n) or of the

algebra AS̃ch(n) has a splitting factor algebra in the case π(F̂ ) = F1 ⊕ F2, where
F1 ⊂ AO(n), F2 ⊂ ASL(2, R). If this condition does not hold, then the factor algebra
π(F̂ ) of an algebra F̂ is called nonsplitting.

Theorem 4.2. Let K1,K2, . . . ,Kq be primary parts of the nonzero subalgebra L′

of the algebra AO(n), L′′ be a subalgebra of the algebra ASL(2, R) differing from
〈S + T 〉, and L be a subdirect sum of L′ and L′′. If U is a subspace of M[1, n],
being invariant under L, then U = U1 ⊕ · · · ⊕Uq ⊕ Ũ , where Ui = [Ki, U ] = [Ki, Ui];
[L′′, Ui] ⊂ Ui; [Kj , Ui] = 0 in the case j = i; [Ki, Ũ ] = 0, [L′′, Ũ ] ⊂ Ũ (i, j = 1, . . . , q).

Proof. If L′′ = ASL(2, R), then L′′ ⊂ L. Therefore from [L,U ] ⊂ U it follows that
[L′′, U ] ⊂ U . Since M[a] is invariant under ASL(2, R) for any a, 1 ≤ a ≤ n, then each
subspace Ui = [Ki, U ] is invariant under this algebra. Let Ũ be a maximal subspace
of the space U annulled by L′, U ′ = [L′, U ]. Since L′ is a completely reducible
algebra, U = U ′ ⊕ Ũ and [L′, U ′] = U ′. Applying Lemma 3.1 of [9] we conclude that
U ′ = U1 ⊕ · · · ⊕ Uq, where Ui = [Ki, U ] = [Ki, Ui] (i = 1, . . . , q).
Let L′′ = 〈T,D〉. Since 〈T,D〉 is a non-Abelian solvable algebra and every subal-

gebra of the algebra AO(n) is reductive, then applying the Goursat twist method [11]
we obtain that T ∈ L. Therefore it is enough to consider the case L′′ = 〈D〉. By
Lemma 4.2 of [9], [D,U ] ⊂ U , it follows that [D,Ui] ⊂ Ui, [D, Ũ ] ⊂ Ũ (i = 1, . . . , q).
The case L′′ = 〈T 〉 is considered in [5, 7]. The theorem is proved.

Because of Theorem 4.2, the study of splitting subalgebras F̂ of the algebra
ASch(n), for which τ(F̂ ) = 〈S+T 〉, is reduced to the study of splitting subalgebras K̂
of the algebra ASch(n) having the splitting factor algebra π(K̂) and zero or primary
projection onto AO(n). Such subalgebras have been described in [13].

Proposition 4.3. Nonzero subspaces of the space M[1, n] invariant under 〈S + T 〉
are exhausted with respect to O(n) conjugalion by the following spaces: M[1, d]
(d = 1, . . . , n); Uq (q = 1, . . . , [n/2]); Um + M[2m+ 1, t] (m = 1, . . . , [(n− 1)/2]; t =
2m + 1, . . . , n), where Uq is a subdirect sum of V [1, 2q] and W [1, 2q] having zero
interseclions with there spaces. If

{Gj + α1jP1 + · · · + α2q,jP2q | j = 1, . . . , 2q}
is a basis of Uq, then with respect to O(2q) conjugation a matrix (αkj) (k, j =
1, . . . , 2q) coincides with diag [Γ(λ1), . . . ,Γ(λq)], where 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λq ≤ 1 and

Γ(λ) =
(

0 λ
−λ−1 0

)
.

The numbers λ1, . . . , λq are defined by the space Uq uniquely.
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Proposition 4.3 is proved along with Proposition 2.4 and Theorem 3.4 in [13].

Proposition 4.4. Let

Λb(a) = 〈P1 + λ1Pa+1, . . . , Pb + λbPa+b〉,
where 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λb, b ≤ a, a + b ≤ n. A subalgebra F̂ of the algebra
ASch(n) such that ω(F̂ ) = 0, D ∈ τ(F̂ ), is Sch(n) conjugated to L ⊂+U , where
L ⊂ ASL(2, R) and U is a subspace of the space M[1, n]. Let U = 0. If L =
ASL(2, R), then U is conjugated to M[1, d] (1 ≤ d ≤ n). If L = 〈D,T 〉, then U is
conjugated to one following spaces W [1, d], M[1, d], (1 ≤ d ≤ n); V [1, d] + W [1, t]
(1 ≤ d ≤ n − 1, d + 1 ≤ t ≤ n). If L = 〈D〉, then U is conjugated to one of the
following spaces:

W [1, d], M[1, d] (1 ≤ d ≤ n); V [1, d]+W [d+1, d+t] (1 ≤ d ≤ [n/2]; d ≤ t ≤ n−d);
V [1, d] +W [1, c] +W [d+ 1, d+ t] (1 ≤ d ≤ n− 1; 1 ≤ c ≤ d; d− c ≤ t ≤ n− d, if

c = d; 1 ≤ t ≤ n− d, if c = d);
V [1, d] + Λd(d) (1 ≤ d[n/2]); V [1, d] + Λt(d) +W [t+ 1, d] (2 ≤ d ≤ n− 1; 1 ≤ t ≤

min{d− 1, n− d});
V [1, d] + Λt(d) +W [d + t + 1, b + t + s] +W [d + t + 1, d + t + s] (1 ≤ d ≤ [n/2];

1 ≤ t ≤ min{d, n− d− 1}; 1 ≤ s ≤ n− d− t; s+ t ≥ d);
V [1, d] + Λt(d) + W [t + 1, b] + W [d + t + 1, d + t + s] (2 ≤ d ≤ n − 2; 1 ≤ t ≤

min{d− 1, n− d− 1}; t+ 1 ≤ b ≤ d; 1 ≤ s ≤ n− d− t; b+ s ≥ d).
The proof of Proposition 4.4 is similar to the proof of Theorem 3.3 [13].

Using Theorem 4.2 to investigte splitting subalgebras wilh nonsplitting factor
algebra, it is enough to consider the algebras F̂ ⊂ ASch(n) for which τ(F̂ ) = 〈S+T 〉
and τ(F̂ ) ⊂ F̂ . In this case π(F̂ ) = F ′ ⊕ 〈X〉, where F ′ is a subalgebra of AO(n)
and X = S + T + αiJ12 + · · · + αkJ2k−1,2k. We may suppose that 0 < α1 ≤ · · · ≤ αk.
Henceforth we shall discuss subspaces of the space M[1, n] that are invariainl un-
der X.

Lemma 4.3. Let 1 ≤ a, b ≤ k. Then La ∼= Lb if and only if αa = αb or αa + αb = 2;
Na

∼= Nb if and only if αa = αb; La ∼= Nb if and only if αa = 2+αb (a = b). Modules
La and Na are not isomorphic.
Proof. The matrices λJ , µJ are similar if and only if λ2 = µ2. It follows thal La ∼= Lb
if and only if (αa − 1)2 = (αb − 1)2. In the case αa − αb = 0, αa + αb = 2.
If Na

∼= Nb then (αa+1)2 = (αb+1)2, whence 2(αa−αb) = −(αa−αb)(αa+αb).
In the case αa−αb = 0, 2 = −(αa+αb). But this contradicts the fact that αa, αb > 0.
Let La ∼= Nb. Then (αa−1)2 = (αb+1)2, whence 2(αa+αb) = (αa−αb)(αa+αb).

Thus if α = 0, then αa − αb = 2. The lemma is proved.
Let us remark that if αa = 1, then the 〈X〉 modules La and Na are irreducible,

and any 〈X〉 submodule of the module M[1, n] is completely reducible.
Proposition 4.5. Let

X = S + T +
s∑
i=1

βiJ(ki−1 + 1, k),

where s ≥ 2, k0 = 0, βi > 0, βi = 1, βi = βj if i = j. There exists an
indecomposable 〈X〉 submodule with nonzero projections onto M[1, 2k1], M[2k1 +
1, 2k2], . . ., M[2ks−1 + 1, 2ks] of the 〈X〉 module M[1, 2ks] if and only if s = 2 and
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one of the following conditions is satisfied: (i) β1 = 2 + β2; (ii) β2 = 2 + β1; (iii)
β1 +β2 = 2. If U is ademanded indecomposable 〈X〉 module and U , is the projection
of U onto M[2ki−1 + 1, 2ki] (i = 1, 2), then in case (i) U1 is a module of the first
kind and U2 is a module of the second kind; in the case (ii) U1 is a module of the
second kind; and U2 is a module of the first kind; and in cas (iii) U1 and U2 are
modules of the first kind.

Proof. By Lemma 3.1 of [9], in the 〈X〉 module M[1, 2ks], there exists an indecompo-
sable submodule demanded if and only if the 〈X〉 modules M[1, 2k1], M[2k1 + 1, 2k2],
. . ., M[2ks−1,+1, 2ks], have isomorphic composition factors. If Lki

∼= Lkj
, and Lkj

∼=
Lkr

then by Lemma 4.3 βi + βj = 2 and βj + βr = 2. From this it follows that
βi = βr and that is why i = r. If Lki

∼= Nkj
and Nkj

∼= Nkr
, then βi = 2 + βj and

βr = 2+βj , whence i = r. Thus s ≤ 2 and one of the following conditions is satisfied:
(1) β1 = 2 + β2; (2) β2 = 2 + β1; (3) 0 < β1 < 2, β2 = 2 − β1. Statements about the
kinds of projections follow from Lemma 4.3. The proposition is proved.

Proposition 4.6. Let X = S+T +βJ(1, k) (β > 0). In the 〈X〉 module M[1, n] there
exists an indecomposable 〈X〉 submodule with nonzero projections onto M[1, 2k]
and M[2k + 1, n] if and only if β = 2. If U is such a submodule and U1 is the
projection U onto M[1, 2k], then U1 is a module of the first kind.

5. Abelian subalgebras of the extended Schrödinger algebra
The main results of this section are Theorem 5.1 and its two corollaries.
Let us use the following notation:

Xt = α1J12 + α2J34 + · · · + αtJ2t−1,2t,

where α1 = 1, 0 < α2 ≤ · · · ≤ αt ≤ 1 if t ≥ 2;

AH(0) = 0, AH(2d) = AH(2d+ 1) = 〈J12, J34, . . . , J2d−1,2d〉;
∆0[r, t] = 〈Gr + αrPr, . . . , Gt + αtPt〉, ∆[r, t] = ∆0[r, t] + 〈M〉,

where r ≤ t, αr ≤ · · · ≤ αt, αr = 0, and αt = 1 if αt = 0;

Π(a, b) = 〈Y2a−1, Y2a+1, . . . , Y2b−1〉 (a ≤ b).

We recall that Y2c−1 = G2c−1 + P2c and Y2c = G2c − P2c−1.
The algebra AH(n) is a maximal Abelian subalgebra of the algebra AO(n). It is

well known that any maximal Abelian subalgebra of the algebra AO(n) is conjugated
AH(n) with respect to inner automorphisms of the algebra AO(n). Henceforth when
speaking about Abelian subalgebras of the algebra AO(n) we shall mean subalgebras
of the algebra AH(n).

Lemma 5.1. Let L be an Abelian subalgebra of the algebra 〈J(a, b) + S + T 〉 ⊂
+M[2a − 1, 2b] such that its projection onto 〈J(a, b) + S + T 〉 is nonzero and its
projection onto 〈M〉 is equal to 0. Then L is conjugated to one of the following
algebras:

〈J(a, b) + S + T + αY2b−1〉 (α ≥ 0);
Π(a, c) ⊕ 〈J(a, b) + S + T + αY2b−1〉 (α ≥ 0, c ≤ b).

The written algebras are pairwise nonconjugated.
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Proof. The maximal subspace of the space M[2a− 1, 2b] anulled by 〈J(a, b) + S + T 〉
and having zero projection onto 〈M〉 coincides with

b∑
c=a

Lc.

Let U = L ∩ M[2a− 1, 2b]. By the same arguments as in the proof of Proposition 4.1
we can establish that if U = 0, then U contains Y2a−1. As [Y2a−1, Y2a] = −2M , so
U = 〈Y2a−1〉 + U1, where U1 is a subspace of the space

b∑
c=a+1

Lc.

Continuing these arguments we obtain that U = Π(a, c) (c ≤ b) and L contains
J(a, b) + S + T + αY2b−1 (α ≥ 0). The lemma is proved.

Theorem 5.1. Let L be a nonzero Abelian subalgebra of algebra AS̃ch(n). If τ(L) =
〈D〉, then L is conjugated to the subdirect sum L1 +

˙
L2 +

˙
L3 of algebras L1, L2,

L3, where L1 ⊂ AH(2d), L2 = 〈D〉, L3 ⊂ 〈M〉 (0 ≤ d ≤ [n/2]. If τ(L) = 〈T 〉,
then L is conjugated to L1 +

˙
L2 +

˙
L3 +

˙
L4, where L1 ⊂ AH(2d), L2 = 〈T +αG2d+1〉

(α ∈ 0, 1), L3 = 0 or L3 = W [r, t], L4 ⊂ 〈M〉 (0 ≤ d ≤ [n/2]; r = 2d + 1 if α = 0,
2d+ 1 ≤ n; r = 2d+ 2 if α = 1, 2d+ 2 ≤ n); if τ(L) = 〈S+T 〉, then L is conjugated
to L1 +

˙
L2 +

˙
L3 +

˙
L4, where L1 ⊂ 〈M〉, L2 ⊂ AH(2d) (0 ≤ d ≤ [n/2]), and the

algebras L3 and L4 satisfy one of the following conditions:

(1) L3 = 〈S + T 〉, L4 = 0;
(2) L3 = 〈J(d+ 1, t) + S + T + αY2t−1〉, L4 = 0 (α > 0);
(3) L3 = 〈J(d+ 1, t) + S + T + αY2t−1〉, L4 = Π(d+ 1, s) (s ≤ t; α ≥ 0).

If L ⊂ AG̃0(n), then L is conjugated to L1 +
˙
L2 +

˙
L3 +

˙
L4, where L1 ⊂ AH(2d),

L2 = 0 or L2 = ∆0[2d + 1, s], L3 = 0 or L3 = W [k, l], L4 = 0 or L4 = 〈M〉
(0 ≤ d ≤ [n/2]; k = s+ 1 if L2 = 0; k = 2d+ 1 if L2 = 0; l ≤ n).

Proof. lf τ(L) = 〈D〉, then by Theorem 4.1 the algebra L is conjugated to the algebra
U + F , where U ⊂ M[1, n] and F ⊂ AH(n) ⊕ 〈D,M〉. Since D annuls only 〈M〉 in
M[1, n] and by Theorem 4.2 [D,U ] ⊂ U , then U ⊂ 〈M〉. Thus L is conjugated to
some subalgebra of the algebra AH(2d) ⊕ 〈D,M〉 (0 ≤ d ≤ [n/2]).
If τ(L) = 〈T 〉, then by Theorem 4.1 the algebra L is conjugated to the algebra

U+F satisfying one of the following conditions: U ⊂ M[1, n] and F is a subalgebra of
AH(n)+〈M,T 〉; or U ⊂ M[1, 2d] and F is a subalgebra of AH(2d)+M[2d+1, n]+〈T 〉
(d ≥ 1). Let us consider the last case. Let us suppose that the projection K of the
algebra F onto AO(n) is not conjugated to any subalgebra of the algebra AH(2d−2).
Since K annuls only the zero subspace of V [1, 2d], then U ⊂ 〈M〉. Therefore we shall
assume that U = 0. As [T,Ga] = −Pa, so by Witt’s mapping theorem [14] ε(F ) = 0,
or ε(F ) = 〈G2d+1〉. Since

exp(θT )(T + αG2d+1 + βP2d+1) exp(−θT ) = T + αG2d+1 + (β − θα)P2d+1
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and

exp(λD)(T + αG2d+1) exp(−λD) = exp(−2λ)(T + α exp(3λ) ·G2d+1),

then if ε(F ) = 0, the projection of F onto 〈T 〉 ⊂+M[2d+ 1, n] contains T +G2d+1. In
this case, by Witt’s theorem ξ(F ) coincides with 0 or W [2d+ 2, t]. If ε(F ) = 0, then
ξ(F ) = 0 or ξ(F ) = W [2d+ 1, t].
Let τ(L) = 〈S + T 〉. If S + T ∈ L then ε(L) = 0 and ξ(L) = 0. If S + T ∈ L, then

an algebra L contains

Y = S + T +
[n/2]∑
a=1

αaJ2a−1,2a +
n∑
i=1

(βiGi + γiPi) + δM.

We shall suppose that projections of the at rest basis elements of the algebra L onto
〈S+T 〉 are equal to zero, and αa ≥ 0 for all a. If αc = 1, then 〈S+T+αcJ2c−1,2c〉 is a
completely reducible algebra of linear iransformalions of the vector space M[2c−1, 2c]
and annuls only the zero subspace of this space, whence by Proposition 2.1 of [9] we
conclude that the projection of L onto M[2c − 1, 2c] is equal to zero. Therefore we
may assume that

Y = J(d+ 1, t) + S + T +
2t∑

i=2d+1

(βiGi + γiPi).

From Proposition 2.1 of [9] it also follows that

2t∑
i=2d+1

(βiGi + γiPi) ∈
i∑

j=d+1

Lj .

Applying Theorem 4.1 and Lemma 5.1 we conclude that, with respect to the conjuga-
tion ω(L) ⊂ AH(2d) + 〈J(d+ 1, t)〉,

Y = J(d+ 1, t) + S + T + αY2t−1,

and L ∩ M[1, n] = 0 or L ∩ M[1, n] = Π(d+ 1, s) (α ≥ 0; s ≤ t).
Let us assume thet L ⊂ AG̃0(n). By Theorem 2 of [7] the algebra L is conjugated

to an algebra U + F , which statisfies one of the following conditions: U ⊂ M[1, n]
and F is a subalgebra of AH(n) + 〈M〉; or U ⊂ M[1, 2d] and F is a subalgebra of
AH(2d) + M[2d + 1, n] (1 ≤ d ≤ [n − 1/2]). Let us restrict ourselves to the last
case. Let the projection K of the algebra AH(2d − 2). Since K annuls only the zero
subspace of the space M[1, 2d], U ⊂ 〈M〉. Therefore we suppose that U = 0.
Let N be the projection of F onto M[2d+ 1, n] and ε(N) = V [2d+ 1, 2d+ q]. By

Witt’s mapping theorem the algebra N is a subdirect sum of the algebras N1, N2,
N3, where N1 ⊂ M[2d+ 1, 2d+ q] (as a space), N2 = 0 or N2 = W [2d+ q+ 1, t], and
N3 ⊂ 〈M〉. Let

Zi = G1 + β2d+1,iP2d+1 + · · · + β2d+q,iP2d+q (i = (2d+ 1), . . . , (2d+ q)),

Nq = 〈Z2d+1, . . . , Z2d+q〉. Evidently [Zi, Zj ] = (βij − βji)M . Since N1 is an Abelian
algebra, βij = βji. Hence it foliows that the matrix B = (βij) is symmetric. Therefore
there exists a matrix Q ∈ O(q) such that QBQ−1 = diag [λ1, . . . , λq]. From this it
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follows that with respect to automorphisms from the group O(2d)×O(q)×O(n−2d−q)
we may assume that Z2d+j = G2d+j + λjP2d+j (j = 1, . . . , q), where λ1 ≤ · · · ≤ λq.
Applying the automorphism exp(λ1T ) we obtain the generators G2d+j + µjP2d+j

(j = 1, . . . , q), where µ1 = 0, 0 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µq. If µq > 0, then µq = exp(−2θ).
Obviously

exp(θD)(G2d+j + µjP2d+j) exp(−θD) = exp θ(G2d+j + µj exp(−2θ)P2d+j).

Therefore if µq > 0, we may suppose that µq = 1. This proves that the algebra N1 is
conjugated to ∆0[2d+ 1, 2d+ 1, 2d+ q]. The theorem is proved.

Corollary 1. The maximal Abelian subalgebras of the algebra AS̃ch(n) are exhaus-
ted with respect to the S̃ch(n) conjugation by the following algebras:

AH(n) ⊕ 〈T,M〉 (n ≡ 0 (mod 2)); AH(n) ⊕ 〈S + T,M〉;
AH(n) ⊕ 〈D,M〉; AH(n− 1) ⊕ 〈Gn + T,M〉; (n ≡ 1(mod 2));
AH(2d) ⊕ ∆[2d+ 1, n] (d = 0, 1 . . . , [(n− 1)/2]);
AH(2d)⊕∆[2d+1, t]⊕W [t+1, n] (d = 0, 1, . . . , [(n−2)/2]; t = 2d+1, . . . , n−1);
AH(2d) ⊕ 〈T,M〉 ⊕W [2d+ 1, n] (d = 0, 1, . . . , [(n− 1)/2]);
AH(2d) ⊕ 〈G2d+1 + T 〉 ⊕W [2d+ 2, n] ⊕ 〈M〉 (d = 0, 1, . . . , [(n− 2)/2]);
AH(2d)⊕〈J(d+1, r)+S+T 〉⊕ 〈M〉⊕Π(d+1, r) (d = 0, 1, . . . , [(n−2)/2]); r =

d+ 1, . . . , [n/2]).
Corollary 2. Let α, β ∈ R, α > 0, β > 0; t = 1, . . . , [(n − 1)/2]; n ≥ 3. One-
dimensional subalgebras of the algebra AS̃ch(n) are exhausted with respect to the
S̃ch(n) conjugation by the following algebras:

〈D〉; 〈T 〉; 〈S + T 〉; 〈M〉; 〈D + αM〉; 〈T ±M〉; 〈S + T ± αM〉; 〈P1〉;
〈G1 + P2〉; 〈G1 + T 〉; 〈Xt〉; 〈Xt + αD〉; 〈Xt + αD + βM〉; 〈Xt + T 〉;
〈Xt + α(S + T )〉; 〈Xt + αM〉; 〈Xt + α(S + T ) ± βM〉; 〈Xs + P2s+1〉;
〈Xr +G2r+1 + αP2r+2〉 (r = 1, . . . , [(n− 2)/2]); 〈Xs + T + αG2s+1〉;
〈Xt + S + T + α(G1 + P2)〉.

Remark. One-dimensional subalgebras of the algebra AS̃ch(n) are exhausted with
respect to the S̃ch(n) conjugation by one-dimensional subalgebras, of the algebra
AS̃ch(n) whose generators do not contain λM as an addend (λ = 0.
Theorem 5.2. Let L be a nonzero Abelian subalgebra of the algebra ASch(n). If
τ(L) = 〈D〉, then L is conjugated to a subdirect sum of 〈D〉 and the subalgebra
of the algebra AH(2d) (0 ≤ d ≤ [n/2]). If τ(L) = 〈T 〉, then L is conjugated to
L1 +

˙
L2 +

˙
L3, where L1 ⊂ AH(2d), L2 = 〈T + αG2d+1〉, and L3 is one of the

following algebras:
0; W [2d + 2, t]; 〈P2d+1 + λP2d+2〉 + γW [2d + 2] + δW [2d + 3, t] (0 ≤ d ≤ [n/2];

t ≤ n; α, γ, δ ∈ {0, 1}; λ ≤ 0).
If τ(L) = 〈S + T 〉, then L is conjugated to L1 +

˙
L2 +

˙
L3, where L1 ⊂ AH(2d)

(0 ≤ d ≤ [n/2]) and the algebras L2, L3 satisfy one of the following conditions:
(1) L2 = 〈S+T 〉 and L3 = 0; or (2) L2 = 〈J(d+ 1, t) +S+T +αY2t−1〉 (α ≥ 0) and
L3 is a subalgebra of the algebra

t∑
a=d+1

La
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If L ⊂ AG0(n), then L is conjugated to L1 +
˙
L2, where L1 ⊂ AH(2d) and L2 ⊂

M[2d+ 1, n] (0 ≤ d ≤ [n/2]).
The theorem is proved along the same lines as Theorem 5.1.

Corollary. The maximal Abelian subalgebras of the algebra ASch(n) are exhausted
with respect to the Sch(n) conjugation by the following algebras:

AH(n) ⊕ 〈D〉; AH(n) ⊕ 〈S + T 〉; AH(n) ⊕ 〈T 〉 [n ≡ 0 (mod 2)];
AH(2d) ⊕ 〈T 〉 ⊕W [2d+ 1, n] (d = 0, 1, . . . , [(n− 1)/2]);
AH(2d) ⊕ M[2d+ 1, n] (d = 0, 1, . . . , [(n− 1)/2]);
AH(2d) ⊕ 〈G2d+1 + T 〉 +W [2d+ 1, n] (d = 0, 1, . . . [(n− 1)/2]);

AH(2d) ⊕ 〈J(d + 1, r) + S + T 〉 ⊕
r∑

a=d+1

La (d = 0, 1, . . . [(n − 2)/2]; r = d +

1, . . . , [n/2]).

6. Classification of subalgebras of the algebras ASCh(3) and AS̃ch(3)
In this section we make use of the previous results to provide a classification of

all subalgebras of the algebras ASch(3) and AS̃ch(3).
Let AG̃(3) = (AO(3) ⊕ 〈T 〉) ⊂+M[1, 3] and AG(3) = AG̃(3)/〈M〉. Subalgebras of

the algebras AG(3) and AG̃(3) were classified up to conjugacy under G(3) and G̃(3),
respectively, in [5]. Further simplification of these subalgebras is being realized by
SL(2, R) automorphisms.
Theorem 6.1. Let α, β, γ, λ, µ ∈ R, and α > 0, β > 0, γ = 0. The splitting
subalgebras of the algebra AG(3) are exhausted with respect to Sch(3) conjugation
by the splitting subalgebras of the algebra AG(2) (see [2]) and by the following
algebras (the subalgebras preceded by the sign ∼ are subalgebras of ASch(3)):

∼ 〈G1 + P2, P3〉; 〈G1 + P2, P1 + αP3〉; ∼ 〈G1 + γP1 + P3, G2 + αP3〉;
〈G1 + λP1 + P3, G2 + γP1 + αP3〉; 〈G1 + λP1 + P3, G2 + αP1〉;
〈G1 + P2 + αP3, G2 − P1 + βP2 + λP3〉; 〈G1 + P2 + αP3, G2 − P1〉;
〈G1 +P2, G2 −P1 +αP2 + βP3〉; ∼ 〈P1, P2, P3〉; ∼ 〈G1, P2, P3〉; 〈G1 +P2, P1, P3〉;
〈G1, P1 + αP2, P3〉; 〈G1 + P3, G2 + αP3, P1〉; 〈G1 + P3, G2, P1〉; 〈G1, G2 + P3, P1〉;
〈G1 + λP1, G2 + P1, P3〉; ∼ 〈G1 + γP1, G2, P3〉; 〈G1 + λP1, G2 + P1, P1 + αP3〉;
〈G1 +λP1, G2, P1 +αP3〉; 〈G1 +P2 +αP3, G2 +λP3, P1〉; 〈G1 +P2, G2 +αP3, P1〉;
〈G1 + P2, G2 − P1, P3〉; 〈G1 + P2, G2 − P1 + αP2, P3〉;
〈G1 + P2 + λP3, G2 + µP3, P1 + αP3〉;
〈G1 − P2 + αP3, G2 + P1 + βP2 + λP3, G3 + αP1 + λP2 + µP3〉 (µ− α2β = 0);
〈G1 − P2, G2 + P1 + βP2 + αP3, G3 + αP2 + γP3〉;
〈G1 − P2 + αP3, G2 + P1, G3 + αP1 + γP3〉; 〈G1, P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, P1, P3〉;
〈G1 + P2, G2, P1, P3〉; 〈G1, G2 + P3, P1 + αP3, P2〉; 〈G1, G2 + P3, P1, P2〉;
〈G1, G2, P1 + αP3, P2〉; 〈G1 + P2, G2 − P1 + αP2, G3 + βP1 + λP2, P3〉;
〈G1 + P2, G2 − P1 + αP2, G3 + βP2, P3〉; 〈G1 + P2, G2 − P1 + αP2, G3, P3〉;
〈G1, G2 + P2, G3 + αP1 + βP2, P3〉; 〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + αP1, P3〉;
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, P3〉; G1, G2, P1, P2, P3〉;
〈G1, G2 + P1, G3, P2, P3〉; 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉;
〈T 〉: ∼W [1, 3], 〈G1 + P2, P1, P3〉, 〈G1, P1, P2, P3〉, 〈G1 + P3, G2, P1, P2〉,

M[1, 2] +W [3], M[1, 3];
〈J12〉: ∼ W [3], M[3], ∼ W [1, 3], ∼ W [1, 2] + V [3], L1 + W [3], V [3] + W [1, 3],

L1 + M[3], M[1, 2] +W [3], M[1, 3];
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〈J12 + T 〉: ∼W [3], M[3], ∼W [1, 3], V [3] +W [1, 3], M[1, 2] +W [3], M[1, 3];
〈J12, T 〉: ∼W [3], M[3], ∼W [1, 3], V [3] +W [1, 3], M[1, 2] +W [3], M[1, 3];
AO(3): ∼ 0, ∼W [1, 3], M[1, 3]; AO(3) ⊕ 〈T 〉: ∼ 0, ∼W [1, 3], M[1, 3].

Theorem 6.2. The nonsplitting subalgebras of the algebra AG(3) are exhausted
with respect to Sch(3) conjugation by the nonsplitting subalgebras of the algebra
AG(2) [2] and by the following algebras:

〈T +G1〉: ∼W [2, 3], 〈P1 + αP2, P3〉, 〈G2 + αP3, P2〉, 〈G2 + αP1 + βP3, P2〉;
W [1, 3]; 〈G2, P2, P3〉, 〈G2 + αP1, P2, P3〉, M[2] + 〈P1 + αP3〉,
〈G2 + αP3, P1 + βP3, P2〉, 〈G2 + αP3, P1, P2〉, V [2] +W [1, 3], M[2, 3],
〈G2 + αP1, G3, P2, P3〉, M[2, 3] +W [1] (α > 0, β > 0);
〈J12 + G3〉: ∼ 0, W [3], ∼ W [1, 2], ∼ V [1, 2], W [1, 3], V [1, 2] + W [3], M[1, 2],

M[1, 2] +W [3];
〈J12 + T + αG3〉: ∼ 0, W [3], ∼W [1, 2], W [1, 3], M[1, 2], M[1, 2] +W [3];
〈J12 + αG3〉: L1, L1 +W [3] (α > 0);
〈J12, T +G3〉: ∼ 0, W [3], ∼W [1, 2], W [1, 3], M[1, 2], M[1, 2] +W [3];
〈J12 + αG3, T +G3〉: W [3], W [1, 3], M[1, 2] +W [3] (α > 0);
〈J12 +G3, T 〉: W [3], W [1, 3], M[1, 2] +W [3];
〈J12 + P3, T 〉: ∼ 0, ∼W [1, 2], M[1, 2];
〈J12 + αP3, T +G3〉: 0, W [1, 2], M[1, 2].

The written algebras are not mutually conjugated.

Theorem 6.3. The subalgebras of the algebra AG̃(3) are exhausted with respect
to Sch(3) conjugation by the subalgebras of the algebra AG(2) (see [2]), by the
algebras preceded by the sign ∼ in Theorems 6.1 and 6.2, by algebras obtained from
algebras written in Theorems 6.1 and 6.2 by adding the generator M , and by the
following algebras:

〈T ±M,P1, P2, P3〉;
〈J12 + αM〉: W [3], W [1, 3], W [1, 2] + V [3] (α > 0);
〈J12 + T ± αM〉: W [3], W [1, 3] (α > 0);
〈J12 + αM,T 〉: W [3], W [1, 3] (α > 0);
〈J12 + αM,T +G3〉: 0, W [1, 2] (α > 0);
〈J12 + αP3 + βM,T ±M〉: 0, W [1, 2] (α > 0, β > 0);
〈J12 + αP3, T ±M〉: 0, W [1, 2] (α > 0);
〈J12 + P3 + αM,T 〉: 0, W [1, 2] (α > 0);
A0(3) ⊕ 〈T ±M〉: 0, W [1, 3].

The written algebras are not mutually conjugated.

Theorem 6.4. Let α ∈ R, α > 0. The subalgebras of the algebra ASch(3) which are
nonconjugated to subalgebras of the algebras AG(3) and ASch(2) are exhausted
with respect to Sch(3) conjugation by the following algebras:

〈D〉: ∼W [1, 3], ∼ 〈G1, P2, P3〉, 〈G1, P1 + αP2, P3〉, 〈G1, G2, P1 + αP3, P2〉,
〈G1, G2, P1, P3〉, V [1] +W [1, 3], M[1, 2] +W [3], M[1, 3];

〈S + T,G1 − λ−1P2, G2 + λP1, G3, P3〉 (0 < λ ≤ 1); 〈S + T 〉 ⊂+M[1, 3];
〈J12+αD〉: ∼W [3], M[3], ∼W [1, 3], W [1, 2]+V [3], W [1, 2]+M[3], M[1, 2]+W [3],

M[1, 3];
〈S + T + αJ12〉: M[3], L1 + M[3], N1 + M[3], M[1, 3];
〈S + T + 2J12, G1 + P2 + αP3, G2 − P1 − αG3〉;
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〈S + T + J12〉: 〈G1 + P2〉 + M[3], 〈G1 + P2〉 + N1 + M[3];
〈D,T 〉: ∼W [1, 3], V [1, j] +W [1, 3] (j = 1, 2, 3);
〈J12 + αD, T 〉: ∼W [3], M[3], ∼W [1, 3], W [1, 2] + M[3], M[1, 2] +W [3], M[1, 3];
〈J12,D〉: ∼W [3], M[3], ∼W [1, 3], ∼W [1, 2]+V [3], W [1, 2]+M[3], M[1, 2]+W [3],

M[1, 3];
〈J12, S + T 〉: M[3], L1 + M[3], M[1, 3];
〈J12,D, T 〉: ∼W [3], M[3], ∼W [1, 3], W [1, 2] + M[3], M[1, 2] +W [3], M[1, 3];
ASL(2, R) ⊂+M[1, 3]; 〈J12〉 ⊕ASL(2, R): M[3], M[1, 3];
AO(3) ⊕ 〈D〉: ∼ 0, ∼W [1, 3], M[1, 3]; AO(3) ⊕ 〈S + T 〉: ∼ 0, M[1, 3];
A)(3) ⊕ 〈D,T 〉: ∼ 0, ∼W [1, 3], M[1, 3]; AO(3) ⊕ASL(2, R): ∼ 0, M[1, 3];
〈S+T+J12+α(G1+P2)〉: M[3], 〈G2−P1〉+M[3], N1+M[3], 〈G2−P1〉+N1+M[3].

The written algebras are not mutually conjugated.

Theorem 6.5. Let α, β, γ ∈ R, and α > 0, β = 0. The subalgebras of the algebra
ASch(3) are exhausted with respect to S̃ch(3) conjugation by subalgebras of the
algebra AG̃(3), by subalgebras of the algebra AS̃ch(2) (see [2]), by algebras prece-
ded by the sign ∼ in Theorem 6.4, by algebras obtained from algebras written in
Theorem 6.4 by adding the generator M , and by the following algebras:

〈D+βM〉: W [1, 3], V [1]+W [2, 3]; 〈J12 +αD+βM〉: W [3], W [1, 3], W [1, 2]+V [3];
〈S + T + 2J12 + βM,G1 + P2 +

√
2P3, G2 − P1 −

√
2G3〉;

〈D + βM,T 〉 ⊂+W [1, 3]; 〈J12 + αM,D〉: W [3], W [1, 3], W [1, 2] + V [3];
〈J12 + αM,D + βM〉: W [3], W [1, 3], W [1, 2] + V [3];
〈J12,D + βM〉: W [3], W [1, 3], W [1, 2] + V [3];
〈J12 + αD + βM,T 〉: W [3], W [1, 3]; 〈J12 + αM,D + γM, T 〉: W [3], W [1, 3];
〈J12,D + βM,T 〉: W [3], W [1, 3]; AO(3) ⊕ 〈D + βM〉: 0, W [1, 3];
AO(3) ⊕ 〈S + T + βM〉; AO(3) ⊕ 〈D + βM,T 〉: 0, W [1, 3].

The written algebras are not mutually conjugated.

7. Conclusions
The results of the present paper may be summarized in the following way.
(1) The completely reducible subalgebras of the algebra AO(n) ⊕ ASL(2, R) have

been identified (Theorem 3.1).
(2) The subalgebras of AO(n)⊕ASL(2, R) which possess only splitting extensions

in the algebra ASch(n) have been described (Theorem 4.1).
(3) We have established that the description of the splitting subalgebras of the

algebra ASch(n) whose projections onto ASL(2, R) are not equal to 〈S + T 〉 is
reduced to the description of the splitting subalgebras of ASch(n) whose projections
onto AO(n) are equal to zero or to primary algebras (Theorem 4.2).
(4) The maximal Abelian subalgebras and the one-dimensional subalgebras of

the algebras ASch(n) and AS̃ch(n) have been explicitly found (the corollaries to
Theorems 5.1 and 5.2).

(5) The classification of the subalgebras of ASch(3) and AS̃ch(3) with respect
to Sch(3) conjugation and S̃ch(3) conjugation, respectively, has been carried out
(Theorems 6.1–6.5). This classification gives the possibility to construct the wide
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classes of exact solutions of the nonlinear, Schrod̈inger-type equations in [15–18],

i
∂Ψ
∂t

− ∆Ψ + λ|Ψ|3/4Ψ = 0,

i
∂Ψ
∂t

− ∆Ψ + λ
∂(Ψ∗Ψ)
∂Xa

∂(Ψ∗Ψ)
∂Xa

(Ψ∗Ψ)−2 · Ψ = 0,

which are invariant under Sch(3).
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Подалгебры алгебры Пуанкаре AP (2, 3)

и симметрийная редукция нелинейного
ультрагиперболического уравнения
Даламбера. II
Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ЛАГНО, В.И. ФУЩИЧ

Настоящая работа является продолжением статьи [1].
1. Классификация подалгебр алгебры AP (2, 2). В качестве базиса алгебры

AO(2, 2) возьмем систему таких генераторов:

B1 = −1
2
(J14 + J23), B2 =

1
2
(J24 − J13), B3 =

1
2
(J12 − J34),

C1 =
1
2
(J14 − J23), C2 = −1

2
(J13 + J24), C3 =

1
2
(J12 + J34),

Пусть AP (1, 2) = 〈P1, P3, P4〉+⊃ 〈Jab | a, b = 1, 3, 4〉, AP (2, 1) = 〈P1, P2, P3〉+⊃
〈Jab | a, b = 1, 2, 3〉. Проведем на основании [2] классификацию подалгебр алгебры
AP (2, 2) относительно эквивалентности.
Теорема 1. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) с точностью до экви-
валентности исчерпываются расщепляемыми подалгебрами K ⊂ AP (1, 2), L ⊂
AP (2, 1), алгебрами K ⊕ 〈P2〉, L⊕ 〈P4〉 и такими алгебрами:

F1 = 〈P1 + P3, P2 + P4〉, F2 = 〈B1 −B3〉,
Fj = 〈B2〉: 0, 〈P1 + P3〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 − P4〉, j = 3, 4, 5, 6,
Fj = 〈B3〉: 0, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, j = 7, 8,
Fj = 〈−B1 +B3 + C2〉: 0, 〈P1 − P3〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, j = 9, 10, 11,
F12 = 〈B1 −B3 + C3〉, F13 = 〈B1 −B3 − C3〉,
Fj = 〈B2 + eC2〉: 0, 〈P1 + P3〉, 〈P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 − P4〉,

0 < e < 1, j = 14, . . . , 18,
F19 = 〈B2 +C2, P2 +P4〉, Fj = 〈B2−eC3〉: 0, 〈P1 +P3, P2−P4〉, e > 0, j = 20, 21,
F22 = 〈B3 + eC3〉, 0 < |e| < 1, F23 = 〈B1 −B3, B2〉,
F24 = 〈B1 −B3, C2〉, F25 = 〈B1 −B3, C3〉, F26 = 〈B2, C2〉, F27 = 〈B2, C3〉,
F28 = 〈B3, C3〉, F29 = 〈B2 + dC2, B1 −B3〉, d > 0, d = 1,
F30 = 〈B2 − dC3, B1 −B3〉, d > 0, F31 = 〈B1 −B3 − C2, C1 − C3〉,
F32 = 〈B1 −B3, B2 − C2, C1 − C3〉, F33 = AO(2, 2).

Доказательство. Среди эквивалентных расщепляемых подалгебр алгебры AP (2, 2)
из перечня, приведенного в [2], выбираем одну подалгебру, а остальные исклю-
чаем. Поскольку все случаи в чем-то аналогичны, ограничимся рассмотрением
только нескольких, наиболее характерных, случаев.
Так как

B1 −B3 = −1
2
(x1 + x3)(∂2 + ∂4) +

1
2
(x2 − x4)(∂1 − ∂3),

Укр. мат. журн., 1989, 41, № 5, 579–584.
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то

〈B1 −B3, P1 − P3〉 ≈ 〈P2 + P4, P1 − P3〉,
〈B1 −B3, P1 − P3, P2 + P4〉 ≈ 〈P1 − P3, P2 + P4〉.

Далее ранги алгебр 〈B1, B2, B3〉, 〈B1 − B3, B2, C2〉, 〈B1 − B3, B2 + dC2, C1 − C3〉
равны 3. Поскольку эти алгебры суть подалгебры AO(2, 2), то функция x2

1 + x2
2 −

x2
3 − x2

4 является их инвариантом. Следовательно, рассматриваемые подалгебры
эквивалентны алгебре AO(2, 2). Теорема доказана.

Теорема 2. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) исчерпываются с то-
чностью до эквивалентности нерасщепляемыми подалгебрами K ⊂ AP (1, 2),
L ⊂ AP (2, 1), алгебрами K ⊕ 〈P2〉, L⊕ 〈P4〉 и такими алгебрами:

Kj = 〈B1 −B3 + P1〉: 0, 〈P1 − P3〉, 〈P1 − P3, P2 − P4〉, j = 1, 2, 3,
K4 = 〈B1 −B3 + P2, P1 − P3〉,
K5 = 〈B1 −B3 + C1 − C3 + P3, P1 − P3, P2 + αP4〉, α > 0,
Kj = 〈B1 −B3 + C1 − C3 + P4〉: 0, 〈P1 − P3〉, j = 6, 7,
Kj = 〈B1 −B3 − C1 + C3 + P2〉: 0, 〈P1 − P3〉, j = 8, 9,
K10 = 〈B1 −B3 − C1 + C3 + P1, P1 − P3, P2 + αP4〉, α > 0,
Kj = 〈B2 + C2 + P2 + P4〉: 0, 〈P1 + P3〉, j = 11, 12,
Kj = 〈B2 + C2 + P2〉: 〈P2 + P4〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉, j = 13, 14,
K15 = 〈B1 −B3 + P2 − P4, C1 − C3〉, K16 = 〈B1 −B3 + P4, C1 − C3 − P4〉,
K17 = 〈B1 −B3 + P2, C1 − C3 − P4〉,
K18 = 〈B1 −B3 + C1 − C3, B2 + C2 + αP4〉, α > 0,
K19 = 〈B1 −B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP2〉, α > 0,
K20 = 〈B1 −B3, B2 + C2 + P2 + P4〉,
Kj = 〈B2 + 3C2, B1 −B3 + P2 − P4〉: 0, 〈P1 − P3〉, j = 21, 22,
K23 = 〈B2 + 3C2, B1 −B3 + P4, P2 + P4〉,
K24 = 〈B1 −B3, 3B2 + C2, C1 − C3 + P2 + P4〉.

Доказательство. Если ранг алгебры L ⊂ AP (2, 2) равен r, а генераторы L имеют

вид
r∑
i=1

fi(x1, . . . , xs)∂i, где s ≥ r, то L ≈ 〈P1, . . . , Pr〉.
Отсюда вытекает

〈B1 −B3 + P2, C1 − C3 + βP2 + γP4, P1 − P3〉 ≈ 〈P2, P4, P1 − P3〉,
〈B1 −B3 + P1, C1 − C3 − P1 + βP4, P1 − P3, P2〉 ≈ 〈P1, P2, P3, P4〉, β > 0.

Остальные случаи рассматриваются аналогично или по схеме, приведенной в
доказательстве теоремы 1. Теорема доказана.

2. Инвариантны подалгебр алгебры AP (2, 2) и подалгебр коразмерности
1 алгебры AP (2, 3). Пусть y1 = x1 + x3, ȳ1 = x1 − x3, y2 = x2 + x1, ȳ2 =
x2−x4. Запись L : f1(x), . . . , fs(x) означает, что функции f1(x), . . . , fs(x) образуют
полную систему инвариантов алгебры L. В силу результатов п.1 и [3] ограничимся
подалгебрами, описанными в теоремах 1 [1], 1, 2.
а) Инварианты подалгебр коразмерности 1 алгебры AP (2, 2).

F5: ȳ1ȳ2; F6: ȳ1y
−1
2 ; F8: ȳ2

1 + ȳ2
2 ; F11: 2 ln ȳ2 + ȳ1ȳ

−1
2 ; F17: ȳ

1−e
1 ȳ1+e

2 ;
F18: ȳ

1−e
1 y1+e

2 ; F21: arctg (y2ȳ−1
1 ) + e

2 ln(ȳ2
1 + y2

2); F33: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2;
K3: y2

1 + 2y2; K5: α2 y
2
1 + αx2 − x4; K10: 1

2y
2
1 − αx2 + x4; K14: ln ȳ1 − ȳ2;

K22: 1
2 (y2ȳ2 + y2

2y
−1
1 + 1

4 ȳ
2
2y1)

1/2; K23: (y1ȳ1 + 1
2y1ȳ

2
2)1/2;



470 Л.Ф. Баранник, В.И. Лагно, В.И. Фущич

K24: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + ȳ2
2y
−1
1 )1/2.

b) Инварианты подалгебр коразмерности 2 алгебры AP (2, 2).
F1: ȳ1, ȳ2; F4: (ȳ2y2)1/2, 1

2 ln(ȳ1y−1
2 ); F10: 1

2y1ȳ2, ln y1 + 1
2y2y

−1
1 ;

F15: (y2ȳ2)1/2, 1
2 ln(ȳ1−e

1 ȳ1+e
2 ); F16: (y1ȳ1)1/2, 1

2 ln(ye−1
1 ȳe+1

2 );
F19: (y1ȳ1)1/2, ȳ2; F23: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, ȳ2y−1

1 ;
F24: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

4 ln(y1ȳ2); F25: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1
4 ln(y2

1 + ȳ2
2);

F26: (y1ȳ1)1/2, (y2ȳ2)1/2; F27: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, y1y2 − ȳ1ȳ2;
F28: (x2

1 + x2
2)

1/2, (x2
3 + x2

4)
1/2; F29: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

4 ln(yd−1
1 ȳd+1

2 );
F30: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 arctg y1ȳ−1
2 + d

4 ln(y2
1 + ȳ2

2);
F31: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 ln y1 − 1
4y2y

−1
1 ; F32: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 ln y1;
K2: y2 + 1

2y
2
1 ,

1
4 ȳ2; K4: y1/2, x4 + 1

2y1ȳ2; K7: y1, x2 + y1x4;
K9: y1, x4 + y1x2; K12: 1

2 ȳ2, ln ȳ1 − 1
2y2; K13: (y1ȳ1)1/2, 1

2 ln y1 + 1
2 ȳ2;

F15: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + y2
2y
−1
1 )1/2, 1

2 ln y1; F16: (y1ȳ1 + y2ȳ2 − 2x2
2y
−1
1 − 2ȳ1)1/2, y1;

K17: 1
2{(y2 − ȳ2(1 − y1))2 + (2ȳ1 − ȳ2

2)(1 + (1 − y1)2)}1/2, y1;
K18: (y1ȳ1 + x2

2)
1/2, d ln y1 + x4; K19: (y1ȳ1 − x2

4)
1/2, d ln y1 + x2;

K20: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + 2ȳ2 ln y1)1/2, 1
2 ln ȳ2;

K21: (y1ȳ1 + y2ȳ2 + y2
2y
−1
1 )1/2, (y1ȳ2 + 2y2)y

−1/2
1 .

в) Инварианты подалгебр коразмерности 3 алгебры AP (2, 2).
F2: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, 1

2 ln y1, 1
2 ln ȳ2; F3: (y1ȳ1)1/2, (y2ȳ2)1/2, 1

2 ln(y1ȳ−1
2 );

F7: (x2
1 + x2

2)
1/2, (x2

3 + x2
4)

1/2, arcsin(x2(x2
1 + x2

2)
−1/2) − arcsin(x4(x2

3 + x2
4)
−1/2);

F9: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, y1ȳ2, 1
2 ln y1 + 1

4y2y
−1
1 ;

F12: (y1ȳ1 + y2ȳ2)1/2, y2
1 + ȳ2

2 , ȳ1ȳ
−1
2 − y1(y1ȳ1 + y2ȳ2)(y2

1 ȳ2 + ȳ3
2)−1 −

−2 arcsin(ȳ2(y2
1 + ȳ2

2)−1/2;
F13: (y1y1 + y2ȳ2)1/2, y2

1 + ȳ2
2 , ȳ1ȳ

−1
2 (y1ȳ1 + y2ȳ2)y1(y2

1 ȳ2 + ȳ3
2)−1 +

+2arcsin(ȳ2(y2
1 + ȳ2

2)−1/2;
F14: (y1ȳ1)1/2, (y2ȳ2)1/2, 1

2 ln(ȳ1−e
1 ȳ1+e

2 );
F20: (y1y1 + y2ȳ2)1/2, y1y2 − ȳ1ȳ2, e ln(y2

1 + ȳ2
2) − 2 arctg (ȳ2y−1

1 );
F22: (x2

1 + x2
2)

1/2, (x2
3 + x2

4)
1/2, (1 − e) arcsin(x2(x2

1 + x2
2)
−1/2) −

−(1 + e) arcsin(x4(x2
3 + x2

4)
−1/2);

K1: x3 + 1
2y1ȳ2,

1
4y2 + 1

8y
2
1 ȳ2; K6: (y1ȳ1 + x2

2)
1/2, y1, x2 + y1x4;

K8: (y1ȳ1 − x2
4)

1/2, y1, x4 + y1x2; K11: (y1ȳ1)1/2, ȳ2, 1
4y2 + 1

2 ln y1.
г) Инварианты подалгебр коразмерности 1 алгебры AP (2, 3). Здесь y1 = x1+x5,

ȳ1 = x1 − x5, y2 = x2 + x4, ȳ2 = x2 − x4.

L1: y2 − ȳ1x3 − 1
4 (2d− ȳ2

1)ȳ2 + 1
4β(2αȳ1 − 1

3 ȳ
3
1); L2: x3 − 1

2 ȳ1ȳ2;
L3: x3 − 1

4 (ȳ2
1 + ȳ2

2); L4: x3 + 1
4 (ȳ2

2 − ȳ2
1 ; L5: αβ ln ȳ1 + 1

2βy2y
−1
1 − βx3 + 1

2 ȳ1ȳ2;
L6: (ȳ1ȳ2x3 − y1ȳ1 − 1

4 ȳ
2
1 ȳ

2
2)1/2; L7: x3 − α ln ȳ1 − 1

2 ȳ1ȳ2; L8: x3 − 1
2 ȳ1ȳ2;

L9: x3 − α ln ȳ1 − 1
2y2ȳ

−1
1 ; L10: x3 − µ

4 ln(2y2 − ȳ2
1);

L11: x3 − 1
4 ȳ

2
1 + α

2 ln ȳ2; L12: 1
2 (2y2ȳ2 − 2x2

3 − ȳ2
1 ȳ2)

1/2;
L13: 1√

2
(y1 − x3ȳ2 − β

2 ȳ1 + 1
4 ȳ1ȳ

2
2 + 1

2αβȳ2 − β
8 ȳ

2
2 − 1

12αȳ
3
2 + 1

32 ȳ
4
2);

L14: x3 − 1
2 ȳ1ȳ2 + 1

4αȳ
2
2 − 1

12 ȳ
3
2 ; L15: (y1ȳ1 + y2ȳ2 − x2

3 − y2
1 ȳ
−2
2 − 2x3y1ȳ

−1
2 )1/2;

L16: x3 + 1
2 ȳ

2
1 ȳ
−1
2 ; L17: x3 + α

2 ln y2 + 1
2 ȳ

2
1 ȳ
−1
2 ;

L18: (y1ȳ1−x2
3 +y2ȳ2−2γx3−γȳ2

1 ȳ
−1
2 −γ2)1/2; L19: (y1ȳ1 +y2ȳ2−x2

3 + ȳ2
1 ȳ
−1
2 )1/2;

L20: x3 + 1
2β ln(ȳ1ȳ2) + 1

2α ln(ȳ2ȳ−1
1 ); L21: x3 − α arctg (ȳ2ȳ−1

1 ) + 1
2β ln(ȳ2

1 + ȳ2
2).
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Значения α, β, γ, . . .для алгебр приведены в теоремах 1, 2 и леммах 1–7 [1].
3. Симметрийная редукция нелинейного ультрагиперболического уравне-

ния Даламбера. Если алгебра L ⊂ AP (2, 2) имеет только один инвариант, то
обозначим его через ω. Если полная система инвариантов алгебры L состоит из s,
s = 2, 3, инвариантов, то эти инварианты обозначим через ω1, . . . , ωs, нумеруя их
в том порядке, в каком они выписаны в п. 2.
Уравнение (1) [1] в результате подстановки u = ϕ(ω), которая соответствует

алгебрам Fj , j = 5, 6, 8, 11, 17, 18, 21, K3, E14, редуцируется к функционально-
му уравнению F (ϕ, 0) = 0; для остальных подалгебр коразмерности 1 алгебры
AP (2, 2) получаем уравнение

kϕ′′ + lω−1ϕ′ = F (ϕ, k(ϕ′)2), (1)

где k = α2 − 1, l = 0 для K5, K10; k = 1/2, l = 0 для K22; k = 1, l = 3 для F33,
K24; k = 1, l = 1 для K23.
Пусть ϕi = ∂ϕ/∂ωi, ϕij = ∂2ϕ/∂ωi∂ωj . Подстановка u = ϕ(ω1, ω2), соответ-

ствующая алгебре F1 , редуцирует уравнение (1) [1] к функциональному уравне-
нию F (ϕ, 0) = 0. В остальных случаях получаем следующие уравнения:

ϕ11 + kω−1
1 ϕ12 + lω−1

1 ϕ1 = F (ϕ, (ϕ1)2 + kω−1
1 ϕ1ϕ2),

где k = −1, l = 1 для F4; k = 1 + e, l = 1 для F15; k = e− 1, l = 1 для F16; k = 0,
l = 1 для F19; k = 0, l = 3 для F23; k = 1, l = 3 для F24, F25, F31, F32, K15, K20;
k = d, l = 3 для F29, F30; k = 1, l = 1 для K13;

kϕ12 = F (ϕ, kϕ1ϕ2),

где k = 1 для F10, K2; k = −1 для K12;

ϕ11 + kϕ22 + ω−1
1 ϕ1 + kω−1

2 ϕ2 = F (ϕ, (ϕ1)2 + k(ϕ2)2),

где k = 1 для F26; k = −1 для F28;

ϕ11 − 4ω2
1ϕ22 + 4ω2ω

−1
1 ϕ12 + ω−1

1 ϕ1 = F1(ϕ, (ϕ1)2 + 4ω2ω
−1
1 ϕ1ϕ2 − 4ω2

1(ϕ2)2)

для F27;

k(1 − ω2
1)ϕ22 = F (ϕ, k(1 − ω2

1)(ϕ2)2),

где k = 1 для K7; k = −1 для K4, K9;

ϕ11 + kϕ22 + 2ω−1
1 (αϕ12 + ϕ1) = F (ϕ, (ϕ1)2 + k(ϕ2)2 + 2αω−1

1 ϕ1ϕ2),

где k = 1 для K19; k = −1 для K18;

ϕ11 + 2(ω2 − 2)ω−1
1 ϕ12 + (3 − 2ω−1

2 )ω−1
1 ϕ1 = F (ϕ, (ϕ1)2 + 2(ω2 − 2)ω−1

1 ϕ1ϕ2)

для K16;

(ω2 − 1)ϕ11 + 2((ω2 − 1)2 + 1)ω−1
1 ϕ12 + 4(ω2 − 1)ω−1

1 ϕ1 =

= F (ϕ, (ω2 − 1)(ϕ1)2 + 2((ω2 − 1)2 + 1)ω−1
1 ϕ1ϕ2)

для K17;

ϕ11 + 8ϕ22 + 3ω2ω
−1
1 ϕ12 + 3ω−1

1 ϕ1 = F (ϕ, (ϕ1)2 + 8(ϕ2)2 + 3ω2ω
−1
1 ϕ1ϕ2)

для K21.
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При подстановке u = ϕ(ω1, ω2, ω3) уравнение (1) [1] редуцируется к уравнению
от трех переменных ω1, ω2, ω3. Поскольку

�u = (�ωa)
∂ϕ

∂ωa
+ (ωaxµ

ωbxµ)
∂2ϕ

∂ωa∂ωb
,

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= (ωaxµ

ωbxµ)
∂ϕ

∂ωa

∂ϕ

∂ωb
,

где ωaxµ
= ∂ωa/∂xµ, то для записи редуцированого уравнения достаточно ука-

зать вид �u. Ниже приведены значения для каждой подалгебры коразмерности 3
алгебры AP (2, 2).

F2 : ϕ11 + ω−1
1 (ϕ12 + ϕ13 + 3ϕ1);

F3 : ϕ11 + ϕ22 + ω−1
1 (ϕ13 + ϕ1) − ω−1

2 (ϕ23 − ϕ2);
F7 : ϕ11 − ϕ22 + (ω−2

1 − ω−2
2 )ϕ33 + ω−1

1 ϕ1 − ω−1
2 ϕ2;

F9 : ϕ11 + (4ω2ϕ12 + ϕ13 + 3ϕ1)ω−1
1 + ϕ23;

F12 : ϕ11 − 4(ω2
1 − 2ω2)ω−2

2 ϕ33 + ω−1
1 (4ω2ϕ12 + 3ϕ1);

F13 : ϕ11 − 4(2ω2 + ω2
1)ω−2

2 ϕ33 + 4ω2ω
−1
1 ϕ12 + 3ω−1

1 ϕ1;

F14 : ϕ11 + ϕ22 + ω−1
1 ((1 − e)ϕ13 + ϕ1) + ω−1

2 ((1 + e)ϕ23 + ϕ2);
F20 : ϕ11 − 4ω2

1ϕ22 − 8ϕ23 + ω−1
1 (4eω2ϕ12 − 8ϕ23 + 3ϕ1);

F22 : ϕ11 − ϕ22 + {(1 − e)2ω−2
1 − (1 + e)2ω−2

2 }ϕ33 + ϕ1 − ϕ2;
K1 : −(1 + ω3)ϕ11 + ϕ23;
K6 : ϕ11 + (1 − ω2

2)ϕ33 + 2ω−1
1 (ω2ϕ12 + ω3ϕ13 + ϕ1);

K8 : ϕ11 + (ω2
2 − 1)ϕ33 + 2ω−1

1 (ω2ϕ12 + ω3ϕ13 + ϕ1);

K11 : ϕ11 + ϕ23 + ω−1
1 (ϕ13 + ϕ1).

Подстановка u = ϕ(ω), соответствующая подалгебрам коразмерности 1 алге-
бры AP (2, 3), редуцирует уравнение (1) [1] к обыкновенному дифференциальному
уравнению (1), где k = −2α, l = 0 для L1; k = β(1 − β), l = 0 для L5; k = −1,
l = −1 для L6; k = 1/2, l = 2 для L12; k = 1, l = 4 для L15, L18, L19; k = −β,
l = 0 для L13; k = −1, l = 0 для Lj , j = 2, 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 14, 16, 17, 20, 21.
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Препринт № 85.89, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 50 с.

3. Grundland A.M., Harnad J., Winternitz P., Symmetry reduction for nonlinear relativistically invari-
ant equations, J. Math. Phys., 1984, 25, № 4, 791–806.
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Принцип относительности Галилея
и нелинейные уравнения в частных
производных
В.И. ФУЩИЧ

1. Симметрия нелинейных уравнений. Рассмотрим нелинейные уравнения
параболического типа для действительной функции u и комплексной функции ψ

A(t, x, u)
∂u

∂t
= λ∆u+B(t, x, u, u

1
), (1)

i
∂ψ

∂t
= Aab(t, x, ψ, ψ∗, ψ

1
, ψ

1

∗)
∂2ψ

∂xa∂xb
+B(t, x, ψ, ψ∗, ψ

1
, ψ

1

∗), (2)

u = u(t, x), ψ = ψ(t, x), ∗ — означает комплексное сопряжение,

u
1

=
(
∂u

∂x0
,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
, a, b = 1, n,

ψ
1

=
(
∂ψ

∂x0
,
∂ψ

∂x1
, . . . ,

∂ψ

∂xn

)
, x0 ≡ t,

ψ
1

∗ =
(
∂ψ∗

∂x0
,
∂ψ∗

∂x1
, . . . ,

∂ψ∗

∂xn

)
.

В том случае, когда Aab = λδab, λ — произвольный параметр, δab — символ
Кронекера и B = 0, уравнение (2) совпадает с линейныч уравнением Шредингера

iψt = λ∆ψ, ψt ≡ ∂ψ

∂t
. (3)

Будем говорить, что для уравнений (1), (2) выполняется принцип относитель-
ности Галилея, если они инвариантны относительно преобразований Галилея [1–3]

t→ t′ = t, xa → x′a = xa + vat, (4)

va — параметры преобразования, т.е. компоненты скорости движения одной инер-
циальной системы отсчета относительно другой.
Хорошо известно, что максимальной локальной (в смысле С. Ли) группой инва-

риантности уравнения (3) является обобщенная группа Галилея G2(1, n). Базисные
элементы алгебры Ли AG2(1, n) группы G2(1, n) имеют вид

Pµ = ∂µ ≡ ∂

∂xµ
, µ, ν = 1, n, (5a)

Jab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, n, (5b)

Тезисы докладов Всесоюзной конференции “Нелинейные проблемы дифференциальных уравнений
и математической физики”, 12–15 сентября 1989 г., Тернополь, Ч. II, С. 444–452.
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Ga = t∂a − 1
2λ
xa, (5c)

D = 2t∂t + xa∂a − n

2
, (5d)

Π = t2∂t + txa∂a − |x|2
4λ

− nt

2
. (5e)

Обозначим символом AG(1, n) = 〈Pµ, Jab, Ga〉 алгебру Ли группы Галилея
G(1, n), базисные элементы которой задаются формулами (5а)–(5с). Алгебры Ли с
базисными элементами (5a)–(5d), (5a)–(5e) обозначим, соответственно, символа-
ми

AG1 ≡ 〈Pµ, Jab, Ga,D〉, (6)

AG2 ≡ 〈Pµ, Jab, Ga,D,Π〉. (7)

Из приведенного следует, что для линейного уравнения теплопроводности (1)
(A = 1, B = 0) и уравнения (3) выполняется принцип относительности Галилея,
если при преобразовании (4) функции u и ψ преобразуются следующим образом

u→ u′ = exp
{
− 1

2λ
va

(
xa +

1
2
vat

))
u, (8)

ψ → ψ′ = exp
{
− i

2λ
va

(
xa +

1
2
vat

))
ψ. (9)

Полное описание нелинейных уравнений вида (1), для которых выполняется
принцип относительности Галилея, дает

Теорема 1 [3]. Уравнение (1) инвариантно относительно преобразований (4),
(8) тогда и только тогда, когда

A(t, x, u) = g1(t, w), w = u exp
{
λ−1|x|2

4t

)
, (10)

B(t, x, u, u
1
) = ug2(w,w1, . . . , wn) +

+ {g1(t, w) − λ}
{
xaua
t

+
λ−1|x|2

4t2
u

}
, ua =

∂u

∂xa
,

(11)

wa =
∂w

∂xa
=
(
ua +

λ−1xau

t

)
exp
{
λ−1|x|2

4t

}
, (12)

g1, g2 — произвольные гладкие функции.
Теорема 2 [6]. Все уравнения вида (2), инвариантные относительно алгебры
AG2(1, n), эквивалентны уравнению

i
∂ψ

∂t
= λ∆ψ + (ψψ∗)2/nψF (θ), (13)

θ = (ψψ∗)(−2n−2)/n ∂|ψ|2
∂xa

∂|ψ|2
∂xa

, (14)

F (θ) — произвольная гладкая функция.
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В трехмерном случае наиболее простые уравнения выглядят как [4, 5]

i
∂ψ

∂t
= λ∆ψ + λ1|ψ|4/3ψ(t, x), x ∈ R3, (15)

i
∂ψ

∂t
= λ∆ψ + λ2|ψ|−4 ∂|ψ|2

∂xa

∂|ψ|2
∂xa

, (16)

λ, λ1, λ2 — произвольные константы.
Среди множества уравнений вида [1]

i
∂ψ

∂t
= λ∆ψ + F (ψ,ψ∗), (17)

F — произвольная гладкая функция, только уравнение (15) инвариантно относи-
тельно алгебры AG2(1, 3).
Итак, приведенные теоремы дают явное описание классов нелинейных диф-

ференциальных уравнений в частных производных, инвариантных относительно
группы Галилея G(1, n) и ее расширений.

2. Редукция уравнения (15). Воспользуемся теперь симметрийными свойст-
вами нелинейного уравнения (15) для его редукции, т.е. приведения многомерного
уравнения к набору уравнений с меньшим числом переменных.
Решения уравнения (15) ищем в виде [1]

ψ(x) = f(x)ϕ(ω1, ω2, ω3), (18)

где ϕ — функция, подлежащая определению, зависит только от трех новых пе-
ременных ω1 = ω1(t, x), ω2 = ω2(t, x), ω3 = ω3(t, x). Явный вид функции f(x)
находится из требования, чтобы в уравнение для ϕ(ω), ω = (ω1, ω2, ω3) не входили
явно переменные (x0, x1, x2, x3). Инвариантные переменные ω1, ω2, ω3 являются
первыми интегралами соответствующих уравнений Эйлера–Лагранжа.
Используя инвариантность уравнения (15) относительно группы G2(1, 3), по-

лучены виражения для f(x) и ω1, ω2, ω3, при которых анзац (18) редуцирует
четырехмерное уравнение к трехмерному уравнению. Явные выражения для f(x)
и ω(x) задаются формулами [4]:

f(x) =
(
1 − x2

0

)−3/4
exp
{

1
2
imx0x

2
(
1 − x2

0

)−1
}
, ω1 = (α · x) (1 − x2

0

)−1/2
,

ω2 = x2
(
1 − x2

0

)−1
, ω3 = arctgx0 + arctg

{
(β · x)(γ · x)−1

}
;

(19)

f(x) = x
−3/2
0 exp

(
− i

2
x2x−1

0

)
, x2 = x2

1 + x2
2 + x2

3, ω1 = (α · x)x−1
0 ,

ω2 = x2x−2
0 , ω3 = x−1

0 + arctg
{
(β · x)(γ · x)−1

}
;

(20)

f(x) = x
−3/4
0 , ω1 = (α · x)x−1/2

0 ,

ω2 = x2x−1
0 , ω3 = − lnx0 + arctg

{
(β · x)(γ · x)−1

}
;

(21)

f(x) = x
−3/4
0 , ω1 = (α · x)x−1/2

0 , ω2 = (β · x)x−1/2
0 ,

ω3 = (γ · x)x−1/2
0 , (β · x) = β1x1 + β2x2 + β3x3;

(22)
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f(x) = 1, ω1 = (α · x), ω2 = x2,

ω3 = −x0 + arctg
{
(β · x)(γ · x)−1

}
;

(23)

α, β, γ — постоянные векторы, удовлетворяющие условиям

α2 = β2 = γ2 = 1, (α · β) = (β · γ) = (γ · α) = 0.

Редуцированные уравнения, полученные с помощью анзацев (19)–(23) имеют
вид

Lϕ+ 6ϕ2 − iλ−1ϕ3 +
λ2

4
ω2ϕ− λ−1λ1|ϕ|4/3ϕ = 0, (24)

Lϕ ≡ ϕ11 + 4ω2ϕ22 + (ω2
2 − ω2

1)ϕ33 + 4ω1ϕ12,

Lϕ+ 6ϕ2 + iλ−1ϕ3 − λ−1λ1|ϕ|4/3ϕ = 0, (25)

Lϕ+ 6ϕ2 + iλ−1ϕ3 − 1
4
λ−2ω2ϕ− λ−1λ1|ϕ|4/3ϕ = 0, (26)

ϕa ≡ ∂ϕ

∂ωa
, ϕab ≡ ∂2ϕ

∂ωa∂ωb
, a, b = 1, 3.

Трехмерные уравнения в частных производных вида (24)–(26) редуцируются к
набору нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) следую-
щего типа

a2(τ)z̈(τ) + a1(τ)ż(τ) + b|z|4/3z = 0,
a2(τ) = a21 + a22τ, a1 = a11 + a12τ, a(τ) = const, b = const,

(27)

z — комплексная функция.
Некоторые из ОДУ вида (27) удалось точно решить.
Таким образом, процесс редукции многомерного уравнения в частных прои-

зводных к ОДУ дал возможность построить частные точные решения уравнения
(15).
Явный вид точных решений уравнения (15) задается формулами

u(x) =
(
1 − x2

0

)−3/4
exp
{
i

4
λ−1x2 (1 − x0)

−1

}
, λ = −2

3
i; (28)

u(x) = {c0x0 − (c · x)}−3/2 exp
{
− i

4
λ−1x2x−1

0

}
,

(c · x) = c1x1 + c2x2 + c3x3, c2 =
4
15
λ−1λ1,

(29)

c0, c1, c2, c3 — произвольные постоянные;

u(x) = x
−3/2
0 exp

{
− i

4
λ−1

(
x2 − r · x)x−1

0

}
, r2 = −16λλ1; (30)

u(x) =
(

4
3
λ−1x2

)−3/4

exp
{
− i

4
λ−1x2x−1

0

}
; (31)
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u(x) = x
−3/2
0 ϕ(ω1) exp

{
− i

4
λ−1x2x−1

0

}
, ω1 = (α · x)x−1

0 , (32)

где функция ϕ(ω1) определяется эллиптическим интегралом∫ ϕ

0

dy
(
k1 + y10/3

)−1/2

=
(

3
5
λ−1λ1

)1/2

(ω1 + k2), (33)

k1, k2 — произвольные постоянные;

u(x) =
(c0

3
λ1

)3/4

x
−1/2
0 exp

{
ic0x

−1/3
0 − i

4
λ−1(c · x)x−1

0

}
, (34)

c2 = 1, c0 — постоянная.
Формулы (28)–(34) задают многопараметрические семейства точных решений

многомерного нелинейного уравнения (15). Некоторые из полученных решений
неаналитичны по параметру λ1.
Воспользовавшись свойством инвариантности уравнения (151 относительно

группы G2(1, n), можно построить по решениям (28)–(34) новые семейства точных
решений. Пусть u1(x0, x1, x2, x3) решение уравнения (15), тогда новые решения u2,
u3 определяются через u1 с помощью таких формул

u2 = u1(x0, x1 → x1 + v1x0, x2 → x2 + v2x0, x3 → x3 + v3x0) ×
× exp

{
i

2
λ−1

(
1
2
v2x0 + (v · x)

)}
,

u3 = u1

(
x0 → x0

1 − dx0
, x1 → x1

1 − dx0
, x2 → x2

1 − dx0
, x3 → x3

1 − dx0

)
×

× (1 − dx0)−3/2 exp
{
i

4
λ−1 dx2

1 − dx0

}
,

где стрелки означают соответсвующую замену, d — произвольная постоянная.
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Галилей-инвариантные нелинейные
уравнения шредингеровского типа
и их точные решения. I

В.И. ФУЩИЧ, Р.М. ЧЕРНИГА

1. Введение. Известно, что максимальной локальной (в смысле Ли) группой
инвариантности (n+ 1)-мерного линейного уравнения Шредингера

iΨt = k∆Ψ, (1)

где

ψt =
∂Ψ
∂t
, ∆ =

∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂2

∂x2
n

, k ∈ R1, x = (x1, . . . , xn),

Ψ(t, x) — комплекснозначная функция, является обобщенная группа Галилея (груп-
па Шредингера) G2(1, n) [1, 2]. Этой группе соответствует алгебра Ли AG2(1, n)
с базисными операторами

Pt = ∂t, Pa = ∂a, a = 1, n, (2a)

Jab = xa∂b − xb∂a, b = 1, n, (2b)

J = i(Ψ∂Ψ − Ψ∗∂Ψ∗), Ga = t∂a − xa
2k
J, (2c)

D = 2t∂t + xa∂a − n

2
(Ψ∂Ψ + Ψ∗∂Ψ∗), (2d)

Π = t2∂t + txa∂a − |x|2
4k

J − nt

2
(Ψ∂Ψ + Ψ∗∂Ψ∗), (2e)

где

∂t =
∂

∂t
, ∂a =

∂

∂xa
, ∂Ψ =

∂

∂Ψ
, ∂Ψ∗ =

∂

∂Ψ∗
,

∗ — знак комплексного сопряжения (по повторяющимся индексам везде подра-
зумевается суммирование). Операторы (2а)–(2c), образующие алгебру AG(1, n),
генерируют преобразования группы Галилея G(1, n), а операторы (2а)–(2d), обра-
зующие алгебру AG1(1, n) — преобразования группы G1(1, n).
В работах [3, 4] построены широкие классы нелинейных уравнений второго

порядка, инвариантных относительно группы G2(1, n) и ее подгрупп.

Укр. мат. журн., 1989, 41, № 10, 1349–1357.
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В данной работе, являющейся естественным продолжением статьи [4], рассма-
триваются системы нелинейных эволюционных уравнений вида

λ1Ψ
(1)
t = A

(1)
ab (Ψ(1),Ψ(2))Ψ(1)

ab +B(1)(Ψ(1),Ψ(2),Ψ
1

(1),Ψ
1

(2)),

λ2Ψ
(2)
t = A

(2)
ab (Ψ(1),Ψ(2))Ψ(2)

ab +B(2)(Ψ(1),Ψ(2),Ψ
1

(1),Ψ
1

(2)),
(3)

где λm = const = 0, Ψ(m)
t = ∂Ψ(m)/∂t, Ψ(m)

ab = ∂2Ψ(m)/(∂xa∂xb), Ψ
(m)
a = ∂Ψ(m)/∂xa,

Ψ
1

(m) = (Ψ(m)
1 , . . . ,Ψ(m)

n ), m = 1, 2, a, b = 1, n, A(m)
ab , B

(m) — произвольные диффе-

ренцируемые комплексные или действительные функции.
В случае комплексных функций Ψ = Ψ(1) = Ψ∗(2), Aab = A

(1)
ab = A

∗(2)
ab , B =

B(1) = B∗(2), λ1 = λ∗2 = i система уравнений (3) превращается в пару комплексно
сопряженных нелинейных уравнений шредингеровского типа

iΨt = Aab(Ψ,Ψ∗)Ψab +B(Ψ,Ψ∗,Ψ
1
,Ψ

1

∗), (4a)

−iΨ∗t = A∗ab(Ψ,Ψ
∗)Ψ∗ab +B∗(Ψ,Ψ∗,Ψ

1
,Ψ

1

∗), (4b)

где индексы возле искомых функций Ψ, Ψ∗ обозначают дифференцирование по
переменным t, x1, . . . , xn (ниже комплексно сопряженные уравнения вида (4b) опу-
скаются).
В настоящей работе решены следующие задачи:
1) описаны нелинейные системы уравнений второго порядка вида (3), инвари-

антные относительно цепочек групп G(1, n) ⊂ G1(1, n) ⊂ G2(1, n);
2) доказано, что среди множества уравнений (4) инвариантными относительно

группы G2(1, n) являются только уравнения вида

iΨt = k∆Ψ + Ψ|Ψ|4/nF (θ̂), (5)

где θ̂ = ∂|Ψ|
∂xa

∂|Ψ|
∂xa

|Ψ|−2−4/n, |Ψ| =
√

ΨΨ∗, F — произвольная дифференцируемая
функция;
3) найдены анзацы, с помощью которых многомерные нелинейные уравнения

редуцируются к уравнениям с меньшим числом независимых переменных, и по-
строены в явном виде многопараметрические семейства точных решений четыре-
хмерных нелинейных уравнений

iΨt = k∆Ψ + λΨ|Ψ|4/3, (6)

iΨt = k∆Ψ + λΨ
∂|Ψ|
∂xa

∂|Ψ|
∂xa

|Ψ|−2. (7)

Отметим, что уравнения (6), (7) являются простейшими среди нелинейных
уравнений (5) при n = 3. Построению точных решений уравнения (6) посвя-
щена работа [5]. Ниже получен ряд новых результатов. В частности, найдены
солитоноподобные решения уравнения (6) и решения уравнения (7), содержащие
произвольные функции.

2. Системы нелинейных уравнений, инвариантные относительно алгебры
Галилея и ее расширений. Рассмотрим систему нелинейных дифференциальных
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уравнений в частных производных (ДУЧП) (3). Системы уравнений такого вида в
случае действительных коэффициентов широко используются в качестве матема-
тических моделей для описания процессов диффузии при химических реакциях и
горении в двухкомпонентных средах, в теории тепломассопереноса, в популяцион-
ной генетике (см., например, [6]).
С теоретико-алгебраической точки зрения представляется важным выделить из

системы уравнений вида (3) такие, которые инвариантны относительно алгебры
AG2(1, n) или достаточно, широких ее подалгебр AG(1, n) и AG1(1, n) [7]. Рас-
смотрим обобщенную алгебру Галилея AG2(1, n) с базисными элементами (2а),
(2b) и

Iλ = λ1Ψ(1)∂Ψ(1) + λ2Ψ(2)∂Ψ(2) , G = t∂a − xa
2
Iλ, (8)

D = 2t∂t + xa∂a + Iα, (9)

Π = t2∂t + txa∂a − |x|2
4
Iλ + tIα, (10)

где Iα = α1Ψ(1)∂Ψ(1) +α2Ψ(2)∂Ψ(2) , αm ∈ R1. Очевидно, что в случае λ1 = λ∗2 = i/k,
Ψ(1) = Ψ∗(2) = Ψ, α1 = α2 = −n/2 получаем стандартное представление алгебры
AG2(1, n) с базисными элементами (2).
Теорема 1. Система уравнений (3) инвариантна относительно алгебры Гали-
лея AG(1, n) с базисными операторами (2а), (2b), (8) тогда и только тогда,
когда она имеет вид

λmΨ(m)
t = Cm(v)∆Ψ(m) +

1 − Cm(v)
Ψ(m)

Ψ(m)
a Ψ(m)

a +Ψ(m)Fm(v, θ), m = 1, 2,(11)

(здесь и везде ниже суммирования по индексу m нет), где v = (Ψ(1))λ2(Ψ(2))−λ1 ,
θ = ∂v

∂xa

∂v
∂xa

, Cm, Fm — произвольные функции.
Теорема 2. Система уравнений (11) инвариантна относительно алгебры
AG1(1, n) с базисными элементами (2а), (2b), (8), (9) тогда и только тогда,
когда она эквивалентна системе

λmΨ(m)
t = Dm∆Ψ(m) +

1 −Dm

Ψ(m)
Ψ(m)
a Ψ(m)

a + Ψ(m)v−2/δfm(θ̂), m = 1, 2, (12)

если δ =
∣∣∣∣α1 α2

λ1 λ2

∣∣∣∣ = 0, или же системе

λmΨ(m)
t = Cm(v)∆Ψ(m)+

1 − Cm(v)
Ψ(m)

Ψ(m)
a Ψ(m)

a +Ψ(m)v−2θgm(v), m = 1, 2,(13)

если δ = 0.
В системах уравнений (12), (13) θ̂ = θv−2+2/δ, Dm = const, fm, gm, Cm —

произвольные функции.
Теорема 3. 1. Система уравнений (12) инвариантна относительно алгебры
AG2(1, n) (2а), (2b), (8)–(10) при произвольных Dm и fm(θ̂), при чем αm =

−n
2Dm, δ = −n

2

∣∣∣∣D1 D2

λ1 λ2

∣∣∣∣ = 0.
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2. Система уравнений (13) инвариантна относительно этой же алгебры
тогда и только тогда, когда Cm(v) = Dm = const, причем αm = −n

2Dm, δ = 0.
Доказательства теорем 1–3 проводятся по классической схеме Ли (см. напри-

мер, [8]). Ввиду громоздкости мы их опускаем (подробности см. в [9]).
Из этих теорем нетрудно получить следующие утверждения.

Следствие 1. Среди множества нелинейных уравнений (4) только уравнения

iΨt = C(|Ψ|)∆Ψ + Ψ∗(k − C(|Ψ|))ΨaΨa

|Ψ|2 + ΨF
(
|Ψ|, ∂|Ψ|

∂xa

∂|Ψ|
∂xa

)
, (14)

где C, F — произвольные функции, инвариантны относительно алгебры Гали-
лея AG(1, n) (2a)–(2c).
Следствие 2. Нелинейные ДУЧП шредингеровского типа (4) инвариантны отно-
сительно алгебры AG2(1, n) с базисными операторами (2) тогда и только то-
гда, когда они эквивалентны уравнениям вида (5).
Нетрудно убедится, что системы уравнений (12) и (13) при условиях теоремы 3

локальной заменой Ψ̂(m) = (Ψ(m))1/Dm , m = 1, 2, Dm = 0 сводятся соответственно
к системам

λ̂mΨ̂(m)
t = ∆Ψ̂(m) + Ψ̂(m)v−2/δ̂ f̂m(θ̂), m = 1, 2, (15)

и

λ̂Ψ̂(m)
t = ∆Ψ̂(m) + Ψ̂(m)v−2θĝm(v), m = 1, 2. (16)

В (15) приняты обозначения λ̂m = λm/Dm, v = (Ψ̂(1))λ̂2(Ψ̂(2))−λ̂1 , δ̂ = λ̂2 − λ̂1 = 0,
θ̂ = ∂v

∂xa

∂v
∂xa

v2/δ̂−2, в системе (16) — λ̂ = λ1/D1 = λ2/D2, v = Ψ̂(1)/Ψ̂(2), θ =
∂v
∂xa

∂v
∂xa
, f̂m и ĝm — произвольные функции.

Очевидно, что системы уравнений (15), (16) инвариантны относительно обоб-
щенной алгебры Галилея AG2(1, 3) (см. теорему 3).
3. Анзацы и редукция уравнений (6), (7). Нелинейные уравнения (6), (7)

инвариантны относительно 13-мерной алгебры Ли AG2(1, 3). В работе [10] по-
строена система всех несопряженных одномерных подалгебр алгебры AG2(1, 3). В
качестве такой системы можно выбрать следующие 14 подалгебр:

X1 = P1, X2 = J, X3 = Pt + α0J, X4 = J12 + αJ, X5 = J12 +G3,

X6 = J12 − Pt + α0J, X7 = G1 + P2, X8 = −Pt +G1,

X9 = J12 + βG3 − Pt, X10 = D + αJ, X11 = Pt + Π − αJ,

X12 = J12 + βD + αJ, X13 = Pt + Π − βJ12 − αJ,

X14 = Pt + Π − J12 − β(G1 + P2),

(17)

где α0 ∈ R1, α ≥ 0, β > 0.
Решая уравнения Лагранжа для каждого из операторов (17) [7], получаем ин-

варианты ω1, ω2, ω3, зависящие от t, x1, x2, x3, и анзацы для искомой функции Ψ.
Исключение составляет только единичный оператор X2, которому соответствуют
четыре инварианта t, x1, x2, x3 и функциональное соотношение между Ψ и Ψ∗.
Новые инвариантные переменные и соответствующие анзацы приведены в табл. 1.
Любой другой анзац, получаемый с помощью произвольного элемента алгебры
AG2(1, 3), преобразованиями инвариантности сводится к одному из тех, которые
указаны в таблице.
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Таблица 1

Подал-
гебры

Инвариантные переменные
ω1, ω2, ω3

Анзацы
ω = (ω1, ω2, ω3)

X1 t, x2, x3 Ψ(t, x) = ϕ(ω)

X2 t, x1, x2, x3 Ψ(t, x) = ϕ(t, x), ΨΨ∗ = γ2

X3 x1, x2, x3 Ψ = exp(iα0t)ϕ(ω)

X4 t, x2
1 + x2

2, x3 Ψ = exp
(
iα arctg x2

x1

)
ϕ(ω)

X5 t, x2
1 + x2

2, x3 − t arctg x2
x1

Ψ = exp
(
− ix2

3
4kt

)
ϕ(ω)

X6 t + arctg x2
x1
, x2

1 + x2
2, x3 Ψ = exp(−iα0t)ϕ(ω)

X7 t, x1 − tx2, x3 Ψ = exp
(
− ix2

1
4kt

)
ϕ(ω)

X8 2x1 + t2, x2, x3 Ψ = exp
[

it
2k

(
x1 + t2

3

)]
ϕ(ω)

X9 t + arctg x2
x1
, x2

1 + x2
2, 2x3 + βt2 Ψ = exp

[
iβt
2k

(
x3 + βt2

3

)]
ϕ(ω)

X10
x1√

t
, x2√

t
, x3√

t
Ψ = t−

3
4+i α

4k ϕ(ω)

X11
x1√
1+t2

, x2√
1+t2

, x3√
1+t2

Ψ = (t2 + 1)−3/4×
× exp

[
− i

4k

(
|x|2t

1+t2
+ 2α arctg t

)]
ϕ(ω)

X12 ln t + 2β arctg x1
x2
, x2

1+x2
2

t
, x3√

t
Ψ = t−

3
4+i α

4k ϕ(ω)

X13 β arctg t − arctg x1
x2
, Ψ = (t2 + 1)−3/4×

x2
1+x2

2
t2+1

, x3√
t2+1

× exp
[
− i

4k

(
|x|2t

1+t2
+ 2α arctg t

)]
ϕ(ω)

X14
tx1+x2

t2+1
+ β arctg t, Ψ = (t2 + 1)−3/4 exp

[
− i

4k

(
|x|2t

1+t2
+

tx2+x1
t2+1

, x3√
t2+1

+2β arctg t · tx2−x1
t2+1

)]
ϕ(ω)

Используя найденные инварианты и анзацы вида [7] Ψ = f(t, x)ϕ(ω), ω =
(ω1, ω2, ω3), где f(t, x) — известная функция (см. табл. 1), проведем редукцию
четырехмерных нелинейных уравнений (6), (7) к трехмерным ДУЧП. Ниже при-
ведены редукционные уравнения для искомой функции ϕ (индексы ω1, ω2, ω3 у
функции ϕ обозначают дифференцирование по этим переменным):

X1 : iϕt = k(ϕω2ω2 + ϕω3ω3) + λϕ|ϕ|4/3, ω1 = t, (18)

X2 : iϕt = k∆ϕ+ λγ4/3ϕ, ϕϕ∗ = γ2, γ > 0, (19)

X3 : k∆ϕ+ α0ϕ+ λϕ|ϕ|4/3 = 0, ωa = xa, a = 1, 2, 3, (20)

X4 : iϕt = k(4ω2ϕω2ω2 + 4ϕω2 + ϕω3ω3) −
kα2

ω2
ϕ+ λϕ|ϕ|4/3, ω1 = t, (21)

X5 : i
(
ϕt +

ϕ

2t
+
ω3ϕω3

t

)
=

= k

(
4ω2ϕω2ω2 +

(
1 +

t2

ω2

)
ϕω3ω3

)
+ λϕ|ϕ|4/3, ω1 = t,

(22)

X6 : iϕω1 = k

(
1
ω2
ϕω1ω1 + 4ϕω2 + 4ω2ϕω2ω2 + ϕω3ω3

)
− α0ϕ+ λϕ|ϕ|4/3, (23)
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X7 : i
(
ϕt +

ϕ

2t
+
ω2ϕω2

t

)
=

= k(1 + t2)ϕω2ω2 + kϕω3ω3 + λϕ|ϕ|4/3, t = ω1,
(24)

X8 : k(4ϕω1ω1 + ϕω2ω2 + ϕω3ω3) +
ω1

4k
ϕ+ λϕ|ϕ|4/3 = 0, (25)

X9 : iϕω1 = k

[
1
ω2
ϕω1ω1 + 4(ω2ϕω2ω2 + ϕω2) + 4ϕω3ω3

]
− β

4k
ω3ϕ+λϕ|ϕ|4/3,(26)

X10 : k(ϕω1ω1 + ϕω2ω2 + ϕω3ω3) +
i

2
ωaϕωa

+

+
(
i
3
4

+
α

4k

)
ϕ+ λϕ|ϕ|4/3 = 0,

(27)

X11 : k(ϕω1ω1 + ϕω2ω2 + ϕω3ω3) + (2α− ωaωa)
ϕ

4k
+ λϕ|ϕ|4/3 = 0, (28)

X12 : −i
(

3
4
ϕ+ ω2ϕω2 − ϕω1

)
=

= 4k(ω2ϕω2)ω2 +
4β2k

ω2
ϕω1ω1 + kϕω3ω3 +

α

4kβ
ϕ+ λϕ|ϕ|4/3,

(29)

X13 : −iβϕω1 =
k

ω2
ϕω1ω1 + 4kϕω2 + 4kω2ϕω2ω2 −

− (2α+ ω2
2 + ω2

3)ϕ/4k + λϕ|ϕ|4/3,
(30)

X14 : i(αϕω1 + ω1ϕω2 − ω2ϕω1) = ϕω1ω1 + ϕω2ω2 + ϕω3ω3 −

− 1
4k

(2αω2 + ωaωa)ϕ+ λϕ|ϕ|4/3.
(31)

Замечание 1. Редукционные уравнения, соответствующие уравнению (7), отлича-
ются от уравнений (18)–(31) только тем, что вместо нелинейности λϕ|ϕ|4/3 они
содержат нелинейные слагаемые, порожденные членом λΨ∂|Ψ|

∂xa

∂|Ψ|
∂xa

|Ψ|−2.

Каждое из уравнений (18)–(31) последующей редукцией можно свести к
ДУЧП от двух независимых переменных, а затем и к обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению (ОДУ). В результате такой последовательной редукции
получаем, как правило, нелинейное ОДУ второго порядка вида

A(ω)
d2ϕ

dω2
+B(ω)

dϕ

dω
+ C(ω)ϕ+ λϕ|ϕ|4/3 = 0,

где

A(ω) =


A0,
A0ω,
A0(ω2 + 1),

B(ω) =


B0 + iB1ω,
B0 + iB1,
(B0 + iB1)ω,

C(ω) =


C0 + C1ω,
C0 + iC1,
C0 + C1ω

2,
C0 + C1/ω,
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A0, B0, B1, C0, C1 — действительные постоянные или параметры. Конкретный
вид функций A(ω), B(ω), C(ω) и переменной ω в каждом случае определяется
соответствующим набором инвариантов ω1, ω2, ω3 (см. табл. 1).
4. Формулы размножения решений. Для построения таких формул восполь-

зуемся преобразованиями инвариантности, генерируемыми базисными оператора-
ми (2) при n = 3 алгебры AG2(1, 3). Прежде всего найдем преобразования, поро-
ждаемые операторами Ga (2с) и Π (2е). Решая соответствующие уравнения Ли,
получаем преобразования Галилея

Ga : t′ = t, x′a = xa + εat, a = 1, 2, 3,

Ψ′ = Ψ exp
(
− iεa

2k

(
xa +

εat

2

))
, εa ∈ R1,

(32)

и проективные преобразования

Π : t′ =
t

1 − pt
, x′a =

xa
1 − pt

, p ∈ R1,

Ψ′ = Ψ(1 − pt)3/2 exp
(
− ip|x|2

4k(1 − pt)

)
, a = 1, 2, 3.

(33)

Пусть W (t, x) — решение уравнения (6) или (7). Применяя к нему преобразо-
вания (32), получаем новое решение (штрихи ниже опускаем)

Ψ = W (t, x+ εt) exp
(
i

2k

(
εx+

|ε|2t
2

))
, (34)

где ε = (ε1, ε2, ε3), |ε|2 = εaεa, εa ∈ R1. После применения к решению (34) пре-
образований (33), находим четырех параметрическое семейство решений

Ψ = W

(
t

1 − pt
,
x+ εt

1 − pt

)
exp
[
i
p|x|2 + 2εx+ |ε|2t

4k(1 − pt)

]
(1 − pt)−3/2. (35)

Нетрудно убедиться, что повторное применение формул (32), (33) к решению (35)
приводит к этому же семейству решений, т. е. оно неразмножаемо относительно
галнлеевских и проективных преобразований.
Выражение (35) естественно назвать формулой размножения решений уравне-

ний (6), (7), построенной по операторам Ga (2c) и Π (2e). Обобщим эту формулу,
применив остальные преобразования группы G2(1, 3) — сдвиги по переменным t,
x, вращения в пространстве R3, растяжения (сжатия) по переменным t, x, Ψ и
вращения компонент Re Ψ и Im Ψ (см. оператор J (2c)). Совокупность этих пре-
образований задается формулами

t′ = m2t+ d1
0, x′ = mAx+ d1, Ψ′ = e−iαm−3/2Ψ, (36)

где m > 0, d1
0, d

1 = (d1
1, d

1
2, d

1
3), α — действительные параметры, A = (cab)3a,b=1 —

действительная матрица вращений.
Воспользовавшись группой преобразований (36) из (35) получаем 13-парамет-

рическое семейство решений

Ψ = eiα
m3/2

(d0 − pm2t)3/2
exp
[
i

(
pm2|x|2 + 2mε1x
4k(d0 − pm2t)

+
m2|ε|2t+ b0

4k(d0 − pm2t)

)]
×

×W

(
m2t+ d1

0

d0 − pm2t
,
mAx+m2εt+ d

d0 − pm2t

)
,

(37)
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где d0 = 1−pd1
0, d = d1+εd1

0, ε
1 = εA+pd1A, b0 = p|d1|2+2εd1+|ε|2d1

0, |d1|2 = d1
ad

1
a,

a = 1, 2, 3.
Таким образом, если W (t, x) — решение нелинейного уравнения (6) или (7), то

формула (37) определяет неразмножаемое семейство решений этого же уравнения.
Если в формуле (37) выбрать параметры d0 = 1/p, ε = 0, α = 0 (A = E —

единичная матрица) и сделать предельный переход при p→ ∞, m→ 0, pm→ −1,
то получим решение уравнения (6) или (7):

Ψ(t, x) = t−3/2 exp
(
− i|x|

2

4kt

)
W

(
−1
t
,
x

t

)
. (38)

Замечание 2. Построенные формулы размножения решений позволяют получать
из действительных стационарных решений уравнений (6), (7) комплексные неста-
ционарные peшения. Они справедливы для любого уравнения вида (5).

В заключение рассмотрим частный случай формулы (37)

Ψ = W (t, Ax) = W (t, C(1)x,C(2)x,C(3)x), (39)

где C(a)x = cabxb, a, b = 1, 2, 3, C(a) = (ca1, ca2, ca3) — векторы-строки матрицы
вращений A.

Таблица 2

№
п/п

Инвариантные переменные
ω̂1, ω̂2, ω̂3

Анзацы
ω̂ = (ω̂1, ω̂2, ω̂3)

1 t, C(2)x, C(3)x Ψ(t, x) = Φ(ω̂)

2 t, C(1)x, C(2)x, C(3)x Ψ = Φ(t, C(1)x, C(2)x, C(3)x), ΦΦ∗ = γ2

3 C(1)x, C(2)x, C(3)x Ψ = exp(iα0t)Φ(ω̂)

4 t, |x|2, C(3)x Ψ = exp
(
iα arctg C(2)x

C(1)x

)
Φ(ω̂)

5 t, |x|2 − (C(3)x)2, C(3)x − t arctg C(2)x

C(1)x
Ψ = exp

(
− i(C(3)x)2

4kt

)
Φ(ω̂)

6 t + arctg C(2)x

C(1)x
, |x|2, C(3)x Ψ = exp(−iα0t)Φ(ω̂)

7 t, C(1)x − C(2)xt, C(3)x Ψ = exp
(
− i(C(1)x)2

4kt

)
Φ(ω̂)

8 2C(1)x + t2, C(2)x, C(3)x Ψ = exp
[

it
2k

(
C(1)x + t2

3

)]
Φ(ω̂)

9 t + arctg C(2)x

C(1)x
, Ψ = exp

[
iβt
2k

(
C(3)x + βt2

3

)]
Φ(ω̂)

(C(1)x)2 + (C(2)x)2, 2C(3)x + βt2

10 C(1)x√
t
, C(2)x√

t
, C(3)x√

t
Ψ = t−

3
4+i α

4k Φ(ω̂)

11 C(1)x√
1+t2

, C(2)x√
1+t2

, C(3)x√
1+t2

Ψ = (t2 + 1)−3/4×
× exp

[
− i

4k

(
|x|2t

1+t2
+ 2α arctg t

)]
Φ(ω̂)

12 ln t + 2β arctg C(1)x

C(2)x
, |x|2

t
, C(3)x√

t
Ψ = t−

3
4+i α

4k Φ(ω̂)

13 β arctg t − arctg C(1)x

C(2)x
, Ψ = (t2 + 1)−3/4×

|x|2
1+t2

, C(3)x√
1+t2

× exp
[
− i

4k

(
t|x|2
1+t2

+ 2α arctg t
)]

Φ(ω̂)

14 tC(1)x+C(2)x
1+t2

+ β arctg t, Ψ = (t2 + 1)−3/4 exp
[
− i

4k

(
t|x|2
1+t2

+

tC(2)x−C(1)x
1+t2

, C(3)x√
1+t2

+2β arctg t · tC(2)x−C(1)x
t2+1

)]
Φ(ω̂)
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Формула размножения решений (39) позволяет симметризовать по инвариан-
тные переменные и анзацы из табл. 1. Результаты такой симметризации приведены
в табл. 2. Отметим, что векторы C(a), a = 1, 2, 3, которые фигурируют в табл. 2,

являются ортонормированными, т.е. C(a)C(b) = δab =
{

1, a = b,
0, a = b,

a, b = 1, 2, 3.
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Галилей-инвариантные нелинейные
уравнения шредингеровского типа
и их точные решения. II

В.И. ФУЩИЧ, Р.М. ЧЕРНИГА

Данная работа является продолжением [1] и посвящена в основном построе-
нию многопараметрических семейств точных решений нестационарных 3-мерных
уравнений (обозначения см. в [1])

iψt = k∆ψ + λψ|ψ|4/3, k ∈ R1, λ ∈ C1, (1)

iψt = k∆ψ + λψ
∂|ψ|
∂xa

∂|ψ|
∂xa

|ψ|−2. (2)

Приведены также некоторые результаты симметрийного анализа систем нели-
нейных уравнений с логарифмической нелинейностью.
1. Точные решения уравнения (1). Редукция уравнения (1) по оператору X1 =

P1 [1] приводит к нелинейному трехмерному уравнению

iϕt = k∆2ϕ+ λϕ|ϕ|4/3, (3)

где ∆2 = ∂2/∂x2
2 + ∂2/∂x2

3, ϕ = ϕ(t, x2, x3). Для получения частных решений
уравнения (3) рассмотрим систему [2]

iϕt = λϕ|ϕ|4/3, λ = 0,
∆2ϕ = 0.

(4)

Очевидно, что произвольное решение системы (4) удовлетворяет уравнению (3),
а следовательно, и (1). Представляя комплексную функцию ϕ через пару действи-
тельных функций R(t, x2, x3) и P (t, x2, x3) по формуле ϕ = R exp(iP ), получаем
общее решение системы (4)

ϕ =



(
−d2

λ

)3/4

exp(i(d1 + d2t)), λ ∈ R1, d1, d2 ∈ R1,

(
d3 − 4

3
βt

)− 3
4 (1−iα

β )
exp(id1), λ = α+ iβ, β = 0, α ∈ R1,

(5)

которое является частным решением нелинейного уравнения (1).
Множитель eid1 в дальнейшем будем опускать, так как любое решение уравне-

ния (1) или (2), умноженное на eid1 , будет снова решением этого же уравнения.

Укр. мат. журн., 1989, 41, № 12, 1687–1694.
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Редукция уравнения (1) по оператору X2 = J приводит к линейному уравнению
(19) [1] с дополнительным нелинейным условием ϕϕ∗ = γ2, γ > 0. Используя пред-
ставление комплексной функции ϕ через пару действительных функций R(t, x) и
P (t, x), получаем

ϕ = γ exp(iP (t, x)). (6)

Подставляя (6) в уравнение (19) [1], после некоторых преобразований приходим
к системе

∂P 1

∂t
= k

∂P 1

∂xa

∂P 1

∂xa
, ∆P1 = 0, (7)

где

P 1(t, x) = P (t, x) + λγ4/3t. (8)

В предположении P 1
t = α = const с учетом результатов работы [3] удается

построить общее решение системы (7), которое приводит к решению уравнения
(1) в виде плоской волны

ψ = γ exp{i((kbaba − λγ4/3)t+ baxa)}, (9)

где b1, b2, b3 — произвольные действительные параметры.
Проверкой нетрудно убедиться, что система (7) не имеет радиальных решений

вида P 1 = P 1(t, |x|2).
Редукция уравнения (1) по оператору X3 при α0 = 0 [1] приводит к нелинейно-

му эллиптическому уравнению

k∆ϕ+ λϕ|ϕ|4/3 = 0, ϕ = ϕ(x). (10)

Пусть в уравнении (10)

ϕ = ϕ(w), w = αaxa, αa ∈ R1. (11)

Тогда получаем обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) второго поряд-
ка

k|α|2ϕww + λϕ|ϕ|4/3 = 0, |α|2 = αaαa.

В случае действительной функции ϕ это уравнение является уравнением Эмде-
на–Фаулера, частным решением которого является функция [4] ϕ = β/w3/2, β =
(−15|α|2k/4λ)3/4, λk < 0.
Таким образом, получаем стационарное решение уравнения (1)

ψ(x) =
[

15|α|2k
−4λ(αaxa)2

]3/4
, αa ∈ R1, λk < 0. (12)

Отметим также, что в случае λk > 0 выражение (12) задает комплексное решение
уравнения (1).
Если в уравнении (10) положить

ϕ = ϕ(r), r = |x|2, (13)
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то получим ОДУ второго порядка

4r
d2ϕ

dr2
+ 6

dϕ

dr
+
λ

k
ϕ|ϕ|4/3 = 0,

которое имеет частное решение ϕ = (−15k/4λr)3/4.
Следовательно, с учетом (13) находим еще одно стационарное решение уравне-

ния (1)

ψ(x) =
(

15k
−4λ|x|2

)3/4

. (14)

Решение (14) в отличие от предыдущих решений обладает свойством ψ(x) → 0
при |x| → ∞. Отметим, что решение (12) стремится к нулю при αaxa → ∞.
Для получения солитоноподобных решений уравнения (1) рассмотрим редукци-

онное уравнение (20) [1] при αa = 0, соответствующее алгебре X3. С помощью
анзаца (11) в случае действительных ϕ и λ уравнение (20) [1] сводится к нели-
нейному ОДУ второго порядка

k|α|2 d
2ϕ

dw2
+ α0ϕ+ λϕ7/3 = 0. (15)

Общее решение уравнения (15) в элементарных функциях получить не удается,
так как его решение сводится к интегрированию выражения

c2 ± w =
∫

(c1 − β1ϕ
2 − λ1ϕ

10/3)−1/2dϕ, (16)

где β1 = α0
|α|2k , λ1 = 3λ

5k|α|2 , c1, c2 ∈ R1.

Интеграл в правой части (16) подстановкой ϕ1 = ϕ−2/3 преобразуется к инте-
гралу − 3

2

∫
(c1ϕ5

1−β1ϕ
2
1−λ1)−1/2dϕ1, который при c1 = 0 в элементарных функциях

не выражается и даже не сводится к эллиптическому [5].
Если c1 = 0, β1 = 0, (т.е. α0 = 0), то из соотношения (16) с учетом (11)

получаем решение (12) уравнения (1).
Пусть в выражении (16) c1 = 0 и β1λ1 = 0, так как ϕ — действительная

функция, то возможны три случая:
а) β1 < 0, λ1 < 0, т.е. α0k < 0, λk < 0;
б) β1 > 0, λ1 < 0, т.е. α0k > 0, λk < 0;
в) β1 < 0, λ1 > 0, т.е. α0k < 0, λk > 0.
В случае а) получаем решение нелинейного ОДУ (15)

ϕ =

[√
3λ
5α0

sh

(
c2 ± 2w

3|α|√−k/α0

)]−3/2

,

в случае б) —

ϕ =

[√−3λ
5α0

cos

(
c2 ± 2w

3|α|√k/α0

)]−3/2

,
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в случае в) —

ϕ =

[√−3λ
5α0

ch

(
c2 ± 2w

3|α|√−k/α0

)]−3/2

.

Следовательно, с учетом (11) и соответствующего оператору X3 анзаца (см.
таблицу 1 [1]) из этих решений при c2 = 0 получаем решения исходного уравне-
ния (1)

ψ(t, x) =
exp(iα0t)[√
γ sh (αaxa)

]3/2 , λk < 0, α0k < 0, (17a)

ψ(t, x) =
exp(iα0t)

[
√−γ cos(αaxa)]

3/2
, λk < 0, α0k > 0, (17b)

ψ(t, x) =
exp(iα0t)

[
√−γ ch (αaxa)]

3/2
, λk > 0, α0k < 0, (17a)

где γ = 3λ/5α0, αaαa = 4|α0|/9|k|, αa — произвольные действительные параметры.
Редукция нелинейного уравнения (1) по оператору X4 = J12 + αJ , α ≥ 0,

приводит к трехмерному нелинейному уравнению (21) [1], которое в случае дей-
ствительной функции ϕ = ϕ(w), w = x2

1 + x2
2 сводится к ОДУ второго порядка

w2 d
2ϕ

dw2
+ w

dϕ

dw
− α2

4
ϕ+

λ

4k
wϕ7/3 = 0, λ ∈ R1

с частным решением

ϕ =

[
k
(
α2 − 9

4

)
λw

]3/4

. (18)

Воспользовавшись табл. [1] и формулой (39) [1] из решения (18) получим ре-
шение нелинейного уравнения (1)

ψ(t, x) = A3/4 exp
(
iβ arctg

C(2)x

C(1)x

)[
|x|2 − (C(3)x)2

]−3/4

, (19)

где A = k(α2 − 9/4)/λ > 0, C(1), C(2), C(3) — трехмерные ортонормированные
действительные векторы.
Ко всем построенным решениям уравнения (1) можно применить формулу ра-

змножения (37) [1] и тогда получим неразмножаемые многопараметрические се-
мейства решений. Поскольку выражения получаются довольно громоздкими, мы
приводим в таблице результаты размножения построенных решений с помощью
более простых формул (34) и (38) [1].
В случае α2 = α3 = ε2 = ε3 = 0, ε1 = v, k = −1 из решения (∗) (см. таблицу)

получаем решение

ψ(t, x1) =
exp −iv2

(
x1 +

(
v
2 − 9α2

1
2v

)
t
)

[
√−γ ch (α1x1 + α1vt)]

3/2
(20)
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одномерного (n = 1) нелинейного уравнения

iψt = −∂
2ψ

∂x2
1

+ λψ|ψ|4/3, λ < 0.

Решение (20) естественно назвать солитонным по аналогии с известным реше-
нием Захарова–Шабата [6]

ψ(t, x1) =

√
−λ

2
α1

exp
[
− iv

2

(
x1 +

(
v
2 − 2α2

1
v

)
t
)]

ch (α1x1 + α1vt)

нелинейного уравнения Шредингера

iψt = −∂
2ψ

∂x2
1

+ λψ|ψ|2, λ < 0.

2. Точные решения уравнения (2). Редукция уравнения (2) по оператору
X2 [1] преобразует его к свободному уравнению Шредингера (1) [1] с дополни-
тельным условием (6). Подстановка (6) в уравнение (1) [1] приводит к системе (7)
для функции P (t, x). Следовательно, получаем плосковолновое решение нелиней-
ного уравнения (2)

ψ = γ exp{i(kbabat+ baxa)}, ba ∈ R1. (21)

Рассмотрим теперь нелинейное эллиптическое уравнение

k∆ϕ+ λϕ
∂|ϕ|
∂xa

∂|ϕ|
∂xa

|ϕ|−2 = 0, (22)

которое получается из уравнения (2) редукцией по оператору X3 при α0 = 0 [1].
Любое решение уравнения (22) будет стационарным решением уравнения (2). Но
из этих стационарных решений, применяя формулы размножения, полученные в
[1], мы можем построить многопараметрические семейства нестационарных реше-
ний. Таким образом, представляется важным построить классы точных решений
уравнения (22).
Пусть в уравнении (22)

ϕ = ϕ(w), w = caxa, ca ∈ C1, (23)

тогда для ϕ получаем ОДУ второго порядка

caca

[
d2ϕ

dw2
+
λ

k
ϕ

(
d|ϕ|
dw

)2

|ϕ|−2

]
= 0. (24)

Если caca = 0, то уравнение (24) превращается в тождество и получаем реше-
ние уравнения (2)

ψ = F (caxa), (25)

где F — произвольная дважды дифференцируемая комплексная функция.
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Если caca > 0, ca ∈ R1, то уравнение (24) в случае λ/k = −1 удается полностью
проинтегрировать и получить решение исходного нелинейного уравнения (2)

ψ(x) =
exp
[
d3 − d1w ± i

√
2 arctg exp(2d1w + d2/2)

]√
1 + exp(4d1w + d2)

, (26)

где d1 > 0, d2, d3 ∈ R1, w = cawa.
Если caca > 0 и λ/k = −1, то нетрудно построить частное решение уравнения

(24), которое приводит к решению

ψ = (caxa + c0)1/λ1 , λ1 = 1 + λ/k = 0 (27)

уравнения (2).
Для построения новых решений уравнения (22) преобразуем его к системе двух

действительных уравнений с помощью замены

ϕ = R(x) exp{iP (x)}, (28)

где R, P — действительные функции.
Подставляя (28) в уравнение (22), получаем систему нелинейных уравнений

∆R = RPaPa − λ

k
RaRa/R,

R∆P = −2PaRa,
(29)

которая заменой

R =

{
exp{R1(x)}, λ/k = −1,

(R1)1/λ1 , λ/k = −1, λ1 = 1 + λ/k
(30)

сводится соответственно к системам

∆R1 = PaPa, ∆P = −2R1
aPa, λ1 = 0, (31)

∆R1 = λ1R
1PaPa, R1∆P = − 2

λ1
R1
aPa, λ1 = 0 (32)

(индексы a = 1, 2, 3 у функций P , R, R1 обозначают дифференцирование по пере-
менным xa).
Так как в случае P (x) = const, ∆R1 = 0, т.е. R1 — решение уравнения Лапласа,

системы уравнений превращаются в тождества, воспользовавшись (28) и (30),
получим семейство стационарных решений уравнения (2)

ψ(x) =

{
exp{R1(x)}, λ1 = 0,

(R1(x))1/λ1 , λ1 = 0.
(33)

В частности, для фундаментального решения R1 = 1
|x| трехмерного уравнения

Лапласа получаем решение уравнения (2)

ψ(x) =


exp

1
|x| ,

λ

k
= −1,

|x|−1/λ1 ,
λ

k
= −1.

(34)
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Рассмотрим теперь систему (31) с дополнительным условием

∆P = 0. (35)

Как известно, частное решение уравнения (35) задается формулой

P = f(caxa) + f(c∗axa), (36)

где caca = 0, f — произвольная дважды дифференцируемая действительная фун-
кция.
Подставляя выражение (36) в систему (31), после соответствующих преобразо-

ваний, в предположении, что R1 = R1(caxa, c∗axa) получаем ОДУ

d2R1

dV 2
= 1, V (x) = if(caxa) − if(c∗axa). (37)

Решая уравнение (37) и пользуясь формулами (28), (30), получаем еще одно
семейство решений уравнения (2) при λ/k = −1, которое содержит произвольную
функцию

ψ(x) = exp
{
− 1

2
(f(caxa) − f(c∗axa))

2 +

+ id1(f(caxa) − f(c∗axa)) + i(f(caxa) + f(c∗axa))
}
,

где caca = 0, d1, d2 ∈ R1.
Подстановка выражения (36) в систему (32) после соответствующих выкладок

позволяет получить решение нелинейного уравнения (2)

ψ(x) =



[
d1 exp

(√
λ1V (x)

)
+ d2 exp

(−√
λ1V (x)

)]1/λ1 ×
× exp{i(f(caxa) + f(c∗axa))}, λ1 > 0,[

d1 cos
(√−λ1V (x)

)
+ d2 sin

(√−λ1V (x)
)]1/λ1 ×

× exp{i(f(caxa) + f(c∗axa))}, λ1 < 0,

где caca = 0, d1, d2 ∈ R1, V (x) см. (37).
Все построенные выше стационарные решения нелинейного уравнения (2) легко

розмножить с помощью соответствующих формул [1] до многопараметрических
семейств нестационарных решений.
В заключении отметим, что в данной работе мы воспользовались только неско-

лькими редукционными уравнениями из четырнадцати, полученных в [1], для на-
хождения точных решений нелинейных уравнений (1), (2). С большим или мень-
шим успехом можно воспользоваться и другими редукционными уравнениями.
К сожалению, при дальнейшей редукции этих уравнений очень часто получаю-
тся нелинейные ОДУ второго порядка, которые не интегрируются в элементарных
функциях.

3. Нелинейные ДУРП с логарифмической нелинейностью. В работе [7]
доказано, что уравнение теплопроводности с нелинейным источником

λUt = ∆U + λU lnU, λ ∈ R1, U = U(t, x1, . . . , xn) (38)

инвариантно относительно алгебры Ли AG(1, n) с базисными операторами

Pt = ∂t, Pa = ∂a, Jab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, n, (39a)
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I =
λ

2
etU∂U , Ga = et∂a − xaI. (39b)

Алгебра AG(1, n) (39) принципиально отличается от алгебры Галилея AG(1, n)
коммутационными соотношениями [Pt,Ga] = Ga, [Pt, I] = I. Операторы Ga гене-
рируют группу преобразований

t′ = t, x′a = xa + vae
t, a = 1, n,

U ′ = U exp
[
−λ

2
et
(
xava + et

vava
2

)]
,

где va — произвольные действительные параметры.
Представляется полезным найти системы нелинейных ДУЧП, инвариантных

относительно алгебры AG(1, n). С этой целью рассмотрим системы нелинейных
эволюционных уравнений вида (3) [1]

λ1ψ
(1)
t = A

(1)
ab (ψ(1), ψ(2))ψ(1)

ab +B(1)(ψ(1), ψ(2), ψ
1

(1), ψ
1

(2)),

λ2ψ
(2)
t = A

(2)
ab (ψ(1), ψ(2))ψ(2)

ab +B(2)(ψ(1), ψ(2), ψ
1

(1), ψ
1

(2)),
(40)

где A(m)
ab , B

(m), m = 1, 2, — произвольные дифференцируемые комплексные или
действительные функции.

Теорема. Система уравнений (40) инвариантна относительно алгебры AG(1, n)
с базисными операторами (39а) и

Iλ =
et

2
(λ1ψ

(1)∂ψ(1) + λ2ψ
(2)∂ψ(2)), Ga = et∂a − xaIλ

тогда и только тогда, когда

A
(m)
ab = 0, a = b, A

(m)
aa = Cm(v),

B(m)(ψ(1), ψ(2), ψ
1

(1), ψ
1

(2)) = ψ(m)Fm(v, θ) + (1 − Cm(v))ψ(m)
a ψ(m)

a /ψ(m) +

+ λmCm(v)ψ(m)

∫
[Cm(v)ψ(m)]−1, m = 1, 2,

Cm, Fm — произвольные функции, v = (ψ(1))λ2(ψ(2))−λ1 , θ = ∂v
∂xa

∂v
∂xa

, λm ∈ C1.
Доказательство теоремы аналогично доказательству теорем 1, 2, 3 в работе [1].

Следствие. Если в системе (40) функции B(m) не зависят от производных,
то система инвариантна относительно алгебры AG(1, n) только тогда, когда
имеет вид

λ1ψ
(1)
t = ∆ψ(1) + λ1ψ

(1) lnψ(1) + ψ(1)F1(v),

λ2ψ
(2)
t = ∆ψ(2) + λ2ψ

(2) lnψ(2) + ψ(2)F2(v).
(41)

В случае системы комплексно-сопряженных уравнений шредингеровского типа
вместо системы (41) получаем уравнение

iψt = k∆ψ = iψ lnψ + ψF (|ψ|),
где F — произвольная функция, |ψ| =

√
ψψ∗, k ∈ R1.
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Computer algebra application
for determining Lie and Lie–Bäcklund
symmetries of differential equations
W.I. FUSHCHYCH, V.V. KORNYAK

The application of computer algebra for determining Lie and Lie–Bäcklund (LB)
symmetries of differential equations is considered. Algorithms for calculating the
symmetries are developed and implemented on the basis of computer algebra systems
REDUCE, AMP and FORMAC. The most effective and advanced program is written
in FORMAC. It finds LB symmetries completely automatically. In many cases the
program yields the full algebra of symmetries. If the program fails in full integration of
the determining system, it reduces the remaining determining equations to the system
in involution.

1. Introduction
The determination of point and contact Lie symmetries and Lie–Bäcklund sym-

metries of differential equations is one of the central problems in applied mathematics
and mathematical physics. The mathematical theory is rather well developed [10, 8],
but computing of the symmetries of certain systems of differential equations requires
extremely tedious symbolic manipulations. In many cases the only possibility to cope
with the task is the application of computer algebra. There are several programs and
packages for solving the problems in this field. The REDUCE package for obtaini-
ng determining systems of point symmetries was suggested by Schwarz [11]. This
package includes several programs for different kinds of differential equations and
systems. This work was developed by adding programs for solving the determining
systems [12], and the resulting package was successfully applied to many problems
in mathematical physics. In [1] the universal REDUCE program was suggested for
computing determining systems of point and contact symmetries of arbitrary systems
of differential equations. To obtain determining equations of LB symmetries the
FORMAC and REDUCE programs have been developed [2, 3]. We have also wri-
tten an analogous AMP program. It is very difficult or impossible to handle the
LB determining systems by hand, because generally they contain several hundreds
of equations (though linear and overdetermined). We should mention, also, a recent
FORMAC package CRACKSTAR [13], which is closely related with the subject consi-
dered. This package is intended for investigation of Lie-symmetries of pde’s and
dynamical symmetries of ode’s as well as other analytic properties.
Comparing different computer algebra systems (REDUCE 2, REDUCE 3.∅, AMP

6.4 and PL/I-FORMAC) we came to a conclusion that FORMAC is the most suitable
system for our purposes. Of course, it is out of date to some extent but much more
effective than REDUCE and AMP. We developed the FORMAC program LBF for
determining Lie–Bäcklund symmetries of arbitrary systems of differential equations.
The program creates the LB determining system, integrates it as far as possible and,

J. Symbolic Computation, 1989, 7, 611–619.
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if some part of the determining system remains, it reduces this part to the system in
involution, i.e. to system with all integrability conditions being explicit [4].
In this paper our consideration is given mostly to the general case of LB symmet-

ries, because point and contact symmetries are only special cases of LB ones. Readers
interested in the details of algorithms and programs concerning point and contact
symmetries are referred to papers mentioned above.

2. Mathematical background
We shall consider a system of s partial differential equations of kth order for m

functions uα in the n independent variables xi

F ν(xi, uα, uαi1···il) = 0,
ν = 1, . . . , s; α = 1, . . . ,m; i, i1, . . . , il = 1, . . . , n; l = 1 . . . , k,

(1)

where uαi1···il are jet bundle coordinates corresponding to the partial derivatives of u
α

with respect to xi1 , . . . , xil .
The LB group is defined as the tangent transformation group of infinite order. In

the terms of infinitesimal generators it means that coordinates of Lie-algebra depend
on the unlimited number of derivatives. The Lie-algebra vector called the LB operator
has the form

X = ξi
∂

∂xi
+ ηα

∂

∂uα
+
∑
l≥1

ζαi1···il
∂

∂uαi1···il
. (2)

Summation over twice occurring indices is always understood, ξi, ηα, ζαi1···il depend
on variables xi, uα, uαi1···il , and ζ

α
i1···il are generated recursively by

ζαi = Di(ηα) − uαjDi(ξj), ζαi1···il = Dil(ζ
α
i1···il−1

) − uαji1···ilDil(ξ
j). (3)

Di is the operator of total differentiation with respect to xi

Di =
∂

∂xi
+ uαi

∂

∂uα
+
∑
l≥1

uαii1···ul

∂

∂uαi1···il
. (4)

System (1) with all the differential consequences is called a differential manifold

[F ] : F ν = 0, Di(F ν) = 0, . . . , Di1Di2 · · ·Dil(F
ν) = 0, . . . . (5)

According to the definition systems, (1) is invariant with respect to LB group, if the
differential manifold [F ] is invariant, i.e.

X[F ]
∣∣
[F ]

= 0. (6)

There is a theorem staling that condition (6) is equivalent to

XF |[F ] = 0, (7)

i.e. it is sufficient to apply the X operator only to initial equations (1), but to consider
the differential consequences when transferring to the manifold.
It is easy to check that LB operators of the form

X∗ = ξi∗Di, (8)
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where ξi∗ are arbitrary functions of the x
i, uα, uαi1···il variables, and to leave the

artibrary differential manifold invariant, i.e. they do not contribute to the invariance
condition. These operators form the ideal in the Lie-algebra of all the LB operators.
Therefore, it is possible to consider, without loss of generality, the factor-algebra
of the complete Lie-algebra with respect to the above ideal. Each operator (2) is
equivalent in the factor-algebra to some operator with vanished ξi, viz.

X ∼ Y = X − ξiDi = (ηα − ξiuαi )
∂

∂uα
+ · · · .

Thus the elements of factor-algebra may be represented in the form

X = ηα
∂

∂uα
+
∑
l≥1

ζαi1···il
∂

∂uαi1···il
. (9)

Operators (9) are called “canonical operators”. Transition to canonical operators es-
sentially simplifies the calculations, since now it is sufficient to consider m functions
ηα instead of n + m functions ξi and ηα. Moreover, extension formulae (3) take a
simple form

ζαi = Di(ηα), ζαi1···il = Dil(ζ
α
i1···il−1

). (10)

In terms of canonical operators the invariance conditions, i.e. the determining equa-
tions, take the form(

ηα
∂F ν

∂uα
+Di(ηα)

∂F ν

∂uαi
+Di2(Di1(η

α))
∂F ν

∂uαi1i2
+ · · ·

) ∣∣∣
[F ]

= 0. (11)

This is a system of equations with respect to ηα. The solutions of the determining
equations depending on the derivatives of no more than kth order are called kth order
solutions. This definition allows the overdetermined system to be obtained, because
we can split the left part of (11) with respect to “free derivatives”, i.e. uαi1···il for l > k.
If the 1st order derivatives are not expressed by derivatives of a higher order in the
process of transition to manifold [F ], then the 1st order solutions contain point and
contact Lie symmetries. In particular, point symmetries are corresponding to the 1st
order solutions of the form

ηαpoint = ηα(xi, uβ) − ξj(xi, uβ)uαj , (12)

where α, β = 1, . . . ,m; i, j = 1, . . . , n; ξj and ηα are usual coordinates of the Lie-
algebra of point transformations. Note that the point transformation groups obtained
from the solutions of LB determining equations may be wider than the classical ones.
This may occur if some equations of the system under consideration are of an order
less than the maximum one of the system, because, when transferring to the manifold,
the LB symmetries imply the use of differential consequences, i.e. relations

F ν = 0, Di(F ν) = 0, . . . , Di1 · · ·Dil(F
ν), . . . ,

whereas the classical definition of point symmetries uses relations F ν = 0 only [8].
There are non-trivial LB symmetries of the 1st order, i.e. non-equivalent to point or
contact ones. It occurs, for example, for Dirac equations [14].
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3. Description of the program and algorithms
The LBF program is a single program acting completely automatically. Its text

contains 37 internal procedures besides the main one. The total length of the program
is now 1362 lines of PL/1-FORMAC code. We shall describe the program and its
algorithms illustrating some steps by the simple example of determining 1st order LB
symmetries for one-dimensional linear heat equation. To be more concrete, let us give
the full input and output for this task with the comments on the right side.

Input:

‘HEAT EQUATION’ — comment
1 — symmetry order
‘X, T ; U ’ — independent and dependent variables
‘UT − UXX’ — heat equation UT − UXX = 0.

(13)

To simplify the input and output expressions, the derivatives are represented by
concatenation of dependent and independent variables. Thus, if one uses multicharac-
ter symbols for variables one has to choose them so as to avoid ambiguities. If one
considers the system of equations, the corresponding character strings separated by
blanks must be added.

Output:

HEAT EQUATION
INDEPENDENT AND DEPENDENT VARIABLES:
X, T ; U
SYSTEM OF EQUATIONS:
1). UT − UXX = 0
GENERATORS OF LIE–BÄCKLUND SYMMETRIES OF THE 1ST ORDER:
1).
U == C1 UX + C2 (1/2 UX + T UX) + C3 (UX X + 2 T UT ) + C4

(T UX X + T 2 UT + U (1/2 T + 1/4 X2)) + C5 UT + C6 U + F1
DEPENDENCES OF FUNCTIONS:
F1 = F1(X,T )
REMAINING EQUATIONS:
1).
0 = F1.(T ) − F1.(X,X) — equation F 1

T − F 1
XX = 0 (14)

The designations Ci and Fi mean constants Ci and functions F i, U# means
∗
U ≡ η1. Taking into account formula (12) we see that the 1st order LB symmetries
appear to be point ones. Considering the coefficients at Ci and using (12) it is easy
to obtain the symmetry operators

e1 = ∂X , e2 =
1
2
XU∂U − T∂X , e3 = X∂X + 2T∂T ,

e4 = U

(
1
2
T +

1
4
X2

)
∂U −XT∂X − T 2∂T , e5 = ∂T , e6 = U∂U .

As is the case for every linear partial differential equation, there is also infinite-
dimensional subalgebra e∞ = F 1(X,T )∂U , where F 1 is an arbitrary solution of
equation (14). This example takes 47 seconds of CPU time and 260 Kbytes memory
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on the ES 1045 computer (under the OS/VS) with the internal performance of about
700 000 op/sec.
The LBF program consists of two main parts; the computation of determining

system, and the solution of that system. The 1st part is the improved and generalised
version of the program described in [2].
We use the sequencing of uαi1···il and derivatives of functions F

i, included in
symmetry generators, in the following way: sets of lower indices are ordered lexico-
graphically; after that the items are ordered in accordance with their upper indices.
The position of the item in such a row we shall call “ordinal”. This ordering permits to
perform the considerable part of calculations using the fast and non-wasting memory
of PL/I integer arithmetic only.
The program executes sequentially the following steps.

(1) Reading the input data and transforming them into internal form introducing
the ordering mentioned above.

(2) Computation of the differential consequences up to the required order and elimi-
nation of dependences thereof. The program tries to solve the system together
with differential consequences with respect to derivatives of the highest ordi-
nals which are included linearly in relations. To do this, the program uses the
Gauss excluding method. Note that differential consequences depend on the hi-
ghest order derivatives only linearly. Some equations may not contain linearly
included derivatives. The program marks such equations.
If the problem of classification is considered, then the system of equations

contains arbitrary parameters or functions. Some combinations of these items
may be used as denominators during the excluding process. Everywhere in the
program in similar situations such different denominators are memorised to be
printed at the end of program execution. It is necessary to consider separately
the cases when such combinations are zeros.

(3) The determination of symmetry variables, i.e. variables which the generators
depend on. (The generators do not depend on derivatives of an order higher than
the symmetry order and on derivatives excluded in the previous step.)

(4) Computation of canonical LB operator (9) and the result of its action on system
(1), i.e. computation of invariance conditions.

(5) Transition to manifold. The program eliminates the derivatives, excluded in step
(2), in the invariance conditions. If there are equations unresolved in step (2) the
program adds them to invariance conditions (11) having preliminarily multiplied
them by indefinite factors.

(6) Separation of the determining system with respect to free variables, i.e. deriva-
tives of an order higher than the symmetry order. The program separates the
equations not only with respect to different powers of the free variables but also
with respect to arbitrary different independent functions of such variables. It is
possible that the functions independent in general may be dependent in some
particular cases. For example, if uxx is a free variable, then from A sin(uxx) +
B cos(uxx) = 0 it follows that A = 0 and B = 0, but from Au2

xx + Bukxx = 0
it follows that A = 0 and B = 0 if k = 0, but A + B = 0 otherwise. Another
obvious example Af(uxx)+Bf ′(uxx) = 0 requires to consider the particular case



502 W.I. Fushchych, V.V. Kornyak

f = euxx . For subsequent consideration of similar particular cases the program
memorises all different separation factors containing arbitrary functions and
parameters. For the sake of economy of memory, during the separation process,
zeros are deleted immediately, i.e. when a one-term determining equation arises,
it and its differential consequences are substituted at once into all remaining
expressions.

(7) Exclusion of indefinite factors. Using the Gauss method the program excludes
indefinite factors if they were introduced at step (5).

At the end of the first part of the program the state of the determining
system (i.e. expressions for generators, dependences of functions, equations)
considered is for the example:

∗
u = F 1; F 1 = F 1(x, t, u, ux, ut);
F 1
t − F 1

xx − 2utuxF 1
uux

− 2utF 1
xux

− 2uxF 1
xu − u2

tF
1
uxux

− u2
xF

1
uu = 0,

F 1
xut

+ utF
1
uxut

+ uxF
1
uut

= 0, F 1
utut

= 0.

(8) Simplification of the determining system. The fragment of the program respon-
sible for this step is

BC = ‘1’B;

DO WHILE(BC);

BB = ‘1’B;

DO WHILE(BB);

BA = ‘1’B;

DO WHILE (BA);

CALL REDSYS(1); CALL ORTSYS(∅); BA = SMONINT;
END;

BB = INVOL;

END;

BC = RESTINT;

END;

Here, BA, BB, BC are the control variables. The very inner loop contains
the calls of the most efficient procedures. The REDSYS procedure is auxiliary.
It reduces the determining system to some canonical form. Argument “1” means
that the reduction begins from the first equation. (There are calls of REDSYS
from other procedures with different values of argument.) The call of the
ORTSYS(K) procedure reduces the determining system to the orthonomic form
[4], i.e. the derivatives of the highest ordinals (leading derivatives) are singled
out and substituted (with theirs differential consequences of the order up to K),
equations are ordered in accordance with the increase of ordinals of leading deri-
vatives. ORTSYS deletes the equations not containing derivatives after having
performed the corresponding substitutions. The SMONINT procedure integrates
the systems of monomial equations, i.e. systems of the form {F ji1···ik = 0}. Here,
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the lower index il means the differentiation with respect to the ilth symmetry
variable. The procedure yields the expression for F j simultaneously consideri-
ng all monomials for the given j. It allows the number of iterations to be
reduced. SMONINT substitutes also F j and its derivatives in other expressi-
ons and separates the determining system after that. If there are no monomial
equations in the determining system, then BA takes the value ‘∅’B and the loop
is completed.
After this loop the state of the determining system for the heat equation is

∗
u = F 3 + F 4u+ F 2ux + F 1ut;
F 1 = F 1(t), F 2 = F 2(x, t), F 3 = F 3(x, t), F 4 = F 4(x, t);
2F 2

x − F 1
t = 0, 2F 4

x − F 2
t + F 2

xx = 0, F 3
t − F 3

xx = 0, F 4
t − F 4

xx = 0.

The INVOL procedure performs the further integrations or reduces the
remaining part of the determining system to the system in involution by Riquier–
Janet method [4]. The method consists in calculating differential consequences
of equations and in excluding dependences out of them. INVOL tries to separate
and integrate the relations arising during this process. If it fails in integration,
then the system is reduced to the one in involution, and BB takes the value
‘∅’B; if otherwise, BB = ‘1’B, and the whole process is repeated. The INVOL
procedure integrates the monomials and often arising equations of the form
F ji1···ik = P , where P is the polynomial of the variables of differentiations.
As a rule, the combination of the above-mentioned operations is sufficient to

reveal the major part of dependences of the symmetry generators, because these
dependences are often polynomial. For instance, our example is completed by
the INVOL procedure. In some cases it is possible to go further in integration of
the remaining part of the determining system. This is effected by the RESTINT
procedure. In gaining experience, it is possible to add in this procedure some
particular and rare methods of integration. Now RESTINT contains the pro-
cedure for solving the ordinary differential equations or systems with constant
(with respect to differentiation variable) coefficients up to the 4th order, and the
procedure for solving differential equations of the 1st order with variable coeffi-
cients. The last procedure yields in non-polynomial cases the formal expressions
for indefinite integrals. BC takes the value ‘1’B if further simplification after
RESTINT is possible, and ‘∅’B, if otherwise.

(9) The last step of the LBF program is output. The internal designations are
replaced by more expressive ones. The expressions for generators are reduced to
some form simplifying the extraction of different one-dimensional subalgebras,
as in the example above. The program removes also superfluous functions or
constants if they arise during integration. For example, if F 1(X,Y ) and F 2(X)
are arbitrary functions, then F 1(X,Y ) + F 2(X) is equivalent to F 1(X,Y ). In
general, the output may contain two more items, in addition to those presented
in the example: the list of different denominators containing arbitrary functions
or parameters, and the analogous list of separation factors.



504 W.I. Fushchych, V.V. Kornyak

Let us demonstrate the result of the program application in obtaining the 1st order
symmetries of a more complicated non-linear equation [5]

∂u

∂τ
− �u− λu

∂u

∂xµ
∂u

∂xµ
= 0, (15)

where

� =
∂2

∂ϕ2
t

− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2
,

∂u

∂xµ
∂u

∂xµ
= u2

ϕt
− u2

x − u2
y − u2

z.

The LBF program gives the general solution having in terms of operators the form:

e1 = ∂x, e2 = ∂y, e3 = ∂z, e4 = ∂ϕt
, e5 = ∂x + x∂ϕt

,

e6 = ϕt∂y + y∂ϕt
, e7 = ϕt∂z + z∂ϕt

, e8 = y∂x − x∂y, e9 = x∂z − z∂x,

e10 = z∂y − y∂z, e11 = ϕ(u)∂u, e12 = ∂τ ,

e13 = x∂x + y∂y + z∂z + t∂t + 2τ∂τ ,

e14 = xτ∂x + yτ∂y + zτ∂z + tτ∂ϕt
+ τ2∂τ +

(
x2 + y2 + z2 − t2

4
− 2τ

)
ϕ(u)∂u,

e15 = τ∂x +
x

2
ϕ(u)∂u, e16 = τ∂y +

y

2
ϕ(u)∂u, e17 = τ∂z +

z

2
ϕ(u)∂u,

e18 = τ∂ϕt
− t

2
ϕ(u)∂u, e∞ = ψ(x, y, z, t, τ) exp

(
−λu

2

2

)
∂u,

where

ϕ(u) = exp
(
−λu

2

2

)∫
exp
(
λu2

2

)
du,

ψ(x, y, z, t, τ) is an arbitrary solution of equation

∂ψ

∂τ
− �u = 0. (16)

This example takes 5 min 18 s and 320 Kbytes on ES 1045. Generators e1–e10 create
the Poincaré algebra. As it follows from the above operators, equation (15) turned
out to be automorphic, i.e. all its solutions lie on one group orbit. It allows to reduce
non-linear equation (15) to linear one (16) using standard techniques of symmetry
analysis.

4. Conclusion
There are some problems in connection with the considered one where the com-

puter algebra may be successfully applied. For example, to complete the symmetry
analysis of the system of differential equations it is important to learn the subgroup
structure of the symmetry group, i.e. to classify the subalgebras of Lie-algebra of
symmetries into conjugacy classes. This problem is also important in many other
fields. In [9] the algorithm for classification of subalgebras of finite-dimensional Lie-
algebras and its computer implementation were described.
Modern development of symmetry analysis includes several approaches considering

non-local symmetries, i.e. symmetries depending on integrals or even more general
operators acting in the functional space of the dependent functions [7]. Some class of
such symmetries and corresponding algorithms and programs were considered in [6].
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On vector and pseudovector Lagrangians
for electromagnetic field

W.I. FUSHCHYCH, I.Yu. KRIVSKY, V.M. SIMULIK

A Lagrange function in terms of electromagnetic field strengths is constructed which is
a 4-vector with respect to the total Poincaré group P̃ (1, 3) and whose Euler–Lagrange
equivalent to the Maxwell equations. The advantages of the known pseudovector with
respect to the P̃ (1, 3) group Lagrange function are shown. The conservation quantities
on the basis of hte corresponding generalization of Noether theorem are found.

A development of Lagrange approach (L-approach) to electrodynamics in terms
of field strength tensor F = (Fµν) = (E,H) of the elcectromagnetik field, without
using the potentials Aµ, was discussed in [1–4]. It is easy to show that in terms
of (E,H) there is no scalar, with respect to the Poincaré group P (1, 3), Lagrange
function, for which the Euler–Lagrange (EL) equations coincide with the Maxwell
equations.
The aim of this paper is a construction of a P̃ (1, 3) vector Lagrangian in terms

of (E,H), i.e. a Lagrange function Lµ which is the vector with respect to the total
Poincaré group P̃ (1, 3) (including both P (1, 3) and the spase-time reflections) and for
which the EL equations are exactly equivalent to the original Maxwell equations. In
what follows such a Lagrangian Lµ will be called a Lagrange vector.
Let us represent the Maxwell equations

∂0E = curlH − j, div E = ρ, ∂0H = −curlE, div H = 0 (1)

in a manifestly covariant form

Qµ = jµ, Rµ = 0, µ = 0, 3 ≡ 0, 1, 2, 3. (2)

Here

Qµ ≡ Fµν,ν = ∂νF
µν(x), Rµ ≡ εFµν,ν , εFµν ≡ 1

2
εµνρσFρσ, (3)

F = (Fµν) is the field strength tensor:

F = (Fµν) = (E,H) : F 0i = Ei, F ij = εijkHk, Fµν = −F νµ, (4)

j is a current density:

j ≡ (jµ) = (ρ, j), j0 = ρ, j = (ji), i = 1, 2, 3, (5)

εµνρσ is the completely antisymmetric unit tensor, ε0123 = 1, and

x = (xµ) ≡ (x0, x1, x2, x3), ∂µ ≡ ∂/∂xµ. (6)

Nuovo Cimento B, 1989, 103, № 4, 423–429.
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The componets Qµ, Rµ of the vectors Q ≡ (Qµ) and R ≡ (Rµ) are connected with
the field strengths E ≡ (Ei) and H ≡ (Hi) as

Q0 = div E, Qi = (−∂0E + curlH)i ≡ −∂0E
i + εijk∂jH

k, (7)

R0 = div H, Ri = (−∂0H − curlE)i ≡ −∂0H
i − εijk∂jE

k. (8)

Now consider the 3rd-rank tensor Tµρσ and pseudotensor T ′µρσ (with respect to
the P̃ (1, 3) group), which are constructed with the help of the 4-vectors Qµ, Rµ (3):

Tµρσ ≡ a[gµρ(Qσ − jσ) − gµσ(Qρ − jρ)] + bεµνρσR
ν , (9)

T ′µρσ ≡ a′(gµρRσ − gµσRρ) + b′εµνρσ(Qν − jν), (10)

where a, b, a′, b′ are arbitrary constants.
Theorem 1. For any a, b, a′, b′ = 0 each of the sets of equations

Tµρσ = 0, (11)

T ′µρσ = 0 (12)

is equivalent to the original Maxwell equations (2).
One can easily verify the validity of this assertion by rewriting the components of

tensors T , T ′ (11), (12) in the explicit form.
Just the P̃ -tensor set of equations (11) and P̃ -pseudotensor set of equation (12)

will be used in this work for the construction of P̃ -vector L-approach to the electro-
magnetic field F = (E,H).
Let us introduce in addition to the Lagrange variable for tensor eletromagnetic

field the new Lagrange variables F̄ , F̄ ,µ which are dually conjugated to F , F ,µ (on
the manifold Φ0 of the solutions of Maxwell’s equations F̄ = εF , see (3)). The general
form of P̃ -vector Lagrangian

Lµ = Lµ(F, F ,ν , F̄ , F̄ ,ν), Lµ : R60 → R1 (13)

up to a total 4-divergence terms is the following:

Lµ = a1FµνQ
ν + a2FµνR̄

ν + a3εFµνR
ν + a4εFµνQ̄

ν + a5F̄µνQ̄
ν +

+ a6F̄µνR
ν + a7εF̄µνR̄

ν + a8εF̄µνQ
ν + (q1Fµν + q2εF̄µν)jν .

(14)

Here we have used also notations

Q̄µ ≡ F̄µν,ν , R̄µ ≡ F̄µν,ν , εF̄µν ≡ 1
2
εµνρσF̄ρσ. (15)

Theorem 2. The EL equations for P̃ -vector L = (Lµ) are equivalent to the Maxwell
equations if and only if the coefficients in (14) obey the conditions

a8 − a2 = a = −b′ = −q1 ≡ −q = 0,
a6 − a4 = a′ = −b = 0, a1 − a3 − a6 − a8 = a2 + a4 + a5 − a7 = 0.

(16)

Proof. The straightforward calculations of Lagrange derivatives for the Lagrangian
Lµ (14) lead to the result

δLµ/δFρσ = Tµρσ = 0, δLµ/δF̄ρσ = T ′µρσ = 0, (17)

if and only if conditions (16) are fulfilled.
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The four components of the Lagrange vector (14) generate four actions

Wµ(F, F̄ ) =
∫
d3xLµ(F (x), F̄ (x), ∂νF (x), ∂ν F̄ (x)), F, F̄ ∈ Φ, (18)

where F , F̄ belong to the set Φ of twice differentiable functions, and Φµ0 defines the
set of extremals of the action (18) with a fixed µ.

Theorem 3. The intersection Φ0 = ∩
µ
Φµ0 of the sets Φµ0 of extremals of four actions

(18), given by the Lagrangian Lµ (14) whose coefficients obey conditions (16) coin-
cides with the set of solutions of Maxwell equations (1).
Proof. The validity of this assertion follows from the derivation of the explicit form
of EL equations for (14), i.e. from (17) and the Theorem 1 about the equivalence of
the set of eqs. (11) or (12) and the Maxwell equations (2), i.e. (1).

The P̃ -vector Lagrangian (14), proposed here, has several advantages in compa-
rison with the P̃ -pseudovector Lagrangian from [3], which in our notations has the
form

Lµ = Lµ(F, F ,ν) = FµνRν − εFµν(Qν − jν). (19)

Firstly, Lagrangian (19) leads only to the pseudotensor system of eqs. (12), i.e. it
gives rise to the pseudotensor system of eqs. (12) in favour of the tensor system of eqs.
(11). That is a direct consequence of the pseudovector character of Lagrangian (19).
Let us note that without appealing to the additional Lagrange variable F̄ ≡ (F̄µν) it
is impossible to construct a P̃ -vector Lagrangian: the demand of function Lµ(F, F ,ν)
being a P̃ -vector leads to the expression

Lµ = Lµ(F, F ,ν) = FµνQν + εFµνRν , (20)

for which the EL equations are the identities.
Secondly, as is seen from the terms with the current in (19), the interaction

Lagrangian in [3] also is a P̃ -pseudovector one:

LµI = εFµνjν , L0
I = j · H, LiI = (j × E − ρH)i. (21)

A physical unsatisfactoriness of such an infraction is evident already from the fact that
the density of electric charge in (21) is connected not with the electric-field stengths
E but with the magnetic-field strength H.
Finally, the calculation of conserved quantities on the basis of Lagrangian (19)

gives the result that a P̃ -tensor generator of the Poincaré group is corresponded by
P̃ -pseudotensor conserved currents. This defect, together with the above-mentioned
ones, is eliminated by using the P̃ -vector Lagrangian (14).
Derivation or conserved quantities in the framework of the L-approach formulated

here demands a generalization of Noether theorem for the case of vector Lagrangian.

Theorem 4. Let

q̂ : F (x) → F ′(x) = q̂F (x) (22)

be an arbitrary invariance transformation of eqs. (2) with j = 0. Then the conserved
current θµν , constructed on the basis of the P̃ -vector Lagrangian Lµ (14) (of course
with j = 0) with the help of the formula

q̂ → θµν
df=
(
∂Lν
∂F ρσ,µ

F ′ρσ +
∂Lν
∂F ρσ,µ

F̄ ′ρσ
)
, F ′ ≡ q̂F, F̄ ′ ≡ q̂F̄ = εq̂F, (23)
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is symmetric and its divergence vanishes for any solutions of eqs. (2) whith j = 0:

∂µθ
µ
ν = 0. (24)

Proof. Derivation of currents (23) for Lµ (14) with j = 0 leads to the result

q̂ → θµν = A

(
FµαF ′αν + F ′µαFαν +

1
2
δµνF

αβF ′αβ

)
,

A = a1 − a2 + a7 − a8 = a3 + a4 + a5 + a6.

(25)

Summetry of tensor (25) is evident and eq. (24) is a consequence of the Maxwell
equations (2) with j = 0.
Note that in the vector L-approach the correspond (according to the Noether

theorem) to one generator of invariance transformation.
Let us give a short discussions of conserved quantities which are the concequences

of (25). We obtain, taking A = 1, that generators of 4-translations ∂µ according to
the formula (25) give the trivial current

∂µ → θµν(q̂ = ∂ρ) = (∂ρ)µν ≡ ∂ρT
µν , (26)

where Tµν is standard energv-momentum tensor for the field F = (E,H):

Tµν = FµαTαν +
1
4
δµνF

αβFαβ , T 0
µ = Lµ, (27)

L0 ≡ 1
2
(E2 + H2), Lj ≡ (E × H)j . (28)

For the analysis of integral conserved quantities

θ̄µ =
∫
d3x θ0µ(x) = const, θ0µ(x) = θ0µ(q̂) ≡ (q̂0µ) (29)

it is sufficient to write down the densities θ0µ, omitting the terms with spacelike
derivatives, which are not contributed in integral θ̄µ. We obtain from formula (25) for
the densities θ0µ, corresponding to the rest of generators of conformal algebra C(1, 3)
(for the definition of algebra C(1, 3) see, for example, [5]), the following expressions:

Ĵρσ → J0µ
ρσ = δµρLσ − δµσLρ, d̂→ D0µ = Lµ, (30)

K̂ρ → K0µ
ρ = 2(δαρD + Jρσgσµ), (31)

where

D ≡ xµLµ, Jρσ ≡ xρLσ − xσLρ. (32)

As one can see from (30)–(32), the C(1, 3)-generators q̂ = (∂̂, ĵ, d̂, k̂) lead here
to the conserved quantities, which are expressed in terms of well-known series of
main conserved quantities for the electromagnetic field F = (E,H), found by Bessel-
Hagen [6] on the basis of the L-approach for vector field A = (Aµ) of potentials,
namely

Pρ =
∫
d3xLρ(x), Jρσ =

∫
d3x (xρLσ(x) − xσLρ(x)),

D =
∫
d3xD(x), Kρ =

∫
d3x (2xρD(x) − x2Lρ(x)).

(33)
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It is interesting to note that formula (25) gives the identical zero for the generator
q̂ = ε of duality transformations. In order to obtain nontrivial conservation laws with
the help of ε let us remind ref. [1], where new invariance algebra A32 ⊃ C(1, 3) of
free Maxwell’s equations was found. A subset of the generators of the algebra A32

has the form of composition q̂ = εq̂ of C(1, 3) generators q̂ = (∂̂, ĵ, d̂, k̂) and the
generator ε. Formula (25) gives nontrivial conservation laws just for the generators
q̂′ = (ε∂̂, εĵ, εd̂, εk̂). The corresponding integral conservation laws expressed in terms
of series

Zµρ =
∫
d3xZµ

ρ (x), Zµρσ =
∫
d3x (xρZµ

σ − xσZµ
ρ ),

Zµ =
∫
d3xxνZµ

ν (x),
c

Z
µ
ρ =

∫
d3x (2xρxσZµ

σ − x2Zµ
ρ )

(34)

of conserved quantities having polarization nature. In (34) the densities Z of con-
served quantities are expressed in the terms of Lipkin’s Zilch tensor [7] (in Kibble’s
notation [8])

Zµ
ρ ≡ Z0|µ

ρ , Z0|µ
ρ = F ναεF ,µ

αρ − εF ναF ,µ
αρ . (35)

The conservation laws (34) were found in [4–10] without using the L-approach and
Noether theorem (except in ref. [10], where a parameter-dependent Lagrangian in
terms of potentials was used).
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Нелиевские симметрии и нетеровский
анализ законов сохранения
для уравнения Дирака
В.И. ФУЩИЧ, И.Ю. КРИВСКИЙ, В.М. СИМУЛИК

Сформулировано и доказано обобщение теоремы Нетер о законах сохранения на слу-
чай произвольных преобразований инвариантности уравнений математической физи-
ки. Найдены новые алгебры инвариантности уравнения Дирака (128-мерная алгебра
инвариантности уравнения с m = 0 и 44-мерная алгебра инвариантности уравнения
с m �= 0). Соответствующие законы сохранения вычислены по теореме Нетер и по
приведенному обобщению этой теорема.

Введение
Цель настоящей работы — провести нетеровский анализ законов сохранения

для уравнения Дирака, порождаемых различными (как лиевскими, так и нели-
евскими) симметриями, на основе теоремы Нетер [1–5] и ее обобщения. Под
нетеровским анализом мы понимаем следующее. Если некоторое уравнение ма-
тематической физики получено как следствие вариационного принципа, а именно,
если найдена функция Лагранжа такая, что для нее уравнения Эйлера–Лагранжа
совпадают с данным уравнением (или эквивалентным ему), то законы сохранения
вычисляются по известной формуле, задаваемой теоремой Нетер.
Нетеровский анализ законов сохранения применялся до сих пор только в случае

лиевских симметрии (т.е. преобразований инвариантности уравнений математиче-
ской физики, задаваемых лиевскими операторами, которые порождают локальные
преобразования).
Нетеровский анализ законов сохранения для уравнения Дирака — следствий

локальных лиевских алгебр инвариантности, задаваемых генераторами из класса
операторов Ли [6, 7], — выполнен в [4] . Сохраняющиеся величины — следствия
нелиевских [8–11] алгебр инвариантности уравнения Дирака — найдены в [11] без
использования теоремы Нетер, поскольку соответствующее обобщение теоремы
Нетер отсутствовало среди известных обобщений этой теоремы [2–5]. Также не по
теореме Нетер находились и бесконечные серии законов сохранения zilch-типа [12,
13] для уравнения Дирака, поэтому нетеровская связь этих законов с симметрий-
ными свойствами уравнения Дирака не исследована и представляет интерес. Толь-
ко сравнительно недавно [14] теорема Нетер обобщена на случай преобразований
из групп Ли–Беклунда, а в [15, 16] теорема Нетер обобщена для произвольных
нелиевских преобразований инвариантности, которые включают преобразования
Ли–Беклунда в качестве частного случая. Многочисленные примеры нелиевских
преобразований инвариантности уравнений Дирака и Максвелла найдены в [8–11].
Даже для такого хорошо известного объекта, как спинорное поле, существует

много методик нахождения сохраняющихся величин, соответствующих той или
иной симметрии уравнения Дирака, например, [4, 12, 13]. Иначе говоря, одному

Препринт 89.49, Киев, Институт математики АН УССР, 1989, 39 c.
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и тому же преобразованию инвариантности уравнения Дирака по разным мето-
дикам соответствуют различные сохраняющиеся величины. И поэтому из разли-
чных соответствий “оператор симметрии — закон сохранения” необходимо выбрать
физически адекватное соответствие для всего множества преобразований инвари-
антности уравнения Дирака, соответствующих как лиевским, так и нелиевским
симметриям.
Выбор физически адекватного соответствия “оператор симметрии — закон со-

хранения” можно осуществить с помощью теоремы Нетер в рамках лагранжева
подхода (L-подхода) для спинорного поля Ψ, поскольку этот подход основан на
релятивистски инвариантной форме принципа наименьшего действия, который яв-
ляется более общим, чем сами уравнения движения. Аргументом в пользу физи-
ческой адекватности устанавливаемого таким путем соответствия “оператор сим-
метрии — закон сохранения” является то, что по этой методике геометрическим
симметриям, связанным о однородностью и изотропностью пространства–времени,
соответствуют хорошо известные энергия-импульс и 4-момент количества движе-
ния. В настоящей работе на основе теоремы Натер установлено, каким симметриям
уравнения Дирака соответствуют законы сохранения zilch-типа, обсуждавшиеся в
[12, 13]. Для этой цели, кроме обобщения теоремы Нетер пришлось установить
новые симметрийные свойства уравнения Дирака. Эти новые симметрии уравне-
ния Дирака аналогичны найденным в [17, 18] симметрия уравнений Максвелла,
которые в [17–24] были использована для нетеровского анализа электромагни-
тных законов сохранения. Для различных форм уравнений Максвелла была уста-
новлена 32-мерная алгебра инвариантности A32 в классе простейших нелиевских
операторов — классе L1 матрично-дифференциальных операторов первого порядка
по переменной x, а также и соответствующая ей группа инвариантности. Именно
такому классу операторов, а не более узкому классу — классу операторов Ли, при-
надлежат сами операторы rot, div и (iγµ∂µ −m) уравнений Максвелла и Дирака.
Нахождений простейшей нелиевской алгебры инвариантности A32 основыва-

лось на том факте, что генератор преобразования Хевисайда–Лармора–Райнича
[25–27] (НLR) для уравнений Максвелла коммутирует с генераторами других ли-
евских симметрии этих уравнений, что дает возможность значительно расширить
алгебру инвариантности в классе L1 путем привлечения композиции оператора
HLR и операторов других лиевских симметрии. Эта алгебра инвариантности по-
строена в [17, 18], а позже в работе [28].
В этом отношении уравнение Дирака обладает значительно более богатой сим-

метрией, чем уравнение Максвелла, поскольку для него существует 8 операторов,
подобных оператору HLR, в случае m = 0 и 4 оператора в случае m = 0. По-
этому представляет интерес отыскание соответствующей алгебры инвариантности
для уравнения Дирака.
Настоящая работа посвящена нахождению алгебр и соответствующих групп

инвариантности уравнения Дирака в классе L1 и анализу соответствующих со-
храняющихся величин на основе теоремы Нетер и ее обобщения. Установлена
нетеровская связь дополнительных законов сохранения zilch-типа с симметрия
уравнения Дирака, задаваемыми операторами из класса L1.
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1. Обобщение теоремы Нетер на нелиевские симметрии
1.1. Используемые обозначения, понятия и исходные предположения. Обо-

значим через Rx (r + 1)-мерное многообразие:

Rx = {x}, x = (x0, x1, . . . , xr) = (xµ)rµ=0 ≡ (xµ), µ = 0, r ≡ 0, 1, . . . , r, (1)

через Cm — m-мерное комплексное многообразие (m-мерная комплексная пло-
скость); через Ψ = Ψ(·) — m-компонентную комплекснозначную функцию над
Rx:

Ψ = (Ψ1, . . . ,Ψm) = (Ψs)ms=1 ≡ (Ψs) : Rx → Cm. (2)

Изложение иллюстрируем на примере (произвольной) системы

F s(x,Ψ(x), ∂µΨ(x), ∂µ∂νΨ(x)) = 0, s = 1,m ≡ 1, 2, . . . ,m, (3)

m уравнений в частных производных для Ψ = Ψ(·) не выше второго порядка,
которую записываем также в матричной форме

F (x,Ψ(x), ∂µΨ(x), ∂µ∂νΨ(x)) = 0, F = (F s)ms=1 ≡ (F s), (3a)

где

F : Rx × Cm(r+2+(r+1)2) → Cm. (4)

Систему (3) иногда кратко называем уравнением (3a) = (3).
Пусть для уравнения (3) построен L-подход, т.е. найдена такая функция

L = L(x,Ψ,Ψ,µ), L : Rx × Cm(r+2) → R1, (5)

что множество Φ0 ⊂ Φ экстремалей действия

W (Ψ) ≡
∫
dxLψ(x), Ψ ∈ Φ,

∫
dx ≡

∫
Rx

dx, dx ≡ dx0dx1 · · · dxr, (6)

где dx — мера Лебега в Rx,

LΨ(x) ≡ L(x,Ψ(x), ∂µΨ(x)), Ψ ∈ Φ, x ∈ Rx, (7)

совпадает с множеством Φ0 решений уравнения (3). Иначе говоря, требуется, что-
бы система уравнений (3) совпадала или была эквивалентна системе уравнений
Эйлера–Лагранжа (ЭЛ)

δL
δΨs

≡ ∂L
∂Ψs

∣∣∣∣∣Ψ→ Ψ(x)
Ψ,µ → ∂µΨ(x)

− ∂µ

 ∂L
∂Ψs

,µ

∣∣∣∣∣Ψ→ Ψ(x)
Ψ,µ → ∂µΨ(x)

 ≡

≡ ∂L
∂Ψs

| − ∂µ
∂L
∂Ψs

,µ

| = 0, s = 1,m,

(8)

(символ —| обозначает замену
Cm � Ψ → Ψ(·) ∈ Φ, Cm � Ψ,µ → ∂µΨ(·), (9)
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а по дважды повторяющемуся индексу подразумевается суммирование в области
его изменения).
Индекс Ψ у LΨ(x) подчеркивает тот факт, что определяемая по (7) функция

LΨ : Rx → R1 является композицией функций L (5) и Ψ ∈ Φ, т.е. вид функции LΨ

(7) зависит как от вида функции L (5), так и от вида функции Ψ ∈ Φ. Функцию
L (5) естественно назвать первичной функцией Лагранжа, а функцию LΨ (7) —
вторичной функцией Лагранжа. Здесь достаточно, чтобы функция L (5) была
непрерывно дифференцируема по каждому из своих аргументов в области ее опре-
деления и чтобы область Φ определения действия W (6) состояла из некоторого
множества непрерывно дважды дифференцируемых функций Ψ (2).
Систему уравнений ЭЛ (8) записываем также в матричной форме

δL
δΨ

≡ ∂L
∂Ψ

| − ∂µ
∂L
∂Ψ,µ

| = 0,
δL
δΨ

≡
(
δL
δΨs

)m
s=1

≡
(
δL
δΨs

)
(8a)

и кратко называем уравнением ЭЛ (8a) = (8). Подчеркнем еще раз, что точное сов-
падение уравнения ЭЛ (8) с уравнениями (3) не обязательно, требуется лишь их
эквивалентность, т.е. совпадение множества решений уравнений (3) с множеством
Φ0 ⊂ Φ экстремалей действия (6).
Кроме действия W (6) используем также действие

W (Ω,Ψ) =
∫

Ω

dxLΨ(x) ≡
∫

Ω

dxL(x,Ψ(x), ∂µΨ(x)), Ω ⊂ Rx, Ψ ∈ Φ, (10)

где Ω — произвольное борелево множество в Rx.
Пусть в Rx заданы n-параметрические инфинитезимальные преобразования

x→ x′ = x+ αaϕa(x) ≡ x+ ϕ(x, α) ∈ Rx, α ≡ (αa)na=1 ∈ Rn, (11)

покомпонентно

xµ → x′µ = xµ + αaϕµa ≡ xµ + ϕµ(x, α);
ϕa ≡ (ϕµa)

r
µ=0 : Rx → Rx,

(11a)

в которых (2r + 1)n функций ϕµa непрерывны, т.е. удовлетворяют условиям

ϕa(x+ αa
′
ϕa′(x)) = ϕa(x) +Ra(x, α),

lim
α→0

Ra(x, α) = 0, x ∈ Rx.
(12)

Для обсуждения вопроса о законах сохранения (ЗС), порождаемых различными
преобразованиями инвариантности (ПИ) уравнения (3) или, что все равно, урав-
нения ЭЛ (8) или, наконец, множества Φ0 ⊂ Φ, достаточно рассматривать инфи-
нитезимальные преобразования в области Φ опеределения действия (10). Полезно
различать три типа преобразований в Φ.
А. Преобразованиями первого типа называем инфинитезималльные n-парамет-

рические преобразования

Ψ(x) → Ψ′(x) = (1 + αaQ̂a(x))Ψ(x) ≡ F (Ψ(x), x, α), Ψ,Ψ′ ∈ Φ, (13)

покомпонентно

Ψs(x) → Ψ′s(x) = Ψs(x) + αaQ̂sas′(x)Ψ
s′(x) ≡ F s(Ψ(x), x, α), (13a)
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где

Q̂a ≡ (Q̂sas′), Q̂aΨ(x) =
(
fsa(Ψ, x)

∂

∂Ψs
| − ϕµa(x)

∂

∂xµ

]
Ψ(x) ≡

≡
[
fsa(Ψ, x)

∂Ψ
∂Ψs

]
Ψ→Ψ(x)

− ϕµa(x)∂µΨ(x),
(14)

а функции

fa ≡ (fsa)
m
s=1 : Cm ×Rx → Cm (15)

непрерывны, т.е. удовлетворяют условиям

f0(Ψ + αa
′
fa′(Ψ, x), x+ αa

′
ϕa′(x)) = fa(Ψ, x) +Ra(Ψ, x, α), (16)

lim
α→0

Ra(Ψ, x, α) = 0, (Ψ, x) ∈ Cm ×Rx. (16a)

Слагаемые в Q̂a = Q̂1a − Q̂2a:

Q̂1aΨ(x) = fsa(Ψ, x)
∂Ψ
∂Ψs

| ≡ fsa(Ψ(x), x)Ψs(x),

Q2aΨ(x) = ϕµa(x)∂µΨ(x)
(17)

называем, соответственно, “спиновой”, и “орбитальной” частями преобразования
(13).
Б. Прообразованиями второго типа называем инфинитезимальные n′-парамет-

рические преобразования

Ψ(x) → Ψ′′(x) = Ψ(x) + βb(κ̂bΨ)(x) ≡ Ψ(x) + (κ̂(β)Ψ)(x), b = 1, n′, (18)

задаваемые по существу произвольными линейными операторами κ̂b, b = 1, n′ в Φ,
не связанными с преобразованиями аргумента функции Ψ ∈ Φ.
В. Преобразованиями третьего типа называем следующую специфическую

композицию преобразований первого и второго типов:

Ψ(x) → Ψ′′′(x) = Ψ(x) + αa(κ̂Q̂aΨ)(x) = Ψ(x) + (κ̂Q)(x), (19)

где

Q(x, α) ≡ αaQ̂aΨ(x), (20)

а κ̂ — любой из операторов κ̂b в (18).
Смысл преобразований (19) в Φ как специфической композиции преобразова-

ний (13) первого типа и преобразований (18) второго типа в том, что оператор κ̂

применяется не к преобразованной по закону (13) функции Ψ′ ∈ Φ, а только к
“α-малой” добавке (20) к функции Ψ′ в формуле (13).
Сделаем несколько разъясняющих замечаний.
Преобразования (13) первого типа задаются функциями ϕa в (11a) и fa (15),

удовлетворяющими условиям (12) и, соответственно, (16), и суть стандартные пре-
образования Ли в Φ. При этом “орбитальные” операторы

ϕ̂a(·) ≡ ϕ̂µa(·)∂/∂xµ (21)
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— генераторы преобразований аргумента функций Ψ ∈ Φ — можно считать за-
данными на подходящей области, например, в гильбертовом пространстве L2(Rx)
×Ck с любым k, где можно корректно решать вопрос о коммутационных соотно-
шениях для операторов ϕa (21), а также о восстановлении конечных “орбитальных”
преобразований по экспоненциальному ряду

Φ̂(x, α) = exp(αaϕ̂a(x)) ≡ exp(αaϕµa(x)∂µ). (22)

“Спиновые операторы”

f̂a(·, x) ≡ f̂sa(·, x)∂/∂Ψs (23)

— генераторы преобразований значений Ψ(x) функций Ψ ∈ Φ, обычно называемых
преобразованиями формы, — можно считать заданными на соответствующей обла-
сти в гильбертовом пространстве L2(Cm) × Ck с любым k, где можно корректно
решать вопрос о коммутационных соотношениях для операторов fa (23), а также о
восстановлении конечных “спиновых” преобразований по экспоненциальному ряду

F1(Ψ, x, α) = exp(αafa(Ψ, x)) ≡ exp(αafsa(Ψ, x)∂/∂Ψs). (24)

Спиновые операторы могут параметрически зависеть от x. Если они не зави-
сят от x, то преобразования (13) (и порождаемые ими конечные преобразования)
называют локальными.
Если операторы (21) удовлетворяют соотношениям

[ϕ̂a, ϕ̂b] = Ccabϕ̂c, a, b, c = 1, n, (25)

с некоторыми числами Ccab, то операторы {I, ϕ̂a} — суть генераторы алгебры Ли
A(Ccab), определяемой структурными константами C

c
ab, а конечные преобразования

(22) образуют соответствующую группу Ли G. Если операторы (23) удовлетворяют
тем же коммутационным соотношениям (25), то натянутая на орты {I, f̂a} алгебра
есть представление алгебры Ли A(Ccab), а конечные преобразования (24) образуют
либо представление группы Ли G, либо же оба представления (22) и (24) образуют
представление некоторой накрывающей группы Ли G̃.
Здесь мы не будем обсуждать вопросы, связанные с математически корректным

определением и восстановлением конечных преобразований, порождаемых инфи-
нитезимальными преобразованиями (13) с произвольными функциями ϕµa и fsa ,
поскольку формулировка и доказательство теоремы Нетер о ЗС не связана ни
с конечными преобразованиями, ни с вопросом о том, порождают ли инфините-
зимальные преобразования (13) какую-либо группу или даже алгебру, и какую
именно. Тем более, что в простейших случаях, которыми иллюстрируется ниже
данное рассмотрение, конечные преобразования практически легко восстанавли-
ваются.
Замечания последнего абзаца относится также и к преобразованиям (18) вто-

рого и (19) третьего типов. При этом важно подчеркнуть, что в преобразованиях
(18) второго типа операторы κ̂ могут вовсе не быть операторами Ли. Они мо-
гут быть преобразованиями Ли–Беклунда или более общими, например, псевдо-
дифференциальными операторами ПИ уравнений математической физики, много-
численные примеры которых рассмотрены в работах [8–11], или даже операторами
дискретных преобразований (например, C-, P -, T -операторами). В этом смысле па-
раметризацию преобразований (18) второго типа можно рассматривать лишь как
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способ нумерации (индексификации) различных операторов κ̂b в Φ, так что термин
“инфинитезимальные” в отношении преобразований (18) может оказаться весьма
условным.
В отличие от этого преобразования (13) первого типа ассоциируются с теми

же параметрами, что и преобразования (11) в Rx. Последние хотя бы для неко-
торого подмножества параметров α обычно ассоциируются с преобразованиями
перехода от одних систем отсчета к другим, и тогда параметры α = (αa) (или
хотя бы часть из них) имеют четкий физический смысл. Преобразования (11) в Rx
поэтому называются геометрическими. Параметры α = (αa) преобразований (19)
третьего типа не обязательно совпадают с параметрами α в (11), совпадает лишь
их число; важно, однако, что при формулировке теоремы Нетер о ЗС для преобра-
зований (19) третьего типа область Ω в действии (10) преобразуется так же, как
и в случае преобразований (13) первого типа, т.е. лишь за счет геометрических
преобразований (11).
В этой связи может показаться, что нет смысла различать преобразования тре-

тьего и первого типов. Однако существенное отличие преобразований (13) первого
и (19) третього типов хотя бы в следующем. Даже в том случае, когда опера-
тор κ̂ в (19) (как и операторы Q̂a (14), определяющие преобразования (13)) есть
операторы Ли, оператор результирующего преобразования (19) уже не есть опе-
ратор Ли [6, 7, 11]. Например, в простейщем случая, когда Φ есть пространство
двухкомпонентных функций Ψ = (Ψ1,Ψ2), а

Q(x, α) = αµ∂µΨ(x), κ̂ = γ ≡
∣∣∣∣ 0 −1

1 0

∣∣∣∣ , (26)

(т.е. в (17) fsa(Ψ, α) = 0, ϕµa(x) = −δµa ), для (19) получаем
Ψ′′′(x) = Ψ(x) + αµγ∂µΨ(x) ≡ [Ψ + Q̂(Ψ, x, α)Ψ]Ψ→Ψ(x), (27)

так что нелиевость генератора преобразований (27) очевидна:

Q̂(Ψ, x, α) = αµ
(

Ψ1 ∂2

∂Ψ2∂xµ
− Ψ2 ∂2

∂Ψ1∂xµ

)
. (27a)

В этом частном случае, когда оператор κ̂ — матричный, оператор (27а) есть опе-
ратор Ли–Беклунда. Но, конечно, для произвольного оператора κ̂ преобразования
(19) выходят за клас Ли–Беклунда.
Заключительное замечание касается возможности объединить преобразования

(13), (18) и (19) всех трех рассматриваемых типов единой формулой. Для этого
введем многомерный параметр

ξ = (α, β, γ) ≡ (ξu), α = (αa), β = (βb), γ = (γc ≡ γab);

u = 1, (n+ n′ + nn′), a = 1, n, b = 1, n′, c = 1, nn′.
(28)

Используя параметры (28), все три инфинитезимальные преобразования (13), (18)
и (19) можно записать в виде

Ψ(x) → Ψ(x, ξ) = Ψ(x) + ξu(R̂uΨ)(x) ≡
≡ Ψ(x) + αaQ̂aΨ(x) + βbκ̂bΨ(x) + γabκ̂bQ̂aΨ(x).

(29)
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В сущности, инфинитезимальность рассматриваемых здесь преобразований в
Rx и Φ означает, что ввиду независимости параметров ξµ фактически рассматри-
ваются семейства однопараметрических преобразований

x→ x′ = x+ θϕu(x) ∈ Rx; u = a, b, ab; ϕb = 0, ϕab = ϕa; (30)

Ψ(x) → Ψu(x, θ) = Ψ(x) + θR̂uΨ(x), (31)

где θ ≡ ξu = αa при u = a, θ = βb при u = b и θ = γab при u = ab,

R̂a = Q̂a, R̂b = κ̂b, R̂ab = κ̂bQ̂a. (31a)

1.2. Формулировка и доказательство обобщенной теоремы Нетер о законах
сохранения.

Теорема 1. Пусть при каждом однопараметрическом преобразовании (30) в Rx
функции Ψ ∈ Φ преобразуются по закону (31), а действие W (10) по закону

W (Ω,Ψ) →Wu(Ω,Ψ, θ) =
∫

Ωu

dxL(x,Ψu(x, θ), ∂µΨu(x, θ)), (32)

где Ωu есть область в Rx, полученная из области Ω ⊂ Rx преобразованием
x→ x− θϕu(x), обратным к преобразованию (30) (в линейном по параметру θ
приближении). Пусть сужение W 0 = W |Φ0 действия (10) на множество Φ0 ⊂ Φ
решений уравнений ЭЛ (8) инвариантно относительно каждого преобразова-
ния (32), т.е.

Wu(Ω,Ψ, θ) = W (ω,Ψ) для Ψ,Ψu ∈ Φ0, Ω ⊂ Rx, u = a, b, ab. (33)

Тогда на подмножестве Φ0 ⊂ Φ имеют место следующие ЗС в дифференциаль-
ной форме

∂µR
µ
u(x) = 0, u = a, b, ab, (34)

где компоненты тока Ru = (Rµu) в матричной записи имеют вид

Rµu(x) ≡ ϕµu(x)LΨ(x) +
∂L
∂Ψ,µ

|R̂uΨ(x). (35)

Если, кроме того, компоненты (35) токов Ru равны нулю на бесконечности
в R�x ⊂ Rx (где �x ≡ (x1, . . . , xr) ⊂ x), то следующие величины сохраняются:

R̃u(t) ≡
∫
d�xR0

u(x) = const, u = a, b, ab,

∫
d�x =

∫
R	x

d�x, (36)

где t ≡ x0, а d�x ≡ dx1 · · · dxn есть мера Лебега на подмножестве R�x ⊂ Rx.

Доказательство. Прежде всего требуется вычислить правую часть (32) инфините-
зимально, т.е. в линейном по параметру θ приближении. Произведя в (32) замену
переменных интегрирования

x→ x+ θϕu(x) =⇒ Ωu → Ω,
dx→ Ju(x, θ)dx, Ju ≡ det |∂µ(xν + θϕνu(x))|,

(37)
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получаем

Wu(Ω,Ψ, θ) =
∫

Ω

dxJu(x, θ)Lu(x, θ), (38)

где

Lu(x, θ) ≡ L(x+ θϕu(x),Ψu(x+ θϕu(x), θ), (∂µΨu)(x+ θϕu(x), θ)), (39)

(∂µΨu)(x+ θϕu(x), θ) ≡ ∂Ψu(x, θ)
∂xµ

∣∣∣
x→x+θϕu(x)

. (39a)

Вычисление нужных величин в линейном по параметру θ приближении (т.е.
инфинитезимально), как легко убедиться, дает

Ju(x, θ)
i= 1 + θ∂µϕ

µ
u(x),

Ψu(x+ θϕu(x), θ)
i= Ψ(x) + θ(R̂u + ϕνu(x)∂ν)Ψ(x),

∂µΨu(x, θ)
i= ∂µΨ(x) + θ∂µR̂uΨ(x),

(∂µΨu)(x+ θϕu(x), θ)
i= ∂µΨ(x) + θ(ϕνu(x)∂ν∂µ + ∂µR̂u)Ψ(x),

Lu(x, θ) i=L(x+ θϕu(x),Ψ(x) + θ(R̂u + ϕνu(x)∂ν)Ψ(x),

∂µΨ(x) + θ(ϕνu∂ν∂µ + ∂µR̂u)Ψ(x) i=LΨ(x) + θ

{
∂L
∂xµ

|ϕµu(x) +

+
∂L
∂Ψ

|(R̂u + ϕνu(x)∂ν)Ψ(x) +
∂L
∂Ψµ

(ϕνu(x)∂ν∂µ + ∂µR̂u)Ψ(x)
}

(40)

(суммирование по u не подразумевается).
При выводе приведенных инфинитезимальных равенств существенно использу-

ются условия (12) и (16) на функции ϕa и fa, линейность оператора κ̂b, непре-
рывная дифференцируемость первичной функции Лагранжа L (5) и непрерывная
дважды дифференцируемость функции Ψ ∈ Φ.
С учетом (40) для линейного по θ приращения действия за счет преобразования

(32) получим

δWu ≡Wu −W
i= θ

∫
Ω

dx

[
∂µϕ

µ
uLΨ(x) +

∂L
∂Ψ

|R̂uΨ(x) +

+
∂L
∂Ψ,µ

|∂µR̂uΨ(x)
]
, Ψ ∈ Φ.

(41)

Сужение этого равенства на подмножество Φ0 ⊂ Φ, где выполняются уравнения
ЭЛ (8а), дает

δ0Wu = θ

∫
Ω

dx∂µ

[
LΨ(x)ϕµu(x) +

∂L
∂Ψµ

|R̂uΨ(x)
]
, Ω ⊂ Rx, Ψ ∈ Φ0. (42)

Теперь, ввиду произвольности θ и Ω ⊂ Rx, условие δ0Wu = 0 теоремы 1 (т.е.
инвариантность сужения действия W (10) на подмножество Φ0 ⊂ Φ относительно
преобразования (32)) приводит к равенству нулю подинтегрального выражения в
(41) в каждой точке x ∈ Rx, т.е. к утверждению (34). Интегрируя (34) по d�x
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по всему множеству R�x ⊂ Rx, при условии исчезновения на бесконечности в R�x
компонент Rµu(x) токов Ru, получаем

0 =
∫
d�x∂µR

µ
u(x) ≡ ∂0

∫
d�xR0

u(x) +
∫
d�x∂jR

j
u(x) = ∂0

∫
d�xR0

u(x), (43)

что и означает справедливость утверждения (36). Теорема доказана.

Сделаем несколько замечаний в связи с приведенной теоремой.

Замечание 1. Во избежание громоздкости выкладок мы упростили приведенное
выше рассмотрение тем, что в функции Лагранжа L (5) опустили сопряженные
переменные Ψ̄, Ψ̄,µ, которые непременно появляются в случае, когда строится
L-подход для уравнения (3) как уравнения для комплекснозначной функции Ψ
(2), в этом случае первичная функция Лагранжа есть функция удвоенного числа
переменных (а также переменной x ∈ Rx):

L = L(x,Ψ, Ψ̄,Ψ,µ, Ψ̄,µ), L : Rx × Cm(2r+3) → R1. (5a)

При этом и действие W (6) становится функционалом удвоенного числа перемен-
ных

W (Ψ, Ψ̄) =
∫
dxLΨΨ̄(x) =

=
∫
dxL(x,Ψ(x), Ψ̄(x), ∂µΨ(x), ∂µΨ̄(x)), Ψ, Ψ̄ ∈ Φ,

(6a)

причем независимые переменные Ψ, Ψ̄ без каких-либо ограничений можно считать
пробегающими одно и то же множество Φ. С учетом этого, кроме уравнения ЭЛ
(8) = (8a), появляется “сопряженное” к нему уравнение

δL
δΨ̄

≡ ∂L
∂Ψ̄

| − ∂µ
∂L
∂Ψ̄,µ

|, Ψ, Ψ̄ ∈ Φ0. (8б)

Независимые переменные Ψ, Ψ̄ ∈ Φ на подмножестве Φ0 ⊂ Φ экстремалей действия
W (6а) становятся зависимыми, причем для Ψ̄ ∈ Φ0 применяется надлежащее
“правило сопряжения”

Ψ(x) → Ψ̄(x) = Ψ+(x)Γ0, Ψ+(x) ≡ (Ψ(x))∗T ; (44)

здесь матрица Γ0 выбирается такой, чтобы уравнение (8б) было эквивалентным
уравнению (8а) = (8) и следовательно, исходящему уравнению (3a) = (3).
При формулировке теоремы Нетер о ЗС с учетом указаного уточнения прио-

бразование (31) в Φ дополняется преобразованием переменной Ψ̄ ∈ Φ следующим
образом:

Ψ̄(x) → Ψ̄u(x) = Ψ̄(x) + θΨ̄(x)
←̂
R̄u,

ˆ̄Ru ≡ Γ−1
0 R̂+

u Γ0, (31б)

где стрелка “←” в (31б) обозначает, что дифференциальная часть оператора ˆ̄Ru
действует налево, т.е.

(Ψ̄(x)
←̂
R̄u)s

df
= Ψ̄s′(x)(Γ−1

0

←̂
R

+
u Γ0)ss ≡ (Γ−1

0 R̂+
u Γ0)s

′
s Ψ̄s′(x). (45)
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Нетрудно убедиться, что с учетом этого уточнения для компонет Rµu токов в
ЗС (34) вместо формулы (35) теорема Нетер дает

Rµu(x) = ϕµu(x)LΨΨ̄(x) +
∂L
∂Ψ,µ

|R̂uΨ(x) + Ψ̄(x)
←̂
R̄u

∂L
∂Ψ̄,µ

|, (35a)

причем конструкция (36) именно с R0
u(x) и (35а) есть сохраняющаяся величина.

Приведенное уточнение существенно по крайней мере в двух пунктах. Во-
первых, именно привлечение концепции Ψ̄ как независимой лагранжевой перемен-
ной дает возможность корректно рассматривать в L-подходе такие преобразования
инвариантности уравнения (3), как преобразования из алгебры A8 (см. раздел 2
и замечание 5). Во-вторых, — и это, по-видимому, наиболее существенно, — да-
же в случае вещественных многокомпонентных функций Ψ иногда невввозможно
построить удовлетворительный L-подход, не привлекая концепцию сопряженных
переменных Ψ̄. Подобная ситуация возникает при построениии релятивистски ин-
вариантного L-подхода для электромагнитного поля в терминах напряженностей
( �E, �H) = (Bµν) [17–24].

Замечание 2. Хорошо известно, что функция Лагранжа L (5а), для которой урав-
нения ЭЛ (8а, б) эквивалентны даному уравнению (3a) = (3), не единственна,
причем различные функции Лагранжа (5а) могут отличаться друг от друга бо-
лее чем на слагаемое, которое во вторичной функции Лагранжа LΨΨ̄ совпадает
с дивергенцией ∂µF (x) некоторой функции F : Rx → R1. Функции Лагранжа,
для которых уравнения ЭЛ хотя и различны, но эквивалентны даному уравне-
нию, в работах [29–31] названы s-эквивалентными. Примеры таких существенно
различных функций Лагранжа для электромагнитного поля приведены в работах
[17–24]. Ясно, что одно и то же преобразование инвариантности (31) уравнения
(3) при различных s-эквивалентных функциях Лагранжа дает по данной теореме
Нетер разные сохраняющиеся величины. Ситуация здесь аналогичны той, которая
возникает при вычислении законов сохранения другими методами (см. например,
[11–13, 32–34]), т.е. не по теореме Нетер, а, например, по формулам

R̃u =
∫
d�xΨ+(x)M̂R̂uΨ(x) (46)

с различными метрическими операторами M̂ , при которых конструкция (46) есть
сохраняющаяся величина.
В этой связи возникают вопросы, например, о том, какой из различных со-

храняющихся величин отдать предпочтение в качестве соответствующей данному
преобразованию инвариантности (31). Или, какая из сохраняющихся величин, со-
ответствующих генератору ∂0 трансляций во времени при различных способах
их вычисления является энергией системы. Наконец, какая из s-эквивалентных
функций Лагранжа является предпочтительной и чем именно.
В случае некоторых известных полей удается дать вполне определенные ответы

на эти вопросы. Например, в случае спинорного поля из всех способов нахождения
сохраняющихся величин можно отдать предпочтение способу вычисления сохра-
няющихся величин по данной теореме Нетер и по скалярной функции Лагранжа
(см. ниже L (80)), поскольку именно при таком соглашении временному сдвигу
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t → t′ = t + a0 в Rx с вещественным положительным параметром a0, порождаю-
щему преобразование инвариантности (31) уравнения Дирака в виде

Ψ(x) → Ψa0(x) = (1 + a0R̂a0)Ψ(x) ≡ (1 − a0∂0)Ψ(x), (47)

соответствует энергия спинорного поля, т.е.

R̃a0 ≡
∫
d�x

∂L
∂Ψ,0

|(−∂0)Ψ + (−∂0Ψ̄)
∂L
∂Ψ,0

| =
∫
d�xΨ+ĤΨ,

Ĥ ≡ �α�̂p+ βm, pj = −i∂j .
(48)

В случае электромагнитного поля указанный критерий дает возможность найти
подходящую функцию Лагранжа в терминах напряженностей �E и �H в релятивис-
тки инвариантном L-подходе для этого поля [20–24].

Замечание 3. Условие (33) данной теоремы Нетер о ЗС, эквивалентное требова-
нию, чтобы преобразование (31) было преобразованием инвариантности уравнения
(3), является, конечно, достаточным, но не необходимым.
В разделе 2 приведен пример однопараметрического семейства преобразований

(31) для спинорного поля, которые не являются преобразованиями инвариантности
уравнения Дирака (с m = 0), но для которых утверждение (36) выполняется. Одна-
ко, во-первых, этот факт обнаружен лишь для специфических преобразований, а
именно, собственно конформных преобразований, генераторы которых выражаю-
тся через генераторы группы Пуанкаре (см. [11], а также теорему 4 в [15]), и,
во-вторых, вычисление ЗС по формулам (35а), (36) даже в таких случаях разум-
но называть нетеровскими, поскольку результат таких вычислений оказывается
совпадающим с вычислением этих ЗС по теореме Нетер (т.е. по формулам (35а),
(36) с использованием соответствующих преобразований инвариантности уравне-
ния Дирака). Таким образом, если для некоторого поля Ψ величина, вычисленная
по нетеровским формулам (35а), (36), оказывается сохраняющейся, то нетеровская
формула (36) в этом смысле “восстанавливает” преобразование инвариантности
уравнения движения (3) для этого поля.
Конкретизируем теорему в случае конформной группы C(1, 3) преобразований

и некоторых ее обобщений.
Через 15 вещественных параметров

α = (αa)15a=1 = (a, ω, b,κ), a = (aµ), ω = (ωµν), b = (bµ), (49)

(где aµ — сдвиг вдоль оси µ = 0, 3, ωµν = −ωνµ — угол поворота в плоско-
сти µν, bµ и κ — параметры собственно конформных и масштабных преобра-
зований) запишем инфинитезимальные C(1, 3)-преобразования в пространстве-
времени Rx ≡ {x = (xµ)}, µ = 0, 3, в виде

x→ x′ =
(

1 + aµ∂µ +
1
2
ωµνMµν + bµKµ + κd

)
x, (50)

∂µ ≡ ∂

∂xµ
, Mµν = xµ∂ν − xν∂µ, (51a)

Kµ = 2xµd− x2∂µ, d = xµ∂µ. (51б)
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Пусть в пространстве Φ = {Ψ} m-компонентных функций Ψ: Rx → Cm (или в
Cm) задано некоторое локальное представление собственной ортохронной группы
Лоренца L+ = O+(1, 3), определяемое матричными генераторами — (m × m)-
матрицами Sµν = (Ssµνs′ ; s, s

′ = 1,m), удовлетворяющими соотношениям

[Sµν , Sρσ] = g(µρSνσ) ≡ gµρSνσ + gρνSσµ + gνσSµρ + gσµSρν . (52)

Пусь некоторая m×m-матрица коммутирует со всеми матрицами Jµν ,

[Sµν , S] = 0. (53)

Теорема 2. Операторы в Φ

∂µ = ∂/∂xµ, ĵµν = Mµν − Sµν , d̂ = d− S, (54a)

K̂µ = Kµ − 2Sµνxν − 2Sxµ = 2xµd̂− x2∂µ − 2Sµνxν , (54б)

задаваемые операторами (51) и любыми m×m-матрицами Sµν , S, удовлетво-
ряющими соотношениям (52), (53), являются образами в Φ C(1, 3)-генераторов
(51), т.е. удовлетворяют тем же соотношениям (в ковариантной форме), что
и генераторы (51):

[∂µ, ∂ν ] = 0, [∂µ, ĵρσ] = gµρ∂σ − gµσ∂ρ, (55a)

[ĵµν , ĵρσ] = −g(µρĵνσ) ≡ −gµρĵνσ − gρν ĵσµ − gνσ ĵµρ − gσµĵρν , (55б)

[∂µ, d̂] = ∂µ, [∂µ, K̂ν ] = 2(gµν d̂− ĵµν), [ĵµν , d̂] = 0, (55в)

[K̂µ, ĵρσ] = gµρK̂σ − gµσK̂ρ, [d̂, K̂µ] = K̂µ, [K̂µ, K̂ν ] = 0. (55г)

Доказательство. Непосредственная проверка убеждает, что операторы (54) удо-
влетворяют соотношениям (55) при условиях (52), (53).
Инфинитезимальные C(1, 3)-преобразования в Φ, порождаемые генераторами

(54), запишем в виде

Ψ′(x) = (1 − αaq̂a)Ψ(x) ≡
(

1 − aµ∂µ − 1
2
ωµν ĵµν − bµK̂µ − κd̂

)
Ψ(x). (56)

Здесь знаки выбраны так, чтобы орбитальные слагаемые (54), задаваемые опера-
торами (51), порождались обратным к (50) преобразованиям аргумента x функций
Ψ ∈ Φ. Слагаемое Sµν в операторе ĵµν в (54а) называют оператором спина пре-
образований Лоренца O+(1, 3). Аналогично этому слагаемое S в операторе d̂ в
(54а) называют спином дилатации, а слагаемое Sµ ≡ 2Sµνxν + 2Sxµ в (54б) на-
зываем конформным спином. Заметим, что каждое уравнение для поля Ψ нулевой
массы может быть инвариантно относительно C(1, 3)-преобразований (56) лишь с
некоторым фиксированным спином дилатации S.
Приведм удобную методику вычисления ЗС для C(1, 3)-преобразований (56) в

Φ и их определенных обобщений в виде легко проверяемого следствия теоремы 1.

Теорема 3. Пусть C(1, 3)-преобразования (56), порождаемые генераторами (54)
с некоторой матрицей S, суть преобразования инвариантности ЭЛ (8а, б) для
некоторого безмассового поля Ψ и выполняются все условия теоремы 1. Тогдя
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15 сохраняющихся величин Rµa (35а), порождаемые C(1, 3)-алгеброй инвариан-
тности теории, имеют следующую структуру (в матричной форме записи):

Pµρ = −δµρL +
∂L
∂Ψ,µ

|∂ρΨ + (∂ρΨ̄)
∂L
∂Ψ̄,µ

|, (57)

Jµρσ = Mµ
ρσ + Sµρσ, Dµ = Sµ + xρPµρ , (58)

Kµ
ρ = 2xρDµ − x2Pµρ + 2xσSµρσ, (59)

где

Sµ ≡ − ∂L
∂Ψ,µ

|SΨ − Ψ̄S̄
∂L
∂Ψ̄,µ

|, (60)

Mµ
ρσ ≡ xρP

µ
σ − xσP

µ
ρ , (61)

Sµρσ ≡ − ∂L
∂Ψ,µ

|SρσΨ − Ψ̄S̄ρσ
∂L
∂Ψ̄,µ

|. (62)

Пусть некоторый оператор γ коммутирует со всеми генераторами (54)
C(1, 3)-преобразований (56) в Φ и является генератором преобразований ин-
вариантности уравнений ЭЛ (8а, б), так что преобразования (называемые
γC(1, 3)-преобразованиями)

Ψ(x) → Ψ′′′(x) = (1 − αaq̂′a)Ψ(x), q̂′a = γq̂, (63)

суть пребразования инвариантности третьего типа (19). Тогда, наряду с то-
ками (57)–(59), сохраняющимися являются также токи

T ′µρ , J ′µρσ, K ′µρ , D′µ, (64)

которые вычисляются по формулам (57)–(59) с заменой в них базисных вели-
чин Pµρ , S

µ
ρσ, S

µ базисными величинами

P ′µρ ≡ ∂L
∂Ψ,µ

γ∂ρΨ + (∂ρΨ̄)γ̄
∂L
∂Ψ̄,µ

− δµρL, (65)

S′µρσ ≡ − ∂L
∂Ψ,µ

γSρσΨ − Ψ̄S̄ρσγ̄
∂L
∂Ψ̄,µ

, (66)

S′µ ≡ − ∂L
∂Ψ,µ

γSΨ − Ψ̄S̄γ̄
∂L
∂Ψ̄,µ

. (67)

В случае m = 0 очевидным образом сужается симметрия и число сохраня-
ющихся величин.

Доказательство теоремы проводится подстановкрй генераторов q̂ (54) и генера-
торов q̂′ = γq̂ в формулу (35а) теоремы 1.
В следующем разделе иллюстрируется применение теоремы 1 и ее следствия —

теоремы 3 — в случае спинорного поля, удовлетворяющего уравнению Дирака.
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Замечание 4. Отметим, что понятие базисных величин используется здесь только
для выработки простой и удобной методики нахождения ЗС и не связано с выде-
лением линейно или функционально независимых ЗС. Используемое нами понятие
базисных величин отличается от понятия базиса ЗС, введеного в [35]; последние
понятие, кстати, также не выделяет линейно или функционально независимые за-
коны сохранения.

2. Законы сохранения как следствия
нелиевских симметрий уравнений Дирака

2.1. Алгебры инвариантности уравнения Дирака в классе L1. Класс L1 мат-
рично-дифференциальных операторов первого порядка по переменной x является
простейшим классом нелиевских операторов. Целесообразность выделения именно
этого класса для анализа симметрийных свойств уравнений Дирака и Максвелла
обусловлена двумя причинами. Во-первых, именно такому классу операторов при-
надлежат сами операторы этих уравнений, тогда как класс L0 операторов Ли явля-
ется более узким классом, чем класс L1 матрично-дифференциальных операторов,
которому принадлежат операторы уравнений Максвелла и Дирака. Во-вторых, ал-
гебра инвариантности в классе L1 легко восстанавливается до соответствующей
группы инвариантности (см. п. 2.3).
В [17] предложен способ расширения алгебры инвариантности уравнения (3),

задаваемой операторами Ли, до алгебры, задаваемой простейшими нелиевскими
операторами (см. теорему 6 в [17]). Проиллюстрируем применение этой методики
для спинорного поля, удовлетворяющего уравнению Дирака

(iγµ∂µ −m)Ψ(x) = 0, m ≥ 0, (68)

где для определенности выбрано представление Дирака–Паули γ-матриц:

γ0 =
∣∣∣∣ 1 0

0 −1

∣∣∣∣ , γk =
∣∣∣∣ 0 σk

−σk 0

∣∣∣∣ , γ4 = γ0γ1γ2γ3, (69)

σ1 =
∣∣∣∣ 0 1

1 0

∣∣∣∣ , σ2 =
∣∣∣∣ 0 −i
i 0

∣∣∣∣ , σ3 =
∣∣∣∣ 1 0

0 −1

∣∣∣∣ . (70)

В [4] показано, что максимальной алгеброй инвариантности уравнения Дирака
с m = 0 в классе L0 операторов Ли является 23-мерная алгебра C(1, 3) ⊕ A8, а в
случае m = 0 — 14-мерная алгебра P (1, 3) ⊕A4.
Если параметры α = (αa) соответствующих групп преобразований веществен-

ны и в окрестности единицы задают преобразование Ψ ∈ Φ в виде

Ψ(x) → Ψ′(x) = (1 − αaq̂a)Ψ(x), (71)

то генераторы q̂a указанных преобразований имеют следующий явный вид: C(1, 3)-
генераторы — вид (54) с

Sµν =
1
4
(−γµγν + γνγµ), S = −3

2
I, (72)

(где I — единичная матрица, которую часто опускаем), а генераторы алгебры
A8 ⊃ A4 (в случае, если выбрано представление (69) для γ-матриц) имеют вид

I, i, iγ2C, γ2C; (73)
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γ4, iγ4, γ0γ3γ1C, iγ0γ3γ1C, (74)

где генераторы A4 выделены формулою (73),

CΨ = Ψ∗. (75)

Коммутационные соотношения генераторов (73), (74) имеют вид

[i, iγ2C] = −2γ2C, [i, γ2C] = 2iγ2C,

[γ2C, iγ2C] = −2i, [iγ4, γ0γ3γ1C] = 2iγ2C,

[γ4, iγ0γ3γ1C] = −2γ2C, [γ0γ3γ1C, iγ0γ3γ1C] = 2i,
[i, γ0γ3γ1C] = −2iγ0γ3γ1C, [i, iγ0γ3γ1C] = 2γ0γ3γ1C,

[γ2C, iγ4] = 2iγ0γ3γ1C, [γ2C, iγ0γ3γ1C] = 2iγ4,

[iγ2C, iγ4] = −2γ0γ3γ1C, [iγ2C, γ0γ3γ1C] = −2iγ4

(76)

(остальные коммутаторы равны нулю). Из теоремы 6 в [17] следует, что справе-
длива такая теорема.

Теорема 4. В классе L1 алгеброй инвариантности уравнения Дирака с m = 0
является 128-мерная алгебра A128 с базисными элементами

I, i, iγ2C, γ2C, γ4, iγ4, γ0γ3γ1C, iγ0γ3γ1C,

q̂ = (∂, ĵ, K̂, d̂), q̂′ = (iq̂, iγ2Cq̂, γ2Cq̂, γ4q̂, iγ4q̂, γ0γ3γ1Cq̂, iγ0γ3γ1Cq̂),
(77)

а алгеброй инвариантности уравнения Дирака с m = 0 является 44-мерная
алгебра A44, натянутая на генераторы

I, i, iγ2C, γ2C, q̂ = (∂, ĵ), q̂′ = (iq̂, iγ2Cq̂, γ2Cq̂), (78)

где ∂, ĵ, K̂, d̂ даны формулами (54). Алгебра A128 изоморфна алгебре

C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕ C(1, 3) ⊕A8,

а алгебра A44 изоморфна алгебре

P (1, 3) ⊕ P (1, 3) ⊕ P (1, 3) ⊕ P (1, 3) ⊕A4.

Пользуясь соотношениями для γ-матриц

γµγν + γνγµ = 2gµν , (79)

легко показать, что все генераторы (73), (74) алгебры A8 коммутируют или анти-
коммутируют с оператором уравнения Дирака, а именно, операторы I, i, iγ2C, γ2C
из (73) коммутируют, а операторы γ4, iγ4, γ0γ3γ1C, iγ0γ3γ1C из (74) антиком-
мутируют с оператором iγµ∂µ. Поскольку вся восьмерка генераторов алгебры A8

коммутирует с массовым членом, то ясно, что только операторы (73) являются пре-
образованиями инвариантности уравнения Дирака при m = 0, а для случая m = 0
все восемь операторов (73), (74) являются преобразованиями инвариантности. Да-
лее, легко установить, что все операторы (73), (74) коммутируют с операторами
∂, ĵ, K̂, d̂ (54) и, кроме того, генераторы I, γ2C, iγ2C, iγ4 являются эрмитовыми
(их квадраты равны единице), а генераторы i, γ4, γ0γ3γ1C, iγ0γ3γ1C — анти-
эрмитовыми (их квадраты равны минус единице). Таким образом, выполняются
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условия теоремы 6 в [17]. С учетом этого, а также из хорошо известного факта,
что уравнение Дирака при m = 0 конформно инвариантно, а при m = 0 — инва-
риантно только относительно преобразований из группы P (1, 3), становится ясной
справедливость утверждения теоремы 2.

2.2. Вычисление законов сохранения — следствий алгебр инвариантности
уравнений Дирака в классе L1. Поскольку лагранжев подход для спинорного
поля, удовлетворяющего уравнению Дирака (68), хорошо известен, см., например,
[36, 37], а скалярная (относительно группы Пуанкаре) функция Лагранжа имеет
сравнительно простой вид

L =
i

2
(Ψ̄γµΨ,µ − Ψ̄,µγ

µΨ) −mΨ̄Ψ, Ψ̄ = Ψ+γ0, (80)

то спинорное поле является удобным объектом для иллюстрации конкретного при-
менения приведенного в разделе 1 обобщения теоремы Нетер (тем более, что тео-
рема 2 дает простейшие нелиевские алгебры инвариантности).
Рассмотрим сначала случай m = 0.
Функция Лагранжа (80) приводит к следующему виду базисных величин (60)–

(62) для C(1, 3)-законов сохранения — следствий конформной алгебры инвариан-
тности уравнения Дирака с m = 0 в классе операторов Ли:

Sµ = 0, Pµρ = Ψ̄γµp̂ρΨ − i

2
∂ρΨ̄γµΨ, (81)

Sµρσ =
i

2
Ψ̄{γµ, Sρσ}+Ψ, p̂ρ ≡ i∂ρ, {A,B}+ ≡ AB +BA, (82)

после чего легко выписать все 15 сохраняющихся токов по формулам (57)–(59).
Это приводит к хорошо известным C(1, 3)-сохраняющимся величинам для поля Ψ

Pµ =
∫
d3xPµ(x), (83)

Jµν =
∫
d3x(xµPν − xνPµ + Ψ+iSµνΨ), (84)

D =
∫
d3xD(x), (85)

Kµ =
∫
d3x(2xµD − x2Pµ + 2ixνΨ+SµνΨ), (86)

где плотности энергии-импульса и дилатации имеют вид

Pµ(x) ≡ Ψ+i∂µΨ ≡ Ψ+p̂µΨ, (87)

D(x) ≡ xµPµ +
3
2
iΨ+Ψ. (88)

Заметим, что результат (86) получается для оператора K̂µ из (54б) не только
при S = − 3

2I (когда K̂µ является генератором преобразования инвариантности
уравнения Дирака), но и в случае произвольного S = τI с τ = − 3

2 (т.е. когда
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K̂µ не является генератором преобразования инвариантности уравнения Дирака).
Это — конкретный пример, иллюстрирующий приведенное выше замечание 3 о
достаточности условий теоремы 1.
Из структуры ЗС (83)–(86) видно, что теорема Нетер дает следующую об-

щую формулу для C(1, 3)-сохраняющихся величин, реализующих определенное
соответствие “генератор — закон сохранения” для генераторов преобразований,
задаваемых вещественными параметрами:

q̂a → q̃a
df
=
∫
d3x

(
∂L
∂Ψ,0

q̂aΨ + Ψ̄q̄a
∂L
∂Ψ̄,0

)
=
∫
d3xΨ+q̂квa Ψ,

q̂квa ≡ iq̂a, (q̂a) = (∂, ĵ, K̂, d̂).
(89)

Интересно отметить, что правая часть формулы (89) универсальна в том смыс-
ле, что подстановка в правую часть этой формулы любого генератора qa (77) ал-
гебры A128 дает сохраняющуюся величину:

i

∫
d3xΨ+(x)q̂aΨ(x) ≡ Q1a(t) = const, q̂a ∈ A128 (90)

(в этой связи см. [32]). Однако вычисление сохраняющихся величин непосред-
ственно по обобщенной теореме Нетер (теорема 1, т.е. по формулам (35а), (36))
для всех генераторов q̂a (77), кроме, конечно, C(1, 3)-генераторов q̂ = (∂, ĵ, K̂, d̂),
дает сохраняющиеся величины, отличные от (90). В этой связи напомним, что
полученные в работах [12, 13, 32–34] формулы для бесконечных серий законов со-
хранения zilch дают, вообще говоря, другие методики вычисления ЗС для любого
из генераторов q̂ ∈ A128. Таким образом, одному и тому же преобразованию ин-
вариантности уравнения Дирака по разным методикам соответствуют различные
сохраняющиеся величины.
Очевидно, что физически адекватным соответствием генератор — закон со-

хранения можно считать соответствие, даваемое (обобщенной) теоремой Нетер, в
которой используется скалярная функция Лагранжа, поскольку именно этот путь
непротиворечивым образом реализует три основных физических принципа — прин-
цып наименьшего действия, принцип релятивизма и принцип, согласно которому
из однородности и изотропности пространства-времени следует такие хорошо изве-
стные сохраняющиеся величины, как энергия-импульс и 4-мерный момент коли-
чества движения спинорного поля. Законы сохранения, вычисленные по формулам
(35а), (36) с использованием скалярной функции Лагранжа (80), будем называть
нетеровскими.
Нетеровский ЗС q̃, соответствующий генераторам q̂a ∈ A8, имеют вид

ĩ =
∫
d3xΨ+Ψ, (91)

ĩγ2C = −1
2

∫
d3x(Ψ+γ2Ψ + Ψ̄γ2Ψ̄+), (92)

γ̃2C = − i

2

∫
d3x(Ψ+γ2Ψ − Ψ̄γ2Ψ̄+), (93)

γ̃4 = −i
∫
d3xΨ+γ4Ψ, (94)
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˜γ0γ3γ1C = − i

2

∫
d3x(Ψ+γ0γ3γ1Ψ + Ψ̄γ0γ3γ1Ψ̄+), (95)

˜iγ0γ3γ1C = −1
2

∫
d3x(Ψ+γ0γ3γ1Ψ − Ψ̄γ0γ3γ1Ψ̄+) (96)

(генераторы I, iγ4 дают тривиальные сохраняющиеся величины). Нетеровские ЗС
для генераторов q̂ ∈ A8 не совпадают с ЗС, получаемыми для этих генераторов по
формуле (90).
Вычислим теперь сохраняющиеся величины, соответствующие простейшим не-

лиевским преобразованиям инвариантности из A128 (77). Заметим, что γ4q̂, γ2Cq̂,
iγ2Cq̂ с q̂ ∈ C(1, 3) дают тривиальные серии сохраняющихся величин, каждый
из 45 элементов которых равен нулю, поэтому токи, соответствующие указанным
генераторам, не выписываем.
Базисные iγ4C(1, 3)-токи имеют вид

S′µ ≡ (iγ4)µ = 0, (97)

P ′µρ ≡ (−iγ4∂ρ)µ = Ψ̄γ4γµ∂ρΨ +
1
2
∂ρΨ̄γµγ4Ψ, (98)

S′µρσ ≡ (iγ4Sρσ)µ = −1
2
Ψ̄{γµ, Sρσ}γ4Ψ. (99)

На основе полученных выражений 15 сохраняющихся токов этой серии выписыва-
ются без затруднений по формулам (98), (58), (59). Соответствующие законы со-
хранения имеют вид

P ′µ =
∫
d3xP ′µ(x), (100)

J ′µν =
∫
d3x(xµP ′ν − xνP ′µ − Ψ+γ4SµνΨ), (101)

D′ =
∫
d3xD′(x), (102)

K ′µ =
∫
d3x(2xµD′ − x2P ′µ − 2xνΨ+γ4SµνΨ), (103)

где

P ′µ(x) ≡ −Ψ+γ4∂µΨ ≡ Ψ+iγ4p̂µΨ, (104)

D′(x) ≡ xµP ′µ − 3
2
Ψ+γ4Ψ. (105)

Базисные γ0γ3γ1CC(1, 3)-токи имеют вид

S′′µ ≡ (−γ4γ2C)µ =
i

2
(Ψ̄γµγ4γ2Ψ∗ + Ψ̄∗γ4γ2γµΨ), (106)

P ′′µρ ≡ − i

2
(Ψ̄γµγ4γ2∂ρΨ∗ + (∂ρΨ̄)γ4γ2γµΨ), (107)
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S′′µρσ ≡ − i

2
Ψ̄(γµγ4γ2CSρσ − SρσC

+γ4γ2γµ)Ψ, (108)

где C+ =
←
C. 15 сохраняющихся токов выписываются на основе этих выражений

по формулам (107), (58), (59). Соответствующие законы сохранения могут быть
записаны в виде общей формулы

q̂ → q̃′′ = −Re
∫
d3xΨ+γ4γ2Cq̂квΨ, q̂кв = iq̂, (109)

где q̂ — любой из 15 генераторов γ0γ3γ1CC(1, 3).
Наконец, базисные iγ0γ3γ1CC(1, 3)-токи имеют следующий вид

I ′′′µ ≡ (−iγ4γ2C)µ = − i

2
Ψ̄(γµγ4γ2C − C+γ4γ2γµ)Ψ, (110)

P ′′′µρ ≡ 1
2
(Ψ̄γµγ4γ2∂ρΨ∗ − (∂ρΨ̄)C+γ4γ2γµΨ), (111)

S′′′µρσ ≡ 1
2
Ψ̄(γµγ4γ2CSρσ + SρσC

+γ4γ2γµ)Ψ, (112)

а соответствующие законы сохранения – вид

q̂ → q̃ = −Im
∫
d3xΨ+γ4γ2Cq̂квΨ, q̂кв = iq̂, (113)

где q̂ — любой из генераторов iγ0γ3γ1CC(1, 3). Остальные генераторы A128 (77)
дают тривиальные (нулевые) сохраняющиеся величины.
Как видно, обобщение теоремы Нетер на нелиевские преобразования инвари-

антности и наличие 128-мерной алгебры инвариантности A128 позволяют в случае
спинорного поля с m = 0 получить 45 дополнительных сохраняющихся вели-
чин (100)–(103), (109), (113). Тем самым систематизирован результат [12, 13] о
наличии дополнительных сохраняющихся величин zilch-типа и для безмассового
спинорного поля и указана связь этих законов сохранения с симметриями урав-
нения Дирака для m = 0. Эта связь зафиксирована нетеровским соответствием
“оператор симметрии — закон сохранения”.
Мы нормируем функцию Лагранжа (80) таким образом, чтобы исходным ге-

нератором q̂A, ассоциируемым с вещественными параметрами αA преобразований
Ψ → Ψ′ = (1 − αAq̂A)Ψ, по теореме Нетер соответствовали вещественные сохра-
няющиеся токи QµA — функции спинорного поля Ψ. В этом случае интегральные
сохраняющиеся величины Q̄A ≡ ∫ d3xQ0

A в представлении вторичного квантова-
ния переходят в эрмитовы операторы в пространстве Фока, удовлетворяющие тем
же коммутационным соотношениям, что и квантовомеханические операторы iq̂A.
В случае уравнения Дирака (68) с m > 0 список сохраняющихся величин

оказывается значительно короче: алгебры P (1, 3) и A4 дают по теореме 1 известные
ЗС (83), (84), (91)–(93), а генераторы q̂′ в (77) алгебры A44 ⊃ P (1, 3) ⊕ A4 дают
по этой теореме тривиальные ЗС (нулевые сохраняющиеся величины).
Для получения содержательных дополнительных ЗС в случае m > 0 и для ил-

люстрации существенного различия в сохраняющихся величинах, вычисляемых по
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разным методикам, рассмотрим семейства преобразований инвариантности урав-
нения Дирака (68) с m > 0 в классе матрично-дифференциальных операторов
первого порядка по x, задаваемые операторами:

Σ0 =
1
m

(
a0
�S · �∂ +

b0
2
Ĥ

)
, �p ≡ (∂j), �H ≡ γ0(i�γ�∂ +m), (114)

Σj = ajγ
0Sj +

i

2m
(bj − ajγ

4)∂j , Sj ≡ 1
4
εjmnγmγn (114a)

(здесь по повторяющемуся индексу j суммирование не проводится, ε123 = 1). Эти
операторы являются преобразованиями инвариантности уравнения Дирака (68) с
m > 0 при любых комплексных числах aµ, bµ, а при aj = i, bj = 1, a0 = b0 они
совпадают с операторами (34.4) в [11]. Сохраняющиеся величины, вычисляемые
по теореме 1, т.е. по формулам (35а), (36) с использованием функции Лагранжа
(80), имеют вид

Σ̃0 =
∫
d3x

{
i

2m
Ψ+

[
(a∗0 − a0)�S�∂ +

b∗0 − b0
2

Ĥ

]
Ψ
}
, (115)

Σ̃j =
∫
d3xΨ+

{−i(aj + a∗j )
2

γ0Sj +
1

4m
[bj − b∗j − (aj + a∗j )γ

4]∂j

}
Ψ (116)

(здесь также по повторяющемуся индексу j суммирование не проводится).
Вычисление сохраняющихся величин, соответствующих тем же преобразовани-

ям инвариантности q̂a = Σµ (114), (114а), по формуле (90) дает результат, отли-
чный от (115), (116). Ясно, что генераторам преобразований инвариантности (114),
(114а) следует ставить в соответствие ЗС (115), (116), а не результаты вычислений
по формуле (90).
Заметим также, что сохраняющиеся величины (115), (116) совпадают с ЗС

(34.5) в [11], вычисленными в [11] без использования теоремы Нетер, при aj = 1,
a0 = b0 = bj = i.
Конечно, операторы (114), (114а) суть линейные комбинации (с вещественными

коэффициентами) следующих генераторов преобразований инвариантности:

iĤ, ∂j , i�S�p, γ0Sj − iγ4

2m
∂j , (117)

Ĥ, i∂j , �S�∂, iγ0Sj +
γ4

2m
∂j . (117a)

Генераторы (117) дают по теореме 1 8 ненулевых независимых ЗС (четыре из
которых совпадают с энергией-импульсом поля Ψ, а остальные четыре суть допол-
нительные ЗС), тогда как генераторы (117а) дают тривиальные ЗС.

Замечание 5. Вычисление величин Rµu и Ru для семейства C(1, 3)-преобразований
с S = τI и с произвольным τ ∈ R1 по формулам (35), (36) (т.е. без использования
концепции Ψ̄ как независимой лагранжевой переменной)

R̃u =
∫
d�x

∂L
∂Ψ,0

|R̂uΨ(x) ≡
∫
d�xR0

u(x), Rµu =
∂L
∂Ψ,µ

R̂uΨ, (118)
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дает следующие выражения для базисных токов:

Iµ =
∂L
∂Ψ,µ

Ψ = − i

2
Ψ̄γµΨ = 0, (119)

Pµρ =
1
2
Ψ̄γµp̂ρΨ, Sµρσ = −1

2
Ψ̄γµSквρσΨ, p̂µ ≡ i∂µ, Sкв = iS, (120)

и, таким образом, законы сохранения получаются в виде

I = − i

2

∫
d3xΨ+Ψ, (121)

Pρ =
1
2
d3xΨ+p̂ρΨ, (122)

Jρσ =
1
2

∫
d3xΨ+(xρp̂σ − xσp̂ρ + Sквρσ)Ψ, (123)

D =
1
2

∫
d3xΨ+(xσp̂σ − τi)Ψ, (124)

Kρ =
1
2

∫
d3xΨ+[2xρ(xσp̂σ − τi) − x2p̂ρ + 2Sквρσx

σ]Ψ. (125)

2.3. Конечные преобразования из простейших нелиевских групп инвариан-
тности. Запишем инфинитезимальные P (1, 3)-преобразования в Rx в форме

x→ x′ = φ(x, α)
inf
= ϕµ(x, α)∂µx, (126)

где ϕµ(x, α)∂µ = aµ∂µ (для трансляций), а ϕµ(x, ω)∂µ = 1
2ω

µνMµν (для вращений).
Рассмотрим преобразования Γ×P (1, 3), Γ× = Γ,Γ′, где

Γ = {I, γ2C, iγ2C, iγ4}, Γ2 = I, (127)

Γ′ = {i, γ4, γ0γ3γ1C, iγ0γ3γ1C}, Γ′2 = −I. (128)

Орбитальные и спиновые части генераторов Γ×P (1, 3) коммутируют, поэтому ко-
нечные преобразования в Φ имеют вид

Ψ(x) → Ψ′(x) = exp{−aµΓ×∂µ}Ψ(x) ≡ Ψ2(x, a) (129)

для “Γ×-трансляций” и

Ψ → Ψ′(x) = TΨ2(x, ω), T ≡ exp
{

1
2
ωρσΓ×Sρσ

}
, (130)

Ψ2(x, ω) ≡ exp
{
−1

2
ΓωµνMµν

}
Ψ(x), (131)
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для “Γ×-вращений”. С учетом (Γ×γ0γk)2 = ±I для Γ×2 = ±I и (Γ×γkγl)2 = ∓I
для Γ×2 = ±I ряды (130) для Γ×-вариаций в фиксированной плоскости ρσ на угол
ωρσ = θ имеют вид

T ≡ exp
{

1
2
θΓ×γ0γk

}
=


ch
θ

2
+ Γγ0γk sh

θ

2
, (130а)

cos
θ

2
+ Γ′γ0γk sin

θ

2
, (130б)

T ≡ exp
{

1
2
θΓ×γkγl

}
=


cos

θ

2
+ Γγkγl sin

θ

2
, (130в)

ch
θ

2
+ Γ′γkγl sh

θ

2
, (130г)

а ряды Ψ2(x, α), α = a, ω, имеют вид

Ψ2(x, α) =

{
[chϕµ(x, α)∂µ − Γ shϕµ(x, α)∂µ]Ψ(x), (131а)

[cosϕµ(x, α)∂µ − Γ′ sinϕµ(x, α)∂µ]Ψ(x). (131б)

Формулу (131а) через конечные преобразования аргумента можно записать в виде

Ψ2(x, α) =
1
2
(1 − Γ)Ψ(φ(x, α)) +

1
2
(1 + Γ)Ψ(φ−1(x, α)), (132)

а для функций Ψ(x), аналитических в окрестности R4
x, формула (131б) выражается

через конечные преобразования с чисто мнимым параметром:

Ψ2(x, α) =
1
2
(1 + iΓ′)Ψ(φ(x, iα)) +

1
2
(1 − iΓ′)Ψ(φ−1(x, iα)).

Восстановление конечных Γ×-собственно конформных преобразований значи-
тельно более громоздко, поскольку в этом случае спиновые и орбитальные части
генераторов Γ×K̂µ не коммутируют. По этой причине конечные Γ×-собственно
конформные преобразования здесь не приводим.
В заключении укажем, что выделенные из обвертывающих алгебр подалгебр

Ли, порождаемых матрично-дифференциальными операторами первого порядка по
переменной x, целесообразно не только потому, что такие подалгебры восстанав-
ливаются до соответствующих групп инвариантности, но и потому, что, как уже
упоминалось, оператор самого уравнения Дирака принадлежит этому выделенно-
му классу. Наконец, именно таким симметриям соответствуют дополнительные
законы сохранения zilch-типа.
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О новых системах и законах сохранения для
упругих волн
В.И. ФУЩИЧ, А.Г. НИКИТИН

1. Максимальной локальной группой инвариантности основного уравнения ли-
нейной теории упругости

∂2U

∂t2
=

µ

ρ0
∆U +

λ+ µ

ρ0
∇∇ · U (1)

является восьмипараметрическая группа Ли [1]. Базисные элементы алгебры Ли
этой группы имеют вид

P0 = i
∂

∂t
, Pa = ∇a, Ja = εabc

(
−xb∇c + U b

∂

∂U c

)
, D = x0P0 + x∇. (2)

В уравнении (1) U = (U1, U2, U3) — вектор смещения, ρ0 > 0, µ > 0, λ + µ >
0 — коэффициенты Ламе. Запишем это уравнение в матричной форме

LU ≡ Zab
(
δab

∂

∂t
− µ

ρ0
δab∆ − λ+ µ

ρ0
∇a∇b

)
U = 0, (3)

где U — столбец (U1, U2, U3), Zab — матрицы размерности 3 × 3 с матричными
элементами (Zab)cd = δacδbd + δadδbc.
Естественно поставить вопрос: обладает ли уравнение (1) скрытой (нелиевской)

симметрией, которая не может быть найдена в классическом подходе Ли? В на-
стоящей статье с использованием методов [2–4] дается положительный ответ на
этот вопрос. А именно, найден полный набор операторов симметрии уравнения (1)
в классе дифференциальных операторов второго порядка

Q = Da
(1)∇a

∂

∂t
+ Cab(1)∇a∇b +A(1)

∂

∂t
+Ba(1)∇a + F(1), (4)

который значительно шире восьмимерной алгебры Ли (2). По найденным операто-
рам симметрии построены новые законы сохранения для уравнения (1).

Определение. Линейный дифференциальный оператор (4) является операто-
ром симметрии уравнения (3), если

[L,Q] =
[
Da

(2)∇a
∂

∂t
+ Cab(2)∇a∇b +A(2)

∂

∂t
+Ba(2)∇a + F(2)

]
L, (5)

где символ [ , ] обозначает коммутатор, Da
(i), C

ab
(i), A(i), Ba(i) и F(i) — матрицы

размерности 3 × 3, зависящие от t и x, i = 1, 2.
Полное описание операторов симметрии уравнения (3) в классе (4) дает следу-

ющее утверждение.

Доклады Академии наук СССР, 1989, 304, № 2, 333–335.
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Теорема. Для уравнения (3) существует 61 линейно независимый оператор
симметрии в классе дифференциальных операторов второго порядка. В их чи-
сло входят генераторы (2) и их произведения, а также следующие операторы

Q0 = 2S · J(S · J − 1) − J2,

Qa = εabc

{[
Sb∇c,S · J − 1

2

]
+

− 1
2
[Jb,∇c]+

}
,

Qab = [εadcSd∇c, εbklSk∇l]+ − 1
3
δab(5∆ − 2(S · ∇2),

(6)

где J = −x × ∇ + S — операторы (2), записанные в матричной форме, S —
матрицы с матричными элементами (Sa)bc = εabc, S = (S1, S2, S3), [A,B]+ =
AB +BA.
Доказательство теоремы сводится к решению довольно громоздкой системы опре-
деляющих уравнений для матриц Da

(i), C
ab
(i), A(i), F(i), Ba(i), следующей из (5) после

приравнивания коэффициентов при линейно независимых матрицах и дифферен-
циальных операторах.

Замечание 1. Вычисления в левой и правой частях уравнения (5) удобно прово-
дить с использованием базиса в пространстве матриц размерности 3 × 3, обра-
зуемого матрицами Zab и Sab = εabcSc. Эти матрицы удовлетворяют следующим
коммутационным антикоммутационным соотношениям:

[Zab, Zcd] = δbcS
ad + δadS

bc + δacS
bd + δbdS

ac, (7)

[Sab, Scd] = δbcS
ad + δadS

bc − δacS
bd − δbdS

ac, (8)

[Sab, Zcd] = δbcZ
ad + δadZ

bc − δacZ
bd − δbdZ

ac, (9)

[Zab, Zcd]+ = δbcZ
ad + δadZ

bc + δacZ
bd + δbdZ

ac, (10)

[Sab, Scd]+ = δbcZ
ad + δadZ

bc − δacZ
bd − δbdZ

ac, (11)

[Zab, Scd]+ = δbcS
ad − δadS

bc + δacS
bd − δbdS

ac, (12)

и образуют базис как алгебры (см. (7)–(9)), так и супералгебры (см. (8)–(10) или
(10)–(12)) Ли.

Замечание 2. Формулы (6) задают 9 линейно независимых операторов, поскольку∑
a
Qaa = 0. Эти операторы не принадлежат обвертывающей алгебре, порождаемой

генераторами (2).

Замечание 3. Операторы (6) не образуют алгебры Ли. Однако операторы симме-
трии

H1 = QA, H2 = J · P , H3 = H1H2, H3+a = H2
a ,

где a = 1, 2, 3, QA — любой из операторов (6) (A = 0, 1, . . . , 12, 13, . . .) образуют
базис супералгебры Ли, удовлетворяя соотношениям

[Ha,Hb]+ = 2δabH3+b, [Ha,H3+b] = [H3+a,H3+b] = 0. (13)
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2. Операторы симметрии (6) используем для построения новых законов сохра-
нения для уравнения (1). Поскольку эти операторы являются дифференциальными
операторами второго порядка, соответствующие токи зависят от вторых произво-
дных.
Выберем сохраняющиеся токи в виде

j0 = (AU̇)+BU + (BU)+AU̇ , ja = (AV aU)+BU + (BU)+AV aU , (14)

где B — любой из операторов (5), а A — любой из генераторов (8),

V a = Zkl
(
µ

ρ0
∇aδkl +

λ+ µ

2ρ0
(δka∇l − δal∇k)

)
, U̇ =

∂U

∂t
.

Так как и A, и B удовлетворяют условиям (5) и, кроме того, в силу уравнения
(3) ∇aV

aU = ∂2U/∂t2, билинейные комбинации (14) удовлетворяют уравнению
непрерывности

∂

∂xµ
jµ = 0, x0 = t, µ = 0, 1, 2, 3. (15)

Следовательно, интегральные величины вида

I =
∫
d3x j0 (16)

сохраняются во времени. В частности, сохраняются приведенные ниже тензор Iab

и вектор Ia:

Iab =
∫
d3xλab, Ia =

∫
d3xλabxb,

λab = (rot U̇)a(rot U̇)b +
µ

ρ0

[
∂

∂xc
(rot U)a

]
∂

∂xc
(rot U)b.

He составляет труда вычислить в явном виде и другие сохраняющиеся величи-
ны, задаваемые формулами (14), (16).
Операторы симметрии (6) могут быть использованы для построения новых си-

стем координат, в которых разделяются переменные уравнения (1), а также для
отыскания точных и .приближенных решений этого уравнения.
Нелиевская симметрия уравнения (1) обнаружена в [4]. Явный вид интегро-

дифференциальных операторов симметрии для этого уравнения приведен в [5].
Симметрия стационарного уравнения теории упругости в классе дифференциаль-
ных операторов первого порядка с матричными коэффициентами подробно изучена
в [6, 7].
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Про точнi розв’язки рiвнянь
Лоренца–Максвелла
В.I. ФУЩИЧ, I.В. РЕВЕНКО

New exact solutions for the systems of the classical electrodynamics equations are
obtained.

Рух класичної безспiнової частини в електромагнiтному колi описується систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь (Лоренца) та системою диференцiальних
рiвнянь (Максвелла) в частинних похiдних вигляду [1]

muµ = eFµνu
ν , uµ ≡ ẋµ =

dxµ
dτ

, (1)

Fµν = ∂Aν

∂xµ − Aµ

∂xν — тензор електромагнiтного поля,

∂ν∂
νAµ − ∂µ(∂νAν) = jµ, jµ = euµ, (2)

uµu
µ = 1, (3)

τ — власний час, Aµ — потенцiал електромагнiтного поля. Деякi точнi розв’язки
системи (1), (2) знайдено в [2].
В данiй роботi, використовуючи симетрiйнi властивостi системи (1), (2), отри-

мано новi класи точних розв’язкiв системи Лоренца–Максвелла.
1. Задамо електромагнiтний потенцiал наступними формулами

A0 = ρ(ω)θ + σ(ω)θ−1, A1 = A1(ω), A2 = A2(ω),
A3 = ρ(ω)θ − σ(ω)θ−1, θ = x0 + x3, ω = x1 − α ln |θ|, (4)

де ρ, σ, A1, A2 — довiльнi досить гладкi функцiї, залежнi лише вiд однiєї змiнної
ω. Лагранжiан L рiвняння (1)

L =
m

2
ẋµẋ

µ + eẋµAµ (5)

для поля (4) iнварiантний вiдносно тривимiрної алгебри Лi з базисними елемента-
ми

〈x0∂3 + x3∂0 + α∂1, ∂0 − ∂3, ∂2〉. (6)

З теореми Нетер випливає, що iнтегралами руху рiвняння (1) для поля (4) є
функцiї

mu3 + eA3 +mu0 + eA0 = C1, −mu2 − eA2 = C2,

x0(−mu3 − eA3) + x3(mu0 +A0) + α(−mu1 − eA1) = C3,
(7)

де C1, C2, C3 — довiльнi постiйнi.

Доповiдi АН УРСР, Сер. А, Фiз.-мат. та техн. науки, 1989, № 6, 27–31.
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Рiвняння (2) для поля (4) мають вигляд

eu0 = −ρ′′θ + θ−1{−σ′′ + α(2ρ′ − 2αρ′′ +A′′1)}, eu1 = 2(ρ′ − αρ′′),
eu2 = −A′′2 , eu3 = −ρ′′θ − θ−1{−σ′′ + α(2ρ′ − 2αρ′′ +A′′1)}. (8)

Використовуючи iнтеграли руху (7), система (8) перепишеться в наступнiй
формi:

A′′2
m

e
− eA2 = C2, ρ′′

m

e
− eρ = 0, C1 = 0,

(αA1 − σ)′′
m

e
− e(αA1 − σ) = C3.

(9)

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що розв’язками системи (9)
є функцiї

αA1 − σ = a0 exp
{

e√
m
ω

}
+ b0 exp

{
− e√

m
ω

}
− C3

e
,

ρ = a1 exp
{

e√
m
ω

}
+ b1 exp

{
− e√

m
ω

}
,

A2 = a2 exp
{

e√
m
ω

}
+ b2 exp

{
− e√

m
ω

}
− C2

e
.

(10)

Оскiльки вектор uµ задовольняє спiввiдношення (3), то на функцiї ρ, σ, A1, A2

необхiдно накласти додатково умову

4ρ′′(σ′′ − αA′′1) + 4ρ′′2α2 − 4ρ′2 −A′′2
2 = e2. (11)

Пiдставивши вираз (10) в (11), одержимо спiввiдношення на постiйнi ai

4a1a0 + 4(α2 −m)a2
1 − a2

2 = 0,
4b1b0 + 4(α2 −m)b21 − b22 = 0,

4a1b0 + 4b1a0 + 8a1b1(α2 +m) − 2b2a2 =
m2

e2
.

(12)

Для побудови розв’язкiв рiвняння (1), (4) робимо замiну змiнних

y0 = x0 + x3, y1 = x1 − α ln |x0 + x3|, y2 = x2, y3 = x0 − x3. (13)

Тодi рiвняння руху частинки має вигляд

dy0
dτ

= u0 + u3 = −2ρ′′y0
e

,
dy1
dτ

=
2ρ′

e
,

dy2
dτ

= u2 = −A
′′
2

e
,

dy3
dτ

=
2
ey0

{−σ′′ + αA′′1 + α(2ρ′ − 2αρ′′)}.
(14)

Розв’язки рiвнянь (14) знаходимо квадратурами∫
dy1
2ρ′

=
τ

e
+ C0, y0 =

C4

ρ′
, y3 =

1
C4

{−σ′ + αA′1 + α(2ρ− 2αρ′)} + C5,

y2 = −
∫
A′′2dy1

2ρ′
+ C6,

(15)

де C0, C4, C5, C6 — постiйнi iнтегрування.
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Таким чином, точнi розв’язки системи рiвнянь (1), (2) задаються формулами
(4), (10), (12), (15).
2. Для побудови другого класу точних розв’язкiв рiвнянь (1), (2) задамо еле-

ктромагнiтний потенцiал наступними формулами:

A0 = σ(ω)θ + θ−1{ψ(ω)θ1 + σ(ω)θ21 + ϕ(ω)}, A1 = 2σ(ω)θ1 + ψ(ω),
A2 = A2(ω), A3 = σ(ω)θ − θ−1{ψ(ω)θ1 + σ(ω)θ21 + ϕ(ω)},
θ = x0 + x3, θ1 = x1 − β ln |θ|, ω = x2 − α ln |θ|,

(16)

σ, ψ, ϕ, A2 — довiльнi функцiї вiд ω.
При такому виборi електромагнiтного потенцiалу лагранжiан (5) iнварiантний

вiдносно алгебри

〈(x0 + x3)∂1 + x1(∂0 − ∂3), x0∂3 + x3∂0 + β∂1 + α∂2, ∂0 − ∂3〉,
i тому рiвняння (1) мають три iнтеграли руху

(x0 + x3)(−mu1 − eA1) + x1(mu0 + eA0 +mu3 + eA3) = C1,

mu0 + eA0 +mu3 + eA3 = C3,

x0(−mu3 − eA3) + x3(mu0 + eA0) + β(−mu1 − eA1) + α(−mu2 − eA2) = C2.

(17)

Пiдставляючи вирази (16) у рiвняння (2), знаходимо вектор 4-швидкостi ui

eu0 = −σ′′θ + θ−1{−ψ′′θ1 + [−ϕ′′ − 2σ + α(A′′2 + 4σ′ − 2ασ′′)] − θ21σ
′′},

eu1 = −2σ′′θ1 − ψ′′, eu2 = 4σ′ − 2ασ′′,
eu1 = −σ′′θ − θ−1{−ψ′′θ1 + [−ϕ′′ − 2σ + α(A′′2 + 4σ′ − 2ασ′′)] − θ21σ

′′}.
(18)

Спiввiдношення нормування 4-швидкостi uµ (3) накладає на функцiї σ, ψ, ϕ,
A2 умову

4σ′′(ϕ′′ − αA′′2) + 8σ′′σ + 8α2σ′′2 − ψ′′2 − 16σ′2 = e2. (19)

Для того, щоб рiвняння (17) та (18) були сумiснi, необхiдно i достатньо, щоб
функцiї σ, ψ, ϕ, A2 задовольняли рiвняння

σ′′ − e2

m
σ = 0, ψ′′ − e2

m
ψ = 0, C1 = 0, C2 = 0,

(ϕ− αA2)′′ − e2

m
(ϕ− αA2) = C3

e

m
.

(20)

Загальними розв’язками рiвнянь (20) є функцiї

σ = a0 exp
{

e√
m
ω

}
+ b0 exp

{
− e√

m
ω

}
,

ψ = a1 exp
{

e√
m
ω

}
+ b1 exp

{
− e√

m
ω

}
,

ϕ− αA2 = a2 exp
{

e√
m
ω

}
+ b2 exp

{
− e√

m
ω

}
− C3

e
,

(21)

де ai, bi — довiльнi постiйнi.
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Для того, щоб виконувалось рiвняння (19), постiйнi ai, bi повиннi задовольняти
умови

4
(
a0a2 + 2a2

0

(
α2 − m

e2

))
− a2

1 = 0, 4
(
b0b2 + 2b20

(
α2 − m

e2

))
− b21 = 0,

4
e2

m2
(a0b2 + b0a2) + 16a0b0

(
3
m

+
e2α2

m2

)
− 2

e2

m2
a1b1 = 1.

(22)

В криволiнiйнiй системi координат

y0 = x0 + x3, y1 =
x1

x0 + x3
, y2 = x2 − α ln |x0 + x3|, y3 = x0 − x3

рiвняння руху частини, враховуючи формулу (18), набувають вигляду

dy0
dτ

= −2σ′′y0
e

,
dy1
dτ

=
2σ′′β ln |y0| − ψ′′

ey0
,

dy2
dτ

=
4σ′

e
,

dy3
dτ

=
2
y0

{−ψ′′[y1y0 − β ln |y0|] +

+ (−ϕ− 2σ + α(A′′2 + 4σ′ − 2ασ′′)) − (y1y0 − β ln |y0|)2σ′′}.

(23)

Розв’язки рiвнянь (22) знаходимо у квадратурах∫
dy2
dσ′

=
τ

e
+ C0, y0 = C4(σ′)−1/2,

y1 =
∫ {

2σ′′β ln
[
C4(σ′)−1/2

]− ψ′′
}
dy2

4C4(σ′)−1/2
+ C5 ≡ K(y2) + C5,

y3 =
∫ {

− ψ′′
[
(K + C5)C4(σ′)−1/2 − β ln

∣∣∣C4(σ′)−1/2
∣∣∣]+

+ (−ϕ− 2σ + α(A′′2 + 4σ′ − 2ασ′′)) −

− σ′′
[
(K + C5)C4(σ′)−1/2 − β ln

∣∣∣C4(σ′)−1/2
∣∣∣]2 } dy2

2C4(σ′)−1/2
+ C6.

(24)

Таким чином, точнi розв’язки системи рiвнянь задаються формулами (16), (21),
(22), (24).

1. Меллер К., Теория относительности, М., Атомиздат, 1975, 400 с.

2. Багров В.Г., Гитман Д.М., Тернов И.М., Халилов В.Р., Шаповалов В.Н., Точные решения реля-
тивистских волнових уравнений, Новосибирск, Наука, 1982, 144 с.
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Пуанкаре-iнварiантнi рiвняння третього
та четвертого порядкiв у механiцi
Остроградського
В.I. ФУЩИЧ, I.В. РЕВЕНКО

A class of the nonlinear Poincaré-invariant ordinary differential equations is obtained.
The ordinary differential equation admitting the extended Poincaré group is integrated
in the closed form.

Варiацiйний принцип на випадок, коли лагранжiан залежить вiд вищих похi-
дних, узагальнив М. Остроградський [1]. У механiцi Остроградського, на вiдмiну
вiд механiки Ньютона–Лагранжа, природно виникають рiвняння високого поряд-
ку. Для цих рiвнянь повинен виконуватись принцип вiдносностi. Тобто, рiвняння
в механiцi Остроградського повиннi бути iнварiантними або вiдносно перетворень
Галiлея, або вiдносно перетворень Лоренца [2].
Нижче описанi звичайнi диференцiальнi рiвняння третього та четвертого по-

рядкiв, якi є iнварiантними вiдносно груп Пуанкаре та конформної групи. Зобра-
ження вiдповiдної конформної алгебри задамо операторами

P0 =
∂

∂t
, P1 =

∂

∂x
, I01 = t

∂

∂x
+ x

∂

∂t
, D = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
, (1)

K0 =
1
2
(
x2 + t2

) ∂
∂t

+ xt
∂

∂x
, K1 =

1
2
(
x2 + t2

) ∂
∂x

+ xt
∂

∂t
. (2)

Оператори 〈P0, P1, I01〉 утворюють алгебру Пуанкаре AP (1, 1). Оператори 〈P0,
P1, I01,D〉 — узагальнену алгебру Пуанкаре AP̃ (1, 1).

Рiвняння третього порядку. Розглянемо рiвняння
...
x = f(t, x, ẋ, ẍ). (3)

Мають мiсце такi теореми.

Теорема 1. Рiвняння (3) iнварiантне вiдносно алгебри AC(1, 1) з базисними
елементами (1), (2) лише у тому випадку, коли

...
x = −3

ẋẍ2

1 − ẋ2
. (4)

Теорема 2. Рiвняння (3) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре AP (1, 1) лише
тодi, коли

...
x = −3

ẋẍ2

1 − ẋ2
+
(
1 − ẋ2

)2
ϕ

(
ẍ

(1 − ẋ2)3/2

)
, (5)

де ϕ — достатньо гладка функцiя своїх аргументiв.

Доповiдi АН УРСР, Сер. А, Фiз.-мат. та техн. науки, 1989, № 11, 25–28.
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Теорема 3. Рiвняння (3) iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Пуанкаре
AP̃ (1, 1) тодi, якщо

...
x = −3

ẋẍ2

1 − ẋ2
+

λẍ2

1 − ẋ2
, (6)

λ — довiльна стала.
Серед знайдених рiвнянь слiд видiлити рiвняння (6). Симетрiйнi властивостi

цього рiвняння не вичерпуються лише точковою симетрiєю. Рiвняння (6) має до-
статньо широку контактну симетрiю, а також симетрiю Лi–Беклунда.

Теорема 4. Алгеброю iнварiантностi рiвняння (6) в класi операторiв

X = ξ(t, x, ẋ)
∂

∂t
+ η(t, x, ẋ)

∂

∂x

є алгебра

AP (1, 1) +Qλ при λ = 0,
AC(1, 1) + Sa при λ = 0,

де оператори Qλ, Sa задаются формулами
1) λ = −1, 0, 1

Qλ =
ẋ+ λ

(1 − ẋ2)1/2

(
1 − ẋ

1 + ẋ

)λ/2
∂

∂t
+

1 + λẋ

(1 − ẋ2)1/2

(
1 − ẋ

1 + ẋ

)λ/2
∂

∂x
,

2) λ = 1

Q1 =
(

1 − ẋ

1 + ẋ
+ ln

∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣) ∂

∂t
+
(

ln
∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣− 1 − ẋ

1 + ẋ

)
∂

∂x
,

3) λ = −1

Q−1 =
(
−1 + ẋ

1 − ẋ
+ ln

∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣) ∂

∂t
+
(
− ln

∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣− 1 + ẋ

1 − ẋ

)
∂

∂x
,

4) λ = 0

S1 =
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂x
+ ẋ
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂t
,

S2 = xẋ
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂t
+ x
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂x
,

S3 = tẋ
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂t
+ t
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂x
,

S4 =
(
x2 − t2

)
ẋ
(
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂t
+
(
x2 − t2

) (
1 − ẋ2

)−1/2 ∂

∂x
.

Така широка симетрiя рiвняння (6) дає можливiсть проiнтегрувати його у ква-
дратурах. Iнтеграли руху рiвняння (6) мають вигляд

C1 =
ẍ

(1 − ẋ2)3/2

(
1 − ẋ

1 + ẋ

)λ/2
,
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C2 =



1
C1

ẋ+ λ

(1 − ẋ2)1/2 (1 − λ2)

(
1 − ẋ

1 + ẋ

)λ/2
− t, λ = 1, −1,

− 1
4C1

(
1 − ẋ

1 + ẋ
+ ln

∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣)− t, λ = 1,

1
4C1

(
1 + ẋ

1 − ẋ
+ ln

∣∣∣∣1 + ẋ

1 − ẋ

∣∣∣∣)− t, λ = −1,

C3 =



1
C1

λẋ+ 1

(1 − ẋ2)1/2 (1 − λ2)

(
1 − ẋ

1 + ẋ

)λ/2
− x, λ = 1, −1,

− 1
4C1

(
ln
∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ
− 1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣)− x, λ = 1,

1
4C1

(
1 + ẋ

1 − ẋ
− ln

∣∣∣∣1 + ẋ

1 − ẋ

∣∣∣∣)− x, λ = −1.

Знання iнтегралiв руху рiвняння (6) дає можливiсть побудувати загальний
розв’язок рiвняння (6) у неявному виглядi

[
(x+ C3)2 − (t+ C2)2

]
C2

1 (1 − λ2) =
[
(t− x+ C2 − C3)(λ+ 1)
(t+ x+ C2 + C3)(λ− 1)

]λ
, λ = 1,−1,

2C1(x− t+ C3 − C2) = exp{−2C1(x+ t+ C2 + C3)}, λ = 1,
2C1(x+ t+ C2 + C3) = exp{2C1(t− x+ C2 − C3)}, λ = −1.

Iнтегровнiсть у квадратурах рiвняння (6) дозволяє побудувати загальний ви-
гляд операторiв Лi–Беклунда, якi допускаються рiвнянням (6).

Теорема 5. Рiвняння (6) у класi операторiв

X = η(t, x, ẋ, ẍ)
∂

∂x

має нескiнченну алгебру iнварiантностi, елементи якої завдаються формула-
ми

X =

(
ẋϕ1 + ϕ2 +

(
1 − ẋ2

)1/2(1 − ẋ

1 + ẋ

)λ/2
ϕ3

)
∂

∂x
, λ = 1,−1,

X =
(
ẋψ1 + ψ2 + (1 − ẋ)

(
ln
∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣− 1
)
ψ3

)
∂

∂x
, λ = 1,

X =
(
ẋχ1 + χ2 + (1 + ẋ)

(
ln
∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣− 1
)
χ3

)
∂

∂x
, λ = −1,

де ϕi, ψi, χi — довiльнi функцiї вiд iнтегралiв руху рiвняння (6) при λ = 1,−1,
λ = 1, λ = −1 вiдповiдно.

Рiвняння четвертого порядку. Тут описанi рiвняння
....
x = f(t, x, ẋ, ẍ,

...
x) (7)

iнварiантнi вiдносно алгебри AP̃ (1, 1). Iз знайденого класу рiвнянь видiленi рiвня-
ння, що припускають лагранжеве формулювання.
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Теорема 6. Для того щоб рiвняння (7) було iнварiантним вiдносно алгебри
AP̃ (1, 1), необхiдно i достатньо, щоб

....
x = −10ẋẍ

...
x

1 − ẋ2
− 15ẋ2ẍ3

(1 − ẋ2)2
+

ẍ3

(1 − ẋ2)2
ϕ

( ...
x
(
1 − ẋ2

)
ẍ2

+ 3ẋ

)
, (8)

де ϕ — довiльна достатньо гладка функцiя.
Теорема 7. Рiвняння (8) допускає лагранжеве формулювання лише в тому разi,
коли

ϕ

( ...
x
(
1 − ẋ2

)
ẍ2

+ 3ẋ

)
= a

( ...
x
(
1 − ẋ2

)
ẍ2

+ 3ẋ

)2

+ b

( ...
x
(
1 − ẋ2

)
ẍ2

+ 3ẋ

)
+ c,

де a, b, c — сталi, якi задовольняють спiввiдношення a = 2, b = 0, c = 5−3a
a−2 ,

a = 2, b = ±2. Вiдповiднi лагранжiани мають вигляд

L(ẋ, ẍ) = K1
(
1 − ẋ2

)(3a−5)/2
ẍ2−a, a = 1, 2,

L(ẋ, ẍ) = K1
(
1 − ẋ2

)−1
ẍ(ln |ẍ| − 1), a = 1,

L(ẋ, ẍ) = −K1 (1 + ẋ) ln |ẍ| + K1(C − 3)
4

{
ẋ ln
∣∣∣∣1 − ẋ

1 + ẋ

∣∣∣∣− 2
}
−

− 6K1 ln |1 ± ẋ| − 3(1 ± ẋ)(ln |1 ± ẋ| − 1)K1, a = 2,

C, K1 — довiльнi сталi.

1. Остроградский М. В., Мемуар о дифференциальных уравнениях, относящихся к изопериметри-
ческим задачам, Полн. собр. соч., Киев, Изд-во АН УССР, 1961, Т.2, 359 с.

2. Фущич В.И., Сегеда Ю.Н., Редченко Г.А,. Инвариантные системы уравнений в обобщенной
механике, Укр. мат. журн., 1980, 32, № 4, 569–576.
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Условная инвариатность и точные решения
уравнения Буссинеска
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

Исследована условная инвариантность уравнения Буссинечка. Найдены инвариан-
тные анзацы, редуцирующие данное уравнение к обыкновенным дифференциальным
уравнениям.

Известно, что максимальной алгеброй инвариантности уравнения Буссинеска

u00 +
1
2
∆u2 + ∆2u = 0, u = u(x), x = (x0, �x) ∈ R1+n (1)

является расширенная алгебра Евклида Ẽ(1, n) с операторами

∂0 =
∂

∂x0
, ∂a =

∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a, D = 2x0∂0 + xa∂a − 2u∂u. (2)

Все не эквивалентные анзацы, редуцирующие двумерное (n = 1) уравнение (1)
к обыкновенному дифференциальному уравнению, которые можно построить по
алгебре инвариантности (2), имеют вид

u = ϕ(ω), ω = α0x0 + α1x1, α0, α1 = const,

u = x−1
0 ϕ(ω), ω = x1x

−1/2
0 .

(3)

В работе [1] показано, что двумерное уравнение (1) с помощью анзаца

u = ϕ(ω) − 4µ2x2
0, ω = x1 + µx2

0, µ = const (4)

редуцируется к обыкновенному дифференциальному уравнению

ϕ′′′ + ϕϕ′ + 2µϕ = 8µ2ω + C1, C1 = const. (5)

Оператор, соответствующий этому анзацу,

Q = ∂0 − 2λx0∂1 − 8λ2x0∂u, λ = −2µ (6)

не пренадлежит алгебре (2). Анзацы вида (4) естественно назвать нелиевскими,
так как они не следуют из групповых свойств уравнения (1).
В настоящей работе с использованием понятия условной инвариантности, вве-

денного в работах [2–6], описаны анзацы вида [7]

u(x) = f(x)ϕ(ω) + g(x), ω = ω(x), (7)

которые редуцирующие уравнение (1) к обыкновенному дифференциальному урав-
нению.

Симметрия и решения уравнений математической физики, Киев, Институт математики АН УССР,
1989, 95–102.
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В работе [8] без исполъзования понятия условной инвариантности, описаны ан-
зацы вида (7), редуцирующие двумерное уравнение Буссинеска (1) к обыкновен-
ным дифференциальным уравнениям. Существенное отличие нашего подхода от
метода [8] состоят в том, что понятие условной инвариатности вскрывает причину
возникновения неожиданных анзацев и дает регулярную процедуру для отыска-
ния нелиевских анзацев для произвольных уравнений. Кроме того, условная ин-
вариантность дает возможность построить такие анзацы, которые не могут быть
получены способом, предложенным в [8].
Рассмотрим двумерное уравнение (1)

u00 + uu11 + u2
1 + u1111 = 0. (8)

Теорема 1. Уравнение (8) Q-условно инвариантно относительно оператора

Q = A(x)∂0 +B(x)∂1 + [α(x)u+ β(x)]∂u, (9)

если функция A(x), B(x), α(x), β(x) удовлетворяют следующей системе диф-
ференциальных уравнений:

Случай 1. A = 0. Не умаляя общности можно положить A = 1.

α = −2B1, α = B11 = 0, β = −2B(B0 + 2BB1),

β1 =
1
2
B00 + (αB)0 +B1(B0 − 2BB1 + 4αB),

β11 = −(∂0 + 4B1)(α0 + α2),
β00 − 2B0β1 + 4B1(β0 −Bβ1 + αβ) + 2α0β = 0.

(10)

Случай 2. A = 0, B = 1.

α0 = 0, α11 + 5αα1 + 2α3 = 0,
β11 + 3αβ1 + 4α2β + 5α1β + 5α11(α2 − α1) + 5αα1(α1 + 2α2) = 0,
β1111 + 4α111β + 6α11(β1 + αβ) +

+ 4α1[(α2 + α1)β + (β1 + αβ)1] + β00 + 3ββ1 + 2αβ2 = 0.

(11)

Доказательство проводится при помощи формулы (5, 7, 8) из [6].
В случаи 1 существует общее решение уравнений (10), которое дает следующий

оператор:

Q = ∂0 + [a(x0)x1 + b(x0)]∂1 −
− 2[a(x0)u+ a(a′ + aa2)x2

1 + (a′b+ ab′ + 4a2b)x1 + b(b′ + 2ab)]∂u,
(12)

где функции a = a(x0), b = b(x0) являются решениями дифференциальных урав-
нений

a′′ = 2aa′ − 4a3 = 0, b′′ + 2ab′ − 4a2b = 0. (13)

В зависимости от значений функций a(x0), b(x0) имеем несколько неквивален-
тных операторов

Q1 = ∂0 + x0∂1 − 2x0∂u (a = 0, b = x0);

Q2 = x0∂0 − (x1 + 6x5
0)∂1 + 2

[
u+ 3

(
x2

1

x2
0

+ 2x1x
3
0 − 24x8

0

)]
∂u

(a = −x1
0, b = 6x5

0);

(14)
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Q3 = 2x0∂0 + (x1 − 3x2
0)∂1 − 2(u− 3x1 + 9x2

0)∂u

(
a =

1
2x0

, b = −3x0

2

)
;

Q4 = ℘∂0 + ℘′x1∂1 − ℘′(2u+ ℘x2
1)∂u

(
a =

℘′

2℘
, b = 0

)
;

Q5 = 2℘∂0 + ℘′(x1 + Ω)∂1 − [2℘′u+ ℘℘′(x1 + Ω)2 + x1 + Ω]∂u,

a =
℘′

2℘
, b = aΩ, Ω = Ω(x0) =

∫
℘(℘′)−2dx0,

ρ = ρ(x0) — функция Вейерштраса, являющаяся решением уравнения ℘′′ = ℘2 или
(℘′)2 = 2

3 (℘3 + λ), λ = const.
В случае 2 мы нашли только несколько частных решений уравненний (11), т.е.

получили следующие операторы:

Q6 = x2
0∂1 + (x5

0 − 2x1)∂u (α = 0, β = x3
0 − 2x1x

−2
0 );

Q7 = ∂1 +
(
−1

3
℘x1 + Λ

)
∂u

(
α = 0, β =

1
3
℘x1 + Λ

)
;

Q8 = x1∂1 + 2u∂u (α = 2x−1
1 , β = 0);

Q9 = x3
1∂1 + 2(x2

1u+ 24)∂u (α = 2x−1
1 , β = 48x−3

1 ),

(15)

где Λ = Λ(x0) — функция Ламе, удовлетворяющая уравнению Λ′′ = ℘Λ.
Используя операторы (14)–(15), находим анзацы:

1) u = ϕ(ω) − 4x2
0, ω = x1 + x2

0;

2) u = x2
0ϕ(ω) −

(
x1

x0
+ 6x4

0

)
, ω = x0(x1 + x5

0);

3) u = x−1
0 ϕ(ω) + 2(x1 − x2

0), ω = x
−1/2
0 (x1 + x2

0);

4) u = ℘−1ϕ(ω) − 1
6
℘x2

1, ω = ℘−1/2x1;

5) u = ℘−1ϕ(ω) − 1
4
℘−2℘̇2(x1 + Ω)2, ω = ℘−1/2x1 − 1

2

∫
℘−3/2℘̇Ωdx0;

6) u = ϕ(ω) − x−2
0 x2

1 + x3
0x1, ω = x0;

7) u = ϕ(ω) − 1
6
x2

1℘(x0) + Λ(x0)x1, ω = x0;

8) u = x2
1ϕ(ω), ω = x0;

9) u = x2
1ϕ(ω) − 12x−2

1 , ω = x0.

(16)

Подставляя анзацы (16) в уравнение (8), получим следующие редуцированные
уравнения:

1) ϕ′′′ + ϕϕ′ + 2ϕ = 8ω + C1;
2) ϕ′′′ + ϕϕ′ + 30ϕ = 1800ω + C2;

3) ϕIV +
(
ϕ+

ω2

2

)
ϕ′′ + (ϕ′)2 +

7
4
ωϕ′ + 2ϕ = 0;

4) ϕIV + ϕϕ′′ + (ϕ′)2 +
λ

6
(ω2ϕ′′ + 7ωϕ′ + 8ϕ) = 0;

5) ϕIV + ϕϕ′′ + (ϕ′)2 +
λ

2
(ωϕ′ + 2ϕ− λω) = 0;

6) ϕ′′ − 2ω−2ϕ+ ω6 = 0;

(17)
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7) ϕ′′ − 1
3
℘ϕ+ Λ2 = 0;

8) ϕ′′ + 6ϕ2 = 0;
9) ϕ′′ + 6ϕ2 = 0,

где C1, C2 — постоянные интегрирования.
Решая уравнение (17), по формуле (16) получаем решения уравнения (8). При-

ведем некоторые из них:

u = −1
6
x2

1℘(x0), u = −12x−2
1 , u = −1

6
x2

1℘(x0) − 12x−2
1 , (18)

u = 2(x1 − x2
0), u = 2(x1 − x2

0) − 12(x1 + x2
0)
−2,

u = −x−2
0 x2

1 − 6C2
3x

8
0 + 18C3x

3
0x1 + C4x

−1
0 + C5x

2
0, C3, C4, C5 = const.

(19)

Замечание 1. Поскольку уравнение (8) инвариантно относительно преобразова-
ний сдвигов и растяжений, то справедлива следующая формула размножения его
решений:

u = χ2f(χ2x0 + θ0, χx1 + θ1), (20)

где f(x0, x1) — решение уравнения (8), χ, θ0, θ1 — постоянные групповые параме-
тры.

Замечание 2. Решения (18) обладает той особенностью, что третье из них равно
сумме двух первых. В общем случае сумма u = v + w двух решений v и w
уравнения Буссинеска (1) будет его решением, если их произведение vw является
решением уравнения Лапласа ∆(vw) = 0. Это следует из соотношения

L(v + w) = Lv + Lw + ∆(vw),

где Lu — левая часть уравнения (1).

Приведем теперь некоторые результаты исследований условной инвариантности
уравнения Буссинеска.

Теорема 2. Уравнение (8) инвариантно относительно оператора

Q = ℘(x1)∂1 + ℘′(x1)u∂u (21)

при условии

u+ 2℘(x1) = 0. (22)

Анзац, полученный при помощи оператора (21), имеет вид

u = ℘(x1)ϕ(ω), ω = x0. (23)

Подставляя (23) в (8), имеем

℘(x1)ϕ′′ + [℘3(x1) + (℘′)2]ϕ(ϕ+ 2) = 0. (24)

Из (24) следует, что для выполнения редукции необходимо требовать

ϕ′′ = 0, ϕ(ϕ+ 2) = 0, (25)

т.е. анзац (23) редуцирует уравнение (8) к системе двух уравнений (25).
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Нетривиальным решением системы (25) является функция ϕ = −2. Тогда

u = −2℘(x1) (26)

— решение уравнения (8).

Теорема 3. Уравнение (1) при n = 6 инвариантно относительно конформной
алгебры C(6) с операторами

∂a, Jab = xa∂b − xb∂a, D = xa∂a − 4u∂u,
Ka = 2xaD − �x 2∂a, a = 1, 6,

(27)

при условии

∆u+
1
2
u2 = 0. (28)

Один из анзацев, полученных при помощи операторов Ka, имеет вид

u = (�x 2)−2ϕ(ω1, ω2), ω1 = x0, ω2 =
�b�x−�b 2�x 2

�x 4
, (29)

где ba — постоянные параметры.
Подставляя (29) в (1), имеем

(�x 2)−2ϕ11 + ∆
[
2�b 2(�x 2)−4

(
−2ω2ϕ22 − 5ϕ2 +

1

4�b 2
ϕ2

)]
= 0, (30)

т.е., как и в предыдущем случае, анзац (29) редуцирует уравнение (1) к системе
двух уравнений

ϕ11 = 0, 2ω2ϕ22 + 5ϕ2 =
1

4�b 2
ϕ2. (31)

Частным решением уравнений (31) является функция ϕ = −4�b 2ω−1
2 . Тогда

u =
4

�x 2 − (�α�x)2
(�α = const, �α 2 = 1) (32)

— решение уравнения (1) при n = 6.
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On approximate symmetry and approximate
solutions of the non-linear wave equation
with a small parameter
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN

The concept of approximate symmetry is introduced. We describe all nonlinearities F (u)
with which the non-linear wave equation �u+λu3 + εF (u) = 0 with a small parameter
ε is approximately scale and conformally invariant. Some approximate solutions of wave
equations in question are obtained using the approximate symmetry.

Let us consider the non-linear wave equation

�u+ λu3 + εF (u) = 0, (1)

where � = ∂µ∂
µ is the d’Alembertian, µ = 0, 3; λ is an arbitrary constant; ε � 1

is a small parameter; u = u(x), x ∈ R(1, 3); F (u) is an arbitrary smooth function.
By means of Lie’s method (see [5, 4]) one can make sure that when F (u) = 0 and
F (u) = u3, equation (1) is invariant under the Poincaré group P (1, 3) only, because
the term εF (u) breaks down the scale and conformal symmetry of the equation
�u+ λu3 = 0.
Below we describe all functions F (u) with which equation (1) is approximately

invariant under the scale and conformal transformations.
Let us represent an arbitrary solution, analytic in ε, of equation (1) in the form

u = w + εv, (2)

where w and v are some smooth functions of x. After substitution of (2) into (1) and
equating to zero the coefficients of zero and first power of ε we get the following
system of partial differential equations (PDE):

�u+ λw3 = 0,
�v + 3λw2v + F (w) = 0.

(3)

Definition. We shall call the approximate symmetry of equation (1) the (exact)
symmetry of the system (3).
Theorem 1. Equation (1) is approximately scale invariant (in the sense of the above
definition) if and only if

F (u) =


2λb
k + 1

u3 +
3λc
k
u2 + au2−k, k = 0,−1,

2λbu3 + 3λcu2 lnu+ au2, k = 0,
2λbu3 lnu− 3λcu2 + au3, k = −1

(4)

J. Phys. A: Math. Gen., 1989, 22, L887–L890.
Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и техн. науки, 1989, № 8, 18–21.
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(k, a, b, c are arbitrary constants), with the generator of scale transformations
having the form

D = x∂ − w∂w + (kv + bw + c)∂v. (5)

Proof. Using Lie’s algorithm [5, 4] we find from the condition of invariance that the
generator of scale transformations should have the form

D = x∂ − w∂w + η2(v, w)∂v

provided (following from the invariance of the second equation of system (3)) that

η2
vv = η2

ww = η2
wv = 0 ⇒ η2 = kv + bw + c,

2λbw3 + 3λcw2 + (2 − k)F − w
dF

dw
= 0.

(6)

The general solution of equations (6) is given in (4). Thus the theorem is proved.

In particular, as follows from Theorem 1, the equation

�u+ λu3 + εu = 0 (7)

is approximately scale invariant and the corresponding generator has the form D =
x∂ − w∂w + v∂v. This statement holds true even if λ = 0.

Theorem 2. Equation (1) is approximately conformally invariant if and only if

F (u) = −3λβu2 + au3 (8)

with the generator of conformal transformations having the form

K = 2cx[x∂ − w∂w − (v − β)∂v] − x2c∂, (9)

where β, a, cµ are arbitrary constants.

The proof of Theorem 2 is performed in the same spirit as that of Theorem 1.
Suppose that in (2)

v = f(w), (10)

where f is an arbitrary differentiable function. In this case the system (3) takes the
form

�w + λw3 = 0, (11)

wµw
µf̈ + �wḟ + 3λw2f + F (w) = 0, wµ ≡ ∂w/∂xµ. (12)

From the condition of splitting of equation (12) one has to put

wµw
µ = A(w), (13)

where A is some function of w. Equation (13) is compatible with (11) if A(w) = λw4,
i.e.

wµw
µ = λw4. (14)
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(For more details see [1, 2].) Taking account of (11) and (14) we rewrite (12) as

λ(w2f̈ − wḟ + 3f) + w−2F (w) = 0. (15)

So, if we find function f(w) as a solution of equation (15), we thereby obtain by means
of expressions (2) and (10) approximate solutions of equation (1). It will be noted that
a subset of such solutions of equation (1) is approximately conformally invariant since
the corresponding approximate system (11) and (14) is conformally invariant [1, 2].
Solutions of equation (15) for functions F (w) given in (4) have the form

f(w) =


− a

λ[k(k + 2) + 3]
w−k − b

k + 1
w − c

k
, k = 0,−1,

−c lnw − bw − 1
3
(2c+ a/λ), k = 0,

−w(a/2λ+ b lnw) + c, k = −1.

(16)

The solution of the system (11) and (14) is the function

w = ±[λ(xν + aν)(xν + aν)]−1/2, (17)

where aν are arbitrary constants.
When λ = 0, the non-trivial condition of splitting of equation (12) compatible with

the equation �w = 0 is

wµw
µ = 1. (18)

So, in this case we find approximate solutions of equation (1) by means of expressions
(2) and (10), where function f(w) is determined from the equation

f̈ + F (w) = 0 (19)

and w, in turn, is determined from the system

�w = 0, wµw
µ = 1. (20)

The system (20) is invariant under the extended Poincaré group P̃ (1, 4) and has
solution [1]

w = αx+ a, ανα
ν = 1, (21)

where a, αν are arbitrary constants.
In particular, equation

�u+ εu = 0 (22)

is approximately invariant under the group P̃ (1, 4) on the subset of solutions

u = w − ε

(
1
6
w3 + a1w + a2

)
, (23)

where w is given in (21) and a1, a2 are arbitrary constants.
In conclusion, let us note some generalisations of the concept of approximate

symmetry studied in this paper. First of all, obviously, one can consider higher orders
of approximation of u in ε, i.e. u = w + εv(1) + ε2v(2) + · · ·, and can study the



On approximate symmetry and approximate solutions 555

symmetry of the corresponding approximate system of PDE for functions w, v(1),
v(2), and so on. Secondly, one can expand in ε-series not only dependent variables,
but also independent ones, e.g. x0 ≡ t = x+ εz(1) + ε2z(2) + · · ·, and can construct in
this way the corresponding approximate system and then study its symmetry. Another
approach to the study of approximate symmetry it to use some special approximations,
say the two-point Padé approximants

u =
m∑
k=0

εkfk

 n∑
j=0

εjgj

−1

, m, n <∞, (24)

where functions fk, gj are determined from the condition: when ε → 0 expression
(24) coincides with the expansion

u = v(0) + εv(1) + ε2v(2) + · · · , ε� 1

and when ε→ ∞ (24) coinsides with the expansion

u = w(0) + ε−1w(1) + ε−2w(2) + · · · , ε" 1.

We also note that the symmetry of a system of PDE which approximates the
non-linear wave equation was studied by Shulga [6]. Using symmetry properties,
Mitropolsky and Shulga [3] obtained some asymptotic solutions of the non-linear
wave equation.

Note added. Readers who are less well acquinted with work in this might refer
to the related work of Winternitz et al [7] which is also concerned with this type of
non-linear wave equation from a symmetry point of view.
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Дифференциальные инварианты
алгебры Галилея

В.И. ФУЩИЧ, И.А. ЕГОРЧЕНКО

Bases of the second-order differential invariants of the Galilei algebra are constructed
for n-dimensional real and complex scalar functions. New classes of the non-linear
nonrelativistic equations are found.

Хорошо известно, что уравнение теплопроводности

2µut + uaa = 0, uaa = ∆u,
u = u(t,x), x = (x1, x2, . . . , xn), n ≥ 3

(1)

инвариантно относительно обобщенной алгебры Галилея AGI2(1, n) с базисными
операторами [1]:

∂t =
∂

∂t
, ∂a =

∂

∂xa
, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = t∂a + µxau∂u

(
∂u =

∂

∂u

)
, u∂u, D = 2t∂t + xa∂a + λu∂u,

A = tD − t2∂t +
1
2
µx2u∂u, λ = −n

2

(2)

(по повторяющимся индексам подразумевается суммирование от 1 до n).
Уравнение Шредингера

2imψt + ψaa = 0, ψaa = ∆ψ, (3)

ψ = ψ(t, �x) — комплекснозначная функция, инвариантно относительно алгебры
Галилея с базисными операторами [2]:

p0 = i
∂

∂t
, pa = −i ∂

∂xa
, Jab = xapb − xbpa,

J = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗), Ga = tpa − imxaJ,

D = 2tp0 − xapa + λI, где I = i(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗),

A = t2p0 − txapa +
imx2

2
J + λtI, λ = −n

2
,

(4)

звездочка означает комплексное сопряжение.
Алгебру (4) будем в дальнейшем обозначать символом AII2 (1, n).
В настоящей работе построены функциональные базисы дифференциальных

инвариантов второго порядка алгебр AGI2(1, n) и AGII2 (1, n) Найденные инвариан-
ты дают возможность строить широкие классы многомерных нелинейных уравне-
ний параболического типа.

Доклады АН УССР, Сер. А, Физ.-мат. и техн. науки, 1989, № 4, 29–32.
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Определение абсолютного дифференциального инварианта m-го порядка и фун-
кционального базиса инвариантов группы и алгебры Ли см. например, в [3, 4].
Обозначим символом AGI(1, n) алгебру Галилея с базисными элементами

AGI(1, n) = 〈∂t, ∂a, u∂u, Ga, Jab〉 (2);
AGII(1, n) = 〈p0, pa, J,Ga, Jab〉 (4).

Символами AGI1(1, n) и AGII1 (1, n) обозначим расширенные алгебры Галилея:

AGI1(1, n) = AGI(1, n)+⊃ D, AGII1 (1, n) = AGII(1, n)+⊃ D.

Для упрощения записи инвариантов введем замену

u = expϕ, ψ = exp Φ, ImΦ = arctg
Reψ
Imψ

. (5)

Далее будут использоваться следующие обозначения:

Sj(ϕab) = ϕa1a2 · · ·ϕaj−1aj
ϕaja1 = Sj ,

Sjk(Φab,Φ∗ab) = Φa1a2 · · ·Φak−1ak
Φ∗akak+1

· · ·Φ∗aj−1aj
Φ∗aja1

= Sjk,

Rj(θa, ϕab) = θa1θaj
ϕa1a2 · · ·ϕaj−1aj

, ϕab =
∂2ϕ

∂xa∂xb
, ϕa =

∂ϕ

∂xa
.

(6)

Все индексы j принимают значения от 1 до n, индексы k — от 0 до j.
Инварианты строятся из ковариантных тензоров. Для алгебры AGI(1, n) эти

тензоры имеют вид

θa = µϕat + ϕbϕab, ϕab. (7)

Теорема 1. Функциональный базис абсолютных дифференциальных инвариан-
тов алгебры AGI(1, n) при µ = 0 состоит из 2n+ 2 инвариантов:

M1 = 2µϕt + ϕaϕa, M2 = µ2ϕtt + 2µϕaϕat + ϕaϕbϕab,

Sj , Rj = Rj(θa, ϕab).
(8)

Для алгебры AGI1(1, n) (µ = 0):

M2

M2
1

,
Rj

M3+j
1

,
Sj

M1+j
1

.

Для алгебры AGI2(1, n) (µ = 0):

N2

N2
1

,
R̂j

N3+j
1

,
Ŝj

N1+j
1

(j = 2, . . . , n),

где

N1 = 2µϕt + ϕaϕa + ϕaa,

N2 = µ2ϕtt + 2µ
(

1
n
ϕtϕaa + ϕaϕat

)
+ ϕaϕbϕab +

1
n
ϕaϕaϕbb +

1
2n
ϕ2
bb,

R̂j =
j∑
l=0

Rl(ϕaa)j−l
(−n)lj!
l!(j − l)!

, Ŝj =
j∑
l=0

(−n)l(j − 1)!(j + 1)!
(l + 1)!(j − l)!

Sl(ϕaa)j−l,

Sj, Rj определяются соотношениями (6), θa имеют вид (7).
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Случай µ = 0 для алгебры AGI2(1, n) требует специального рассмотрения. Кова-
риантными будут тензоры ϕa и ϕab; тензор θa в записи инвариантов определяется
соотношением ϕbt = θaϕab.

Теорема 2. Функциональный базис дифференциальных инвариантов второго
порядка алгебры AGI(1, n), µ = 0 имеет вид

M1 = ϕt − ϕaθa, M2 = ϕtt − ϕatθa, Sj , Rj = Rj(ϕa, ϕab). (9)

Базис инвариантов алгебры AGI1(1, n), µ = 0:

RjM
−(j+1)
1 , SjM

−(j+1)
1 , M2

1M
−1
2 ,

алгебры AGI2(1, n), µ = 0:

RjM
− 1

2 (j+1), SjM
− 1

2 (j+1),

где Rj, Sj имеют вид (9),

M = (ϕt − θaϕa)2 + (ϕtt − ϕatθa)(λ+ ϕaϕbrab),
{rab} = {ϕab}−1, θa = rabϕbt.

Замечание. Вместо M1, M2 в (9) можно использовать инварианты

M̂1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕt ϕ1 · · · ϕn
ϕ1t ϕ11 · · · ϕ1n

· · · · · · · · · · · ·
ϕnt ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , M̂2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕtt ϕ1t · · · ϕnt
ϕ1t ϕ11 · · · ϕ1n

· · · · · · · · · · · ·
ϕnt ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
найденные в [5] как решение задачи о нахождении уравнений второго порядка,
инвариантных относительно алгебры Галилея при µ = 0.
Перейдем к описанию базиса инвариантов алгебры AGII2 (1, n).

Теорема 3. Любой абсолютный дифференциальный инвариант порядка f ≤ 2
алгебры AGII(1, n), m = 0 будет функцией следующих выражений:

Φ + Φ∗, M1 = 2imΦt + ΦaΦa, M∗1 ,
M2 = −m2Φtt + 2imΦaΦat + ΦaΦbΦab, M∗2 , Sjk, R1

j = Rj(θa,Φab),
Raj = Rj(θ∗a,Φab), R3

j = Rj(Φa + Φ∗a,Φab);

ковариантные тензоры имеют вид

θa = imΦat + ΦaΦab, Φab.

AGII1 (1, n), m = 0:

M∗1M
−1
1 , M2M

−2
1 , M∗2M

−2
1 , RljM

−3−j
1 (l = 1, 2),

R3
jM
−(1+j)
1 SjkM

−1−j
1 , Φ + Φ∗ при λ = 0, M1l

2
λ (Φ+Φ∗) при λ = 0.

AGII2 (1, n), m = 0, λ = −n
2 :

N1e
− 4

n (Φ+Φ∗),
N1

N∗1
,

N2

N∗21

,
R̂lj

N3+j
1

(l = 1, 2),
R̂3
j

N1+j
1

Ŝjk

N1+j
1

,
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где
N1 = 2imΦt + Φaa + ΦaΦa,

N2 = −m2Φtt + 2im
(

ΦaΦat +
1
n

ΦtΦaa

)
+ ΦaΦbΦab +

1
n

ΦaΦaΦbb +
1
2n

Φ2
aa,

Ŝjk =
j∑
l=0

k∑
r=0, r≤l

Slr(−n)lCrkC
l+1−r
k (Φaa)k−r(Φ∗aa)

j−l−k−r+ j(Φaa)k(Φ∗aa)
j−k−1,

R̂lj =
j∑

k=0

Rlk(Φaa)
j−k (−n)kj!

k!(j − k)!
, l = 1, 2, 3.

Инварианты алгебр AGII1 (1, n), AGII2 (1, n), m = 0 строятся аналогично случаю
действительной функции. Приведем функциональный базис инвариантов алгебры
AGII2 (1, n), m = 0
1) λ = 0:

Φ + Φ∗,
N2

1

N2
,

N∗21

N2
,

(Sjk)2

N j+1
1

,
(Rlj)

2

N j+1
1

(l = 1, 2, 4);

2) λ = 0:

N1e
4
λ (Φ+Φ∗),

N∗1
N1

, N3e
3
λ (Φ+Φ∗),

(Rlj)
2

N j+1
1

(l = 1, 2, 3),
(Sjk)2

N j+1
1

,

где

N1 = (Φt − θaΦa)2 + (Φtt − θaΦat)(λ+ ΦaΦbrab)
({rab} = {Φab}−1, θa = rabΦbt),

N2 = (Φt − Φcθc)Φ∗aΦ
∗
br
∗
ab − (Φ∗t − Φ∗cθ

∗
c )ΦaΦbrab,

N3 = Φt − Φ∗t − τa(Φa − Φ∗a)
(τa = (ΦbΦt + λΦbt)r̂ab, {r̂ab} = {λΦab + ΦaΦb}−1),

R1
j = Rj(Φa,Φab), R2

j = Rj(Φ∗a,Φab), R3
j = Rj(θa − θ∗a,Φab),

R4
j = Rj(ρa,Φab) (ρa = (Φt − θbΦb)(Φ∗crac − Φcr∗ac) − ΦbΦdrbd(θa − θ∗a)).

Замена (5) в приведенных инвариантах позволяет получить базисы для алгебр
AGI2(1, n) и AGII2 (1, n) в представлениях (2) и (4). Эти результаты легко обобщить
на случай нескольких скалярных функций.
Подробные доказательства полноты и независимости найденных базисов инва-

риантов будут приведены в последующих работах.
Примеры инвариантных уравнений:
1) относительно алгебры AGI2(1, n), µ = 0:

ϕtt +
1
µ2

{
2µ
(

1
n
ϕtϕaa + ϕaϕat

)
+ ϕaϕbϕab +

1
n
ϕaϕaϕbb +

1
2n
ϕ2
bb

}
=

= (2µϕt + ϕaa + ϕaϕa)2F ;

2) относительно алгебры AGII2 (1, n), m = 0:

−m2Φtt + 2im
(

ΦaΦat +
1
n

ΦtΦaa

)
+ ΦaΦbΦab +

+
1
n

ΦaΦaΦbb +
1
2n

Φ2
aa = (2imΦt + ΦaΦa + Φaa)F.
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Здесь F — произвольные функции инвариантов соответствующих алгебр.
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Диференцiальнi iнварiанти алгебри
Пуанкаре та конформної алгебри

В.I. ФУЩИЧ, I.А. ЄГОРЧЕНКО

The bases of the second-order differential invariants of the Poincaré and conformal
algebras for a set of scalar functions in the n-dimensional Minkowsky space are
constructed. New classes of the nonlinear conformal-invariant equations are found.

Наведенi функцiональнi базиси абсолютних диференцiальних iнварiантiв дру-
гого порядку для набору з m скалярних функцiй ur = ur(x0, x1, . . . , xn), n ≥ 3.
Алгебра Пуанкаре AP (1, n) задається базисними операторами

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, (1)

де µ, ν = 0, 1, . . . , n, пiд повторюваними iндексами мається на увазi пiдсумовування
(xνxν = x2

0 − x2
1 − · · · − x2

n), gµν = diag (1,−1, . . . ,−1).
Квазiлiнiйнi iнварiанти другого порядку алгебри Пуанкаре та конформної ал-

гебри описанi в [1].

Теорема 1. Функцiональний базис диференцiальних iнварiантiв другого поряд-
ку алгебри Пуанкаре (1) для скалярної функцiї u складається з 2n + 3 iнварi-
антiв

u, Sk(uµν) = uµ0µ1 · · ·uµkµ0 ,

Rk(uµ, uµν) = uµ0uµk
uµ0µ1 · · ·uµk−1µk

, k = 0, 1, . . . , n.
(2)

Тут uµ = ∂u
∂xµ

, uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

.

В тому, що вирази (2) є абсолютними iнварiантами алгебри AP (1, n) можна
переконатися, перевiривши, що має мiсце рiвнiсть [2]

2

XF (xµ, u, uµ, uµν) = 0,

де
2

X — другi продовження базисних операторiв цiєї алгебри.
Доведення повноти та функцiональної незалежностi набору iнварiантiв (2) до-

сить громiздке, тому тут його наводити не будемо.

Теорема 2. Для набору з m скалярних функцiй ur базис iнварiантiв другого
порядку алгебри AP (1, n) складається з m(2n+ 3) + (m− 1)n(n−1)

2 iнварiантiв

ur, Rk(urµ, u
1
µν) = urµ1

urµk
u1
µ1µ2

· · ·u1
µk−1µk

,

Sjk(urµν , u
1
µν) = u1

µ1µ2
· · ·u1

µj−1µ1
urµjµj+1

· · ·urµkµ1
,

(3)

j = 0, . . . , k, k = 1, . . . , n+ 1, r = 1, . . . ,m, по r пiдсумовування немає.

Доповiдi АН УРСР, Сер. А, Фiз.-мат. та техн. науки, 1989, № 5, 21–22.
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Для розширеної алгебри Пуанкаре AP̃ (1, n) = {pµ, Jµν ,D},
D = xµpµ + λurpur , (4)

(pur = i∂/∂ur, по r пiдсумовування вiд 1 до m) вiдповiдний базис має вигляд
коли λ = 0

ur

u1
, Sjk(urµν , u

1
µν)(u

1)k(
2
λ−1), Rk(urµ, u

1
µν)(u

1)
2k
λ −k−1;

коли λ = 0

ur, Sjk(urµν , u
1
µν)(u

1
αα)−k, Rk(urµ, u

1
µν)(u

1
αα)−k,

де Sjk, Rk визначаються спiввiдношеннями (3), j = 0, 1, . . . , k, k = 1, . . . , n + 1,
r = 1, . . . ,m, по r пiдсумовування немає.
Наведемо аналогiчнi результати для конформної алгебри

AC(1, n) = {pµ, Jµν ,D,Kµ}, Kµ = 2xµD − xνxνpµ

(D — оператор дилатацiї (4)).
Базис iнварiантiв другого порядку алгебри AC(1, n), коли λ = 0

Sjk(θrµν , θ
1
µν)(u

1)k(
2
λ−1),

ur

u1
, Rk(θrµ, θ

1
µν)(u

1)k(
2
λ−1)−1,

j = 0, . . . , k, k = 1, . . . , n+ 1, r = 2, . . . ,m, по r пiдсумовування немає.
Конформно-коварiантнi тензори мають вигляд

θrµ =
urµ
ur

− u1
µ

u1
, θrµν = λurµν + (1 − λ)

urµu
r
ν

ur
+
λgµν
1 − n

(
urββ − urβu

r
β

ur

)
,

Sjk, Rk будуються аналогiчно (3).
AC(1, n), λ = 0:

ur, (u1
αu

1
α)−2kSjk(w1

µν , w
r
µν), Rk(urµ, w

1
µν)(u

1
αu

1
α)−2k+1,

r = 2, . . . ,m, j = 0, . . . , k, k = 1, . . . , n+ 1.

Конформно-коварiантнi тензори wrµν мають вигляд

wrµν = uαu
r
α

(
urµν +

gµν
1 − n

urββ

)
− urβ(u

r
µu

r
βν + urνu

r
βµ) (5)

(по r пiдсумовування немає).
Одержанi результати дозволяють побудувати новi нелiнiйнi багатовимiрнi кон-

формно-iнварiантнi рiвняння. Наприклад, рiвняння

uαuα
1

n− 1
�u− uµuνuµν = (uνuν)2F (u),

лiва частина якого є згорткою тензора wµν (5), F — довiльна функцiя, iнварiантне
вiдносно алгебри AC(1, n), λ = 0.

1. Фущич В.И., Егорченко И.А., О симметрийных свойствах комплекснозначных нелинейных вол-
новых уравнений, Докл. АН СССР, 1988, 298, № 2, 347–351.

2. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., Наука, 1978, 400 с.
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The symmetry and exact solutions
of the non-linear d’Alembert equation
for complex fields
W.I. FUSHCHYCH, I.A. YEHORCHENKO

The non-linear wave equations for the complex scalar field invariant under a conformal
group are constructed and multiparametrical exact solutions of certain non-linear
complex d’Alembert equations are found.

1. The non-linear wave equation
The non-linear wave equation

pµpµu+ F (u) = 0

for the real function u = u(x0 ≡ t, x1, . . . , xn) is invariant under the extended Poincaré
algebra A1P (1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D〉

Pµ = pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, (1)

where D is the dilation operator (D = xµpµ + αupu) iff F (u) = λuk [4].
The classical and quantum scalar field, as is well known (see [1]), is described by

the wave equation for the complex function u. Therefore it is interesting to construct
the classes of non-linear wave equations invariant under wider groups than the Poi-
ncaré group. In the case of real fields, as was shown by Fushchych and Serov [4],
there exist only two classes of such non-linear fields. In the complex case there are
wide classes of fields invariant under groups which include the Poincaré group P (1, n)
as the subgroup.
In the present paper for the classical complex field u we construct the non-linear

second-order wave equations

pµpµu+ F (u, u∗, uα, u∗α) = 0, uα ≡ ∂u

∂xα
, u∗α ≡ ∂u∗

∂xα
, α, µ = 0, 1, . . . , n (2)

(the asterisk designates the complex conjugation and we indicate the sum by repeating
indices: pµpµ = p2

0−p2
1−· · ·−p2

n) invariant under the following Lie algebras (containing
as subalgebra the Poincaré algebra AP (1, n) = 〈PµJµν〉 with the basic elements (1)):

A
(1)
1 ≡ A

(1)
1 P (1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D1〉.

The dilation operator D1 has the form

D1 = xµpµ − λ(upu + u∗pu∗), pu = −i ∂
∂u
, pu∗ = −i ∂

∂u∗
.

A
(2)
1 ≡ A

(2)
1 P (1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D2〉.

J. Phys. A: Math. Gen., 1989, 22, 2643–2652.
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The dilation operator D2 has the form

D2 = xµpµ − λ(pu + pu∗).

A2 ≡ A2P (1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D1, Q〉.
The operator of charge has the form

Q = u∗pu − upu∗ .

A
(1)
3 ≡ A(1)C(1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D1,K

(1)
µ 〉.

The operators K(1)
µ generating the conformal transformations have the form

K(1)
µ = 2xµD1 − xνxνpµ.

A
(2)
3 ≡ A(2)C(1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D1,K

(1)
µ , Q〉.

A
(3)
3 ≡ A(3)C(1, n) ≡ 〈Pµ, Jµν ,D2,K

(2)
µ 〉.

K(2)
µ = 2xµD2 − xνxνpµ.

To describe the invariant equations of the form (2) we need the differential inva-
riants of the zero and first order for the algebras A(1)

1 , . . . , A
(3)
3 . As is well known

(see, e.g. [7]) these invariants are solutions of the system

1

XiΦ(u, u∗, uα, u∗α) = 0, (3)

where
1

Xi are the first prolongations of the basis operators of the corresponding
algebras.
Not going into details we adduce the explicit form of the invariants for the algebras

AP (1, n) : u, u∗, r1 = uαuα, r2 = uαu
∗
α, r3 = u∗αu

∗
α,

A
(1)
1 :

u

u∗
,
r1
r2
,
r3
r2
,

r21
u2(λ−1)

,

A
(2)
1 : u− u∗,

r1
r2
,
r3
r2
, r

λ/2
1 expu,

AP (1, n) ⊕Q : u2 + u∗2, r1 + r3, r
2
2 − r1r3, R = u∗2r1 − 2uu∗r2 + u2r3,

A2 :
(r1 + r3)2

(u2 + u∗2)λ−1
,
r22 − r1r2
(r1 + r3)2

,
R

(u2 + u∗2)(r1 + r3)
,

A
(1)
3 (λ = 0) :

u

u∗
,

R

u4−2/λ
,

A
(1)
3 (λ = 0) : u, u∗,

r1
r2
,
r3
r2
,

A
(2)
3 (λ = 0) : R(u2 + u∗2)1/λ−2,

A
(2)
3 (λ = 0) : u2 + u∗2,

r22 − r1r3
(r1 + r3)2

,
R

r1 + r3
,

A
(3)
3 (λ = 0) : u− u∗, (r1 − 2r2 + r3)λ/2 expu.

(4)
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These systems of invariants are complete when n ≥ 3.
The classification of the non-linear equations for the complex scalar field invariant

under the enumerated algebras gives the following theorem.

Theorem. Equation (2) is invariant under the algebras

AP (1, n) when F = ϕ(ω),

A
(1)
1 when F = u1−2/λϕ(ω),

A
(2)
1 when F = exp(u)ϕ(ω),

A2 when F = (u2 + u∗2)−1/λ(uf(ω) + iu∗g(ω)),

A
(1)
3 , λ = 0 when F =

2λ+ n− 1
2λu

r1 + u1−2/λϕ(ω),

when λ = 0 there are no invariant equations of the form (2);

A
(2)
3 , λ =

1 − n

2
when F = (u2 + u∗2)2/(n−1)(uf(ω) + iu∗g(ω))

(when λ = (1 − n)/2 there are no invariant equations of the form (2));

A
(3)
3 , λ = 0 when F =

n− 1
2λ

r1 + exp
(
− 2
λ
u

)
ϕ(ω)

(here we designate as f and g arbitrary real and as ϕ arbitrary complex functions,
ω are invariants of the corresponding algebras).
To prove the theorem it is necessary to use the Lie invariance condition in the

form

2

XiL
∣∣∣L = 0
L∗ = 0

= 0

where L = �u − F (u, u∗, uα, u∗α) (�u = pµpµu),
2

Xi are the second prolongations of
the basis elements of the algebras being considered, which we resolve with respect to
the unknown function for every algebra.
A similar theorem can be formulated and proved for the system of two wave

equations for the pair of real functions.
The classification of the general quasilinear Poincaré-invariant equation for the

complex scalar function is adduced by Fushchych and Yehorchenko [5].

2. The solutions of wave equations for the complex function
Let us consider the equation

�u = F (u, u∗) (5)

which is invariant under the Poincaré algebra (1). Its solutions can be found with
the help of the reduction with respect to subalgebras of AP (1, n) as was done in the
real case by Fushchych and Serov [4] or Winternitz et al [8] but such reduction leads
mostly to systems of ordinary differential equations not solvable in quadratures; one of
the ways to avoid this difficulty was suggested by Grundland and Tuszynski [6]. To
find the exact solutions of (5) it is advisable to search especially for ansatze leading
to systems of differential equations solvable in quadratures.
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Using the ansatz (see, e.g., [3, 4])

u = ϕ(ω), u∗ = ϕ∗(ω), ω = ω(x) (6)

we come to the system

ωµωµϕ̈+ �ωϕ̇ = F (ϕ,ϕ∗),

ωµωµϕ̈
∗ + �ωϕ̇∗ = F ∗(ϕ,ϕ∗), ϕ̇ =

dϕ

dω
.

(7)

The condition of separation of variables in the system (7) is that the new variable
ω must satisfy the conditions

�ω = χ(ω), ωµωµ = T (ω), (8)

where χ, T are arbitrary functions (not equal simultaneously to zero).
Thus to find exact solutions of (5) in the form (6) it is sufficient to solve the

system (8) and

T (ω)ϕ̈+ χ(ω)ϕ̇ = F (ϕ,ϕ∗),
T (ω)ϕ̈∗ + χ(ω)ϕ̇∗ = F ∗(ϕ,ϕ∗).

(9)

To solve the system (8) we use the results of Collins [2], where similar systems for
the functions of three independent variables were investigated. The partial solutions of
the system (8) when µ = 0, 1, . . . , n, T (ω) = 1, χ(ω) = N(ω −A)−1, N = 0, 1, . . . , n,
A = const, are given in Table 1. Evidently when n > 2 they are not general solutions.

Table 1

N Solutions Conditions on parameters

0 ω + αy + F (βy) (αy = α0y0−
−α1y1 − · · · − αnyn)

F is an arbitrary function of βy, yν = xν + aν ,
aν = const, α2 = 1, β2 = αβ = 0

1, . . . , n ω − A = [(αiy)(αiy)]1/2 αi
µαj

µ = δij , i, j = 1, . . . , N + 1, yν = xν + aν ,
aν = const

Below we consider systems of the form (5)

�u = λu(uu∗)k,
�u∗ = λ∗u∗(uu∗)k,

(10)

�u = (λ1u+ iλ2u
∗)(u2 + u∗2)k,

�u = (λ1u
∗ − iλ2u

∗)(u2 + u∗2)k
(11)

(λ1, λ2, k are arbitrary real numbers and λ is an arbitrary complex number), which
are invariant corresponding with respect to the operators Q1 = u∂u − u∗∂u∗ and
Q2 = u∗∂u − u∂u∗ (the operator of charge).
The system (9) with T (ω) = 1, χ(ω) = N/(ω − A) and ω from Table 1, for (10)

takes the form

N

ω −A
ϕ̇+ ϕ̈ = λϕ(ϕϕ∗)k,

N

ω −A
ϕ̇∗ + ϕ̈∗ = λ∗ϕ∗(ϕϕ∗)k,

(12)
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where N = 0, 1, . . . , n; for (11) the system (9) takes the form

N

ω −A
ϕ̇+ ϕ̈ = (λ1ϕ+ iλ2ϕ

∗)(ϕ2 + ϕ∗2)k,

N

ω −A
ϕ̇∗ + ϕ̈∗ = (λ1ϕ

∗ − iλ2ϕ)(ϕ2 + ϕ∗2)k.
(13)

It is convenient to search for solutions of (12) in the form

ϕ = reiθ, ϕ∗ = re−iθ (14)

for solutions of (13) in the form

ϕ = r

(
1 + i

2
√

2
eθ +

1 − i

2
√

2
e−θ
)
, ϕ∗ = r

(
1 − i

2
√

2
eθ +

1 + i

2
√

2
e−θ
)
. (15)

For the real functions r = r(ω) and θ = θ(ω) we obtain the system

N

ω −A
ṙ + r̈ + κθ̇2r = λ1r

2k+1,

N

ω −A
θ̇r + 2ṙθ̇ + rθ̈ = λ2r

2k+1.

(16)

Here λ = λ1 + iλ2, κ = −1 for (12) and κ = 1 for (13).
Let N = 0. With an arbitrary k and λ2 = 0 the system (16) has the general

solution in the parametrical form (λ = λ1):

ω =
∫ (

λ

k + 1
r2k+2 +

κc21
r2

+ c2

)−1/2

dr + c3,

θ = c1

∫
r−2

(
λ

k + 1
r2k+2 +

κc21
r2

+ c2

)−1/2

dr + c4,

(17)

When k = −2 we obtain the general solution of (16) in explicit form in elementary
functions

r =
(
c2(ω + c3)2 +

λ− κc21
c2

)1/2

,

θ =



c1
(λ− κc21)1/2

tan−1 c2(ω + c3)
(λ− κc21)1/2

+ c4, λ− κc21 > 0,

c1
2(κc21 − λ)1/2

ln
∣∣∣∣ω + c3 + c−1

2 (κc21 − λ)1/2

ω + c3 − c−1
2 (κc21 − λ)1/2

∣∣∣∣ , λ− κc21 < 0,

− c1
(c2(ω + c3)

, λ = κc21,

(18)

c1 = 0, c2, c3, c4 are arbitrary real numbers. (If c1 = 0, θ = const.)
Note 1. The solvability of systems of ordinary differential equations in quadratures
is connected with their wide symmetry. Systems of the form (12) can be reduced to
systems of four first-order equations and we may suppose that for their solvability in
quadratures it is necessary for the range of basis of their invariance algebra to be
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not less than 4 [7]. However, this condition is not sufficient. The system (12) when
k = −2, N = 0 has the maximal invariance algebra among systems of such form with
the basis operators

∂ω, ω∂ω +
1
2
(ϕ∂ϕ + ϕ∗∂ϕ∗), ω2∂ω + ω(ϕ∂ϕ + ϕ∗∂ϕ∗), ϕ∂ϕ − ϕ∗∂ϕ∗

but when λ2 = 0 it reduces to a Riccati equation not solvable in quadratures.
The system (16) when N = 1, N = 2, k = (N − 2)(N − 1)−1 by the substitution

t = (ω −A)N−1, r = (ω −A)1−Nρ can be reduced to the form

ρ̈+ κθ̇2ρ = λ1ρ
2k+1, 2ρ̇θ̇ + ρθ̈ = λ2ρ

2k+1.

We obtain its solutions in parametrical form (λ2 = 0) and from them we obtain
the solutions of (16)

r = ρ

[
c3 + (N − 1)

∫ (
λ

k + 1
ρ2k+2 +

κc21
ρ2

+ c2

)−1/2

dρ

]
,

θ = c1(N − 1)2
∫
ρ−2

(
λ

k + 1
ρ2k+2 +

κc21
ρ2

+ c2

)−1/2

dρ+ c4,

ω =

[
c3 + (N − 1)

∫ (
λ

k + 1
ρ2k+2 +

κc21
ρ2

+ c2

)−1/2

dρ

]1/(N−1)

+A,

(19)

c1 = 0, c2, c3, c4 are arbitrary constants chosen for r, θ to be real.
From solutions (17)–(19) and substitutions (14) and (15) we obtain the solutions of

(12) and (13) respectively. With ω from Table 1 we get solutions of the initial systems
(10) and (11).
As (10) and (11) are invariant with respect to the scale transformations it is

possible to find ansatze reducing them to the first-order differential equations which
have more chances to be solved in quadratures. We search for such ansatze in the
form

u = f(x)Φ(ω), u∗ = f(x)Φ∗(ω). (20)

The corresponding conditions on f and ω are as follows:

�f(x) = F (ω)f2k+1(x),
f�ω + 2fµωµ = G(ω)f2k+1(x),
ωµωµ = 0,

(21)

where F , G are arbitrary functions.
It is interesting enough to investigate the system (21) itself but here we do not go

into this matter and adduce only some solutions:

f(x) = [(βix)(βix)]a, ω =
αx

[(βix)(βix)]b
,

a = − 1
2k
, α2 = αβi = 0, βiµβ

i
µ = δij , b = 0, 1,

(22)

the sum by i is implied, i = 1, . . . ,m, m ≤ n, 1 − 2a = m, when b = 1.
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For the ansatz (20) with f , ω from (22) we obtain the reduced equations and their
solutions.
For equations (10)
(i) b = 0, m+ 2a− 1 = 0

Φ′ω + Φ
m+ 2a− 1

2
=

λ

4a
Φ(ΦΦ∗)k,

Φ = c
(
ωk(m+2a−1) − c1

)−1/2k

×

× exp
iλ2

λ1

(
(lnω)

m+ 2a− 1
2

− 1
2k

ln
(
ωk(m+2a−1) − c1

))
,

cc∗ =
(

1
λ1

2a(m+ 2a− 1)
)1/k

;

(23)

(ii) b = 0, m+ 2a− 1 = 0

Φ = c(λ1k
2 lnω + c1)−(λ1+iλ2)/2kλ1 , cc∗ = 1; (24)

(iii) b = 1

Φ′ω − aΦ =
λ

2(m+ 2a− 1)
Φ(ΦΦ∗)k,

Φ = cω−iλ2/2kλ1 |1 − c1ω|−λ2/2kλ1 , cc∗ =
(
−2a(m+ 2a− 1)

λ1

)1/k

.

(25)

In a similar way solutions of (11) can be obtained; if Φ has the form (15) then
(i) b = 0, m+ 2a− 1 = 0

r =
(
1 − c1ω

k(m+2a−1)
)−1/2k

[(m+ 2a− 1)4a]1/2k(λ1 + λ)−1/2k,

θ =
λ1 − λ2

λ1 + λ2

(
m+ 2a− 1

2
lnω − 1

2k
ln
∣∣∣1 − c1ω

k(m+2a−1)
∣∣∣) ;

(26)

(ii) b = 0, m+ 2a− 1 = 0

r = (2k2(λ1 + λ2) lnω + c1)−1/2k,

θ = − 1
2k
λ1 − λ2

λ1 + λ2
ln |k2(λ1 + λ2) lnω + c1|;

(27)

(iii) b = 1, m+ 2a− 1 = 0

r =
(
−a(m+ 2a− 1)

λ1 + λ2

)1/2k

(1 − c1ω)−1/2k,

θ = − 1
2k
λ1 − λ2

λ1 + λ2
(lnω + ln |1 − c1ω|).

(28)

Substituting the obtained solutions (23)–(28) of the reduced equations into the
ansatz (20) and (22) we get the multiparametrical families of exact solutions of (10)
and (11) correspondingly.
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The ansatz (20) and (22) when b = 0, b = 1 allows us to obtain the reduced
equations of the second order

Φ′′ω24b(b− 1) + Φ′ω[4b2 − 2b(m+ 1) + 4a(1 − 2b)] +
+ 2aΦ(2a+m− 1) = λΦF (Φ,Φ∗),

F = (ΦΦ∗)k for (10), F = (Φ2 + Φ∗2)k for (11).

(29)

We can adduce the parametrical solutions of (29) when

b =
2a

m+ 4a− 1
, λ = λ∗ (λ2 = 0, λ = λ1),

ω =
∫ (

λ

k + 1
r2k+2 +

κc21
r2

+ c2 +Br2
)−1/2

dr + c3,

θ = c1

∫
r−2

(
λ

k + 1
r2k+2 +

κc21
r2

+ c2 +Br2
)−1/2

dr + c4,

B =
1
4
(r + 4a− 1)2,

(30)

κ = −1 and the representation (14) for Φ is taken for (10), and κ = 1 and the
representation (15) for Φ is taken for (11).

3. The conformally invariant families of solutions
Let us consider the conformally invariant system of the form (2) (n = 2)

�u = u3F

(
u

u∗
,

R

(uu∗)3

)
, �u∗ = u∗3F ∗

(
u

u∗
,

R

(uu∗)3

)
, (31)

where R is defined in (4).
We obtain here the conformally invariant families of solutions of (31) with certain

F using the formulae of conformal reproduction of solutions.
We used the ansätze (20), where

ω = αx, f = (x2)−1/2, (32a)

ω = αx/x2, f = (x2)−1/2, (32b)

ω = αx, f = [x2 − 2εxδx+ δ2(εx)2]−1/2, (33a)

ω = αx, f = [2αxβx− β2(αx)2 + c(αx)]−1/2, (33b)

where α2 = ε2 = αε = αδ = 0, αβ = εδ = 1.
When u, u∗ are defined from the ansätze (20), (32) and (33), R ≡ 0. Then the

reduced equations have the form

κΦ − 2Φ̇ω = Φ3F

(
Φ
Φ∗

)
, κΦ∗ − 2Φ̇∗ω = Φ∗3F ∗

(
Φ
Φ∗

)
, (34)

where κ = −1 for (32), κ = 1 for (33).
The solution of (34) in parametrical form can be obtained for arbitrary F .
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The multiparametrical conformally invariant families of solutions we adduce for
the equations are

�u = (u2 + u∗2)(g1u+ ig2u
∗),

�u∗ = (u2 + u∗2)(g1u∗ − ig2u),
(35)

�u = (g1 + ig2)u(uu∗),
�u∗ = (g1 − ig2)u∗(uu∗),

(36)

where g1, g2 are real functions of R(u2 + u∗2)−3.
Their families of solutions are non-reproducible by conformal transformations and

given by the following formulae. The solutions of (35) are

u = f(x)ωκ/2

(
c2

1 + i

4
|c1 + κωκA1|−(A1+A2)/2A1 +

+ c−1
2

1 − i

4
|c1 + κωκA1|−(A1−A2)/2A1

)
,

Aj = gj(o), A2 = 0, cj ∈ R, c1 = 0 (j = 1, 2)

and the solutions of (36) are

u = f(x)ωκ/2|A1κωκ + c1|−1/2 exp
[
i

(
c2 − A2

2A1
ln |c1 +A1κωκ|

)]
,

f(x) and ω being substituted from Table 2 and κ being defined from the corresponding
ansätze (32) or (33).

Table 2

Ansatz κ ω {f(x)}−2

(32b) −1
αx + ατx2 + abσ(τ, x)

x2 + 2bx + 2bτx2 + b2σ(τ, x)
σ(τ, x)[x2 + 2bx + 2bτx2 + b2σ(τ, x)]

(32a) −1

(33b) 1 (σ(τ, x))−1[αx+ατx2+αbσ(τ, x)]
ωσ(τ, x)[2(βx + βτx2) − β2(αx+
+ατx2) + (c + 2bβ − β2αb)σ(τ, x)]

(33a) 1

−(εx + ετx2)(δx + δτx2) + δ2(αx+
+ετx2)2 + σ(τ, x)[x2 + 2bx + 2bτx2−
−2bδ(εx + ετx2) − 2bε(δx + δτx2)+
+δ22εb(εx + 2ετx2)+
+σ(τ, x)(b2 − 2bεbδ + δ2(εb)2]

σ(τ, x) = 1 + 2τx + τ2x2, bµ, τµ are arbitrary parameters.
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On some new exact solutions of
the nonlinear d’Alembert–Hamilton system

W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

Some new exact solutions of the d’Alembert–Hamilton system of partial differential
equations are obtained. The necessary conditions of integrability of an over-determined
d’Alembert–Hamilton system are established.

Since Euler (1734–1740) the method of reduction of partial differential equations
(PDEs) to ordinary differential equations (ODEs) is one of the most effective ways to
construct partial solutions of PDEs.
In refs. [1–4] the symmetry reduction of the d’Alembert equation,

�u = F1(u), � = ∂2
x0

− ∂2
x1

− ∂2
x2

− ∂2
x3

(1)

(where F1(u) is an arbitrary smooth function), to an ODE has been carried out. So
the four-dimensional PDE (1) with the ansatz

u(x) = ϕ(ω), (2)

where ϕ ∈ C2(R1,R1), and ω = ω(x) ∈ C2(R4,R1) being the new variable, is reduced
to an ODE having variable coefficients,

(ωµωµ)ϕ̈+ (�ω)ϕ̇ = F1(ϕ), (3)

where ωµ ≡ ∂ω/∂xµ, µ = 0, . . . , 3, ϕ̇ ≡ dϕ/dω. Hereafter the summation over
repeated indices in Minkowski space R(1, 3) having the metric gµν = diag (1,−1,−1,
−1) is supposed, i.e.

ωµωµ = gµνωµων = ω2
1 − ω2

1 − ω2
2 − ω2

3 .

In refs. [3, 4] using the symmetry properties of eq. (1) and the subgroup structure
of the Poincaré group P (1, 3) new variables have been constructed for eq. (3) dependi-
ng on ω only.
In the present paper we suggest a more general approach to the problem of

reduction of the PDE (1) to an ODE than the approach based on the employment of
its symmetry properties [1–4].
We say that the ansatz (2) reduces the PDE (1) to an ODE if the new variable

ω(x) satisfies both the d’Alembert and the Hamilton equation,

�ω = F2(ω), (4)

ωµωµ = F3(ω), (5)

where F2, F3 are arbitrary smooth functions.

Physics Letters A, 1989, 141, № 3–4, 113–115.
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Evidently for every ω(x) satisfying the system (4), (5) the ODE (3) depends on ω
only

F3(ω)ϕ̈+ F2(ω)ϕ̇ = F1(ϕ) (6)

(one can be easily convinced that the invariants obtained by Winternitz et al. [4]
satisfy this system). Thus the problem of finding the ansatz (2) reducing the PDE (1)
to an ODE leads to the construction of solutions of the d’Alembert–Hamilton system
(4), (5).
In the present paper the compatibility of the overdetermined system (4), (5) is

investigated, i.e. all smooth functions ensuring the compatibility of the d’Alembert–
Hamilton system are described. Besides wide classes of exact solutions of the system
(4), (5) are presented.
System (4), (5) via the change of the dependent variable Z = Z(ω) can be reduced

to the allowing system:

�ω = F (ω), (7)

ωµωµ = λ, λ = const. (8)

The ODE (6) then takes the form

λϕ̈+ F (ω)ϕ̇ = F1(ϕ). (9)

Before formulating the principal result of the paper we adduce without proof some
auxiliary statements.

Lemma 1. Solutions of the system (7), (8) satisfy the identities

ωµν1ων1µ = −λḞ (ω),

ωµν1ων1ν2ων2µ =
1
2!
λ2F̈ (ω), . . . ,

ωµν1ων1ν2 · · ·ωνnµ =
1
n!
λn
dnF (ω)
dωn

,

(10)

where ωαβ ≡ ∂2ω/∂xα∂xβ, α, β = 0, . . . , 3, n ≥ 1.

Lemma 2. Solutions of the system (7), (8) satisfy the following equality:

det(ωµν) = 0. (10′)

Let us now formulate the principal statement.
Theorem 1. The necessary condition of compatibility of the overdetermined system
(7), (8) is

F (ω) =


0,
λ(ω + C1)−1,

2λ(ω + C1)[(ω + C1)2 + C2]−1,

3λ[(ω + C1)2 + C2][(ω + C1)3 + 3C2(ω + C1) + C3]−1.

(11)

where C1, C2, C3 are arbitrary constants.
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Proof. By direct (and rather tiresome) verification one can be convinced that the
following identity holds,

6(ωµν1ων1ν2ων2ν3ων3µ) − 8(�ω)(ωµν1ων1ν2ων2µ) − 3(ωµν1ων1µ)
2 +

+ 6(�ω)2(ωµν1ων1µ) − (�ω)4 = 24det(ωαβ).
(12)

Substituting (10), (10′) into (12) one obtains a nonlinear ODE for F (ω)

λ3
...

F + 4λ2FF̈ + 3λ2Ḟ 2 + 6λḞF 2 + F 4 = 0, (13)

where Ḟ = dF/dω.
The general solution of eq. (13) is given by formulae (11). The theorem is proved.

Note 1. Compatibility of the three-dimensional d’Alembert–Hamilton system has been
investigated in detail by Collins [5]. Collins essentially used geometrical methods
which could not be generalized to higher dimensions.

Using Lie’s method (see e.g. ref. [6]) one can prove the following statement.

Theorem 2. System (7), (8) is invariant under the 15-parameter conformal group
C(1, 3) iff

F (ω) = 3λ(ω + C)−1, λ > 0, C = const. (14)

Note 2. Formula (14) can be obtained from (11) by putting C2 = C3 = 0. So Theorem
2 demonstrates the close connection between compatibility of a system of PDEs and
its symmetry.

Note 3. It is common knowledge that the PDE (7) is invariant under the group C(1, 3)
iff F (ω) = λω3 [3]. Consequently, an additional constraint (8) changes essentially the
symmetry properties of the d’Alembert equation (choosing F3(ω) in a proper way one
can obtain a conformally-invariant system of the form (4), (5) under arbitrary F2(ω)).
In Table 1 we list the explicit form of some exact solutions of the d’Alembert–

Hamilton system (7), (8) and the reduced ODEs for the function ϕ(ω). h1, g1 are
arbitrary smooth functions on aµxµ + dµx

µ; h2, g2 on ω + dµx
µ; and aµ, bµ, cµ, dµ

are arbitrary real parameters satisfying conditions of the form

−aµaµ = bµb
µ = cµc

µ = dµd
µ = −1,

aµb
µ = aµc

µ = aµd
µ = bµc

µ = bµd
µ = cµd

µ = 0.

Table 1

No. λ F (ω) ω = ω(x) QDE for ϕ(ω)

1 1 0 aµxµ ϕ̈ = F1(ϕ)

2 1 ω−1 [(aµxµ)2 − (bµxµ)2]1/2 ϕ̈ + ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

3 1 2ω−1 [(aµxµ)2 − (bµxµ)2 − (cµxµ)2]1/2 ϕ̈ + 2ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

4 1 3ω−1 (xµxµ)1/2 ϕ̈ + 3ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

5 −1 0 bµxµ cos h1 + cµxµ sin h1 + g1 ϕ̈ = −F1(ϕ)

aµxµ − bµxµ cos h2 − cµxµ sin h2 − g2 = 0

6 −1 −ω−1 [(bµxµ + h1)
2 + (cµxµ + h2)

2]1/2 ϕ̈ + ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

7 −1 −2ω−1 [(bµxµ)2 + (cµxµ)2 + (dµxµ)2]1/2 ϕ̈ + 2ω−1ϕ̇ = F1(ϕ)

8 0 0 h1 0 = F1(ϕ)
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Choosing in a proper way constants aµ, bµ, cµ, dµ and functions fi, gi one can
obtain from Table 1 symmetry ansatze constructed by Winternitz et al. [4]. Such an
approach based on the d’Alembert–Hamilton system makes it possible to obtain a
wider family of ansatze for the nonlinear d’Alembert equation (1) (see also ref. [7]).
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Symmetry and exact solutions
of nonlinear spinor equations

W.I. FUSHCHYCH, R.Z. ZHDANOV

This review is devoted to the application of algebraic-theoretical methods to the problem
of constructing exact solutions of the many-dimensional nonlinear systems of partial di-
fferential equations for spinor, vector and scalar fields widely used in quantum field
theory. Large classes of nonlinear spinor equations invariant under the Poincaré group
P (1, 3), Weyl group (i.e. Poincaré group supplemented by a group of scale transformati-
ons), and the conformal group C(1, 3) are described. Ansätze invariant under the
Poincaré and the Weyl groups are constructed. Using these we reduce the Poincaré-
invariant nonlinear Dirac equations to systems of ordinary differential equations and
construct large families of exact solutions of the nonlinear Dirac–Heisenberg equation
depending on arbitrary parameters and functions. In a similar way we have obtained
new families of exact solutions of the nonlinear Maxwell–Dirac and Klein–Gordon–Dirac
equations. The obtained solutions can be used for quantization of nonlinear equations.

1. Introduction
The Maxwell equations for the electromagnetic field and the Dirac equation for

the spinor field,

(γµpµ −m)ψ = 0, (1.1)

discovered 60 years ago, are the fundament of modern physics. In eq. (1.1) ψ = ψ(x)
is a four-component complex-valued function, x = (x0 ≡ t, x1, x2, x3) ∈ R(1, 3), four-
dimensional Minkowski space, γµ are 4 × 4 matrices satisfying the Clifford–Dirac
algebra

γµγν + γνγµ = 2gµν , (1.2)

where gµν = diag (1,−1,−1,−1), m is the particle mass. We use two equivalent
representations of the γ-matrices,

γ0 =
(

0 I
I 0

)
, γa =

(
0 σa

−σa 0

)
, (1.2a)

or

γ0 =
(
I 0
0 −I

)
, γa =

(
0 σa

−σa 0

)
, a = 1, 2, 3, (1.2b)

σa are the 2 × 2 Pauli matrices.
Fifteen years ago D. lvanenko [1] made an attempt to obtain a nonlinear generali-

zation of the Dirac equation, and suggested the following equation:

[γµpµ −m+ λ(ψ̄ψ)]ψ(x) = 0, ψ̄ = ψ+γ0. (1.3)

Physics Reports, 1989, 172, № 4, 123–174.
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In the early fifties W. Heisenberg [2–5] put forward a vast program to construct
a unified field theory based on the nonlinear spinor equation

[γµpµ + λ(ψ̄γµγ4ψ)γµγ4]ψ(x) = 0. (1.4)

Heisenberg and his collaborators [2–5] did their best to construct the quantum field
theory, to establish the quantization rules, and to calculate the mass spectrum of the
elementary particles.
In two papers by R. Finkelstein and collaborators [6, 7] published in the early

fifties, nonlinear spinor fields were investigated from the classical point of view,
i.e., approximate and exact solutions of partial differential equations (PDE) were
studied. From the classical point of view scalar field was studied by L. Schiff [8] and
B. Malenka [9].
Like the general theory of relativity nonlinear spinor field theory is a mathematical

model of physical reality based on a complicated multi-dimensional nonlinear system
of PDE.
Up to now there exists a vast literature on exact solutions of the equations for

the gravitational field. It is well-known which important role has been played in
gravitation theory by Schwarzschild’s, Friedman’s and Kerr’s exact solutions. So far
many of the obtained solutions have no adequate physical interpretation. Nevertheless
the number of exact solutions of the Einstein equations grows rapidly.
Nothing of the kind takes place in nonlinear field theory. There are few enough

classical solutions of nonlinear spinor equations [10–18] although these equations are
essentially simpler than those of gravitation theory. This surprising situation seems
to be explained by the fact that many investigators underestimate the importance of
exact solutions in the theory of quantized fields and expect the great successes in
other domains of quantum field theory.
We think that a thorough investigation of nonlinear spinor equations and a con-

struction of exact solutions for them sooner or later will lead to important physical
results and to new physical ideas and methods. Let us recall that in this way the
theory of solitons was created.
We will not adduce a concrete physical interpretation to the solutions of nonlinear

spinor equations because we think that they speak for themselves. Nevertheless we
will show how to construct nonlinear scalar fields (equations) using exact solutions
of nonlinear spinor equations. In other words, we have a dynamical realization of de
Broglie’s idea to construct an arbitrary field by using a field with spin s = 1

2 [19]. The
kinematical realization of this idea is well known. It is reduced to a decomposition
of a direct product of linear irreducible representations of the Lorentz and Poincare
groups (with spin s = 1

2 ).
It will be shown that the interaction of spinor and scalar fields gives rise to some

mass spectrum (section 4). It is of interest that discrete relations connecting the
masses of spinor and scalar fields are determined by the geometry of the solutions.
Exact solutions obtained by us can be used as a pattern to check the already

known approximate methods and to create new ones. For example, solutions which
depend on the coupling constant A in a singular way cannot be obtained by standard
methods of perturbation theory.
Solutions (classes of solutions) with the same symmetry as the initial equation

of motion seem to be of particular importance. These solutions (not the equation)
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can be used in the quantization procedure. From the set of solutions one can pick
out ones that do not lead to an indefinite metric. This review is based on our papers
[20–30], and the symmetry properties of PDE are used extensively. That is, we apply
the classical ideas and methods of S. Lie to nonlinear spinor equations. The symmetry
properties of nonlinear field equations make it possible to reduce multi-dimensional
spinor equations to systems of ordinary differential equations (ODE). Integration of
these ODE gives rise to exact solutions of the initial equation. Let us note that all
the exact solutions of the nonlinear Dirac equation known to us are included in the
set of solutions obtained in such a way.
The structure and content of the review are as follows. In section 2 we investigate

the symmetry of the nonlinear Dirac equation

[γµpµ + F (ψ̄, ψ)]ψ(x) = 0, (1.5)

where F (ψ̄, ψ) is an arbitrary four-component matrix depending on eight field va-
riables ψ̄, ψ. All the matrices F (ψ̄, ψ) ensuring invariance of eq. (1.5) under the
Poincaré group P (1, 3), extended Poincaré group P̃ (1, 3) and conformal group C(1, 3)
are described.
In section 3 we take the ansatz

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (1.6)

suggested in ref. [30] and described systematically in refs. [23, 24, 29], which reduces
the system of equations (1.5) to systems of equations for the four functions ϕ0, ϕ1,
ϕ2, ϕ3 depending on three new invariant variables ω = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)}. In
(1.6) A(x) is a variable nonsingular 4 × 4 matrix, whose explicit form is given in
section 3. If ϕ depends on one independent variable then ansatz (1.6) reduces eq.
(1.5) to a system of ODE. Most of them prove to be integrable. Integrating these and
substituting the obtained results into the ansatz (1.6) one obtains particular solutions
of eq. (1.5). Using this approach we have constructed large classes of exact solutions
of the nonlinear Dirac–Heisenberg equation (DHE) for a spinor field.
In sections 4 and 5 multi-parameter families of exact solutions of the Dirac–Klein–

Gordon and the Maxwell–Dirac systems, describing the interaction of a spinor field
with scalar and electromagnetic fields are constructed.

2. Nonlinear spinor equations invariant under the Poincaré group P (1, 3)
and its extensions, the groups P̃ (1, 3) and C(1, 3)

It is clear that arbitrary equations of the form (1.5) can not be taken as a physically
acceptable generalization of the linear Dirac equation. A natural restriction of the
form of the nonlinearity F (ψ̄, ψ) is imposed by demanding relativistic invariance.
This condition ensures independence of the physical processes described by eq. (1.5)
of the choice of inertial reference system (i.e., the nonlinear equation in question has
to satisfy the Poincaré–Einstein relativity principle). It is common knowledge that
the Dirac equation with zero mass admits the conformal group C(1, 3) (see e.g. ref.
[31] and the literature cited there). Therefore it is of interest to choose from the set
of Poincaré-invariant equations of the form (1.5) equations that are invariant under
the conformal group.
In this section we describe all equations of the form (1.5) that are invariant under

the Poincaré group P (1, 3) and its extensions, the group P̃ (1, 3) and the conformal
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group C(1, 3). Let us recall that the extended Poincaré group P̃ (1, 3) (or Weyl group)
is an 11-parameter group of transformations {P (1, 3),D(1)}, where D(1) is a one-
parameter group of scale transformations,

x′µ = eθxµ, ψ′(x′) = e−kθψ(x), k, θ = const. (2.1)

The 15-parameter conformal group C(1, 3) consists of the group P̃ (1, 3) and the four-
parameter group of special conformal transformations

x′µ = (xµ − θµx · x)σ−1(x), ψ′(x′) = σ(x)[1 − (γ · θ)(γ · x)]ψ(x), (2.2)

where σ(x) = 1 − 2θ · x+ (θ · θ)(x · x), θµ are parameters of the group, µ = 0, 1, 2, 3.
Hereafter we use the following notation for the scalar product in Minkowski space
R(1, 3):

a · b ≡ aµb
µ ≡ gµνaµbν , µ, ν = 0, 1, 2, 3,

where gµν = diag (1,−1,−1,−1) is the metric tensor of Minkowski space.

Theorem 1. Equation (1.5) is Poincaré invariant iff

F (ψ̄, ψ) = F1 + F2γ4, (2.3)

where ψ̄ = ψ+γ0, γ4 = γ0γ1γ2γ3, F1 and F2 are arbitrary scalar functions of ψ̄ψ
and ψ̄γ4ψ.

We give only a sketch of the proof, which is based on the infinitesimal Lie method
[32–34]. Expanding the matrix F (ψ̄, ψ) in a linear combination of γ-matrices, the
coefficients of the expansion depending ψ̄ and ψ,

F = aI + bµγ
µ + cµνSµν + dµγ4γµ + eγ4, Sµν =

1
4
i(γµγν − γνγµ), (2.4)

and using the invariance criterion, one obtains the following necessary and sufficient
conditions for the Poincaré invariance of eq. (1.5):

Q0ka = 0, Q0ke = 0,
Q0kbµ + bα(gα0gµk − gαkgµ0) = 0, Q0kdµ + dα(gα0gµk − gαkgµ0) = 0,
Q0kcµν + cαβ(gαkδ

µν
β0 + gβ0δ

µν
αk − gα0δ

µν
βk − gβkδ

µν
α0) = 0,

(2.5)

where

iQ0k = −(S0kψ)α∂/∂ψα + (ψ̄S0k)α∂/∂ψ̄α, k = 1, 2, 3,
δµναβ = δµαδ

ν
β − δµβδ

ν
α, α, β, µ, ν = 0, 1, 2, 3,

and δαβ is the Kronecker symbol.
After some cumbersome calculations we obtain the following general solution of

the system of PDE (2.5):

a = A, e = E, bµ = B1ψ̄γµψ +B2ψ̄γµγ4ψ,

cµν = C1ψ̄Sµνψ + C2ψ̄γ4Sµνψ, dµ = D1ψ̄γµψ +D2ψ̄γ4γµψ,
(2.6)

where A,B1, . . . , E are arbitrary smooth functions of ψ̄ψ and ψ̄γ4ψ.
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Substituting the above formulae into (2.4) one obtains the following expression for
the nonlinear term F (ψ̄, ψ)ψ:

F (ψ̄, ψ)ψ ={AI + [B1ψ̄γµψ +B2ψ̄γ4γµψ]γµ + [C1ψ̄Sµνψ + C2ψ̄γ4Sµνψ]Sµν+
+ [D1ψ̄γµψ +D2ψ̄γ4γµψ]γ4γ

µ + Eγ4}ψ.
This formula can be essentially simplified with the help of the identity [35]

(ψ̄1γµψ2)γµψ2 = (ψ̄1ψ2)ψ2 + (ψ̄1γ4ψ2)γ4ψ2,

where ψ1 and ψ2 are arbitrary four-component spinors, and as a result the nonlinearity
F (ψ̄, ψ) takes the form (2.3). This completes the proof.

Note. In the same way one can prove that the second-order spinor equation

pµp
µψ = F (ψ̄, ψ)ψ (2.7)

is invariant under the Poincaré group iff F (ψ̄, ψ) has the form (2.3).

Theorem 2 [29]. Equation (1.5) is invariant under the Weyl group P̃ (1, 3) iff
F (ψ̄, ψ) has the form (2.3), Fi being determined by the formulae

Fi = (ψ̄ψ)1/2kF̃i, i = 1, 2, (2.8)

where F̃1, F̃2 are arbitrary functions of ψ̄ψ/ψ̄γ4ψ.
Theorem 3 [29]. Equation (1.5) is invariant under the conformal group C(1, 3) iff
F (ψ̄, ψ) has the form (2.3), (2.8) with k = 3/2.
The proof of the last two statements is obtained with the help of the Lie method

[32–34]; it is omitted here. Let us note that the sufficiency in theorem 3 can be
established by direct verification. To do this we denote by G the following expression:

G(ψ̄, ψ) = γµp
µψ + (F̃1 + F̃2γ4)(ψ̄ψ)1/3ψ.

One can verify that the following identities hold:

G(ψ̄′, ψ′) = e−5θ/2G(ψ̄, ψ),

if ψ̄′, ψ′ have the form (2.1) with k = 3/2,

G(ψ̄′, ψ′) = σ2(x)[1 − (γ · θ)(γ · x)]G(ψ̄, ψ),

if ψ̄′, ψ′ have the form (2.2). Consequently, the equation G = 0 is invariant under the
groups of transformations (2.1), (2.2).

Note 1. Unlike eq. (1.5), the class of equations (2.7) does not include conformally
invariant ones. Therefore it seems reasonable to consider as an equation of motion for
a spinor field the following second-order equation:

pµp
µψ = Φ(ψ̄, ψ, ψ̄1, ψ1),

ψ1 = {∂ψ/∂xµ, µ = 0, 1, 2, 3}, ψ̄1 = {∂ψ̄/∂xµ, µ = 0, 1, 2, 3}. (2.9)

The problem of a complete group-theoretical classification of eqs. (2.9) will be
considered in a future paper. Here we restrict ourselves to an example of a conformally
invariant equation of the form (2.9),

pµp
µψ − (3ψ̄ψ)−1γµ[pµ(ψ̄ψ)]γνpνψ = 0. (2.10)
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It is worth noting that each solution of the nonlinear Dirac–Gürsey equation [36]
satisfies the PDE (2.10).

Note 2. There exist Poincaré-invariant first-order equations which differ principally
from the Dirac equation. An example is [29, 37]

(ψ̄γµψ)pµψ = 0. (2.11)

On the set of solutions of the system (2.11) a representation of an infinite-dimensional
Lie algebra is realized. This fact enables us to construct the general solution of eq.
(2.11) in implicit form,

fα(xµ(j · j) − jµ(j · x), ψ̄, ψ) = 0, α = 0, 1, 2, 3,

where jµ = ψ̄γµψ, fα : R × C8 → C1 are arbitrary smooth functions.

3. Exact solutions of the nonlinear Dirac equation
According to refs. [23, 24, 37] a solution of eq. (1.5) is looked for as a solution of

the following overdetermined system of PDE:

γµp
µψ + F (ψ̄, ψ)ψ = 0,

ξµaψxµ
+ ηa(x, ψ̄, ψ)ψ = 0, a = 1, 2, 3,

(3.1)

where ηa(x, ψ̄, ψ) are arbitrary 4 × 4 matrices, ξµa (x, ψ̄, ψ) are scalar functions sati-
sfying the condition

rank {ξµa (x, ψ̄, ψ)} = 3. (3.2)

The PDE (3.1) is a system of sixteen equations for four functions ψ0, ψ1, ψ2, ψ3.
Therefore one has to investigate its compatibility (see also refs. [31, 39, 40]).

Theorem 4. System (3.1) is compatible iff it is invariant under the one-parameter
Lie groups generated by the operators

Qa = ξµa∂/∂xµ − (ηaψ)α∂/∂ψα, a = 1, 2, 3.

The main steps of the proof are as follows. Firstly, using condition (3.2) one
reduces the system (3.1) to the equivalent system (to simplify the calculations we
suppose that ∂ξaµ/∂ψ

α = ∂ηαβa /∂ψµ = 0)

γµp
µψ + F (ψ̄, ψ)ψ = 0,

Q̃aψ ≡ (∂/∂xa + ξα∂/∂x0 + η̃a)ψ = 0.
(3.1′)

It is not difficult to verify that system (3.1′) admits groups generated by the operators
Q̃a iff the initial system admits groups generated by the operators Qa, while the
following relations hold:

[Q̃a, Q̃b] = 0, a, b = 1, 2, 3. (3.3)

It follows from the general theory of Lie groups that there exists the change of
variables

Ψ(z) = η(x)ψ(x), zµ = fµ(x), µ = 0, 1, 2, 3



Symmetry and exact solutions of nonlinear spinor equations 583

which reduces the operators Q̃a satisfying conditions (3.3) to the form

Q̃a → ˜̃Qa = ∂/∂za. (3.4)

System (3.1′) is rewritten in the following way:

∂Ψ/∂z0 = F1(z, Ψ̄,Ψ)Ψ,
∂Ψ/∂za = 0.

(3.1′′)

The necessary and sufficient conditions for the compatibility of the system (3.1′′)
are as follows:

∂2Ψ/∂zµ∂zν = ∂2Ψ/∂zν∂zµ. (3.5)

Applying these conditions to (3.1′′) one has

∂F1/∂za = 0, a = 1, 2, 3, (3.6)

whence the invariance of system (3.1′′) under the operators ˜̃Qa = ∂/∂za follows.
The reverse statement is also true — if system (3.1′′) is invariant under the groups
generated by the operators ˜̃Qa, then conditions (3.6) hold. Consequently, the initial
system is invariant under the operators Qa. The theorem is proved.

Consequence. Substitution of the ansatz

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (3.7)

where the 4× 4 matrix A(x) and the scalar function ω(x) satisfy the system of PDE

ξµa∂ω/∂xµ = 0, (3.8)

QaA(x) = [ξµa∂/∂xµ + ηa(x)]A(x) = 0, (3.9)

into eq. (1.5) gives rise to a system of ODE for ϕ = ϕ(ω).

Proof. Integration of the last three equations of (3.1′′) yields

Ψ = Ψ(z0).

Returning to the original variables x and ψ(x), one has

ψ(x) = [η(x)]−1Ψ(z0).

Choosing A(x) = [η(x)]−1, ω = z0(x), one obtains the statement required, the ODE
for ϕ(ω) having the form

dϕ/dω = F1(ω, ϕ̄, ϕ)ϕ.

Note. If (Q1, Q2, Q3) is a three-dimensional invariance algebra of PDE (1.5), then the
conditions of theorem 4 are evidently satisfied. Therefore the classical result on the
reduction of PDE to ODE via Qa-invariant solutions [32–34, 41] follows from theorem
4 as a particular case. If Qa are not the symmetry operators then the reduction is
done via conditionally Qa-invariant solutions [31, 39, 40, 42].
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3.1. Ansätze for the spinor field. In the following we shall consider spinor equati-
ons (1.5) with the nonlinearity (2.3), i.e. Poincaré-invariant systems of the form

γµp
µψ = Φ(ψ̄, ψ) = (F1 + F2γ4)ψ. (3.10)

On the set of solutions of system (3.10) the following representation of the Poincaré
algebra AP (1, 3) is realized:

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν . (3.11)

Using theorem 4 and the group-theoretical properties of eq. (3.10) one can for-
mulate the following algorithm for the reduction of the PDE (3.10) to systems of
ODE.
At the first step one has to describe (to classify) all inequivalent three-dimensional

algebras which are subalgebras of the Poincaré algebra (3.11). As a result we obtain
a set of triplets of operators (Q1, Q2, Q3), each of which determines an ansatz of the
form (3.7).
At the second step the system of equations (3.8), (3.9) is integrated. According

to the consequence of theorem 4 substitution of the obtained ansatze into the initial
equation yields systems of ODE for the unknown function ϕ = ϕ(ω).
The efficiency of group-theoretical methods is ensured, first of all, by the fact

that intermediate problems to be solved are linear. At the first step linear systems of
algebraic equations are solved [43], at the second step systems of linear PDE having
the same principal part.
The problem of classification of all inequivalent subalgebras of the Poincaré algebra

P (, 3) was solved in refs. [43–45]. Integration of the PDE (3.8), (3.9) is carried out
by standard methods but the calculations are rather cumbersome. We give here the
final result in table 1.
As an example we consider the case Q1 = J03, Q2 = P1, Q3 = P2, i.e.,

(x0p3 − x3p0)ω = 0, p1ω = p2ω = 0; (3.12)(
x0p3 − x3p0 +

1
2
iγ0γ3

)
A(x) = 0, p1A(x) = p2A(x) = 0. (3.13)

From the last two equations of the system (3.12) it follows that ω = ω(x0, x3).
Substituting this result into the first equation one obtains that ω(x0, x3) is a first
integral of the Euler–Lagrange system

dx0

x3
=
dx3

x0
,

which can be chosen in the form ω = x2
0 − x2

3.
A solution of the system (3.13) is looked for in the form

A(x) = exp[γ0γ3f(x)]

whence it follows that the scalar function f(x) satisfies the following equation:

x0fx3 + x3fx0 =
1
2
,

whose particular solution has the form

f(x) =
1
2

ln(x0 + x3).
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Table 1. P (1, 3)-invariant anzätze for the spinor field

No. Algebra A(x) ω(x)

1 P0, P1, P2 I x3

2 P1, P2, P3 I x0

3 P0 + P3, P1, P2 I x0 + x3

4 J03, P1, P2 exp
[

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
x2

0 − x2
3

5 J03, P0 + P3, P1 exp
[

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
x2

6 J03 + αP2, P0, P3 exp
[

x2
2α

γ0γ3

]
x1

7 J03 + αP2, P0 + P3, P1 exp
[

x2
2α

γ0γ3

]
α ln(x0 + x3) − x2

8 J12, P0, P3 exp
[
− 1

2
γ1γ2 arctg x1

x2

]
x2

1 + x2
2

9 J12 + αP0, P1, P2 exp
[− x0

2α
γ1γ2

]
x3

10 J12 + αP3, P1, P2 exp
[

x3
2α

γ1γ2

]
x0

11 J12 + P0 + P3, P1, P2 exp
[

1
4
(x3 − x0)γ1γ2

]
x0 + x3

12 G1, P0 + P3, P2 exp
(

x1
2(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1

)
x0 + x3

13 G1, P0 + P3, P1 + αP2 exp
(

αx1−x2
2α(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1

)
x0 + x3

14 G1 + P2, P0 + P3, P1 exp
[

x2
2

(γ0 + γ3)γ1

]
x0 + x3

15 G1 + P0, P0 + P3, P2 exp
[− 1

2
(x0 + x3)(γ0 + γ3)γ1

]
2x1 + (x0 + x3)

2

16 G1 + P0, P1 + αP2, exp
[− 1

2
(x0 + x3)(γ0 + γ3)γ1

]
2(x2 − αx1) −

P0 + P3 − α(x0 + x3)
2

17 J03 + αJ12, P0, P3 exp
(
− 1

2α
(γ0γ3 + αγ1γ2) arctg x1

x2

)
x2

1 + x2
2

18 J03 + αJ12, P1, P2 exp
[

1
2
(γ0γ3 + αγ1γ2) ln(x0 + x3)

]
x2

0 − x2
3

19 G1, G2, P0 + P3 exp
(

γ0+γ3
2(x0+x3)

(γ1x1 + γ2x2)
)

x0 + x3

20 G1 + P2, exp
(

γ0+γ3
2[(x0+x3)(x0+x3+β)−α]

× x0 + x3

G2 + αP1 + βP2, × {γ1[(x0 + x3 + β)x1 − αx2] +

P0 + P3 + γ2[(x0 + x3)x2 − x1]}
)

21 G1, G2 + P1 + βP2, exp
(

x1
2(x0+x3)

(γ0 + γ3)γ1 + x0 + x3

P0 + P3 + x2
2(x0+x3)(x0+x3+β)

×
× (γ0 + γ3)[γ2(x0 + x3) − γ1]

)
22 G1, G2 + P2, exp

[
(γ0 + γ3)

(
x1

2(x0+x3)
γ1 + x0 + x3

P0 + P3 + x2
2(x0+x3+1)

γ2

)]
23 G1, J03, P2 exp

(
x1

2(x0+x3)
(γ0 + γ3)γ1

)
× x2

0 − x2
1 − x2

3

× exp
[

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
24 J03 + αP1 + βP2, exp

(
x1−α ln(x0+x3)

2(x0+x3)
(γ0 + γ3)γ1

)
× x2 − β ln(x0 + x3)

G1, P0 + P3 × exp
[

1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
25 J12 + P0 + P3, G1, G2 exp

(
γ0+γ3

2(x0+x3)
(γ1x1 + γ2x2)

)
× x0 + x3

× exp
(
− x·x

4(x0+x3)
γ1γ2

)
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Table 1 (Continued)

No. Algebra A(x) ω(x)

26 J03 + αJ12, G1, G2 exp
(

γ0+γ3
2(x0+x3)

(γ1x1 + γ2x2)
)
× x · x

× exp
[

1
2
(γ0γ3 + αγ1γ2) ln(x0 + x3)

]
Notation:

Gk = J0k + J3k ≡ (x0 + x3)pk − xk(p0 + p3) + 1
2
i(γ0 + γ3)γk, exp{R} ≡ I +

∞∑
n=1

1
n!

Rn,

I is the 4 × 4 matrix, α, β ∈ R1.

Finally one has

ω(x) = x0 − x2
3, A(x) = exp

[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
.

Other triplets Q1, Q2, Q3 from table 1 are treated in an analogous way (we show
in table 1 only algebras 〈Q1, Q2, Q3〉 giving nontrivial ansätze (3.7)).
It is important to note that the ansätze listed in the table 1 do not exhaust all

possible substitutions of the form (3.7) reducing the PDE (3.10) to ODE. Principally
different ansätze are obtained when the conditions of theorem 4 are valid and some
operators Qa are not symmetry operators of eq. (3.10) (conditional invariance).
To investigate the conditional invariance of a differential equation one can also

apply the infinitesimal Lie algorithm [32–34]. However, the determining equations
to be solved are nonlinear (see refs. [39, 40]). To avoid this difficulty the following
method was suggested [24, 30]: firstly, the dimension of the PDE is decreased by
one using its group-theoretical properties and then the maximal symmetry of the
reduced equations is investigated. Under certain circumstances this procedure yields
such operators Qa that the initial equation is conditionally invariant under Qa.
We realize the above scheme for the PDE (1.5) invariant under the group P̃ (1, 3),

i.e. for equations of the form

γµp
µψ = Φ2(ψ̄, ψ) ≡ [(F̃1 + F̃2γ4)(ψ̄ψ)1/2k]ψ. (3.14)

P̃ (1, 3)-invariant ansätze for the spinor field reducing (3.14) to three-dimensional
PDE were constructed in refs. [24,29]. The general form is

ψ(x) = A(x)ϕ(ω1, ω2, ω3), (3.15)

where ϕ is a new unknown spinor; the 4 × 4 matrix A(x) and the scalar functi-
ons ωi(x) are determined from table 2 (each ansatz in table 2 corresponds to some
one-dimensional subalgebra of the algebra AP (1, 3); for more detail see ref. [24]).
Substitution of the ansätze (3.15), with A(x) and ω(x) as listed in the table 2, into
the PDE (3.14) results in a reduction by one of the number of independent variables,
i.e., the equations obtained depend on the three independent variables ω1, ω2, ω3

only. Omitting intermediate calculations we write down the reduced equations for
ϕ(ω1, ω2, ω3).

(1) k(γ2 − γ0)ϕ+ [(γ0 − γ2)(ω1 + a−2ω2
2ω

2
3) + (γ0 + γ2)ω2

2 − 2a−1γ1ω3ω
2
2 −

− 2γ3ω1ω2]ϕω1 + [(γ0 − γ2)ω2 − γ3ω
2
2 ]ϕω2 +

+ [aγ1 + (γ2 − γ0)(ω3 + 1)]ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);
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(2)
1
2
ω−1

1 (γ0 − γ2)ϕ+ (γ0 − γ2)ϕω1 + γ3ϕω2 +

+ [(γ0 + γ2)ω1 + (γ0 − γ2)ω3ω
−1
1 ]ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(3) [γ3 + β(γ0 − γ2)]ϕω1 + 2γ1ϕω2 +
3
2
(2γ2 + (γ0 − γ2)ω2)ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(4)
1
2
β−1γ4(γ0 − γ2)ϕ+ (γ0 − γ2)ϕω1 + [(γ0 + γ2)ω1 − 2β−1ω3γ1 +

+ (γ0 − γ2)(β−2ω2
3 + ω2)ω−1

1 ]ϕω2 + (βγ1 − γ3ω1)ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(5)
1
2
(1 − 2k)γ3ϕ+ (ω1ω3)1/2(γ0 − γ1ω1)ϕω1 + 2(γ3 + aγ2)ϕω2 +

+ [2γ3 − (γ0 + γ1ω1)ω
1/2
3 ω

−1/2
1 ]ω3ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(6)
[
− k(γ0 cosh lnω1/2(a+1)

1 − γ1 sinh lnω1/2(a+1)
1 ) +

+
1

2(a+ 1)
(γ0 + γ1)ω

−1/2(a+1)
1 +

1
2
γ3ω

1/2
2

]
ϕ−

− 2(a+ 1)(γ0 cosh lnω1/2(a+1)
1 − γ1 sinh lnω1/2(a+1)

1 )ω1ϕω1 +

+ 2[ω2(γ0 cosh lnω1/2(a+1)
1 − γ1 sinh lnω1/2(a+1)

1 ) − ω
3/2
2 γ3]ϕω2 +

+ 2(aγ2 + bγ3)ω
1/2
2 ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(7)
[
−k(γ0 cosh lnω1/2

1 − γ1 sinh lnω1/2
1 ) +

1
4
(γ0 − γ1)ω

1/2
1 +

1
2
γ3ω

1/2
2

]
ϕ+

+ (γ0 + γ1)ω
1/2
1 ϕω1 + 2ω2(γ0 cosh lnω1/2

1 − γ1 sinh lnω1/2
1 − γ3ω

1/2
2 )ϕω2 +

+ 2ω1/2
2 (bγ3 − γ2)ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(8)
1
2
(γ0 + γ1 + γ3ω

−1/2
3 )ϕ+ [ω1(γ0 + γ1) + γ0 − γ1)ϕω1 + 2γ3ω

−1/2
2 ϕω2 +

+ [b(γ0 + γ1) + γ2ω
−1/2
2 ]ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(9)
1
2
[(1 − 2k)(γ0 + γ1) + γ3ω

1/2
2 ]ϕ+ 2β−1ω1[β(γ0 + γ1) − γ0 + γ1]ϕω1 +

+ 2ω2(γ0 + γ1 − γ3ω
1/2
2 )ϕω2 + 2ω1/2

2 (γ2 + bγ3)ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(10)
1
2
(γ0 + γ1)ϕ+ [ω1(γ0 + γ1) + γ0 − γ1]ϕω1 +

+ (γ0 + γ1 − γ2)ϕω2 + γ3ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);

(11)
1
2
γ3ω

−1/2
1 ϕ+ 2γ3ω

1/2
1 ϕω1 + (β1γ0 + β2γ1 + γ2ω

−1/2
1 )ϕω2 +

+ (α2γ0 + α1γ1)ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);
(12) −kγ0ϕ+ (γa − γ0ωa)ϕωa

= −iΦ2(ϕ̄, ϕ);
(13) (γ0 + γ3)ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);
(14) γ1ϕω1 + γ2ϕω2 + γ3ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ);
(15) γ0ϕω1 + γ1ϕω2 + γ2ϕω3 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ),

(3.16)

where ϕωa
≡ ∂ϕ/∂ωa, a = 1, 2, 3,

Φ2 ≡ [(F̃1 + F̃2γ4)(ϕ̄ϕ)1/2k]ϕ, F̃i = F̃i(ϕ̄ϕ/ϕ̄γ4ϕ).

The group-theoretical properties of eqs. (3.16) were investigated in ref. [29]. We
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consider in more detail the PDE (3) and (13)–(15) of (3.16). Using the Lie method
[32–34] one can prove the following statements.

Proposition 1. PDE (13) of (3.16) is invariant under the infinite-parameter Lie
group, its generators being of the form

k = 1:

Q1 = φ1(ω1)∂ω2 + φ2(ω1)∂ω3 +
1
2
[φ̇1(ω1)γ1 + φ̇2(ω1)γ2](γ0 + γ3),

Q2 = −ω2∂ω3 + ω3∂ω2 +
1
2
γ1γ2,

Q3 = φ0(ω1)∂ω1 + φ̇0(ω1)(ω2∂ω2 + ω3∂ω3) + φ̇0(ω1) +

+
1
2
φ̈0(ω1)(γ1ω2 + γ2ω3)(γ0 + γ3),

Q4 = φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3);

(3.17)

k = 1:

Q1 = ∂ω1 , Q2 = −ω2∂ω3 + ω3∂ω2 +
1
2
γ1γ2,

Q3 = φ1(ω1)∂ω2 + φ2(ω1)∂ω3 +
1
2
[φ̇1(ω1)γ1 + φ̇2(ω1)γ2](γ0 + γ3),

Q4 = ω1∂ω1 + ω2∂ω2 + ω3∂ω3 + k, Q5 = φ3(ω1)γ4(γ0 + γ3),

where φ0, . . . , φ3 are arbitrary smooth functions, a dot means differentiation with
respect to ω1.
Proposition 2. For k = 1 PDE (14) and (15) of (3.16) are invariant under the
conformal groups C(3) and C(1, 2), respectively.
It is important to note that for k = 3/2 the initial equation (3.14) is not con-

formally invariant. The same statement holds for the infinite-parameter group with
generators (3.17). Consequently for k = 1 the PDE (3.14) is conditionally invariant
under the algebras (3.17), AC(3) and AC(1, 2). Using this fact we have constructed
ansatze which are principally different from ones listed in table 1:

k = 1:

ψ(x) = φ−1
0 exp

{
φ3γ4(γ0 + γ3) − 1

2
(φ̇1γ1 + φ̇2γ2)(γ0 + γ3) −

− 1
2
φ̇0φ

−1
0 [γ1(x1 + φ1) + γ2(x2 + φ2)](γ0 + γ3)

}
×

×


ϕ1((x1 + φ1)/φ0),

exp
(
−1

2
γ1γ2 arctg

x1 + φ1

x2 + φ2

)
ϕ2([(x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2]/φ2

0),

(3.18)

ψ(x) =
γ0x0 − γ1x1 − γ2x2

(x2
0 − x2

1 − x2
2)3/2

×

×


ϕ3(x0/(x2

0 − x2
1 − x2

2)),
ϕ4(x1/(x2

0 − x2
1 − x2

2)),

exp
[
−1

2
γ1γ2 arctg

x1

x2

]
ϕ5((x2

1 + x2
2)/(x

2
0 − x2

1 − x2
2)

2),

(3.19)
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ψ(x) =
γ · x

(x2)3/2
×


ϕ6(x1(x2)−1),

exp
[
−1

2
γ1γ2 arctg

x1

x2

]
ϕ7((x2

1 + x2
2)/(x

2)2),
(3.20)

k = 1:

ψ(x) = exp
[
φ3γ4(γ0 + γ3) − 1

2
(φ̇1γ1 + φ̇2γ2)(γ0 + γ3)

]
×

×


ϕ8(x1 + φ1),

exp
(
−1

2
γ1γ2 arctg

x1 + φ1

x2 + φ2

)
ϕ9((x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2),

(3.21)

In eqs. (3.18)–(3.21) φ0, . . . , φ3 are arbitrary smooth functions of x0 + x3, ϕ1, . . . , ϕ9

are new unknown spinors. While obtaining formulae (3.19)–(3.21) we essentially used
the conformally invariant ansatz suggested in refs. [20, 21] and the results of refs.
[24, 29].
Let us turn now to eq. (3) of (3.16). If one chooses ϕ = ϕ(ω1, ω2) and introduces

the notations

Γ1 = γ3 + β(γ0 − γ2), Γ2 = γ1, z1 = ω1, z2 =
1
2
ω2,

then one obtains the following PDE:

Γ1ϕz1 + Γ2ϕz2 = −Φ2(ϕ̄, ϕ), (3.22)

where Γ2
1 = Γ2

2 = −1, Γ1Γ2 + Γ2Γ1 = 0.
With the aid of the Lie method [32–34] it is possible to prove that eq. (3.22) is

invariant under the conformal group C(2) if k = 1/2 [consequently, for k = 1/2 the
initial PDE (3.14) is conditionally invariant under the conformal group C(2)]. Using
this fact we have constructed the ansatz that reduces (3.14) to a system of ODE [24]:

ψ(x) = ρ−1 exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

]
×

×
{

[γ3 + β(γ0 − γ2)][x3 + β(x0 − x2)] +
1
2
γ1(2x1 + (x0 − x2)2)

}
ϕ(ω),

(3.23)

where

ω =
{
β1[x3 + β(x0 − x2)] +

1
2
β2[2x1 + (x0 − x2)2]

}
ρ−1,

ρ = [x3 + β(x0 − x2)]2 +
1
4
[2x1 + (x0 − x2)2]2,

β, β1, β2 are constants.

3.2. Reduction of the nonlinear Dirac equation to systems of ODE. To reduce
the nonlinear Dirac equation (3.10) via ansatze from table 1 one has to make rather
cumbersome calculations. Therefore we give the final result, systems of ODE for
ϕ(ω), omitting intermediate calculations.
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(1) iγ2ϕ̇ = Φ1,

(2) iγ0ϕ̇ = Φ1,

(3) i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(4)
1
2
i(γ0 + γ3)ϕ+ i[ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]ϕ̇ = Φ1,

(5)
1
2
i(γ0 + γ3)ϕ+ iγ2ϕ̇ = Φ1,

(6) − i

2α
γ1γ4ϕ+ iγ1ϕ̇ = Φ1,

(7) − i

2α
γ1γ4ϕ+ i[α(γ0 + γ3)e−ω/α − γ2]ϕ̇ = Φ1,

(8)
1
2
iω−1/2γ2ϕ+ 2iω1/2γ2ϕ̇ = Φ1,

(9) − i

2α
γ3γ4ϕ+ iγ3ϕ̇ = Φ1,

(10)
i

2α
γ0γ4ϕ+ iγ0ϕ̇ = Φ1,

(11)
1
4
i(γ0 − γ3)γ4ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(12)
1
2
iω−1(γ0 + γ3)ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(13)
i

2α
ω−1(α+ γ4)(γ0 + γ3)ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(14)
1
2
i(γ0 + γ3)γ4ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(15) 2iγ1ϕ̇ = Φ1,

(16) 2i(γ2 − αγ1)ϕ̇ = Φ1,

(17)
i

2α
ω−1/2γ2(α− γ4)ϕ+ 2iω1/2γ2ϕ̇ = Φ1,

(18)
1
2
i(γ0 + γ3)(1 + αγ4)ϕ+ i[ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]ϕ̇ = Φ1,

(19) iω−1(γ0 + γ3)ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(20)
1
2
i[ω(ω + β) − α]−1(γ0 + γ3){[2ω(ω + β) − α− 1]γ4 − 2ω − β}ϕ+

+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(21)
1
2
i[ω(ω + β)]−1(γ0 + γ3)(2ω + β − γ4)ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(22)
1
2
i[ω(ω + 1)]−1(2ω + 1)(γ0 + γ3)ϕ+ i(γ0 + γ3)ϕ̇ = Φ1,

(23) i(γ0 + γ3)ϕ+ i[ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]ϕ̇ = Φ1,

(24) i(γ0 + γ3)ϕ+ i[γ2 − β(γ0 + γ3)]ϕ̇ = Φ1,

(25) i(γ0 + γ3)ϕ̇+ i

[
(γ0 + γ3)ω−1 +

1
4
(γ0 − γ3)γ4

]
ϕ = Φ1,

(26)
1
2
i(γ0 + γ3)(3 + αγ4)ϕ+ i[(γ0 + γ3)ω + γ0 − γ3]ϕ̇ = Φ1,

(3.24)
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where

Φ1 ≡ (F1 + F2γ4)ϕ, Fi = Fi(ϕ̄ϕ, ϕ̄γ4ϕ), ϕ̇ ≡ dϕ/dω.

To integrate eqs. (3.24) one can again apply group-theoretical methods. In ref.
[29] it was pointed out how to obtain some information about the symmetry of the
reduced PDE by purely algebraic methods (without application of the infinitesimal Lie
method). It is based on the following statement:
Let G be a Lie group of transformations, H be a normal divisor in G. And let

there be a PDE invariant under the group G.
Theorem 5. The equation obtained via reduction with the help of H-invariant solu-
tions admits the factor group G/H.
A proof can be found in ref. [33].
We use the equivalent formulation of this theorem in terms of Lie algebras: If

there is a PDE with the symmetry algebra AG and subalgebra Q which is an ideal in
AG, then the equation obtained via reduction with the help of Q-invariant solutions
admits the Lie algebra AG/Q.
Straightforward application of the above theorem to the three-dimensional algebras

listed in the table 1 is impossible because these algebras are not, in general, ideals in
AP (1, 3). Therefore there arises the intermediate problem of constructing the maximal
subalgebras A1, . . . , A26 of the algebra AP (1, 3) having the algebras of the table 1 as
ideals.
It is known from the theory of Lie algebras [33] that the algebra 〈Q1, Q2, Q3〉 is

the ideal in the Lie algebra 〈Σ1,Σ2, . . . ,Σs〉 iff
[Qi,Σj ] = λkijQk, λkij = const,

where [Qi,Σj ] is the commutator, and summation over repeated indices is understood.
Consequently, the operator θµνk Jµν + θµkPµ belongs to the algebra Ak iff

[Qi, θ
µν
k Jµν + θµkPµ] = λjikQj , i = 1, 2, 3, k = 1, . . . , 26. (3.25)

Here θµνk , θ
µ
k and λ

j
ik are constants; Q1, Q2, Q3 is the triplet of operators in table 1

under number k.
When one calculates the commutators on the left-hand sides of equalities (3.25)

and equates the coefficients to zero at linearly independent operators Jµν and Pµ, one
obtains a system of algebraic equations for θµνi and θµi . The solution of these equations
gives the explicit expression for the basis operators of the algebras A1 to A26.
The next step is the calculation of the factor algebras {Ai/Qi, i = 1, . . . , 26},

which generate the invariance groups of the reduced equations (3.24). We shall realize
the above scheme for the algebra 〈P0, P1, P2〉, the remaining algebras being treated in
the same way. To do this one needs the commutation relations of the algebra AP (1, 3)
[31],

[Jµν , Jαβ ] = i(gµβJνα + gναJµβ − gµαJνβ − gνβJµα),
[Pµ, Jαβ ] = i(gµαPβ − gµβPα), [Pµ, Pν ] = 0.

(3.26)

Relations (3.25) are rewritten for Q1 = P0, Q2 = P1, Q3 = P2 in the following way:

[P0, θ
µν
1 Jµν + θµ1Pµ] = λ1

11P0 + λ2
11P1 + λ3

11P2,

[P1, θ
µν
1 Jµν + θµ1Pµ] = λ1

21P0 + λ2
21P1 + λ3

21P2,

[P2, θ
µν
1 Jµν + θµ1Pµ] = λ1

31P0 + λ2
31P1 + λ3

31P2.

(3.27)
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Taking into account relations (3.26) one obtains the following equalities:

2iθ0µ1 Pµ = λ1
11P0 + λ2

11P1 + λ3
11P2,

−2iθ1µ1 Pµ = λ1
21P0 + λ2

21P1 + λ3
21P2,

−2iθ2µ1 Pµ = λ1
31P0 + λ2

31P1 + λ3
31P2,

(3.28)

whence it follows that θ031 = θ131 = θ231 = 0, θ011 , θ
02
1 , θ

12
1 , θ

µ
1 are arbitrary real

parameters. Consequently, the set of linearly independent solutions of the system
(3.27) is exhausted by the operators

〈J01, J02, J12, P0, P1, P2, P3〉 = A1,

whence one obtains

A1/〈P0, P1, P2〉 = 〈J01, J02, J12, P3〉. (3.29)

To construct the invariance algebra of eq. (1) of (3.24) it is necessary to rewrite
the operators (3.29) in the new variables ω, ϕ. As a result one has

(1) 〈γ0γ1, γ0γ2, γ1γ2, ∂ω〉.

The invariance algebras of the other equations of (3.24) are as follows:

(2) 〈γ1γ2, γ2γ3, γ1γ3, ∂ω〉;
(3) 〈γ1(γ0 + γ3), γ2(γ0 + γ3), γ1γ2, ω∂ω − 1

2
γ0γ3, ∂ω〉;

(4) 〈γ1γ2〉;
(5) 〈∂ω〉;
(6) 〈γ0γ3, ∂ω〉;
(7) 〈2α∂ω − γ0γ3〉;
(8) 〈γ0γ3〉;
(9) 〈∂ω, γ1γ2〉;

(10) 〈∂ω, γ1γ2〉;
(11) 〈∂ω, γ1γ2〉;
(12) 〈γ2(γ0 + γ3), ω−1γ1(γ0 + γ3), ω∂ω − 1

2
γ0γ3〉;

(13) 〈(γ1 + αγ2)(γ0 + γ3), ω−1γ1(γ0 + γ3), ω∂ω − 1
2
γ0γ3〉;

(14) 〈γ1(γ0 + γ3), γ2(γ0 + γ3), ∂ω〉;
(15) 〈∂ω, γ2(γ0 + γ3)〉;
(16) 〈∂ω〉;
(17) 〈γ0γ3〉;
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(18) 〈γ1γ2〉;
(19) 〈ω∂ω − 1

2
γ0γ3, ω

−1γ1(γ0 + γ3), ω−2γ2(γ0 + γ3), γ1γ2〉;
(20) 〈[ω(ω + β) − α]−1(γ0 + γ3)[(ω + β)γ1 − γ2],

[ω(ω + β) − α]−1(γ0 + γ3)(ωγ2 − αγ1), γ1γ2〉;
(21) 〈ω−1γ1(γ0 + γ3), [ω(ω + β)](γ0 + γ3)(ωγ2 − γ1)〉;
(22) 〈ω−1γ1(γ0 + γ3), (ω + 1)−1(γ0 + γ3)γ2〉;
(23) 〈γ1γ2〉;
(24) 〈∂ω, γ1(γ0 + γ3)〉;
(25) 〈γ1γ2〉;
(26) 〈γ1γ2〉.

(3.30)

Here 〈Q1, . . ., Qs〉 denotes the set of all linear combinations of the operators Q1, . . ., Qs.
Let us note that the Lie algebras (3.30) are not, in general, the maximal invariance

algebras of the equations of (3.24). As an example we shall consider eq. (3). By direct
verification one can check that this equation is invariant under the infinite-parameter
group of the form

ω′ = ω, ϕ′ = exp{[f1(ω)γ1 + f2(ω)γ2](γ0 + γ3)}ϕ, (3.31)

where fi(ω) are arbitrary smooth functions; the Lie group generated by the operators
γ1(γ0 +γ3), γ2(γ0 +γ3) in line (3) of (3.30) is a two-parameter subgroup of the group
(3.31).
Nevertheless, the information obtained about the symmetry of the ODE (3.24)

proves to be very useful while constructing their particular solutions. Besides if an
ODE has a lagrangian then one can construct its first integrals using Noether’s
theorem.
Let us also stress that an arbitrary Poincaré-invariant equation for a spinor field,

after being reduced to systems of ODE with the help of the ansatze of table 1,
possesses the symmetry (3.30).
Let us turn to the system (3.14). Substitution of the ansätze (3.18)–(3.21) into

(3.14) gives rise to the following systems of equations for the spinors ϕ1, . . . , ϕ9:
k = 1:

(1) iγ1ϕ̇1 = Φ2(ϕ̄1, ϕ1);

(2)
1
2
iz
−1/2
2 γ2ϕ2 + 2iγ2z

1/2
2 ϕ̇2 = Φ2(ϕ̄2, ϕ2);

(3) −iγ0ϕ̇3 = Φ2(ϕ̄3, ϕ3);
(4) −iγ1ϕ̇4 = Φ2(ϕ̄4, ϕ4);

(5)
1
2
iz
−1/2
5 γ2ϕ5 + 2iz1/2

5 γ2ϕ̇5 = −Φ2(ϕ̄5, ϕ5);

(6) −iγ1ϕ̇6 = Φ2(ϕ̄6, ϕ6);

(7)
1
2
iz
−1/2
7 γ2ϕ7 + 2iz1/2

7 γ2ϕ̇7 = −Φ2(ϕ̄7, ϕ7);

(3.32)

k ∈ R1:

(8) iγ1ϕ̇8 = Φ2(ϕ̄8, ϕ8);
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(9)
1
2
iz
−1/2
9 γ2ϕ9 + 2iz1/2

9 γ2ϕ̇9 = Φ2(ϕ̄9, ϕ9),

where ϕl = ϕl(zl), zl being determined by formulae (3.18)–(3.21).
Following ref. [24] we obtain via direct reduction of (3.16) to ODE equations of the

form (the number of PDE from which the ODE is obtained is given in parentheses)

(1)
1
2
(1 − 2k)γ3ϕ+ 2(γ3 + aγ2)ϕω2 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ) (5);

(2)
1
2
(γ0 + γ1 + γ3ω

−1/2
2 )ϕ+ 2γ3ω

1/2
2 ϕω2 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ) (8);

(3)
1
2
[(1 − 2k)(γ0 + γ1) + γ3ω2]ϕ+

+ 2ω1/2
2 (γ0 + γ1 − γ3ω

1/2
2 )ϕω2 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ) (9);

(4) −kγ0ϕ+ (γ1 − ω1γ0)ϕω1 = −iΦ2(ϕ̄, ϕ) (12).

(3.33)

So we have constructed systems of ODE whose solutions, when substituted into
corresponding ansatze, give rise to exact solutions of the initial nonlinear Dirac equati-
on.

3.3. Exact solutions of the nonlinear Dirac–Heisenberg equation. To integrate
eqs. (3.24), (3.32) and (3.33) one can apply various methods. We restrict ourselves to
those ODE which can be integrated in quadrature. Let us put Φ1 ≡ Φ2 ≡ λ(ψ̄ψ)1/2kψ,
λ and k const. Then the PDE (3.10) and (3.14) take the form

[γµpµ − λ(ψ̄ψ)1/2k]ψ(x) = 0. (3.34)

The PDE (3.34) was suggested by W. Heisenberg [4, 36] as a possible basic equation
for the unified field theory. According to theorems 2 and 3 it is invariant under the
extended Poincaré group P (1, 3). In the case k = 3/2, eq. (3.34) admits the conformal
group C(1, 3). Therefore, to reduce the PDE (3.34) one can apply both the ansätze of
table 1 and of table 2. As a result we obtain eqs. (3.24), (3.22) and (3.33), where

Φ1(ϕ̄, ϕ) ≡ Φ2(ϕ̄, ϕ) ≡ λ(ϕ̄, ϕ)1/2kϕ.

If one multiplies ODE (3) of (3.24) by γ0 +γ3 and uses the identity (γ0 +γ3)2 = 0,
then the following compatibility condition of eq. (3) of (3.24) appears:

(γ0 + γ3)ϕ = 0,

whence it easily follows that ϕ̄ϕ = 0. So ψ̄ψ = ϕ̄ϕ = 0, i.e., the factor (ψ̄ψ)1/2k

determining the nonlinear character of the PDE (3.34) vanishes. Analogous results
hold for eqs. (12)–(14) and (19)–(22) of (3.24). Such solutions are not considered.
ODE (1), (2), (15), (16) and (24) of (3.24) are trivially integrated if one notes

that the condition ϕ̄ϕ = const holds. Let us consider, for example, eq. (1). After
multiplying it by iγ2 one obtains

ϕ̇ = iλ(ϕ̄ϕ)1/2kγ2ϕ. (3.35)

The conjugate spinor satisfies the following equation:

˙̄ϕ = −iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ̄γ2. (3.36)
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Multiplying (3.35) by ϕ̄ and (3.36) by ϕ we come to the equality

(d/dω)(ϕ̄ϕ) ≡ ˙̄ϕϕ+ ϕ̄ϕ̇ = 0,

whence it follows that ϕ̄ϕ = const. Consequently, the ODE (3.35) is equivalent to a
linear one,

ϕ̇ = iλC1/2kγ2ϕ, ϕ̄ϕ = C,

whose general solution has the form ϕ(ω) = exp(iλC1/2kγ2ω)χ. Since ϕ̄(ω) =
χ̄ exp(−iλC1/2kγ2ω), then ϕ̄ϕ = χ̄χ or χ̄χ = C. Finally, the general solution of
(3.35) takes the form

ϕ(ω) = exp[iλ(χ̄χ)1/2kγ2ω]χ. (3.37)

Hereafter χ is an arbitrary constant spinor. Let us note that, taking into account the
identity (iγ2)2 = 1, expression (3.37) can be rewritten in the following way:

ϕ(ω) = {cosh[λ(χ̄χ)1/2kω] + iγ2 sinh[λ(χ̄χ)1/2kω]}χ.
The general solutions of eqs. (2), (15), (16) and (24) of (3.24) are constructed in

the same way. Omitting intermediate calculations we write down the final result,

ϕ(ω) = exp[−iλ(χ̄χ)1/2kγ0ω]χ,

ϕ(ω) = exp
[
1
2
iλ(χ̄χ)1/2kγ1ω

]
χ,

ϕ(ω) = exp
(

iλ

2(1 + α2)
(χ̄χ)1/2k(γ2 − αγ1)ω

)
χ,

ϕ(ω) = exp{[γ2(γ0 + γ3) + iλ(χ̄χ)1/2k(γ2 − β(γ0 + γ3))]ω}χ.

(3.38)

To construct the solution of ODE (6) of (3.24) we use its symmetry properties. Above
it was established that this equation is invariant under the Lie algebra 〈∂ω, γ0γ3〉. We
look for the solution which is invariant under the group generated by the operator
Q = ∂ω − θγ0γ3, θ = const, i.e., ϕ(ω) has to satisfy the additional constraint

Qϕ ≡ (∂ω − θγ0γ3)ϕ = 0.

The general solution of the above equation is given by the formula

ϕ(ω) = exp(θγ0γ3ω)χ1,

where χ1 is an arbitrary constant spinor. Substituting this expression into the initial
ODE one has(

θγ1γ0γ3 − 1
2α
γ1γ4

)
exp(θγ0γ3ω)χ1 = −iλτ exp(θγ0γ3ω)χ1,

where τ = (χ̄1χ1)1/2k. Multiplying this equality by exp(−θγ0γ3) we come to the
system of linear algebraic equations for χ1,(

θγ2 − 1
2α
γ1

)
γ4χ1 = −iλτχ1. (3.39)
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The system (3.39) is diagonalized by the following substitution:

χ1 =
[(
θγ2 − 1

2α
γ1

)
γ4 − iλτ

]
χ,

whence it follows that(
−θ2 − 1

4α2
+ λ2τ2

)
χ = 0.

Consequently

θ = ε(4α2τ2λ2 − 1)1/2/2α, ε = ±1. (3.40)

Imposing on τ the condition τ = (χ̄1χ1)1/2k one obtains a nonlinear algebraic equation
for τ ,

τ2k = 2λ2τ2(χ̄χ) + 2iλτθ(χ̄γ2γ4χ) − iλτα−1(χ̄γ1γ4χ). (3.41)

Finally, the particular solution of ODE (6) of (3.34) takes the form

ϕ(ω) = exp(θγ0γ3ω)
[(
θγ2 − 1

2α
γ1

)
γ4 − iλτ

]
χ, (3.42)

θ and τ being determined by formulae (3.40) and (3.41).
An analogous method can be applied to construct solutions of equations (9–11),

the result being

ϕ(ω) = exp(θγ1γ2ω)
[(
θγ0 − 1

2α
γ3

)
γ4 − iλτ

]
χ, (3.43)

θ and τ being determined by the formulae

θ = ε(1 − 4α2λ2τ2)1/2/2α,
τ2k = 2λ2τ2(χ̄χ) − iλτα−1(χ̄γ3γ4χ) + 2iλτθ(χ̄γ0γ4χ);

(3.44)

ϕ(ω) = exp(θγ1γ2ω)
[(
θγ3 +

1
2α
γ0

)
γ4 − iλτ

]
χ, (3.45)

θ and τ being determined by the formulae

θ = ε(4α2λ2τ2 + 1)1/2/2α,
τ2k = 2λ2τ2(χ̄χ) + 2iλτθ(χ̄γ3γ4χ) + iλτα−1(χ̄γ0γ4χ);

(3.46)

ϕ(ω) = exp(θγ1γ2ω)[4θ(γ0 + γ3)γ4 + (γ0 − γ3)γ4 − 4iλτ ]χ, (3.47)

θ and τ being determined by the formulae

θ = −λ2τ2,

τ2k = 32λ2τ2(χ̄χ) + 8iλτ [χ̄(γ0 − γ3)γ4χ] − 32iλ3τ3[χ̄(γ0 + γ3)γ4χ].
(3.48)

Eq. (8) of (3.24) is, via the change of variables

ϕ(ω) = ω−1/4φ(ω),
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reduced to the following ODE:

2iω1/2γ2φ̇ = λω−1/4k(φ̄φ)1/2kφ.

Multiplying it by 1
2 iγ2ω

−1/2 we come to an equation of the form

φ̇ =
1
2
iλω−(1+2k)/4k(φ̄φ)1/2kφ,

whose general solution is given by the formulae

k = 1/2 : φ(ω) = exp
(

2iλk
1 − 2k

(χ̄χ)1/2kγ2ω
(2k−1)/4k

)
χ,

k = 1/2 : φ(ω) = exp
[
1
2
iλ(χ̄χ)γ2 lnω

]
χ.

So the general solution of ODE (8) has the form

k = 1/2 : ϕ(ω) = ω−1/4 exp
(

2iλk
1 − 2k

(χ̄χ)1/2kγ2ω
(2k−1)/4k

)
χ,

k = 1/2 : ϕ(ω) = ω−1/4 exp
[
1
2 iλ(χ̄χ)γ2 lnω

]
χ.

(3.49)

Besides we have succeeded in integrating eqs. (4), (23) and (26) of (3.24) (for
α = 0). These ODE can be written in the following way:

1
2
m(γ0 + γ3)ϕ+ [ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]ϕ̇ = −iλ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ,

where for m = 1, 2, 3 eqs. (4), (23), (26) of (3.24) are obtained. Multiplying both
parts of the equality by ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3, comes to the ODE

4ωϕ̇ = −{m(1 + γ0γ3) + iλ(ϕ̄ϕ)1/2k[ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]}ϕ, (3.50)

and the equation for the conjugate spinor has the form

4ω ˙̄ϕ = −ϕ̄{m(1 − γ0γ3) − iλ(ϕ̄ϕ)1/2k[ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]}.
Multiplying the first equation by ϕ̄ and the second by ϕ one obtains the following
relation:

4( ˙̄ϕϕ+ ϕ̄ϕ̇) = −2mϕ̄ϕ,

whence it follows that ϕ̄ϕ = cω−m/2, C = const. Substitution of the above result into
(3.50) gives rise to a linear equation for ϕ(ω),

4ϕ̇ = −{m(γ0γ3 + 1) + iτω−m/4k[ω(γ0 + γ3) + γ0 − γ3]}ϕ,
where τ = −λC1/2k. Writing this equality in components we obtain a system of ODE
of the form

2ωϕ̇0 = iτωα+1ϕ2, 2ωϕ̇1 = −mϕ1 + iτωαϕ3,

2ωϕ̇2 = −mϕ2 + iτωαϕ0, 2ωϕ̇3 = iτωα+1ϕ1, α = −m/4k. (3.51)



Symmetry and exact solutions of nonlinear spinor equations 599

It is not difficult to convince oneself that (3.51) is equivalent to the following system
of ODE:

ω2ϕ̈0 +
1
2
(m− 2α)ωϕ̇0 +

1
4
τ2ω2α+1ϕ0 = 0,

ω2ϕ̈3 +
1
2
(m− 2α)ωϕ̇3 +

1
4
τ2ω2α+1ϕ3 = 0,

ϕ2 = −2i
τ
ω−αϕ̇0, ϕ1 = −2i

τ
ω−αϕ̇3.

The first and the second equations of this system are Bessel-type equations.
For α = −1/2 their general solutions are determined by the formulae

ϕ0 = ω(2+α−m)/4[χ0Jν(z) + χ2Yν(z)],

ϕ3 = ω(2+α−m)/4[χ3Jν(z) + χ1Yν(z)],
(3.52)

where Jν , Yν are Bessel functions, z = τω(2α+1)/2/(α+1), ν = (2α−m+2)/2(1+2α).
Consequently

ϕ2 = ω(2+2α−m)/4

[
i(m− 2α− 2)

2τ
ω−α−1[χ0Jν(z) + χ2Yν(z)] −

− iω−1/2

(
χ0 dJν(z)

dz
+ χ2 dYν(z)

dz

)]
,

ϕ1 = ω(2+2α−m)/4

[
i(m− 2α− 2)

2τ
ω−α−1[χ3Jν(z) + χ1Yν(z)] −

− iω−1/2

(
χ3 dJν(z)

dz
+ χ1 dYν(z)

dz

)]
,

(3.53)

where χµ = const, µ = 0, 1, 2, 3. Formulae (3.52), (3.53) determine the general soluti-
on of the initial nonlinear system (3.50) if the following condition holds:

ϕ̄ϕ ≡ ϕ0∗ϕ2 + ϕ2∗ϕ0 + ϕ3∗ϕ1 + ϕ1∗ϕ3 = Cω−m/2.

Substitution of (3.52), (3.53) into this formula yields the following equality:

2i(2α+ 1)
τπ

(χ0χ2∗ − χ2χ0∗ + χ3χ1∗ − χ1χ3∗)ω−m/2 = Cω−m/2,

where we used the well-known identity for Bessel functions

W [Jν , Yν ] ≡ Jν
dYν
dz

− Yν
dJν
dz

= 2/πz.

Comparing both sides of the equality one obtains

C =
2i(2α+ 1)

τπ
(χ0∗χ2 − χ2∗χ0 + χ3χ1∗ − χ1χ3∗),

whence it follows that

C =
(
− i(m− 2k)

πkλ
(χ0∗χ2 − χ0χ2∗ + χ3∗χ1 − χ1∗χ3)

)2k/(2k+1)

. (3.54)
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For α = −1/2 (k = m/2) one has to consider three cases,

(1) (m− 1)2 − 4τ2 = 0, m = 2, 3;
(2) τ = 0, m = 1;
(3) τ = ε(m− 1)/2, ε = ±1.

The general solution of the system (3.50) is given by the following formulae:

(1) ϕ0 = χ0ωθ+ + χ2ωθ− , ϕ1 = −2i
τ

(θ+χ3ωθ+ + θ−χ1ωθ−)ω−1/2,

ϕ2 = −2i
τ

(θ+χ0ωθ+ + θ−χ2ωθ−)ω−1/2, ϕ3 = χ3ωθ+ + χ1ωθ− ,
(3.55)

where

θ± =
1
4

(
1 −m±

√
(m− 1)2 − 4τ2

)
,

χ0, . . . , χ3 are arbitrary complex constants; τ satisfies the equality (−1)mi(χ0∗χ2 −
χ0χ2∗ + χ3∗χ1 − χ3χ1∗)[(m− 1)2 − 4τ2]1/2 = τm+1λ−m;

(2) ϕ0 = χ0 cos
(

1
2
τ lnω

)
+ χ2 sin

(
1
2
τ lnω

)
,

ϕ1 = −iω−1/2

[
χ1 cos

(
1
2
τ lnω

)
− χ3 sin

(
1
2
τ lnω

)]
,

ϕ2 = −iω−1/2

[
χ2 cos

(
1
2
τ lnω

)
− χ0 sin

(
1
2
τ lnω

)]
,

ϕ3 = χ3 cos
(

1
2
τ lnω

)
+ χ1 sin

(
1
2
τ lnω

)
,

(3.56)

where χ0, . . . , χ3 are constants; τ satisfies the equality τ = iλ(χ0χ2∗−χ2χ0∗+χ3χ1∗−
χ1χ3∗);

(3) ϕ0 = ω(1−m)/4(χ0 + χ2 lnω),

ϕ1 =
1
2τ
i(m− 1)ω−1/2ϕ3 +

4iε
1 −m

ω−(m+1)/4χ1,

ϕ2 =
1
2τ
i(m− 1)ω−1/2ϕ0 +

4iε
1 −m

ω−(m+1)/4χ2,

ϕ3 = ω(1−m)/4(χ3 + χ1 lnω), ε = ±1,

(3.57)

while the following equality holds:

2i(χ0χ2∗ − χ0∗χ2 + χ3χ1∗ − χ3∗χ1) = λ

(
m− 1
2ελ

)m+1

(−1)m.

So the general solution of the system (3.50) [and consequently, of the systems (4),
(23) and (26) of (3.24) (α = 0)] is given by formulae (3.52), (3.53), for k = m/2 and
by formulae (3.55)–(3.57) for k = m/2.
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Let us turn now to eqs. (3.32). The systems of ODE (1), (3), (4), (6) and (8) are
integrated in the same way as eqs. (1) and (2) of (3.24). As a result one has

ϕ1 = exp[iλγ1(χ̄χ)1/2z1]χ; ϕ2 = exp[iλ(χ̄χ)1/2γ0z3]χ;

ϕj = exp[−iλ(χ̄χ)1/2γ1zj ]χ, j = 4, 6; ϕ8 = exp[iλ(χ̄χ)1/2kγ1z8]χ.
(3.58)

Equations (2), (5), (7) and (9) of (3.32) coincide with ODE (8) of (3.24) up to
the sign of the nonlinear term λ(ϕ̄ϕ)1/2kϕ. Using this fact one easily obtains their
general solutions,

ϕ2(z2) = z
−1/4
2 exp[−2iλ(χ̄χ)1/2γ2z

1/4
2 ]χ;

ϕj(zj) = z
−1/4
j exp[2iλ(χ̄χ)1/2γ2z

1/4
j ]χ, j = 5, 7;

ϕ9(z9) = z
−1/4
9 exp

(
2iλk

1 − 2k
(χ̄χ)1/2kγ2z

(2k−1)/2k
9

)
χ.

(3.59)

Besides we have succeeded in integrating ODE (1) of (3.33) (for k = 1/2) and (2)
of (3.33). The final result has the form

ϕ(ω2) = exp
(

iλ

2(1 + a2)
(χ̄χ)(γ3 + aγ2)ω2

)
χ,

ϕ(ω2) = ω
−1/4
2 [f1 + γ3f2 + (γ0 + γ1)f3 + γ3(γ0 + γ1)f4]χ,

where the functions fi(ω) are determined by the following equalities:
k = 1/2:

f1 = cosh(τωα2 ), f2 = i sinh(τωα2 ),

f3 =
1
4
i

(
cosh(τωα2 )

∫ ω2

sinh(2τzα)dz − sinh(τωα2 )
∫ ω2

cosh(2τzα)dz
)
,

f4 =
1
4
i

(
− sinh(τωα2 )

∫ ω2

sinh(2τzα)dz + cosh(τωα2 )
∫ ω2

cosh(2τzα)dz
)
,

τ =
2λk(χ̄χ)1/2k

2k − 1
, α =

2k − 1
4k

;

(3.60)

k = 1/2:

f1 =
1
2
(2τωτ/22 + 2−τω−τ/22 ), f2 =

1
2
i(2τωτ/22 − 2−τω−τ/22 ),

f3 =
1
4
iω

1/2
2

(
2τωτ/22

2τ + 1
− 2−τω−τ/22

1 − 2τ

)
,

f4 =
1
4
ω

1/2
2

(
2τωτ/22

2τ + 1
+

2−τω−τ/22

1 − 2τ

)
, τ = λ(χ̄χ).

(3.61)

The possibility of integrating the nonlinear systems of ODE (3.24), (3.22) and
(3.33) in quadratures is closely connected with the nontrivial symmetry admitted by
these equations. And this property, in its turn, is connected with the large invariance
group admitted by the initial equation [in the present case the group P̃ (1, 3)]. That is
why, when the symmetry properties of the equations are better, the group-theoretical
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methods of constructing exact solutions are more effective. It is worth noting that
other classical methods of constructing particular solutions (separation of variables,
d’Alembert method and so on) use explicitly or implicitly the symmetry properties of
PDE [30].
Substitution of the above results into the corresponding ansätze in tables 1 and 2

or into the ansätze (3.18)–(3.21) yields the exact solutions of the nonlinear Dirac–
Heisenberg equation (3.34):

k ∈ R1:

ψ1(x) = exp[iλ(χ̄χ)1/2kγ3x3]χ;

ψ2(x) = exp[−iλ(χ̄χ)1/2kγ0x0]χ;

ψ3(x) = exp
[
−1

2
(γ0 + γ3)γ1(x0 + x3)

]
×

× exp
{

1
2
iλ(χ̄χ)1/2kγ1[2x1 + (x0 + x3)2]

}
χ;

ψ4(x) = exp
[
−1

2
(γ0 + γ3)γ1(x0 + x3)

]
×

× exp
(

iλ

2(1 + α2)
(χ̄χ)1/2k(γ2 − αγ1)[2(x2 − αx1) − α(x0 + x3)2]

}
χ;

ψ5(x) = exp
(
x1 − α ln(x0 + x3)

2(x0 + x3)
(γ0 + γ3)γ1

)
exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
×

× exp
{

[γ2(γ0 + γ3) + iλ(χ̄χ)1/2k(γ2 − β(γ0 + γ3))][x2 − β ln(x0 + x3)]
}
χ;

ψ6(x) = exp
(
x2 + 2αθx1

2α
γ0γ3

)[(
θγ0 − 1

2α
γ1

)
γ4 − iλτ

]
χ,

where α ∈ R1; θ and τ being determined by formulae (3.40) and (3.41);

ψ7(x) = exp
(

2αθx3 − x0

2α
γ1γ2

)[(
θγ0 − 1

2α
γ3

)
γ4 − iλτ

]
χ,

where α ∈ R1; θ and τ being determined by formulae (3.44);

ψ8(x) = exp
(
x3 + 2αθx0

2α
γ1γ2

)[(
θγ3 +

1
2α
γ0

)
γ4 − iλτ

]
χ,

where α ∈ R1; θ and τ being determined by formulae (3.46);

ψ9(x) = exp
{

1
4
[x3 − x0 + 4θ(x0 + x3)]γ1γ2

}
×

× [4θ(γ0 + γ3)γ4 + (γ0 − γ3)γ4 − 4iλτ ]χ,

θ and τ being determined by formulae (3.48);

ψ10(x) = exp
{[

−1
2
(φ̇1γ1 + φ̇2γ2) + φ3γ4

]
(γ0 + γ3)

}
×

× exp[iλ(χ̄χ)1/2kγ1(x1 + φ1)]χ,

where φ1, φ2, φ3 are arbitrary smooth functions of x0 + x3.
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k ∈ R1, k = 1/2:

ψ11(x) = exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
ϕ(x2

0 − x2
3),

ϕ(ω) being determined by formulae (3.52)–(3.54) with m = 1;

ψ12(x) = [(x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2]−1/4×
× exp

{[
−1

2
(φ̇1γ1 + φ̇2γ2) + φ3γ4

]
(γ0 + γ3)

}
×

× exp
(
−1

2
γ1γ2 arctg

x1 + φ1

x2 + φ2

)
×

× exp
(

2iλk
1 − 2k

(χ̄χ)1/2kγ2[(x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2](2k−1)/4k

)
χ,

where φ1, φ2, φ3 are arbitrary smooth functions of x0 + x3;

ψ13(x) = (x2
2 + x2

3)
−1/4 exp

[
−1

4
γ0γ1 ln(x0 − x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

]
×

× [f1 + γ3f2 + (γ0 + γ1)f3 + γ3(γ0 + γ1)f4]χ,

where fi = fi(x2
2 + x2

3) are determined by formulae (3.60);
k ∈ R1, k = 1:

ψ14(x) = exp
(

x1

2(x0 + x3)
(γ0 + γ3)γ1

)
exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
ϕ(x2

0 − x2
1 − x2

3),

ϕ(ω) being given by formulae (3.52)–(3.54) with m = 2;
k ∈ R1, k = 3/2:

ψ15(x) = exp
(

γ0 + γ3

2(x0 + x3)
(γ1x1 + γ2x2)

)
exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
ϕ(x · x),

ϕ(ω) being given by formulae (3.52)–(3.54) with m = 3;
k = 1/2:

ϕ16(x) = exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
ϕ(x2

0 − x2
3),

ϕ(ω) being given by formulae (3.56);

ψ17(x) = (x2
2 + x2

3)
−1/4 exp

[
−1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

]
×

× exp
(

iλ

2(1 + a2)
(χ̄χ)(γ3 + aγ2)

[
ln(x2

2 + x2
3) + 2a arctg

x2

x3

]}
χ;

k = 1:

ψ18(x) = φ−1
0 exp

{[
−1

2
(φ̇1γ1 + φ̇2γ2) + φ3γ4 −

− 1
2
φ̇0φ

−1
0 (γ1(x1 + φ1) + γ2(x2 + φ2)

]
(γ0 + γ3)

}
×

× exp
(
iλ

φ0
(χ̄χ)1/2γ1(x1 + φ1)

)
χ;
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ψ19(x) = φ
−1/2
0 [(x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2]−1/4 exp

{[
−1

2
(φ̇1γ1 + φ̇2γ2) + φ3γ4 −

− 1
2
φ̇0φ

−1
0 (γ1(x1 + φ1) + γ2(x2 + φ2)

]
(γ0 + γ3)

}
×

× exp
(
−1

2
γ1γ2 arctg

x1 + φ1

x2 + φ2

)
×

× exp
{
−2iλ(χ̄χ)1/2γ2[(x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2]1/4φ

−1/2
0

}
χ;

where φ0, φ2, φ3 are arbitrary smooth functions x0 + x3;

ψ20(x) =
γ0x0 − γ1x1 − γ2x2

(x2
0 − x2

1 − x2
2)3/2

exp[iλ(χ̄χ)1/2γ0x0(x2
0 − x2

1 − x2
2)
−1]χ;

ψ21(x) =
γ0x0 − γ1x1 − γ2x2

(x2
0 − x2

1 − x2
2)3/2

exp[−iλ(χ̄χ)1/2γ1x1(x2
0 − x2

1 − x2
2)
−1]χ;

ψ22(x) =
γ0x0 − γ1x1 − γ2x2

x2
0 − x2

1 − x2
2

(x2
1 + x2

2)
−1/4 exp

[
−1

2
γ1γ2 arctg

x1

x2

]
×

× exp[2iλ(χ̄χ)1/2γ2(x2
1 + x2

2)
1/4(x2

0 − x2
1 − x2

2)
−1/2]χ;

ψ23(x) =
γ · x

(x2)3/2
exp[−iλ(χ̄χ)1/2γ1x1(x2)−1]χ;

ψ24(x) =
γ · x
x2

(x2
1 + x2

2)
−1/4 exp

[
−1

2
γ1γ2 arctg

x1

x2

]
×

× exp[2iλ(χ̄χ)1/2γ2(x2
1 + x2

2)
1/4(x2)−1/2]χ;

ψ25(x) = exp
(

x1

2(x0 + x3)
(γ0 + γ3)γ1

)
×

× exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
ϕ(x2

0 − x2
1 − x2

3),

ϕ(ω) being determined by formulae (3.55) or (3.57) with m = 2;

ψ26(x) = exp
[
1
2
γ0γ1 ln(x0 + x1) − 1

2
γ2γ3 arctg

x2

x3

]
×

× (x2
2 + x2

3)
−1/4[f1 + γ3f2 + (γ0 + γ1)f3 + γ3(γ0 + γ1)f4]χ,

fi = fi(x2
2 + x2

3) being given by formulae (3.61);
k = 3/2:

ψ27(x) = exp
(

1
2(x0 + x3)

(γ0 + γ3)(γ1x1 + γ2x2)
)
×

× exp
[
1
2
γ0γ3 ln(x0 + x3)

]
ϕ(x · x),

where ϕ(ω) is determined by formulae (3.55) or (3.57) with m = 3.
Besides, in ref. [24] two other classes of exact solutions were obtained, essentially

using ansatz (3.23) and the Heisenberg ansatz [14],
k < 0:

ψ28(x) = exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

]{[
(γ3 + β(γ0 − γ2))(x3 + β(x0 − x2)) +

+
1
2
γ1(2x1 + (x0 − x2)2)

]
f(ω) + ig(ω)

}
χ;
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k = 1/2:

ψ29(x) = exp
[
1
2
γ1(γ0 − γ2)(x0 − x2)

]
×

×
[
(γ3 + β(γ0 − γ2))(x3 + β(x0 − x2)) +

1
2
γ1(2x1 + (x0 − x2)2)

]
ω−1 ×

× exp
( iλ(χ̄χ)
β2

1 + β2
2

{β1[γ3 + β(γ0 − γ2)] + β2γ1} ×

×
{
β1[x3 + β(x0 − x2)] +

1
2
β2[2x1 + (x0 − x2)2]

}
ω−1
)
χ,

where

ω = [x3 + β(x0 − x2)]2 +
1
4
[2x1 + (x0 − x2)2]2,

f(ω) = |k|−1/2

(
∓ (1 − k)1/2

λ(χ̄χ)1/2k

)k
ω−(k+1)/2,

g(ω) = ±(1 − k)1/2
(
∓ (1 − k)1/2

λ(χ̄χ)1/2k

)k
ω−k/2,

β, β1 and β2 are arbitrary constants.
The existence of exact solutions depending on arbitrary functions is connected

with the fact that the additional constraint

(p0 + p3)ψ(x) = 0

selects the subset of solutions of the Dirac–Heisenberg equation admitting the infinite-
dimensional algebra (3.17). As established in ref. [29], the large class of Poincaré-
invariant equations (Bhabha-type equations)

[βµpµ +m]Ψ(x) = 0, m = const, (3.62)

possess such a property. In (3.62) Ψ = {Ψ1, . . . ,Ψn}, x = (x0, x1, x2, . . . , xl}, l ≥ 2,
βµ are n× n matrices satisfying the conditions

[βα, Sµν ] = i(gµαβν − gναβµ), Sµν = i(βµβν − βνβµ),
gµν = diag (1,−1, . . . ,−1,−1), α, µ, ν = 0, . . . , l.

(3.63)

It is well known that eq. (3.62) is invariant under the Poincaré algebra P (1, l) having
basis operators of the form [46]

Pµ = igµν∂/∂xν , Jµν = xµPν − xνPµ + Sµν .

We impose on Ψ(x) the additional constraint

(P0 + Pl)Ψ(x) = 0,

from which an equation for Ψ(ω) = Ψ(x0 + xl, x1, . . . , xl−1) follows,i(β0 + βl)∂ω0 +
l−1∑
j=1

βj∂ωj
+m

Ψ(ω) = 0. (3.64)
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Proposition 3. Equation (3.64) is invariant under the infinite-dimensional Lie al-
gebra with the following basis operators:

Q1 = ∂ω0 , Q2 =
l−1∑
k=1

[
φk(ω0)∂ωk

+
1
2
iφ̇k(ω0)(Skl − S0k)

]
,

Qab = ωa∂ωb
− ωb∂ωa

+ iSab, a, b = 1, . . . , l − 1,

(3.65)

where ∂ωµ
= ∂/∂ωµ, µ = 0, . . . , l − 1, φ̇k = dφk/dω0, φk(ω) are arbitrary functions.

Proof. For linear equations the following statement holds [31]: An operator Q is the
symmetry operator of the linear equation

L(x)Ψ = 0

iff there exists a matrix R(x) such that

[Q,L] = R(x)L.

We shall prove that

[Q,L] = 0. (3.66)

If Q ∈ 〈Q1, Qab〉, then the statement is quite evident. Let us consider the case
Q = Q2. If we shall show that (β0 + βl)(S0k − Skl) = 0, then proposition 3 will be
proved. Choosing k = 1 one has

(β0 + βl)(S01 − S1l) = i(β0 + βl)(β0β1 − β1β0 − β1βl + βlβ1) =
= i(β0β0β1 − β0β1β0) + i(βlβlβ1 − βlβ1βl) +
+ i(βlβ0β1 − β0β1βl) + i(β0βlβ1 − βlβ1β0) =
= iβ1 − iβ1 = 0.

The cases k = 2, 3, . . . , l − 1 are treated in the same way.
Consequence. On the set of solutions of eq. (3.64) the following representation of
the Galilei algebra AG(1, l − 1) is realized:

P0 = i∂ω0 , Pa = −i∂ωa
, Jab = ωaPb − ωbPa + Sab,

Ga = ω0Pa +
1
2
(Sal − S0a), a, b = 1, . . . , l − 1.

Note 1. In general, the algebra (3.65) is not a maximal invariance algebra of (3.64).
As an example one can take eq. (13) of (3.16), whose symmetry is described by
proposition 1. Other examples are given in refs. [27, 29].

Note 2. Proposition 3 holds true for Poincaré-invariant generalizations of the Bhabha
equation of the form

[βµpµ + F (Ψ∗,Ψ)]Ψ(x) = 0.

This makes it possible to construct exact solutions of the above nonlinear equations
including arbitrary functions with the help of the procedure of generating solutions
[27, 29]. By a special choice of the arbitrary functions one can pick out classes of
solutions possessing some additional properties.
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Choosing in ψ18(x)

φ0 ≡ exp[θ2(x0 + x3)2], θ = const, φ1 ≡ φ2 ≡ φ3 ≡ 0,

one obtains the following solution of the Dirac–Heisenberg equation:

ψ(x) = exp[−θ2(x0 + x3)2][I + θ2(x0 + x3)(γ1x1 + γ2x2)(γ0 + γ3)] ×
× exp{iλ(χ̄χ)1/2γ1x1 exp[−θ2(x0 + x3)2]}χ.

(3.67)

This solution is not localized in R3 but it is localized inside an infinite cylinder with
its axis parallel to the Ox3 axis. Moreover (3.67) decreases exponentially in all points
of R3 as x0 → +∞.
Let us mention that for θ = 0 takes the form

ψ(x) = exp[iλ(χ̄χ)1/2γ1x1]χ. (3.68)

Consequently, (3.67) can be considered as a perturbation of the stationary state (3.68).

3.4. Nongenerable families of solutions of the nonlinear Dirac equation. The so-
lutions ψ1(x)–ψ29(x) depend on the variables xµ in an asymmetrical way, while in the
Dirac–Heisenberg equation all independent variables have equal rights. Using physical
language one can say that the system (3.34) is solved in some fixed reference system.
To obtain solutions (more precisely families of solutions) which do not depend on the
chosen reference system it is necessary to apply a procedure of generating solutions
by a group of transformations [21, 47]. This procedure is based on the following
statement.
Let eq. (3.34) be invariant under the group of transformations

ψ′(x′) = A(x, θ)ψ(x), x′µ = fµ(x, θ), (3.69)

where A(x, θ) is an invertible 4 × 4 matrix, θ = (θ1, . . . , θr) are group parameters.
Besides there is some solution ψ = ψI(x) of eq. (3.34).
Proposition 4. The spinor ψII(x),

ψII(x) = A−1(x, θ)ψI(f(x, θ)), (3.70)

satisfies eq. (3.34) too.
The proof can be found in refs. [21, 32].
We call formula (3.70) the solutions generating formula. Let us mention the solu-

tion generating formulae with transformations of the conformal group C(1, 3).
(1) The group of translations,

ψII(x) = ΨI(x′), x′µ = xµ + θµ, θµ = const, (3.71)

(2) the Lorentz group O(1, 3),
(a) the group of rotations

ψII(x) = exp
(
− i

2
εabcθaSbc

)
ψI(x′),

x′0 = x0, x′ = x cos θ − θ × x

θ
sin θ +

θ(θ · x)
θ2

(1 − cos θ),

θk = const, θ = (θ · θ)1/2, Sab =
1
4
i(γaγb − γbγa),

(3.72a)
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(b) the Lorentz transformations,

ψII(x) = exp
(
−1

2
θγ0γa

)
ψI(x′),

x′0 = x0 cosh θ + xa sinh θ, x′a = xa cosh θ + x0 sinh θ,
x′b = xb, b = a, a, b = 1, 2, 3, θ = const;

(3.72b)

(3) the group of scale transformations,

ψII(x) = ekθψI(x′), x′µ = eθxµ, θ = const; (3.73)

(4) the group of special conformal transformations,

ψII(x) = σ−2(x)[1 − (γ · x)(γ · θ)]ψI(x′),
x′µ = [xµ − θµ(x · x)]σ−1(x), µ = 0, 1, 2, 3,

(3.74)

where σ(x) = 1 − 2θ · x+ (θ · θ)(x · x), θµ = const.
As an example we shall consider the procedure of generating the solution ψ1(x),

the remaining cases being treated in an analogous way. Let us apply to ψ1(x) formula
(3.72b) with a = 3,

ψ(x) = exp
(
−1

2
θγ0γ3

)
exp[iλ(χ̄χ)1/2k(x3 cosh θ + x0 sinh θ)γ3]χ.

Rewriting the above formula in the equivalent form one obtains

ψ(x) = exp
(
−1

2
θγ0γ3

)
exp[iλ(χ̄χ)1/2k(x3 cosh θ + x0 sinh θ)γ3]×

× exp
(

1
2
θγ0γ3

)
exp
(
−1

2
θγ0γ3

)
χ.

Taking into account the identities

exp
(
−1

2
θγ0γ3

)
γµ exp

(
1
2
θγ0γ3

)
=


γ0 cosh θ + γ3 sinh θ, µ = 0,
γ3 cosh θ + γ0 sinh θ, µ = 3,
γµ, µ = 1, 2,

one has

ψII(x) = exp[iλ(χ̄χ)1/2k(γ3 cosh θ + γ0 sinh θ)(x3 cosh θ + x0 sinh θ)]χ̃,

where χ̃ = exp
(− 1

2θγ0γ3

)
χ. Using formula (3.72a) one comes to the following family

of solutions:

ψII(x) = exp[iλ(χ̄χ)1/2k(γ · d)(d · x)]χ. (3.75)

Hereafter aµ, bµ, cµ and dµ are arbitrary real parameters satisfying the relations

−a ·a = b ·b = c ·c = d ·d = −1, a ·b = a ·c = a ·d = b ·c = b ·d = c ·d = 0(3.76)

[in other words, the four-vectors a, b, c, d create an orthonormal basis in the Mi-
nkowski space R(1, 3)]. It is not difficult to verify that the family (3.74) is invariant
under the transformations (3.71), (3.73).
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Solution (3.75) depends on the variables xµ in a symmetrical way and its form
is not changed both under a transition from one inertial reference system to another
and under a change of the scale according to formula (3.73). In other words, we
have constructed a P̃ (1, 3)-nongenerable family of solutions of the nonlinear Dirac–
Heisenberg equation (the corresponding definition is given in ref. [48]). The transition
from the solution ψ1(x) to the family of solutions (3.75) seems to be very important
because one obtains a class of exact solutions having the same symmetry as the
equation of motion (3.34).
Generating ψ2(x)–ψ5(x) we obtain the following P̃ (1, 3)-nongenerable families of

solutions of eq. (3.34):

ψ2(x) = exp[−iλ(χ̄χ)1/2k(γ · a)(a · x)]χ;

ψ3(x) = exp
[
−1

2
θ(γ · a+ γ · d)(γ · b)(a · z + d · z)

]
×

× exp
{

1
2
iλ(χ̄χ)1/2k(γ · b)[2b · z + θ(a · z + d · z)2]

}
χ;

ψ4(x) = exp
[
−1

2
θ(γ · a+ γ · d)(γ · b)(a · z + d · z)

]
exp
( iλ

2(1 + α2)
(χ̄χ)1/2k ×

× (γ · c− αγ · b)[2(c · z − αb · z) − αθ(a · z + d · z)2]
)
χ;

ψ5(x) = exp
(
θb · z − α ln[θ(a · z + d · z)]

2θ(a · z + d · z) (γ · a+ γ · d)γ · b
)
×

× exp
{

1
2
(γ · a)(γ · d) ln[θ(a · z + d · z)]

}
×

× exp{[(γ · c)(γ · a+ γ · d) + iλ(χ̄χ)1/2k][γ · c− β(γ · a+ γ · d)]×
× [c · z − (β/θ) ln[θ(a · z + d · z)]]}χ,

where zµ = xµ + θµ; α, β, θ, θµ = const.
If in (3.34) k = 3/2, then the equation is invariant under the conformal group

C(1, 3). Therefore one can generate solutions by the transformations (3.74). Genera-
ting solutions ψ1(x)–ψ14(x) (for k = 3/2) one comes to C(1, 3)-nongenerable families
of solutions. The corresponding formulae are omitted because of their cumbersome
character.

3.5. Conditionally invariant solutions of the Dirac–Heisenberg equation. As em-
phasized in refs. [37, 42] additional constraints enlarging the symmetry of the equati-
on are not necessarily differential ones. Let us impose on the solutions of PDE (3.34)
an algebraic condition ψ̄ψ = 1, i.e., we consider the over-determined system

[γµpµ − λ(ψ̄ψ)1/2k]ψ(x) = 0, ψ̄ψ = 1,

or

(γµpµ − λ)ψ(x) = 0, ψ̄ψ = 1. (3.77)

Proposition 5. The system (3.77) is conditionally invariant under the operators
Q1 = p0 − λγ0, Q2 = p3 − λγ3.



610 W.I. Fushchych, R.Z. Zhdanov

Proof. According to the definition of conditional invariance it is to be proved that the
system

(γµpµ − λ)ψ(x) = 0, ψ̄ψ = 1, Q1ψ = 0 (3.78)

is invariant in the Lie sense [32] under the group of transformations generated by Q1.
Acting on the system (3.78) with the extended operator Q̃1 [32] one obtains

Q̃1ψ̄ψ = 0, Q̃1(p0ψ − λγ0ψ) = 0,

Q̃1(γµpµψ − λψ) = iλγ0(γµpµψ − λψ) − 2iλ(p0ψ − λγ0ψ),

whence it follows that the statement holds true. The case of the operator Q2 is treated
in the same way.

Let us perform a reduction of the system (3.37) using the above statement. Integ-
ration of the equation Q1ψ = 0 yields the following ansatz:

ψ(x) = exp(−iλγ0x0)ϕ(x). (3.79)

Substituting (3.79) into (3.77) one obtains

γ1ϕx1 + γ2ϕx2 + γ3ϕx3 = 0, ϕ̄ϕ = 1. (3.80)

Analogously integration of the equation Q2ψ = 0 yields the ansatz

ψ(x) = exp(iλγ3x3)ϕ(x0, x1, x2), (3.81)

ϕ(x0, x1, x2) satisfying a PDE of the form

γ0ϕx0 + γ1ϕx1 + γ2ϕx2 = 0, ϕ̄ϕ = 1. (3.82)

If one chooses in (3.80) ϕ = ϕ(x1, x2), then the obtained two-dimensional PDE can
be integrated. Its general solution is given by

ϕ = (ϕ0(z∗), ϕ1(z), ϕ2(z∗), ϕ3(z))T ,

where ϕ1, ϕ3 (ϕ0, ϕ2) are arbitrary analytical (anti-analytical) functions.
Imposing on ϕ the condition ϕ̄ϕ = 1 [we use the form (1.2b) of the γ-matrices]

one comes to the following relation for ϕµ:

|ϕ)|2 + |ϕ1|2 − |ϕ2|2 − |ϕ3|2 = 1, |ϕµ|2 = ϕµ∗ϕµ. (3.83)

Analogously choosing in (3.82) ϕ = ϕ(x0, x1) and integrating the obtained equation
one has

ϕ = (h0 + g0, h0 − g0, h1 + g1,−h1 + g1)T ,

where

hµ = h1
µ(x0 + x3) + ih2

µ(x0 + x3),
gµ = g1

µ(x0 − x3) + ig2
µ(x0 − x3), µ = 0, 1,

hiµ, g
i
µ are arbitrary smooth functions. From ϕ̄ϕ = 1 it follows that hiµ, g

i
µ satisfy the

equality

h1
1g

1
0 + h2

1g
2
0 + h1

0g
1
1 + h2

0g
2
1 =

1
4
. (3.84)
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It is easy to convince oneself that (3.83), (3.84) can be written in the form

Al(ξ)Bl(η) = C (3.85)

(summation over repeated indices from 1 to 4 is implied).

Lemma. The general solution of the algebraic equation (3.85) is given by formulae

(a) Ak = θk(φlθl) − φk(θlθl) + Cθk/(θlθl), Bk = θk, k = 1, 2, 3, 4, (3.86)

where θk = const, θk = φk(ξ) are arbitrary functions;

(b) A1 = C1φ+ C4, A2 = C2φ+ C5, A3 = C3φ+ C6, A4 = φ,

B1 = ρ1, B2 = ρ2, B3 = C−1
6 (C − C4ρ1 − C5ρ2),

B4 = C−1
6 [(C3C4 − C1C6)ρ1 + (C3C5 − C2C6)ρ2 − CC3],

(3.87)

where C1, . . . , C6 are constants, φ = φ(ξ), ρi = ρi(η) are arbitrary functions;
(c) two other classes of solutions are obtained via the transposition Ak → Bk,

Bk → Ak in formulae (3.86), (3.87).
The proof is rather formal; therefore it is omitted.
Using formulae (3.79), (3.81), (3.86) and (3.87) we constructed the following

classes of exact solutions of the initial PDE:

ψ(x) = exp(−iλγ0x0)


eiC1

eiC2φ(z)
eiC4φ(z∗) cosC3

eiC5φ(z) sinC3

 , (3.88)

where {C1, . . . , C5} ⊂ R1, φ is an arbitrary analytical function,

ψ(x) = exp(iλγ3x3)


A3 +B1 + i(A4 +B2)
A3 −B1 + i(A4 −B2)
A1 +B3 + i(A2 +B4)
−A1 +B3 + i(−A2 +B4)

 , (3.89)

where the real functions Al(x0 + x1), Bl(x0 − x1) are determined by formulae (3.86),
(3.87) with C = 1/4.
It is worth noting that solutions (3.88), (3.89) are essentially different from ψ1(x)–

ψ29(x). They cannot be obtained with the help of the ansatze in tables 1 and 2.

3.6. On scalar fields generated by the solutions of the nonlinear Dirac–Heisen-
berg equation. In this subsection we construct a scalar field with spin s = 0 using
the exact solutions of the nonlinear Dirac–Heisenberg equation for a spinor field. The
solutions obtained in this way prove to satisfy the nonlinear d’Alembert equation.
The scalar field generated by the solutions of PDE (3.34) is looked for in the form

u(x) = ψ̄ψeiθ(x), (3.90)

where θ(x) is the phase of the field u(x). For ψ1–ψ10 we have the equality

ψ̄ψ = const,
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whence it follows that u(x) = Ceiθ(x). Choosing θ(x) = τaµx
µ, τ = const, one obtains

the plane-wave solution

u(x) = Ceiτaµx
µ

. (3.91)

So the spinors ψ1–ψ10 generate plane-wave solutions of the form (3.91) sastisfying
the following equation:

pµp
µu(x) = F (|u|)u(x), |u|2 = u∗u. (3.92)

We did not succeed in establishing a correspondence between the spinor fields ψ22,
ψ24 and a scalar field u(x). Spinor ψ19 generates a scalar field of the form

u(x) = C[φ0(x0 + x3)]−1[(x1 + φ1)2 + (x2 + φ2)2]−1/2 exp[iφ3(x0 + x3)],

where φµ are arbitrary smooth functions of x0 + x3. It is easy to check that the
above function satisfies the nonlinear wave equation with variable coupling constant
κ(x) = κ̃[φ0(x0 + x3)]2, κ = const, i.e.,

pµp
µu(x) = κ̃[φ0(x0 + x3)]2|u|2u(x). (3.93)

The remaining solutions of the nonlinear Dirac–Heisenberg equation (3.34) gene-
rate scalar fields satisfying the nonlinear d’Alembert equation

pµp
µ = κ|u|αu, κ = const. (3.94)

The corresponding results are given in table 3.

Table 3

No. u(x) α

11 C(x2
1 + x2

2)
−1/2 exp[iφ0(x0 + x3)] 2

12 C[(x1 + φ1)
2 + (x2 + φ2)

2]−1/2 exp[iφ0(x0 + x3)] 2

13 C(x2
2 + x2

3)
−1/2 exp[iρ(x0 + x1)] 2

14 C(x2
0 − x2

1 − x2
3)

−1 1

15 C(x · x)−3/2 2/3

16 C(x2
0 − x2

3)
−1/2 2

17 C(x2
2 + x2

3)
−1/2 exp[iρ(x0 + x1)] 2

18 Cφ−2
0 (x0 + x3) exp[i(x1 + φ1)] 0

20 C(x2
0 − x2

1 − x2
2)

−2 1/2

21 C(x2
0 − x2

1 − x2
2)

−2 1/2

23 C(x2
1 + x2

2 + x2
3)

−2 1/2

25 C(x2
0 − x2

1 − x2
3)

−1 1

26 C(x2
2 + x2

3)
−1/2 exp[iρ(x0 + x1)] 2

27 C(x · x)−3/2 2/3

28 C
{

[x3 + β(x0 − x2)]
2 +
[
x1 + 1

2
(x0 − x2)

2
]2}−k

1/k, k < 0

29 C
{

[x3 + β(x0 − x2)]
2 +
[
x1 + 1

2
(x0 − x2)

2
]2}−1

1

φ0, φ1, φ2 are arbitrary smooth functions of x0 + x3, ρ of x0 + x1;
C and β are constants.
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Thus the spinors ψ1–ψ29 generate complex scalar fields satisfying the nonlinear
d’Alembert equation (3.94). Let us note that (3.94) with α = 2 admits the conformal
group C(1, 3). Consequently the fields u(x) generated by the spinors ψ11–ψ13, ψ16,
ψ17 and ψ26 satisfy the conformally invariant d’Alembert equation [though the Dirac–
Heisenberg equation may not be invariant under the group C(1, 3)].
Another interesting feature inherent to the fields u(x) is that u(x) → 0 as x0 =

const, |x| → +∞ (the only exception is ψ28). What is more, all the functions u(x)
have a nonintegrable singularity.

4. Exact solutions of the system
of nonlinear Klein–Gordon–Dirac equations

In this section we construct multi-parameter families of exact solutions of the
system of PDE describing the interaction of the spinor field ψ(x) and the complex
scalar field u(x),

γµp
µψ = [λ1|u|k1 + λ2(ψ̄ψ)k2 ]ψ, pµp

µu = [µ1|u|k1 + µ2(ψ̄ψ)k2 ]2u, (4.1)

where x = (x0, x1, x2, x3), |u| = (uu∗)1/2, λ1, λ2, µ1, µ2, k1, k2 are constants.
Let us note that for λ1 = µ2 = 0, k1 = k2 = 0 the system of equations (4.1)

decomposes into the Dirac equation with mass λ2 and the Klein–Gordon equation
with mass µ1. For λ1 = µ2 = 0, k1 = 1, k2 = 1/3 one obtains the nonlinear
conformally invariant Dirac–Gürsey [36] and d’Alembert [49] equations.
With the help of the Lie method one can prove that the system of equations (4.1)

for arbitrary, non-null k1, k2 is invariant under the extended Poincaré group. For
k1 = 1, k2 = 1/3 then (4.1) is invariant under the conformal group C(1, 3). The above
facts make it possible to apply the technique of group-theoretical reduction (as was
done in the previous section). But we use another approach which essentially uses the
connection between spinor and scalar fields established earlier and the ansatz

ψ(x) = {ig1(ω) + g2(ω)γ4 − [if1(ω) + f2(ω)γ4]γµpµω}χ, (4.2)

where g1, g2, f1, f2 are unknown real functions, ω = ω(x) is a scalar function
satisfying the system of PDE

pµp
µω +A(ω) = 0, (pµω)(pµω) +B(ω) = 0, A,B : R1 → R1. (4.3)

Ansatz (4.2) was suggested in refs. [23, 24] for the purpose of constructing exact
solutions of the nonlinear Dirac equation. As shown in ref. [28] it can be used to
obtain solutions of the system (4.1). The scalar field u(x) is looked for in the form

u(x) ∼ C(ψ̄ψ), C = const or u(x) = φ(x), φ ∈ C2(R1,C2). (4.4)

Substitution of expressions (4.2), (4.4) into (4.1), ω = ω(x) satisfying (4.3), gives
rise to the following system of ODE for gi, fi and φ:

Bφ̈+Aφ̇ = −{µ1|φ|k1 + µ̃2[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]k2}2φ,

Bḟ1 +Af1 = {λ1|φ|k1 + λ̃2[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]k2}g1,
ġ1 = −{λ1|φ|k1 + λ̃2[g2

1 − g2
2 +B(f2

1 − f2
2 )]k2}f1,

ġ2 = {λ1|φ|k1 + λ̃2[g2
1 − g2

2 +B(f2
1 − f2

2 )]k2}f2,
Bḟ2 +Af2 = −{λ1|φ|k1 + λ̃2[g2

1 − g2
2 +B(f2

1 − f2
2 )]k2}g2,

(4.5)
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where λ̃2 = λ2(χ̄χ)k2 , µ̃2 = µ2(χ̄χ)k2 , dot means differentiation with respect to ω.
The system of equations (4.3) is over-determined. Therefore one has to investigate
its compatibility. The compatibility of three-dimensional systems of the form (4.3)
was investigated in detail by C. Collins [50]. He has proved that the system (4.3) is
compatible iff

(1) B(ω) ≡ 0, A(ω) ≡ 0;
(2) B(ω) = ±1, A(ω) = N(ω + θ)−1, N = −1, 0, 1, 2.

In each case the general solution was constructed.
Generalizing Collins’ results to the four-dimensional case we obtain the following

classes of particular solutions of the system of equations (4.3):
(1) A(ω) = −mω−1, B(ω) = −1, m = 1, 2:

ω = [(b · y)2 + (c · y)2 + (d · y)2]1/2, m = 2, (4.6)

ω = [(b · y + ρ1)2 + (c · y + ρ2)2]1/2, m = 1; (4.7)

(2) A(ω) = 0, B(ω) = −1:

ω = (b ·y) cos ρ1 +(c ·y) sin ρ1 +ρ2, a ·y = (b ·y) cos ρ3 +(c ·y) sin ρ3 +ρ4;(4.8)

(3) A(ω) = 0, B(ω) = 1:

ω = a · y; (4.9)

(4) A(ω) = mω−1, B(ω) = 1, m = 1, 3:

ω = [(a · y)2 − (b · y)2]1/2, m = 1,

ω = [(a · y)2 − (b · y)2 − (c · y)2]1/2, m = 2,

ω = (y · y)1/2, m = 3,

(4.10)

In (4.6)–(4.10) yµ = xµ + θµ, θµ = const; ρ1, ρ2 are arbitrary smooth functions of
a · y + d · y, ρ3, ρ4 of ω + d · y; aµ, bµ, cµ, dµ are arbitrary real parameters satisfying
(3.76).
We have succeeded in obtaining the general solution of the system of ODE (4.5)

for A(ω) = 0, while in the remaining cases partial solutions are obtained. Let us give
the final result:
(1) A(ω) = −mω−1, B(ω) = −1, m = 1, 2:

fn(ω) = Cnω
−1/2k2 , gn(ω) = ∓(−1)n(1 − 2k2m)1/2Cnω−1/2k2 ,

n = 1, 2, φ(ω) = Eω−1/k1 ,
(4.11)

the constants k1, k2, C1, C2 and E satisfying the conditions

[(m− 1)k1 − 1]k−2
1 + {µ1|E|k1 + µ̃2[2mk2(C2

1 − C2
2 )]k2}2 = 0,

±(1 − 2k2m)1/2 − 2k2{λ1|E|k1 + λ̃2[2mk2(C2
1 − C2

2 )]k2} = 0,
k2 < 1/2m, k1 < 1/(m− 1);

(4.12)
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(2) A(ω) = 0, B(ω) = −1:

f1 = C1 cosh
(
−λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω − λ̃2(C2

3 − C2
1 )k2ω + C2

)
,

f2 = C3 cosh
(
λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω + λ̃2(C2

3 − C2
1 )k2ω + C4

)
,

g1 = C1 sinh
(
−λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω − λ̃2(C2

3 − C2
1 )k2ω + C2

)
,

g2 = C3 sinh
(
λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω + λ̃2(C2

3 − C2
1 )k2ω + C4

)
,

φ = ρ(ω) exp[iθ(ω)],∫ ρ(ω)

[a−(z) + C6]−1/2dz = ω + C7, θ(ω) = C5

∫
[ρ(ω)]−1/2dω + C8,

(4.13)

where

a−(z) =
µ2

1

k1 + 1
z2(k1+1) + µ̃2

2(C
2
3 − C2

1 )2k2z2 +

+ 4
µ1µ̃2

k1 + 2
(C2

3 − C2
1 )k2zk1+2 + 2C2

5z;

(3) A(ω) = 0, B(ω) = 1:

f1 = C1 sin
(
λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω + λ̃2(C2

1 − C2
3 )k2ω + C2

)
,

f2 = C3 cos
(
λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω + λ̃2(C2

1 − C2
3 )k2ω + C4

)
,

g1 = C1 cos
(
λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω + λ̃2(C2

1 − C2
3 )k2ω + C2

)
,

g2 = C3 sin
(
λ1

∫
[ρ(ω)]k1dω + λ̃2(C2

1 − C2
3 )k2ω + C4

)
,

φ = ρ(ω) exp[iθ(ω)],∫ ρ(ω)

[a+(z) + C6]−1/2dz = ω + C7, θ(ω) = C5

∫
[ρ(ω)]−1/2dω + C8,

(4.14)

where

a+(z) = − µ2
1

k1 + 1
z2(k1+1) − µ̃2

2(C
2
1 − C2

3 )2k2z2 −

− 4
µ1µ̃2

k1 + 2
(C2

1 − C2
3 )k2zk1+2 + 2C2

5z

(in the above formulae C1, . . . , C8 are arbitrary constants);
(4) A(ω) = mω−1, B(ω) = 1, m = 2, 3:
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(a) k1 > 1/(m− 1), k2 > 1/2m:

fn(ω) = Cnω
−1/2k2 , gn(ω) = ∓(−1)n(2k2m− 1)1/2Cnω−1/2k2 ,

n = 1, 2, φ(ω) = Eω−1/k1 ,
(4.15)

where C1, C2 and E are constants satisfying the following conditions:

[(1 −m)k1 + 1]k−2
1 + {µ1|E|k1 + µ̃2[2mk2(C2

1 − C2
2 )]k2}2 = 0,

±(2k2m− 1)1/2 − 2k2{λ1|E|k1 + λ̃2[2mk2(C2
1 − C2

2 )]k2} = 0;
(4.16)

(b) k1 = 2(m− 1)−1, k2 > m−1:

fn(ω) = (−1)nθωgn(ω), gn(ω) = Cn(1 + θ2ω2)−(m+1)/2,

n = 1, 2, φ(ω) = E(1 + θ2ω2)(1−m)/2,
(4.17)

where the constants C1, C2 and E satisfy the conditions

θ2(m2 − 1) = [µ1|E|2/(m−1) + µ̃2(C2
1 − C2

2 )1/m]2,

(m+ 1)θ = [λ1|E|2/(m−1) + λ̃2(C2
1 − C2

2 )1/m].
(4.18)

To obtain the exact solutions of the initial system (4.1) one has to substitute
formulae (4.6)–(4.10), (4.11)–(4.17) into the ansatz (4.2), (4.4). The obtained expres-
sions are very cumbersome and will not be given here.
Let us make some remarks.

Note 1. If one interprets the nonlinearities λ1|u|k1 + λ2(ψ̄ψ)k2 , µ1|u|k1 + µ2(ψ̄ψ)k2 ,
as the masses of a spinor field (Mψ) and of a scalar field (Mu) created because of the
nonlinear interaction of these fields, then for solutions (4.11), (4.15) and (4.17) the
following remarkable relations hold:(

Mu

Mψ

)2

=
4k2

2[1 + (1 −m)k1]
k2
1(1 − 2mk2)

, m = 1, 2,(
Mu

Mψ

)2

=
4k2

2[(m− 1)k1 − 1]
k2
1(2mk2 − 1)

, m = 2, 3,(
Mu

Mψ

)2

=
m− 1
m+ 1

, m = 2, 3.

(4.19)

These relations can be interpreted as formulae for the mass spectrum of spinor and
scalar particles. What is more, the discrete variable m arises as the compatibility
condition of the over-determined system (4.3) (compare ref. [50]). So the mass spect-
rum is determined by the geometry of the solutions of the form (4.2), (4.4).

Note 2. If one puts in (4.2) g2 ≡ f2 ≡ 0, ω(x) = x · x, then the ansatz suggested by
Heisenberg [2, 14] is obtained,

ψ(x) = [ig1(x · x) + γ · xf1(x · x)]χ.
Note 3. If one chooses λ1 = µ2 = 0 then formulae (4.2), (4.4), (4.6)–(4.18) give
exact solutions of the nonlinear Dirac–Heisenberg equation and of the d’Alembert
equations.
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Note 4. Ansätze (4.2), (4.4) can be used to reduce nonlinear systems of PDE of more
general form than (4.1), namely

γµp
µ = F1(ψ̄ψ, |u|)ψ, pµp

µ = F2(ψ̄ψ, u, u∗), (4.20)

where F1, F2 are arbitrary continuous functions. In particular, the solutions of a
system of equations of the form (4.20) constructed in refs. [12, 13, 51] can be obtained
via ansätze (4.2), (4.4).

5. Exact solutions of the nonlinear Maxwell–Dirac equations
There is a vast literature devoted to the system of equations of classical electrody-

namics (Maxwell–Dirac equations)

[γµ(pµ + eAµ) +m]ψ(x) = 0,
pνp

νAµ − pµpνA
ν = eψ̄γµψ, µ, ν = 0, 1, 2, 3,

(5.1)

where Aµ = Aµ(x) is the vector potential of the electromagnetic field; m and e
are the mass and the charge of the electron. A number of existence theorems have
been proved (in particular, in ref. [52] the solubility of the Cauchy problem has been
investigated). However, as far as we know there are no publications containing exact
solutions of this system in explicit form.
We look for solutions of eqs. (5.1) in the form

ψ(x) = (γ · θ)ϕ(ω), Aµ(x) = θµφ(ω), µ = 0, 1, 2, 3, (5.2)

where ω = {ω0, ω1, ω2} ≡ {θ · x, b · x, c · x}, θµ = aµ + dµ, ϕ(ω) and φ(ω) are
unknown functions. Substitution of (5.2) into (5.1) gives rise to the following system
of two-dimensional PDE for ϕ(ω) and φ(ω)

(γ · b)ϕω1 + (γ · c)ϕω2 + imϕ = 0, (5.3a)

φω1ω1 + φω2ω2 = 2eϕ̄(γ · θ)ϕ. (5.3b)

Let us note that in (5.3) there is no differentiation with respect to ω0, therefore ϕ and
φ contain ω0 as a parameter.
The general solution of eq. (5.3a) is given by the elliptic analogue of the d’Alembert

formula for the wave equation [38]

φ(ω) = F (z, ω0) + F (z∗, ω0) − ie

∫ ω2

0

∫ ω1+i(ω2−τ)

ω1−i(ω2−τ)
ϕ̄(γ · θ)ϕ(ξ, τ)dξdτ, (5.4)

where F is an arbitrary analytical function of z = ω1 + iω2. So the problem of
constructing particular solutions of the initial system of equations (5.1) is reduced to
that of integrating the linear two-dimensional Dirac equation (5.3a).
Choosing the eigenfunction of the Hermitian operator −i∂ω1 as a partial solution

of eq. (5.3a) one obtains

ϕ = exp[iλω1 + iγ · c(m+ λγ · b)ω2]ϕ0(ω0), (5.5)

where ϕ0 is a four-component spinor depending on ω0 in an arbitrary way. Imposing
on (5.5) the additional condition of being periodical with respect to the variable ω1,
we come to the following relation:

λ = λn = 2πn, n ∈ Z. (5.6)
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Substitution of (5.5) into formula (5.4) gives the explicit form of φ(ω),

φ(n)(ω) = F (z, ω0) + F (z∗, ω0) +
1
4
(m2 + λ2

n)
−1 ×

× [τ1 cosh 2(m2 + λ2
n)

1/2ω2 + τ2 sinh 2(m2 + λ2
n)

1/2ω2], n ∈ Z,
(5.7)

where

z = ω1 + iω2, τ1 = 2eϕ̄0(γ · θ)ϕ0,

τ2 = 2ie(m2 + λ2
n)
−1/2ϕ̄0(γ · θ)(m+ λnγ · b)ϕ0.

Substituting (5.5), (5.7) into the ansatz (5.2) one obtains a multi-parameter family of
exact solutions of the Maxwell–Dirac equations depending on three arbitrary complex
functions,

ψ(n)(x) = (γ · a+ γ · d) exp[iλnb · x+ iγ · c(m+ λnγ · b)c · x]ϕ0(a · x+ d · x),
A(n)
µ (x) = (aµ + dµ)

{
F (z, a · x+ d · x) + F (z∗, a · x+ d · x) +

+
1
4
(m2 + λ2

n)
−1[τ1 cosh(2(m2 + λ2

n)
1/2c · x) + τ2 sinh(2(m2 + λ2

n)
1/2c · x)]

}
.

(5.8)

Analogously if one chooses the following solution of eq. (5.3a):

ϕ(ω) = (ω2
1 + ω2

2)−1/4 exp
[
−1

2
(γ · b)(γ · c) arctg

ω1

ω2

]
×

× exp[im(γ · c)(ω2
1 + ω2

2)1/2]ϕ0(ω0)

as ϕ(ω), then formulae (5.2), (5.4) give rise to the following family of exact solutions:

ψ(x) = (γ · a+ γ · d)|z|−1/2 exp
(
−1

2
(γ · b)(γ · c) arctg

b · x
c · x

)
×

× exp[imγ · c|z|]ϕ0(a · x+ d · x),
Aµ(x) = (aµ + dµ)

(
F (z, a · x+ d · x) + F (z∗, a · x+ d · x) +

+
∫ |z|

(τ1 sinh 2mρ+ τ2 cosh 2mρ)ρ−1dρ
)
,

(5.9)

where F is an arbitrary analytical function of z = b · x+ ic · x,
|z| = (z∗z)1/2 = [(b · x)2 + (c · x)2]1/2, τ1 = 2eϕ̄0[γ · a+ γ · d)ϕ0,

τ2 = 2ieϕ̄0(γ · a+ γ · d)(γ · c)ϕ0.

Let us consider in more detail the solution of the Maxwell–Dirac equations (5.8)
putting

F ≡ 0, ϕ0 = exp[−κ2(a · x+ d · x)2]χ,
where χ is an arbitrary constant spinor, κ = const. By direct verification one can
convince oneself that the following equalities hold:

pµp
µA

(n)
ν = 4(m2 + λ2

n)A
(n)
ν , n ∈ Z,

pνA
(n)
ν = 0, pµp

µψ(n) = m2ψ(n).
(5.10)
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The above relations seem to admit the following interpretation: the interaction of
a spinor and a massless electromagnetic field according to the nonlinear eqs. (5.1)
generates massive electromagnetic fields A(n)

µ (x) with masses Mn = 2(m2 + λ2
n)

1/2

(in other words, the nonlinear interaction of the fields Aµ(x) and ψ(x) generates the
mass spectrum). If one puts n = 0 then M0 = 2m, m being the mass of the electron.
As solutions (5.8), (5.9) have an analytical dependence on m, then the solutions of

the massless Maxwell–Dirac equations can be obtained by putting m = 0. The case
m = 0 deserves special consideration because the massless Maxwell–Dirac equations
are conformally invariant (see, e.g., ref. [53]).
It is not difficult to obtain the general solution of the two-dimensional massless

Dirac equation

ϕ = (γ · b+ iγ · c)ϕ1(z, ω0) + (γ · b− iγ · c)ϕ2(z∗, ω0), (5.11)

where ϕ1, ϕ2 are arbitrary spinors depending analytically on z, z∗; z = b · x + ic · x.
Substituting (5.11) into (5.4) one obtains the following expression for φ(ω):

φ(ω) = F (z, ω0) + F (z∗, ω0) +

+ e

(
z∗
∫ z

0

f1(z, ω0)dz + z

∫ z∗

0

f2(z∗, ω0)dz∗
)
,

f1 = ϕ̄1(γ · θ)[1 − i(γ · b)(γ · c)]ϕ2, f2 = ϕ̄2(γ · θ)[1 + i(γ · b)(γ · c)]ϕ1.

(5.12)

Substitution of the above formulae into (5.2) gives rise to a multi-parameter family
of exact solutions including three arbitrary complex functions,

ψ(x) = (γ · a+ γ · d)[(γ · b+ iγ · c)ϕ1(z, a · x+ d · x) +
+ (γ · b− iγ · c)ϕ2(z∗, a · x+ d · x)],

Aµ(x) = (aµ + dµ)
[
F (z, a · x+ d · x) + F (z∗, a · x+ d · x) +

+ e
(
z∗
∫ z

0

f1(z, a · x+ d · x)dz + z

∫ z∗

0

f2(z∗, a · x+ d · x)dz∗
)]
,

z = b · x+ ic · x.

(5.13)

Using the solution generating formula with the group of special conformal transfor-
mations [24, 47]

ψII(x) = σ−2(x)[1 − (γ · x)(γ · θ)]ψI(x′),
AIIµ (x) = σ−2(x)[gµνσ(x) + 2(θµxν − θνxµ +

+ 2θ · xxµθν − x · xθµθν − θ · θxµxν)]AνI (x′),
x′µ = (xµ − θµx · x)σ−1(x), σ(x) = 1 − 2θ · x+ (θ · θ)(x · x),

it is possible to obtain a larger family of solutions of the system of equations (5.1).
We omit the corresponding formulae because of their cumbersome character.

6. Conclusions
In this review we described Poincaré-invariant nonlinear systems of first-order

differential equations for spinor fields which are nonlinear generalizations of the clas-
sical Dirac equation without using variational principles. The large class of nonlinear
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spinor equations invariant under the extended Poincaré group P̃ (1, 3) and the confor-
mal group is constructed. It contains, in particular, the well-known nonlinear Dirac–
lvanenko, Dirac–Heisenberg and Dirac–Gürsey equations. Besides there are many
equations which so far have not been considered in the literature.
The main aim of this review is to suggest a constructive method of solution of

nonlinear Dirac-type spinor equations, that is, to construct in explicit form families of
exact solutions of these equations without applying methods of perturbation theory.
The key idea of our method is a symmetry reduction of the many-dimensional spinor
equation to systems of ordinary differential equations. Many of them can be integrated
in quadratures. Such a reduction is carried out with the help of special ansatze
constructed using the symmetry properties of the equation in question.
To our mind the important result of the present paper is that we have obtained

nongenerable families of exact solutions of nonlinear spinor equations. These solutions
possess the same symmetry as the equation of motion. So nongenerable families of
solutions can be quantized in a standard way without losing the invariance under the
Poincaré group.
It is worth noting that some solutions depend on the coupling constant λ in a

singular way.
It is shown how to construct the simplest fields with spin s = 0 using solutions of

the fundamental spinor equation. Such bosonic fields satisfy the nonlinear d’Alembert
equations.
A new approach to the problem of the mass spectrum is suggested (section 4).

It is established that exact solutions of the system of nonlinear equations for spinor
and scalar fields make it possible to calculate the ratio of the masses of spinor and
scalar fields. It occurs that this ratio is determined by the non-linearity degrees of
the spinor and scalar fields.
We hope that the results presented in our paper will make it possible to understand

more deeply the role played by nonlinear spinor equations in the unified theory of
bosonic and fermionic fields with spins s = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . ..
Suggested methods can be applied to equations of motion in R(1, n) [54, 55]. The

problem of subgroup classification of generalized Poincaré groups P (1, n), P̃ (1, n),
P (2, n) and Galilei groups G(1, n) was solved in refs. [55–60].
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