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О новом методе исследования групповых
свойств уравнений математической физике
В.И. ФУЩИЧ

Среди всех уравнений, встречающихся в математике, уравнения математиче-
ской физики выделяются тем, что они обладают, как правило, высокой симме-
трией. Первопричиной этих важнейших свойств уравнений является симметрия
реальных физических процессов.

Почти 100 лет назад С. Ли создал принципиальные основы математическо-
го метода исследования симметрийных (групповых) свойств дифференциальных
уравнений. За последние двадцать лет это направление получило существенное
развитие в работах Л.В. Овсянникова и его учеников, которое подытожено в мо-
нографии [1].

В работах [2, 3] показано, что уравнения Дирака, Максвелла, Клейна–Гордона
обладают симметрией, которая в принципе не может быть обнаружена лиевским
методом. В настоящей статье сформулирован нелиевский метод исследования груп-
повых свойств дифференциальных и интегродифференциальных уравнений.

1. Рассмотрим уравнение

L̂(x, p̂)Ψ(x) = 0, (1)

где L̂(x, p̂) — некоторый линейный оператор, x ∈ Rnx , p̂ — вектор-оператор с компо-
нентами p̂µ = igµν

∂
∂xν , gµν — метрический тензор, ненулевые компоненты которого

g00 = g11 = · · · = gkk = −gk+1 k+1 = · · · = −gnn = 1, Ψ(x) — вектор-функция. Че-
рез L(x, p) обозначим символ оператора L̂(x, p̂), p ∈ Rnp .

Будем говорить, что уравнение (1) инвариантно относительно некоторого мно-
жества операторов Q̂ = {Q̂A} = {Q̂1, Q̂2, . . . , Q̂N}, если выполняются условия

L̂(x, p̂)Q̂AΨ(x) = 0, A = 1, 2, . . . , N. (2)

Если операторы {Q̂A} (или их линейные комбинации) удовлетворяют коммутаци-
онным соотношениям

[Q̂A, Q̂B ]− = fABCQ̂C , (3)

то будем говорить, что уравнение (1) инвариантно относительно алгебры Ли. Здесь
fABC — структурные константы алгебры Ли.

В отличие от подхода С. Ли, мы будем делать акцент не на группы инвариан-
тности, а на алгебры инвариантности уравнений. Задача отыскания алгебры инва-
риантности уравнения (1) формулируется очень просто: требуется конструктивно
описать (по возможности наиболее широкий) класс операторов Q̂, удовлетворяю-
щих условиям (2) и (3).

Из приведенного видна ограниченность постановки и метода С. Ли и, главное,
видны новые пути решения и обобщения лиевской задачи об исследовании ал-
гебраических свойств уравнений. Такое обобщение возможно, по меньшей мере,
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в двух направлениях: во-первых, искать алгебру инвариантности уравнения (1) в
классе интегродифференциальных операторов (в подходе Ли, как известно, опе-
раторы Q̂A — операторы первого порядка); во-вторых, отказаться от условия (3),
т.е. от требования, чтобы операторы Q̂ принадлежали алгебре Ли: операторы Q̂A
могут образовывать супералгебру, алгебру Йордана и т.д.

Именно в первом направлении, которое назовем нелиевским подходом, и были
получены новые алгебры инвариантности для многих уравнений движения кван-
товой механики [4] (см. также [5], посвященную этому направлению). Главный и
самый трудный вопрос, возникающий в связи с нелиевским подходом к исследо-
ванию алгебраических свойств уравнений, состоит в следующем: каким способом
конструктивно описать (вычислить) операторы Q̂A, т.е. указать метод нахожде-
ния интегродифференциальных операторов. Очевидно, что лиевский алгоритм для
этих целей непригоден.

Обобщая результаты конкретных способов вычисления алгебр инвариантно-
сти [2–4], можно сформулировать такой метод построения операторов Q̂A: 1) си-
стема дифференциальных уравнений (д.у.) посредством обратимого (вообще го-
воря, неоднозначного) преобразования приводится к каноническому (жордановому
или диагональному) виду, т.е. проводится максимальное расщепление системы д.у.
на независимые (автономные) подсистемы; 2) находится алгебра инвариантности
(а.и.) преобразованного уравнения; 3) если операторы {Q̂A} а.и. удовлетворяют со-
отношениям (3), то устанавливается, какое представление алгебры Ли реализует
эти операторы в пространстве решений; 4) с помощью обратного преобразования
находится а.и. исходного уравнения; 5) по а.и. вычисляется группа инвариантности
д.у. согласно формулам

x′µ = exp{iQ̂AθA}xµ exp{−iQ̂BθB}, µ = 0, 1, 2, . . . , n,

Ψ′(x) = exp{iQ̂AθA}Ψ(x),
(4)

где θA — параметры группы инвариантности.
2. Проиллюстрируем нелиевский алгоритм отыскания а.и. на примере двух си-

стем уравнений. Рассмотрим систему восьми уравнений в частных производных
второго порядка:

p̂2
0Ψ(t,x) = Ĥ2(p̂)Ψ(t,x), x ∈ R3; (5)

Ĥ2(p̂) = Γ0Γ4p̂
2
a +

√
2mΓ0Γap̂a + Γ0Γ5m

2;

p̂0 = i
∂

∂x0
, p̂a = −i ∂

∂xa
, x0 ≡ t,

(6)

Γ0, Γk, k = 1, 2, . . . , 6, — (8 × 8)-матрицы, удовлетворяющие алгебре Клиффорда–
Дирака, Ψ(t,x) — вектор-функция с компонентами Ψ = (Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψ8), m —
постоянная величина.

Теорема 1. Система (5) инвариантна относительно 26-мерной алгебры Ли
группы P (1, 3) ⊗ E(4) ⊗ GL(4) ⊗ GL(4), где P (1, 3) — группа Пуанкаре, E(4)
— группа Евклида в четырехмерном пространстве, GL(4) — группа всех не-
вырожденных действительных (4 × 4)-матриц.
Доказательство. Символ H2(p) оператора (6) является симметрической (8 × 8)-
матрицей, поэтому его можно привести к диагональному виду. Это означает, что
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и оператор Ĥ2(p̂), рассматриваемый как матрица, приводится к диагональному
оператору. Такое приведение осуществляется с помощью унитарного оператора [2]

U = exp

{
π

4
Γ0

Ĥ2(p̂)
Ê2(p̂)

}
=

1√
2

{
1 + Γ0

Ĥ2(p̂)
Ê2(p̂)

}
; (7)

Ê2(p̂) =
√
Ĥ2(p̂) = p̂2

a +m2. (8)

Осуществив над уравнением преобразование (7), придем к системе

p̂2
0Φ(t,x) = Γ0Ê

2(p)Φ(t,x); (9)

Φ = UΨ, Γ0 =
(

1 0
0 −1

)
, (10)

где 1 и 0 — единичная и нулевая (4 × 4)-матрицы.
Систему (9) можно записать в виде восьми незацепленных уравнений(

p̂2
0 − p̂2

a

)
Φµ(t,x) = m2Φµ(t,x), µ = 0, 1, 2, 3; (11)(

p̂2
0 + p̂2

a

)
Φµ+4(t,x) = −m2Φµ+4(t,x), (12)

где Φµ, Φµ+4 — компоненты вектор-функции Φ.
Из (10) ясно, что уравнение (9) инвариантно относительно 16 матриц:

Skl =
i

4
(ΓkΓl − ΓlΓk), Γ0; k, l = 1, 2, . . . , 6. (13)

Кроме того, из (11) и (12) видно, что эта же система инвариантна относительно
10-мерной алгебры Ли группы P (1, 3) ⊗ E(4), базисные элементы которой имеют
вид

Jµν =

(
J Iµν · 1 0

0 J IIµν · 1

)
, Pµ = igµν

∂

∂xν
,

J Iµν = xµp̂ν − xν p̂µ, J IIab = xap̂b − xbp̂a, J II0a = ix0p̂a − xap̂0.

(14)

Алгебры инвариантности для исходного уравнения (5), т.е. операторы Q̂A стро-
ятся по операторам (13) и (14) известным образом:

Q̂A = U−1Q̂Φ
AU, A = 1, 2, . . . , 26, (15)

где через Q̂Φ
A обозначены любой из операторов (13) и (14). Важно подчеркнуть.

что все операторы

S′
kl = U−1SklU, Γ′

0 = U−1Γ0U (16)

являются интегральными, ограниченными операторами. Теорема доказана.

Замечание 1. Если после реализации первого шага алгоритма мы приходим к
расщепленной системе дифференциальных уравнений, то к такой системе можно
применить лиевскую методику.
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3. Второй пример. Рассмотрим интегродифференциальную (псевдодифференци-
альную) систему шести уравнений:

p̂0E(t,x) = |p̂|H(t,x),

p̂0H(t,x) = |p̂|E(t,x), |p̂| =
(
p̂2
1 + p̂2

2 + p̂2
3

)1/2
,

(17)

где E = (E1, E2, E3), H = (H1,H2,H3) — вектор-функции.

Теорема 2. Алгебрами инвариантности системы (17) является 9-мерная алге-
бра Ли группы GL(3) ⊗GL(3) и 10-мернал алгебра Ли группы Пуанкаре.
Доказательство. Система (17) с помощью матричного преобразования

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, (18)

где 1 — (3 × 3)-единичная матрица, приводится к распадающейся системе шести
интегродифференциальных уравнений

p̂0Φ(t,x) = Q0|p̂|Φ(t,x), Q0 =
(

1 0
0 −1

)
. (19)

Из (19) следует, что уравнение (17) инвариантно относительно 9-мерной алгебры
Ли группы GL(3) ⊗GL(3).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что уравнение (19) инвариантно
относительно следующих двух наборов десяти операторов, образующих алгебру
Пуанкаре:

P III
µ = p̂µ = igµν

∂

∂xν
, J IIIµν = xµp̂ν − xν p̂µ, (20)

P IV
0 = |p̂| =

(
p̂2
1 + p̂2

2 + p̂2
3

)1/2
, P IV

a = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, 3,

J IVab = xap̂b − xbp̂a, J IV0a = x0p̂a − 1
2

(xa|p̂| + |p̂|xa) .
(21)

Замечание 2. Алгебра Пуанкаре, заданная интегродифференциальными операто-
рами (21), порождает нелоренцовские преобразования для координат и времени.
Действительно,

t′ = exp
(
iJ IV0aθa

)
t exp

(−iJ IV0aθa) = t,

т.е. время не меняется при переходе от одной инерциальной системы к другой.
Это означает, что релятивистские уравнения движения допускают, помимо лорен-
цовских преобразований, при которых время изменяется, еще и преобразование
с абсолютным временем, т.е. релятивистские уравнения допускают двойственную
инвариантность. Более подробно см. [3, 5].

Замечание 3. Нетривиальная а.и. уравнения (1) может быть установлена с помо-
щью диагонализации и в том случае, когда L̂(x,p) — абстрактный самосопряжен-
ный оператор, обладающий кратным (непростым) спектром. Чем больше кратность
спектра оператора L̂(x,p), тем шире а.и. уравнения (1).
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On the new invariance group
of Maxwell equations
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

It was Heaviside [1] who first called attention to the invariance of Maxwell equa-
tions under the transformations

E → ±H, H → ±E.
Then Larmor [2] and Rainich [3] generalized this fact and demonstrated that Maxwell
equations well invariant under the one-parametrical group of transformations of a kind

E → E cos θ +H sin θ,

H →H cos θ −E sin θ.

It is well-known also, that Maxwell equations are invariant under 15-parametrical
conformal group C4, which includes 10-parametrical Poincaré group and 5-parametri-
cal conformal transformations [4].

Within the framework of Lie approach [5] the 16-parametrical group of the above-
mentioned transformations is maximally extensive symmetry group of Maxwell equa-
tions.

It was demonstrated in works [6, 7] that all relativistic motion equations possess
an additional (non obvious) invariance which in principle could not be found by the
classical Lie method. Specifically in [7] there was formulated the theorem about the
additional invariance of Maxwell equations

p×H = −i∂E
∂t

, p×E = i
∂H

∂t
,

p ·H = 0, p ·E = 0, pa = −i ∂

∂xa
,

(1)

under the group U2 ⊗ U2. This group is generated not by the local co-ordinate
transformations, but by the transformations of vectors of electric and magnetic fi-
elds of the kind

E → E′ = f

(
E,H ,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,
∂2E

∂xa∂xb
,
∂2H

∂xa∂xb
, . . .

)
,

H →H ′ = g

(
E,H ,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,
∂2E

∂xa∂xb
,
∂2H

∂xa∂xb
, . . .

)
,

(2)

where the functions f and g in general depend on any-order derivatives of E and H
and on eight arbitrary parameters. However the explicit form of the functions f and g
had not been found in [7].

The aim of the prevent work is to find the explicit form of the transformations (2),
by which eqs. (1) remain invariant, and which form the representation of the group

Lettere al Nuovo Cimento, 1979, 24, № 7, P. 220–224.
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U2⊗U2. The result will be obtained with the help of non-Lie method for investigation
of the group properties of differential equations, which has been proposed and develo-
ped in [6–10].

We shall prove the following assertion:

Theorem 1. The Maxwell equations (1) are invariant with respect to the eight-
parametrical transformations

Ha → Ha cos θ1 + iDabEb sin θ1,
Ea → Ea cos θ1 + iDabHb sin θ1,

(3a)

Ha → Ha cos θ2 + iεabcp̂bDcdEd sin θ2,
Ea → Ea cos θ2 + iεabcp̂bDcdHd sin θ2,

(3b)

Ha → Ha cos θ3 − εabcp̂bHc sin θ3,
Ea → Ea cos θ3 − εabcp̂bEc sin θ3,

(3c)

Ha → Ha cos θ4 − iεabcp̂bDcdHd sin θ4,
Ea → Ea cos θ4 + iεabcp̂bDcdEd sin θ4,

(3d)

Ha → Ha cos θ5 +DabHb sin θ5,
Ea → Ea cos θ5 −DabEb sin θ5,

(3e)

Ha → Ha cos θ6 + Ea sin θ6,
Ea → Ea cos θ6 −Ha sin θ6,

(3f)

Ha → Ha cos θ7 + iεabcp̂bEc sin θ7,
Ea → Ea cos θ7 − iεabcp̂bHc sin θ7,

(3g)

Ha → Ha exp[iθ8], Ea → Ea exp[iθ8], (3h)

where

Dad =
[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

)
δad + p1p2p3(pbδcd + pcδbd − pap̂d)

]
L−1,

L =
1√
2

[
p4
1

(
p2
2 − p2

3

)2
+ p4

2

(
p2
3 − p2

1

)2
+ p4

3

(
p2
1 − p2

2

)2]
,

p̂a = p0/p, (a, b, c) is the cycle (1, 2, 3), θk are arbitrary real parameters,

p =
(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2
.

Proof. The invariance of eqs. (1) under the trivial phase transformations (3h) is
obvious. It is not difficult to make sure by the direct verification, that eqs. (1) are
invariant also under the rest of the transformations (3a)–(3g), and that the infinitesi-
mal operators of transformations (3) satisfy Lie algebra of the group U2 ⊗ U2. But
such a way is too cumbersome. More constructive approach, which gives the method
for finding the explicit form of transformations (3) consists in reduction of the eqs. (1)
to such a form, for which the theorem statements become obvious.
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Let us write eqs. (1) in the form [11]

L1Ψ = 0, L1 = i
∂

∂t
− σ2S · p,

L2Ψ �= 0, L2 = σ2S · p,
(4)

where

Ψ =
(
H
E

)
, σ2 =

(
0̂ −Î
Î 0̂

)
, Sa =

(
Ŝa 0̂
0̂ Ŝa

)
,

Ŝ1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Ŝ2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , Ŝ3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ,

(5)

Î and 0̂ are the three-row square unit and zero matrices.
Following the main algorithm of non-Lie approach of investigation of differential-

equation group properties [6–10], let us transform the eqs. (4) to the canonical
quasi-diagonal form. Using for this purpose the operator

W = exp
[
(σ2 − 1)DS · p̂ π

4

]
exp
[
−iSap̂a

p̃
arctg

p̃

p1 + p2 + p3

]
, (6)

where

p̃a = pb − pc, p̃ =
(
p̃2
1 + p̃2

2 + p̃2
3

)1/2
,

D =

{ ∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+

+p1p2p3SaSbpc] − pp1p2p3

[
1 − (S · p̂)2

]}
L−1,

(7)

and taking into account the relations

DS · p = −S · pD, D (S · p̂)2 = D, S · pD2 = S · p (8)

one obtains from (5) the following equations:

L′
1Ψ

′ = 0, L′
1 = WL1W

−1 = i
∂

∂t
− Λp, Ψ′ = WΨ,

L′
2Ψ

′ �= 0, L′
2 = WL2W

−1 = Λp, Λ =
1√
3
(S1 + S2 + S3),

(9)

Equations (9) by definition are invariant with respect to the transformations Ψ′ →
Q′
kΨ

′ if an operator Q′
k satisfies the conditions

[L′
1, Q

′
k]Ψ

′ = [L′
2, Q

′
k]Ψ

′ = 0. (10)

Conditions (10) are obviously satisfied by the matrices

Q′
a = σaΛ, Q′

a+3 = σaΛ2, Q′
7 = Λ, Q′

8 = I, a = 1, 2, 3. (11)
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The operators (11) satisfy the commutation relations

[Q′
a, Q

′
b] = [Q′

a+3, Q
′
3+b] = iεabcQ

′
c,

[Q′
b, Q

′
3+b] = iεabcQ

′
3+c, [Q′

7, Q
′
k] = [Q′

8, Q
′
k] = 0,

(12)

i.e. form the Lie algebra of the group U2 ⊗U2. Since (Q′
k)

′Ψ′ = Ψ′, the operators Q′
a,

Q′
3+a the representation D

(
1
2 , 0
)⊕D (0, 1

2

)
of the group SU2⊗SU2. It is not difficult

make certain to show, that formulae (11) give the complete set of numerical matrices,
satisfying the conditions (10).

It follows from the above, that eqs. (9) are invariant under an arbitrary transfor-
mation from the group U2 ⊗ U2

Ψ′ → exp [iQ′
kθk] Ψ

′ = (cos θk + iQ′
k sin θk) Ψ′, (13)

where θk is an arbitrary parameter, and Q′
k is any generator, given by formula (11)

(no sum over k!). Returning with the help of the operator (6) to the initial Ψ-
representation one obtains from (13) the transformations, under which eqs. (4) remain
invariant

Ψ → (cos θk + iQk sin θk)Ψ, (14)

where

Qk = W−1Q′
kW, Q1 = σ1D, Q2 = iσ2S · p̂D,

Q3 = S · p̂, Q3+a = σ2S · p̂, Q7 = σ2S · p̂, Q8 = I.
(15)

Substituting (15), (8), (6) into (14), one comes to formulae (3). The theorem is
proved.

So we have found new eight-parametrical symmetry group of Maxwell equations,
given by the transformations (3). These transformations are unitary with respect to
the scalar product

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3xΨ†

1Ψ2. (16)

Substituting expression (6) for the function Ψ into (16) and claiming for the E and H
to be Hermitian, one comes to the conclusion, that the transformations (3) preserve
the value

E =
∫
d3x (E2 +H2),

which determines the energy of an electromagnetic field.
The main property of the transformations (3) is that they are carried out by

nonlocal (integro-differential) operators (the only exceptions are the phase transfor-
mation (3h) and the transformation (3f), which coincides with Heaviside–Larmor–
Rainich one). It is to be emphasized, that tin transformations (3) have nothing
to do with Lorentz transformations, since they realize unitary finite-dimensional
representation of compact group U2 ⊗ U2.

In analogy with theorem 1 it can be demonstrated, that the first couple pair of
Maxwell equations

p×E = i
∂H

∂t
, p×H = −i∂E

∂t

is invariant under the group U2 ⊗ U2 ⊗ U2.
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Let us note in conclusion that transformations (3) do not form a closed group
jointly with ordinary local Lorentz and conformal transformations. But the represen-
tation of the comformal group C4 on the set of solutions of eqs. (1) may be realized
also in the class of nonlocal integro-differential operators [12]. In such a way the
following statement may be proved [10]:

Theorem 2. Maxwell equations (1) are invariant under 23-dimensional Lie algebra
of group C4 ⊗ U2 ⊗ U2.

We do not give here the explicit form of this algebra basis elements.
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On the new invariance algebras of relativistic
equations for massless particles

W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

We show that the massless Dirac equation and Maxwell equations are invariant under
a 23-dimensional Lie algebra, which is isomorphic to the Lie algebra of the group
C4 ⊗ U(2) ⊗ U(2). It is also demonstrated that any Poincaré-invariant equation for
a particle of zero mass and of discrete spin provide a unitary representation of the
conformal group and that the conformal group generators may be expressed via the
generators of the Poincaré group.

1. Introduction
Bateman [1] and Cunningham [3] discovered that Maxwell’s equations for a free

electromagnetic field were invariant under conformal transformations. Nearly fifty
years ago the conformal invariance of an arbitrary relativistic equation, for a massless
particle with discrete spin was established by Dirac [4] for a spin- 12 particle and by
McLennan [20] for a particle of any spin.

Until now the question of whether the conformal group is the maximally extensive
symmetry group for the equations of motion for massless particles remained unsettled.
A positive answer to this question has been obtained only in the frame of the classical
Sofus Lie approach (Ovsjannicov [24]), but as has been found recently, Lie methods
do not permit the possibility to obtain all possible symmetry groups of differential
equations.

The restriction of the Lie method is that it applies only to those symmetry groups
whose generators belong to the class of differential operators of first order. Using the
non-Lie approach, in which the group generators may be differential operators of any
order and even integro-differential operators, the new invariance groups of relativistic
wave equations have been found (Fushchych [6–9]). It was demonstrated that any
Poincaré-invariant equation for a free particle of spin s ≥ 12 possessed additional
invariance under the group SU(2) ⊗ SU(2) (Fushchych [6, 7]); that the Kemmer–
Duffin–Petiau equation was invariant under the group SU(3) ⊗ SU(3), and that the
Rarita–Schwinger equation was invariant under the group O(6) ⊗ O(6) was demi-
nstrated by Nikitin et al [23] and by Fushchych and Nikitin [10]. The non-Lie approach
was also used successfully to obtain the symmetry groups of the Dirac and Kemmer–
Duffin–Petiau equations describing the particles in an external electromagnetic field
(Fushchych and Nikitin [12]). Other examples of symmetries which cannot be obtai-
ned in the classical Lie approach are the symmetry groups of the non-relativistic
oscillator (Levi–Leblond [16]) and of the hydrogen atom (Fock [5]).

In the present paper, we have found the new symmetry groups of the massless
Dirac equation and of Maxwell’s equations using a non-Lie approach. These groups
are generated not by the transformations of coordinates, but by the transformations

J. Phys. A: Math. Gen, 1979, 12, № 6, P. 747–757.
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of the Dirac wave function Ψ and the vectors of the electric field E and the magnetic
field H of the type

Ψ → Ψ′ = f

(
Ψ,

∂Ψ
∂xa

,
∂2Ψ

∂xa∂xb
, . . .

)
, (1.1)

E → E′ = g

(
E,H,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,
∂2E

∂xa∂xb
,
∂2H

∂xa∂xb
, . . .

)
,

H →H ′ = h

(
E,H ,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,
∂2E

∂xa∂xb
,
∂2H

∂xa∂xb
, . . .

)
,

(1.2)

where the functions f and g, h may depend on any order derivatives of Ψ and E, H
respectively.

It is demonstrated that Maxwell’s equations are invariant under the group U(2) ⊗
U(2); the explicit forms of the functions g and h in (1.2), which generate the transfor-
mations of such a group, are found. It is also shown that the Dirac equation (with
m = 0) and Maxwell’s equations are invariant under a 23-parametrical Lie group,
which is isomorphic to the group C4 ⊗ U(2) ⊗ U(2). The results obtained admit
immediate generalisation to the relativistic wave equations for massless particles of
any spin. The conformal group generators which leave the Weyl equation and the
massless Dirac equation invariant are expressed in a form which is transparently
Hermitian. It is demonstrated that any (generally speaking, reducible) representation
of a Poincaré group, which corresponds to zero mass and discrete spin, may be
extended to the conformal group representation. The explicit expression for the ge-
nerators of the conformal group C4 via the generators of the Poincaré group P (1, 3)
has been found. We therefore give a constructive proof of the statement that any
relativistic equation for a discrete spin and zero-mass particle provides the unitary
representation of the conformal group (for Maxwell and Bargman–Wigner equations
this has been demonstrated by Gross [13]).

2. The Hermitian representation
of the conformal group generators for any spin

The conformal invariance properties of any relativistic equation of motion for
a particle of zero mass and of discrete spin may be formulated by the following
statement.

Theorem 1. Any Poincaré-invariant equation for a zero-mass and discrete spin
particle is invariant under the conformal algebra C4

∗, basis elements of which are
given by the operators Pµ, Jµν and

D = −1
2
[P0Pa/P

2, J0a]+,

Kµ =
1
2
(
[P0/P

2, [J0b, Jµb]+]+ − [Pµ/P 2, J0bJ0b]+
)

+ gµν
(
Pν/P

2
)(

Λ2 − 1
2

)
,

(2.1)

where Pµ and Jµν are the basis elements of algebra P (1, 3),

[A,B]+ = AB +BA, P 2 = P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 , Λ =

1
2
εabcJabPcP

−1
0

∗We use the same notation for the groups and for the corresponding Lie algebras.
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and D, Kµ are the operators which extend the algebra P (1, 3) to the algebra C4.

Proof. Inasmuch as the operators Pµ and Jµν by definition satisfy the algebra

[Pµ, Pν ]− = 0, [Jµν , Pλ]− = i(gνλPµ − gµλPν),
[Jµν , Jλσ]− = i(gνλJµσ + gµσJνλ − gµλJνσ − gνσJµλ),

(2.2)

the theorem proof is reduced to the verification of the correctness of the following
commutation relations:

[Jµν ,Kλ]− = i(gνλKµ − gµλKν),

[Kµ, Pν ]− = 2i(gµνD − Jµν),

[D,Pµ]− = iPµ, [D,Kµ]− = −iKµ,

[Kµ,Kν ]− = 0, [Jµν ,D]− = 0,

(2.3)

which determine together with (2.2) the algebra C4 (see, e.g., Mack and Salam [19]).
It is not difficult to carry out such a verification, bearing in mind that for the set of
solutions of any relativistic equation for a particle of zero mass and of discrete spin
the following relations are satisfied:

PµP
µ = 0, WµW

µ = 0, Wµ = ΛPµ, (2.4)

where Wµ is the Lubansky–Pauli vector

Wµ =
1
2
εµνρσJνρPσ.

So the formulae (2.1) have determined the explicit form of the conformal group
generators via the given generators Pµ, Jµν of the group P (1, 3). The theorem is
proved.

We note that the generators Kµ and D are written in a transparently Hermitian
form, and hence they generate the unitary representation of the conformal group. The
constructive character of theorem 1 will be demonstrated in the next section.

3. Manifestly Hermitian representation of the conformal group
generators for Dirac and Weyl equations

The results given above may be used to find the explicit form of the generators of
the conformal group representation, which is realised on the set of solutions of any
relativistic equation for a massless particle. In this section we shall demonstrate it by
the examples of the massless Dirac equation and of the Weyl equation.

The Dirac equation for a massless particle of spin 1
2 may be written in the form

LΨ = 0, L = i
∂

∂t
− γ0γapa, pa = −i ∂

∂xa
, (3.1)

where γµ are the four-row Dirac matrices.
{QA} denotes the set of the generators of some Lie group G. Equation (3.1) is by

definition invariant under G if the operators QA satisfy the relations

[L,QA]− = FAL, (3.2)
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where FA are some operators which are defined on the set of the solutions of equa-
tion (3.1).

A well known example of such operators is the set of Poincaré group generators

P0 = H = γ0γapa, Pa = pa,

Jab = xapb − xbpa + Sab, J0a = x0pa − 1
2
[xa,H]+,

(3.3)

where

x0 = t, Sab =
1
4
i(γaγb − γbγa).

According to theorem 1, the representation (3.3) may be extended to the represen-
tation of Lie algebra of the conformal group. Substituting (3.3) into (2.4), one obtains
the operators

D =
1
2
[xµ, Pµ],

Kµ = [Jµν , xν ]+ +
1
2
[Pµ, xνxν ]+

(3.4)

which satisfy the invariance condition (3.2) (where FA ≡ 0) and the commutation
relations (2.5). The operators (3.3) and (3.4) are transparently Hermitian under the
usual scalar product

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3x Ψ†

1Ψ2 (3.5)

and therefore generate the unitary representation of the conformal group.
Let us note that on the set of solutions of equation (3.1) the generators (3.3) and

(3.4) may also be written in the usual form (see e.g. Mack and Salam [19])

Pµ = pµ = igµν
∂

∂xν
, D = xµp

µ +
3
2
i,

Jµν = xµpν − xνpµ +
1
4
i[γµ, γν ]−,

Kν = 2xνD − xµx
µpν − 1

2
xµ[γν , γµ]−,

(3.6)

which is not, however, manifestly Hermitian.
The Weyl equation for the neutrino,

i
∂φ

∂t
= σapaφ, (3.7)

where σa are Pauli matrices, is equivalent to the equation (3.1) with the Poincaré-
invariant subsidiary condition

(1 + iγ4)Ψ = 0, γ4 = γ0γ1γ2γ3. (3.8)

The exact form of the Hermitian generators of the conformal group which are provided
by equation (3.7) may be obtained from (3.3) and (3.4) by the substitution

p0 → σapa, Sab → 1
4
i(σaσb − σbσa). (3.9)
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Finally, if Pµ and Jµν are the generators of the irreducible representation of
the Poincaré group in Lomont–Moses [18] form, then the formulae (2.1) give the
conformal group generators in the form of Bose and Parker [2].

4. The additional symmetry of the Dirac equation with mass m = 0
Some years ago the new invariance algebra of equation (3.1) was found (Fushchych

[6, 7]); this is different from the algebra of the conformal group generators. The basis
elements of this algebra have the form

Σab = Sab − 1
2

(γap̂b − γbp̂a) (1 + γap̂a) ,

Σ4a =
1
2
γ4γa +

1
2
γ4p̂a (1 + γbp̂b) ,

(4.1)

where

p̂a = pap
−1, p =

(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2
, a, b = 1, 2, 3.

The operators (4.1) realise the representation D
(

1
2 , 0
)⊗D (0, 1

2

)
of the Lie algebra

of the group O(4) ∼ SU(2)⊗SU(2), but do not form the closed algebra together with
(3.3), (3.4) or (3.8). Below we will obtain the 23-dimensional invariance algebra of
equation (3.1), which includes the Lie algebras of the groups C4 and U(2) ⊗ U(2).

Theorem 2. The Dirac equation (3.1) is invariant under the 23-dimensional Lie al-
gebra, which is isomorphic to the algebra of generators of the group C4⊗U(2)⊗U(2).
The basis elements of this algebra have the form

P0 = p0 = i
∂

∂t
, Pa = pa = −i ∂

∂xa
, Jab = xapb − xbpa + Sab,

J0a = x0pa − xap0 − iH

2p
(1 − iγ4)γaγbp̂b + Σ̂0a, D = xµp

µ + i,

Kµ =
(−xνxν + JabSabp

−2 + p−2
)
pµ + 2 [xµ + (1 − δµ0)(1 − γ0)Sµbp̂b]D,

Σ̂0c =
1
2
γ4 (p̂a + γ0Sabp̂b) , Σ̂5 =

H

p
,

Σ̂ab =
1
2
εabc

H

p
Σ̂0c, Σ̂6 = 1, a, b, c = 1, 2, 3,

(4.2)

Proof. Let us transform equation (3.1) and the generators (4.2) to a representation
in which the theorem statements may easily be verified immediately. Using for this
purpose the operator

V = V −1 =
1
2

[1 + γ0 + (1 − γ0)εabcSabp̂c] (4.3)

one obtains

L′Ψ′ = 0, Ψ′ = VΨ, L′ = V LV −1 = i
∂

∂t
− iγ4p, (4.4)
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P ′
µ = V PµV

−1 = Pµ, J ′
ab = V JabV

−1 = Jab,

J ′
0a = V J0aV

−1 = x0pa − xap0 +
1
2
iγ0γa,

D′ = V DV −1 = D = xµp
µ + i,

K ′
µ = V KµV

−1 = −xνxνpµ + 2xµD′,

Σ̂′
ab = V Σ̂abV −1 = Sab, Σ̂′

0a = V Σ̂abV −1 =
1
2
iγ0γa,

Σ̂′
5 = V Σ̂5V

−1 = iγ4, Σ̂′
6 = V Σ̂6V

−1 = Σ̂6,

(4.5)

It is not difficult to be convinced that the operators (4.4) and (4.5) satisfy the invari-
ance condition (3.2):

[L′, P ′
µ]− = [L′, J ′

ab]− = [L′, Σ̂µν ]− = [L′, Σ̂′
α]− = 0,

[L′,K ′
0]− = 2i

[
x0 + (xapa − i)iγ4p

−1
]
L′, [L′,K ′

a]− = 2i(xa + ip̂ax0γ4)L′,

[L′,D]− = iL′, [L′, J ′
0a]− = γ4p̂aL

′

and the commutation relations for Q′
A ⊂

{
P ′
µ, J

′
µν ,K

′
µ,D

′, Σ̂′
µν ,Σ

′
α

}
[P ′
µ, P

′
ν ]− = 0, [P ′

µ, J
′
νλ]− = i(gµλP ′

ν − gνλP
′
µ),

[J ′
µν , J

′
λσ]− = i(gµσJ ′

νλ + gνλJ
′
µσ − gµλJ

′
νσ − gνσJ

′
µλ),

[P ′
µ,D

′]− = −iP ′
µ, [K ′

µ,D
′]− = iK ′

µ, [J ′
µν ,D

′]− = 0,

[P ′
µ,K

′
ν ]− = 2i(J ′

µν − Σ̂′
µν − gµνD

′),

[J ′
µν , Σ̂

′
λσ]− = [Σ̂′

µν , Σ̂
′
λσ]− = i(gµσΣ̂′

νλ + gνλΣ̂′
µσ − gµλΣ̂′

νσ − gνσΣ̂′
µλ),

[Σ̂′
µν , P

′
λ]− = [Σ̂′

µν ,D
′]− = [Σ̂′

µν ,K
′
λ]− = [Σ̂′

α, Q
′
A]− = 0.

The algebra (4.6) is isomorphic to the algebra of generators of the group C4 ⊗
U(2) ⊗ U(2). The theorem is therefore proved.

We note that the subsidiary condition (3.8) is not invariant under the transforma-
tions which are generated by the operators Σ̂µν . Therefore the Weyl equation (3.7) is
not invariant relative to the whole algebra (4.2), but is invariant with respect to its
subalgebra C4.

It should be emphasised that the generators (4.2) belong to the class of nonlocal
integro-differential operators, and therefore one cannot obtain them in the classical
Lie approach.

5. The symmetry of Maxwell’s equations
The Maxwell equations for a free electromagnetic field have the form

p×E = i
∂H

∂t
, p×H = −i∂E

∂t
,

p ·E = 0, p ·H = 0,
(5.1)

where E and H are the vectors of the electric and magnetic field strengths.
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Equations (5.1) are invariant under the conformal group. It is well known that
these equations are also invariant under the transformations (Heaviside [14], Lar-
mor [15])

Ea → Ha, Ha → −Ea (5.2)

and under the more general ones (Rainich [25])

Ea → Ea cos θ +Ha sin θ,
Ha → Ha cos θ − Ea sin θ,

(5.3)

We now demonstrate that the summetry of the Maxwell equations is more exten-
sive, namely that the equations (5.1) are invariant under the set of transformations
which realise the representation of the group U(2)⊗U(2) and include (5.3) as a one-
parameter subgroup. The theorem about such an invariance of the Maxwell equations
in the class of transformations of kind (1.1) and (1.2) had been formulated by one of
us (Fushchych [9]) without showing the exact form of the functions g and h. Below
we give the explicit transformation laws for Ea and Ha.

Theorem 3. The Maxwell equations (5.1) are invariant under the transformations

Ha → H ′
a = Ha cos θ + [iDabEbθ1 − εabcp̂b(Hcθ3 + iDcdEdθ2)]

sin θ
θ

,

Ea → E′
a = Ea cos θ + [iDabHbθ1 − εabcp̂b(Ecθ3 + iDcdHdθ2)]

sin θ
θ

;
(5.4a)

Ha → H ′′
a = Ha cosλ− [iεabcp̂bDcdHdλ1 +DadHdλ2 − Eaλ3]

sinλ
λ

,

Ea → E′′
a = Ea cosλ+ [iεabcp̂bDcdEdλ1 +DadEdλ2 −Haλ3]

sinλ
λ

;
(5.4b)

Ha → H ′′′
a = Ha cos η − εabcp̂bEc sin η,

Ea → E′′′
a = Ea cos η + εabcp̂bHc sin η;

(5.4c)

Ha → H ′′′′
a = exp(iφ)Ha,

Ea → E′′′′
a = exp(iφ)Ea,

(5.4d)

where

Dad =
[(
p2
ap

2
c + p2

ap
2
b − p2

bp
2
c

)
δad + p1p2p3 (pbδcd + pcδbd − pap̂d)

]
L−1,

L =
1
2

√
2
[(
p2
1 − p2

2

)
p4
3 +
(
p2
1 − p2

3

)
p4
2 +
(
p2
2 − p2

3

)
p4
1

]1/2
,

and where (a, b, c) is a cyclic permutation of (1, 2, 3);

λ =
(
λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

)1/2
, θ =

(
θ21 + θ22 + θ23

)1/2
.

θa, λa, η and φ are real parameters. The transformations (5.4) realise the representa-
tion of the group U(2) ⊗ U(2).
Proof. One can be convinced by the direct verification that E′

a, H
′
a, E

′′
a , H

′′
a , E

′′′
a ,

H ′′′
a , E

′′′′
a , H ′′′′

a satisfy equation (5.1) as well as the non-transformed vectors E and
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H but a more elegant and constructive way, which shows the method of obtaining the
group (5.4) is to transform the equations to a form for which the theorem statements
become obvious.

Let us write equations (5.1) in the matrix form (Fushchych and Nikitin [10, 11],
Nikitin and Fushchych [22])

i
∂

∂t
Ψ = αapaΨ, σ3S4apaΨ = 0, (5.5)

where Ψ is an eight-component wavefunction

Ψ = column(H1,H2,H3, φ1, E1, E2, E3, φ2) (5.6)

and αa, S4a are matrices of the form

αa = 2σ2τa,

σ2 = i

(
0̂ −Î
Î 0̂

)
, σ3 =

(
Î 0̂
0̂ −Î

)
, τa =

(
τ̂a 0
0 τ̂a

)
,

(5.7)

τ̂1 =
1
2


0 0 0 i
0 0 −i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , τ̂2 =
1
2


0 0 i 0
0 0 0 i
−i 0 0 0
0 −i 0 0

 ,

τ̂3 =
1
2


0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0

 , S4a =
(
Ŝ4a 0̂
0̂ −Ŝ4a

)
,

Ŝ41 =


0 0 0 i
0 0 0 0
0 0 0 0
−i 0 0 0

 , Ŝ42 =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 ,

Ŝ43 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 −i 0

 .

0̂ and Î are four-row square zero and unit matrices. The matrices Ŝ4a and

Ŝab =
1
2

(
Ŝ4c + 2τ̂c

)
εabc

realize the representation D
(

1
2 ,

1
2

)
of the algebra O(4). Writing equations (5.5) by

components, one obtains the usual form for the Maxwell equation (5.1) and the
conditions for φ1 and φ2:

φ1 = C1, φ2 = C2,
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where C1 and C2 are constants which may be equated to zero without loss of genera-
lity∗.

Using the unitary operator

U = exp
(
−iSap̃a

p̃
tan−1 p̃

p1 + p2 + p3

)
, (5.8)

where

p̃a = pb − pc, p̃ =
(
p̃2
1 + p̃2

2 + p̃2
3

)1/2
, Sa =

(
Ŝbc 0̂
0̂ Ŝbc

)
,

one reduces the equations (5.5) to the symmetrical form

L′
1Φ = 0, L′

1 = UL1U
† = i

∂

∂t
− 1√

3
(α1 + α2 + α3)p;

L′
2Φ = 0, L′

2 = UL2U
† =

1√
3
(S41 + S42 + S43), Φ = UΨ.

(5.9)

The operator (5.8) also transforms the helicity operator Sp = Sapap
−1 to the sym-

metrical matrix form:

USpU
† = (S1 + S2 + S3)/

√
3.

The invariance condition (3.2) for the equations (5.9) takes the form

[L′
1, Q

′
A]− = f1

AL
′
1 + f2

AL
′
2, [L′

2, Q
′
A]− = f̃1

AL
′
1 + f̃2

AL
′
2. (5.10)

The conditions (5.10) are obviously satisfied by any operator which commutes with
the matrices

A = (α1 + α2 + α3)/
√

3 and B = (S41 + S42 + S43)/
√

3. (5.11)

We choose the complete set of such operators in the form

Q′
12 = (S1 + S2 + S3)/

√
3, Q′

23 = iQ′
12Q

′
31,

Q′
31 =

∑
a

(Sb − Sc)p2
a

(
p2
b − p2

c

)
L−1/

√
3,

Q′
4a = AQ′

bc, Q′
5 = A, Q′

6 = σ0 =
(
Î 0̂
0̂ Î

)
.

(5.12)

Of course this is not the only possible basis set of the operators commuting with
(5.11). However, we prefer the operators (5.12) because they are invariant under the
permutation

Sa → Sb, pa → pb, a, b = 1, 2, 3.

∗The analogous “Dirac-like” formulation of the Maxwell equations (but using a four-component wave
function and subsidiary condition different from (5.5b) has been proposed previously by Lomont [17] and
Moses [21].



20 W.I. Fushchych, A.G. Nikitin

The operators (5.12) satisfy the invariance condition (5.10) (with f1
A = f2

A = f̃1
A =

f̃2
A = 0) and the commutation relations

[Q′
kl, Q

′
mn]− = 2i(δkmQ′

ln + δlnQ
′
km − δknQ

′
lm − δlmQ

′
kn),

[Q′
5, Q

′
kl]− = [Q′

6, Q
′
kl]− = [Q′

5, Q
′
6]− = 0.

(5.13)

These operators also satisfy the conditions

(Q′
kl)

2Φ = (Q′
5)

2Φ = (Q′
6)

2Φ = Φ,

i.e. they realise the representation of the Lie algebra of the group U(2) ⊗ U(2) and
Q′
kl form the representation D

(
0, 1

2

)⊗D
(

1
2 , 0
)
of the group SU(2) ⊗ SU(2).

It follows from the above that equations (5.9) are invariant under the arbitrary
transformation from the group U(2) ⊗ U(2):

Φ → Φ′ = exp
(

1
2
iεabcQ

′
abθc

)
Φ =

(
cos θ +

1
2
iθ−1εabcQ

′
abθc

)
Φ,

Φ → Φ′′ = exp(iQ′
4aλa)Φ =

(
cosλ+ iS4aλa

sinλ
λ

)
Φ,

Φ → Φ′′′ = exp(iQ′
5φ)Φ = (cosφ+ iQ′

5 sinφ)Φ,

Φ → Φ′′′′ = exp(iQ′
6η)Φ = exp(iη)Φ.

(5.14)

Returning with the help of the operator (5.8) to the starting Ψ function one obtains
from (5.14) the following transformation laws:

Ψ → Ψ′ =
(

cos θ +
1
2θ
εabcQab sin θ

)
Ψ,

Ψ → Ψ′′ =
(

cosλ+
i

λ
Q4aλa sinλ

)
Ψ,

Ψ → Ψ′′′ = (cosφ+ iQ5 sinφ)Ψ,

Ψ → Ψ′′′′ = exp(iη)Ψ.

(5.15)

where

Qkl = W−1QklW, Qλ = W−1QλW, λ = 5, 6,

Q12 = Sap̂a, Q23 = σ1F, Q31 = iσ1Sap̂aF,

Q4a =
1
2
σ2Sbp̂bεabcQbc, Q5 = σ2Sbp̂b, Q6 = 1,

F = L−1

( ∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
c + p2

ap
2
b − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3paSbSc

]−
−pp1p2p3

[
1 − (Sap̂a)

2
])
.

(5.16)

Substituting (5.6) and (5.16) into (5.15), we obtain the formulae (5.4). The theorem
is proved.



On the new invariance algebras of relativistic equations 21

So we have found a new eight-parameter symmetry group of the Maxwell equati-
ons which is given by the transformations (5.4). The main property of such transfor-
mations is that they are carried out by the nonlocal (integro-differential) operators.

It is necessary to emphasise that the transformations (5.4) have nothing to do with
the Lorentz ones, inasmuch as they realise the unitary finite-dimensional representa-
tion of the compact group U(2) ⊗ U(2). If λ1 = λ2 = 0, the formulae (5.4b) give the
Heaviside–Larmor–Rainich transformation (5.3).

The transformations (5.4) are unitary under the usual scalar product (3.5). Sub-
stituing (5.6) into (3.5), we discover that the transformations (5.4) do not change the
quantity

E =
∫
d3x

(
E2 +H2

)
,

which is associated with the full energy of an electromagnetic field.
If the parameters θa, λa, η and φ in (5.4) are the complex ones, the transformations

(5.4) realise the representation of the group GL(2)⊗GL(2). Such transformations also
leave the equations (5.1) invariant, but are, of course non-unitary.

Using theorem 1, we can show that equations (5.5) provide the Hermitian repre-
sentation of the Lie algebra of the conformal group. The basis elements of this algebra
have the form

P0 = α · p, Pa = pa,

Jab = xapb − xbpa + Sab = Xapb −Xbpa + p̂cΛ,

J0a = tpa − 1
2
[Xa, P0]+, D =

1
2
[xa, pa]+ − tP0 ≡ −1

2
[Xµ, P

µ]+,

Kµ = −[Jµν ,Xν ]+ +
1
2
[Pµ,XνX

ν ]+ − Pµ

(
Λ2 +

1
4

)
/p2,

(5.17)

where

X0 = x0 = t, Λ =
1
2
εabcSabp̂cp

−1, Xa = xa + Sabpbp
−2.

But the generators (5.17) together with (5.16) do not form the closed algebra. The
symmetry of equations (5.5) under the 23-dimensional Lie algebra, which includes the
subalgebras C4 and U(2) ⊗ U(2), is established in the following theorem.

Theorem 4. Equations (5.5) are invariant under the 23-dimensional Lie algebra,
basis elements of which are the operators (5.16) and the generators

p̂µ = pµ, Ĵµν = x′µpν − x′νpµ,

D̂ = x′µp
µ + i, K̂ ′

µ = −x′νx′µpµ + 2x′µD̂,
(5.18)

where

x′0 = x0,

x′a = xa + (Sb − Sc)(
√

3p− p1 − p2 − p3) + Sdp̃d(
√

3p̂a + 1)+

+(pb − pc)(S1 + S2 + S3){p[3p+
√

3(p1 + p2 + p3)]}−1.
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The proof may be carried out in full analogy with the proof of theorem 2 (but
using the operator (5.8) instead of (3.3)). The operators (5.18) satisfy the algebra
(2.2) and (2.3) and commute with (5.16).

It is not difficult to generalise the statements of theorem 4 to the case of “Dirac-
like” equations for massless particles of any spin (Fushchych and Nikitin [11], Nikitin
and Fushchych [22]).

We note that the generators (5.16) and (5.17) are nonlocal (integro-differential)
ones. This means that the invariance algebra of the Maxwell equations which we
have obtained in principle cannot be obtained in the classical Lie approach, where,
as is well known, the group generators always belong to the class of differential
first-order operators.
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О подгруппах обобщенной группы
Пуанкаре

В.М. ФЕДОРЧУК, В.И. ФУЩИЧ

Для решения многих задач современной теоретической и математической фи-
зики важно знать не только группу симметрии рассматриваемой системы, но и
подгрупповую структуру этой группы. Действительно, описание всех подгрупп
однородной группы Лоренца позволило П. Винтерницу и И. Фришу [1] с теорети-
ко-групповой точки зрения подойти к задаче о разделении переменных в уравне-
нии Лапласа. Ими доказана теорема, что каждому разбиению группы Лоренца на
подгруппы, обладающие инвариантами, соответствует одна координатная система,
допускающая разделение переменных.

Среди всех уравнений математики, уравнения математической физики имеют
ту особенность, что все они обладают, как правило, нетривиальной симметрией.
Знание группы симметрии физической системы позволяет определить многие ее
свойства. Взаимодействия обычно нарушают исходную симметрию системы, но
иногда сохраняется симметрия относительно одной из подгрупп исходной груп-
пы. Таким образом, описание всех подгрупп группы симметрии позволяет дать
групповую классификацию граничных условий и взаимодействий.

Существует прямая связь между теорией представлений группы и ее подгруппо-
вой структурой. Эта связь используется в теории индуцированных представлений,
где различные подгруппы могут быть применены для индуцирования представле-
ний группы.

В последнее время возрос интерес к использованию пятимерных псевдоевкли-
довых пространств и соответствующих групп. В работе В.И. Фущича [2] предло-
жено в качестве группы симметрии физических систем использовать обобщенную
группу Пуанкаре P (1, 4). Неприводимому представлению группы P (1, 4) модно по-
ставить в соответствие физическую систему с переменной массой и переменным
спином. Помимо этого обобщенные группы P (1, 4), P (2, 3) и т.д. могут иметь пря-
мое отношение к задаче о расширении S-матрицы за массовую оболочку и для
описания частиц с внутренней структурой.

Нами изучена подгрупповая структура обобщенной группы Пуанкаре P (1, 4),
т.е. найдены представители всех сопряженных классов непрерывных подалгебр
алгебры Ли этой группы. Сопряжение рассматривалось относительно группы вну-
тренних автоморфизмов.

Группа P (1, 4) представляет собой совокупность линейных неоднородных пре-
образований пятимерного пространства (x0, x1, x2, x3, x4)

x′µ =
4∑

ν=0

Λµνxν + aµ, µ = 0, 1, 2, 3, 4, (1)

Труды международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Звенигород, 28–30 но-
ября 1979 г., Москва, Наука, 1980, Т.1, С. 61–66.



24 В.М. Федорчук, В.И. Фущич

где Λµν и aµ — числа, которые оставляют инвариантной следующую квадратичную
форму:

x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 − x2
4. (2)

Базисные элементы алгебры Ли группы P (1, 4) {P ′
µ,Mµν = −Mνµ} (µ, ν = 0, 1, 2,

3, 4) удовлетворяют коммутационным соотношениям:

[P ′
µ, P

′
ν ] = 0, [Mµν , P

′
σ] = gµσP

′
ν − gνσP

′
µ, (3)

[Mµν ,Mρσ] = gµρMνσ + gνσMµρ − gνρMµσ − gµσMνρ, (4)

где gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) — метрический тензор с компонентами g00 = −g11 =
−g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0, если µ �= ν.

Для удобства перейдем от Mµν и P ′
µ к следующим линейным комбинациям:

C = M40, L1 = M32, L2 = −M31, L3 = M21, Pa = M4a −Ma0,

Ca = M4a +Ma0 (a = 1, 2, 3), X0 =
1
2
(P ′

0 − P ′
4), Xk = P ′

k (k = 1, 2, 3),

X4 =
1
2
(P ′

0 + P ′
4).

(5)

Для решения задачи мы использовали метод, предложенный Ж. Патерой, П. Ви-
нтерницом и Г. Цассенхаузом [3]. Этот метод сводит задачу описания представи-
телей всех сопряженных классов непрерывных подалгебр алгебры Ли L конечной
размерности d(L) с нетривиальным абелевым идеалом N (сопряжение рассма-
тривается относительно некоторой группы автоморфизмов A) к нахождению всех
подалгебр идеала N и фактор-алгебры F = L/N относительно соответствующих
групп автоморфизмов.

В нашем случае: L — алгебра Ли группы P (1, 4), N — алгебра трансляций в
пятимерном пространстве, A — группа внутренних автоморфизмов рассматривае-
мой алгебры L.

Представители Fi всех сопряженных классов непрерывных подалгебр фактор-
алгебры F = L/N найдены в работах Ж. Патеры и др. [4, 5]. Основной результат
работы можно сформулировать в виде следующего утверждения.

Теорема. Алгебра Ли группы P (1, 4) содержит 278 представителей Pi,a со-
пряженных классов непрерывных расщепляющихся подалгебр, т.е. подалгебр,
которые могут быть записаны в виде

Pi,a = Fi
◦
+ Ni,a, Fi ⊆ F, Ni,a ⊆ N (6)

и 378 представителей P̃j,k сопряженных классов непрерывных нерасщепляю-
щихся подалгебр, т.е. подалгебр, для которых базис может быть выбран в
виде

B̃k = Bk
∑
i

ckiXi,
∑
j

drjXj . (7)

В теореме cki и drj — константы (не равны нулю одновременно), которые
не могут быть преобразованы одновременно в нуль элементом из A; Bi (i =
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1, . . . , d(F )) и Xk (k = 1, . . . , d(N)) — базисы, выбранные в F и N соответствен-
но. Ni,a — представители сопряженных классов непрерывных подалгебр идеала
N (сопряжение рассматривается относительно нормализатора NorAFi).

Отметим, что нормализатор NorAFi является подгруппой группы A, которая
оставляет подалгебру Fi инвариантной.

Доказательство этой теоремы ввиду его громоздкости неприводим. Полный
список всех подалгебр алгебры Ли группы P (1, 4) приведен в [6]. Здесь мы укажем
только на несколько подалгебр, которые могут иметь физические приложения.

Полученные результаты, в частности, дают возможность сделать вывод, что
группа P (1, 4) содержит в качестве подгруппы расширенную группу Галилея. Ее
алгебра Ли задается базисными элементами:

−L1 = M23, −L2 = −M13, −L3 = M12, Ga = −(Ma4 +Ma0),

P ′
a (a = 1, 2, 3), H = −1

2
(P ′

4 − P ′
0), M = P ′

0 + P ′
4,

(8)

которые удовлетворяют коммутационным соотношениям:

[Li, Lj ] = +εijkLk, [Li, P ′
j ] = +εijkP ′

k, [Li, Gj ] = +εijkGk,
[Gi,H] = P ′

i , [Gi, P ′
j ] = +δijM, [Gi, Gj ] = 0,

[Li,H] = [P ′
i , P

′
j ] = [P ′

i ,H] = 0,
[Li,M ] = [Gi,M ] = [P ′

i ,M ] = [H,M ] = 0, (i, j = 1, 2, 3).

(9)

Кроме того, группа P (1, 4) содержит другие важные группы: P (1, 3), O(1, 3),
E(3), O(3) и т.д. Подгрупповая структура этих групп изучена раньше.

Таким образом, обобщенная группа Пуанкаре P (1, 4) естественным образом
объединяет группы движений нерелятивистской (G(3)) и релятивистской (P (1, 3)
квантовых механик. Из этого факта, в частности, следует, что произвольное урав-
нение, инвариантное относительно группы P (1, 4), инвариантно также относитель-
но группы Галилея G(3). При этом, конечно, такое уравнение описывает части-
цы с нефиксированной массой и дискретным спином, поскольку оператор массы

M = P ′
0 + P ′

4 имеет непрерывный спектр, а оператор спина S2 =

(
�L+

�G× �P ′

M

)2

имеет дискретный спектр. Это означает, что неприводимые представления груп-
пы P (1, 4) разлагаются в прямой интеграл (по массовой переменной) и в прямую
сумму (по спину) неприводимых представлений группы G(3).

В заключение выпишем несколько подалгебр высокой размерности (dimL ≥
10) алгебры Ли группы P (1, 4). Имеется только одна 12-мерная подалгебра. Она
задается базисными элементами

G, L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4. (10)

Они удовлетворяют соотношениям:

[G,Li] = 0, [Li, Lj ] = εijkLk, [Pi, Pj ] = 0, [G,Pi] = −Pi,
[Li, Pj ] = εijkPk, [Pi,X0] = Xi, [G,X0] = X0, [Li,X0] = 0,
[Pi,Xj ] = 2δijX4, [G,Xi] = 0, [Li,Xj ] = εijkXk, [Pi,X4] = 0,
[G,X4] = −X4, [Li,X4] = 0, [X0,Xj ] = 0, [X0,X4] = 0,
[Xi,Xj ] = 0, [Xi,X4] = 0, (i, j = 1, 2, 3).

(11)
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Алгебра Ли группы P (1, 4) содержит 4 одиннадцатимерные подалгебры A11,l (l =
1, . . . , 4). Выпишем их базисные элементы и коммутационные соотношения между
ними. Подалгебра A11,1 задается базисными элементами

G, L1, L2, L3, P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4 (12)

и базисные элементы удовлетворяют соотношениям (11).
Подалгебра A11,2 задается базисными элементами

L1, L2, L3, P1 + C1, P2 + C2, P3 + C3, X0, X1, X2, X3, X4 (13)

и коммутационными соотношениями:

[Li, Lj ] = εijkLk, [Li, Pj + Cj ] = εijk(Pk + Ck), [Li,X0] = 0,
[Li,Xj ] = εijkXk, [Li,X4] = 0, [Pi + Ci,X0] = Xi,

[Pi + Ci,Xj ] = 2δij(X4 −X0), [Pi + Ci,X4] = −Xi, [X0,Xi] = 0,
[Xi,Xj ] = 0, [Xi,X4] = 0, [Pi + Ci, Pj + Cj ] = 4εijkLk,
[X0,X4] = 0, (i, j = 1, 2, 3).

(14)

Подалгебра A11,3 задается базисными элементами

L1, L2, L3, Pi − Ci (i = 1, 2, 3), X0, X1, X2, X3, X4, (15)

[Li, Lj ] = εijkLk, [Li, Pj − Cj ] = εijk(Pk − Ck), [Li,X0] = 0,
[Li,Xj ] = εijkXk, [Li,X4] = 0, [Pi − Ci, Pj − Cj ] = −4εijkLk,
[Pi − Ci,X0] = Xi, [Pi − Ci,Xj ] = 2δij(X0 +X4), [X0,Xi] = 0,
[Pi − Ci,X4] = Xi, [X0,X4] = 0, [Xi,X4] = 0, (i, j = 1, 2, 3).

(16)

Базисные элементы подалгебры A11,4 и коммутационные соотношения между ними
даются формулами (8) и (9).

Алгебра Ли группы P (1, 4) содержит 4 десятимерные подалгебры A10,l (l =
1, . . . .4). Подалгебра A10,1 задается базисными элементами

L1, L2, L3, P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4, (17)

удовлетворяющими соотношениям (11).
Базисные элементы

G, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4 (18)

подалгебры A10,2 удовлетворяют соотношениям (11).
Базисные элементы

L1, L2, L3, P1 + C1, P2 + C2, P3 + C3, X1, X2, X3, X4 −X0 (19)

подалгебры A10,3 удовлетворяют соотношениям (14). Подалгебра A10,4 задается
базисными элементами

L1, L2, L3, P1 − C1, P2 − C2, P3 − C3, X1, X2, X3, X4 +X0 (20)

Они удовлетворяют соотношениям (16).
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Теоретико-алгебраический анализ
уравнений Ламе

В.И. ФУЩИЧ, В.В. НАКОНЕЧНЫЙ

1. Постановка задачи. Система уравнений Ламе

L̂(p̂)�u(t, �x) ≡
(
∂2

∂t2
− grad div− α∆

)
�u(t, �x) = 0, α =

µ

λ+ µ
, (1)

�u(t, �x) = (u1, u2, u3) — вектор смещения, α — параметр, �x ∈ R3, — основной
математический объект классической теории упругости. В [1] поставлена задача
об отыскании алгебр инвариантности системы (1) с помощью нелиевского метода.
В настоящей работе эта задача решена, т.е. найдены 4-, 10- и 15-мерные алгебры
инвариантности уравнения Ламе. Базисные элементы этих алгебр инвариантнос-
ти — интегро-дифференциальные операторы. Это означает, что с помощью клас-
сического метода Ли [2] такие алгебры инвариантности не могут быть найдены.

В рамках лиевского метода, где базисные элементы алгебр Ли — операторы
первого порядка, максимальной алгеброй инвариантности уравнения (1) является
8-мерная алгебра [3]

X0 =
∂

∂t
, Xa =

∂

∂xa
, a = 1, 2, 3,

Jab = xa
∂

∂xb
− xb

∂

∂xa
+ ub

∂

∂ua
− ua

∂

∂ub
,

D = xa
∂

xa
+ t

∂

∂t
, a = 1, 2, 3.

(2)

Для решения поставленной задачи представим уравнение (1) в матричном виде

p̂2
0u(t, �x) = H(p̂a, sa)u(t, �x), (3)

H(p̂a, sa) = (1 + α)p̂2 − (sap̂a)2, (4)

где

p̂0 = i
∂

∂x0
, p̂a = −i ∂

∂xa
, x0 ≡ t, a = 1, 2, 3,

sap̂a = s1p̂1 + s2p̂2 + s3p̂3, p̂2 = p̂2
1 + p̂2

2 + p̂2
3 ≡ −∆.

(5)

Здесь и дальше буквами со шляпкой обозначены операторы. Там, где это не может
вызвать недоразумений, будем опускать шляпку. Матрицы sa, удовлетворяющие
коммутационным соотношениям алгебры Ли группы SU(2)

[sa, sb]− = iεabcsc, a, b, c = 1, 2, 3, (6)

Украинский математический журнал, 1980, 32, № 2, С. 267–272.
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имеют явную структуру

s1 = −i
 0 0 0

0 0 1
0 −1 0

 , s2 = −i
 0 0 −1

0 0 0
1 0 0

 ,

s3 = −i
 0 1 0

−1 0 0
0 0 0

 ,

(7)

и реализуют трехмерное представление D(1) алгебры Ли (6). Вектор-столбец
u(t, �x) имеет три компоненты: (u1, u2, u3).

Уравнение Ламе в форме (3), в отличие от (1), допускает различные обобщения.
Действительно, если в уравнении (3) матрицы sa реализуют любое представление
коммутационных соотношений (6), то получаем целое семейство уравнений типа
Ламе. И только в том случае, когда матрицы sa реализуют трехмерное представ-
ление (7), уравнение (3) совпадает с уравнением Ламе (1).

Задача об отыскании алгебр инвариантности уравнения (3) состоит в явном
построении некоторого множества операторов {Q̂A}, образующих алгебру Ли и
удовлетворяющих условиям инвариантности

L̂(p̂a, sa)Q̂Au(t, �x) = 0, A = 1, 2, . . . , n (8)

или

[L̂, Q̂A]−u(t, �x) = 0. (9)

Применить нелиевский алгоритм к уравнению (3) для вычисления алгебр инва-
риантности означает следующее [1, 4]: 1) систему (3) с помощью невырожденного
преобразования расщепить (провести декомпозицию) на максимально возможные
независимые системы; 2) найти алгебру инвариантности образованного уравнения;
3) посредством обратного преобразования найти явный вид базисных элементов
алгебры инвариантности для исходного уравнения.

Все утверждения, приведенные ниже, будут доказаны с помощью этого алго-
ритма.

2. Конформная алгебра. Докажем, что уравнение Ламе (3) инвариантно отно-
сительно 15-мерной алгебры Ли.

Теорема 1. Уравнение (3) инвариантно относительно 15-мерной конформной
алгебры Ли C(15), базисные элементы которой задаются интегро-дифферен-
циальными операторами

P0 =

{
1 + α−

(
sapa
p

)2
}1/2

p0, Pa = pa, a = 1, 2, 3,

Jab = x̃apb − x̃bpa, D = x̃µp
µ + i,

J0a =

{
1 + α−

(
sapa
p

)2
}−1/2{(

1 + α−
(
sapa
p

)2
)
x̃0pa − x̃ap0

}
, (10)
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K0 = −
x̃2

0 −
(

1 + α−
(
sapa
p

)2
)−1/2

 p0 + 2

(
1 + α−

(
sapa
p

)2
)1/2

x̃0D,

Ka = −
{(

1 + α−
(
sapa
p

)2
)
x̃2

0 − x̃2
a

}
pa + 2x̃aD,

где x̃2
a ≡ x̃2

1 + x̃2
2 + x̃2

3, а операторы x̃a определяются выражениями:

x̃a = W−1xaW = xa − 1
m

(
s3a
p

− p0

p
− s3bpb

m2

)
+

sabpb
p(p+ p3)

, a = 1, 2,

x̃0 = W−1x0W = x0, x̃3 = W−1x3W = x3, mu �= 0.
(11)

Доказательство. Следуя нелиевскому алгоритму, преобразуем уравнение (3) с
помощью такого унитарного интегрального преобразования

W = exp
(
i
s3apa
m

θ
)
≡ 1 + i

s3apa
p

− (s3apa)2

p(p+ p3)
, a = 1, 2,

θ = arctg
m

p3
, m =

(
p2
1 + p2

2

)1/2
, sab = εabcsc.

(12)

Действуя слева оператором W на уравнение (3) и используя тождество Хаусдор-
фа–Кемпбелла

(expA)B exp(−A) =
∞∑
m=0

{A,B}m
m!

,

{A,B}(m) = [A, {A,B}(m−1)]−, {A,B}(0) = B,

(13)

получаем

p2
0v(t, �x) = Hcv(t, �x), v = Wu, (14)

Hc = WHW−1 =
(
1 + α− s23

)
p2. (15)

Поскольку s23 — диагональная матрица, то система (14) расщепляется на три
независимых уравнения второго порядка.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что множество операторов
{Q′

A}, удовлетворяющих условию инвариантности

[L′, Q′
A]−v = 0, (8′)

где

L′ = p2
0 −Hc = p̂2

0 −
(
1 + α− s23

)
p̂2, (16)

имеет следующую явную структуру

P ′
0 =

(
1 + α− s23

)1/2
p0, P ′

a = pa, a = 1, 2, 3,

J ′
ab = xapb − xbpa, D′ = xµp

µ + i,

J ′
0a =

(
1 + α− s23

)−1/2 {(1 + α− s23
)
x0pa − xap0

}
,

K ′
0 = −

{
x2

0 −
(
1 + α− s23

)−1/2
x2
a

}
p0 + 2

(
1 + α− s23

)1/2
x0D

′,

K ′
a = −{(1 + α− s23

)
x2

0 − x2
a

}
pa + 2xaD′,

(17)
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где x2
a = x2

1 + x2
2 + x2

3. Операторы (17) — дифференциальные операторы первого
порядка и удовлетворяют коммутационным соотношениям 15-мерной конформной
алгебры C(15) (см., например, [5])

[P ′
µ, P

′
ν ]− = 0, [J ′

µν , P
′
λ]− = i(gνλP ′

µ − gµλP
′
ν),

[J ′
µν , J

′
λσ]− = i(gνλJ ′

µσ + gµσJ
′
νλ − gµλJ

′
νσ − gνσJ

′
µλ),

[J ′
µν ,K

′
λ]− = i(gνλK ′

µ − gµλK
′
ν), [K ′

µ,K
′
ν ]− = 0,

[K ′
µ, P

′
ν ]− = 2i(gµνD′ − J ′

µν), [J ′
µν ,D

′]− = 0,
[D′, P ′

µ]− = iP ′
µ, [D′,K ′

µ]− = −iK ′
µ, µ, ν, λ, σ = 0, 1, 2, 3,

(18)

где gµν = diag(1,−1,−1,−1) — метрический тензор псевдоевклидова пространства
E(1, 3).

Явный вид операторов конформной алгебры для исходного уравнения (3) полу-
чается с помощью обратного преобразования

QA = W−1Q′
AW, A = 1, 2, . . . , 15. (19)

По формулам (19) находим базисные элементы алгебры инвариантности уравнения
Ламе, которые, в отличие от (2), — интегро-дифференциальные операторы.
Замечание 1. Инвариантность уравнения (3) относительно конформной алгебры
C(15) вовсе не означает, что это уравнение инвариантно относительно собственно
конформных, локальных преобразований

x′µ =
xµ − αµxνx

ν

1 − 2ανxν + αλαλxνxν
, µ = 0, 1, 2, 3, (20)

αµ — параметры преобразования. Теорема 1 утверждает лишь то, что на множестве
решений уравнения (3) реализуется представление конформной алгебры, заданное
формулами (10). Операторы порождают нелокальные преобразования для коорди-
нат и вектор-функции �u(t, �x).
Замечание 2. Преобразованное уравнение (14) — система дифференциальных
уравнений в частных производных второго порядка, поэтому оно может быть ис-
следовано методом Ли–Овсянникова. На этом пути возможен синтез классическо-
го метода Ли с нелиевским методом [4]. Действительно, изучив групповые свой-
ства уравнения Ламе в канонической форме с помощью метода Ли–Овсянникова,
используя оператор преобразования (12), по найденной алгебре Ли группы инва-
риантности уравнения (14) найдем нелиевскую алгебру инвариантности исходного
уравнения (3).
3. Алгебра Галилея. Докажем, что уравнение Ламе инвариантно относительно

10-мерной алгебры Галилея.
Теорема 2. Уравнение Ламе инвариантно относительно алгебры Галилея
G(10), базисные элементы которой задаются интегро-дифференциальными
операторами

P0 =
p2

2κ
, κ �= 0, Pa = pa, a = 1, 2, 3, Jab = x̃apb − x̃bpa,

Ga =
κ

2

[
1
p
, J0a

]
+

=

{
1 + α−

(
sapa
p

)2
}1/2

x̃0
κpa
p

− κx̃a,

(21)

где κ — произвольное число, а x̃a, x̃0 определяются формулами (11).
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Доказательство. Так же как и при доказательстве теоремы 1 используем урав-
нение Ламе в диагональной форме (14). Для того, чтобы доказать теорему, до-
статочно явно указать набор операторов {Q′′

A}, образующих алгебру Ли группы
Галилея и удовлетворяющих условию

[L′, Q′′
A]−v = 0, A = 1, 2, . . . , 10. (8′′)

Нетрудно убедиться, что операторы

P ′′
0 =

p2

2κ
, κ �= 0, P ′′

a = pa, a = 1, 2, 3, J ′′
ab = xapb − xbpa,

G′′
a =

κ

2

[
1
p
, J ′

0a

]
+

=
{
1 + α− s23

}1/2
x0

κpa
p

− κxa,

(22)

где J ′
0a определяются формулами (17), образуют алгебру Галилея

[J ′′
ab, J

′′
cd]− = i(δacJ ′′

bd + δbdJ
′′
ac − δbcJ

′′
ad − δadJ

′′
bc), [J ′′

ab, P
′′
0 ]− = 0,

[J ′′
ab, P

′′
c ]− = i(δacP ′′

b − δbcP
′′
a ), [P ′′

a , P
′′
b ]− = 0, [G′′

a, P
′′
0 ]− = 0,

[J ′′
ab, G

′′
c ]− = i(δacG′′

b − δbcG
′′
a), [P ′′

a , G
′′
b ]− = iκδab, [G′′

a, G
′′
b ]− = 0

(23)

и удовлетворяют условию (8′′). Явный вид базисных элементов алгебры Гали-
лея (21), удовлетворяющих условию инвариантности (8), получен с помощью опе-
ратора преобразования (12).

Замечание 3. Так же, как и в теореме 1, инвариантность уравнения (3) отно-
сительно алгебры Галилея G(10) не означает, что оно инвариантно относительно
локальных преобразований Галилея

x′a = Rabxb + vat+ ba, RabRbc = δac, t′ = t+ b0, (24)

Rab, va, ba, b0 — параметры, задающие преобразование Галилея.

4. Негеометрическая алгебра инвариантности. Найденная нами в предыду-
щих пунктах алгебра инвариантности уравнения Ламе порождает нелокальные
преобразования независимых (t, �x) = (t, x1, x2, x3) и зависимых переменных �u =
(u1, u2, u3). В некотором смысле такую симметрию уравнения (1) можно назвать
геометрической [1], поскольку она возникла из-за наличия симметрии относитель-
но пространственных координат (x1, x2, x3) в уравнении (1).

Оказывается, что уравнение Ламе обладает алгеброй инвариантности, обуслов-
ленной симметрией только зависимых переменных (u1, u2, u3). Эту последнюю ал-
гебру инвариантности естественно назвать негеометрической алгеброй инвариан-
тности.

Теорема 3. Уравнение Ламе (3) инвариантно относительно четырехмерной
алгебры Ли группы GL(2), базисные элементы которой имеют вид

Σ0 = I, Σ1 = −Λ̃12, Σ2 =
1
2
(Λ̃22 − Λ̃11), Σ3 =

sapa
p

, (25)

где

Λ̃ab = W−1ΛabW = s̃as̃b + s̃bs̃a − δab, s̃3 = W−1s3W =
sapa
p

,

s̃a = W−1saW = sa − pa
p
s3 +

pa
m2

(
p3

p
− 1
)

(sbpb), a = 1, 2.
(26)
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Доказательство. Оператор Lc уравнения Ламе в диагональном представлении
имеет вид

Lcu =

 p2
0 − αp2

a 0 0
0 p2

0 − αp2
a 0

0 0 p2
0 − (1 + α)p2

a

 u1

u2

u3

 = 0. (27)

Из (27) следует, что множество всех невырожденных 3 × 3 матриц вида

A =

 a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 a22

 (28)

коммутирует с оператором Lc. В пространстве матриц размерности 3 × 3 выберем
базис, состоящий из матриц

I, sa, Λab = sasb + sbsa − δab, a, b = 1, 2, 3, (29)

где sa определены формулами (7), I — единичная матрица, причем

Λ11 + Λ22 + Λ33 = I. (30)

Используя этот базис, в множестве матриц (28) выбираем базисные алгебры GL(2)
в виде

Σ′
0 = I, Σ′

1 = −Λ12, Σ′
2 =

1
2
(Λ22 − Λ11), Σ′

3 = s3. (31)

Матрицы (31) реализуют представление D
(

1
2

)⊕D(0) алгебры GL(2) и удовлетво-
ряют коммутационным соотношениям

[Σ′
a,Σ

′
b]− = 2iεabcΣ′

c, [Σ′
0,Σ

′
a]− = 0, a, b, c = 1, 2, 3. (32)

Осуществив над матрицами {Σ′
0,Σ

′
a} обратное преобразование W−1, найдем яв-

ный вид операторов (26), удовлетворяющих условию инвариантности (8).

Следствие. Уравнение Ламе (1) инвариантно относительно преобразований из
группы SU(2) ⊂ GL(2)

u′ = exp(iΣaθa)u =
{

1 +
1
2
Λ̃11(cos θa − 1) + iΣa sin θa

}
u, (33)

a = 1, 2, 3; по a нет суммирования, где Σa, Λ̃11 определены формулами (25),
(26).

В заключение приведем теорему о негеометрической симметрии уравнения ти-
па (3) (обобщенного уравнения Ламе), когда (2s + 1) × (2s + 1) матрицы sa ре-
ализуют конечномерное представление D(s) алгебры Ли группы SU(2). Число s,
характеризующее неприводимое представление SU(2), может быть целым или по-
луцелым.

Теорема 4. Алгеброй инвариантности уравнения типа Ламе (3) является ал-
гебра GL(2) ⊕ GL(2) ⊕ · · · ⊕GL(2), где число слагаемых в прямой сумме равно
целой части числа 1

2 (2s+ 1), s > 1.
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3.
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Reduction of the representations
of the generalised Poincaré algebra
by the Galilei algebra

W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

The realisations of all classes of unitary irreducible representations of the generalised
Poincaré group P (1, 4) have been found in a basis in which the Casimir operators of its
important subgroup, i.e. the Galilei group, are of diagonal form. The exact form of the
unitary operator which connects the canonical basis of the P (1, 4) group and the Galilei
basis has been established.

1. Introduction
Some years ago it was proposed to use the generalised Poincaré group P (1, 4)

the group of displacements and rotations in five-dimensional Minkovsky space, for
the description of particles with variable masses and spins (Fushchych and Krivsky
[9, 10], Fushchych [8]). This and other generalised groups P (1, n), P (2, 3) etc were
considered and used successively by Castell [4], Aghassi et al [1], Barrabes and
Henry [3], Elizalde and Gomish [5] and many others.

The main property of the P (1, 4) group is that it contains the Poincaré group
P (1, 3) as well as the Galilei group G(3) as its subgroups1. So the P (1, 4) group
unified the groups of motion of relativistic and non-relativistic quantum mechanics.

For the elucidation of the physical grounds of the generalised quantum mechanics
based on the P (1, 4) group (Fushchych and Krivsky [9, 10, 11] the important problem
is the reduction of the irreducible representations IR of the P (1, 4) group, or the Lie
algebra of the P (1, 4) group, by the IR of its subgroups, or its subalgebras2. The
problem of the reduction of IR of the P (1, 4) algebra corresponding to the time-like
five-momenta by its subalgebra P (1, 3) has been solved (Fushchich et al [12], Nikitin
et al [15]), i.e. the type of representations of the P (1, 3) algebra contained in the IR
of the P (1, 4) algebra has been investigated and the unitary operator was found which
connects the canonical basis of the P (1, 4) group representation with the P (1, 3)
basis, in which the Casimir operators of the Poincaré group have the diagonal form
(the spectrum of these operators is nondegenerate).

In this paper we find the realisation of the IR of the P (1, 4) algebra in the “Galilei
basis” namely, in the basis in which the invariant operators of the Galilei subalgebra
are diagonal ones. We also obtain the explicit form of the unitary operator, which
carries out the reduction P (1, 3) → G(2) which plays an important role in the null-
plane approach (see e.g. Leutwyler and Stern [13]).

J. Phys. A: Math. Gen., 1980, 13, P. 2319–2330.
1The paper of Fedorchuck [6] is devoted to the classification and the description of all subgroups of the

P (1, 4) group.
2We will indicate the groups and the corresponding Lie algebras by the same indices.
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2. Statement of the problem
The Lie algebra of the P (1, 4) group is specified by the fifteen generators Pµ, Jµν

(µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) which satisfy the commutation relations

[Pµ, Pν ] = 0, [Pµ, Jνσ] = i(gµνPσ − gµσPν),
[Jµν , Jρσ] = i(gµσJνρ + gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ).

(2.1)

The algebra (2.1) has three main invariant (Casimir) operators (Fushchych and Krivs-
ky [9, 10])

P 2 = PµP
µ = P 2

0 − P 2 − P 2
4 , V1 =

1
2
ωµνωµν , V2 = −1

4
Jµνωµν , (2.2)

where

ωµν =
1
2
εµνρσλJ

ρσPλ.

As in the case of the Poincaré group, one can specify four different classes of the
representations of the algebra (2.1), corresponding to P 2 > 0, P 2 = 0, P 2 < 0 and
Pµ ≡ 0 (in the last case one arrives at the representations of the homogeneous group
SO(1, 4), which are not considered here).

Algebra (2.1) contains the Lie algebras of the Poincaré and of the Galilei groups
as subalgebras. In order to select the subalgebra P (1, 3) it is enough to consider the
relations (2.1) for µ, ν �= 4. The subalgebra G(3) may be obtained by the transition to
the new basis

P̂0 =
1
2
(P0 − P4), M = P0 + P4, P̂a = Pa, K = J04,

Ja =
1
2
εabcJbc, G+

a = J0a + J4a, G−
a =

1
2
(J0a − J4a).

(2.3)

The operators (2.3) satisfy the commutation relations

[P̂0, P̂a] = [P̂0,M ] = [P̂a,M ] = [P̂a, P̂b] = 0,

[P̂0, Ja] = [M,Ja] = [G+
a , G

+
b ] = [M,G+

a ] = 0,

[P̂a, Jb] = iεabcP̂c, [G+
a , P̂b] = iδabM,

[Ja, Jb] = iεabcJc, [P̂0, G
+
b ] = iP̂b,

(2.4)

[P̂0, G
−
a ] = [G−

a , G
−
b ] = 0, [G−

a ,M ] = −iP̂a, [G−
a , Jb] = iεabcG

−
c ,

[G−
a , P̂b] = −iδabP̂0, [G+

a , G
−
b ] = i(εabcJc + δabK), [P̂0,K] = −iP̂0,

[P̂a,K] = [Ja,K] = 0, [M,K] = iM, [G±
a ,K] = ±G±

a .

(2.5)

The commutation relations (2.4) specify the Lie algebra of the extended Galilei
group (Bargman [2]). The invariant operators of this algebra are given by the formulae

C1 = 2MP̂0 − P 2, C2 = (MJ − P̂ ×G+)2, C3 = M. (2.6)

Our aim is to find the realisations of the generators (2.3) for any class of IR of the
P (1, 4) algebra, in a basis where the Casimir operators (2.6) have a diagonal form.
This enables us to answer the question what IR of the G(3) algebra are contained
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in the given representation of the P (1, 4) algebra and to establish the connection
between the vectors in the Poincaré and in the Galilei bases.

The realisations of all IR of the P (1, 4) algebra have already been found (Fushchych
and Krivsky [9, 10, 11], Fushchych [8]). So the problem of the description of the IR of
the P (1, 4) algebra in the Galilei basis reduces to transforming the known realisation
to a form in which the operators (2.6) are diagonal.

3. The representations with P 2 ≥ 0
Let us consider the IR of the P (1, 4) algebra, which corresponds to the positive

values of the invariant operator P 2 = κ
2 > 0. The generators Pµ, Jµν in the canonical

basis |pk, j3, τ3; ε, j, τ,κ〉 have the form (Fushchych and Krivsky [9, 10])

P0 = εE ≡ ε
(
p2 + p2

4 + κ
2
)1/2

, Pk = pk,

Jkl = i

(
pl

∂

∂pk
− pk

∂

∂pl

)
+ Skl, k, l = 1, 2, 3, 4,

J0k = −iεE ∂

∂pk
− ε

Sklpl
E + κ

, ε = ±1,

(3.1)

where Skl (k, l = 1, 2, 3, 4) are the generators of the IR D(j, τ) of the SO(4) group.
The basis of the realisation (3.1) is formed by the vectors |pk, j3, τ3; ε, τ,κ〉, which

are the eigenfunctions of the complete set of the commuting operators

T = Pk, J3 =
1
2
(ω12 + ω43), T3 =

1
2
(ω12 − ω43), ε̂ = P0/|P0|,

J2 =
1

4κ2
(V1 + 2εκV2), T 2 =

1
4κ2

(V1 − 2εκV2), P 2,

with the eigenvalues pk, j3, τ3, ε, j(j + 1), τ(τ + 1) and κ
2 correspondingly, where j

and τ are the integers or half-integers labelling the IR of the SO(4) group,

j3 = −j,−j + 1, . . . , j, τ3 = −τ,−τ + 1, . . . , τ, ε = ±1, −∞ < pk <∞.

The basis vectors may be normalised according to

〈pk, j3, τ3; ε, j, τ,κ | p′k, j′3, τ ′3; ε, j, τ,κ〉 = 2Eδ(pk − p′k)δj3j′3δτ3τ ′
3
,

and the generators (3.1) are Hermitian with respect to the scalar product

(Ψ1,Ψ2) =
∫ (

d4p/E
)
Ψ†

1(pk, j3, τ3)Ψ2(pk, j3, τ3). (3.2)

The basis of the IR of the P (1, 4) algebra, in which the invariant operators (2.6) of
the G(3) algebra and the operators Pa (a = 1, 2, 3) and S3 = J3−(1/m)(P2G

+
1 −P1G

+
2 )

have the diagonal form, will be called “Galilei basis” (or “G(3) basis”) and denoted by
|pa,m, s, s3; ε, j, τ,κ〉.

We will normalise the basis vectors as

〈pa,m, s, s3; ε, j, τ,κ | p′a,m′, s′, s′3; ε, j, τ,κ〉 = 2mδ(m−m′)δ(pa − p′a)δss′δs3s′3 .

This will lead us to the scalar product

(φ1, φ2) =
∑

|j−τ |≤s≤j+τ

∞∫
κ

dm

m

∫
d3p φ†1(s, s3,m,p)φ2(s, s3,m,p). (3.3)
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Our task is to establish the explicit form of the generators of the P (1, 4) group
in the Galilei basis and to find the transition operator, which connects the canonical
and Galilei bases. First we substitute (3.1) into (2.3) and (2.6) and obtain the Galilei
generators P̂µ, Ja, G+

a the invariant operators Ca and the remaining generators G−
a ,

K in the canonical basis in a form

P̂0 =
1
2
(εE − p4), M = εE + p4, Ja = −i(p× (∂/∂p))a + Sa,

G+
a = x4pa −Mxa − εSabpb − S4a(E + κ + εp4)

E + κ
,

(3.4)

C1 = κ
2, C3 = M,

C2 =
{
S2
[
M(E + κ) − εp2

]2
+
[
p2N2 − (p ·N)2

]×
×(E + κ + εp4)2 + (p · S)2

[
2εM(E + κ) − p2

]}
(E + κ)−2,

(3.5)

G−
a =

1
2

[
−x4pa − 2P̂0xa − εSabpb − S4a(E + κ − εp4)

E + κ

]
,

K = −P̂0x4 − ε
S4apa
E + κ

,

(3.6)

where

Sa =
1
2
εabcSbc, Na = S4a, xk = i(∂/∂pk). (3.7)

The Casimir operator C2 (3.5) is in general the matrix which has elements depen-
ding on pk. Our second step is to diagonalise this matrix with the help of some
unitary transformation. We will look for the diagonalising operator in a form

U1 = exp(iS4apaθ/p), (3.8)

where p =
(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2
and θ is an unknown function of p, p4.

With the help of the operator (3.8) one may derive from (3.4) and (3.6) a new
realisation:

P̂ ′
0 = U1P̂0U

†
1 = P̂0, P̂ ′

a = U1P̂aU
†
1 = P̂a,

J ′
a = U1JaU

†
1 = Ja, M ′ = U1MU†

1 = M,
(3.9)

(G+
a )′ = U1G

+
a U

†
1 = x′4pa − x′aM − εS′

abpb − S′
4a(E + κ + εp4)
E + κ

, (3.10)

(G−
a )′ = U1G

−
a U

†
1 =

1
2

(
−x′4pa − 2P̂0x

′
a −

εS′
abpb − S′

4a(E + κ − εp4)
E + κ

)
,

K ′ = U1kU
†
1 = −P̂0x

′
4 − εS′

4apa/(E + κ),

(3.11)

where

x′k = U1xkU
†
1 , S′

kl = U1SklU
†
1 .
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Using the Hausdorf–Campbell formula

exp(A)B exp(−A) =
∞∑
n=0

1
n!
{A,B}n,

{A,B}n = [A, {A,B}n−1], {A,B}0 = B

it is not difficult to calculate

x′a = xa +
(
paS4bpb/p

2
)
[∂θ/∂p− (sin θ)/p]+

+
(
Sabpb/p

2
)
(1 − cos θ) + (1/p)S4a sin θ,

S′
4a = S4a cos θ +

(
paS4bpb/p

2
)
(1 − cos θ) + Sabpb(sin θ)/p,

S′
abpb = Sabpb cos θ + [(paS4bpb/p) − pS4a] sin θ,
x′4 = x4 + (S4bpb/p)(∂θ/∂p4).

(3.12)

Substituting (3.12) into (3.10), one obtains

(G+
a )′ = x4pa −Mxa +

paS4bpb
p

[
∂θ

∂p4
− M

p

(
∂θ

∂p
− 1
p

sin θ
)
− ε

E + κ
sin θ+

+
E + κ + εp4

(E + κ)p
(1 − cos θ)

]
+
Sabpb
p

[(
M

p
− εp

E + κ

)
− M

p
+

+
E + κ + εp4

E + κ
sin θ

]
+ S4a

[(
εp

E + κ
− M

p

)
sin θ +

E + κ + εp4

E + κ
cos θ

]
.

(3.13)

The expression (3.13) for G+
a is much simplified, if one puts

θ = 2 tan−1[p/(E + εp4 + κ)]. (3.14)

For such a value of the parameter θ, we have:

sin θ =
p(E + κ + εp4)

(E + κ)(E + εp4)
, 1 − cos θ =

[
p2/(E + p)(E + εp4)

]
,

ε
∂θ

∂p4
− E + εp4

p

∂θ

∂p
= − sin θ

E + εp4

p2

and

(G+
a )′ = x4pa −Mxa. (3.15)

Substituting (3.9) and (3.15) into (2.6), we have

C ′
2 = M2S2, (3.16)

where the matrix S2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 always may be chosen in the diagonal form,

S2φs = s(s+ 1)φs, |j − τ | ≤ s ≤ j + τ.

The operators (3.9)–(3.11) are defined in a Hilbert space of square integrable
functions φ(p1, p2, p3, p4). In order to diagonalise the operator M and (3.5) we intro-
duce in place of {p1, p2, p3, p4} the new variables {p1, p2, p3,m}, where m = E + εp4.
Then

∂

∂p4
→
(
ε+

p4

E

) ∂

∂m
,

∂

∂pa
→ ∂

∂pa
+
pa
E

∂

∂m
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and the operators (3.9)–(3.11) and (3.15) take the form

P̂ ′
0 = m0 + ε

p2

2m
, P̂ ′

a = pa, M ′ = εm,

J ′
a = −i(p× (∂/∂p))a + Sa, (G+

a )′ = −iεm(∂/∂pa), (3.17a)

C ′
1 = κ

2, C ′
2 = m2S2, C ′

3 = εm, (3.17b)

K ′ = −im(∂/∂m),

(G−
a )′ = i[εpa(∂/∂m) − P̂ ′

0(∂/∂pa)] − ε(Sabpb + S4aκ)/m,
(3.17c)

where

κ ≤ m <∞, m0 = ε
(
κ

2/2m
)
.

The generators (3.17) are Hermitian with respect to the scalar product (3.3).
So we reach the following result:

Theorem. The Hilbert space of the IR Dε(κ, j, τ) of the P (1, 4) algebra, correspondi-
ng to P 2 = κ

2 > 0, is expanded into the direct integral of the subspaces, which
correspond to the IR of the G(3) algebra with the following values of the invariant
operators: C1 = κ

2, C2 = m2s(s + 1), C3 = εm, |κ| ≤ m < ∞, |j − τ | ≤ s ≤ j + τ .
The explicit form of the P (1, 4) group generators in the Galilei basis and that of the
transition operator, which connects the canonical and the G(3) bases, are given by
the formulae (3.8), (3.14) and (3.17).

To conclude this section we consider the IR of the P (1, 4) algebra, corresponding
to P 2 = 0. The realisations of such an IR have been obtained in the form (Fushchych
and Krivsky [9, 10]):

P0 = εE0 ≡ ε
(
p2 + p2

4

)1/2
, Pa = pa, P4 = p4,

J0a = −iεE0
∂

∂pa
− ε

Sabpb
E0 + p4

, J04 = −iεE0
∂

∂p4
,

J4a = i

(
pa

∂

∂p4
− p4

∂

∂pa

)
+ ε

Sabpb
E0 + p4

,

where Sab are the generators of the IR D(s) of the SO(3) group. Substituting (3.18)
into (2.3), one obtains

P̂0 =
1
2
(εE0 − p4), M = εE0 + p4, J1 = −i

(
p× ∂

∂p

)
a

+ Sa,

G+
a = i

(
pa

∂

∂p4
− p4

∂

∂pa

)
+ iεE0

∂

∂pa
, K = −iεE0

∂

∂p4
,

G−
a =

1
2

(
−ipa ∂

∂p4
− iP̂0

∂

∂pa

)
− ε

Sabpb
E0 + εp4

.

(3.18)

It is not difficult to see that replacement of the variables {p, p4} → {p,m}, where
m = E0 + εp4, reduces the generators (3.18) to the form (3.17), where, however,
κ = 0, 0 ≤ m <∞ and s has the fixed value, which characterises the IR of the SO(3)
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group. So we have established the explicit form of the generators of the P (1, 4) group,
corresponding to P 2 = 0, in the Galilei basis.

4. The representations with P 2 < 0
We now use the IR of the P (1, 4) group, which corresponds to P 2 = −η2 < 0.

The generators of such representations have been obtained in the form (Fushchych
and Krivsky [9, 10, 11])

P0 = p0, Pa = pa, P4 = ε
(
p2
0 + η2 − p2

a

)1/2
,

Jαβ = i

(
pβ

∂

∂pα
− pα

∂

∂pβ

)
+ Sαβ , ε = ±1,

J4α = −iP4
∂

∂pα
− ε

Sαβp
β

|P4| + η
, α, β = 0, 1, 2, 3,

(4.1)

where Sαβ are the matrices which realise IR of the Lie algebra of the SO(1, 4) group.
Reducing the representation (4.1) by the representations of the Lie algebra of the

Galilei group, the mass operator M = P0 +P4 may take the zero value. Let us impose
the G(3)-invariant condition of turning into zero in the hyperspace, corresponding to
zero eigenvalues of the operator M , on the functions from the space of the IR (4.1)
(this hyperspace is the five-dimensional half-cylinder p2 = η2, εp0 < 0).

Using the transformation operator on the generators (4.1)

U2 = exp(iS0apaθ/p), θ = 2 tanh−1[p/(η + |P4| + εp0)] (4.2)

and using the relations

U2x0U
−1
2 = x0 + S0apa

1
p

∂θ

∂p0
, xµ = i

∂

∂pµ
,

U2xaU
−1
2 = xa +

pa
p

S0bpb
p

(
∂θ

∂p
− 1
p

sinh θ
)

+
1
p
S0a sinh θ +

Sabpb
p2

(1 − cosh θ),

U2S0aU
−1
2 = S0a cosh θ − (1/p)Sabpb sinh θ + (pa/p)(S0bpb/p)(1 − cosh θ),

U2SabpbU
−1
2 = Sabpb cosh θ + [(paS0bpb/p) − pS0a] sinh θ,

sinh θ =
p(εp0 + |P4| + η)

(εp0 + |P4|)(|P4| + η)
,

∂θ

∂p0
=

p

|P4|(|P4| + η)
,

1 − cosh θ =
−p2

(|P4| + η)(εp0 + |P4|) ,
∂θ

∂p
=

|P4|(εp0 + η) + p2
0 + η2

|P4|(|P4| + η)(|P4| + εp0)
,

one comes to the realisation

P ′′
0 = p0, P ′′

a = pa, P ′′
4 = ε

(
p2
0 + η2 − p2

)1/2
,

J ′′
ab = i

(
pb

∂

∂pa
− pa

∂

∂pb

)
+ Sab,

J ′′
0a = i

(
pa

∂

∂p0
− p0

∂

∂pa

)
− Sabpb + Sa0η

|P ′′
4 | + εp0

,

J ′′
4a = −iP ′′

4

∂

∂pa
+
Sabpb + S0aη

|P ′′
4 | + εp0

, J ′′
04 = iP ′′

4

∂

∂p0
.

(4.3)
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Substituting (4.3) into (2.3) and going from {pa, p0} to the new variables {pa,m},
where m = p0+

(
p2
0 + η2 − p2

a

)1/2
, one obtains the Galilei group generators in the form

(3.17a), and the remaining generators G−
a , K in the form (3.17c), where, however,

m0 = −η2/2m, −η2 < m < 0, 0 < m < ∞, and Sab are the generators of the group
SO(3) ⊂ SO(1, 3).

5. Covariant representation of the P (1, 4) group
Consider an arbitrary covariant representation of the Lie algebra of the P (1, 4)

group. Such a representation is realised by the operators

Pµ = pµ, Jµν = i

(
pν

∂

∂pµ
− pµ

∂

∂pν

)
+ Sµν , (5.1)

where Sµν are the generators of a representation of the SO(1, 4) group. Let us confine
ourselves to the case where PµPµΨ > 0.

Substituting (5.1) into (2.3), we obtain

P̂0 =
1
2
(p0 − p4), P̂a = pa, Ja = −i

(
p× ∂

∂p

)
a

+ Sa,

M = p0 + p4, G+
a = x̃0pa − xaM + λ+

a ,

G−
a = x̃4pa − xaP̂0 +

1
2
λ−a , K = x̃4M − x̃0P̂0 + S04,

(5.2)

where

λ± = S0a ± S4a, x̃0 = 2i
(

∂

∂p0
− ∂

∂p4

)
, x̃4 = i

(
∂

∂p0
+

∂

∂p4

)
.

For the transition of the realisation (5.2) into the Galilei basis we use the operator

U3 = exp[iλ+p/M ]. (5.3)

With the help of the transformation

P̂µ → P̂ ′′′
µ = U3P̂µU

−1
3 , Ja → J ′′′

a = U3JaU
−1
3 ,

G±
a → (G±

a )′′′ = U3G
±
a U

−1
3 , K → K ′′′ = U3KU

−1
3 ,

one comes to the realisation in which the invariant operators (2.6) of the G(3) subal-
gebra are of diagonal form:

P̂ ′′′
0 =

1
2
(p0 − p4), P̂ ′′′

a = pa, M ′′′ = M = p0 + p4,

J ′′′
a = −i(p× ∂/∂p)a + Sa, G+

a = x̃0pa − xaM,

G−
a = x̃4pa − xaP̂

′′′
0 − Sabpb + S40pa

M
+

1
2
λ−a − λ+ pµp

µ

M2
,

K ′′′ = x̃4M − x̃0P̂
′′′
0 + S04,

where Sa = 1
2εabcSbc. The operators Ca (2.6) take the form

C ′′′
1 = pµp

µ, C ′′′
2 = M2S2, C ′′′

3 = M
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i.e. the eigenvalues of the operator C1 coincide with the values of P 2, the eigenvalues
of the operator C2 are characterised by the spectrum of the Casimir operator of the
group SO(3) ⊂ SO(1, 4), and the eigenvalues of the operator C3 lie in the interval
(C ′′′

1 )1/2 ≤ C ′′′
3 <∞.

The results of this section may be used for the diagonalisation of the wave equa-
tions, which are invariant under the P (1, 4) group. As an example we will consider
the five-dimensional generalisation of the Dirac equation

(γµpµ + κ)Ψ = 0, µ = 0, 1, 2, 3, 4. (5.4)

On the set of the solutions of the equation (5.4) the generators of the P (1, 4) group
have the form (5.1) where Sµν = 1

4 i[γµ, γν ]. Using the operator (5.3) on equation
(5.4), one obtains an equation, which is equivalent to (5.4) but is manifestly invariant
under the Galilei group

P̂ ′′′
0 Φ+ =

(
κ/2m+ p2/2m

)
Φ+, Φ− = 0, (5.5)

where

Φ± =
1
2
(1 ± γ0γ4)Φ, Φ = U3Ψ, κ ≤ m <∞.

If one imposes the Galilean-invariant subsidiary condition (p0 + p4)Ψ = m0Ψ and
puts κ = 0, then equation (5.4) is reduced to the Levi-Leblond equation for the non-
relativistic particle of spin s = 1

2 (Levi-Leblond [14]). In this case (5.3) coincides with
the operator which diagonalises the Levi-Leblond equation (Nikitin and Salogub [16]).

6. IR of the Poincaré group in the G(2) basis
The transition of the IR of the P (1, 3) group to the basis of a two-dimensional Gali-

lei group G(2) may be made by complete analogy with the reduction P (1, 4) → G(3).
Here we consider only the representations of the P (1, 3) group, which correspond to
time-like four-momenta. The generators of such a representation in a Shirokov–Foldy
realisation (Shirokov [17, 18], Foldy [7]) have the form (3.1) where µ, ν = 0, 1, 2, 3;
k, l = 1, 2, 3. With the help of the transformation

Pµ → P̃µ = UPµU
−1, Jµν → J̃µν = UJµνU

−1,

where

U = exp
{
(iS3αpα/|p|) tan−1[|p|/(|P0| + εp3 + κ)]

}
,

|p| =
(
p2
1 + p2

2

)1/2
, α = 1, 2,

and the following replacement of the variables {p1, p2, p3} → {p1, p2,m}, where m =
εp3 +

(
p2
1 + p2

2 + κ
2
)1/2

, one obtains the generators of the Poincaré group in the G(2)
basis:

P̂0 =
1
2
(P̃0 + P̃3) = κ

2/2m+ |p|2/2m, P̂α = pα,

J3 = i[p2(∂/∂p1) − p1(∂/∂p2)] + S12, M = εm,

(6.1)
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G+
α = J̃0α + J̃3α = −iεm ∂

∂pα
, |κ| ≤ m <∞,

G−
α =

1
2
(J̃0α − J̃3α) = i[pα(∂/∂m) − P̂0(∂/∂pα)] − ε(Sαβpβ + S3ακ)/m,

K = J̃03 = −im(∂/∂m).

(6.2)

The operators (6.1) coincide with the “kinematical group generators”, which are
used in the null-plane formalism (see e.g. Leutwyler and Stern [13]).

Using the results of §§ 3–5, it is not difficult to make the transition into the G(2)
basis of the representations of the P (1, 3) algebra which corresponds to light-like and
space-like four-momenta.

7. Connection between the Galilei and the Poincaré bases
We now consider the connection between the realisations of the generators of

the P (1, 4) group (corresponding to time-like five-momenta) in both the Galilei and
Poincaré bases.

The generators of the P (1, 4) group in the Poincaré basis (i.e. in the basis where
the Casimir operators of the P (1, 3) group are of diagonal type) have the form
(Fushchych et al [12], Nikitin et al [15])

P0 = E =
(
p2 + m̄2

)1/2
, Pa = pa, P4 = ε4

(
m̄2 + κ

2
)1/2

,

Jab = i[pb(∂/∂pa) − pa(∂/∂pb)], ε4 = ±1,

J0a = −ip0(∂/∂pa) − Sabpb/(E + m̄), a, b = 1, 2, 3,

J04 = −iE
{
ε4
(
1 − κ

2/m̄2
)1/2

, ∂/∂m̄
}
− (κ/m̄)(S4apa/m̄),

J4a = ipa

{
ε4
(
1 − κ

2/m̄2
)1/2

, ∂/∂m̄
}
− iεm̄

(
1 − κ

2/m̄2
)1/2

∂/∂pa+

+
κpaS4bpb
m2(E +m)

+ ε4
(
1 − κ

2/m̄2
)1/2

[Sabpb/(E + m̄)] +
κS4a

m̄
,

(7.1)

where

{A,B} = AB +BA, |κ| ≤ m̄ <∞.

The generators (7.1) are Hermitian with respect to the scalar product

(χ1, χ2) =
j+τ∑

s=|j−τ |

∞∫
κ

dm̄

∫
d3p

2E
χ†

1(p, m̄, s, s3)χ2(p, m̄, s, s3).

As soon as the operators (7.1) and (3.17) realise the same IR D+(κ, j, τ) of the
P (1, 4) group, the equivalence transformation, which connects these two realisations,
exists. In order to come from (7.1) to (3.17), we make the isometric transformation

Pµ →WPµW
−1, Jµν →WJµνW

−1 (7.2)

and the following replacement of variables

pa → pa, m̄→ m̄(m,p), (7.3)
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where

W =
(
1 − κ/m̄2

)1/4
exp[i(S4apa/p)(θ1 − θ2)],

θ1 = 2 tan−1
{
p/
[
E + ε4

(
m̄2 − κ

2
)1/2 + κ

]}
,

θ2 = 2 tan−1
[
ε4p
(
m̄2 − κ

2
)1/2

/(E +m)(m+ κ)
]
,

m̄ = (1/2m)
[(
m2 − κ

2 − p2
)2 + 4m2

κ
2
]1/2

.

(7.4)

One can ensure by direct verification that the transformations (7.2)–(7.4) reduce
the generators (7.1) into the Galilei basis (i.e. that the transformed generators coincide
with (3.17) after substitution into (2.3)). We do not give the detailed calculations here
because the transformations (7.2)–(7.4) may be represented as two consequent ones:
namely, the transition from the Poincaré to the canonical basis (Nikitin et al [15])

Pµ → V PµV
−1, Jµν → V JµνV

−1,

m̄→ m̄(p4) = ε4
(
p2
4 + κ

2
)1/2

,

V =
(
1 − κ

2/m̄2
)1/4 exp(iS0apaθ2/p)

(7.5)

and then the transition from the canonical basis to the Galilei one (see § 3). So

W = U1V,

where V and U1 are given by equations (7.5), (3.8), (3.14).
The transformation (7.2)–(7.4) may be used to establish the connection between

the vectors in the Galilei and in the Poincaré bases. This connection is given by the
equations:

φ(p,m, s, s3) = WP̂sP̂s3Ps′Ps′3χ(p,m(m̄,p), s, s3),

χ(p,m, s, s3) = W−1P̃sP̃s3Ps′Ps′3φ(p,m(m̄,p), s, s3),

m(m̄,p) = ε4
(
m̄2 − κ

2
)1/2 +

(
p2 + m̄2

)1/2
,

|j − τ | ≤ s, s′ ≤ j + τ, −s ≤ s3 ≤ s, −s′ ≤ s′3 ≤ s′,

where Ps, Ps3 , P̂s, P̂s3 , P̃s, P̃s3 are the projectors into the subspace with the corres-
ponding fixed value of s and s3.

Ps =
∏
s̃ �=s

S2 − s̃(s̃+ 1)
s(s+ 1) − s̃(s̃+ 1)

, Ps3 =
∏
s̃3 �=s3

S3 − s̃3
s3 − s̃3

, (7.6)

P̂s = W−1PsW, P̂s3 = W−1Ps3W, P̃s3 = WPs3W
−1, P̃s = WPsW

−1.

P̂s, P̂s3 , P̃s, P̃s3 may be obtained from (7.6) by the substitution

Sa → Ŝa = W−1SaW = Sa cos θ̃ +
paSbpb
p2

(1 − cos θ̃) +
1
p
εabcpbS4c sin θ̃,

Sa → S̃a = WSaW
−1 = Sa cos θ̃ +

paSbpb
p2

(1 − cos θ̃) − 1
p
εabcpbS4c sin θ̃,

θ̃ = θ1 − θ2.
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Инвариантные системы уравнений
в обобщенной механике
В.И. ФУЩИЧ, Ю.Н. СЕГЕДА, Г.А. РЕДЧЕНКО

Введение. М.В. Остроградский [1] обобщил вариационный принцип Гамильто-
на на случай, когда лагранжиан L зависит от обобщенных координат qi, обобщен-
ных скоростей q̇i и высших производных q̈i, . . . , q

(r)
i , и одновременно решил задачу

о приведении соответствующей системы уравнений

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
+
d2

dt2
∂L

∂q̈i
− · · · + (−1)r

dr

dtr
∂L

∂q
(r)
i

= 0, (1)

N — число степеней свободы, к каноническому виду.
Уравнения (1) в общем случае порядка 2r.
В настоящее время механику материальных систем, описываемую уравнения-

ми вида (1), принято называть обобщенной механикой Лагранжа–Остроградско-
го (ЛО).

Уравнения вида (1) встречаются, например, в задаче о взаимодействии двух
точечных зарядов в электродинамике [2, 3]. Это говорит о том, что механика ЛО
является неформальным обобщением механики Лагранжа и может иметь разли-
чные физические приложения.

В работе [4] поставлена задача об исследовании теоретико-групповой структу-
ры механики ЛО. В данной статье изучим групповые свойства уравнений вида (1)
четвертого порядка, описывающих движение системы двух частиц.

Более точно задача формулируется следующим образом. Рассмотрим уравнения
4-го порядка

∂L

∂qαi
− d

dt

∂L

∂q̇αi
+
d2

dt2
∂L

∂q̈αi
= 0, (1′)

qαi — обобщенные координаты частиц, α = 1, 2; i = 1, 2, . . . , N .
Пусть система (1′) разрешена относительно старших производных. В качестве

обобщенных координат системы выберем декартовы координаты. Обозначая коор-
динаты первой частицы символом xi, а второй yj , систему уравнений (1′) можно
записать в виде

S :


x

(4)
i = f Ii

(
t, �x, �y,

·
�x,

·
�y,

··
�x,

··
�y,

···
�x,

···
�y

)
,

y
(4)
i = f IIi

(
t, �x, �y,

·
�x,

·
�y,

··
�x,

··
�y,

···
�x,

···
�y

)
.

(2)

Пусть заданы преобразования независимых и зависимых переменных

t→ t′ = ϕ(t, �x, �y; a), �x→ �x ′ = ψ(t, �x, �y; a), �y → �y ′ = χ(t, �x, �y; a), (3)

образующие некоторую однопараметрическую группу G.

Украинский математический журнал, 1980, 32, № 4, С. 569–576.
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Определение. Уравнения (2) назовем инвариантными относительно преобра-
зований (3), если выполняются соотношения

x
(4)′

i = f Ii

(
t′, �x ′, �y ′,

·
�x ′,

·
�y ′, . . . ,

···
�y ′
)
, y

(4)′

i = f IIi

(
t′, �x ′, �y ′,

·
�x ′,

·
�y ′, . . . ,

···
�y ′
)
.(2′)

Наша задача состоит в следующем: описать всевозможные функции f Ii , f
II
i ,

при которых система (2) инвариантна относительно смещений координат и вре-
мени, масштабных и проективных преобразований, а также преобразований Гали-
лея. Тот факт, что система (4) содержит уравнения четвертого порядка, позволяет
найти новый класс преобразований, оставляющих уравнения (4) инвариантными,
подобно тому, как уравнения второго порядка допускают преобразования Галилея.
Эти новые преобразования соответствуют переходу к неинерциальным системам
отсчета. Естественно поэтому назвать их обобщенными преобразованиями Гали-
лея.

Для решений поставленной задачи воспользуемся понятием продолженного
оператора группы [5]

X̃ = ξt
∂

∂t
+ ξxi

∂

∂xi
+ ξyi

∂

∂yi
+ ξẋi

∂

∂ẋi
+ · · · + ξ

y
(4)
i

∂

∂y
(4)
i

, (4)

где

ξt =
dt′

da

∣∣∣
a=0

, ξxi
=
dx′i
da

∣∣∣
a=0

, . . . , ξ(r)xi
=
dx

(r)′

i

da

∣∣∣
a=0

, . . .

Как показано в [5], необходимым и достаточным условием инвариантности
уравнений (2) относительно группы преобразований (3) является выполнение ра-
венства

X̃S|S = 0, S ≡
{

x
(4)
i − f Ii = 0,
y
(4)
i − f IIi = 0.

(5)

Условие (5) означает, что искомая система уравнений (2) образует инвариантное
дифференциальное многообразие группы преобразований (3).
1. Инвариантность относительно сдвигов и масштабных преобразований.

1. Для простоты изложения, здесь и в последующих разделах ограничимся одной
пространственной координатой, т.е. исследуем систему уравнений вида

x
(4)
1 = f1

(
t, x1, x2,

·
x1,

·
x2, . . . ,

···
x1,

···
x2

)
,

x
(4)
2 = f2

(
t, x1, x2,

·
x1,

·
x2, . . . ,

···
x1,

···
x2

)
,

(2′′)

где x1 ≡ x, x2 ≡ y, и т.д. Обобщение на случай большего числа пространственных
координат очевидно.

Рассмотрим преобразование смещения времени

t′ = t+ a, x′1 = x1, x′2 = x2. (3′)

В этом случае согласно (4) имеем ξt = 1, ξx1 = ξx2 = 0; ξẋ1 = ξẋ2 = · · · =

ξ
x
(4)
1

= ξ
x
(4)
2

= 0, и оператор X̃ имеет весьма простой вид: X̃ =
∂

∂t
. Условие
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инвариантности (5) сводится к уравнениям:
∂f1
∂t

= 0,
∂f2
∂t

= 0. Следовательно,

уравнения (2′′) инвариантны относительно временных трансляций, если функции
f1 и f2 не зависят от времени:

fα ≡ fα

(
x1, x2,

·
x1,

·
x2, . . . ,

···
x2

)
, α = 1, 2. (6)

В случае пространственных трансляций t′ = t, x′1 = x1 + a, x′2 = x2 + a, имеем

ξt = 0, ξx1 = ξx2 = 1, ξẋ1 = ξẋ2 = · · · = ξ
x
(4)
2

= 0, (3′′)

вследствие чего условие (5) сводится к системе уравнений

∂fα
∂x1

+
∂fα
∂x2

= 0, α = 1, 2,

общее решение которой, очевидно, следующее:

fα ≡ fα

(
t, x1 − x2,

·
x1,

·
x2, . . . ,

···
x2

)
, α = 1, 2. (7)

Таким образом, уравнения (2′′) инвариантны относительно преобразования сме-
щения координат в том и только том случае, если функции fα зависят от разности
координат.

2. Рассмотрим масштабные преобразования координат:

t′ = t, x′1 = ax1, x′2 = ax2, (3′′′)

где a — вещественный параметр.
Коэффициенты оператора X̃ в этом случае равны:

ξt = 0, ξx1 = x1, ξx2 = x2, ξẋ1 = ẋ1, ξẋ2 = ẋ2, ξẍ1 = ẍ1, ξẍ2 = ẍ2,

ξ···
x 1

=
···
x1, ξ···

x 2
=

···
x2, ξ

x
(4)
1

= x
(4)
1 , ξ

x
(4)
2

= x
(4)
2 .

Если подставить оператор X̃ с этими коэффициентами в уравнение (5), то в каче-
стве условия инвариантности получим систему уравнений

x1
∂fα
∂x1

+ x2
∂fα
∂x2

+ ẋ1
∂fα
∂ẋ1

+ ẋ2
∂fα
∂ẋ2

+ ẍ1
∂fα
∂ẍ1

+ ẍ2
∂fα
∂ẍ2

+

+
···
x1
∂fα

∂
···
x1

+
···
x2
∂fα

∂
···
x2

= fα, α = 1, 2,
(8)

Общее решение системы (8) представляется в виде

Fα

(
t,
x1

x2
,
x1

ẋ1
,
ẋ1

ẋ2
,
x1

ẍ1
,
x2

ẍ2
,
x1
···
x1

,
x2
···
x2

,
x1

f1
,
x2

f2

)
= 0, (9)

где Fα — произвольные дифференцируемые функции.
Если, в частности, систему (9) разрешить относительно f1 и f2, то получим

такое представление для fα: fα = xaΦα

(
t,
x1

x2
,
x1

ẋ1
,
ẋ1

ẋ2
,
x1

ẍ1
,
x2

ẍ2
,
x1
···
x1

,
x2
···
x2

)
, где Φα —

произвольные дифференцируемые функции.
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Результат этого раздела сформулируем в виде утверждения.

Теорема 1. Для того, чтобы уравнение (2′′) было инвариантным относитель-
но масштабного преобразования координат, необходимо и достаточно, чтобы
правые части уравнений удовлетворяли условиям (9), где F1 и F2 — произволь-
ные дифференцируемые функции.

3. Пусть задано масштабное преобразование времени

t′ = bt, x′1 = x1, x′2 = x2, (3IV)

b — вещественный параметр.
Согласно (4) для оператора X̃ имеем выражение

X̃ = t
∂

∂t
− ẋ1

∂

∂ẋ1
− ẋ2

∂

∂ẋ2
− 2ẍ1

∂

∂ẍ1
− 2ẍ2

∂

∂ẍ2
−

−3
···
x1

∂

∂
···
x1

− 3
···
x2

∂

∂
···
x2

− 4x(4)
1

∂

∂x
(4)
1

− 4x(4)
2

∂

∂x
(4)
2

,

а в качестве условия инвариантности (5) получим систему уравнений в частных
производных первого порядка:

X̃ = t
∂fα
∂t

− ẋ1
∂fα
∂ẋ1

− ẋ2
∂fα
∂ẋ2

− 2ẍ1
∂fα
∂ẍ1

− 2ẍ2
∂fα
∂ẍ2

−

−3
···
x1
∂fα

∂
···
x1

− 3
···
x2
∂fα

∂
···
x2

= −4fα, α = 1, 2,
(10)

общее решение которой имеет вид

Φα
(
x1, x2, ẋ1t, ẋ2t, ẍ1t

2, ẍ2t
2,

···
x1t

3,
···
x2t

3, f1t
4, f2t

4
)

= 0, (11)

где Φα — произвольные дифференцируемые функции.
Итак, мы пришли к такому результату.

Теорема 2. Для инвариантности уравнений (2′′) относительно масштабного
преобразования времени (3IV) необходимо и достаточно, чтобы их правые ча-
сти удовлетворяли уравнениям (11), где Φα — произвольные дифференцируемые
функции.

Если уравнения (11) разрешимы относительно f1 и f2, то

fα = t−4Ψα

(
x1, x2, ẋ1t, ẋ2t, ẍ1t

2, ẍ2t
2,

···
x1t

3,
···
x2t

3
)
, (11′)

т. е. уравнения (2′′) инвариантны относительно масштабного преобразования вре-
мени, если правые части уравнений — однородные по t функции порядка m = −4 и
имеют представление (11′), где Ψα — произвольные дифференцируемые функции.
2. Проективные и обобщенные масштабные преобразования. Рассмотрим

проективные преобразования

t′ =
t

1 − γt
, x′1 =

x1

1 − γt
, x′2 =

x2

1 − γt
(3V)

и обобщенные масштабные преобразования

t′ = e2λt, x′1 = eλx1, x′2 = eλx2, (3VI)
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γ, λ — вещественные параметры.
Преобразования (3V), (3VI) образуют двухпараметрическую некоммутативную

группу Ли, которая вместе с 10-параметрической группой Галилея образует 12-
параметрическую группу.

1. Выясним, при каких условиях уравнения (2′′) инвариантны относительно пре-
образований (3V), (3VI). Сначала рассмотрим преобразования (3V). Согласно (4),
имеем ξt = t2, ξx1 = tx1, ξx2 = tx2, для коэффициентов ξẋ1 , ξẍ1 , . . ., согласно [5],
получаем выражения

ξẋ1 = x1 − ẋ1t, ξẋ2 = x2 − ẋ2t, ξẍ1 = −3ẍ1t, ξẍ2 = −3ẍ2t,

ξ···
x 1

= −3ẍ1 − 5
···
x1t, ξ···

x 2
= −3ẍ2 − 5

···
x2t,

ξ
x
(4)
1

= −8
···
x1 − 7tx(4)

1 , ξ
x
(4)
2

= −8
···
x2 − 7tx(4)

2 .

Условие инвариантности (5) сводится к системе уравнений в частных производных

t2
∂fα
∂t

+ tx1
∂fα
∂x1

+ tx2
∂fα
∂x2

+ (x1 − ẋ1t)
∂fα
∂ẋ1

+ (x2 − ẋ2t)
∂fα
∂ẋ2

−

−3ẍ1t
∂fα
∂ẍ1

− 3ẍ2t
∂fα
∂ẍ2

− (3ẋ1 + 5t
···
x1)

∂fα

∂
···
x1

− (3ẋ2 + 5t
···
x2)

∂fα

∂
···
x2

=

= −(8
···
xα + 7tfα), α = 1, 2,

(12)

общее решение которой представимо в виде

Fα(ω1, ω2, . . . , ω10) = 0, α = 1, 2, (13)

где Fα — произвольные дифференцируемые функции, а ее аргументы — первые
интегралы характеристической системы уравнений (12):

ω1(t, x1, x2, . . . , f1, f2) =
x1

t
= C1, ω2 =

x2

t
= C2, ω3 = x1x1 − x2

1

t
= C3,

ω4 = x3
1ẍ1 = C4, ω5 = x3

2ẍ2 = C5, ω6 =
···
x1t

5 + 3x3
1ẍ1t = C6,

ω7 =
···
x2t

5 + 3x3
2ẍ2t = C7, ω8 =

···
x2 +

3
ẍ2t

= C8,

ω9 = f1t
7 − 12x3

1ẍ1t
2 − 4

3
···
x1x

5
1t− 4x8

1ẍ1t
3 = C9,

ω10 = f2t
7 − 12x3

2ẍ2t
2 − 4

3
···
x2x

5
2t− 4x8

2ẍ2t
3 = C10,

(14)

C1, . . . , C10 — произвольные постоянные.
Сформулируем результат.

Теорема 3. Для того чтобы, уравнения (2′′) были инвариантными относи-
тельно проективных преобразований (3V), необходимо и достаточно, чтобы
функции f1 и f2 удовлетворяли уравнениям (13), где Fα дифференцируемые
функции, зависящие от переменных, определяемых соотношениями (14).

2. В случае обобщенных масштабных преобразований (3VI) ξt = 2t, ξx1 =
x1, ξx2 = x2. Вычисляя по известным правилам [5] коэффициенты ξẋ1 , ξẋ2 , . . .
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оператора X̃ и подставляя в (5), получаем следующее условие инвариантности
системы (2′′) относительно (3VI):

2t
∂fα
∂t

+ x1
∂fα
∂x1

− ẋ1
∂fα
∂ẋ1

− 3ẍ1
∂fα
∂ẍ1

− 5
···
x1
∂fα

∂
···
x1

+ x2
∂fα
∂x2

−

−ẋ2
∂fα
∂ẋ2

− 3ẍ2
∂fα
∂ẍ2

− 5
···
x2
∂fα

∂
···
x2

= −7fα, α = 1, 2.
(15)

Общее решение системы (15) представимо в виде

Φα(ω1, ω2, . . . , ω10) = 0, α = 1, 2, (16)

где переменные ω1, . . . , ω10 определяются соотношениями

ω1 =
x2

1

t
= C1, ω2 = x1ẋ1 = C2, ω3 = x3

1ẍ1 = C3, ω4 = x5
1

···
x1 = C4,

ω5 = f1t
7/2 = C5, ω6 =

x2
2

t
= C6, ω7 = x2ẋ2 = C7, ω8 = x3

2ẍ2 = C8,

ω9 = x5
2

···
x2 = C9, ω10 = f2t

7/2 = C10,

(17)

а Φ1, Φ2 как обычно, предполагаются дифференцируемыми функциями.
Если уравнения (16) удается разрешить относительно f1 и f2, то уравнения

(2′′) принимают вид

fα = t−7/2Ψα

(
x2

1

t
, x1ẋ1, x

3
1ẍ1, x

5
1

···
x1,

x2
2

t
, x2ẋ2, x

3
2ẍ2, x

5
2

···
x2

)
,

где Ψα — произвольные дифференцируемые функции.
Подытожим сказанное.

Теорема 4. Для того чтобы уравнения (2′′) были инвариантными относитель-
но масштабных преобразований (3VI), необходимо и достаточно, чтобы фун-
кции f1 и f2 удовлетворяли уравнениям (16) с произвольными дифференцируе-
мыми функциями Φα.

3. Обобщенные галилеевские преобразования. Известно, что если в какой-
либо инерциальной системе отсчета выполняется равенство

ẍ′i = ẍi, (18)

то оно выполняется и во всех других инерциальных системах. Это утверждение
составляет содержание принципа относительности Галилея.

Совокупность преобразований, удовлетворяющих условию (18), очевидно, зада-
ется равенствами

x′i = xi + vit+ ai, (19)

где ai, vi — вещественные параметры, и называются преобразованиями Галилея.
В случае системы уравнений четвертого порядка (2′′) естественно рассматри-

вать преобразования, удовлетворяющие условиям

x(4)′ = x(4). (20)
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Интегрируя (20), получаем

x′ = x+ a(1)t+ a(2)t2 + a(3)t3 + a(0). (21)

Преобразования (21) в случае одной пространственной координаты образуют
4-параметрическую коммутативную группу Ли, а в случае 3-пространственных ко-
ординат — 12-параметрическую группу. Они содержат, очевидно, преобразования
(19) как подгруппу. Параметры a(2) и a(3) задают преобразования к неинерциаль-
ным системам отсчета, движущимся относительно исходной с ускорениями a(2) и
a(3).

Опишем уравнения (2′′), инвариантные относительно преобразований

t′ = t, x′1 = x1 + a(1)t+ a(2)t2 + a(3)t3 + a(0),

x′2 = x2 + a(1)t+ a(2)t2 + a(3)t3 + a(0).
(3VII)

Найдем операторы X̃, соответствующие каждому параметру a(0), a(1), a(2), a(3) в
отдельности. Из (4) имеем соответственно

X̃(0) =
∂

∂x1
+

∂

∂x2
, X̃(1) = t

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
+

∂

∂ẋ1
+

∂

∂ẋ2
,

X̃(2) = t2
(

∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
+ 2t

(
∂

∂ẋ1
+

∂

∂ẋ2

)
+ 2
(

∂

∂ẍ1
+

∂

∂ẍ2

)
,

X̃(3) = t3
(

∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
+ 3t2

(
∂

∂ẋ1
+

∂

∂ẋ2

)
+ 6t

(
∂

∂ẍ1
+

∂

∂ẍ2

)
+

+ 6

(
∂

∂
···
x1

+
∂

∂
···
x2

)
.

(22)

Учитывая (5) и (22), получаем уравнения

∂fα
∂x1

+
∂fα
∂x2

= 0, t

(
∂fα
∂x1

+
∂fα
∂x2

)
+
∂fα
∂ẋ1

+
∂fα
∂ẋ2

= 0,

t2
(
∂fα
∂x1

+
∂fα
∂x2

)
+ 2t

(
∂fα
∂ẋ1

+
∂fα
∂ẋ2

)
+ 2
(
∂fα
∂ẍ1

+
∂fα
∂ẍ2

)
= 0,

t3
(
∂fα
∂x1

+
∂fα
∂x2

)
+ 3t2

(
∂fα
∂ẋ1

+
∂fα
∂ẋ2

)
+ 6t

(
∂fα
∂ẍ1

+
∂fα
∂ẍ2

)
+

+6

(
∂fα

∂
···
x1

+
∂fα

∂
···
x2

)
= 0, α = 1, 2.

(23)

Нетрудно проверить, что общие решения уравнений (23) задаются соотношениями

fα ≡ f0
α

(
t, x1 − x2, ẋ1, ẋ2, ẍ1, ẍ2,

···
x1,

···
x2

)
,

fα ≡ f1
α

(
t, x1 − x2, ẋ1 − ẋ2, xα − ẋαt, ẍ1, ẍ2,

···
x1,

···
x2

)
,

fα ≡ f2
α

(
t, x1 − x2, ẋ1 − ẋ2, ẍ1 − ẍ2, 2xα − ẋαt, 2xα − ẍαt

2,
···
x1,

···
x2

)
,

fα ≡ f3
α

(
t, x1 − x2, ẋ1 − ẋ2, ẍ1 − ẍ2,

···
x1 − ···

x2, 3xα − ẋαt, 6xα − ẍαt
2,

6xα − ···
xαt

3
)
, α = 1, 2,

(24)



54 В.И. Фущич, Ю.Н. Сегеда, Г.А. Редченко

причем f0
α, . . . , f

3
α предполагаются произвольными дифференцируемыми функция-

ми.
Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема 5. Для инвариантности системы (2′′) относительно однопараметри-
ческих преобразований (3VII) необходимо и достаточно, чтобы функции f1 и
f2 были дифференцируемыми и представлялись в виде (24).
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Уравнения движения для частиц
произвольного спина, инвариантные
относительно группы Галилея
А.Г. НИКИТИН, В.И. ФУЩИЧ

The first and the second order differential equations are derived which are invariant
under the Galilei group and describe the motion of a particle with arbitrary spin. These
equations admit the Lagrangian formulation and describe the dipole, spin-orbital and
Darwin couplings of a particle with external electromagnetic field which are consi-
dered traditionally as pure relativistic effects. The problem of the motion of spin 1/2
nonrelativistic particle in an external electromagnetic field is exactly solved.

Выведены системы дифференциальных уравнений первого и второго порядков, инва-
риантные относительно группы Галилея и описывающие движение частицы с прои-
звольным спином. Эти уравнения допускают лагранжеву формулировку и описывают
дипольное, спин-орбитальное и дарвиновское взаимодействия частицы с внешним
электромагнитным полем, которые традиционно считались чисто релятивистскими
эффектами. Приведены примеры бесконечнокомпонентных уравнений, инвариантных
относительно группы Галилея. Точно решена задача о движении нерелятивистской
частицы со спином s = 1/2 в однородном магнитном поле.

Введение
Релятивистские уравнения движения для частиц с произвольным спином вы-

зывают большой и устойчивый интерес физиков и математиков (см. [1] и цитиру-
емую там литературу). И в то же время имеется удивительно мало публикаций,
посвященных уравнениям, инвариантным относительно группы Галилея. Между
тем еще в 1954 г. Баргман [2] показал, что с помощью центрального расширения
группы Галилея понятие спина частицы может быть последовательно введено и в
нерелятивистскую квантовую механику.

В [3, 4] получены галилеевски-инвариантные дифференциальные уравнения
первого порядка, описывающие движение нерелятивистской частицы произвольно-
го спина. Эти уравнения описывают дипольное взаимодействие частицы с
внешним полем, но не учитывают такие хорошо известные физические эффекты,
как спин-орбитальное и дарвиновское взаимодействия.

В настоящей работе с использованием методики, разработанной в [1, 5, 6] для
вывода пуанкаре-инвариантных уравнений, получены галилеевски-инвариантные
уравнения движения для частицы с произвольным спином s, позволяющие опи-
сать указанные взаимодействия. Это достигнуто с помощью расширения группы
Галилея G до группы G∗, включающей преобразование одновременного отражения
координат и времени. Полученные уравнения имеют шредингерову форму

i
∂Ψ(t,x)

∂t
= Hs(p)Ψ(t,x), pa = −i ∂

∂xa
(0.1)

Теоретическая и математическая физика, 1980, 44, № 1, С. 34–46.
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(где Hs(p) — некоторый дифференциальный оператор второго порядка, Ψ — 2(2s+
1)-компонентная волновая функция), допускают лагранжеву формулировку и опи-
сывают дипольное, спин-орбитальное, дарвиновское и квадрупольное взаимодей-
ствия частицы спина s с внешним электромагнитным полем. Это означает, в ча-
стности, что перечисленные взаимодействия, которые обычно вводятся как реля-
тивистские поправки, могут последовательно рассматриваться в рамках нереляти-
вистской квантовой механики.

В работе получены также галилеевски-инвариантные дифференциальные урав-
нения первого порядка, описывающие движение частицы с произвольным спином.
После минимальной замены pµ → ∂µ− eAµ эти уравнения также описывают спин-
орбитальное и дарвиновское взаимодействия частицы с полем. Приведен пример
бесконечнокомпонентных уравнений, инвариантных относительно группы Галилея.

1. Основные определения и постановка задачи
Группой Галилея G называется совокупность преобразований координат xa

(a = 1, 2, 3) и времени t следующего вида:

xa → x′a = Rabxb + Vat+ ba, t→ t′ = t+ b0, (1.1)

где Rab — оператор трехмерного поворота, Va и bµ — произвольные действительные
параметры.

Представление группы G однозначно определяется заданием явного вида ин-
финитезимальных операторов Pµ, Ja и Ga, соответствующих сдвигам, поворотам
и собственно галилеевским преобразованиям координат.

Определение. Будем говорить, что уравнение (0.1) инвариантно относительно
группы Галилея, если гамильтониан Hs = P0 и генераторы Pa, Ja, Ga удовле-
творяют коммутационным соотношениям

[Pa, Pb] = 0, [Pa, Jb] = iεabcPc, (1.2а)

[Ga, Gb] = 0, [Ga, Jb] = iεabcGc, (1.2б)

[Pa, Gb] = iδabM, [M,Pµ] = [M,Ja] = [M,Ga] = 0, (1.2в)

[Hs, Pa] = [Hs, Ja] = 0, (1.2г)

[Hs, Ga] = iPa, a, b = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3. (1.2д)

Соотношения (1.2) определяют алгебру Ли группы Галилея. Алгебра (1.2) имеет
три инвариантных оператора (оператора Казимира)

2MC1 = 2MP0 − PaPa, C2 = M,

C3 = (MJa − εabcPbGc)(MJa − εadePdGe).
(1.3)

Собственные значения операторов C1, C2 и C3 ассоциируются с внутренней энер-
гией, спином и массой частицы, описываемой инвариантным уравнением (0.1).

Задачу нахождения всех возможных (с точностью до эквивалентности) гали-
леевски-инвариантных уравнений вида (0.1) мы решим в двух, вообще говоря,
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неэквивалентных подходах. В подходе I задача формулируется следующим обра-
зом: найти все такие гамильтонианы H I

s, чтобы операторы

P I
0 = H I

s, P I
a = pa = −i ∂

∂xa
,

J Ia = (x× p)a + Sa, GI
a = tpa −mxa + λIa

(1.4)

удовлетворяли алгебре Ли расширенной группы Галилея (1.2). Здесь

Sc =
(
sc 0
0 sc

)
, (a, b, c) — цыкл (1, 2, 3); (1.5)

sc — генераторы неприводимого представления D(s) группы O(3), m — параметр,
задающий массу частицы, λIa — некоторые числовые матрицы, явный вид которых
мы определим ниже.

Формулы (1.4) задают общий вид генераторов группы Галилея, соответствую-
щих локальным преобразованиям 2(2s + 1)-компонентной волновой функции при
переходе к новой системе координат (1.1),

Ψ(t,x) → Ψ′(t′,x′) = exp[if(t,x)]Ds(Rab, va)Ψ(t,x), (1.6)

где Ds(Rab, va) — некоторая числовая матрица, зависящая от параметров преобра-
зования (1.1), f(t,x) — фазовый множитель [2]:

f(t,x) = mvaRabxb +
1
2
mvava. (1.7)

Мы убедимся ниже, что операторы H I
s всегда могут быть выбраны такими, чтобы

уравнение (0.1) было инвариантно также относительно антиунитарного преобразо-
вания отражения координат и времени:

Ψ(t,x) → r1Ψ∗(−t,−x), r21 = 1, (1.8)

где r1 — некоторая матрица.
В подходе II задача сводится к определению всех возможных дифференциаль-

ных операторов H II
s таких, чтобы генераторы

P II
0 = H II

s , P II
a = pa = −i ∂

∂xa
,

J IIa = (x× p)a + Sa, GII
a = tpa − σ3mxa + λIIa

(1.9)

удовлетворяли алгебре (1.2). Здесь σ3 — одна из матриц Паули

σ0 =
(
I 0
0 I

)
, σ1 =

(
0 I
I 0

)
, σ2 =

(
0 −I
I 0

)
, σ3 =

(
I 0
0 −I

)
,

I и 0 — (2s+1)-рядные квадратные единичная и нулевая матрицы, λIIa — некоторые
операторы (в общем случае зависящие от pa), которые нам также предстоит найти.
Можно показать, что формулы (1.9) задают общий вид генераторов группы G, при
котором уравнение (0.1) инвариантно относительно унитарного преобразования
Ψ(t,x) → r2Ψ(−t,−x), r2 = σ2.
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Потребуем, чтобы генераторы (1.9) были эрмитовы относительно обычного при-
нятого в квантовой механике скалярного произведения

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3x Ψ†

1Ψ2. (1.10)

Существенное отличие представления (1.4) от (1.9) состоит в том, что генера-
торы H I

s, G
I
a неэрмитовы относительно (1.10), но эрмитовы в гильбертовом про-

странстве со скалярным произведением

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3x Ψ†

1M̂Ψ2, (1.11)

где M̂ — некоторый положительно-определенный дифференциальный оператор,
или относительно индефинитной метрики, когда M̂ в (1.11) — некоторая числовая
положительно-неопределенная матрица. Явный вид M̂ будет найден ниже. Таким
образом, усложнение метрики — это та цена, которую приходится платить за
локальные преобразования (1.6) волновой функции. Аналогичная ситуация имеет
место и для релятивистских уравнений [1].

Потребуем, чтобы H II
s удовлетворял условию(

H II
s

)
=
(
m+ p2/2m

)2
. (1.12)

Это эквивалентно требованию, чтобы внутренняя энергия частицы совпадала с ее
массой.

Таким образом, задача нахождения галилеевски-инвариантных уравнений вида
(0.1) сводится к решению системы соотношений (1.2) для операторов (1.4) и (1.9).

2. Явный вид гамильтонианов HI
s

Решение задачи I приведем в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Все возможные (с точностью до эквивалентности) гамильтони-
аны H I

s, удовлетворяющие совместно с генераторами (1.4) коммутационным
соотношениям (1.2), (1.4), задаются формулами

H I
s = σ3ηm− 2iηkσ1S · p+

1
2m

Cabpapb, a, b = 1, 2, 3, (2.1а)

H̃ I
s = σ1η̃m+

p2

2m
− 2ηk(σ2 − iσ3)S · p, (2.1б)

где Cab = δab−2ηk2(σ3 + iσ2)(SaSb+SbSa), η, k и k̃ — произвольные параметры.
Доказательство. Определим сначала явный вид матриц λIa из (1.4). Из (1.2б)
получаем для λIa следующие уравнения:

[λIa, λ
I
b] = 0, [λIa, Sb] = iεabcλ

I
c, [Sa, Sb] = iεabcSc. (2.2)

Из (1.5), (2.2) заключаем, что матрицы λIa, не умаляя общности, можно предста-
вить в форме

λIa = k(σ3 + iσ2)Sa, (2.3)

где k — произвольный коэффициент.
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Найдем общий вид гамильтониана H I
s в представлении, где λ

I
a = 0. Переход к

такому представлению осуществляется с помощью оператора [7]

V = exp
(
iλI · p/m

)
= 1 + iλI · p/m. (2.4)

Используя (2.4), получаем(
H I
s

)′ = V H I
sV

−1,
(
P I
a

)
= V P I

aV
−1 = pa,

J ′
a = V JaV

−1 = Ja,
(
GI
a

)
= V GI

aV
−1 = tpa −mxa.

(2.5)

Из (2.5), (1.2) заключаем, что общий вид оператора
(
H I
s

)′
задается формулой(

H I
s

)′
= p2/2m+A, A = σµa

µm, (2.6)

где aµ — произвольные коэффициенты, причем, не умаляя общности, можно по-
ложить a0 = 0.

Можно показать, что с помощью преобразований, не изменяющих общего вида
λIa (2.3), матрица A (2.6) сводится к одной из следующих форм:

A = σ3ηm или A = σ1η̃m. (2.7)

Подставив (2.7) в (2.6), с помощью преобразования, обратного (2.5), приходим
к формулам (2.1). Теорема доказана.

Формулы (2.1) задают нерелятивистские гамильтонианы для частиц с прои-
звольным спином. В случае s = 1/2, k = −i, η = 1 уравнение (0.1), (2.1а) может
быть записано в компактной форме

(γµpµ −m) Ψ = (1 + γ4 − γ0)
p2

2m
Ψ, (2.8)

где γ0 = σ3, γa = −2iσ2Sa, γ4 = iγ0γ1γ2γ3 — матрицы Дирака.
Отметим, что все гамильтонианы (2.1) принадлежат классу дифференциаль-

ных операторов второго порядка, что априори не требовалось. В рамках группы
Пуанкаре гамильтонианы частицы с произвольным спином бывают, как правило,
интегродифференциальными операторами [1, 5].

Параметры k, η и η̃ всегда можно выбрать такими, чтобы уравнения (0.1), (2.1)
были инвариантны относительно антиунитарной операции отражения координат и
времени (1.8). Необходимым и достаточным условием такой инвариантности явля-
ется одновременное выполнение соотношений

η∗ = ±η, k∗ = ±k или η̃∗ = η̃, k∗ = k, (2.9)

при этом r1 = σ1∆, если η∗ = −η, k∗ = −k или η̃∗ = η, k∗ = k, r1 = ∆, если

η∗ = η, k∗ = k, ∆ =
(

∆′ 0
0 ∆′

)
, где ∆′ — матрицы, определяемые с точностью

до фазы соотношениями [8]

∆′sa = −s∗a∆′, (∆′)2 = (−1)2s.

Таким образом, при ограничениях на параметры η, η̃ и k, задаваемых форму-
лами (2.9), уравнения (0.1), (2.1) инвариантны относительно расширенной группы
Галилея, включающей преобразования (1.8).



60 А.Г. Никитин, В.И. Фущич

Гамильтонианы (2.1) и операторы (1.4), (2.3) неэрмитовы в скалярном произве-
дении (1.10). Однако эти операторы эрмитовы в метрике (1.11), где M̂ — положи-
тельно-определенный оператор

M̂ =
(
V −1

)+
V −1 = 1 + [i(k − k∗)σ3 − (k + k∗)σ2]S · p/m+

+2(k∗k)(1 + σ1)(S · p)2/m2.
(2.10)

Кроме того, если η, k и η̃ удовлетворяют условиям (2.9), гамильтонианы (2.1)
эрмитовы в индефинитной метрике вида (1.11), когда

M̂ = ξ =
{
σ3, если η∗ = η, k∗ = k, η̃∗ = −η,
σ2, если η∗ = −η, k∗ = −k, η̃∗ = −η̃. (2.11)

Если выполняется (2.11), то уравнения (0.1), (2.1) могут быть получены с по-
мощью вариационного принципа. Соответствующие лагранжианы имеют вид

L(t,x) =
i

2

(
Ψ̄
∂Ψ
∂t

− ∂Ψ̄
∂t

Ψ
)
− ηmΨ̄σ3Ψ−

−ηk
(

Ψ̄σ1Sa
∂Ψ
∂xa

− ∂Ψ̄
∂xa

σ1SaΨ
)
− 1

2m
∂Ψ̄
∂xa

Cab
∂Ψ
∂xb

,

(2.12а)

когда H I
s задается формулой (2.1а), и

L(t,x) =
i

2

{
Ψ̄
∂Ψ
∂t

− ∂Ψ̄
∂t

Ψ − 2iη̃mΨ̄σ1Ψ+

+2η̃k
[
Ψ̄(σ2 − iσ3)Sa

∂Ψ
∂xa

− ∂Ψ̄
∂xa

(σ2 − iσ3)SaΨ
]}

− 1
2m

∂Ψ̄
∂xa

∂Ψ
∂xb

,

(2.12б)

если гамильтониан имеет вид (2.16). Здесь Ψ̄ = Ψ†ξ.
Лагранжианы (2.12) являются скалярами относительно преобразований (1.1),

(1.6), где

Ds(Rab, Va) =
(
1 + iλI · v

)
Ds(Rab), (2.13)

где Ds(Rab) — матрицы, реализующие прямую сумму двух неприводимых пред-
ставлений D(s) ⊕D(s) группы SO(3).

3. Явный вид гамильтонианов HII
s

Решим задачу II, т. е. найдем дифференциальные операторы, удовлетворяющие
совместно с (1.9) соотношениям (1.2), (1.12).

Теорема 2. Все возможные (с точностью до преобразований эквивалентно-
сти) дифференциальные операторы H II

s , которые эрмитовы в метрике (1.10) и
удовлетворяют условиям (1.2), (1.9), (1.12), задаются формулами

H II
s = σ3

[
m+

p2

m
− (SaSb + SbSa)papb

2mS2
sin2 θs

]
+

+σ2

√
2 sin θs

S · p
S

+ σ1

[
as
p2

2m
+

bs
4ms2

(SaSb + SbSa)papb

]
,

(3.1)
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где

a1/2 = sin 2θ1/2, b1/2 = 0, a1 = 1, b1 = sin 2θ1,

a3/2 = b3/2 − 5
4

sin 2θ3/2 = −1
8

sin 2θ3/2 − 3
4

sin θ3/2

(
1 − 1

9
sin2 θ3/2

)1/2

,

as = bs = θs = 0, s > 3/2,

а θ1/2, θ1, θ3/2 — произвольные действительные параметры.

Доказательство. Прежде всего покажем, что операторы H II
s могут включать прои-

зводные не выше второго порядка. Действительно, пусть H II
s =

N∑
i=0

Hi, где Hi

содержит производные только i-го порядка, тогда из (1.12) получаем

HNHN = H+
NHN = 0 или HN = 0, если N > 2. (3.2)

Представим искомые дифференциальные операторы H II
s в виде разложения по

спиновым матрицам и 2(2s+ 1)-рядным матрицам Паули (1.9):

H II
s =

s∑
µ=0

[
asµm+ bsµ

p2

2m
+ csµS · p+ dsµ

(S · p)2
2m

]
σµ, (3.3)

где asµ, b
s
µ, c

s
µ, d

s
µ — произвольные действительные коэффициенты. Используя опе-

раторы ортогонального проектирования [1, 5]

Λr =
∏
r′ �=r

(S · p)p−1 − r′

r − r′
, r, r′ = −s,−s+ 1, . . . , s,

Λr · Λr′ = δrr′ ,
∑
r

Λr = 1,
∑
r

rlΛr =
(
S · p
p

)l
,

H II
s можно переписать в виде

H II
s =

3∑
µ=0

s∑
r=−s

[
asµm+

(
bsµ + r2dsµ

) p2

2m
+ rpc2µ

]
σµΛr. (3.4)

Операторы (3.4), очевидно, удовлетворяют условиям (1.2г), (1.10). Потребуем,
чтобы выполнялось (1.12). Подставив (3.4) в (1.12), используя ортогональность
операторов Λr и приравнивая независимые слагаемые, получаем, что asµ, b

s
µ, c

s
µ, d

s
µ

должны удовлетворять одной из следующих систем уравнений:

3∑
i=1

(asi )
2 = 0,

3∑
i=1

[
r2 (csi )

2 + asi
(
bsi + r2dsi

)]
= 1,

r∑
i=1

rcsi
(
bsi + r2dsi

)
= 0,

3∑
i=1

rcsia
s
i = 0,

3∑
i=1

(
bsi + r2dsi

)2
= 1,

as0 = bs0 = ds0 = cs0 = 0

(3.5)

или

as0 = bs0 = 1, ds0 = cs0 = asi = csi = dsi = 0, i = 1, 2, 3. (3.6)
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Общее решение уравнений (3.5), (3.4) (с точностью до преобразований эквива-
лентности, осуществляемых числовыми матрицами) и задается формулами (3.1).
Можно показать, что решение (3.6) несовместно с (1.2а), (1.2б) и (1.2д).

Для завершения доказательства теоремы достаточно теперь указать явный вид
операторов λIIa , при котором операторы (1.8) удовлетворяют соотношениям (1.2б),
(1.2д). Нетрудно убедиться, что λIIa можно выбрать в форме

λIIa = [U, σ3xa]U+, (3.7)

где

U =
(
E + σ3H

II
s

)/√
2E
(
E +

1
2
H II
s σ3 +

1
2
σ3H II

s

)
, E = m+ p2/2m, (3.8)

— оператор, диагонализующий гамильтонианы (3.1) и генераторы (1.8):

U†H II
s U = σ3E, U†GaU = tpa − σ3mxa. (3.9)

Теорема доказана.
В случае θ1/2 = π/4 уравнение (0.1), (3.1а) принимает особо простой вид

(ср. 2.8):

(γµpµ +m) Ψ = iγ4
p2

2m
Ψ. (3.10)

Уравнение (3.10) отличается от релятивистского уравнения Дирака только наличи-
ем слагаемого в правой части, которое, очевидно, нарушает инвариантность отно-
сительно группы Пуанкаре, но сохраняет инвариантность относительно группы
Галилея.

4. Нерелятивистская частица во внешнем электромагнитном поле
Для того, чтобы перейти к описанию движения заряженной частицы во вне-

шнем электромагнитном поле, сделаем в уравнении (0.1) обычную замену

pµ → πµ = pµ − eAµ, (4.1)

где Aµ — четырехвектор-потенциал внешнего поля. В результате приходим к урав-
нениям

i
∂

∂t
Ψ(t,x) = Hα

s (π, A0)Ψ(t,x), α = I, II, (4.2)

где Hα
s (π, A0) — один из гамильтонианов, полученных из (2.1), (3.1) заменой (4.1):

H I
s(π, A0) = σ3ηm+

π2

2m
− 2iηkσ1S · π + eA0−

−(σ3 + iσ2)
ηk2

m

[
(S · π)2 +

1
2
eS ·H

]
,

(4.3а)

H̃ I
s(π, A0) = σ3η̃m+

π2

2m
− 2ηk(σ2 − iσ3)S · π + eA0, (4.3б)



Уравнения движения для частиц произвольного спина 63

H II
s (π, A0) = σ3

[
m+

π2

2m
− (S · π)2

ms2
sin2 θs − e

S ·H
2ms2

sin2 θs

]
+

+σ1

[
as
π2

2m
+ bs

(S · π)2

2ms2
+ ebs

S ·H
4ms2

]
+ σ2

√
2
S · π
s

sin θs + eA0.

(4.3в)

В формулах (4.3) Ha = −iεabcπbπc — напряженность магнитного поля.
Уравнения (4.2), (4.3), очевидно, инвариантны относительно калибровочных

преобразований. Кроме того, как и до введения взаимодействия уравнения (4.3)
с гамильтонианами (4.3а), (4.3б) инвариантны относительно преобразований из
группы Галилея (1.6), (2.13), если вектор-потенциал преобразуется по закону [3]

Ab → A′
b = RbcAc, A0 → A′

0 = A0 + vaAa. (4.4)

Анализ уравнений (4.2) удобно производить в представлении, в котором опе-
раторы (4.3) квазидиагональны (т.е. коммутируют с одной из σ-матриц). Как и
в случае уравнения Дирака, гамильтонианы (4.3) могут быть диагонализованы
только приближенно. Ниже мы осуществим такую диагонализацию и представим
гамильтониан частицы с произвольным спином в виде ряда по степеням 1/m,
удобном для вычислений с использованием теории возмущений.

Диагонализация гамильтонианов (4.3) с точностью до членов порядка 1/m2

осуществляется с помощью операторов

V α = exp
(
iCαs + σ3

1
2ηαm

∂Bαs
∂t

)
exp (iBαs ) exp (iAαs ) , α = I, II,

Ṽ α = exp
(
iC̃αs

)
exp
(
iB̃αs

)
exp
(
iÃαs

)
,

(4.5)

где

AI
s = −iσ2k

S · π
m

, AII
s = −σ1

√
2 sin θs
2ms

S · π, ηI = η, ηII = 1,

BI
s = σ1

k

2m2

{
1
2η

[S · π,π2] + ik[2(S · π)2 + eS ·H] +
e

η
S ·E

}
,

CI
s = σ2

k2

m2

{
−2ik

3
(S · π)2 + iek[S · π,S ·H]+ + [(S · π)2, eA0]

}
,

BII
s = σ2

1
4m2

{
asπ

2 +
bs
2s2

[2(S · π)2 + eS ·H] +
e
√

2 sin θs
s

S ·E
}
,

CII
s = σ1

1
8m3

{√
2 sin θs
s

[
S · π,π2 − e sin2 θs

s2
S ·H

]
+

−

−4
√

2 sin3 θs
s3

(S · π)3 − ieas[π2, A0] − iebs
s2

[(S · π)2, A0]

}
,

ÃI
s = −ik(σ2 − iσ3)

S · π
m

, B̃I
s =

k

2ηm2
(σ2 − iσ3)S ·E,

C̃I
s = − ik

4η̃m3
(σ2 − iσ3)[π2,S · π] − i

2η̃m
∂B̃I

s

∂t
.
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Непосредственным вычислением получаем

[Hα
s (π, A0)]

′ = V αHα
s (π, A0)(V α)−1 = Aαm+Bα

(
π2

2m
+ eA0

)
+

+σ3eC
αS ·H

m
+

e

4m2
DαS · (π ×E −E × π) +

e

6m2
Fαs(s+ 1) divE+

+
1

12m2
GαQab

∂Ea
∂xb

+
nα

m2
S · (π ×H −H × π) +

Lαe

m2
Qab

∂Ha

∂xb
+ o

(
1
m3

)
,

[
H̃ I
s(π, A0)

]′
= Ṽ IH̃ I

s

(
Ṽ I
)−1

= σ3η̃m+
π2

2m
+ eA0 + o

(
1
m3

)
.

(4.6)

где

AI = σ3η, BI = 1, CI = −ηk2,

−DI = F I = GI = k2, nI = −3LI = ηk3,
(4.7а)

AII = BII = σ3, −CII = DII = −F II = −GII =
sin2 θs
2s2

,

nII =
√

2 sin θs
2s

(
−as +

bs
4s2

)
, LII =

√
2bs sin θs
24s2

,

Qab = (e/2){3[Sa, Sb]+ − 2δabs(s+ 1)}.

(4.7б)

Операторы (4.6), (4.7) содержат слагаемые, соответствующие дипольному (∼ S ·
H), спин-орбитальному (∼ S · (π×E−E×π)), квадрупольному (∼ Qab∂Ea/∂xb)
и дарвиновскому (∼ divE) взаимодействиям частицы с полем. Два последних сла-
гаемых в (4.6), (4.7) можно интерпретировать как магнитное спин-орбитальное
и магнитное квадрупольное взаимодействия. Аналогичную структуру имеют при-
ближенные гамильтонианы, полученные из релятивистских уравнений [5, 6]. В
случае s = 1/2, η = 1, k2 = −1, θs = π/4 семь первых слагаемых в (4.6), (4.7)
совпадают с гамильтонианом Фолди–Вуйтхойзена [9], полученным при диагонали-
зации уравнения Дирака. Таким образом, в приближении 1/m2 нерелятивистские
уравнения (4.2), (4.6), (4.7) описывают движение частицы со спином s = 1/2 во
внешнем электромагнитном поле с той же точностью, что и релятивистское урав-
нение Дирака.

Отметим, что для некоторых классов внешних полей уравнения (4.2) могут
быть решены точно. Приведем без доказательств собственные значения гамильто-
ниана (4.3б) для частицы со спином, взаимодействующей с постоянным одноро-
дным магнитным полем [10]

H II
1/2(π, A0)Ψεs3np3 = Eεs3np3Ψεs3np3 ,

Eεs3np3 = ε

{
m2 + ξ2 + p2

3 +

(
ξ2 + p2

3

)2
4m2

+
(
eH3

2m

)2

+

+ε
eH3

m

[
m2 cos2 2θ1/2 + ξ2 +

(
ξ2 + p2

3

)2
4m2

]1/2


1/2

,

где ξ2 = (2n+ 1)eH3, H1 = H2 = 0, n = 0, 1, 2, . . ., ε = ±1, s3 = ±1/2.
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5. Уравнения первого порядка
Остановимся вкратце на задаче описания галилеевски-инвариантных диффе-

ренциальных уравнений вида

FΨ = 0, F = βµp
µ + β5m, pµ − i∂/∂xµ, (5.1)

где βµ, β5 — некоторые числовые матрицы.
Уравнение (5.1) по определению инвариантно относительно группы Галилея,

если выполняются соотношения

[F,QA] = fAF, A = 1, 2, . . . , 10, (5.2)

где через QA обозначен произвольный генератор группы G : {QA} = {P0, Pa, Ga,
Ja}, а через fA — некоторые операторы, определенные на множестве решений
уравнения (5.1).

Полагая fA ≡ 0 и выбирая генераторы Pµ, Ja, Ga в форме (1.4), где Sa и λa —
произвольные матрицы (что соответствует локальным преобразованиям Галилея
(1.6) для функции Ψ), получаем из (5.2) следующую систему перестановочных
соотношений для матриц βµ, β4, λa, Sa:

[Sa, β5] = [Sa, β0] = 0, [Sa, βb] = iεabcβc,

[λa, β5] = iβa, [λa, βb] = iδabβ0, [λa, β0] = 0,
(5.3)

где λa, Sa — матрицы, удовлетворяющие соотношениям (2.2).
Таким образом, задача описания галилеевски-инвариантных уравнений вида

(5.1) сводится в нашей постановке к нахождению матриц Sa, λa, β5, βa, удовле-
творяющих условиям (2.2), (5.3).

Приведем частное решение системы (2.2), (5.3), позволяющее получить урав-
нения вида (5.1) для нерелятивистских частиц произвольного спина. Обозначим
через Skl, k, l = 1, 2, 3, 4, 5, 6, генераторы неприводимого представления группы
SO(6). Тогда матрицы

Sa =
1
2
εabcSbc, λa =

1
2
(iS6a + S5a), a = 1, 2, 3

βa = 2S4a, β0 = iS46 + S45, β5 = 2(I + iS46 − S45)
(5.4)

удовлетворяют коммутационным соотношениям (2.2), (5.3), т.е. формулы (5.4) да-
ют решение поставленной задачи.

Полагая в (5.1), (5.4) Skl = (i/4)[γk, γl], S6k = 1
2γk, где γk — эрмитовы четыре-

хрядные матрицы Дирака, получаем уравнение, эквивалентное уравнению Леви–
Леблонда [3] для частицы со спином s = 1/2. Выбирая иные представления алге-
бры Ли группы SO(6), получаем из (5.1), (5.4) уравнения для частиц с другими
значениями спина.

Уравнения (5.1), (5.4), как и уравнения второго порядка, рассмотренные выше,
позволяют описать спин-орбитальное взаимодействие частицы с внешним полем.
Так, например, полагая Skl = i[β̂k, β̂l], S6k = β̂k, где β̂k — десятирядные матри-
цы Кеммера–Деффина–Петье (которые могут быть выбраны, скажем, в форме,
приведенной в монографии [12]), и делая в (5.1) замену pµ → πµ, где πa = pa,
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π0 = p0 − eA0, мы получаем после несложных, но несколько громоздких вычисле-
ний, уравнение для трехкомпонентной волновой функции Ψ(3)

i
∂

∂t
Ψ(3) = HΨ(3), H = m+

π2

2m
+ eA0 + e

S ·E
4m

, (5.5)

где Sa — спиновые матрицы для s = 1. Посредством преобразования H → H ′ =
V HV −1, где V = exp(iS ·π/m), гамильтониан (5.5) приводится к форме, аналоги-
чной (4.6),

H ′ =
π2

2m
+ eA0 − 1

32m2
[S · (π ×E −E × π)−

−1
3
Qab

∂Ea
∂xb

− 4
3
divE

]
+ o

(
1
m3

)
.

(5.6)

Оператор (5.6), как и (4.6), (4.7), содержит слагаемые, описывающие дарви-
новское, спин-орбитальное и квадрупольное взаимодействия частицы с внешним
электрическим полем.

6. Заключительные замечания
1. Выше получены системы дифференциальных уравнений первого и второго

порядков, которые инвариантны относительно преобразований Галилея и калибро-
вочных преобразований и описывают дипольное, квадрупольное, спин-орбитальное
и дарвиновское взаимодействия частицы произвольного спина с внешним электро-
магнитным полем. Перечисленные взаимодействия, таким образом, не являются
чисто релятивистскими эффектами и могут последовательно рассматриваться в
рамках нерелятивистской квантовой механики (см. также [10, 11]).
2. Уравнения (2.8), (3.10) имеют такую структуру, что левая часть их совпа-

дает с релятивистским уравнением Дирака, а в правой части содержатся члены,
которые нарушают симметрию относительно группы Пуанкаре и обеспечивают
инвариантность уравнения относительно группы Галилея. Такой способ наруше-
ния пуанкаре-симметрии является одним из возможных подходов для получения
галилеевски-инвариантных уравнений движения частиц с произвольным спином.
Так, исходя из релятивистских уравнений без лишних компонент, выведенных в
[1, 6], с помощью добавления членов, нарушающих пуанкаре-инвариантность, но
сохраняющих симметрию относительно группы E(3), можно получить уравнения
(1.2), (2.1а).
3. Уравнения вида (0.1) и (5.1), конечно, не исчерпывают всех возможных ли-

нейных дифференциальных уравнений, инвариантных относительно группы Гали-
лея. Так, например, для описания движения нерелятивистской частицы со спином
s = 1 можно использовать галилеевски-инвариантный аналог уравнений Прока(

2mp0 − p2
)
Ψν = 0, ν = 0, 1, 2, 3,

mΨ0 − paΨa, a = 1, 2, 3.

4. Неэрмитовость генераторов (1.4) относительно обычного скалярного прои-
зведения (1.10) обусловлена неэрмитовостью конечномерных представлений алге-
бры (2.2) (которая изоморфна алгебре Ли группы Евклида E(3)). Аналогичная
ситуация имеет место и в релятивистской теории, где на решениях конечномер-
ных по спиновым индексам уравнений движения всегда реализуются неунитар-
ные представления однородной группы Лоренца, а требование унитарности этих
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представлений приводит к бесконечнокомпонентным уравнениям. Поэтому пред-
ставляет интерес рассмотреть бесконечнокомпонентные уравнения, инвариантые
относительно группы Галилея. Приведем пример таких уравнений.

Обозначим через S̃µν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4, 5) генераторы унитарного бесконечно-
мерного представления группы O(1, 5). Тогда уравнение в форме (5.1), (5.4), где
Skl = S̃kl (k, l = 1, 2, 3, 4, 5), S6k = iS̃0k, инвариантно относительно группы Гали-
лея.
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Галилеевски инвариантные уравнения
движения со спин-орбитальным
взаимодействием

А.Г. НИКИТИН, В.И. ФУЩИЧ

Хорошо известно, что если в релятивистское уравнение Дирака для электрона
ввести взаимодействие с внешним электромагнитным полем и затем приближенно
(с точностью до членов 1

m2 ) диагонализировать гамильтониан с помощью серии
преобразований Фолди–Воутхойзена, то оператор энергии будет иметь вид [1]

H = H1 +H2 +H3 +H4, (1)

где

H1 = γ0

(
m+

�π 2

2m

)
+ eA0 (2)

описывает взаимодействие точечного заряда с электромагнитным полем,

H2 = − e

2m
γ0�σ · �H — (3)

дипольное взаимодействие,

H3 = − e

8m2
�σ · (�π × �E − �E × �π) — (4)

спин-орбитальное взаимодействие,

H4 = − e

m2
div �E — (5)

дарвиновское взаимодействие. Здесь �σ = (σ1, σ2, σ3) — матрицы Паули, γ0 — диа-
гональная матрица Дирака, �π = �p− e �A.

Каждый член в формуле (1) имеет четкую физическую интерпретацию.
В 1954 г. Баргман [2] показал, что спин частицы можно последовательно ввести

в нерелятивистскую квантовую механику, если рассмотреть центральное расшире-
ние группы Галилея. В связи с этим результатом возникает задача об отыскании
уравнений движения для частицы с произвольным спином s, инвариантных отно-
сительно расширенной группы Галилея, с помощью которых можно бы описать,
например, поведение электрона во внешних электромагнитных полях. Другими
словами эту задачу можно сформулировать так: описать уравнения движения в
рамках релятивистской квантовой механики для частиц со спином, которые подо-
бно уравнению Дирака приводили бы к гамильтониану типа (1). Первые результа-
ты в этом направлении получил Леви-Леблонд [3] для частицы со спином s = 1

2 ,

Труды международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Звенигород, 28–30 но-
ября 1979 г., Москва, Наука, 1980, Т.2, С. 35–41.
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а затем Хатен и Герлей [4] для частицы с произвольным. спином. Эти уравне-
ния представляют собой систему дифференциальных уравнений первого порядка.
После введения взаимодействия в такие уравнения получаем гамильтонианы ти-
па (1), в которых, однако, отсутствуют члены, описывающие спин-орбитальное и
дарвиновское взаимодействия (т.е. члены типа H3 и H4).

Во многих книгах и статьях утверждается, что спин-орбитальное и дарвинов-
ское взаимодействия — чисто релятивистские эффекты. В дальнейшем будет по-
казано, что такое широко распространенное утверждение ошибочно, поскольку
указанные взаимодействия могут быть описаны с помощью уравнений, инвариан-
тных относительно группы Галилея. Вывод и анализ таких уравнений и является
целью настоящей работы.

Перейдем к формулировке нашей задачи. Группой Галилея G называется со-
вокупность преобразований координат xa (a = 1, 2, 3) и времени t следующего
вида

xa → x′a = Rabxb + Vat+ ba, t→ t′ = t+ b0, (6)

где Rab — оператор трехмерного поворота, Va, bµ — произвольные действительные
параметры.

Мы рассмотрим два класса уравнений, инвариантных относительно преобразо-
ваний (6), а именно системы дифференциальных уравнений в частных произво-
дных первого и второго порядка. Наиболее общий вид уравнения первого порядка
задается формулой

L(1)Ψ(, �x) = 0, L(1) = βµp
µ + β5m, pµ = −i ∂

∂xµ
, (7)

где βµ — матрицы, подлежащие определению, Ψ — столбец функций с компонен-
тами (Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn).

Уравнение второго порядка ищем в виде

L(2)Ψ(t, �x) = 0, L(2) = i
∂

∂t
−H(�p),

H(�p) = A0 +Abpb +Abc
1
2
(papb + pbpa),

(8)

A0, Ab, Abc — матрицы, которые будут определены из условия галилеевской инва-
риантности.

Определение. Будем говорить, что уравнение (7) (или (8)) галилеевски инва-
риантно, если на множестве решений этих уравнений выполняются условия

[L(n), Pµ]− = [L(n), Ja]− = [L(n), Ga]− = [L(n),M ]− = 0, n = 1, 2, (9)

где Pµ, Ga, Ja, M — генераторы группы Галилея, удовлетворяющие коммута-
ционным соотношениям

[Pa, Pb]− = [P0, Pa]− = [P0, Ja]− = [Ga, Gb]− = [M,P0]− = [M,Pa]− =
= [M,Ja]− = [M,Ga]− = 0, [Pa, Jb]− = iεabcPc, [Ga, Jb]− = iεabcGc,

[Ja, Jb]− = iεabcJc, [Pa, Gb]− = iδabM, [P0, Ga]− = iPa.

(10)
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11-мерная алгебра Галилея (10), как известно имеет три инвариантных опера-
тора (операторы Казимира)

C1 = P0 − PaPa
2M

, C2 = M,

C3 = (MJa − εabcPbGc)(Ma − εabcPbGc),
(11)

собственные значения которых ассоциируются с внутренней энергией, массой и
квадратом спина частицы.

Из условия инвариантности (9) относительно алгебры (10), а значит и груп-
пы Галилея, видно, что, задавшись некоторым представлением алгебры (10), мо-
жно описать широкий класс галилеевски инвариантных уравнений движения. В
работе [5] в аналогичной постановке решена задача об описании уравнений, ин-
вариантных относительно группы Пуанкаре. Будем исходить из следующей явной
структуры для генераторов Pµ, Ga, Ja, M :

P0 = i
∂

∂t
, Pa = pa = −i ∂

∂xa
, M = m,

Ja = (�x× �p)a + Sa, Ga = tpa −mxa + λa,

(12)

где Sa — матрицы, реализующие приводимое представление алгебры O(3), λa —
некоторые пока неизвестные числовые матрицы.

Операторы (12) порождает обычные локальные преобразования для волновой
функции, т.е.

Ψ(t, �x) → Ψ′(t′, �x′) = exp[if(t, �x)]Ds(Rab, Va)Ψ(t, �x),

где Ds(Rab, Va) — некоторая числовая матрица, зависящая от параметров преобра-
зования Галилея (6),

f(t, �x) = mRabVaxb +
1
2
mV 2t.

Подставив (7), (8), (12) в (9) и приравняв коэффициенты при линейно неза-
висимых слагаемых, получаем систему коммутационных соотношений для матриц
Sa, λa, βµ, Aµ, Abc:

[Sa, Sb]− = iεabcSc, [Sa, λb]− = iεabcλc, [λa, λb]− = 0,
[Λa, βb]− = iδabβ0, [β0, Sa]− = 0, [λa, β0]− = 0,

(13)

[β5, Sa]− = 0, [λa, β5]− = iβa, [βa, Sb]− = εabcβc, (13′)

[λa, A0]− = iAa, [A0, Sa]− = 0, [Aa, Sb]− = iεabcAc,

[λa, Abc]− = 0, [λa, Ab]− = i(δab + 2Aab),
[Aab, Sc]− = i(εacdAdb + εbckAak).

(13′′)

Таким образом, задача об описании галилеевских уравнений первого и второго
порядков сводится к решению коммутационных соотношений (13), (13′), (13′′).

Сначала опишем уравнения вида (8). Для этой цели используем следующую
структуру для матриц Sa и λa:

Sa =
(
sa 0
0 sa

)
, λa = −(σ2 − iσ3)Sa, (14)
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где sa — генераторы неприводимого представления D(s) группы O(3), σa — ма-
трицы Паули:

σ1 =
(

0 I
I 0

)
, σ2 =

(
0 −I
I 0

)
, σ3 =

(
I 0
0 −I

)
,

I и 0 — (2s+ 1)-рядные единичные и нулевые матрицы.
Поскольку матрицы Sa и λa имеют размерность 2(2s+1)×(2(2s+1), то волновая

функция Ψ(t, �x) в уравнениях (8) имеет 2(2s + 1) компонент, что соответствует
числу степеней свободы для частицы и античастицы.

Не приводя здесь детального решения коммутационных соотношений (13),
(13′′), сформулируем только окончательный результат.

Теорема. Все возможные (с точностью до эквивалентности) матрицы Aµ,
Aab, удовлетворяющие соотношениям (13), (13′′), задаются формулами

A0 = AI
0 = σ3ηm, Ab = AI

b = −2ησ1Sb,

Abc = AI
bc = [δbc − 2(σ3 + iσ2)]

η

2m
SbSc,

(15)

или

A0 = AII
0 = σ3η̃m, Ab = AII

b = −2η̃(σ2 − iσ3)Sb, Aab = AII
ab = δab, (16)

где η и η̃ — произвольные постоянные.
Уравнение (8) с матрицами (15) описывает свободное движение нерелятивист-

ской частицы с произвольным спином s, массой m и внутренней энергией ±ηm.
В том случае, когда спин s = 1

2 , η = 1, уравнение (7) может быть записано с
использованием матриц Дирака

(γµpµ −m) Ψ(t, �x) = (1 − γ0 + γ4)
�p 2

2m
Ψ(t, �x), (17)

где γ0 = σ3, γa = −2iσ2Sa, γ4 = iγ0γ1γ2γ3.
Из (17) видно, что если к уравнению Дирака добавить оператор второго порядка

вида − (1 − γ0 + γ4) 
p 2

2m , то релятивистское уравнение превращается в уравнение,
инвариантное относительно группы Галилея.

Покажем теперь, что уравнения (8) с матрицами (15) и (16) могут быть успе-
шно использованы для описания движения заряженной частицы со спином во
внешнем электромагнитном поле. Действительно, сделав в (8), (15) стандартную
замену pµ → πµ = pµ − eAµ, где Aµ — вектор-потенциал электромагнитного поля,
приходим к уравнению{

i
∂

∂t
−H(�π)

}
Ψ(t, �x) = 0, (18)

H(�π) = σ3ηm+
�π2

2m
− 2ησ1

�S · �π − (σ3 + iσ2)
η

m

[
(�S · �π)2 − 1

2
�S · �H

]
+ eA0.(19)

Уравнение (19) инвариантно относительно преобразований Галилея. При этом

Ds(Rab, Va) = (1 + i�λ · �V )Ds(Rab),
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Ds(Rab) — матрицы, реализующие представление группы O(3), а вектор-потенци-
ал преобразуется по правилу

Ab → A′
b = RbcAc, A0 → A′

0 = A0 +RabVaAb.

Такие преобразования для Aµ образуют представление группы Галилея. Для того,
чтобы показать, что гамильтониан (19) описывает спин-орбитальное и дарвинов-
ское взаимодействия, необходимо, как и в случае уравнения Дирака, приближенно
диагонализировать H(�π). Такая диагонализация может быть осуществлена с по-
мощью оператора

V = exp(iC) exp(iB) exp(iA), (20)

где

A = − 1
m
σ2(�S · �π),

B = − 1
m2

σ1

{
−i[(�S · �π)2 − 1

2
�S · �H]

2
+

[�S · �π, �π2]−
4η

−
�S · �E
2η

}
,

C =
1
m3

σ2

{
−2

3
(�S · �π)2 + [�S · �π, �S · �H]+ − [(�S · �π)2, eA0]

}
.

(21)

Преобразованный гамильтониан имеет вид

H ′(�π) = V H(�π)V −1 = σ3ηm+
�π2

2m
+ eA0 − ησ3

�S · �H
m

−

− e

4m2
�S · (�π × �E − �E × �π) +

e

6m2
s(s+ 1) div �E +

e

3m2
Qab

∂Ea
∂xb

+

+
ηe

m2
�S · (�π × �H − �H × �π) − 1

3
ηe

m2
Qab

∂Ha

∂xb
+ o

(
1
m3

)
,

(22)

где

Qab = −1
2
{3[Sa, Sb]+ − δabs(s+ 1)} —

тензор квадрупольного взаимодействия.
Гамильтониан (22) содержит те же члены, что и оператор Дирака (1) плюс

три дополнительных слагаемых. Для s = 1
2 , η = 1 семь первых слагаемых в

(22) в точности совпадают с гамильтонианом Дирака (1) в представлении Фолди–
Воутхойзена.

Два последних члена гамильтониана (22) (которые можно интерпретировать
как магнитное спин-орбитальное и магнитное квадрупольное взаимодействие) не-
инвариантны относительно преобразований пространственной инверсии P

�x→ −�x, t→ t, �H(�x, t) → �H(−�x, t).
Причиной появления таких P -неинвариантных членов является то обстоятель-

ство, что уравнение (8) неинвариантно относительно преобразования отражения
пространственных координат

Ψ(t, �x) → rΨ(t,−�x), (23)
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где r — некоторая унитарная матрица, r2 = 1. Это особенно просто показать
для уравнения (17), которое имеет вид уравнения Дирака с дополнительным P -
неинвариантным членом (в этом случае r = γ0).

Примером уравнения, инвариантного относительно преобразований Галилея и
преобразований (23), может служить система

(Γµpµ −m) Ψ̃ = (1 − Γ0 + Γ4)
�p 2

2m
Ψ̃,

где Ψ̃ — восьмикомпонентная функция;

Γµ =
(
γµ 0
0 γµ

)
, Γ4 =

(
0 γ4

γ4 0

)
, r =

(
γ0 0
0 −γ0

)
,

где γµ — четырехрядные матрицы Дирака. Удвоив число компонент функции Ψ,
можно получить P -инвариантные уравнения вида (8) для галилеевской частицы с
произвольным значением спина.

В заключение покажем, что галилеевски инвариантные уравнения первого по-
рядка (7) также описывают спин-орбитальное взаимодействие. Для этого приве-
дем одно частное решение системы (13), (13′′). Обозначим через Smn (m,n =
0, 1, 2, 3, 4, 5) генераторы произвольного представления группы O(1, 5). Тогда ма-
трицы

Sa =
1
2
εabcSbc, λa = S0a + S5a, βa = S4a,

β5 = S40 + 1 − S45, β0 =
1
2
(S40 + S45)

(24)

удовлетворяют соотношениям (13), (13′).
Уравнение (7) с матрицами (24) после минимальной замены pµ → πµ м прини-

мает вид

(βµπµ + β5m)Ψ(t, �x) = 0. (25)

Для выяснения физического смысла решений уравнения (25) подвергнем вол-
новую функцию Ψ(t, �x) преобразованию

Ψ → Ψ′ = UΨ, U = exp

(
i
�λ · �π
m

)
. (26)

После преобразования получим эквивалентную систему[
β0

(
π0 − �π2

2m
− 5

4
�π × �λ · �H

m2
−
�λ · �E
m

)
+
�β × �λ · �H

2m
+ β5m

]
Ψ = 0. (27)

Подставляя в (27) матрицы Smn из представления D
(

1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
алгебры O(1, 5) (при

этом (25) сводится к уравнению Леви-Леблонда), получаем из (27) двухкомпонен-
тное уравнение Паули(

π0 − �π2

2m
+
�σ · �H
2m

)
Ψ(t, �x) = 0, (28)



74 А.Г. Никитин, В.И. Фущич

которое не описывает спин-орбитальное взаимодействие. Если же матрицы Smn
реализуют представление D

(
3
2 ,

1
2 ,

1
2

)
, то уравнение (27) учитывает спин-орбиталь-

ное и дарвиновское взаимодействия. В этом случае (27) сводится к уравнениюπ0 − �π2

2m
+
�σ · �H
2m

+
e

4m2
�σ ·
(
�π × �E − �E · �π

)
+
�σ ·
(
�π × �H − �H × �π

)
4m2

Ψ = 0.

Отметим, что формулы (7), (24) задают широкий класс как конечно-компо-
нентных, так и бесконечнокомпонентных галилеевских уравнений. В частности,
если матрицы Smn реализуют бесконечномерное представление алгебры O(1, 5),
то соотношения (7), (24) определяют бесконечнокомпонентное нерелятивистское
уравнение. Таким образом, бесконечнокомпонентные уравнения имеют право на
существование не только в рамках группы Пуанкаре, но и в рамках группы Гали-
лея.

Некоторые из приведенных результатов частично опубликованы в [6].

1. Foldy L.L., Wouthuysen S.A., Phys. Rev., 1950, 78, 29.

2. Bargman V., Ann. Math., 1954, 59, 1.

3. Levi-Leblond J.-M., Commun. Math. Phys., 1967, 6, 286.

4. Hagen C.R., Commun. Math. Phys., 1970, 18, 97;
Hurley W.J., Phys. Rev. D, 1971, 3, 2339.

5. Никитин А.Г., Фущич В.И., ТМФ, 1978, 34, 319;
Фущич В.И., Никитин А.Г., ЭЧАЯ, 1978, 9, 501.

6. Fushchych W.I., Nikitin A.G., Salogub V.A., Nuovo Cim., 1975, 14, 483; Rep. Math. Phys., 1978,
13, 175;
Fushchych W.I., Nikitin A.G., Lett. Nuovo Cim., 1976, 16, 81.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2000, Vol. 2, 75–88.

Симметрия в задачах
математической физики
В.И. ФУЩИЧ

Введение
Уравнения математической физики — это уравнения с высокой симметрией,

т.е. они, как правило, инвариантны относительно широких групп Ли [1–6]. Это
важное свойство линейных и нелинейных уравнений математической физики при-
водит к том, что если найдено хотя бы одно решение такого уравнения, то можно
построить многопараметрические семейства решений∗.

Наиболее распространенный подход к решению нелинейных уравнений в ча-
стных производных в идейном отношении такой же, как и в нелинейной механике
Крылова–Боголюбова [7], т.е. рассматриваются нелинейные уравнения, в некото-
ром смысле близкие к линейным. Такой подход к решению нелинейных уравнений
в частных производных развит в работе [8], где, в частности, детально рассмотре-
но волновое уравнение для функции двух независимых переменных

�u(t, x) = εF

(
t, x, u,

∂u

∂x
, ε

)
,

ε — малый параметр. Далее речь пойдет о методе решения нелинейных уравнений,
в которых отсутствует малый параметр ε.

Создать эффективные методы решения произвольных нелинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных (НДУЧП), если даже ограничиться
лишь уравнениями второго порядка, как нам кажется, безнадежная задача. Поэто-
му для продвижения в этом направлении, видимо, нужно, прежде всего, вырабо-
тать какой-то классификационный принцип (принцип отбора) НДУЧП, с помощью
которого можно было бы выделить некоторые классы НДУЧП и подвергнуть их
всестороннему исследованию. В основу такого классификационного принципа мо-
жно положить симметрийные свойства НДУЧП (§ 1). Как будет видно ниже, сим-
метрийные свойства НЦУЧП дают возможность найти целые семейства точных
решений многомерных НДУЧП.

В дальнейшем решается не начальная или краевая задача математической фи-
зики, поэтому желательно находить довольно широкий класс функций, удовле-
творяющих НДУЧП. Начальные или краевые условия приведут к выделению из
найденного класса функций одного или нескольких решений НДУЧП.

Можно выделить классические представители НДУЧП, обладающие высокой
симметрией. Такие уравнения имеют следующую структуру.

Гиперболические уравнения:

pµp
µu(x) = F1

(
x, u,

∂u

∂x

)
, (1.1)

Сборник научных трудов “Теоретико-алгебраические исследования в математической физике”, отв.
ред. В.И. Фущич, Киев, Институт математики АН УССР, 1981, С. 6–28.

∗В основу этой статьи положен доклад автора, прочитанный на Ученом совете Института математи-
ки АН УССР в октябре 1981 г.
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−pµpµ ≡ ∂2

∂x2
0

− ∆ ≡ �, pµ = igµν
∂

∂xν
, µ = 0, n,

gµν — метрический тензор с сигнатурой (1,−1,−1, . . . ,−1), u ≡ u(x), x ≡ (x0 =
t, x1, x2, . . . , xn), F1 — произвольная дважды дифференцируемая функция. По по-
вторяющимся индексам подразумевается суммирование.

�u = λ1 expu — (1.2)

уравнение Лиувилля, λ1 — параметр,(
∂u

∂x0

)2

− ∂u

∂xa

∂u

∂xa
= λ2 — (1.3)

уравнение эйконала или релятивистское уравнение Гамильтона, λ2 — параметр,
a = 1, n;

γµp
µΨ = F2(x,Ψ,Ψ∗)Ψ — (1.4)

нелинейная система Дирака, Ψ, Ψ∗ — спиноры с компонентами

Ψ = (Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3), Ψ∗ = (Ψ∗
0,Ψ

∗
1,Ψ

∗
2,Ψ

∗
3).

Параболические уравнения:

p0u+ λ3papau = F3

(
x, u,

∂u

∂xa

)
, (1.5)

∂u

∂x0
+ λ4

∂u

∂xa

∂u

∂xa
= 0 (1.6)

уравнения Гамильтона–Якоби;

∂uk
∂x0

+ λ5ul
∂uk
∂xl

+ λ6∆uk = 0 (1.7)

система типа Навье–Стокса.

§ 1. Симметрийный принцип классификации
нелинейных уравнений

На первый взгляд может показаться, что дифференциальных или интегродиф-
ференциальных уравнений, моделирующих реальные физические процессы, сли-
шком много. На самом деле это не так. Если в реальном физическом процессе
имеют место законы сохранения энергии, импульса, момента количества движения
и если учесть тот факт, что для физических процессов выполняется либо принцип
относительности Галилея, либо принцип относительности Пуанкаре–Эйнштейна,
то оказывается, что уравнений, для которых выполнялись бы все эти законы и
один из принципов относительности, не так уж много.

Дифференциальные уравнения (ДУ), для которых выполняются указанные за-
коны сохранения, должны быть инвариантны либо относительно группы Галилея
G(1, 3), либо относительно группы Пуанкаре P (1, 3) (или ее подгрупп), либо отно-
сительно групп, содержащих в качестве подгрупп группы P (1, 3), G(1, 3). При-
мерами таких групп, содержащих группу P (1, 3), является конформная группа
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C(1, 3). Группа сдвигов и вращении в 5-мерном пространстве P (1, 4) содержит в
качестве подгрупп как группу P (1, 3), так и группу G(1, 3) [9, 10].

Задача о явном описании, в некотором смысле, всех систем линейных ДУ,
инвариантных относительно групп P (1, 3) и C(1, 3), решена (см. [9–13] и цитиро-
ванную там литературу). Задача о явном описании всех НДУЧП вида (1.1), (1.5),
инвариантных относительно группы P (1, 3) или G(1, 3), дополненных группой мас-
штабных преобразований, может быть так же конструктивно решена. Ее решение
приведем в виде теорем 1–5.

Группы Галилея G(1, n) и Пуанкаре P (1, n) в (1 + n)-мерном пространстве,
дополненные группой масштабных преобразований x′µ = dxµ, обозначим соответ-
ственно символами G̃(1, n) ⊃ G(1, n) и P̃ (1, n) ⊃ P (1, n).

Теорема 1 [14]. Уравнение (1), если функция F1 не зависит от ∂u
∂xµ

, инвариан-

тно относительно группы P̃ (1, n) только в таких двух случаях: F1(u) = λ1u
k,

либо F2(u) = λ2 expu, λ1, λ2, k — произвольные постоянные.

Из этого результата видно, что уравнение Лиувилля — единственное уравнение
неполиномиального типа, инвариантное относительно группы P̃ (1, n).

Замечание 1. Если потребовать, чтобы уравнение вида (1) было инвариантно отно-
сительно конформной группы C(1, n) ⊃ P̃ (1, n), то, как хорошо известно, это будет
выполняться только в том случае, когда F1 = λu

n+2
n−2 (см., например, [1, 3]).

Теорема 2 [15, 16]. Если уравнение (1.1) инвариантно относительно конформ-
ной группы C(1, n), то с помощью локальной невырожденной замены w = ψ(u)
оно приводится к нелинейному волновому уравнению

�w + λw
n+2
n−2 = 0, λ = const, n �= 2.

Замечание 2. Если F1 не зависит от u и уравнение (1) конформно инвариантно, то
такое уравнение с помощью локальной замены приводится к линейному волновому
уравнению �w = 0.

Обозначим символом E(1, n) группу сдвигов и вращений в (1+n)-мерном про-
странстве, символом Ẽ(1, n) — группу E(1, n), дополненную группой масштабных
преобразований. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3 [17]. Уравнение

�u+ F

(
u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0

инвариантно относительно группы Ẽ(1, n) только в таких трех случаях:

1) F = ukf
( uaua
u2k+2

)
; 2) F =

√
uauaf(u);

3) F = expu f
(
uaua
exp 4u

)
, ua =

∂u

∂xa
,

где k — произвольная постоянная, f — произвольная дифференцируемая фун-
кция.
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Теорема 4 [18]. Уравнение (1.5), если F3 не зависит от ∂u
∂xµ

, инвариантно

относительно группы G̃(1, n) и группы проективных преобразований

x′0 =
x0

1 + αx0
, x′a =

xa
1 + αx0

тогда и только тогда, когда F3 = λu|u|4/n.
Таким образом, требование инвариантности НДУЧП относительно групп

P̃ (1, n), G̃(1, n) или их подгрупп дает возможность провести классификацию не-
линейных уравнений. Во многих случаях эта классификация значительно шире,
чем стандартное разделение уравнений на эллиптические, параболические, гипер-
болические и ультрагиперболические. Одно из преимуществ такой классификации
состоит в том, что она пригодна как для линейных, так и для нелинейных ДУ.

Особенностью многих НДУЧП, обладающих нетривиальной симметрией
P̃ (1, n), G̃(1, n), является то, что на множестве решений этих нелинейных уравне-
ний реализуется, как правило, линейное представление алгебры Ли. Именно это
обстоятельство является тем решающим фактом, который дал нам возможность
построить в явном виде многопараметрические семейства точных решений многих
НДУЧП.

§ 2. О точных решениях нелинейных уравнений,
инвариантных относительно групп P̃ (1, n) и Ẽ(1, n)

1. Для отыскания решений уравнений (1.1)–(1.3), (1.5), (1.6) поступим следую-
щим образом. Решения уравнения (1.1) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω)f(x) + g(x), (2.1)

где ϕ — некоторая неизвестная функция от новых переменных ω(x) = {ω1(x),
ω2(x), . . . , ωn−1(x)}, число которых на единицу меньше, чем переменных в урав-
нении (1.1). Эти переменные выбираются из инвариантов группы симметрии урав-
нения (1.1). Новые переменные ω(x) и явные выражения для функций f(x) и g(x)
определяются из систем уравнений Лагранжа

dx0

A0
=
dx1

A1
= · · · =

dxn
An

=
du

B
, (2.2)

где Aµ и B — функции, задающие инфинитезимально группу инвариантности
уравнения (1.1), т.е.

x′µ = xµ + εAµ, Aµ = cµνx
ν + dµ,

u′ = u+ εB, B = au+ b,
(2.3)

где cµν , dµ, a, b — параметры группы инвариантности данного уравнения. Инва-
риантные переменные ω(x) являются первыми интегралами системы (2.2), завися-
щими только от x.

Структура (2.1) решений уравнения (1.1) находится из уравнения (2.2). Фор-
мула (2.1) лежит в основе нашего подхода к решению НДУЧП∗. Подставив (2.1)

∗Для некоторых уравнений решения следует искать в более общем виде

u = F{ϕ(ω), f(x), g(x)} или u = F

{
ϕ(ω1), ϕ̃(ω2),

∂ϕ

∂ω1
,

∂ϕ̃

∂ω2

}
.
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в уравнение (1.1), в силу того, что ω — инвариантные переменные, получим для
ϕ(ω) уравнение, не зависящее от f , g. Для уравнения (1.1) с полиномиальной не-
линейностью g = 0. Полученное таким путем уравнение для ϕ(ω) зависит только
от новых переменных ω. Если удается найти какие-либо решения НДУЧП для
ϕ(ω), то тем самым по формуле (2.1) найдем решения исходного уравнения.

Очевидно что к НДУЧП для функции ϕ(ω1, ω2, . . . , ωn−1) может быть приме-
нен повторно сформулированный алгоритм. Конечно, при этом необходимо, чтобы
уравнение для ϕ(ω1, ω2, . . . , ωn−1) обладало нетривиальной симметрией. Решение
в этом случае ищется в виде

ϕ(ω1, ω2, . . . , ωn−1) = ϕ1(ω1
1 , ω

1
2 , . . . , ω

1
n−2)×

×f1(ω1, ω2, . . . , ωn−1) + g1(ω1, ω2, . . . , ωn−1),
(2.4)

где новые инварианты ω1 ≡ {ω1
1 , ω

1
2 , . . . , ω

1
n−2}, зависящие от {ω1, ω2, . . . , ωn−1}.

Функция ϕ1 зависит от n− 2 независимых переменных.
2. Не вдаваясь в детали, приведем явный вид некоторых частных решений

уравнения

�u+ λuk = 0, k �= 1, (2.5)

полученных указанным способом [19, 20]. Решение ищем в виде u = ϕ(ω)f(x),

u =
{
−λ

4
(1 − k)2

[
(βνyν)

2 + yνy
ν
]} 1

1−k

, (2.6)

βνβ
ν = −1, yν = xν + aν , ν = 0, 1, 2, . . . , n− 1, (2.7)

u =
{
λ

2
(1 − k)2ανyνβσyσ

} 1
1−k

, (2.8)

ανα
ν = βνβ

ν = 0, ανβ
ν = −1, (2.9)

u = {F (ανxν) + βνx
ν} 2

1−k , (2.10)

βνβ
ν = −λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1 �= 0, (2.11)

F — произвольная дважды дифференцируемая функция, aν , αν , βν — параметры,
удовлетворяющие условиям (2.7), (2.9), (2.11) .

Следует подчеркнуть, что решения (2.6), (2.8) при k > 1 в точке λ = 0 имеют
особенность. Это означает, что с помощью метода последовательного приближе-
ния, каким бы малым ни был параметр λ, невозможно получить решения, близкие
к точным решениям (2.6), (2.8).
3. Решения многомерного уравнения Лиувилля (1.2) ищутся в виде

u(x) = ϕ(ω) + g(x). (2.12)

Полученные нами решения имеют вид [14]

u = −2 ln {γP (x) shQ(x)} , u = −2 ln {γP (x) chQ(x)} ,
u = −2 ln {γP (x) cosQ(x)} , u = −2 ln {cP (x)R(x)} ,
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где

P (x) = ανy
ν , Q(x) = c1(ανyν)−1√yνyν + c2,

R(x) = Q(x)|c1=1, ανα
ν = 0,

P (x) = F−1(ανyν), Q(x) = c1βνy
νF (ανyν) + c2,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = 1, yµ = xµ + aµ.

4. Решения четырехмерного уравнения [17]

�u+ λu
∂u

∂x0
= 0, x = (x0, x1, x2, x3), (2.13)

ищем в виде u(x) = ϕ(ω)f(x).
Решениями уравнения (2.13) будут функции

u = F (βaxa) th
{
c2 +

λy0
2
F (βaya)

}
,

u = F (βaxa) cth
{
c2 +

λy0
2
F (βaya)

}
, y0 = x0 + a0, yi = xi + ai,

u =

{
c

√[
β

(αaxa)2

−α2
+ yaya

]
− (βνxν + b)2 +

σ

2
(βνxν + b)

}−1

,

αaαa = α2 �= 0, βνβ
ν = β �= 0, b =

α0

α
, σ =

λi

αaαa
, c = const.

5. Решения уравнения sine-Гордон (sine-Даламбер)

�u+ sinu = 0, x = (x0, x1, x2, . . . , xn), (2.14)

полученные указанным способом, имеют вид

u = 4 arctg {c0 exp [ανxν + F (βνxν)]} ,
u = 4 arctg {th [ανxν + F (βνxν) + c0]} .

Для одномерного случая x = (x0, x1)

u = 4 arctg
{
c0 exp

[
(ανyν)2 + yνy

ν
]1/2}

,

yν = xν + aν , ανβ
ν = βνβ

ν = 0, ανα
ν = −1.

По найденным решениям, используя преобразование Беклунда или преобразование
Лоренца, можно найти целое семейство точных решений.
6. Решение нелинейного уравнения Шредингера [18]

p0u+ λ3papau = λu|u|m (2.15)

ищем в виде

u = ϕ(ω1, ω2, ω3)f(x0, x1, x2, x3).

Явные решения уравнения (2.15), зависящие от одиннадцати параметров, приведе-
ны в [18].
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7. Решения уравнения Гамильтона–Якоби (1.6) ищем в виде

u = ϕ(ω1, ω2, ω3) + g(x0, x1, x2, x3).

Приведем явный вид трех простейших решений уравнения (1.6):

1) ϕ =
1
4λ
(
ω2

1 + ω2
3

)
, λ = λ4,

g =
1
4λ

{
2(αizi)

√
2qx0 + b+ αiαix0

}
,

ω1 =
√
zizi − ω2

3 , ω3 =
ηizi√
ηkηk

, zi =
xi − αix0 − βi√

2qx0 + b
,

ω2 =
∣∣∣∣arcsin

[√
ηlηl(2qx0 + b)

∂ω1

∂x2

(
η2
1 + η2

3

)−1/2
]∣∣∣∣− (ηlηl)1/2

2q
ln |2qx0 + b|,

η2
1 + η2

3 �= 0, αi =
q2Vi + ηi(ηkVk) + qεijkηiVk

q(q2 + ηkηk)
,

βi =
bVi − qai + εijkηjak

q2 + ηkηk
+ ηi

ηk(bVk − qak)
q2(q2 + ηkηk)

,

ai, b, q, Vi, ηi — параметры группы G̃(1, 3);

2) u = (2λ)−1 x
2
1 + x2

2 + x2
3

x0 + C
, C — постоянная величина;

3) комплексные решения уравнения (1.6) задаются формулой

u = F (αixi − αiβix0) +
1
2λ

(
βixi +

βiβi
2
x0

)
,

F — произвольная функция, αiαi = 0, αiβi �= 0, βiβi �= 0.
Новые решения u′ уравнения (1.6) по известным решениям (нелинейный прин-

цип суперпозиции) u находятся по формуле

u′(t, xa) = u(t′, x′a) −
θ

1 − θt

x2
1 + x2

2 + x2
3

4λ
, θ — параметр,

t′ =
t

1 − θt
, x′a =

xa
1 − θt

.

(2.16)

Нетрудно написать и другие формулы типа (2.16) для размножения решений.
8. Решения уравнения Навье–Стокса

∂ui

∂x0
+ (uk∇k)ui + ∇ip = ∆ui,

∂ui

∂xi
= 0, (2.17)

ищем в виде

ui = ϕj(ω)F ij (x0, x1, x2, x3) + fi(x0, x1, x2, x3).

Одно из решений уравнения (2.17) имеет вид

ui =
[
c1
ω1

lnω1 +
c2
2
ω1

]
∂ω1

∂xi
− c2ω2

∂ω2

∂xi
− c2ω3

∂ω3

∂xi
+ αi,

p =
c1

2qx0 + b

{
2q lnω1 +

√
ηlηlω2 − c1

ω2
1

ln
(
ω2

1 + ω2
2

)}
,

c1, c2 — постоянные величины.
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Комплексные решения уравнения (2.21) при p = 0 можно представить через
произвольную функцию F

ui = αiF {βk(xk + βkx0)} − βi,

αiαi = 0, αiβi = 0, βkβk �= 0, i, k = 1, 2, 3.

§ 3. О симметрийных свойствах уравнения Ламе
и его дифференциального следствия

Система уравнений Ламе имеет вид

∂2�u

∂t2
=

µ

ρ0
∆�u+

λ+ µ

ρ0
grad div �u, (3.1)

�u = �u(t, �x) = (u1, u2, u3) — вектор смещения, ρ0, λ, µ — постоянные величины.
В рамках лиевского подхода, где базисные элементы алгебры Ли — операторы пер-
вого порядка, максимальной алгеброй инвариантности уравнения (3.1) является 8-
мерная алгебра [21]. В [5, 22] показано, что в классе интегро-дифференциальных
операторов алгеброй инвариантности являются 10- и 15-мерные алгебры Ли. Это
означает, что уравнение Ламе не инвариантно ни относительно преобразований
Галилея, ни относительно преобразований Лоренца. То есть, для уравнения Ламе
не справедлив ни один из известных в настоящее время принципов относитель-
ности. Этот факт ставит под сомнение правомерность использования уравнения
Ламе в качестве основного уравнения линейной теории упругости. Поэтому во-
прос о правиле сложения скоростей упругих волн, описываемых уравнением (3.1),
в различных инерциальных системах отсчета не может быть решен.

Некоторые из указанных трудностей, связанных с уравнением Ламе, как будет
видно ниже, отсутствуют для системы уравнений, которые являются дифферен-
циальными следствиями системы (3.1). Эти уравнения инвариантны относительно
преобразований Лоренца. Действительно, взяв дивергенцию и ротор от (3.1), по-
лучим незацепленную систему четырех волновых уравнений

∂2v0
∂t2

= a2∆v0, v0 = div �u, a2 =
λ+ 2µ
ρ0

, (3.2)

∂2�v

∂t2
= b2∆�v, �v = rot �u, b2 =

µ

ρ0
(3.3)

для функций v0 и �v.
Очевидно, что уравнения (3.2) и (3.3) инвариантны относительно конформной

группы C(1, 3) ⊃ P (1, 3). Кроме того, система (3.3) инвариантна относительно
группы GL(3), т.е. относительно линейных преобразований

v′i = aikvk, i, k = 1, 2, 3. (3.4)

Таким образом, система уравнений (3.2), (3.3) инвариантна относительно гру-
ппы C(1, 3)⊗GL(1)⊗GL(3). Инвариантность уравнений (3.2), (3.3) относительно
указанной группы означает, что помимо известных законов сохранения (энергии,
импульса, количества движения) существуют новые законы сохранения, обуслов-
ленные инвариантностью относительно конформных преобразований и преобразо-
ваний (3.4).
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Последнее утверждение означает, что билинейная форма

〈Qα〉 =
∫
d3x

{
v∗µ
∂(Qαv)µ

∂x0
− ∂v∗µ
∂x0

(Qαv)µ
}

сохраняется во времени. Qα — базисный элемент алгебры Ли группы C(1, 3) ⊗
GL(1) ⊗ GL(3). Оператор Qα отображает множество решений уравнений (3.2),
(3.3) в себя.

Приведем явный вид базисных элементов алгебры Ли группы C(1, 3), относи-
тельно которых система (3.3) инвариантна:

P I
µ = igµν

∂

∂xµ
, J Iµν = xµpν − xνpµ,

KI
µ = 2xµDI − xαx

αP I
µ, DI = xµp

µ + i.

(3.5)

Важно подчеркнуть, что операторы (3.5) порождают такие конечные преобразо-
вания, при которых каждая компонента вектора �v = (v1, v2, v3) преобразуется не-
зависимым путем, т.е. �v не является вектором ни относительно группы O(3), ни
относительно группы O(1, 3).
Система (3.3), помимо алгебры (3.5) инвариантна относительно алгебры P̃ (1, 3)

с такими базисными элементами:

P II
µ = P I

µ, J IIab = xapb − xbpa + Sab, Sab = εabcSc,

J II0a = x0pa − xap0 + S0a, S0a = iSa, DII = DI,

S1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , S2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , S1 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

(3.6)

Операторы (3.6) порождают конечные преобразования из группы P̃ (1, 3), при кото-
рых �v является действительным вектором относительно группы O(3). При лорен-
цовых преобразованиях действительный вектор �v перейдет в комплексный вектор.
Последнее свойство лоренцовых преобразований связано с тем, что матрицы S0a

— неэрмитовы.
Из уравнений (3.2) и (3.3) следует, что скорость поперечных и продольных волн

является постоянной величиной в любых инерциальных системах отсчета. Это об-
стоятельство противоречит релятивистскому принципу относительности, согласно
которому только величина скорости света в однородных средах не зависит от си-
стемы отсчета. Эту трудность можно преодолеть, если модифицировать систему
(3.2), (3.3) следующим образом:

∂2v0
∂t2

= a2∆v0 + a2
1v0,

∂2�v

∂t2
= b2∆�v + b21�v,

(3.7)

где постоянные величины a1 и b1 характеризуют свойство упругой среды. Ско-
рость волн, описываемых уравнениями (3.7), не будет постоянной в различных
инерциальных системах. На физическом языке это означает, что волне в упругих
средах следует приписать некую массу (a1 и b1).
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Укажем еще на одну, более радикальную, возможность преодоления указан-
ных трудностей. Гиперболическую систему уравнений (3.2) и (3.3) заменить на
следующую параболическую систему:

∂v0
∂t

= µ1∆v0,
∂�v

∂t
= µ2∆�v, (3.8)

µ1, µ2 — некоторые параметры, характеризующие свойства среды. Эта система
удовлетворяет принципу относительности Галилея, поскольку она инвариантна
относительно 10-параметрической группы Галилея G(3) [9, 11, 13].

Из приведенного следует, что линейное уравнение Ламе, на основе которого в
настоящее время решаются многие динамические задачи теории упругости, дол-
жно быть модифицировано так, чтобы в теории упругости выполнялся какой-либо
принцип относительности. Кроме указанных нами путей модификации уравнения
Ламе наиболее реалистичен нелинейный. Подробное обсуждение этой возможно-
сти будет опубликовано в другом месте.

§ 4. О некоторых нерешенных задачах
В этом параграфе укажем задачи, которые представляются автору важными

для развития и применения теоретико-алгебраических методов к линейным и не-
линейным задачам математической и теоретической физики.
1. Исследовать симметричные свойства и найти частные решения следующих

уравнений:

∂u1

∂x0
=

{(
∂u1

∂x1

)2

+
(
∂u1

∂x2

)2

+
(
∂u1

∂x3

)2

+m2

}1/2

, (4.1)

−∂u2

∂x0
=

{(
∂u2

∂x1

)2

+
(
∂u2

∂x2

)2

+
(
∂u2

∂x3

)2

+m2

}1/2

, (4.2)

∂u

∂x0
= λ1

∂u

∂xa

∂u

∂xa
+ λ2

(
∂u

∂xa

∂u

∂xa

)2

, (4.3)

(
∂u

∂xµ

∂u

∂xµ

)k
= λF (u), k =

1
2
, 1, 2, n. (4.4)

Рассмотреть случаи λ = 0 и λ �= 0, m = 0 и m �= 0. Уравнения (4.1), (4.2) представ-
ляют собой “корень” из эйконального уравнения. Система (4.1), (4.2) инвариантна
относительно дискретных преобразований (t → −t). Уравнение (4.3) можно рас-
сматривать как нерелятивистское приближение уравнения (4.1). Если λ2 = 0, то
(4.3) совпадает с уравнением Гамильтона–Якоби.
2. Описать все уравнения

λ1�u+ λ2�
ku = F1

(
u,

∂u

∂x0
,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
, k = 2, n,

i
∂u(τ, x)
∂τ

= �u(τ, x) + F2

(
u,

∂u

∂xµ

)
,
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где �k = � · � · · ·� — поливолновой оператор, инвариантные относительно групп
P̃ (1, 3) и C(1, n). Найти частные решения при конкретных F1 и F2. Например,
F1 = F2 = expu.
3. Найти максимальные алгебры инвариантности (МАИ) и построить в явном

виде частные решения следующих уравнений:

�u+ λu+ λ1
∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= 0,

�u+ λ1∆∆u+ λ2(∆u)2 + λ3u
k = 0,

�u+ λ1
∂u

∂t
+ λ2

(
∂u

∂t

)2

= 0,

�u+ λ1 sin(�u) + λ2 sin
∂u

∂t
= 0,

�u+ λ1u+ λ2

(
1 − λ3u

2
) ∂u
∂t

= 0, (4.5)

∂2u

∂t2
+ λ1∆(uk) + λ2(∆u)k = 0,

�u+ λ1u+ λ2

(
∂u

∂t

)3

= 0, (4.6)

∂u(τ, x)
∂τ

= λ1�u(τ, x) + λ2
∂u(τ, x)
∂xµ

∂u(τ, x)
∂xµ

u(τ, x).

Если в уравнениях (4.5), (4.6) функция u зависит только от одной переменной t,
то эти уравнения совпадают, соответственно, с классическими уравнениями Ван-
дер-Поля и Дюффинга.
4. Построить теоретико-алгебраические основы квантовой механики в основу

которой положены уравнения

λ3

(
p0 + λ1p

2
a

)
Ψ + λ4

(
p0 + λ1p

2
a

)k
Ψ + V (x)Ψ = 0, k = 2, 3, . . . , n, (4.7)(

p2
0 + λ2p

2
ap

2
a

)
Ψ + V (x)Ψ = 0, (4.8){

p0 +
√
λ1(p2

a)2 + λ2 + V (x)
}

Ψ = 0. (4.9)

Описать потенциалы V , при которых уравнения (4.7)–(4.9) инвариантны относи-
тельно группы Шредингера Sch(1, 3) и некоторых ее подгрупп.

Описать уравнения вида

∂u

∂t
= λ1

∂u

∂xa

∂u

∂xa
+ λ2V (x) + λ3F (u), (4.10)

инвариантные относительно группы Шредингера Sch(1, 3). Аналогичную задачу
решить для уравнений (4.1), (4.2) с потенциалом.



86 В.И. Фущич

5. Построить точные решения уравнения

∂u

∂t
+ λ1

{
(gradu)2

}1/2
+ λ2∆

{
(gradu)2

}1/2
= 0. (4.11)

Уравнение (4.11) можно рассматривать как многомерный аналог уравнения Корт-
вега-де-Фриза (КдФ), В том случав, когда u зависит от двух переменных (t, x)
оно совпадает с уравнением КдФ.
6. Описать системы уравнений вида(

p0 + λ1p
2
a

)
Ψi = F1

(
Ψ,Ψ∗,

∂Ψ
∂xa

,
∂Ψ∗

∂xa

)
Ψi, i = 1, 2, . . . , n,

i
∂Ψi

∂τ
+ λ2�Ψi(τ, x) + F2

(
Ψ,Ψ∗,

∂Ψ
∂xµ

,
∂Ψ∗

∂xµ

)
, µ = 0, 1, . . . , n,

(4.12)

инвариантные относительно группы Шредингера Sch(1, 3) и Sch(1, 1 + n). Ψi, Ψ∗
i

— компоненты вектора-столбца Ψ = (Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn) и Ψ∗ = (Ψ∗
1,Ψ

∗
2, . . . ,Ψ

∗
n).

�Ψi + F

(
Ψ,

∂Ψ
∂xµ

)
Ψi = 0.

7. Провести детальный теоретико-алгебраический анализ систем дифференци-
альных уравнений

λ1�uµ + λ2uν
∂uµ
∂xν

+ λ3
∂

∂xµ
(uνuν) + λ4uµ = 0, (4.13)

�uµ = 0, �uµu
µ = 0, (4.14)

KµK
µΨ = F (Ψ,Ψ∗)Ψ, (4.15)

Kµ = 2xµD − xνx
νpµ + 2xνSµν — генератор конформной группы, D = 1

2 (xνpν +
pνx

ν), Sµν — матрицы, реализующие представления группы Лоренца O(1, 3).
8. При каких условиях шесть эйкональных уравнений

∂Ea
∂xµ

∂Ea
∂xµ

= λ1,
∂Ha

∂xµ

∂Ha

∂xµ
= λ2, a = 1, 2, 3, (4.16)

для векторов �E(E1, E2, E3), �H(H1,H2,H3), преобразующихся по векторному пред-
ставлению группы Лоренца D(1, 0), D(0, 1), инвариантны относительно групп
P (1, 3), C(1, 3). По повторяющемуся индексу “a” суммирование не подразумева-
ется.
9. Предложить методы исследования теоретико-групповых свойств следующих

интегро-дифференциальных уравнений:

(p0 + λpa)
2
u(t, x) = λ1

∫
d3xF (u∗, u)V (x− y),

�u+ λ

∫
dτ d3y F (u∗, u)V (τ − t, x− y),

γµp
µΨ = λ

∫
dτ d3y F (Ψ∗,Ψ)V (τ − t, x− y),(

d4

dt4
+ λ

)1/2

χ(t) + λ1χ(t) = 0,
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γµ — матрицы Дирака. Указать класс функций F и V , при которых уравнения
инвариантны относительно групп G̃(1, n) или Sch(1, n), P̃ (1, n) или C(1, n).

Последнее одномерное интегральное уравнение при λ = 0 совпадает со стан-
дартным уравнением для гармонического осциллятора. Об одном способе исследо-
вания симметрийных свойств таких интегральных уравнений см. [23].
10. Провести теоретико-алгебраический анализ следующих систем уравнений:

λ1� �E + λ2�� �E(t, �x) = 0, λ1� �H + λ2�� �H(t, �x) = 0,(
∂w1

∂t

)2

+
(
∂w1

∂xa

)2

= 0,
(
∂w2

∂t

)2

−
(
∂w2

∂xa

)2

= 0,
(4.17)

w1 и w2 — инварианты электромагнитного поля;

∂�u

∂t
+ λ1(�u �∇)�u+ λ2(�u �∇) rot �u = 0, div �u = 0, (4.18)(
∂u

∂x0
− λ0A0

)2

−
(
∂u

∂xa
− λ1Aa

)2

= λ2,

�Aµ = 0, µ = 0, 3,

(4.19)

i
∂u

∂x0
− λ0A0 + λ1

(
∂u

∂xa
− λ2Aa

)2

= 0,(
p0 − λ3p

2
a

)
Aµ = 0,

(4.20)

Aµ — векторный потенциал.
11. С помощью лиевского и нелиевского методов провести детальный теорети-

ко-алгебраический анализ уравнений Максвелла

∂ �B

∂t
= −rot �E, div �B = 0,

∂ �D

∂t
= c rot �H −�j, div �D = 0,

со следующими уравнениями связи:

�B = µ1
�H + µ2 rot �E + µ3 rot �H + µ4 rot

(
�E2 − �H2

)
�H + µ5 rot ( �E �H) �E,

�D = ε1 �H + ε2 rot �E + ε3 rot �H + ε4 rot
(
�E2 − �H2

)
�E + ε5 rot ( �E �H) �H,

Bi = µ
(1)
ik Ek + µ

(2)
ikl∇kHl + µ

(3)
ikl∇kEl + µ

(4)
iklEkEl + µ

(5)
iklHkHl + µ

(6)
iklHkEl,

Di = ε
(1)
ik Ek + ε

(2)
ikl∇kEl + ε

(3)
ikl∇kHl + ε

(4)
iklEkEl + ε

(5)
iklHkHl + ε

(6)
iklHkEl,

где ∇k ≡ ∂
∂xk

, ε, µ — величины, характеризующие свойство среды, в которой
распространяется электромагнитное поле.
12. Описать все системы вида

Aµν

(
Ψ,

∂Ψ
∂x

)
∂2Ψ

∂xµ∂xν
+Bµ

(
Ψ,

∂Ψ
∂x

)
∂Ψ
∂xµ

+ C

(
Ψ,

∂Ψ
∂x

)
= 0,

инвариантные относительно: Ẽ(1, n), P̃ (1, n), Sch(1, n), C(1, n). Ψ — вектор-фун-
кция.
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Об одном способе исследования групповых
свойств интегро-дифференциальных
уравнений

В.И. ФУЩИЧ

Хорошо разработанные методы исследования групповых свойств систем диф-
ференциальных уравнений в частных производных [1] не применимы к интеграль-
ным уравнениям. В настоящее время отсутствуют какие-либо методы исследова-
ния групповых свойств интегро-дифференциальных уравнений.

Здесь приведен способ отыскания алгебр инвариантности для интегро-диффе-
ренциального уравнения специального типа

p̂0ϕ(t, x) = L̂r/nϕ(t, x), (1)

где

p̂0 = i
∂

∂t
, p̂a = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, . . . , n, L̂ = p̂ap̂a +m2,

p̂ap̂a = p̂2
1 + p̂2

2 + p̂2
3 + · · · + p̂2

n = −∆, x ∈ Rn,

(2)

k, r — целые числа (число r нацело не делится на k), m > 0 — постоянная
величина.

В релятивистской квантовой теории часто встречается уравнение вида

p̂0ϕ(t, x) = L̂1/2ϕ(t, x). (3)

Ради простоты рассмотрим уравнение (3). Все сказанное ниже очевидным обра-
зом переносится и на уравнение (1) с произвольными r и k, а также на уравнения,
в которых L̂ — произвольный положительный дифференциальный оператор.

Уравнение (3) может быть записано так:

p̂0ϕ(t, x) =
∫
d3q d3y exp{iqa(xa − ya)}L1/2(q)ϕ(t, y), (4)

где

L1/2(q) =
(
qaqa +m2

)1/2
=
(
q21 + q22 + q23 +m2

)1/2
— (5)

символ оператора L̂1/2. В дальнейшем все операторы будем писать без “крышки”.
1. Уравнение (3) инвариантно относительно некоторой совокупности операторов

{QA}, если выполняются условия [2, 3]

[p0 − L1/2, QA]ϕ(t, x) = 0, (6)

Укр. мат. журнал, 1981, 33, № 6, С. 834–838.



90 В.И. Фущич

где [ , ] — коммутатор. Для отыскания операторов QA, удовлетворяющих условию
(6), поступим следующим образом. Подействовав слева на уравнение (3) операто-
ром p0, получим волновое дифференциальное уравнение(

p2
0 − p2

a −m2
)
ϕ(t, x) =

(
p0 − L1/2

)(
p0 + L1/2

)
ϕ(t, x) = 0. (7)

К дифференциальному уравнению (7) можем применить лиевский [1] или не-
лиевский метод [2]. С помощью метода Ли–Овсянникова можно показать, что
максимальной (в смысле Ли) алгеброй инвариантности уравнения (7) является
10-мерная алгебра Пуанкаре, базисные элементы {Q1, Q2, . . . , Q10} ≡ {Pµ, Jµν}
которой задаются операторами

P I
0 = p0, P I

a = pa, J Iµν = xµpν − xνpµ, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (8)

Поскольку всякое решение уравнения (3) является решением уравнения (7) (обра-
тное, конечно, неверно), можно ожидать, что алгебра (8) или ее подалгебры могут
оказаться алгеброй инвариантности интегро-дифференциального уравнения (3).
В нашем случае непосредственной проверки можно убедиться, что условия (6)
выполняются для всех операторов (8), т.е.

[p0 − L1/2, P I
µ] = 0 = [p0 − L1/2, J Iab], a, b = 1, 2, 3,

[p0 − L1/2, J I0a]ϕ(t, x) = ipaL
−1/2(p0 − L1/2)ϕ(t, x) = 0.

(9)

Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 1. Алгеброй инвариантности уравнения (3) является 10-мерная ал-
гебра Ли; базисные элементы этой алгебры задаются дифференциальными
операторами первого порядка (8).

Из приведенного вытекает следующий способ вычисления алгебр инвариан-
тности для уравнений типа (1): 1) построить дифференциальное уравнение, по-
дмножество решений которого является решениями интегро-дифференциального
уравнения; 2) лиевским или нелиевским методом найти алгебру инвариантности
дифференциального уравнения; 3) по найденной алгебре инвариантности диффе-
ренциального уравнения, проверяя условие инвариантности (6), отыскать алгебру
инвариантности интегро-дифференциального уравнения (1).
2. Выясним вопрос: существуют ли алгебры инвариантности интегро-диффе-

ренциального уравнения (3), которые не являются таковыми для дифференциаль-
ного уравнения?

Рассмотрим совокупность таких десяти {Q} интегро-дифференциальных опе-
раторов [4]:

P II
0 = L1/2, P II

a = pa,

J IIab = xapb − xbpa, J II0a = tpa − 1
2

(
xaL

1/2 + L1/2xa

)
.

(10)

Подставляя операторы (10) в условие инвариантности, убеждаемся, что

[p0 − L1/2, P II
µ ]− = 0 = [p0 − L1/2, J IIµν ], µ, ν = 0, 1, 2, 3,
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т.е. уравнение (3) инвариантно относительно алгебры (10). Проверяя условие ин-
вариантности для уравнения (7)

[p2
0 − p2

a −m2, QA]−ϕ = 0, A = 1, 2, . . . , 10, (11)

убеждаемся, что оно не выполняется, если {QA} задаются формулами (10). Сле-
довательно, интегро-дифференциальное уравнение (3) инвариантно относительно
алгебры (10), а дифференциальное уравнение не инвариантно относительно этой
алгебры. Уравнение (7) инвариантно только относительно 7-мерной подалгебры
алгебры (10).

Укажем еще одну алгебру инвариантности уравнения (3), которая также не
является алгеброй инвариантности дифференциального уравнения (7). Рассмотрим
совокупность операторов

P III
a = Pa = pa, J IIIab = Jab = xapb − xbpa,

J III0a = Ga = tp̃a −mxa, M = m1̂,
(12)

где 1̂ — единичный оператор, p̃a — неизвестный оператор, явный вид которого
определим из условия инвариантности уравнения (3) относительно операторов Ga,
т.е. из условия

[p0 − L1/2, Ga]− = ip̃a +m[L1/2, xa]− = 0, (13)

откуда получаем

p̃a = mpaL
−1/2. (14)

Для операторов (12) условие инвариантности (6) выполняется и, кроме того,
они удовлетворяют коммутационным соотношениям:

[Pa, Jbc]− = i(δacPb − δabPc), [Pa, Pb]− = 0,
[Pa, Gb]− = iδabM, [Ga, Jbc]− = i(δacGb − δabGc),
[Jab, Jcr]− = i(δacJbr + δbrJac − δarJbc − δbcJar),
[Ga, Gb]− = 0, a, b, c, r = 1, 2, 3.

(15)

Следует отметить, что оператор P III
0 = p0 коммутирует с оператором p0 − L1/2

уравнения (3). Однако оператор P III
0 вместе с операторами (12) не образуют коне-

чномерной алгебры Ли. Подытожим сказанное в виде следующего утверждения.

Теорема 2. Уравнение (3) инвариантно относительно 10-мерной алгебры Ли,
являющейся подалгеброй 11-мерной алгебры Галилея. Базисные элементы этой
алгебры задаются формулами (12) и удовлетворяют коммутационным соо-
тношениям (15).

Аналогичную теорему можно доказать и для интегро-дифференциального урав-
нения вида

p0ϕ(t, x) =
{
m2

0 +
(papa)2

4m2
1

}1/2

ϕ(t, x), (16)

где m0 и m1 — постоянные.
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Для уравнения (16) базисные элементы алгебры инвариантности будут задава-
ться формулами (12), где

p̃a = pa
p2
b

2m1

{
m2

0 +
(papa)2

4m2
1

}−1/2

(17)

— интегро-дифференциальный оператор.
Уравнение (16) можно интерпретировать как уравнение движения для нето-

чечной частицы в нерелятивистской квантовой механике. Если в (16) положить
m0 = 0, то оно совпадет с дифференциальным уравнением Шредингера.

Замечание 1. Все найденные базисные элементы алгебр инвариантности уравне-
ний, кроме алгебры (8), задаются интегро-дифференциальными операторами. Вот
почему для построения группы по заданному представлению алгебры Ли мы не
имеем возможности применить теоремы Ли. Они применимы только тогда, когда
базисные элементы алгебры Ли являются операторами первого порядка. В нашем
случае для построения группы по алгебре Ли необходимо воспользоваться форму-
лой Кэмпбелла–Хаусдорфа [2, 3].

Замечание 2. Основная идея настоящей заметки — сопоставление интегро-диффе-
ренциального уравнения с некоторым дифференциальным уравнением. С помощью
аналогичной идеи можно изучить теоретико-алгебраические свойства квазилиней-
ного уравнения вида

n∑
i=1

ai(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂xi
= a(x1, x2, . . . , xn, u). (18)

Это нелинейное уравнение можно сопоставить с линейным уравнением вида

n∑
i=1

ai(x, u)
∂V (x, u)
∂xi

+ a(x, u)
∂V (x, u)
∂u

= 0. (19)

Изучив теоретико-алгебраические свойства этого линейного уравнения и восполь-
зовавшись известной теоремой о связи решений уравнений (18) и (19), можно
установить алгебру инвариантности нелинейного уравнения (18). Таким же спосо-
бом можно исследовать алгебраические свойства не только квазилинейного урав-
нения, но и существенно нелинейного, если, конечно, удается сопоставить этому
уравнению либо линейное, либо более простое нелинейное уравнение.

Предложенный алгоритм, конечно, применим и к определенным системам ин-
тегро-дифференциальных уравнений. Так, например, к системам уравнений [3]

p0
�E(t, �x) =

(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2 �H(t, �x),

p0
�H(t, �x) =

(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2 �E(t, �x),
�E = (E1, E2, E2), �H = (H1,H2,H3),

p0Aµ(x) =
(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2
Aµ(x), pµA

µ(x) = 0, µ = 0, 1, 2, 3.

Эти системы уравнений, в некотором смысле, очень близки к системе Максвелла
для электромагнитного поля. Первая система обладает той же группой симме-
трии, что и дифференциальная система Максвелла в вакууме. Каждая компонента
векторов �E и �H удовлетворяет уравнению Даламбера.
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Следует отметить, что дифференциальное уравнение, полученное как следствие
из интегро-дифференциального уравнения может иметь группу инвариантности,
вообще говоря, шире или уже, чем исходное уравнение.

В заключение приведем интегро-дифференциальное уравнение с осциллятор-
ным потенциалом:

p0ϕ(t, �x) = (papa +m2 + λxaxa)1/2ϕ(t, x), (20)

где xaxa = x2
1+x2

2+x2
3, λ — постоянная величина, для которого можно эффективно

применить указанный алгоритм.
Чтобы воспользоваться нелиевским алгоритмом для отыскания алгебры инва-

риантности уравнения (18), необходимо привести оператор L = papa +m2 + λxaxa
диагональному виду.
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On some exact solutions of the nonlinear
Schrödinger equation in three spatial
dimensions
W.I. FUSHCHYCH, S.S. MOSKALIUK

1. In 1881 Lie introduced the study of the solutions of partial differential equati-
ons, based, on the infinitesimal transformations of the continuous groups. Afterwards
these methods have been used for finding exact and approximate solutions of the nonli-
near partial differential equations by various authors [1]. In the main these solutions
were obtained in one spatial dimension. In this paper some exact similarity solutions
of nonlinear parabolic partial differential equations, possessing high symmetry, are
obtained, in three spatial dimensions.

Consider the nonlinear equation

i
∂u

∂x0
+

1
2M

∆u = F (u), (1)

where

u = u(x0,x), x ∈ Rn, M = const, ∆ ≡
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

.

Lemma 1.∗ Equation (1) is invariant under a (n2 +3n+8)/2-parameter Schrödinger
group if

F (u) = λu|u|4/n, (2)

where λ is an arbitrary constant, n is a number of the spatial variables in eq. (1).
Lemma 2.∗ Equation (1) is invariant under a (n2 +3n+6)/2-parameter transforma-
tion group if

F (u) = λu|u|m, (3)

where λ, m are arbitrary constants.
This group consists of the Galilean group and the one-parameter group of scale

transformations.
Lemma 1 and lemma 2 can be proved by using the finite or infinitesimal transfor-

mations of the Schrödinger group [2]. By means of the Lie–Ovsjannikov method [3]
one can show that the above-mentioned groups are the maximal ones in the sense of
Lie which leave eq. (1) with the nonlinearities (2) and (3) invariant.

In the sequel we restrict ourselves to R3 and consider the infinitesimal transfor-
mations of the Schrödinger group

x′0 = x0 + εA0 +O
(
ε2
)
, x′i = xi + εAi +O

(
ε2
)
,

Lettere al Nuovo Cimento, 1981, 31, № 16, P. 571–576.
∗ Misprints in formulations of Lemmas 1 and 2 are corrected.
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where

A0 = −cx2
0 + 2qx0 + b, Ai = (−cx0 + q)xi + εijkrjxk + vix0 + ai.

The parameters ai, b, c, q, vi, ri are arbitrary real constants. The parameter ai,
represents spatial translations, b represents time translations, c represents invariance
under the one-parameter group of projective transformations, q represents dilatations,
vi signifies Galilean invariance and ri denotes rotation invariance.
2. We need the invariants ω1, ω2, ω3 of the Schrödinger group for finding the

solutions of eq. (1). These invariants are obtained by solving the Lagrange equations

dx0

A0
=
dx1

A1
=
dx2

A2
=
dx3

A3
.

We will give the explicit form of these invariants.
Case I. cb+ q2 �= 0:

ω1 =
√

zizi
−cx2

0 + 2qx0 + b
, ω3 =

rizi√
rlrl (−cx2

0 + 2qx0 + b)
,

ω2 =

∣∣∣∣∣∣arcsin
z2

/√
−cx2

0 + 2qx0 + b− r2ω
3
/√

rlrl√
((r21 + r23) /rlrl) [(ω1)2 − (ω3)2]

∣∣∣∣∣∣−√
rlrl

x0∫
dt

−ct2 + 2qt+ b
,

(4)

where zi = xi − αix0 − βi,

αi =
qvi + cai − εijkvjrk

bc+ q2 + rlrl
+ ri

c(rkak) + q(rkrk)
(bc+ q2) (bc+ q2 + rlrl)

,

βi =
bvi − qai + εijkrjak

bc+ q2 + rlrl
+ ri

rk(bvk − qak)
(bc+ q2) (bc+ q2 + rlrl)

.

Here and in the sequel the summation convention is being employed.
Case II. cb+ q2 = 0, c �= 0:
1) r3 �= 0:

ω1 =
√
yiyi

τ
, ω3 =

riyi
τ
√
rlrl

,

ω2 =
∣∣∣∣arcsin

y2/τ − r2ω
3/
√
rlrl

((r21 + r23) /rlrl) [(ω1)2 − (ω3)2]

∣∣∣∣+ √
rlrl
τ

,

(5)

where

yi = xi − γiτ − δi +
ηi
τ
, τ = −cx0 + q,

γi =
1

c(rlrl)
[εijkvjrk − (viq + cai) + rirk(vkq + cak)],

δi =
1

c(rlrl)
[εijkrj(qvk + cak) + ri(rkvk)], ηi =

1
2
rirk
rlrl

(vkq
c

+ ak

)
.

2) r1 = r2 = r3 = 0:

ωi =
1
τ

[
xi − vi

c
+

1
τ

(viq
c

+ ai

)]
. (6)
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Case III. c = 0, q = 0, b �= 0:
1) r3 �= 0:

ω1 =
√
SiSi, ω3 =

riSi
τ
√
rlrl

,

ω2 =

∣∣∣∣∣arcsin
S2 − (r2ω3)/

√
rlrl√

((r21 + r23) /rlrl) [(ω1)2 − (ω3)2]

∣∣∣∣∣+
√
rlrl
b

x0,

(7)

where

Si = xi − x2
0

2brlrl
ri(rkvk) − x0

b(rlrl)
[ri(akrk) + bεijkrjvk]−

− 1
rlrl

{εijkrjak + b[vi − (zkvk)τi]}.

2) r1 = r2 = r3 = 0:

ωi = xi − vi
2b
x2

0 −
ai
b
x0. (8)

Case IV. c = 0, q = 0, b = 0, vix0 + ai �= 0:
1) r3 �= 0, r2 �= 0, r1 �= 0:

ω1 = x0, ω2 =
√
wiwi, ω3 =

riwi√
rlrl

, (9)

where

wi = xi +
εijkrj(vkx0 + ak)

(rirl/(vix0 + ai))(vlx0 − al) − rkrk

(there is no summation over i).
2) r3 �= 0, r2 = 0, r1 = 0:

ω1 = x0, ω2 = x2
1 + x2

2 +
2
r3

[(v2x0 + a2)x1 − (v1x0 + a1)x2],

ω3 = (v3x0 + a3) arcsin

∣∣∣∣∣ r3x1 + v2x0 + a2√
(v1x0 + a1)2 + (v2x0 + a2) + r23ω

2

∣∣∣∣∣− x3.

(10)

3) r1 = r2 = r3 = 0:

ω1 = x0, ω2 = x1(v2x0 + a2) − x2(v1x0 + a1),
ω3 = x1(v3x0 + a3) − x3(v1x0 + a1).

(11)

Case V. c = q = b = 0, vix0 + ai = 0, ri �= 0:

ω1 = x0, ω2 =
√
xixi, ω3 =

rixi√
rlrl

. (12)

Now we construct the solutions of the eq. (1) of the form

u = ϕ
(
ω1, ω2, ω3

)
f(x0,x), F (u) = λu|u|m. (13)
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Substituting (13) into eq. (1), we require the functions ϕ and f to satisfy the non-
coupled equations. In accordance with this requirement the following equations are
obtained:

1
2M

ϕωlωkψlk(ω1, ω2, ω3) + ϕωkψk(ω1, ω2, ω3) + ϕψ(ω1, ω2, ω3) = λϕ|ϕ|m, (14)

i
∂f

∂x0
+

1
2M

∆f = f |f |mψ(ω1, ω2, ω3), (15)

ωlxi
ωkxi

= |f |mψlk(ω1, ω2, ω3), (16)(
iωkx0

+
1

2M
∆ωk

)
f +

1
M
ωkxi

fxi
= f |f |mψk(ω1, ω2, ω3), (17)

where

ϕωk ≡ ∂ϕ

∂ωk
, ϕωkωl ≡ ∂2

∂ωk∂ωl
, ωkx0

≡ ∂ωk

x0
.

In fact, the nonlinear equation (15) with the additional conditions (16) and (17) is the
inhomogeneous linear Schrödinger equation which one can easily integrate. Substituti-
ng the solution of eq. (15) into eq. (14), we obtain for ϕ a nonlinear partial differential
equation. Thus the solution of eq. (14) is a function of only three variables ω1, ω2,
ω3.
3. Let us consider some exact solutions of eqs. (14)–(17).
For the invariants (4) and the nonlinearity F = λu|u|4/3, the functions f and ϕ

take the form (c �= 0)

f =
(−cx2

0 + 2qx0 + b
)−3/4

[
−cx0 + q −

√
bc+ q2

−cx0 + q +
√
bc+ q2

]iρ
×

× exp

[
iM(αizi) +

iM

2
−cx0 + q −

√
cb+ q2

−cx2
0 + 2qx0 + b

zizi +
iM

2
(αiαi)x0

]
,

ϕ =
[

1
2λM

(
9
4
−B2

)]3/4 [
(ω1)2 − (ω3)2

]−3/4
exp
[
iBω2

]
,

where

B =
2
√
bc+ q2√
rlrl

ρ, ρ =
M

4
√
cb+ q2

[2(viβi) + b(αiαi) − c(βiβi)].

For the invariants (4) and the nonlinearity F = λϕ|ϕ|m the functions f and ϕ take
the form (c = 0, q �= 0)

f = (2qx0 + b)−1/m+iρ exp
{
iM(αizi) +

iM

2
(αiαi)x0

}
,

ϕ =
[

1
2λM

(
4
m2

−B2

)]1/m [
(ω1)2 − (ω3)2

]−1/m
exp
[
iBω2

]
,
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where

B =
2q√
rlrl

ρ, ρ =
M

4q
[2(viβi) + b(αiαi)].

For the invariants (12) and the nonlinearity F = λϕ|ϕ|m the functions f and ϕ
take the form u1 = fϕ1, u2 = fϕ2:

f = exp[ic1], ϕ1 =

[
c2

2λM

(
2
m

)2
]1/m [

xixi − (rixi)2

rlrl

]−1/m

,

ϕ2 = c3x
−1
0 exp

[
i
λcm3
m− 1

x−m+1
0 + i

m

2x0

[
xixi − (rixi)2

rlrl

]]
,

where c1 = const, c2 = const, c3 = const.

Remark. We have considered only a part of the exact solutions obtained by the same
method for the invariants (4)–(12) and the nonlinearities (2) and (3). Three-spatial-
dimension exact solutions of Liouville, eikonal, Hamilton–Jacobi and Navier–Stokes
equations are obtained by this method too [4, 5].
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О точных решениях нелинейных
многомерных волновых уравнений
В.И. ФУЩИЧ, С.С. МОСКАЛЮК, Н.И. СЕРОВ

В работе приведены в явном виде некоторые классы точных решений следую-
щих нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП):
гиперболические уравнения

�u+ λ1u = 0, (1)

�u+ λ2 expu = 0, (2)

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= 0, (3)

�u+
(
∂u

∂x0

)2
∂2u

∂x2
1

+
(
∂u

∂x1

)2
∂2u

∂x2
0

− 2
∂u

∂x0

∂u

∂x1

∂2u

∂x0∂x1
= 0, (4)

�u+ F1(u) = 0, � ≡ ∂2

∂x2
0

− ∆, (5)

параболические уравнения

i
∂u

∂x0
+

1
2M

∆u+ F2(u) = 0, (6)

∂u

∂x0
+

1
2M

∂u

∂xa

∂u

∂xa
= 0, (7)

∂�u

∂x0
+ (�u · �∇)�u+ �∇p = ∆�u, div �u = 0, (7а)

где u = u(x), x = (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Rn, �u = (u1, u2, u3), ∆ — оператор Лапласа;
F1, F2 — произвольные интегрируемые функции; k, λ1, λ2, M , m — произвольные
постоянные величины.

Все приведенные уравнения, как и другие основные уравнения математической
и теоретической физики [1], обладают высокой симмepиeй. Именно это свойство
уравнений (1)–(7) дает возможность отыскать целые семейства (классы) точных
решений. Для уравнений (1)–(5) решения найдены через произвольные функции,
зависящие от инвариантов группы симметрии [2, 3].

С помощью метода Ли [4] можно установить следующие группы инвариантно-
сти уравнений (1)–(7).

Теорема 1. Максимальной группой инвариантности (МГИ) уравнений (1), (2)
и (4) является расширенная группа Пуанкаре P̃ (1, n − 1) = {P (1, n − 1),D} —

IX международная конференция по нелинейным колебаниям, Киев, 30.08–06.09 1981, Том 1, Ана-
литические методы теории нелинейных колебаний, Киев, Наукова думка, 1984, С. 384–389.
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группа Пуанкаре P (1, n− 1) и масштабных преобразований D. МГИ уравнения
(5) является группа P (1, n− 1).
Замечание 1. Уравнение Лиувилля (2) в двухмерном пространстве (x ∈ R2) до-
пускает бесконечную группу преобразований. Этот факт является причиной того,
что все решения уравнения (2) в этом частном случае задаются известной форму-
лой Лиувилля через две произвольные функции. Нами будут приведены решения
уравнения Лиувилля в пространстве x ∈ Rn при n ≥ 3.
Теорема 2. МГИ уравнения эйконала (3) является бесконечная группа преобра-
зований. Инфинитезимально эта группа задается преобразованиями

x′µ = xµ + εAµ, µ = 0, n− 1, u′ = u+ εB, (8)

Aµ = −bµ(u)xνxν + 2xµbν(u)xν − cµν(u)xν + dµ(u), B = η(u), (9)

где bµ, cµν , dµ, η — произвольные функции от u, причем c00 = −caa, cµν = −cνµ,
ν �= µ.
Теорема 3. МГИ уравнения (6) (при F2(u) = −λu|u|4/(n−1), n = 4) является 13-
параметрическая группа. Инфинитезимально эта группа задается формулами
(8), где

A0 = −cx2
0 + 2qx0 + b,

Ai = (−cx0 + q)xi + εijkrjxk + vix0 + ai,

B = −
[
3
2
(−cx0 + q) + iM

(
1
2
cxixi − vixi

)]
u,

(10)

ai, b, ri, vi, q, c — параметры преобразований [5].
В основе нашего подхода к отысканию точных решений уравнений (1)–(7) ле-

жит представление

u(x) = Φ[ϕ(ω), f(x)], (11)

где Φ, ϕ, f — произвольные дифференцируемые функции соответствующих пе-
ременных; ω = ω(x) = {ω1(x), . . . , ωn−1(x)} — инварианты групп инвариантности
уравнений (1)–(7).

В силу того, что ω являются инвариантами группы инвариантности уравнений,
подстановка (11) в уравнения (1)–(7) приводит к ДУЧП для функции ϕ(ω), зави-
сящей от меньшего числа переменных, чем u(x). Функции Φ, f и инварианты ω
находим из системы уравнений Лагранжа

dx0

A
=
dx1

A1
= · · · =

dxn−1

An−1
=
du

B
.

I. Решения уравнения (1) ищем в виде u(x) = ϕ(ω)f(x).
Приведем явный вид некоторых решений уравнений (1):

u =
[
−λ

4
(1 − k)2((βνyν)2 + yνy

ν)
]1/(k−1)

,

βνβ
ν = −1, yν = xν + aν , ν = 0, n− 1;



О точных решениях нелинейных многомерных волновых уравнений 101

u =
[
λ

2
(1 − k)2aνyν · βνyν

]1/(1−k)
, aνa

ν = βνβ
ν = 0, aνβ

ν = −1;

u = µ [x3 cos(c1 + x0 ± x1) ± x2 sin(c1 + x0 ± x1)]
1/(1−k)

,

µ =
[
λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1

]1/(1−k)
;

u = [F (ανxν) + βνx
ν ]2/(1−k) , ανα

ν = ανβ
ν = 0,

βνβ
ν = −λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

F — произвольная дифференцируемая функция, aν , αν , βν — const;

u =
[
x3Φ(x0 ± x1) ± x2(β2 − Φ2(x0 ± x1))1/2

]2/(1−k)
,

β2 =
λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

Φ — произвольная дифференцируемая функция;

u = [F (α1νx
ν , . . . , αn−1νx

ν) + αnνx
ν ]2/(1−k) ,

αaµα
µ
b = 0, a = 1, n, b = 1, n− 1, αnνα

ν
n = −λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

F — произвольная дифференцируемая функция.
II. Решения уравнения Лиувилля (2) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω) + f(x). (12)

Найденные нами решения уравнения (2) имеют вид

u = −2 ln [γP(x) shQ(x)] , u = −2 ln [δP(x) chQ(x)] ,

u = −2 ln [γP(x) cosQ(x)] , u = −2 ln [σP(x)R(x)] ,
(13)

где

1) P(x) = ανy
ν , Q(x) = c1(ανyν)−1√yνyν + c2, R(x) = Q(x)|c1=1,

γ =
√−2λ
2c1

, δ =

√
2λ

2c1
, σ = γ|c1=1, ανα

ν = 0;

2) P(x) =
1
2
[
(βνyν)2 + yνy

ν
]−1/2

,

Q(x) = c1 ln
[
(βνyν)2 + yνy

ν
]
+ c2, βνβ

ν = 1;

3) P(x) = Φ−1(ανyν), Q(x) = c1βνy
νΦ(ανyν) + c2, ανα

ν = ανβ
ν = 0,

βνβ
ν = 1, Φ — произвольная дифференцируемая функция;

4) P(x) = Φ−1(ανyν), Q(x) = c1 [βνyνΦ(ανyν) − ln Φ(ανyν)] + c2,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = 1;
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5) P(x) = 1, Q(x) = c1 [βνyν + Φ(ανyν)] + c2,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = −1.

III. Решения уравнения (5) ищем в виде u(x) = ϕ(ω). Решения уравнения (5)
даются интегралом

u∫
0

dψ√
c1 ±

ϕ∫
0

F1(ξ)dξ

= ω + ln c2, (14)

где

1) ω = ανx
ν + f(βνxν), ανα

ν = βνβ
ν = 0, ν = 0, n− 1,

f — произвольная дифференцируемая функция;
(15)

2) ω =
√

2 [(ανyν)2 ± yνyν ], ανα
ν = ±1, ν = 0, 1. (16)

В случае F1(u) = sinu имеем решение уравнения синус-Гордона в форме (14).
Кроме того, при c1 = 2 решения этого уравнения записываются в явном виде:

u = 4 arctg (c2 expω), ανα
ν = −1,

u = 4 arctg
(
c2 th

ω

2

)
, ανα

ν = ±1,

где ω задается формулами (15), (16).
IV. Решения уравнения эйконала (3) ищем в виде

u(x) = F [ϕ(ω) + f(x)].

Полученные решения имеют вид

u(x) = F (w), (17)

где

1) w = ανx
ν , ανα

ν = 0;

2) w = βνy
ν +
√

(βνyν)2 − yνyν , βνβ
ν = 1;

3) w = (ανyν)−1yνy
ν , ανα

ν = 0.

В (17) F — произвольная дифференцируемая функция.
V. Решения уравнения Борна–Инфельда (4) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω) + f(x) или u(x) = ϕ(ω)f(x) + c. (18)

Полученные решения имеют вид

u = f(ανxν) + βνx
ν , ανα

ν + (α0β1 − α1β0)2 = 0.

В частности, при β0 = β1 = 0, α0 = ±α1 имеем решение u = f(x0±x1) полученное
в [6].

u =
a

2
ln
{
y0 + y1
y0 − y1

th
[
1
4

ln
(
a2

b2
b2 − yνy

ν

a2 + yνyν

)]}
+ b arctg

√
a2 + yνyν

b2 − yνyν
+ c,
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u = ±
[
c1 exp[c2(y0 − y1)] +

2
c2

(y0 + y1)
]1/2

+ c2,

u = ±
[
y0 − y1
c1

F (w)
]1/2

+ c3, w = c1(y0 + y2) + c2,

где 1) F (w) = thw, 2) F (w) = cthw, 3) F (w) = tgw, 4) F (w) = w,

Φ(x, u) + 1
Φ(x, u) − 1

1
y0 + y1

exp
[ −2
Φ(x, u) − 1

− y0 − y1
a

]
= c,

Φ(x, u) =
u√

u2 + 4a(y0 + y1)
.

VI. Решение нелинейного уравнения Шредингера (6) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω)f(x).

Приведем одно из полученных решений при F2(u) = −λu|u|m, (c = 0, q �= 0,
r3 �= 0)

f = (2qx0 + b)−1/m+iρ exp
{
iM(αizi) +

iM

2
(αiαi)x0

}
,

ϕ =
[

1
2λM

(
4
m2

−B2

)]1/m [
(ω1)2 − (ω3)2

]−1/m
exp[iBω2],

где

ρ =
M

4q
[2(αiβi) + b(αiαi)], B =

2q√
rlrl

ρ, zi = xi − αix0 − βi,

αi =
q2vi + ri(rkvk) + qεijkvk

q(q2 + rlrl)
, βi =

bvi − qai + εijkrjak
q2 + rkrk

+ ri
rk(bvk − qak)
q(q2 + rlrl)

,

ω1 =
√

zizi
2qx0 + b

, ω3 =
rizi√

rlrl(2qx0 + b)
,

ω2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣arcsin
z2

/√
2qx0 + b− r2ω3

/√
rlrl√

[(r21 + r23) /rlrl] [(ω1)2 − (ω3)2]

∣∣∣∣∣∣∣∣−
√
rkrk
2q

ln(2qx0 + b).

VII. Решения уравнения Гамильтона–Якоби (7) ищем в виде

u = ϕ(ω1, ω2, ω3) + f(x0, x1, x2, x3).

Приведем одно из полученных решений:

u =
Mq

2qx0 + b
zizi +M(αizi) +

M

2
(αiαi)x0, zi = xi − αix0 − βi, i = 1, 2, 3,

где q, αi, βi — произвольные постоянные.
VIII. Решения уравнения Навье–Стокса (7а) ищем в виде

ui = F ij(x0, x1, x2, x3)ϕj
(
ω1, ω2, ω3

)
+ f i(x0, x1, x2, x3).
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Приведем одно из полученных решений:

ui =
q(rkrk)zi − ri(rkzk)
(rlrl)(zjzj) − (rlzl)3

+ αi, l, k, i, j = 1, 2, 3,

p = −1
2

q2(rlrl)
(rkrk)(zjzj) − (rkzk)2

, zi = xi − αix0 − βi,

где q, ri, αi, βi — произвольные постоянные.
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Нерелятивистские уравнения движения для
частиц с произвольным спином
В.И. ФУЩИЧ, А.Г. НИКИТИН

The Galilei-invariant systems of partial differential equations, which describe the non-
relativistic motion of arbitrary spin particle, have been deduced. The found equations
admit Lagrangian formulation and describe dipole, quadrupole and spin-orbit couplings
of a particle with an external field, which traditionally are considered as a relativistic
effects. Using the found equations, the problem of an arbitrary spin particle motion in
homogeneous magnetic field have been solved exactly. The generators of all classes of
irreducible representations of Galilei group have been found.

Выведены галилеевски-инвариантные системы дифференциальных уравнений пер-
вого и второго порядка, описывающие движение нерелятивистской частицы прои-
звольного спина. Найденные уравнения допускают лагранжеву формулировку и опи-
сывают дипольное, квадрупольное и спин-орбитальное взаимодействия частицы с
внешним электромагнитным полем, которые традиционно считались чисто реляти-
вистскими эффектами. На основе полученных уравнений точно решена задача о
движении нерелятивистской частицы произвольного спина в однородном магнитном
поле. Найдены генераторы всех классов неприводимых представлений группы Гали-
лея.

Введение
Более 300 лет известны принцип относительности и преобразования Галилея.

Однако структура группы Галилея G и ее представления начали изучаться срав-
нительно недавно. В 1952 г. Иноню и Вигнер [1] описали точные представления
этой группы. Баргман [2] впервые указал на фундаментальную роль проективных
представлений группы G в нерелятивистской квантовой механике. Любопытно
отметить, что проективные представления группы Галилея могли быть открыты
значительно раньше, поскольку еще Ли [3] установил алгебру и группу инвариан-
тности уравнения диффузии, которое с точностью до постоянных коэффициентов
совпадает с одномерным уравнением Шредингера для невзаимодействующей ча-
стицы. Исходя из алгебры инвариантности уравнения диффузии (или уравнения
Шредингера) и используя приемы, известные еще с начала века (формулу Кэмп-
белла, уравнения Ли), мы, как будет показано ниже, с необходимостью приходим
к проективным представлениям группы G.

Леви-Леблонд [4, 5] начал систематическое исследование представлений груп-
пы Галилея и уравнений, инвариантных относительно этой группы. Хаген и Гер-
лей [6, 7] получили галилеевски-инвариантные дифференциальные уравнения пер-
вого порядка, описывающие движение нерелятивистской частицы с произволь-
ным спином. Особенностью этих уравнений является то, что они не дают пол-
ного описания движения частицы со спином во внешнем электромагнитном по-
ле, так как не учитывают такие хорошо известные физические эффекты, как
спин-орбитальное и дарвиновское взаимодействия. Во многих книгах и статьях

Физика элементарных частиц и атомного ядра, 1981, 12, вып. 5, С. 1157–1219.
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утверждается даже, что такие взаимодействия являются чисто релятивистскими
эффектами и могут быть адекватно описаны только с помощью уравнений, инва-
риантных относительно группы Пуанкаре (например, уравнений Дирака).

Настоящий обзор, в основу которого положены работы авторов [8–14], посвя-
щен выводу и подробному исследованию нового класса галилеевски-инвариант-
ных уравнений движения для частиц произвольного спина. С помощью получен-
ных уравнений, подобно тому как и в релятивистской теории Дирака для эле-
ктрона, можно последовательно описать спин-орбитальное и дарвиновское взаи-
модействия. Найденные уравнения — частный случай уравнения Леви-Леблонда и
Хагена–Герлея (уравнения ЛХГ) — представляют собой системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого и второго порядка параболического
типа.

Для получения и анализа галилеевски-инвариантных уравнений используется
алгебраический подход, развитый в работах [15–17]. Суть этого подхода состоит
в том, что, исходя из некоторой общей формы генераторов группы G и используя
коммутационные соотношения алгебры Ли группы Галилея, находят явный вид ге-
нератора временного сдвига (гамильтониана) H, с помощью которого определяется
инвариантное уравнение типа Шредингера.

Следует отметить, что в принципе можно построить очень много различных
галилеевски-инвариантных уравнений для частиц произвольного спина (то же са-
мое можно сказать и о релятивистских уравнениях), которые в отсутствие взаи-
модействия могут быть эквивалентными. Поэтому важно иметь критерии, выделя-
ющие из них те, которые позволяют наиболее полно описать физическую реаль-
ность — например в случае взаимодействия частицы с внешним электромагнитным
полем. В работе найдено необходимое условие, которому должны удовлетворять
уравнения первого порядка, описывающие спин-орбитальное взаимодействие ча-
стицы с полем. Это условие можно сформулировать в виде требования (которому
не удовлетворяют уравнения ЛХГ), чтобы генераторы представления однородной
группы Галилея, реализующегося на множестве решений инвариантного уравне-
ния, были нильпотентными матрицами с индексом нильпотентности N > 2.

Структура уравнений, полученных в настоящей работе, позволяет во многих
случаях находить их решения сразу для произвольного значения спина. Ниже
с использованием найденных уравнений точно решена задача о спектре энергии
заряженной нерелятивистской частицы произвольного спина в однородном магни-
тном поле.

В работе получены генераторы всех классов неприводимых представлений рас-
ширенной группы Галилея. Найденная реализация отличается относительно про-
стой (симметричной) формой генераторов, которая является универсальной для
всех унитарных представлений этой группы. Исследованы также представления
полной группы Галилея, включающей дискретные преобразования P , T и C.

За пределами настоящей статьи остались задачи о разложении тензорного
произведения двух и трех неприводимых представлений группы Галилея. Эти во-
просы (и многие другие, касающиеся теории представлений группы хорошо изло-
жены в [4, 18–20].
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1. Галилеевская инвариантность
В этом разделе обсуждается алгебра инвариантности уравнения Шрединге-

ра для невзаимодействующей частицы и дискретные P -, T -, C-преобразования
в нерелятивистской квантовой механике. Исходя из алгебры инвариантности, с
помощью формулы Кэмпбелла–Хаусдорфа строится представление расширенной
группы Галилея и вычисляется мультипликатор, характеризующий проективные
представления этой группы.
Алгебра инвариантности уравнения Шредингера. Исследуем свойства сим-

метрии основного уравнения нерелятивистской квантовой механики

LΨ = 0, L = i
∂

∂t
− p2

2m
, (1)

где

p2 = p2
1 + p2

2 + p2
3, pa = −i ∂

∂xa
, Ψ = Ψ(t,x) ⊂ L2.

Обозначим {QA}, A = 1, 2, . . . , N ; N < ∞ некоторое множество операторов,
определенных на множестве, всюду плотном в пространстве L2 и образующих
алгебру Ли. Уравнение (1) по определению инвариантно относительно алгебры
{QA}, если выполняются соотношения

[QA, L] ≡ QAL− LQA = fAL, (2)

где {fA} — некоторое множество операторов, определенных в L2. Действительно,
если выполняется (2), то преобразование Ψ → QAΨ переводит решение уравне-
ния (1) в другое решение этого уравнения.

Рассмотрим задачу о нахождении алгебры инвариантности (АИ) уравнения (1)
в классе дифференциальных операторов первого порядка. Эта задача сводится к
определению всех возможных операторов вида

QA = BA(t,x) + CiA(t,x)
∂

∂xi
+DA(t,x)

∂

∂t
, i = 1, 2, 3, (3)

(где BA(t,x), Cia(t,x), DA(t,x) — функции от t и x), удовлетворяющих усло-
виям (2) и образующих конечномерную алгебру Ли. Как отмечалось выше, эта
задача для одномерного уравнения Шредингера впервые была решена Ли [3]. Ре-
шение ее приведено в книге [21], а недавно для трехмерного случая получено в
работах [22, 23]. Результат [22, 23] можно сформулировать в виде следующего
утверждения.

Теорема 1. Максимальной АИ уравнения (1) в классе дифференциальных опе-
раторов первого порядка является тринадцатимерная алгебра Ли, базисные
элементы которой задаются формулами

P0 = i
∂

∂t
, Pa = pa, M = m,

Ja = (x× p)a, Ga = tpa −mxa,

(4)

D = 2tP0 − xapa +
3
2
i, A = t2P0 − tD − 1

2
mx2. (5)
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Доказательство теоремы здесь не приведено (см. [22, 23]). Отметим только,
что инвариантность уравнения (1) относительно алгебры (4), (5) легко проверить
непосредственно. Операторы (4) удовлетворяют условию (2) при fA ≡ 0, а для
операторов (5) выполняется

[D,L] = −2iL, [A,L] = 2itL.

Операторы (4), (5) удовлетворяют коммутационным соотношениям

[Pa, Pb] = 0, [Pa, Jb] = iεabcPc, (6)

[Ga, Gb] = 0, [Ga, Jb] = iεabcGc, (7)

[Pa, Gb] = iδabM, [Pµ,M ] = [Ga,M ] = [Ja,M ] = 0, (8)

[P0, Pa] = [P0, Ja] = 0, (9)

[P0, Ga] = iPa, a, b, c = 1, 2, 3, µ = 0, 1, 2, 3, (10)

[D,Pa] = −iPa, [D,Ga] = iGa, [D,P0] = −2iP0,

[D,Ja] = [D,M ] = [A,Ga] = [A,M ] = [A, Ja] = 0,
[A,Pa] = iGa, [A,P0] = iD, [A,D] = 2iA,

(11)

т. e. образуют алгебру Ли, называемую алгеброй Ли группы Шредингера.
Заметим, что операторы (5) на множестве решений уравнения (1) могут быть

выражены через генераторы (4):

D = (2M)−1(PaGa +GaPa), A = (2M)−1GaGa (12)

и, следовательно, симметрия относительно, преобразований, генерируемых опера-
торами D и A, не приводит к новым законам сохранения. Таким образом, основной
интерес представляет симметрия уравнения (1) относительно АИ (4) (алгебры Ли
расширенной группы Галилея).

Алгебра (4) имеет три основных инвариантных оператора (оператора Казимира)

C1 = 2MP0 − PaPa, C2 = M,

C3 = WaWa = [MJa − εabcPbGc][MJa − εabcPbGc],
(13)

собственные значения которых ассоциируются с внутренней энергией, массой и
спином нерелятивистской частицы. Подставив (4) в (13), убеждаемся, что урав-
нение Шредингера (1) описывает частицу со спином s = 0, внутренней энергией
ε0 = 0 и массой m.

Таким образом, мы рассмотрели симметричные свойства уравнения Шредин-
гера относительно АИ, базисные элементы которых принадлежат классу диффе-
ренциальных операторов первого-порядка. Отметим, что если рассмотреть АИ в
классе интегродифференциальных операторов, то можно показать, что уравнение
(1) инвариантно относительно алгебр O(1, 3) [24] и O(2, 4) [25].

Возникает естественный вопрос — существуют ли другие [кроме (1)] диффе-
ренциальные уравнения, имеющие такую же симметрию [обладающие такой же
АИ (4), (5)], как уравнение Шредингера? Положительный ответ на этот вопрос
дан в разделах 2 и 3.
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В заключение этого пункта сформулируем следующее утверждение, в справе-
дливости которого можно убедиться непосредственной проверкой.

Лемма 1. Пусть {P0, Pa, Ja, Ga,M} — произвольная совокупность операторов,
удовлетворяющих алгебре (6)–(10) и дополнительному требованию, чтобы су-
ществовал оператор, обратный оператору M . Тогда операторы (12) совме-
стно с Pa, Ga, Ja, M и P̂0 = P0−(2M)−1C1 удовлетворяют алгебре Ли (6)–(11).

Сформулированный в лемме результат означает, что произвольное представле-
ние алгебры Галилея (6)–(10) (соответствующее c2 �= 0) может быть пополнено до
представления алгебры Ли группы Шредингера (6)–(12) (подобно тому, как прои-
звольное представление группы P (1, 3), соответствующее нулевой массе и дискре-
тному спину, может быть пополнено до представления конформной группы [26].
Конечные преобразования. Зная АИ некоторого дифференциального ура-

внения, обычно бывает нетрудно найти его группу симметрии. Так, исходя из (4),
можно получить в явном виде преобразования Галилея для координат xa, времени
t и волновой фунции Ψ(t,x):

xa → x′a = U(θ,v,a, a0, b)xaU−1(θ,v,a, a0, b) = Rabxb + vat+ a0,

t→ t′ = U(θ,v,a, a0, b)tU−1(θ,v,a, a0, b) = t+ a0,
(14а)

xa → x′′a = U−1(θ,v,a, a0, b)xaU(θ,v,a, a0, b) = R−1
ab (xb − vbt− ab),

t→ t′′ = U−1(θ,v,a, a0, b)tU(θ,v,a, a0, b) = t− a0,
(14б)

Ψ(t,x) → Ψ′(t,x) = U−1(θ,v,a, a0, b)Ψ(t,x) =
= exp[if(t′,x′) − imb]Ψ(t′,x′),

(15)

где

U(θ,v,a, a0, b) = exp(iJcθc) exp(iGcvc) exp[iPµaµ + imb], (16)

θc, vc, ac, a0, b — произвольные действительные параметры; Rab — оператор тре-
хмерного поворота:

Rab = δab cos θ +
εabcθc
θ

sin θ +
θaθb
θ2

(1 − cos θ), θ =
(
θ21 + θ22 + θ22

)1/2
, (17)

f(t′,x′) — фазовый множитель [2]:

f(t′,x′) = mv · x+
1
2
mv2t. (18)

Для доказательства соотношений (14)–(18) достаточно воспользоваться форму-
лой Кэмпбелла–Хаусдорфа

exp(A) exp(B) = exp
(
A+B +

1
2
[A,B] + · · ·

)
. (19)

Согласно (4), (19)

exp(−iGa
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и

U−1(θ,v,a, a0, b) =
= exp[if(t′,x′) − imb] exp(−iJcθc) exp[ipa(aa − vat) − iP0a0],

(20)

откуда непосредственно следует выполнение (14)–(18).
Таким образом, представление расширенной группы Галилея на множестве ре-

шений уравнения (1) задается операторами (20), действие которых на волновую
функцию и независимые переменные xa и t определено формулами (14)–(18).

Нетрудно убедиться непосредственным вычислением, что операторы (20) удо-
влетворяют групповому закону

U
(
θ(2),v(2),a(2), a

(2)
0 , b(2)

)
U
(
θ(1),v(1),a(1), a

(1)
0 , b(1)

)
=

= U

(
θ(1) + θ(2),v(1) +R(1)v(2),a(1) +R(1)a(2) + v(1)a

(2)
0 ,

a
(1)
0 + a

(2)
0 , b(1) + b(2) + v(1)

a R
(1)
ab a

(2)
b +

1
2
a
(2)
0

(
v(1)
a

)2
)
,

U−1(θ,v,a, a0, b) =

= U

(
−θ,−R−1v,−R−1(a− va0),−a0,−b0 + acvc − 1

2
a0vava

)
,

(21)

где Ra = a′, Rv = v′, a′a = Rabab, v′a = Rabvb, который можно принять за
абстрактное определение расширенной группы Галилея.

Положив в (15) b ≡ 0, приходим к подгруппе расширенной группы Галилея,
которую называют группой Галилея. При этом формулы (15) определяют не точное,
а только проективное представление этой группы. Действительно, групповой закон
для преобразований Галилея (14а) имеет вид:

g
(
θ(1),v(1),a(1), a

(1)
0

)
g
(
θ(2),v(2),a(2), a

(2)
0

)
=

= g
(
θ(1) + θ(2),v(1) +R(1)v(2),a(1) +R(1)a(2) + v(1)a

(2)
0 , a

(1)
0 + a

(2)
0

)
.

(22)

Но из (21) следует, что

U
(
θ(2),v(2),a(2), a

(2)
0 , 0

)
U
(
θ(1),v(1),a(1), a

(1)
0 , 0

)
= exp(iω12)×

×U
(
θ(1) + θ(2),v(1) +R(1)v(2),a(1) +R(1)a(2) + v(1)a

(2)
0 , a

(1)
0 + a

(2)
0 , 0

)
,
(23)

где фазовый множитель:

ω12 = v(1)
a R

(1)
ab a

(2)
b +

1
2
a
(2)
0 v(1)

a v(1)
a . (24)

Иными словами, операторы (20) при b ≡ 0 удовлетворяют закону групповой ком-
позиции (22) только с точностью до умножения на множитель exp(iω12), который
не изменяет нормы волновой функции.
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Мы убедились, что АИ уравнения (1), задаваемая операторами (4), содержит
полную информацию о свойствах симметрии этого уравнения относительно непре-
рывных преобразований. Можно рассмотреть также дискретные преобразования
вида

xa → −xa, t→ t,

xa → xa, t→ −t, (25)

Ψ(t,x) → PΨ(t,x) = η1Ψ(t,−x), (26)

Ψ(t,x) → TΨ(t,x) = η2Ψ(−t,x), (27)

Ψ(t,x) → CΨ(t,x) = η3Ψ∗(t,−x), (28)

где ηa = ±1. Операторы (25)–(28) по определению удовлетворяют условиям P 2 =
T 2 = C2 = I, где I — единичный оператор.

Нетрудно убедиться, что уравнение Шредингера (1) инвариантно относительно
преобразований P и CT , но C и T — неинвариантно. Это не означает, конечно,
что не существует галилеевски-инвариантных уравнений с другими свойствами
симметрии относительно преобразований (25)–(28). Поэтому рассмотрим полную
группу Галилея, определяемую как совокупность преобразований (14)–(18) и (25)–
(28). Произвольный оператор, задающий такие преобразования в пространстве
квадратично-интегрируемых функций, можно представить в виде

U(θ,v,a, a0, b, εP , εT , εC) = U(θ,v,a, a0, b)P
1−εP

2 T
1−εT

2 C
1−εC

2 , (29)

где U(θ,v,a, a0, b) задан в (16), (20), a εP , εT , εC — параметры, независимо
принимающие значения +1 или −1.

Операторы (29) удовлетворяют групповому закону

U
(
θ(2),v(2),a(2), a

(2)
0 , b(2), ε

(2)
P , ε

(2)
T , ε

(2)
C

)
×

×U
(
θ(1),v(1),a(1), a

(1)
0 , b(1), ε

(1)
P , ε

(1)
T , ε

(1)
C

)
=

U
(
θ(1) + ε

(1)
C θ

(2),v(1) + ε
(1)
P ε

(1)
T ε

(1)
C R(1)v(2),a(1) + ε

(1)
P ε

(1)
C R(1)a(2)+

+ε(1)T ε
(1)
C v

(1)a
(2)
0 , a

(1)
0 + ε

(1)
T ε

(1)
C a

(2)
0 , b(1) + ε

(1)
C b(2) + ε

(1)
P ε

(1)
C v(1)

a R
(1)
ab a

(2)
b +

+
1
2
ε
(1)
T ε

(1)
C a

(2)
0 v(1)

a v(1)
a , ε

(1)
P ε

(2)
P , ε

(1)
T ε

(2)
T , ε

(1)
C ε

(2)
C

)
,

U−1(θ,v,a, a0, b, εP , εT , εC) = U
(
−εCθ,−εP εT εCR−1v,

−R−1(εP εCa− εPva0),−εCεTa0,−εCb+ εTaava − 1
2
εCεTa0vava, εP , εT , εC

)
.

(30)

Закон групповой композиции (30) будем считать определением 14-параметрической
группы G̃. Ниже описан класс неприводимых проективных представлений группы
G̃ (30), соответствующий отличным от нуля значениям инвариантного оператора
C2.
Неприводимые представления алгебры (6)–(10) в конфигурационном про-

странстве. Неприводимые представления алгебры (6)–(10) можно разделить на
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три класса, соответствующих следующим значениям инвариантных операторов C2

и C3 [4]:

I. c2 = m �= 0, c3 = m2s(s+ 1), s = 0, 1/2, 1, . . . ;
II. c2 = 0, c3 = 0;

III. c2 = 0, c3 = r2 > 0.

В приложении 1 найдены в явном виде все неэквивалентные представления
алгебры (6)–(10) в импульсном пространстве.

Для исследования дифференциальных уравнений, инвариантных относительно
группы Галилея, используем представления алгебры Ли расширенной группы Гали-
лея 1-го класса в пространстве квадратично-интегрируемых функций Ψ(t,x). Не-
приводимые представления 1-го класса задаются тремя числами — ε0 (собственное
значение инвариантного оператора C1 [13]), m и s. Явный вид соответствующих
генераторов P0, Pa, Ja, Ga и M задается формулами

P0 =
p2

2m
+ ε0, Pa = pa = −i ∂

∂xa
, M = m,

Ja = (x× p)a + Sa, Ga = tpa −mxa,

(31)

где Sa — матрицы размерности (2s + 1) × (2s + 1), образующие представление
D(s) алгебры Ли группы O(3), ε0 и m — произвольные действительные числа.
Можно проверить непосредственным вычислением, что операторы (31) удовлетво-
ряют коммутационным соотношениям (6)–(10). Инвариантные операторы (13) для
генераторов (31) принимают вид:

C1 = 2mε0, C2 = m, C3 = m2S2 = m2s(s+ 1).

Наконец, операторы (31) эрмитовы относительно скалярного произведения

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3xΨ+

1 (t,x)Ψ2(t,x), (32)

где Ψ(t,x) — (2s+ 1)-компонентные функции;

Ψ = столбец (Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψ2s+1), Ψα ⊂ L2.

Иными словами, операторы (31) образуют эрмитовые неприводимые представ-
ления алгебры (6)–(10).

В случае s = 0 генераторы (31) сводятся к представлению (4), которое реализу-
ется на множестве решений уравнения Шредингера. В общем случае пространство
неприводимого представления (31) можно ассоциировать с пространством состоя-
ний свободной нерелятивистской частицы с массой m, спином s и внутренней
энергией ε0.

Используя формулу (19), нетрудно найти преобразования волновой функции
Ψ(t,x), генерируемые операторами (31):

Ψ(t,x) → Ψ′(t,x) = exp(−iPµaµ − imb) exp(−iGava)×
× exp(−iJaθa)Ψ(t,x) = exp[if(t′,x′) − imb]Ds(θ)Ψ(t′,x′),

(33)
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где Ds(θ) — числовые матрицы, образующие представление D(s) группы O(3):

Ds(θ) = exp(−iS · θ), (34)

a x′, t′ и f(t′,x′) заданы формулами (14), (18).
Иногда под преобразованиями Галилея для волновой функции подразумевают

переход от Ψ(t,x) к Ψ′′(t′′,x′′), где Ψ′′(t′′,x′′) — функция, получаемая из (33)
заменой x → x′′, t → t′′ [см. (146)]. Делая такую замену в правой части (33),
приходим к преобразованию

Ψ(t,x) → Ψ′′(t′′,x′′) = exp[if(t,x) − imb]Ds(θ)Ψ(t,x). (35)

Формулы (14), (33) [или (14), (35)] задают неприводимое представление D(m,
ε0, s) группы Галилея в конфигурационном пространстве.

Ниже используются также приводимые представления алгебры (6)–(10), бази-
сные элементы которых имеют вид:

P0 = i
∂

∂t
, Pa = pa = −i ∂

∂xa
,

Ja = (x× p)a + Sa, Ga = tpa −mxa + ηa,

(36)

где ηa — числовые матрицы, удовлетворяющие совместно с Sa алгебре Ли одноро-
дной группы Галилея:

[ηa, ηb] = 0, [ηa, Sb] = iεabcηc, [Sa, Sb] = iεabcSc. (37)

Формулы (36) задают общий вид генераторов группы Галилея в пространстве
квадратично-интегрируемых функций: Ψ(t,x) = столбец (Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn), поро-
ждающих локальные преобразования

Ψ(t,x) → Ψ′′(t′′,x′′) = exp[if(t,x) − imb]Ds(θ,v)Ψ(t,x). (38)

где x′′, t′′ и f(t,x) заданы в (14), (18), a D(θ,v) — числовые матрицы, образующие
представление однородной группы Галилея:

D(θ,v) = exp(−iSθ) exp(−iηv). (39)

Операторы дискретной симметрии. Рассмотрим теперь представления полной
группы Галилея G̃, определяемой групповым законом (30).

Если εP = εT = εC ≡ 1, то группа G̃ сводится к расширенной: группе Галилея
G (21), которая является подгруппой группы G̃. Из (30) следует, что фактор-группа
G̃/G содержит восемь элементов {I, P, C, T, PC, PT,CT,CPT}, соответствующих
значениям параметров εT , εP , εC , εPC = εP εC , εPT = εP εT , εCT = εCεT , εCPT =
εP εCεT , где εP , εC , εT = ±1. Закон группового умножения для элементов группы
G̃/G можно представить в следующем виде:

Элементы I P T C PT CP CT CPT
I I P T C PT CP CT CPT
P P I PT PC T C CPT CT
T T PT I CT P CPT C CP
C C CP CT I CPT P T PT
PT PT T P CPT I CT CP C
CP CP C CPT P CT I PT T
CT CT CPT C T CP PT I P
CPT CPT CT CP PT C T P I
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Будем искать представления группы (30) в пространстве квадратично-интег-
рируемых функций Ψ(t,x) со скалярным произведением (32). Рассмотрим только
такие представления группы G̃, которые при редукции по G сводятся к представ-
лениям 1-го класса (когда m �= 0). Генераторы группы G для представлений 1-го
класса задаются формулами (31), и поэтому остается только определить явный вид
операторов P , T и C, которые порождают представление фактор-группы G̃/G.

Из (29), (30) заключаем, что операторы P , T и C должны удовлетворять сле-
дующим перестановочным соотношениям с генераторами Pµ, Ja, Ga, M :

PJa = JaP, PP0 = P0P, PM = MP, (40)

PPa = −PaP, PGa = −GaP, (41)

TJa = JaT, TPa = PaT, (42)

TP0 = −P0T, TGa = −GaT, TM = −MT, (43)

CJa = −JaC, CPa = −PaC, CGa = −GaC, (44)

CP0 = −P0C, CM = −MC. (45)

Из (30) следует также, что операторы P , T и C удовлетворяют условиям

C2 = T 2 = P 2 = 1, CP = PC, CT = TC, PT = TP. (46)

Поскольку нас интересуют не только точные, но и проективные представления
группы (30), то соотношения (46) должны выполняться с точностью до фазового
множителя [27]

C2 = exp(iϕ3), T 2 = exp(iϕ2), P 2 = exp(iϕ1),
CP = PC exp(iϕ4), CT = TC exp(iϕ5), PT = TP exp(iϕ6),

(47)

где ϕn — некоторые действительные числа, причем можно положить ϕ1 = ϕ2 = 0.
Из (40)–(45) видно, что операторы P , T и C не коммутируют с инвариантными

операторами (13) (например, T не коммутирует с C2), поэтому областью опре-
деления операторов P , T и C может служить только пространство приводимого
представления алгебры (6)–(10). Генераторы такого представления для m �= 0 мо-
жно выбрать в виде прямой суммы генераторов (31) (где для упрощения выкладок
положим ε0 = 0):

P0 = P 2(2M)−1, Pa = pa = −i ∂

∂xa
, M = M̃,

Ja = (x× p)a + Sa, Ga = tpa −Mxa,

(48)

где Sa — генераторы приводимого представления группы O(3), а M — числовая
матрица, коммутирующая с Sa.

Из (40)–(45), (48) следует, что операторы P , T и C удовлетворяют условиям

Pxa = −xaP, Ppa = −paP, P t = tP,

Txa = xaT, Tpa = paT, T t = −tT,
Cxa = xaC, Cpa = −paC, Ct = tC,

(49)
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где xa и t — операторы умножения на независимые переменные. Общий вид опе-
раторов, удовлетворяющих (49), можно задать формулами

PΨ(t,x) = r1Ψ(t,−x),
TΨ(t,x) = r2Ψ(−t,x),
CΨ(t,x) = r3Ψ∗(t,x),

(50)

где ra — некоторые числовые матрицы.
Из (40)–(45), (48) и (49) получаем, что матрицы ra должны удовлетворять

следующим условиям:

r0r2 = −r2r0, r20 = 1, r22 = 1, (51)

r0Sa = Sar0, r2Sa = Sar2, (52)

r0r1 = r1r0, r21 = 1, r1r2 = r2r1 exp(iϕ6), r1Sa = Sar1, (53)

r3r1 = r∗1r3 exp(iϕ5), r3r2 = r∗2r3 exp(iϕ4),
r23 = exp(iϕ3), r3r0 = r∗0r3,

(54)

где r0 — оператор знака массы:

r0 = M · |M |−1. (55)

Таким образом, задача описания представлений группы G̃ для m �= 0 сводится
к решению системы уравнений (51)–(54) для матриц rµ и Sa.

Решение системы (51)–(54) приведем в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Все возможные (с точностью до эквивалентности) неприводимые
матрицы, удовлетворяющие системе соотношений (51)–(55), можно пронуме-
ровать набором чисел (s, ε0, ε1, ε2, ε3, η), где s = 0, 1/2, 1, . . . , εµ, η = ±1.

Явный вид соответствующих матриц задается формулами:
при ε0 = 1, ε2 = 1, ε1, ε3, η = ±1

r1 = η

(
I 0
0 ε3I

)
, r2 =

(
0 I
I 0

)
, r3 =

(
I 0
0 ε1I

)
∆2,

r0 =
(
I 0
0 −I

)
, Sa =

(
Sa 0
0 Sa

)
, ∆2 =

(
∆ 0
0 ∆

)
;

(56)

при ε0 = −1, ε2 = 1, ε1, ε3, η = ±1

r1 = η


I 0 0 0
0 ε3I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 ε3I

 , r2 =


0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 0 I
0 0 I 0

 ,

r3 =


0 0 −I 0
0 0 0 −ε1I
I 0 0 0
0 ε1I 0 0

 , r0 =


I 0 0 0
0 −I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 −I

 ,

Sa = η


Sa 0 0 0
0 Sa 0 0
0 0 Sa 0
0 0 0 Sa

 , ∆4 = η


∆ 0 0 0
0 ∆ 0 0
0 0 ∆ 0
0 0 0 ∆

 ;

(57)
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при ε2 = −1, ε0, ε1, ε3 = ±1

r1 =


I 0 0 0
0 ε3I 0 0
0 0 −I 0
0 0 0 −ε3I

 , r2 =


0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 0 I
0 0 I 0

 ,

r3 =


0 0 ε0I 0
0 0 0 ε0ε1I
I 0 0 0
0 ε1I 0 0

 ,

r1 =


I 0 0 0
0 −I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 −I

 , Sa =


Sa 0 0 0
0 Sa 0 0
0 0 Sa 0
0 0 0 Sa

 ,

(58)

где Sa — генераторы неприводимого представления D(s) группы O(3), 0 и I —
(2s+ 1)-рядные единичная и нулевая матрицы; ∆ — матрицы, определяемые с
точностью до знака соотношениями [27]

∆sa = −s∗a∆, ∆2 = (−1)2s. (59)

Доказательство. Рассмотрим соотношения (51) и (52). Используя лемму Шура
и принимая во внимание, что представления алгебры (51) можно записать в виде
прямой суммы матриц Паули, получаем неприводимые представления соотношений
(51), (52) в форме

r0 =
(
I 0
0 −I

)
, r2 =

(
0 I
I 0

)
, Sa =

(
Sa 0
0 Sa

)
, (60)

где Sa, I и 0 — матрицы, определяемые в формулировке теоремы.
Рассмотрим теперь соотношения (51)–(53). Так как операторы Sa, r0 и r2 всегда

можно представить в виде прямой суммы матриц (60), нетрудно показать, что
ϕ6 = ±π и что неприводимые решения системы соотношений (51)–(53) задаются
формулами (60) и (61):

r1 = η

(
I 0
0 ε3I

)
, η = ±1. (61)

Наконец, представляя r1, r2 и r0, Sa в виде прямой суммы матриц (56), (57),
учитывая соотношения

r∗1 = r1, r∗2 = r2, r∗0 = r0

и используя преобразования эквивалентности

rk → r′k = V rkV
−1 (k �= 3), r3 → r′3 = V r3(V −1)∗,

получаем неприводимые решения соотношений (51)–(54) в виде (56)–(59).
Заметим, что значения параметров εµ следующим образом связаны со свой-

ствами матриц rµ:

r1r2 = ε3r2r1, r1r3 = ε2r3r1, r2r3 = ε1r3r2, r23 = ε0(−1)2s. (62)
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Формулы (46), (52)–(54) задают все возможные (с точностью до эквивалентно-
сти) представления операторов P , T и C, удовлетворяющих условиям (40)–(45),
(47), (48). Из (40)–(45), (47), (48) заключаем, что

M = r0m. (63)

Следовательно, неприводимые проективные представления полной группы Га-
лилея (30), соответствующие m �= 0, нумеруются числами ε, s, m, εµ, η и
задаются формулами (29), (48), (50), (56)–(58), (63).

Отметим, что представления подгруппы группы G̃ (включающей преобразова-
ния (14), (15), (26) и произведение преобразований CT , где C и T заданы в (27) и
(28)), найдены в работе [19].

2. Дифференциальные уравнения второго порядка
для частиц с произвольным спином

В этом разделе получены два класса галилеевски-инвариантных систем диффе-
ренциальных уравнений второго порядка для частиц произвольного спина и дана
их лагранжева формулировка.
Постановка задачи. Уравнение Шредингера (1) инвариантно относительно ра-

сширенной группы Галилея и описывает движение свободной бесспиновой части-
цы. Естественно, возникает вопрос, существуют ли уравнения вида

i
∂

∂t
Ψ(t,x) = Hs(p)Ψ(t,x), (64)

где Hs(p) — некоторый дифференциальный оператор, которые, как и уравне-
ние (1), обладают галилеевской симметрией, но описывают частицы с произволь-
ным значением спина. Выводу таких уравнений и посвящен настоящий раздел.

Определение 1. Уравнение (64) галилеевски-инвариантно, если оператор L =

i
∂

∂t
−Hs(p) удовлетворяет условиям (2), где {QA} — совокупность операторов

{P0, Pa, Ja, Ga,M}, удовлетворяющих алгебре (6)–(10).

Будем искать инвариантные уравнения (64) в пространстве 2(2s + 1)-компо-
нентных квадратично-интегрирующих функций:

Ψ(t,x) =


Ψ1(t,x)
Ψ2(t,x)

...
Ψ2(2s+1)(t,x)

 , Ψn ⊂ L2. (65)

Задачу описания таких уравнений решим в двух, вообще говоря неэквивален-
тных подходах. В первом подходе (I) задача формулируется следующим образом:
найти все возможные (с точностью до эквивалентности) операторы H I

s, удовле-
творяющие условию галилеевской инвариантности (2), если генераторы группы
Галилея имеют вид (36), где

Sa =
(
sa 0
0 sa

)
, ηa = k(σ1 + iσ2)Sa, (66)
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sa — генераторы неприводимого представления D(s) группы O(3), σ1 и σ2 —
2(2s+ 1)-рядные матрицы Паули:

σ0 =
(
I 0
0 I

)
, σ1 =

(
0 I
I 0

)
,

σ2 =
(

0 −I
I 0

)
, σ3 = i

(
I 0
0 −I

)
,

(67)

I и 0 — (2s + 1)-рядные единичные и нулевые матрицы; k — произвольный ком-
плексный параметр.

Формулы (36), (66) задают самый общий (с точностью до эквивалентности)
вид генераторов группы Галилея, соответствующих локальным преобразованиям
(38) волновой функции (65).

Ниже покажем, что операторы H I
s всегда можно выбрать такими, чтобы урав-

нение (64) было инвариантно также относительно произведения преобразований
P · T · C, где операторы P , T и C заданы в (50) и (56).

Подставляя (36), (64) в (2), убеждаемся, что уравнение (64) удовлетворяет
условию галилеевской инвариантности, если гамильтониан H I

s удовлетворяет усло-
виям

[H I
s, Pa] = [H I

s, Ja] = 0, (68)

[H I
s, Ga] = iPa, (69)

где Pa, Ja, Ga — генераторы (36).
Во втором подходе (II) задача сводится к нахождению всех возможных диффе-

ренциальных операторов H II
s , таких, чтобы операторы

P II
0 = H II

s , P II
a = pa = −i ∂

∂xa
, M II = σ1m,

J IIa = (x× p)a + Sa, GII
a = tpa −Mxa + ηIIa

(70)

удовлетворяли алгебре (6)–(10). Здесь σ1 — одна из матриц Паули (67); ηIIa —
некоторые операторы (явный вид которых нужно найти); Sa — матрицы (66).

Можно показать, что формулы (70) задают самый общий (с точностью до экви-
валентности) вид генераторов группы G, соответствующих значениям инвариан-
тных операторов (13) |c2| = m, c3 = m2s(s + 1), при котором уравнение (60)
инвариантно относительно преобразования P · T , где P и T определены в (50),
(56) при ε3 = −1.

Потребуем, чтобы генераторы (70) были эрмитовы относительно обычного при-
нятого в квантовой механике скалярного произведения (32) (где Ψ(t,x) — 2(2s+1)-
компонентные функции (65)). Существенное отличие представления (36) от (70)
состоит в том, что генераторы H I

s и G
I
a оказываются неэрмитовыми относительно

(32), но эрмитовыми в гильбертовом пространстве со скалярным произведением

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3x Ψ†

1M̂Ψ2, (71)
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где M̂ — некоторый положительно определенный дифференциальный оператор,
или относительно индефинитной метрики (71), M̂ — некоторая положительно не-
определенная числовая матрица. Явный вид M̃ определен ниже. Усложнение ме-
трики — следствие локальных трансформационных свойств (38) функции Ψ(t,x).

Потребуем, чтобы гамильтониан H II
s удовлетворял условию(

H II
s

)2
=
(
m+ p2/2m

)2
. (72)

Это эквивалентно требованию, чтобы внутренняя энергия частицы (собственные
значения инвариантного оператора G1 (13)) совпадала с ее массой.

Итак, задача описания галилеевски-инвариантных уравнений вида (64) своди-
тся к решению системы коммутационных соотношений (68), (69) для операторов
H I
s и P

I
a, G

I
a, J

I
a, M

I (36), (66) и соотношений (6)–(10) для генераторов (70).
Явный вид гамильтонианов HII

s . Решение задачи 1 приведем в виде следую-
щей теоремы.

Теорема 3. Все возможные (с точностью до эквивалентности) гамильтонианы
H I
s, удовлетворяющие совместно с генераторами (36), (66) коммутационным

соотношениям (68), (69), задаются формулами

H I
s = σ1am+ 2iakσ3Sapa +

1
2m

Cabpapb, (73)

H̃ I
s =

a

2
(σ1 − iσ2)m+ σ3ãm− 2ãk(iσ1 − σ2)Sapa +

1
2m

Cabpapb, (74)

где

Cab = δab − 2ak2(σ1 + iσ2)(SaSb + SbSa), (75)

a, ã и k — произвольные параметры.
Доказательство. Общий вид гамильтониана H I

s проще найти в представлении,
где ηIa = 0. Переход к такому представлению осуществляется с помощью преобра-
зования

H I
s →

(
H I
s

)′
= V H I

sV
−1, P I

a → (
P I
a

)′
= V P I

aV
−1 = pa,

J Ia → (
J Ia
)′

= V J IaV
−1 = J Ia, GI

a → (
GI
a

)′
= V GI

aV
−1 = tpa −mxa,

(76)

где

V = exp[(i/m)ηapa] = 1 + (i/m)ηapa. (77)

Преобразование (76), (77) сводит генераторы (36) к прямой сумме генерато-
ров (31).

Из (68), (69) и (76) находим общий вид оператора
(
H I
s

)′
:(

H I
s

)′
= p2/2m+A, A = σµa

µm, (78)

где σµ — матрицы (67); aµ — произвольные комплексные коэффициенты.
Таким образом, в представлении (76) уравнение (64) принимает вид:

i
∂

∂t
Ψ′ =

(
p2/2m+ σµa

µm
)
Ψ′, Ψ′ = VΨ, (79)
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а уравнение в исходном Ψ-представлении можно получить из (79) с помощью
преобразования, обратного (76), (77).

Покажем, что матрицу A (78) можно свести к одной из следующих форм:

A = σ3ãm+ (a/2)(σ1 − iσ2)m (80)

или

A = σ1am, (81)

где a, ã — произвольные коэффициенты.
Действительно, коэффициент a0 всегда может быть обращен в нуль с помощью

унитарного преобразования(
H I
s

)′ → exp(ia0mt)
(
H I
s

)′
exp(−ia0mt)+

+i exp(ia0mt)
∂

∂t
exp(−ia0mt) =

(
H I
s

)′ − a0m.
(82)

Далее имеется три возможности:

A ≡ 0, ab = 0, b = 1, 2, 3, (83)

A2 = a2
1 + a2

2 + a2
3 = 0, ab �= 0, (84)

A2 = a2
1 + a2

2 + a2
3 = a2 �= 0. (85)

Формула (83) совпадает с (80) при a = ã = 0. Случай (84) соответствует неу-
нитарному представлению расширенной группы Галилея (инвариантный оператор
C1 = 2mP0 − PaPa = 2m2A задается нильпотентной матрицей) и поэтому должен
быть отброшен.

Рассмотрим третью возможность — (85). Пусть ã2
1 + ã2

2 �= 0, тогда преобразова-
ние

A→ V1AV
−1
1 , V1 = b+iσ3c+(σ1+iσ2)d, V −1

1 = b−iσ3c−(σ1+iσ2)d,(86)

b = cosϕ, c = sinϕ, ϕ =
1
2
arctg

(
a1 + 2d2

a2 − 2id2

)
, d =

[
a2
3(a1 − ia2)

4a(a2
1 + a2

2)

]1/2
, (87)

приводит матрицу A (78) к форме (81). Если же a2
1 + a2

2 = 0, то посредством
преобразования A→ V2AV

−1
2 , где

V2 = 1 + (σ1 + iσ2)
f

2
, V −1

2 = 1 − (σ1 + iσ2)
f

2
,

f =

{
a1/a3, если a2 = ia1,

0, если a2 = −ia1,

(88)

матрица (82) приводится к виду (80).
Операторы (86) и (88) удовлетворяют условиям

VαηaV
−1
α = καηa, α = 1, 2, (89)
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где ηa — матрицы (66), а κα — числовые коэффициенты, причем κ1 = exp(2iϕ),
κ2 = 1, параметр ϕ задан в (87). Нетрудно убедиться, что не существует операто-
ра, удовлетворяющего одному из условий (89) и преобразующего (80) к форме (81).

Подвергая операторы (78), (80), (81) преобразованию, обратному (76), прихо-
дим к гамильтонианам (73), (74). Операторы (73), (74), очевидно, удовлетворяют
условиям (68), (69). Кроме того, эти операторы исчерпывают все возможные ре-
шения соотношений (36), (66), (68), (69) с точностью до преобразований экви-
валентности H I

s → VαH
I
sV

−1
α + i(∂Vα/∂t)V −1

α , где Vα — числовые матрицы (88),
не изменяющие согласно (89) общего вида генераторов (36), (66). Итак, теорема
доказана.

Таким образом, мы получили галилеевски-инвариантные дифференциальные
уравнения в форме (64), (73), (74). Инвариантность этих уравнений относительно
преобразований Галилея (14), (38) можно проверить непосредственно. Действи-
тельно, используя соотношение (см. (66))

exp(−iηava) = 1 − iηava, (90)

получаем, что операторы (73), (74) удовлетворяют условиям

exp[if(t,x)]D(θ,v)
[
i
∂

∂t
−H I

s(p)
]
×

×D−1(θ,v) exp[−if(t,x)] = i
∂

∂t′′
−H I

s(p
′′),

(91)

где H I
s(p

′′) — гамильтонианы, получаемые из (73), (74) заменой pa → p′′a = −i ∂

∂x′′a
.

Из (91) следует, что Ψ′′(t′′,x′′) (38) удовлетворяет такому же уравнению, как и
непреобразованная функция Ψ(t,x):

i
∂

∂t′′
Ψ′′(t′′,x′′) = H I

s(p
′′)Ψ′′(t′′,x′′).

Нетрудно убедиться (проще всего это сделать в представлении (76)), что опе-
раторы Казимира (13), построенные из генераторов (36), имеют следующие соб-
ственные значения: c1 = ±m, c2 = m, c3 = m2s(s+ 1). Итак, уравнения (64), (73),
(74) можно интерпретировать как уравнения движения свободной нерелятивист-
ской частицы с массой m, спином s и внутренней энергией ±m.
Лагранжева формулировка. Формулы (73), (74) задают нерелятивистские га-

мильтонианы для частицы с произвольным спином. Эти гамильтонианы опреде-
лены с точностью до произвольных параметров a, ã и k, которые можно выбрать
такими, чтобы уравнения (64), (73), (74) были инвариантны относительно антиу-
нитарного преобразования Θ∗ = P ·T ·C, где операторы P , T и C заданы формулами
(50):

Ψ(t,x) → Θ∗Ψ(t,x) = rΨ∗(−t,−x), r = r1r2r3.

Необходимым и достаточным условием такой инвариантности для H I
s или H̃

I
s яв-

ляется одновременное выполнение соотношений

a∗ = ±a, k∗ = ±k или a = 0, ã∗ = ã, k∗ = k. (92)
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При этом

r =

{
σ3∆2, если a∗ = −a, k∗ = −k или a = 0, ã∗ = ã, k∗ = k,

∆2, если a∗ = a, k∗ = k,

где ∆2 — матрицы, заданные в (56), (59).
При ограничениях на параметры a, ã и k, задаваемых формулами (92), урав-

нения (64), (73), (74) инвариантны относительно группы G × F , где F — группа,
состоящая из двух элементов: F = {Θ∗, I}, где I — тождественное преобразова-
ние. Отметим, однако, что эти уравнения неинвариантны относительно каждого
из преобразований (50) в отдельности.

Согласно лемме 1 уравнения (64), (73), (74) инвариантны также относительно
алгебры Ли группы Шредингера, базисные элементы которой включают помимо
генераторов Pa, Ga Ja и M (36) также операторы

P̂0 =
p2

2m
, D = tP̂0 − xapa +

3i
2

+
1
m
ηapa,

A = t2P̂0 − tD − 1
2
mx2 + ηaxa.

(93)

Операторы Pa, Ja, Ga, M (36) и P̂0, D, A (93) удовлетворяют алгебре (6)–(11).
Гамильтонианы (73), (74) и генераторы (36), (66) неэрмитовы в скалярном

произведении (32). Однако гамильтонианы (73) эрмитовы в метрике (71), где по-
ложительно определенный оператор M̂ равен

M̂ = V †V = 1 + [i(k∗ − k)σ1 − (k∗ + k)σ2]
Sapa
m

+ 2k∗k(1 − σ3)
(
Sapa
m

)2

.

Кроме того, если параметры a, ã и k удовлетворяют условиям (92), гамильто-
нианы (73), (74) эрмитовы также в индефинитной метрике, когда M̂ в (71) имеет
вид:

M̂ = ξ =

{
σ1, если a∗ = a, k∗ = k или k∗ = k, ã∗ = ã, a = 0,
σ2, если a∗ = −a, k∗ = −k. (94)

Если выполняется (94), то уравнения (64), (73), (74) можно получить из вари-
ационного принципа. Действительно, выбирая лагранжиан L0(t,x) в виде

L0(t,x) =
i

2

(
Ψ̄
∂Ψ
∂t

− ∂Ψ̄
∂t

Ψ
)
− amΨ̄σ1Ψ+

+ak̃
(

Ψ̄σ3Sa
∂Ψ
∂xa

− ∂Ψ̄
∂xa

σ3SaΨ
)
− 1

2m
∂Ψ̄
∂xb

Cab
∂Ψ
∂xb

, Ψ̄ = Ψ†ξ,

(95)

если H I
s задается формулой (73), и

L0(t,x) =
i

2

(
Ψ̄
∂Ψ
∂t

− ∂Ψ̄
∂t

Ψ
)

+mΨ̄
[a
2
(σ1 − iσ2) + aσ3

]
Ψ+

+2ãk
[
Ψ̄(σ2 − iσ1)Sa

∂Ψ
∂xa

− ∂Ψ̄
∂xa

(σ2 − iσ1)SaΨ
]
− 1

2m
∂Ψ̄
∂xa

Cab
∂Ψ
∂xb

,

(96)
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если гамильтониан имеет вид (74), можно убедиться, что уравнения Лагранжа–
Эйлера для функций (95), (96) совпадают с уравнениями (64), (73), (74) для
Ψ̄(t,x). Для Ψ(t,x) получаем уравнение

i
∂

∂t
Ψ̄ =

[
H I
s

]T
Ψ̄,

где
[
H I
s

]T
— операторы, которые можно получить из (73), (74) с помощью опера-

ции транспонирования всех входящих в H I
s и H̃

I
s матриц.

Кроме того, легко показать, что формулы (95), (96) задают действительные
функции от Ψ, Ψ̄ и их первых производных, инвариантные относительно преобра-
зований Галилея (38), (66), и, следовательно, L0(t,x) можно интерпретировать
как лагранжиан свободной нерелятивистской частицы с произвольным спином s.
Явный вид гамильтонианов HII

s . Найдем теперь дифференциальные операто-
ры H II

s , удовлетворяющие совместно с генераторами (70) соотношениям (6)–(10),
(72).
Теорема 4. Все возможные (с точностью до эквивалентности) дифференци-
альные операторы H II

s , эрмитовые в метрике (32) и удовлетворяющие услови-
ям (6)–(10), (70), (72), задаются формулами

H II
s = σ1

[
m+

p2

2m
− (S · p)2

ms2
sin2 θs

]
+

+σ2

√
2 sin θs
s

S · p− σ3

[
as
p2

2m
+ bs

(S · p)2
2ms2

]
,

(97)

где
a1/2 = sin 2θ1/2, b1/2 = 0, a1 = 1, b1 = sin 2θ1,

a3/2 = b3/2 − 5
4

sin 2θ3/2 = −1
8

sin 2θ3/2 − 3
4

sin θ3/2

(
1 − 1

9
sin θ3/2

)1/2

,

as = bs = θs = 0, s > 3/2,

(98)

а θ1/2, θ1, θ3/2 — произвольные действительные параметры.

Доказательство. Сначала покажем, что операторы H II
s могут включать произво-

дные не выше второго порядка. Действительно, пусть H II
s =

N∑
i=0

Hi, где Hi содер-

жит производные только i-го порядка. Тогда из (72) получаем:

HNHN = H†
NHN = 0 или HN = 0, если N > 2. (99)

Представим искомые дифференциальные операторы H II
s в виде разложения по

спиновым матрицам и 2(2s+ 1)-рядным матрицам Паули (67):

H II
s =

3∑
µ=0

(
aµm+ bµ

p2

2m
+ cµS · p+ dµ

(S · p)2
2m

)
σµ, (100)

где aµ, bµ, cµ, dµ — произвольные действительные коэффициенты. Используя опе-
раторы ортогонального проектирования [16, 17]

Λr =
∏
r′ �=r

(S · p)p−1 − r′

r − r′
, r, r′ = −s,−s+ 1, . . . , s,
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удовлетворяющие условиям ортогональности и полноты

ΛrΛr′ = δrr′Λr,
∑
r

Λr = 1,
∑
r

rkΛr =
(
S · p
p

)k
,

формулу (100) можно переписать в виде

H II
s =

3∑
µ=0

s′∑
r=−s′′

[
aµm+

(
bµ + r2dµ

) p2

2m
+ rpcµ

]
σµΛr. (101)

Операторы (101), очевидно, удовлетворяют условиям (68). Потребуем, чтобы
выполнялось (77). Подставляя (101) в (72), используя ортогональность проекторов
Λr и приравнивая независимые слагаемые, получаем, что ar, br, cr и dr должны
удовлетворять одной из следующих систем уравнений:

3∑
i=1

a2
i = 1,

3∑
i=1

[
r2c2i + ai

(
bi + r2di

)]
= 1,

3∑
i=1

cir
(
bi + r2di

)
= 0,

3∑
i=1

rciai = 0,
3∑
i=1

(
bi + r2di

)2
= 1

(102)

или

a0 = b0 = 1, d0 = c0 = ai = bi = ci = di = 0, i = 1, 2, 3. (103)

Общее решение системы алгебраических уравнений (102) (с точностью до ли-
нейных преобразований эквивалентности) задается формулами

a1 = 1, a0 = a2 = a3 = 0,
b1 = 1, b3 = as, b0 = b2 = 0,

c2 =
√

2 sin θs′
s2

, c0 = c1 = c3 = 0,

d1 = −(c2)2, d3 =
bs
s2
, d0 = d2 = 0,

(104)

где as, bs, θs заданы в (98). Можно показать, что уравнения (103) несовместны с
(6)–(10).

Подставив (104) в (100), приходим к гамильтонианам (97). Для завершения
доказательства теоремы достаточно теперь указать явный вид операторов ηIIa , при
котором операторы (70) удовлетворяют соотношениям (10), (57). Нетрудно убеди-
ться, что ηIIa можно выбрать в форме

ηIIa = [U, σ1xam]U†, (105)

где

U =
E +H II

s σ1√
2E
[
2E − ( prms sin θs

)2]Λr, E = m+
p2

2m
(106)
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есть оператор, диагонализующий гамильтонианы (97) и генераторы (70):

U+H II
s U = σ1E, U+GII

aU = tpa − σ1mxa,

U+J IIaU = J IIa , U+P II
a U = P II

a .
(107)

Теорема доказана.
Таким образом, мы получили гамильтонианы нерелятивистской частицы со спи-

ном s в виде (97). Уравнения (64) с гамильтонианами H II
s инвариантны относи-

тельно алгебры Ли расширенной группы Галилея (70), а значит, и относительно
алгебры Ли группы Шредингера, базисные элементы которой задаются формулами
(12), (70). Эти уравнения инвариантны также относительно дискретного преобра-
зования Θ = P · T , где P и T определены в (50)

Ψ(r,x) → ΘΨ(t,x) = σ2Ψ(−t,−x). (108)

Здесь σ2 — одна из матриц (67). Можно показать, что уравнения (64), (97) инва-
риантны относительно каждого из преобразований (50), но только в том случае,
если ra задаются не числовыми матрицами, но некоторыми интегродифференци-
альными операторами.

Отметим, что в случае s = 1/2, θ1/2 = π/4, k = −i, a = 1 уравнения (64), (73)
и (64), (97) можно записать в компактной форме:

(γµpµ −m) Ψ(t,x) = iγ4
p2

2m
Ψ(t,x) (109)

и

(γµpµ −m) Ψ(t,x) = (1 + γ4 − γ0)
p2

2m
Ψ(t,x), (110)

где

γ0 = σ1, γa = −2iσ2Sa, γ4 = iγ0γ1γ2γ3

суть матрицы Дирака.
Уравнения (109), (110) отличаются от релятивистского уравнения Дирака толь-

ко наличием слагаемых в правой части, которые, очевидно, нарушают инвариан-
тность относительно группы Пуанкаре, но обеспечивают инвариантность соответ-
ствующих уравнений относительно группы Галилея.

Для решения конкретных задач с использованием полученных выше уравнений
может понадобиться явный вид матриц Sa, входящих в гамильтонианы H I

s и H
II
s .

Матричные элементы генераторов Sa в базисе Гельфанда–Цетлина [28] приведены
в формулах (149), (150). Приведем также уравнения (64), (73) для s = 1/2, 1 в
покомпонентной записи:

1. s = 1/2, Ψ(t,x) — столбец (Φ1,Φ2, χ1, χ2),(
i
∂

∂t
− p2

2m

)
Φ = amχ+ iakσ · pΦ − a2k2

2m
p2χ,(

i
p

∂t
− p2

2m

)
χ = amΦ − iakσ · pχ,

(111)
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где Φ и χ — двухкомпонентные спиноры:

Φ =
(

Φ1

Φ2

)
, χ =

(
χ1

χ2

)
,

σa — матрицы Паули.
2. s = 1, Ψ(t,x) — столбец (Φ1,Φ2,Φ3, χ1, χ2, χ3),(

i
∂

∂t
− p2

2m

)
Φ = amχ− 2akp× Φ − ak2

m

[
p2χ− p(p · χ)

]
,(

i
∂

∂t
− p2

2m

)
χ = amΦ + 2akp× χ,

(112)

где χ и Φ — векторы с компонентами χ1, χ2, χ3 и Φ1, Φ2, Φ3. Уравнения (112)
совпадают с (64), (73), если матричные элементы генераторов Sa выбрать в виде

(Sa)bc = −iεabc, (113)

где εabc — абсолютно антисимметричный тензор третьего ранга.

3. Уравнения первого порядка
Здесь рассматриваются системы дифференциальных уравнений в частных прои-

зводных первого порядка с постоянными коэффициентами, т. е. уравнения вида

LΨ(t,x) = 0, L = βµp
µ + β5m, (114)

где Ψ(t,x) — вектор-столбец:

Ψ(t,x) =


Ψ1(t,x)
Ψ2(t,x)

...
Ψn(t,x)

 , n <∞,

βµ, β5 — некоторые числовые матрицы.
Имеется хорошо разработанная теория уравнений вида (114), инвариантных

относительно преобразований из группы O(3) и группы Лоренца [28], и в то
же время мало изучены системы дифференциальных уравнений первого порядка,
инвариантные относительно группы Галилея.

Построению галилеевски-инвариантных систем дифференциальных уравнений
первого порядка для частиц с произвольным спином посвящен этот раздел. Сре-
ди полученных ниже уравнений имеются такие, которые, в отличие от уравнений
ЛХГ, описывают спин-орбитальное и дарвиновское взаимодействие частицы с по-
лем.
Основные определения и постановка задачи. Рассмотрим системы диффе-

ренциальных уравнений (114) и определим условия, которым должны удовлетво-
рять матрицы βµ, β5 чтобы эти уравнения были инвариантными относительно
преобразований Галилея.

Обобщая свойства симметрии уравнения Шредингера (1), будем говорить, что
уравнение (114) инвариантно относительно группы Галилея, если оператор L (114)
удовлетворяет условиям (2), где QA — генераторы произвольного представления
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расширенной группы Галилея. Потребуем, чтобы генераторы группы Галилея на
множестве решений уравнения (114) имели локально-ковариантную форму (36),
а операторы fA задавались числовыми матрицами (в этом и только в этом слу-
чае конечные преобразования Галилея для Ψ(t,x) имеют локальную форму (38).
Тогда условие галилеевской инвариантности можно сформулировать следующим
образом.

Определение 2. Уравнение (114) локально-инвариантно относительно группы
Галилея, если оператор L (114) удовлетворяет условиям

J̃aL− LJa = 0, G̃aL− LGa = 0, (115)

где Ja, Ga и J̃a, G̃a — генераторы расширенной группы Галилея в представле-
нии (36):

Ja = (x× p)a + Sa, Ga = tpa −mxa + ηa,

J̃a = (x× p)a + S̃a, G̃a = tpa −mxa + η̃a,
(116)

a Sa, ηa (и S̃a, η̃a) — матрицы, образующие представления (в общем случае
неэквивалентные) алгебры Ли однородной группы Галилея (37).

Подставив генераторы (116) и оператор L из (114) в (115), получаем условие
локальной галилеевской инвариантности уравнений (114) в виде следующих соо-
тношений для матриц βk (k = 0, 1, 2, 3, 5):

S̃aβ0 − β0Sa = 0, S̃aβ5 − β5Sa = 0, η̃aβ0 − β0ηa = 0,
η̃aβ5 − β5ηa = −iβa, η̃aβb − βbηa = −iδabβ0,

(117)

где Sa, ηa и S̃a, η̃a — матрицы, удовлетворяющие алгебре (37).
Таким образом, задачу описания галилеевски-инвариантных уравнений первого

порядка вида (114) можно свести к решению матричных уравнений (37), (117).
Особый интерес для физики представляют уравнения, допускающие лагран-

жеву формулировку. Исследуем дополнительные ограничения, налагаемые на ма-
трицы βk, Sa, ηa, S̃a, η̃a требованием, чтобы уравнение (114) могло быть полу-
чено при использовании принципа минимального действия из соответствующим
образом подобранного лагранжиана. Для этого сформулируем сначала следую-
щее утверждение, которое позволяет выделить классы эквивалентных галилеевс-
ки-инвариантных уравнений (114).

Лемма 2. Пусть ηa, Sa, η̃a, S̃a, βk — совокупность матриц, удовлетворяющих
условиям (37), (117). Тогда матрицы

β′
k = Bβk, S′

a = Sa, η′a = ηa,

η̃′a = BηaB
−1, S̃′

a = BS̃aB
−1,

(118)

где B — произвольная невырожденная матрица, также удовлетворяют урав-
нениям (37), (117).

Для доказательства леммы достаточно умножить каждое из уравнений (117)
слева на матрицу B и воспользоваться соотношением B−1B = 1.

Согласно лемме 2, каждое решение системы соотношений (117) определяет це-
лый класс уравнений, локально инвариантных относительно группы Галилея

B(βµpµ + β5m)Ψ(t,x) = 0, (119)
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где B — произвольная невырожденная матрица.
Потребуем, чтобы уравнения (114) допускали лагранжеву формулировку. Об-

щий вид лагранжиана, соответствующего уравнению (114) (с точностью до членов,
не вносящих вклада в уравнения движения), задается формулой

L =
i

2

(
Ψ̄βµ

∂Ψ
∂xµ

− ∂Ψ̄
∂xµ

βµΨ
)
− Ψ̄β5mΨ, (120)

где Ψ̄ = Ψ†B, а B — некоторая неособенная матрица. Из условия вещественности
лагранжиана получаем, что

(Bβµ)† = Bβµ, (Bβ5)† = Bβ5. (121)

В силу леммы 2 и с учетом (121) делаем вывод, что матрицы βµ, β5 можно выбрать
эрмитовыми (что соответствует лагранжиану (120) с Ψ̄ = Ψ†). Но тогда из требо-
вания инвариантности лагранжиана относительно инфинитезимальных преобразо-
ваний

Ψ → (1 + iGava)Ψ, Ψ → (1 + iJaθa)Ψ, (122)

где Ga и Ja заданы формулами (116), получаем следующие условия для матриц S̃a
и η̃a из (117):

S̃a = S†
a, η̃a = η†a. (123)

Подставляя (123) в (117) и принимая во внимание эрмитовость матриц Sa при-
ходим к системе уравнений

Saβ0 − β0Sa = 0, (124)

Saβ5 − β5Sa = 0, (125)

η†aβ0 − β0ηa = 0, (126)

η†aβ5 − β5ηa = −iβa, (127)

η†aβb − βbηa = −iδabβ0, (128)

β†
k = βk, k = 0, 1, 2, 3, 5. (129)

Итак, мы получили, что задача описания галилеевски-инвариантных уравне-
ний вида (114), допускающих лагранжеву формулировку, эквивалентна решению
системы уравнений (37), (124)–(129) для матриц βk, Sa, ηa.

Сформулируем еще одно утверждение, используемое ниже при вычислении яв-
ного вида матриц βk.

Лемма 3. Пусть матрицы Sa, ηa, βk удовлетворяют соотношениям (37),
(124)–(129). Тогда совокупность матриц {Sa, ηa, β′

k}, где
β′
k = V †βkV, (130)

где V — произвольная матрица, коммутирующая с Sa и ηa:

[V, Sa] = [V, ηa] = 0, (131)
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также удовлетворяет уравнениям (37), (124)–(129).
Доказательство. Умножим каждое из соотношений (124)–(129) слева на V †, а
справа на V . В результате, учитывая (131), приходим к уравнениям (124)–(129)
для β′

k, определяемых формулой (130).
Если матрица V обратима, то βk и β′

k являются эквивалентными решениями
системы соотношений (124)–(129). Будем искать решения этих соотношений с то-
чностью до преобразований эквивалентности, задаваемых формулами (130), (131).
Каноническая форма уравнений (114). Прежде чем приступать к решению

системы соотношений (37), (124)–(129), исследуем некоторые свойства уравнений
(114), которые можно вывести, не используя явный вид матриц βk.

Хорошо известно (см. [29]), что релятивистские волновые уравнения вида (114)
(где β5 — обратимая матрица) могут быть приведены к стандартной (канониче-
ской) форме (включающей только одну матрицу β′

0 = β−1
5 β0):

β′
0

√
pµpµΨ = mΨ.

Покажем, что галилеевски-инвариантные уравнения (114) также приводятся к
некоторой канонической форме (в которой оператор L выражается только через
две матрицы — β0 и β5). Для этого подвергнем функцию Ψ(t,x) из (144) преобра-
зованию Ψ(t,x) → Ψ′(t,x) = V −1Ψ(t,x), где

V = exp(−iη · p/m). (132)

Функция Ψ′(t,x), очевидно, удовлетворяет уравнению

L′Ψ′(t,x) = 0, L′ = V †LV, (133)

где L — оператор (114).
Используя формулу Кэмпбелла–Хаусдорфа

exp(A†)B exp(A) =
∑

{A,B}n 1
n!
,

{A,B}n = [A†{A,B}n−1], {A,B}0 = B

(134)

и коммутационные соотношения (124)–(128), получаем:

V †β0V = β0, V †βapaV = βapa + β0
p2

m
,

V †β5V = β5 +
1
m
βapa +

1
2m

β0p
2,

(135)

откуда

L′ = V †(β0p0 − βapa + β5m)V = β0

(
p0 − p2

2m

)
+ β5m. (136)

Подставляя (136) в (133), приходим к уравнению в канонической форме:[
β0

(
p0 − p2

2m

)
+ β5m

]
Ψ′(t,x) = 0. (137)

Итак, произвольное галилеевски-инвариантное уравнение первого порядка
(114) можно преобразовать к системе уравнений второго порядка в форме (137)
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(для уравнений АХГ [5–7] этот факт был установлен в работе [11]). Однако урав-
нения (114) и (137) становятся неэквивалентными после введения минимального
взаимодействия с внешним электромагнитным полем (т.е. после замены pµ →
pµ − eAµ, где Aµ — 4-вектор-потенциал электромагнитного поля).

Уравнения (137) имеют форму явно инвариантную относительно преобразова-
ний Галилея. Генераторы группы Галилея на решениях уравнений (137) имеют
квазидиагональный вид, задаваемый формулами (31), где Sa — генераторы неко-
торого приводимого представления группы O(3), коммутирующие с матрицами β0

и β5.
Используя представление (137), сформулируем еще одно дополнительное тре-

бование, которое будет налагаться на матрицы βk. А именно, потребуем, чтобы
выполнялось условие

det (βµpµ + β5m) ≡ det
[
β0

(
p0 − p2

2m

)
+ β5m

]
= c

(
p0 − p2

2m

)n
, (138)

где c — некоторая не равная нулю константа; n — целое число (n �= 0).
Условие (138) означает, что уравнение (114) принадлежит параболическому ти-

пу.
Конечномерные представления алгебры Ли однородной группы Галилея.

Приступим к решению системы соотношений (37), (124)–(129).
Рассмотрим сначала соотношения (37), определяющие алгебру Ли однородной

группы Галилея, которая локально-изоморфна группе Евклида E(3). Каждое ре-
шение соотношений (37), т. е. каждый набор конечномерных матриц Sa и ηa,
удовлетворяющих (37), задает представление этой алгебры.

Группа E(3) не является полупростой, поэтому ее конечномерные представле-
ния неунитарны и не вполне приводимы. Описанию неразложимых конечномерных
представлений алгебры Ли группы E(3) посвящена работа [30]. Однако резуль-
таты, полученные в ней, имеют весьма общую и, по-видимому, не очень констру-
ктивную форму. Кроме того, не все из приведенных в [30] представлений являются
неэквивалентными.

Ниже конструктивно описан класс конечномерных представлений алгебры (37).
Алгебра (37) имеет два инвариантных оператора

D1 = Saηa, D2 = ηaηa, (139)

которые в случае конечномерных представлений являются нильпотентными матри-
цами, т.е. удовлетворяют условиям

DN
1 = DN ′

2 = 0, (140)

где N и N ′ — некоторые положительные целые числа.
Алгебра (37) включает подалгебру O(3), образуемую матрицами Sa. Представ-

ления этой подалгебры хорошо известны и задаются целым или полуцелым числом
s.

Рассмотрим только такие представления алгебры (37), которые при редукции
по алгебре O(3) включают не более двух неэквивалентных представлений. В этом
случае матрицы Sa можно выбрать в виде

Sa = Snma =

(
In ⊗ Ŝa 0̂†

0̂ Im ⊗ Σa

)
, (141)
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где Ŝa и Σa — генераторы неприводимых представлений D(s) и D(s′) группы O(3),
т.е. матрицы, удовлетворяющие соотношениям

[Ŝa, Ŝb] = iεabcsc, sasa = s(s+ 1),
[Σa,Σb] = iεabcΣc, ΣaΣa = s′(s′ + 1),

(142)

In и Im — единичные матрицы размерности n× n и m×m, 0̂ — нулевые матрицы
с размерностью m×n, а символ A⊗B означает прямое (кронекеровское) произве-
дение матриц. Ограничимся также случаем, когда пространство представления ал-
гебры E(3) включает не более двух ортогональных подпространств, инвариантных
относительно действия оператора (139). Описание указанных выше представлений
дается следующей теоремой.

Теорема 5. Все возможные (с точностью до эквивалентности) неразложимые
конечномерные представления алгебры E(3) (37), включающие не более двух
неэквивалентных представлений подалгебры O(3) и удовлетворяющие допол-
нительному требованию, чтобы инвариантный оператор D1 (139) имел не бо-
лее двух ортогональных собственных подпространств, можно пронумеровать
набором целых чисел (n,m,α), где

α = 1, 2, n ≤ 4, m ≤ 4, |n−m| ≤ 2, nm �= 9.

Явный вид соответствующих матриц Sa и ηa задается формулами

Sa = S(nmα)
a = Snma , ηa = η(nmα)

a ,

η(nm1)
a =

1
2s

(
anm1 ⊗ Ŝa anm2 ⊗Ka

anm3 ⊗K†
a anm4 ⊗ Σa

)
, η(nm2)

a =
[
η(nm1)
a

]†
,

(143)

где Snma — матрицы (141); s′ = s − 1; Ka — матрицы размерности (2s − 1) ×
(2s+ 1), определяемые соотношениями

KaŜb − ΣbKa = iεabcKc,

ŜaŜb +K†
aKb = isεabcŜc + s2δab,

(144)

anml — матрицы с матричными элементами

[anm1 ]ij =

 δi−1,j , n ≥ m, i, j,≤ n,

s− 1
s+ 1

δi−1,j , n < m,

[anm2 ]ij =


−(2s− 1)−1/2δi−2,j , n > m, i ≤ n, j ≤ m,

(2s+ 1)−1/2δi,j , n < m,

kδi,j+1, n = m,

[anm3 ]ij =

{
(2s− 1)−1/2δi,j , n > m, i ≤ m, j ≤ n,

(2s+ 1)−1/2δi−2,j , n ≤ m,

[anm4 ]ij =


s+ 1
s− 1

δi−1,j , n ≥ m,

δi−1,j , n < m

(145)
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где k — произвольный параметр.
Представления D(n,m,α = 1) и D(n,m,α = 2) эквивалентны в том и толь-

ко в том случае, если |n−m| = 1.
Доказательство. Полное доказательство теоремы здесь не приведено. Однако сле-
дует заметить, что формулы (143) определяют общий вид матриц ηa, удовлетво-
ряющих перестановочным соотношениям [ηa, Sa] = iεabcηc генераторами (141). По-
требуем, чтобы матрицы ηa (143) коммутировали друг с другом, и используем
соотношения [7]:

KaŜb −KbŜa = i(s+ 1)εabcKc,

ΣaKb − ΣbKa = i(1 − s)εabcKc,

KaK
†
b −KbK

†
a = −i(2s+ 1)εabcΣc,

K†
aKb −K†

bKa = i(2s− 1)εabcŜc,

(146)

тогда получим следующую систему уравнений для матриц anml :

(anm1 )2 + (2s− 1)anm2 anm3 = 0,
(s+ 1)anm1 anm2 − (s− 1)anm2 anm4 = 0,
(s+ 1)anm3 anm1 − (s− 1)anm4 anm3 = 0,

(anm4 )2 − (2s+ 1)anm3 anm2 = 0.

(147)

Условие, чтобы инвариантный оператор D1 (139) имел не более двух инвариан-
тных собственных подпространств, сводится к требованию, чтобы матрицы anm1 и
anm3 не были вполне приводимыми.

Все неэквивалентные решения соотношений (147) и задаются формулами
(142), (145). При этом большее из чисел (n,m) совпадает с индексом нильпо-
тентности инвариантного оператора D1 (139).

Приведем для полноты явный вид матриц Sa и Ka в базисе |s, s3〉, в котором
операторы S2 и S3 диагональны [7]:

S2|s, s3〉 = s(s+ 1)|s, s3〉, S3|s, s3〉 = s3|s, s3〉,
S1|s, s3〉 = ass3,s3+1|s, s3 + 1〉 + ass3,s3−1|s, s3 − 1〉,
S2|s, s3〉 = iass3,s3+1|s, s3 + 1〉 − iass3,s3−1|s, s3 − 1〉,
K1|s, s3〉 = Cs,s−1

s3 |s− 1, s3〉 + Cs,s−1
s3,s3−2|s− 1, s3 − 2〉,

K2|s, s3〉 = iCs,s−1
s3 |s− 1, s3〉 − iCs,s−1

s3,s3−2|s− 1, s3 − 2〉,
K3|s, s3〉 = fs,s−1

s3 |s− 1, s3〉,

(148)

где

s3 = −s,−s+ 1, . . . , s, ass3,s3±1 =
1
2

√
s3(s3 ± 1) − s(s+ 1),

fs,s−1
s3 =

√
s3(2s− s3), Cs,s−1

s3 =
1
2

√
(2s− s3)(2s+ 1 − s3),

Cs,s−1
s3,s3−2 =

1
2

√
s3(s3 + 1).

(149)

Выражения для матриц Σa можно получить из формул (148), (149) заменой
s→ s′, s′ = s− 1.
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Явный вид матриц βk. При решении системы уравнений (37), (124)–(129)
ограничимся случаем, когда матрицы Sa и ηa реализуют неразложимые представ-
ления алгебры (37), описанные в теореме 5.

Рассмотрим сначала представления алгебры (37), соответствующие N ≤ 3, где
N — индекс нильпотентности инвариантного оператора D1 (139). Потребуем, что-
бы матрицы βk удовлетворяли условию (138).

Решение задачи приведем в виде следующего утверждения.

Теорема 6. Все возможные (с точностью до эквивалентности) маьрицы βk,
Sa, ηa, удовлетворяющие соотношениям (124)–(129), (138)–(140) (с N ≤ 3) и
условиям теоремы 5, задаются формулами (150)–(153):

β0 =

 I · ·
· · ·
· · ·

 , β5 = 2

 · · ·
· I ·
· · c−2I

 ,

βa =
i

s

 · Ŝa c−1K†
a

−Ŝa · ·
−c−1Ka · ·

 , Sa =

 Ŝa · ·
· Ŝa ·
· · Σa

 ,

ηa =
1
2s

 · · ·
Ŝa · ·
cKa · ·

 , c = (2s− 1)−1/2;

(150)

β0 =

 · · ·
· 1 ·
· · ·

 , β5 = 2

 d−2I · ·
· · ·
· · 1

 ,

βa =
i

s

 · −d−1K†
a ·

d−1Ka · Σa
· −Σa ·

 , Sa =

 Ŝa · ·
· Σa ·
· · Σa

 ,

ηa =
1
2s

 · dK†
a ·

· · ·
· Σa ·

 , d = (2s+ 1)−1/2;

(151)

β0 =


· I · · ·
I · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·

 , β5 = 2


· a2

2 I aI · ·
a2

2 I aI I · ·
aI I · · ·
· · · −a1̂ (s− 1)1̂
· · · (s− 1)1̂ ·

 ,

βa =
i

s


· · Sa · c(s− 1)K†

a

· · · csK†
a ·

−Sa · · · ·
· −csKa · · ·

−c(s− 1)Ka · · · ·

 ,

(152)
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Sa =


Sa · · · ·
· Sa · · ·
· · Sa · ·
· · · Σa ·
· · · · Σa

 , ηa =
1
2s


· · · · ·
Sa · · · ·
· Sa · −cK†

a ·
cKa · · · ·
· cKa · s+1

s−1Σa ·

 ;

β0 =


· · · · ·
· · · · ·
· · · 1̂ ·
· · 1̂ · ·
· · · · ·

 , β5 =


bI (s+ 1)I · · ·

(s+ 1)I · · · ·
· · · b2

2 b1̂

· · b2

2 1̂ b1̂ 1̂
· · b1̂ 1̂ ·

 ,

βa =
i

s


· · · −dsK†

a ·
· · −d(s+ 1)K†

a · ·
· d(s+ 1)Ka · · Σa

dsKa · · · ·
· · −Σa · ·

 ,

Sa =


Sa · · · ·
· Sa · · ·
· · Σa · ·
· · · Σa ·
· · · · Σa

 , ηa =
1
2s


· · dK†

a · ·
s−1
s+1Sa · · dK†

a ·
· · · · ·
· · Σa · ·

dKa · · Σa ·

 ,

(153)

где символами Sa, Σa и Ka обозначены матрицы размерности (2s+1)×(2s+1),
(2s−1)× (2s−1) и (2s−1)× (2s+1), определяемые соотношениями (144), (146),
1 и 1̂ — (2s+ 1)- и (2s− 1)-рядные единичные матрицы, а точками — нулевые
матрицы соответствующей размерности; a и b — произвольные числа.
Доказательство. Используя лемму Шура заключаем, что общий вид матриц β0 и
β5, удовлетворяющих соотношениям (124), (125), (129), (141), задается формулами

β0 =

(
y1 ⊗ I 0

0 y2 ⊗ 1̂

)
, β5 = 2

(
x1 ⊗ I 0

0 x2 ⊗ 1

)
, (154)

где x1, y1 (и x2, y2) — неизвестные эрмитовые матрицы размерности (n × n) и
(m×m).

Потребуем, чтобы матрица β0 удовлетворяла условиям (126). Используя (143),
(154), получаем следующие уравнения для y1 и y2:

(anm1 )† y1 − y1a
nm
1 = (anm3 )† y2 − y1a

nm
2 = (anm4 )† y2 − y2a

nm
4 = 0. (155)

Подставляя β5 (154) и ηa (143) в (127), находим βa:

βa =
i

s

(
A⊗ Sa B† ⊗K†

a

−B ⊗Ka D ⊗ Σa

)
, (156)

где

A = (anm1 )† x1−x1a
nm
1 , B = (anm2 )† x1−x2a

nm
3 , D = (anm4 )† x2−x2a

nm
4 .(157)
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Наконец, подставив (143), (154), (156) в (128), приходим к следующей системе
уравнений:

Aanm1 ⊗ SaSb +B†anm3 ⊗K†
aKb − (anm1 )†A⊗ SbSa+

+ (anm3 )†BK†
bKa = 2s2y1 ⊗ Iδab,

Aanm2 ⊗ SaK
†
b +B†anm4 ⊗KaΣb − (anm1 )†B† ⊗ SbK

†
a−

− (anm3 )†D ⊗K†
bΣa = 0,

Danm4 ⊗ ΣaΣb −Banm2 ⊗KaK
†
b − (anm2 )†B† ⊗KbK

†
a−

− (anm4 )†D ⊗ ΣbΣa = 2s2y2 ⊗ Iδab.

(158)

Выражая в (158) с помощью соотношений (144), (146) K†
aKb, SbSa, K

†
bKa, ΣaΣb

через SaSb, ΣaΣb, Sc, Σc и δabI, δab, 1̂ и приравнивая матричные коэффициенты
при этих линейно независимых операторах, приходим к уравнениям{

(a†1x1a1 − x1a1a1)(2s− 1) + x1a3a2 − a†3x2a3

}
+ э.с. = 0,

(2s− 1)(a†1a
†
1x1 − a†1x1a1 + a†3x2a3) + (s− 1)a†3a

†
2x1 − sx1a2a3 = 0,

(a†3x2a3 − x1a2a3) + э.с. = 2(2s− 1)y1,{
(s− 1)(x2a3a2 − a†2x1a2) + (s+ 1)(2s− 1)(a†4x2a4 − x2a4a4)

}
+ э.с. = 0,

(2s+ 1)(s− 1)a†2x1a2 + s(s− 1)x2a3a2 + (s2 − 1)a†2a
†
3x2+

+(s+ 1)(2s− 1)(a†4a
†
4x2 − a†4x2a4) = 0,

(159)

(a†2x1a2 − x2a3a2) + э.с. = 2(2s− 1)y2,

2a†2x1a2 − a†2a
†
1x1 − x2a3a1 + 2a†4x2a3 − a†4a

†
2x1 − x2a4a3 = 0,

2a†2x1a1 − a†2a
†
1x1 − x2a3a1 − (s− 1)(a†4x2a3 − x2a4a3)+

+(s+ 1)(a†2a
†
1x1 − a†2x1a1) = 0,

где введены обозначения

A+ э.с. = A+A†, ak = anmk , k = 1, 2, 3, 4.

При заданных a1, a2, a3 и a4 формулы (155), (159) определяют систему линей-
ных однородных уравнений для матричных элементов (xα)ij и (yα)ij . Решая эту
систему для матриц ak = anmk , заданных формулами (145), приходим к результа-
там, сформулированным в теореме 6.

Мы получили четыре неэквивалентных класса галилеевски-инвариантных
уравнений вида (114), где матрицы βk задаются формулами (150)–(153). Если ма-
трицы βkимеют вид (150), то функция Ψ(t,x) имеет 6s+1 компонент, а уравнение
(114) описывает движение свободной нерелятивистской частицы с произвольным
спином s. Такие уравнения эквивалентны уравнениям Хагена–Герлея [6, 7], а в
случае s = 1/2 совпадают с уравнениями Леви-Леблонда [5].

Уравнения (114), (151) имеют 6s − 1 компонент и описывают галилеевскую ча-
стицу со спином s′ = s−1. Ниже показано, что эти уравнения приводят к констан-
те дипольного взаимодействия, отличной от предсказываемой уравнениями Герлея.
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Уравнения (114) представляют наибольший интерес в том случае, когда матри-
цы βk имеют вид (152) и (153). Эти уравнения также можно интерпретировать как
уравнения движения нерелятивистской частицы с произвольным спином. Как бу-
дет показано ниже, именно эти уравнения (в отличие от уравнений ЛХГ) позволя-
ют описать галилеевски-инвариантным образом спин-орбитальное взаимодействие
заряженной частицы с внешним электромагнитным полем (в рамках принципа ми-
нимального взаимодействия).

Приведем решения соотношений (124)–(129) для случая, когда представление
алгебры (37) соответствует N = 4, где N — индекс нильпотентности инвариан-
тного оператора D1 (139). Такая задача имеет нетривиальные решения только для
n = 2, m = 4, s = 1/2. При этом матрицы βk задаются формулами (154), где
отличные от нуля матричные элементы матриц x1 и x2 имеют вид:

(x1)13 = (x1)14 = (x1)22 = (x1)23 =
1

s+ 1
(x1)24 =

= (x1)31 = (x1)32 = s(x1)33 = (x1)41 =
1

s+ 1
(x1)42 =

= (x2)11 = (x2)12 = (x2)21 =
s

(s+ 1)2
(x2)22 = 1.

(160)

Используя формулы (154), (160) и соотношения (143), (145), (124)–(128), нетру-
дно найти явный вид соответствующих матриц β0 и βa.

Приведем некоторые из уравнений (114), (150)–(153) для s = 0, 1/2, 1 в поком-
понентной записи:

s = 0,

{
p0ψ0 + ip ·ψ = 0,
2mψ − ip · ψ0 = 0,

(161)

s =
1
2
,

{
p0ϕ+ iσ · pχ = 0,
2mχ− iσ · pϕ = 0,

ϕ =
(
ϕ1

ϕ2

)
, χ =

(
χ1

χ2

)
, (162)

s = 1,


p0χ+ p× Φ + a2mχ+ 2amϕ = 0,
p0ϕ+ pΦ0 + a2mϕ+ 2am(χ+ Φ) = 0,
p · χ+ 2amΦ0 = 0,
−p× χ+ 2am(χ+ϕ) = 0,

(163)

где σa — матрицы Паули; ψµ, χα, ϕα, χa, ϕa, Φµ (µ = 0, 1, 2, 3, α = 1, 2, a = 1, 2, 3)
— однокомпонентные волновые функции.

К уравнениям (163)–(165) сводятся (при заданных значениях спина s) системы
(114) с матрицами (151), (150) и (152) соответственно. Уравнения (114), (152) при
s = 1 (или, что то же, систему уравнений (163)) можно записать также в виде{

1
2

(
β̂0 + β̂4

)
p0 +

[
β̂0 − β̂4 + 2aI +

a2

2

(
β0 + β̂4

)]
m− β̂apa

}
Ψ = 0,

где β̂l (l = 0, 1, 2, 3, 4) — матрицы Кеммера–Дэффина.
Уравнения (114) для представлений с произвольным индексом нильпотен-

тности. Выше получены все возможные (с точностью до эквивалентности) ре-
шения уравнений (124)–(129) для представлений алгебры (37), перечисленных в
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теореме 5. Однако в этой теореме описан только некоторый класс представлений
алгебры (37), соответствующий N ≤ 4, где N — индекс нильпотентности инвари-
антного оператора D1 (139).

Ниже получен класс уравнений, соответствующий произвольным значениям N .
Уравнения выведены с учетом того, что расширенная группа Галилея G является
подгруппой обобщенной группы Пуанкаре P (1, 4) (группы вращений и сдвигов
в пятимерном пространстве Минковского), и, следовательно, каждое уравнение)
инвариантное относительно группы P (1, 4), автоматически оказывается инвариан-
тным также относительно группы G.

Рассмотрим систему уравнений в частных производных следующего вида:(
β̃µp

µ + κ

)
Ψ(x0, x1, x2, x3, x4) = 0, (164)

где pµ = −i ∂
∂xµ

, µ = 0, 1, 2, 3, 4, β̃µ — некоторые числовые матрицы; κ — прои-
звольный параметр.

Потребуем, чтобы матрицы β̃µ удовлетворяли соотношениям[
β̃µ, Sνλ

]
= i
(
gµλβ̃ν − gµν β̃λ

)
, (165)

где Sµν — генераторы группы O(1, 4); gµν — метрический тензор: gµν = diag (1,
−1,−1,−1,−1). Если выполняется (165), то уравнение (167) инвариантно относи-
тельно группы P (1, 4) [31].

Как указывалось выше, в этом случае уравнение (167) инвариантно также отно-
сительно группы Галилея. Действительно, делая в (164) замену переменных

x0 =
1
2

(2x̂0 + x̂4) , x4 =
1
2

(2x̂0 − x̂4) , (166)

так что

∂

∂x0
=

1
2
∂

∂x̂0
+

∂

∂x̂4
,

∂

∂x4
=

1
2
∂

∂x̂0
− ∂

∂x̂4
, (167)

получаем следующее уравнение:(
β0p̂0 − β4p̂4 − β̂apa + κ

)
Ψ (x̂0, x̂4,x) = 0, (168)

где

p̂0 = i
∂

∂x̂0
, p̂4 = −i ∂

∂x̂4
, β0 =

1
2

(
β̃0 + β̃4

)
, β4 = β̃0 − β̃4. (169)

Галилеевскую инвариантность уравнения (168) нетрудно проверить непосредст-
венно, воспользовавшись следующей реализацией генераторов расширенной груп-
пы Галилея:

P0 = −i ∂
∂x̂0

, Pa = pa = −i ∂

∂xa
, M = p̂4 = −i ∂

∂x̂4
,

Ja = (x× p)a + Sa, Ga = x̂0pa − xaM + ηa,

(170)

где

Sa =
1
2
εabcSbc, ηa =

1
2
(S0a + S4a).
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Оператор L = β0p̂0−β4p̂4−β̃apa и генераторы (170) удовлетворяют условию (2).
Накладывая на решения уравнения (168) галилеевски-инвариантное дополни-

тельное условие

p̂4Ψ (x̂0, x̂4,x) = −λκΨ (x̂0, x̂4,x) ,

получаем из (168) галилеевски-инвариантное уравнение в форме (114), где

βa = β̃a, β5 = β4 + λI, m = κ/λ, (171)

I — единичная матрица.
Таким образом, каждому решению системы перестановочных соотношений (165)

можно поставить в соответствие галилеевски инвариантное уравнение (114), где
матрицы βµ и β5 задаются формулами (169), (171).

Полное решение соотношений (165), в отличие от аналогичных соотношений
для матриц, определяющих пуанкаре-инвариантные уравнения [28], до сих пор
не получено. Воспользуемся частным решением уравнений (165), предложенным
в работе [31]. Обозначим Ŝkl — генераторы неприводимого конечномерного пред-
ставления группы O(1, 5). Тогда матрицы

Sµν = Ŝµν , β̃µ = S̃5µ, µ = 0, 1, 2, 3, 4, (172)

удовлетворяют соотношениям (165). Подставив (175) в (169) и (171) получим ма-
трицы βk в форме

βa = Ŝ5a, β0 =
(
Ŝ40 + Ŝ50

)
/2, β5 = S40 − S50 + λI. (173)

Следовательно, каждому неприводимому представлению группы O(1, 5) мо-
жно сопоставить галилеевски-инвариантное уравнение (114), (173). Генераторы
группы Галилея на множестве решений уравнения (114), (173) имеют локально-
ковариантную форму (36), где

M = m = κ/λ, ηa =
(
Ŝ4a + Ŝ0a

)
/2, Sa = εabcŜbc/2. (174)

Конечномерные представления группы O(1, 5), которая локально-изоморфна
группе O(6), задаются тремя числами (n1, n2 и n3), одновременно целыми или
полуцелыми [28]. Если матрицы Ŝkl из (173) образуют представление D

(
1
2 ,

1
2 ,

1
2

)
алгебры Ли группы O(1, 5), то уравнения (114), (173) эквивалентны уравнению
Леви-Леблонда [5] для нерелятивистской частицы со спином s = 1/2. Представле-
ние D(1, 1, 0) приводит к уравнениям (114), (152) для частиц со спином s = 1. При
этом матрицы (172) совпадают с матрицами Кеммера–Дэффина. В общем случае
уравнения (114), (173) описывают мультиплет нерелятивистских частиц со спина-
ми s1, s2, . . ., где числа si характеризуют представления группы O(3), входящие в
неприводимое представление D(n1, n2, n3) группы O(1, 5).

Можно показать, что матрицы (174) удовлетворяют условиям

(ηaSa)2s+1 = 0, (ηaSa)2s �= 0, (175)

где s — максимальное значение спина частиц, описываемых уравнениями (114),
(173). Таким образом, найденные здесь уравнения соответствуют представлениям
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алгебры (37) с произвольным значением индекса нильпотентности инвариантного
оператора D1 (139).

4. Нерелятивистская частица с произвольным спином
во внешнем электромагнитном поле

Уравнения движения свободных нерелятивистских частиц могут представлять
реальный интерес для физики только в том случае, если они являются первым ша-
гом на пути описания частиц, участвующих в различного рода взаимодействиях.
Одним из них является взаимодействие заряженной частицы, обладающей спином,
с внешним электромагнитным полем.

Ниже показано, что найденные уравнения в рамках принципа минимального
взаимодействия описывают дипольное, спин-орбитальное и дарвиновское взаимо-
действия заряженной нерелятивистской частицы с внешним полем, т.е. учитывают
все физические эффекты, предсказываемые в порядке 1/m2 релятивистским урав-
нением Дирака. Точно решена задача о движении заряженной частицы с прои-
звольным спином в постоянном магнитном поле.
Уравнения второго порядка для частицы со спином, взаимодействующей

с внешним электромагнитным полем. Выше получены уравнения Шредингера
(64), (73), (74) и (64), (97), описывающие движение свободных нерелятивистских
частиц с произвольным спином. Для того чтобы перейти к описанию движения за-
ряженной частицы во внешнем электромагнитном поле, сделаем в этих уравнениях
обычную замену

pµ → πµ = pµ − eAµ, (176)

где Aµ — 4-вектор-потенциал электромагнитного поля. В результате приходим к
уравнениям

L(π)Ψ(t,x) = 0, L(π) = i
∂

∂t
−Hα

s (π, A0), (177)

где Hα
s (π, A0) — один из гамильтонианов, полученных из (73), (74) или (97) с

помощью замены (176):

H I
s(π, A0) = σ1am+

π2

2m
+ eA0 + 2iakσ3S · π−

−(σ1 + iσ2)
2ak2

m

[
(S · π)2 − e

2
S ·H

]
,

(178)

H̃ I
s(π, A0) = σ3ãm+

a

2
(σ1 − iσ2)m− 2ãk(iσ1 − σ2)S · π−

−(σ1 + iσ2)
2ak2

m

[
(S · π)2 − e

2
S ·H

]
+
π2

2m
+ eA0,

(179)

H II
s (π, A0) = σ1

{
m+

π2

2m
− sin2 θs

ms2

[
(S · π)2 − e

2
S ·H

]}
−

−σ3

{
as
π2

2m
+

bs
2ms2

[
(S · π)2 − e

2
S ·H

]}
+ σ2

√
2 sin θs
s

S · π.
(180)
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В формулах (178)–(180) символом H обозначен вектор напряженности магни-
тного поля: H = −iπ × π.

Уравнения (177)–(180), очевидно, инвариантны относительны калибровочных
преобразований:

Ψ(t,x) → Ψ(t,x) exp[ieϕ(t,x)], Aµ → Aµ +
∂ϕ(t,x)
∂xµ

. (181)

Покажем, что уравнения (177), (178) и (177), (179) инвариантны относительно
преобразований из группы Галилея (14), (38) если вектор-потенциал Aµ преобра-
зуется по галилеевскому закону [5]

A0 → A′′
0 = A0 + v ·A, Aa → A′′

a = RabAb, (182)

где Rab — оператор трехмерного поворота (17). Инвариантность уравнения

L(π)Ψ(t,x) = 0, (183)

где L(π) — некоторый линейный оператор, функционально зависящий от πµ (176);
относительно галилеевских преобразований (14), (38), (182) означает, что пре-
образованная функция Ψ′′(t′′,x′′) (38) удовлетворяет такому же уравнению, как и
исходная функция

L(π′′)Ψ(t′′,x′′) = 0, (184)

где L(π′′) — оператор, получаемый из L(π) заменой πµ → π′′
µ = −i ∂

∂x′′
µ
− eA′′

µ, а x
′′
a,

t′′ и A′′
µ задаются формулами (14), (182).

Условие галилеевской инвариантности уравнения (185) можно сформулировать
в виде следующего требования, налагаемого на оператор L(π) [ср. (91)].
Определение 3. Уравнение (183) инвариантно относительно преобразований
из группы Галилея (14), (38), если оператор L(π) удовлетворяет условиям

exp[if(t,x)D̃(θ,v)L(π)D−1(θ,v) exp[−if(t,x)] = L(π′′), (185)

где f(t,x) — фазовый множитель (18);

D̃(θ,v) = exp
(
−iS̃ · θ̃

)
exp(−iη̃ · v),

D(θ,v) = exp (−iS · θ) exp(−iη · v),
(186)

а Sa, ηa и S̃a, η̃a — матрицы, реализующие представления (в общем случае
неэквивалентные) алгебры Ли однородной группы Галилея (37).

Если выполняется (185), то (184) непосредственно следует из (14), (38), (182)
и (183).

Используя соотношения

π′′
0 = π0 + v · π, π′′

a = Rabπb,

exp[if(t,x)]πa exp[−if(t,x)] = πa +mva
(187)

и формулу (90), прямой проверкой убеждаемся, что операторы (177) удовлетворяют
условию (185), (186), где D̃(θ,v) = D(θ,v), а D(θ,v) заданы в (39), (66) и,
следовательно, уравнения (177), (178) и (177), (179) галилеевски-инвариантны.
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Анализ уравнений (177) удобно проводить в представлении, в котором опера-
торы (180)–(182) квазидиагональны, т.е. коммутируют с матрицей σ1 или σ3 (67).
Как и в случае уравнения Дирака, гамильтонианы (178)–(180) могут быть диа-
гонализованы только приближенно. Ниже покажем, что с точностью до членов
порядка 1/m2 операторы (178), (179) при a = 0, и (180) можно привести к следу-
ющей форме:[

H I
s(π, A0)

]′
= σ1am+

π2

2m
+ eA0 − eBσ1

S ·H
m

+

+
eD2

2m2

[
−1

2
S · (π ×E −E × π) +

1
3
Qab

∂Ea
∂xb

+
1
3
s(s+ 1) divE

]
+

+
eBD

m2

[
S · (π ×H −H × π) − 2

3
Qab

∂Ha

∂xb

]
+ o

(
1
m3

)
,

(188)

[
H̃ I
s(π, A0)

]′
= σ3ãm+

π2

2m
+ eA0 + o

(
1
m3

)
, (189)

[
H II
s (π, A0)

]′
= σ1

(
m+

π2

2m
+ eA0 +

e sin2 θs
2ms2

S ·H
)

+

+
e sin2 θs
4m2s2

[
1
2
S · (π ×E −E × π) − 1

3
Qab

∂Ea
∂xb

− s(s+ 1) divE
]

+

+
e
√

2 sin θs
4m2s

(
bs
4s2

− as

)
S · (π ×H −H × π)+

+
e
√

2bs sin θs
24m2s3

Qab
∂Ha

∂xb
+ o

(
1
m3

)
,

(190)

где E = i[π̄,π0] — вектор напряженности электрического поля; Qab — тензор
квадрупольного взаимодействия:

Qab =
1
3
{3[Sa, Sb]+ − 2δabs(s+ 1)} ; (191)

B и D — произвольные коэффициенты, следующим образом выражаемые параме-
трами a и k:

B = ak2, D = k. (192)

Если же в (179) a �= 0, то приближенный гамильтониан
[
H̃ I
s(π, A0)

]′
имеет стру-

ктуру, аналогичную (188).
Гамильтонианы (188) и (190) содержат слагаемые, соответствующие взаимодей-

ствию точечной заряженной частицы с внешним электромагнитным полем(
∼ π2

2m
+ eA0

)
, а также дипольному (∼ S ·H), спин-орбитальному (∼ S · (π ×

E − E × π)), дарвиновскому (∼ divE) и квадрупольному (∼ Qab∂Ea/∂xb) взаи-
модействиям. Два последние слагаемые (которые P -неинвариантны и могут быть
сделаны как угодно малыми в пределе D → 0, θs → 0) можно интерпретиро-
вать как магнитное спин-орбитальное и магнитное квадрупольное взаимодействия.
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Аналогичную структуру имеют приближенные гамильтонианы, получаемые при
диагонализации релятивистских уравнений для частиц произвольного спина [16,
17].

Подчеркнем, что в отличие от уравнения Дирака галилеевски инвариантные
уравнения (177), (178) и (177), (180) (и гамильтонианы (188), (190)) определе-
ны с точностью до произвольных параметров a, k и θs, которые могут быть вы-
браны, скажем, из условия соответствия величины констант дипольного и спин-
орбитального взаимодействий экспериментальным данным. Если

θs = π/4, a = 1, k = 2, s = 1/2, (193)

то шесть первых слагаемых в (188) и (190) совпадают с гамильтонианом, полу-
чаемым при диагонализации уравнения Дирака [32]. При этом, однако, операто-
ры (188) и (190) содержат дополнительные члены (зависящие от напряженности
магнитного поля), которые можно получить из обобщенного уравнения Дирака,
учитывающего аномальное взаимодействие частицы с полем.

Отметим, что уравнения (177), (178) и (177), (179) можно получить в рамках
лагранжева формализма — если параметры a, ã и k удовлетворяют условиям (92).
Действительно, делая в лагранжианах (95), (96) минимальную замену ∂/∂xµ →
∂/∂xµ + ieAµ, получаем операторы [14]

L(t,x) = L0(t,x) + Lвз(t,x),

L̃(t,x) = L̃0(t,x) + L̃вз(t,x),
(194)

где L0(t,x) и L̃0(t,x) заданы формулами (95), (96), a Lвз(t,x) и L̃вз(t,x) равны
соответственно:

Lвз(t,x) = e

{
Ψ̄A0Ψ + 2ikΨ̄σ3S

′
aAaΨ+

+
1

2m

[
i
∂Ψ̄
∂xa

CabAbΨ − iΨ̄AaCab
∂Ψ
∂xb

− eΨ̄CabAaAbΨ
]}

,

(195)

L̃вз(t,x) = e

{
Ψ̄A0Ψ − 2ãkΨ̄(σ1 + iσ2)SaAaΨ+

+
i

2m

(
∂Ψ̄
∂xa

AaΨ − Ψ̄Aa
∂Ψ
∂xa

)
− e

2m
AbAbΨ̄Ψ

}
.

(196)

Нетрудно убедиться, что уравнения Лагранжа–Эйлера для функций (194)–
(196) приводят к (177), (178) и (177), (179).

Приведем явный вид операторов, преобразующих гамильтонианы (178), (179)
при a = 0 и (180) к форме (188), (189) и (190) соответственно:

V I = exp
(
iCI

s

)
exp
(
iBI

s

)
exp
(
iAI

s

)
, (197)

Ṽ I = exp
(
iC̃I

s

)
exp
(
iB̃I

s

)
exp
(
iÃI

s

)
, (198)

V II = exp
(
iCII

s

)
exp
(
iBII

s

)
exp
(
iAII

s

)
, (199)
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где

AI
s = −iσ2k

S · π
m

, AII
s = σ3

√
2 sin θs
2ms

S · π,

BI
s = σ3

k

2m2

{
1
2a

[S · π,π2]+ + ik[2(S · π)2 + eS ·H] +
1
a
S ·E

}
,

CI
s = σ2

k2

m3

{
−2ik

3
(S · π)3+ ik[S · π, eS ·H]+ + [(S · π)2, eA0]

}
+

i

2m
σ1
∂BI

s

∂t
,

BII
s = σ2

1
4m2

{
asπ

2 +
bs
2s2

[2(S · π)2 − eS ·H] +
e
√

2 sin θs
s

S ·E
}
,

CII
s = σ1

1
8m3

{√
2 sin θs
s

[
S · π,π2 +

(
e sin θs
s

)2

eS ·H
]

+

+ ieas[π2, A0]−

−4
√

2 sin3 θs
s3

(S · π)3 − iebs
s2

[(S · π)2, A0]

}
+

i

2m
σ1
∂BII

s

∂t
,

ÃI
s =

ik

m
(σ2 − iσ1)S · π, B̃I

s =
k

2ãm2
(σ2 − iσ1)S ·E,

C̃I
s =

ik

4m3
(σ2 − iσ1)[π2,S · π] +

i

2m
σ3
∂B̃I

∂t
.

Гамильтонианы (178)–(180) и (188)–(190) связаны соотношениями

H ′ = V HV −1 + i
∂V

∂t
V −1,

где H — один из гамильтонианов (178), (179) или (180), а V — один из операторов
(197), (198) или (199) соответственно.
Введение минимального взаимодействия в уравнения первого порядка.

Осуществив замену (176) в формуле (114), приходим к системам уравнений вида

L(π)Ψ(t,x) = 0, L(π) = βµπ
µ + β5m, (200)

которые также можно интерпретировать как уравнения движения частицы, обла-
дающей спином, во внешнем электромагнитном поле.

Обсудим вкратце свойства уравнений (200), которые можно получить без ис-
пользования явного вида β-матриц. Нетрудно убедиться, что эти уравнения ин-
вариантны относительно калибровочных преобразований (181). Из соотношений
(124)–(128) непосредственным вычислением получаем, что оператор L(π) (200)
удовлетворяет условиям галилеевской инвариантности (185) (где D̃(θ,v) =
[D−1(θ,v)]†). Наконец, уравнения (200) можно получить с использованием ва-
риационного принципа, исходя из следующего лагранжиана:

L̂(t,x) = L(t,x) + ieΨ̄βµAµΨ,

где L(t,x) задается формулой (120).
Для дальнейшего анализа уравнений (200) и физической интерпретации их

решений подвергнем функцию Ψ(t,x) и оператор L(π) преобразованиям

Ψ → Ψ′ = VΨ, L(π) → L′(π) = V †L(π)V, (201)
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где

V = exp
(
i
η · π
m

)
. (202)

В результате приходим к эквивалентному уравнению

L′(π)Ψ′(t,x) = 0. (203)

Найдем явный вид оператора L′(π). Используя формулу (134) и коммутацион-
ные соотношения (124)–(128), получаем:

V †β0π0V = β0

(
π0 +

e

m
η ·E +

e

2m2
ηaηb

∂Ea
∂xb

)
,

V †βaπaV = βaπa + β0

[
π2

2m
+

3e
4m2

η · (π ×H −H × π)
]

+
e

m
β × η ·H,

V †β5mV = β5m+ βaπa+

+
1
2
β0

[
π2

m
− e

2m2
η · (π ×H −H × π)

]
+

2
2m
β × η ·H,

откуда следует непосредственно, что

L′(π) = β0

(
π0 − π2

2m

)
+ β5m+

e

m

(
β0η ·E +

1
2
β × η ·H

)
+

+
e

m2
β0

[
ηaηb

∂Ea
∂xb

+ η · (π ×H −H × π)
]
.

(204)

Уравнения (203), (204) нельзя получить из (137) заменой pµ → πµ, но они
содержат дополнительные слагаемые, зависящие от напряженности электромагни-
тного поля. Ниже показано, что эти слагаемые описывают взаимодействия, обу-
словленные наличием у частицы спина.

Уравнения (203), (204) могут описывать различные физические эффекты —
в зависимости от того, какое представление алгебры (37) реализуют матрицы ηa.
Несложный анализ показывает, что если эти матрицы образуют представления, со-
ответствующие N ≤ 2, где N — индекс нильпотентности инвариантного оператора
D1 (139), то оператор (204) не включает слагаемых, зависящих от напряженности
электрического поля. Действительно, в этом случае выполняется ηaηb = 0, откуда
(и из соотношений (128)) следует, что

β0ηa ≡ 0. (205)

Подставив (205) в (204), получим оператор L′(π) в форме

L′(π) = β0

(
π0 − π2

2m

)
+ β5m+

e

2m
β × η ·H. (206)

Если H ≡ 0, а напряженность электрического поля E �= 0, то оператор (206)
коммутирует с матрицами спина Sa и, следовательно, уравнение (203) не описыва-
ет взаимодействия спина частицы с электрическим полем. Этот результат можно
сформулировать в виде следующего утверждения.
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Лемма 4. Необходимым условием того, чтобы уравнение (200), где βk — ма-
трицы, удовлетворяющие уравнениям (124)–(129), (37), описывало взаимодей-
ствие спина частицы с электрическим полем, является выполнение соотноше-
ния

(Saηa)2 �= 0. (207)

Матрицы (150), (151) не удовлетворяют условию (207). Следовательно, урав-
нения (200), (150) и (200), (151) (в число которых входят уравнения ЛХГ) не
описывают взаимодействия (спин-орбитального, квадрупольного и т.д.) спина ча-
стицы с внешним электрическим полем.

Далее увидим, что уравнения (200) с матрицами (152), (153) (для которых со-
отношения (207) выполняются) описывают перечисленные выше взаимодействия.

Рассмотрим теперь подробно уравнения (203), (204) для случаев, когда матри-
цы βk задаются одной из формул (150)–(153). Обозначив

Ψ′(t,x) =

 Φ1(t,x)
Φ2(t,x)
χ(t,x)

 ,

где Φ1, Φ2 — (2s+1)-компонентные, а χ — (2s−1)-компонентная функция, и под-
ставив в (203) и (204) явный вид матриц βk и ηa из (150), приходим к уравнениям

i
∂

∂t
Φ1(t,x) =

[
π2

2m
+ eA0 − eg

2m
Ŝ ·H

]
Φ1, g =

1
s
. (208)

Таким образом, уравнения (150), (200) (уравнения ЛХГ) сводятся к уравнению
Паули (208) для (2s+ 1)-компонентной функции Φ1(t,x).

Далее, обозначив

Ψ′(t,x) =

 Φ(t,x)
X1(t,x)
X2(t,x)

 , (209)

и подставив (209), (151) в (203), (206), получим:

i
∂

∂t
X1 = HX1, X2 = Φ = 0, H =

π2

2m
− Σ ·H

2sm
+ eA0,

или в обозначениях s′ = s− 1, Σ = S′

H =
π2

2m
− g′

e

2m
S′ ·H + eA0, g′ =

1
s′ + 1

. (210)

Следовательно, уравнения (151), (200) также сводятся к уравнению Паули для
частицы с произвольным спином, но предсказывают другое свойство (по срав-
нению с уравнениями ЛХГ) дипольного момента частицы (так как при s = s′

факторы g и g′ не равны друг другу).
Рассмотрим теперь случай, когда матрицы βk задаются формулами (152). Обо-

значим

Ψ′(t,x) — столбец (Φ1,Φ2,Φ3, χ1, χ2), (211)
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и подставим (152), (211) в (203), (204). После несложных вычислений приходим к
следующим уравнениям:

LΦ1 ≡
{
π0 − π2

2m
+

e

4sm
Ŝ ·H +

e

4sam

[
Ŝ ·E +

1
2m
Ŝ · (π ×H −H × π)

]
+

+
e2

16am2s(2s− 1)

[
s2H2 − (Ŝ ·H)2

]}
Φ1 = 0,

(212)

Φ2 = −aΦ1, Φ3 = − 1
2m

[
π0 − π2

2m
− a2m+

eŜ ·H
4sm

]
Φ1,

χ1 = − (s+ 1)eK ·H
8am2s

√
2s− 1

Φ1, χ2 = 0.

(213)

Итак, уравнения (203), (204) с матрицами (152) сводятся к уравнению (212) для
(2s + 1)-компонентной функции Φ1(t,x) (остальные компоненты Ψ′(t,x) выража-
ются через Φ1 по формулам (213)). Для выяснения физического смысла решений
уравнения (212) подвергнем функцию Φ1 и оператор L преобразованию, которое

позволяет устранить слагаемое
S ·E
4sam

, соответствующее нефизическому электри-

ческому дипольному взаимодействию:

Φ1 → Φ′
1 = exp

(
i
S · π
4sam

)
Φ1,

L→ L′ = exp
(
i
S · π
4sam

)
L exp

(
−i S · π

4sam

)
.

Используя формулу Кэмпбелла–Хаусдорфа (134) и принимая во внимание то-
ждества

i[S · π,S ·H] =
1
2
[Sa, Sb]+

∂Ha

∂xb
+

1
2
i[S · π,π2],

i[S · π,π2] = eS(π ×H −H × π),

i[S · π,S ·E] = −1
2
S · (π ×E −E × π) +

1
3
Qab

∂Ea
∂xb

+ s(s+ 1) divE,

получаем:

L′ = π0 − π2

2m
+

e

4sm
S ·H +

e

16s2m2a2

[
−1

2
S · (π ×E −E × π)+

+
1
3
Qab

∂Ea
∂xb

+ s(s+ 1) divE +
a

3
Qab

∂Ha

∂xb
−

−a
2
S · (π ×H −H × π)

]
+ o

(
1
m3

)
+ o
(
e2
)
.

(214)

Оператор (214), как и приближенные гамильтонианы (178)–(180), содержит
слагаемые, соответствующие дипольному, квадрупольному и спин-орбитальному
взаимодействию заряженной частицы с внешним электромагнитным полем.
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Совершенно аналогично можно показать, что уравнение (203), (204) с матри-
цами (153) сводится к уравнению

π0χ1 =
{
π2

2m
− eS ·H

4(s′ + 1)m
− e

4b(s′ + 1)m
×

×
[
S′ ·E +

1
2m
S · (π ×H −H × π)

]
+ o
(
e2
)}

χ1,

которое в результате унитарного преобразования

χ1 → χ′
1 = exp

(
i

S′ · π
4(s′ + 1)mb

)
χ1

приводится к форме L′χ1 = 0;

L′ = π0 − π2

2m
+

eS′ ·H
4(s′ + 1)m

+
e

16(s′ + 1)2b2m2

[
−1

2
S′ · (π ×E −E × π)+

+
1
3
Qab

∂Ea
∂xb

+ s(s+ 1) divE +
b

3
Qab

∂Ha

∂xb
−

− b
2
S′ · (π ×H −H × π)

]
+ o

(
1
m3

)
+ o
(
e2
)
.

(215)

Оператор (215) можно получить из (214) заменой s→ s′ + 1, S → S′, a→ b.
В заключение отметим, что все приближенные гамильтонианы (208), (210),

(214), (215), получаемые при диагонализации уравнений первого порядка (200),
можно получить из оператора (188) соответствующим подбором коэффициентов
B и D. Иными словами, уравнения второго порядка (179), (180) являются более
универсальными, чем уравнения (200), так как включают последние как частные
случаи в приближении 1/m2.

Следует заметить, что уравнения в форме Шредингера (177) в рамках группы
Галилея представляются более естественными, чем уравнения вида (200), посколь-
ку в нерелятивистской квантовой механике временная координата t выделена и,
следовательно, не обязана входить в уравнения движения на равных правах с
пространственными переменными xa.
Аномальное взаимодействие в нерелятивистской квантовой механике. За-

мена pµ → πµ в уравнении движения не является единственно возможным спосо-
бом описания взаимодействия частицы с внешним электромагнитным нолем. Более
общий подход, который широко используется в релятивистской квантовой меха-
нике, состоит в том, чтобы учесть так называемое аномальное взаимодействие
частицы с полем. Такое взаимодействие математически описывается добавлением
в уравнения движения членов, зависящих от напряженности электромагнитного
поля.

В настоящей работе ограничимся случаем дипольного аномального взаимодей-
ствия и рассмотрим уравнения вида

i
∂

∂t
Ψ = Ĥ I

s(π, A0)Ψ,

Ĥ I
s(π, A0) = H I

s(π, A0) +
e

m
(AsaEa +BsaHa)

(216)
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и

LΨ ≡ βµπ
µ + β5m+

e

m
(CaHa +DaEa), (217)

где Ea и Ha — компоненты векторов напряженности магнитного и электрического
полей; H I

s(π, A0) — оператор (178); βµ — матрицы (150), (151); Asa, B
s
a, Ca и Da

— некоторые (пока неизвестные) матрицы, которые должны быть такими, чтобы
уравнения (216) и (217) были инвариантны относительно группы Галилея.

Докажем следующее утверждение.

Теорема 7. Оператор i ∂∂t − Ĥ I
s(π, A0) удовлетворяет условию галилеевской

инвариантности (185) тогда и только тогда, когда матрицы Asa и Bsa имеют
вид:

Asa = k1ηa, Bsa = k1Sa + k′1ηa, (218)

где k1 и k′1 — произвольные числа, а ηa и Sa — матрицы, задаваемые формула-
ми (66).

Доказательство. Подробное доказательство теоремы 7 имеется в работе [14], по-
этому приведем только его схему. Условие инвариантности (185) сводится к сле-
дующим уравнениям:

D(θ,v)(AsaEa +BsaHa)D−1(θ,v) = AsaE
′′
a +BsaH

′′
a , (219)

где матрицы D(θ,v) задаются формулами (39), (66) и

H ′′
a = −iεabcπ′′

b π
′′
c = RabHb,

E′′
a = i[π′′

0 , π
′′
a ] = RabEb − (v ×H)a.

(220)

Подставив (39), (66) в (219) и (220), приходим к следующим уравнениям для
Asa и B

s
a:

[Bsa, Sb] = iεabcB
s
c , [Asa, Sb] = iεabcA

s
c,

[ηa, Asb] = 0, [ηa, Bsb ] = iεabcA
s
c,

ηaA
s
bηc + ηcA

s
bηa = ηaB

s
bηc + ηcB

s
bηa = 0.

(221)

Общее решение уравнений (221) и задается формулами (218).
Подставляя (218) в (216) и подвергая гамильтониан H I

s(π, A0) преобразованию

Ĥ I
s(π, A0) →

[
Ĥ I
s(π, A0)

]′
= V Ĥ I

sV
−1 + i

∂V

∂t
V −1,

где

V = exp
(
iD
S · π
m

)
exp
(

1
2m

σ1
∂S

∂t

)
exp(iS) exp

(
i
η · π
m

)
,

D = σ1k(k′ − 1), S =
σ2

2m2

{
(k′1 − ηk2)S ·H−

−k(k′ − 1)
[
S ·E +

1
2m
S · (π ×H −H × π)

]
+
k′k′1
2m

[Sa, Sb]+
∂Ha

∂xb

}
,
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получаем [14]:

Ĥs(π, A0) =
[
H I
s(π, A0)

]′
+
kk′1
3m2

Qab
∂Ha

∂xb
, (222)

где
[
H I
s(π, A0)

]′
задается формулой (186) при следующих значениях D и B:

B = k1 + σ1(k′1 − ak2), D = σ1k(k′1 − 1). (223)

Сравнивая (186) и (223), убеждаемся, что введение аномального дипольного
взаимодействия в уравнения второго порядка (177), (178) почти не изменяет стру-
ктуры гамильтониана в приближении 1/m2 (по существу меняется только коэффи-
циент при слагаемом, представляющем магнитное квадрупольное взаимодействие,
так как коэффициенты (192) и (223) на множествах функций Ψ′

± = 1
2 (1 ∓ σ1)Ψ′ в

равной мере могут рассматриваться как произвольные параметры).
Рассмотрим теперь уравнение (217). Потребовав, чтобы оператор L удовлетво-

рял условию галилеевской инвариантности (187), где D̃(θ,v) = [D−1(θ,v)]†, и
приняв во внимание соотношения (220), непосредственным вычислением получа-
ем, что общий вид матриц Ca и Da задается формулами

Ca =
k2

2
εabcβ0βbβc, Da =

k′2
2
εabcβ0βbβc +

ik2

2
(1 − 2β0)βa, (224)

где k2 и k′2 — произвольные постоянные.
Подставляя (224) в (217) и используя явный вид β-матриц (150), (151), после

несложных вычислений получаем уравнения для (2s + 1)-компонентной функции
Φ1 = β0Ψ и для (2s′ + 1)-компонентной функции χ1:

i
∂Φ1

∂t
= HsΦ1, i

∂χ1

∂t
= H ′

sχ1, (225)

где

Hs =
π

2m
+eA0− e(1 + k′2)

2ms
S ·H− ek2

2ms
S ·H− ek2

2m2s
[S ·π,S ·H]+

e2k2
2

4m2
H2,(226)

а H ′
s можно получить из (226) заменой S → S′, s→ s′ + 1.
Подвергая функции Φ1, χ1 и гамильтонианы Hs и H ′

s преобразованиям

Φ1 → UΦ1, Hs → UHsU
−1 + i

∂U

∂t
U−1,

χ1 → U ′χ1, H ′
s → U ′H ′

s(U
′)−1 + i

∂U ′

∂t
(U ′)−1,

(227)

где

U = exp
(
ik2S · π

2sm

)
, U ′ = exp

(
ik2S

′ · π
2(s′ + 1)m

)
, (228)

приходим к оператору (188), где

B = (1 + k′2)/2s, D = k2/2s. (229)

Таким образом, гамильтонианы частиц с произвольным спином, получаемые
из уравнений (150), (151) и (217), в приближении 1/m2 совпадают с точностью
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до коэффициентов D и B с гамильтонианом (188), получаемым при диагонализа-
ции уравнений (177), (178). Следовательно, уравнения ЛХГ (150), (217) и уравне-
ния (150), (217), обобщенные на случай аномального дипольного взаимодействия
частицы с внешним полем, также описывают дипольное, квадрупольное и спин-
орбитальные взаимодействия.
Введение аномального взаимодействия в уравнение Шредингера. Мы убе-

дились, что различные галилеевски-инвариантные уравнения (177), (178), (200),
(216), (217) в приближении 1/m2 приводят к одинаковым (с точностью до коэффи-
циентов) гамильтонианам частиц с произвольным спином. Для объяснения этого
факта докажем следующее утверждение.

Лемма 5. Пусть L(π) — произвольный линейный оператор, функционально за-
висящий от πµ (176) и удовлетворяющий условию галилеевской инвариантно-
сти (185). Тогда оператор

L̂(π) = exp
(
i
η̃ · π
m

)
L(π) exp

(
−iη · π

m

)
(230)

также удовлетворяет условию (185) с ηa = η̃a = 0.

Доказательство. Подействуем на L̂(π) (230) слева оператором exp[if(t,x)]×
exp(−iS ·θ), а справа — оператором exp[−if(t,x)] exp(iS ·θ). Используя тождества,
которые несложно получить с помощью формулы Кэмпбелла–Хаусдорфа,

exp[if(t,x)] exp
(
i
η̃ · π
m

)
= exp

(
i
η · π
m

)
exp[if(t,x)] exp(−iη · v),

exp
(
−iη · π

m

)
exp(−if(t,x)] = exp(iη · v) exp

(
−iη · π

m

)
exp[−if(t,x)]

и принимая во внимание, что оператор L(π) по определению удовлетворяет соо-
тношениям (185), получаем:

exp[if(t,x)] exp(−iS̃ · θ)L̂(π) exp(iS · θ) exp[−if(t,x)] = L̂(π′′),

т.е. L̂(π) действительно удовлетворяет условию галилеевской инвариантности (185)
с ηa = η̃a = 0. Лемма доказана.

Из леммы следует, что произвольное галилеевски-инвариантное уравнение (183)
с помощью перехода к новой волновой функции

Ψ(t,x) → Ψ̂(t,x) = exp
(
i
η · π
m

)
Ψ(t,x) (231)

может быть сведено к уравнению, инвариантному относительно группы Галилея

L̂(π)Ψ̂(t,x) = 0, (232)

где функция Ψ̂(t,x) имеет простые трансформационные свойства (34), (35)
(в этом случае представление однородной группы Галилея, реализующееся на
множестве решений инвариантного уравнения, сводится к представлению группы
O(3)).
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Рассмотренные выше уравнения (177), (178), (200), (218), (219) с помощью
преобразований (230), (231) сводятся к (232), где оператор L̂(π) имеет следующую
общую форму:

L̂(π) = A1

(
π0 − π2

2m

)
+A2m+

e

m
B1
aHa +

e

m
B2
a

[
Ea +

1
2m

(π ×H)a−

− 1
2m

(H × π)a

]
+

e

m2

(
Q1
ab

∂Ea
∂xb

+Q2
ab

∂Ha

∂xb

)
,

(233)

где Aα, Bαa , Q
α
ab (α = 1, 2) — некоторые матрицы, следующим образом коммути-

рующие с генераторами группы вращений:

[Aα, Sa] = 0, [Bαa , Sb] = iεabcB
α
c , [Qαab, Sc] = i(εacdQbd−εbcdQad).(234)

Итак, вместо рассмотренных выше различных галилеевски-инвариантных урав-
нений можно исследовать уравнение вида (232), (233), которое при соответству-
ющем выборе матриц Aα, Bαa и Qαab эквивалентно (177), (178), (200), (218) или
(219).

Если Aα = I, Bαa = Sa, Qαab = Qab, где Sa — генераторы неприводимого
представления D(s) группы O(3); Qab — тензор квадрупольного взаимодействия
(191), то уравнения (232), (233) сводятся к (212). Эти уравнения можно рассма-
тривать как галилеевски-инвариантное обобщение уравнения Шредингера (1) для
(2s+1)-компонентной функции, учитывающее минимальное и аномальное взаимо-
действия частицы с электромагнитным полем (такие обобщения в другом подходе
рассматривались в работах [32]). Итак, введение минимального взаимодействия в
уравнения первого порядка (152), (200) оказалось эквивалентным введению ано-
мального взаимодействия в уравнение Шредингера.
Нерелятивистская частица произвольного спина в однородном магнитном

поле. Рассмотрим уравнения (216), (217) для случая постоянного однородного
магнитного поля и найдем собственные значения оператора H I

s(π, A0). Можно
считать, что вектор напряженности такого поля параллелен третьей компоненте
импульса, т.е. в (217) достаточно положить

H1 = H2 = E1 = E2 = E3 = 0, H3 = H. (235)

Согласно (240) вектор-потенциал Aµ можно выбрать в виде

A0 = A2 = A3 = 0, A1 = −eHx2. (236)

Подставляя (178), (240) в (216) и (218) и полагая для упрощения выкладок
k1 = 1, приходим к гамильтониану

Hs = σ1am+
π2

2m
+
eS ·H
m

+2iakS ·π+
1
m

(σ1+iσ2)[2a(kS ·π)2−ek0S ·H],(237)

где k0 = (ak2 − k′1) можно считать независимым параметром.
Преобразуем Hs к такой форме, чтобы он зависел только от коммутирующих

операторов. Это позволит определить собственные значения гамильтониана (235),
не решая уравнений движения.
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Используя оператор

U =
1
2

(
1 + σ3

h√
h2

)(
1 +

i

m
η · π

)
, U−1 =

(
1 − i

m
η · π

)(
1 − σ3

h√
h2

)
,

где ηa заданы формулой (66), а h = σ1am+ ek0
m η ·H, получаем:

H ′
s = UHsU

−1 =
π2

2m
+ S3H + σ3

(
a2m2 + 2ak0S3H

)1/2
. (238)

Все величины, входящие в гамильтониан (238), коммутируют друг с другом и
с H ′

s и имеют такие собственные значения [34]:

π2

2m
Φ =

1
2m
[
(2n+ 1)eH + p2

3

]
, n = 0, 1, 2, . . . ,

S3Φ = s3Φ, s3 = −s,−s+ 1, . . . , s, σ3Φ = εΦ, ε = ±1,

откуда заключаем, что собственные значения H ′
s равны:

Eεns3p3 = (2n+ 1 + 2s3)
eH

2m
+

p2
3

2m
+ ε
(
a2m2 + 2ak0s3H

)1/2
. (239)

Положив в (239) k0 = 0, s = 1/2, получаем формулу, которая с точностью до
несущественного слагаемого εam задает известный спектр энергий нерелятивист-
ской частицы в однородном магнитном поле (уровни Ландау). Если же k0 �= 0, но
ko � am, то

Eεns3p3 = [2n+ 1 + 2s3(1 + εk0)]
eH

2m
+ εam+

εk2
0e

2H2S2
3

8am3
+ o

(
1
m5

)
. (240)

Формула (240) в отличие от случая k0 = 0 включает поправку, учитывающую
отклонение дипольного момента частицы от единицы, и поправку, квадратичную
по напряженности магнитного поля.

Явный вид собственных функций оператора (237), который легко найти, ис-
пользуя результаты [17], здесь не приведен.

Заключение
1. Найденные выше системы дифференциальных уравнений первого и второго

порядка (177), (178), (200), (216)–(218) и (224) инвариантны относительно пре-
образований Галилея и калибровочных преобразований и описывают дипольное,
квадрупольное, спин-орбитальное и дарвиновское взаимодействия частицы прои-
звольного спина с внешним электромагнитным полем. Альтернативный способ
галилеевски-инвариантного описания спин-орбитального взаимодействия предло-
жен в работе [10], где используются уравнения ЛХГ в гамильтоновой форме. Пе-
речисленные взаимодействия, таким образом, не являются чисто релятивистскими
эффектами и их можно последовательно рассматривать в рамках нерелятивист-
ской квантовой механики. В работе [38] наш вывод [8, 9] о нерялитивистской
природе спин-орбитального взаимодействия обсужден с классических позиций.
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2. Уравнения вида (64) и (114), конечно, не исчерпывают всех возможных ли-
нейных дифференциальных уравнений, инвариантных относительно группы Гали-
лея. Так, для описания нерелятивистской частицы со спином s = 1 можно исполь-
зовать галилеевски-инвариантный аналог уравнений Прока(

2mp0 − p2
)
Ψν , ν = 0, 1, 2, 3,

mΨ0 − paΨa = 0, a = 1, 2, 3.
(241)

Уравнения (241) являются частным случаем систем уравнений следующего вида:

C1Ψ ≡ (2mp0 − p2
)
Ψ,

C2Ψ ≡WaWaΨ ≡ [m2S2 +mp(S × η − η × S)
]
Ψ = m2s(s+ 1)Ψ,

где C1 и C2 — операторы Казимира (13) для представлений (36).
3. Неэрмитовость генераторов (36) относительно скалярного произведения ти-

па (32) обусловлена неунитарностью конечномерных представлений однородной
группы Галилея. Аналогичная ситуация имеет место в релятивистской теории, где
на решениях конечных систем уравнений реализуются неунитарные представле-
ния однородной группы Лоренца, а требование унитарности этих представлений
эквивалентно переходу к системам уравнений для функций с бесконечным числом
компонент. Поэтому интересно рассмотреть бесконечнокомпонентные уравнения,
инвариантные относительно группы Галилея. Примером таких уравнений могут
служить системы (114), (173), где Ŝkl — генераторы унитарного бесконечномерно-
го представления группы O(1, 5).
4. После того как рукопись настоящей статьи была сдана в редакцию, мы

познакомились с работой [37], где также показано, что требование галилеевской
инвариантности уравнений движения заряженной частицы во внешнем электрома-
гнитном поле не приводит однозначно к минимальному взаимодействию частицы
с полем, но допускает также другие типы взаимодействий. Этот результат хорошо
согласуется с данными [8]–[14].

Приложение 1
Неприводимые представления алгебры Ли

расширенной группы Галилея
Неприводимые представления алгебры (6)–(10) получим в ортогональном ба-

зисе |c, p, λ〉, где | . . .〉 — собственные векторы полного набора коммутирующих

операторов Ca (13), Pµ и Λ = Pa · Ja · P−1, P =
{
P 2

1 + P 2
2 + P 2

3

}1/2
:

Ca|c, p̂, λ〉 = ca|c, p̂, λ〉, a = 1, 2, 3,
Pµ|c, p̂, λ〉 = pµ|c, p̂, λ〉, µ = 0, 1, 2, 3,
Λ|c, p̂, λ〉 = λ|c, p̂, λ〉.

(П.1)

Интересно рассмотреть только такие представления, которые не сводятся к пред-
ставлениям какой-нибудь подалгебры алгебры (6)–(10).

Докажем сначала следующее утверждение.
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Лемма. Алгебра Ли, определяемая коммутационными соотношениями

[λ1, λ2] = [λ2, λ3] = [λ3, λ1] = i
c22√
3
λ0,

[λ0, λa] =
i

2
√

3
εabc(λb − λc), a, b, c = 1, 2, 3,

(П.2)

где c22 — произвольное действительное число; при c22 > 0 изоморфна алгебре Ли
группы O(3), в случае c22 = 0 — алгебре Ли группы E(2) и при c22 < 0 — алгебре
Ли группы O(1, 2).

Доказательство. Прежде всего заметим, что среди четырех элементов λµ алгебры
(П.1) только три линейно независимых, поскольку всегда можно положить

λ1 + λ2 + λ3 = 0.

Изоморфизм, сформулированный в лемме, можно установить с помощью сле-
дующих соотношений:

λ0 = K3, λ1 =
1

2
√

3

[
K1

(
1 +

√
3
)

+K2

(
1 −

√
3
)]
,

λ2 =
1

2
√

3

[
K1

(
1 −

√
3
)

+K2

(
1 +

√
3
)]
, λ3 = −1

3
(K1 +K2),

(П.3)

где

K1 = mS1, K2 = mS2, K3 = S3, если c22 = m2 > 0,
K1 = T1, K2 = T2, K3 = T0, если c22 = 0,
K1 = ηS01, K2 = ηS02, K3 = S12, если c22 = −η2 < 0,

(П.4)

a Sa, Tα, Sαβ (a = 1, 2, 3, α, β = 0, 1, 2) — генераторы групп O(3), E(2) и O(1, 2)
соответственно, т.е. матрицы, удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[Sa, Sb] = iεabcSc,

[T1, T0] = −iT2, [T2, T0] = iT1, [T1, T2] = 0,
[S01, S02] = −iS12, [S01, S � �iS121

[S01
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Теорема. Произвольное эрмитовое представление алгебры Ли расширенной гру-
ппы Галилея (6)–(10) можно реализовать с помощью операторов

P0 = p0, Pa = pa, M = m,

Ja = −i
(
p× ∂

∂p

)
a

+ λ0

√
3pa + p√

3p+ p1 + p2 + p3

,

Ga = −ip0
∂

∂pa
+

(λ× p)a
p2

− εabc(pb − pc)λ0mp− λ · p
2p2
(√

3p+ p1 + p2 + p3

) ,
(П.6)

где λµ — матрицы, удовлетворяющие коммутационным соотношениям (П.2).

Доказательство. Непосредственной проверкой можно убедиться, что операто-
ры (П.6) удовлетворяют коммутационным соотношениям (6)–(10), т.е. реализуют
представление алгебры Ли расширенной группы Галплея.

Покажем, что перебирая все неприводимые представления алгебры (П.2), по-
лучим по формулам (П.6) представления алгебры (6)–(10), соответствующие всем
возможным значениям инвариантных операторов (13). Подставив (П.6) в (13), по-
лучим:

C1 = 2mp0 − p2, C2 = m, C3 = m2λ2
0 + λ2

1 + λ2
2 + λ2

3. (П.7)

Используя изоморфизм (П.3), (П.4), оператор C3 (П.7) перепишем в виде

C3 = m2
(
S2

1 + S2
2 + S2

3

)
, если C2

2 = m2 > 0,
C3 = T 2

1 + T 2
2 , если C2 = 0.

(П.8)

Из (П.8) видно, что инвариантный оператор C3 выражается через операторы
Казимира групп O(3) и E(2) — малых групп группы Галилея, собственные зна-
чения которых (совместно с C1 и C2) нумеруют все неприводимые эрмитовые
представления алгебры (6)–(10). Теорема доказана.

Таким образом, эрмитовые неприводимые представления D(C1, C2, C3) алгебры
(6)–(10) можно разделить на три класса, соответствующих следующим значениям
инвариантных операторов (П.6):

I. −∞ < C1 <∞, −∞ < C2 < 0, 0 < C2 <∞, C3 = m2s(s+ 1),
II. −∞ < C1 < 0, C2 = C3 = 0,
III. −∞ < C1 <∞, C2 = 0, C3 = r2 > 0.

(П.9)

Используя явный вид матриц Sa и Tα [35] и принимая во внимание изоморфизм
(П.3) и (П.4), нетрудно вычислить явные выражения для матриц λµ в базисе
|c, p̂, λ〉

λ0|c, p̂, λ〉 = λα|c, p̂, λ〉, α = I, II, III,

λ1|c, p̂, λ〉 =
1

4
√

3

(
aαλ,λ+1|c, p̂, λ+ 1〉 + aαλ,λ−1|c, p̂, λ− 1〉) ,

λ2|c, p̂, λ〉 =
1

4
√

3

(
bαλ,λ+1|c, p̂, λ+ 1〉 + bαλ,λ−1|c, p̂, λ− 1〉)

λ3|c, p̂, λ〉 = −(λ1 + λ2)|c, p̂, λ〉,

(П.10)
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где значения индекса α зависят от величин ca (эта зависимость приведена в (П.8)).
При этом

λI = −s,−s+ 1,−s+ 2 . . . , s,

aIλ,λ±1 =
[(

1 +
√

3
)∓ (1 ±√

3
)]√

s(s+ 1) − λI (λI ± 1),

bIλ,λ±1 =
[(

1 −√
3
)∓ (1 ∓√

3
)]√

s(s+ 1) − λI (λI ± 1),

λII = λ̃, aIIλ,λ±1 = bIIλ,λ±1 = 0,

λIII = n+ ϕ, aIIIλ,λ±1 = r
(
1 ±√

3
)
(1 ± i), bIIIλ,λ±1 = r

(
1 ∓√

3
)
(1 ± i),

(П.11)

где n = 0, 1, 2, . . ., 0 ≤ ϕ ≤ 1, a λ̃ и s — произвольные целые или полуцелые числа.
Формулы (П.1), (П.6), (П.9)–(П.11) (при фиксированных значениях Ca) полно-

стью определяют явный вид генераторов группы Галилея для всех классов непри-
водимых представлений.

Представления I класса (которые обычно сопоставляются нерелятивистской ча-
стице со спином s, массой m и внутренней энергией ε0 = C1/2m) в другой реа-
лизации получены в [4]. Там же были найдены представления II класса алгебры
(6)–(10), которые можно сопоставить нерелятивистской безмассовой частице. Та-
кие представления имеют дополнительный инвариантный оператор C4 = JaPaP

−1

и являются одномерными по индексу λ. Представления III класса бесконечномер-
ны по спиновому индексу. Представления этого класса алгебры Ли расширенной
группы Галилея по-видимому впервые получены в настоящей работе.

Отличительной чертой реализации (П.6) является одинаковая и симметричная
форма генераторов Pµ, Ja, Ga для всех классов неприводимых представлений (в
то время как обычно [4] неприводимые представления различных классов имеют
совершенно разную реализацию). В случае m = 0 особенно C3 = 0 аналитические
выражения для операторов Ga значительно упрощаются (при этом m = λa ≡ 0).

Связь представления (П.6) с реализациями, полученными в [4], задается фор-
мулами

UαG
α
aU

†
α = Ga, UαJ

α
a U

†
α = Ja, UαP

α
µ U

†
α = Pµ, α = I, II,

UI = exp
(
i
λ · p
2mp̃

arctg
p̃

p1 + p2 + p3

)
,

p̃ =
[
(p1 − p2)2 + (p3 − p1)2 + (p2 − p3)2

]1/2
,

UII = exp

(
2iλ0 arctg

p2 − p1(√
3 + 1

)
(p+ p3) + p1 + p2

)
,

где P I
µ, J

I
a, G

I
a и P

II
µ , J

II
a , G

II
a — генераторы группы Галилея I и II класса в реали-

зации, найденной в [4], а Pµ, Ja, Ga задаются формулами (П.6).
Отметим, что формулы (П.2), (П.6) определяют также представления IV клас-

са, соответствующие C2
2 < 0. Эти представления неэрмитовы, хотя и порождаю-

тся эрмитовыми представлениями алгебры O(1, 2). Однако операторы, образующие
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прямую сумму таких представлении:

P̂µ =
(
Pµ 0
0 Pµ

)
, M̂ =

(
M 0
0 −M

)
= i

(
η 0
0 −η

)
,

Ĵa =
(
Ja 0
0 Ja

)
, Ĝa =

(
Ga 0
0 Ga

)
,

где Pµ, Ja, Ga задаются соотношениями (П.2), (П.6) с c22 < 0, эрмитовы в инде-
финитной метрике

(ϕ1, ϕ2) =
∫
d3pϕ†

1(p)σ1ϕ2(p),

где

ϕ =
(

Ψ
χ

)
, σ1 =

(
0 I
I 0

)
,

Ψ и χ — элементы из пространства представлений D(c1, c2, c3) и D(c∗1, c2, c3), I и
0 — единичная и нулевая матрицы соответствующей размерности.

Приложение 2
О связи между представлениями расширенной группы Галилея

и обобщенной группы Пуанкаре P (1, 4)
Расширенная группа Галился G является подгруппой обобщенной группы Пу-

анкаре P (1, 4) — группы вращений и сдвигов в пятимерном пространстве Мин-
ковского. Это означает, в частности, что каждое представление группы P (1, 4)
определяет представление группы G, которое в общем случае будет приводимым.

Алгебру Ли группы P (1, 4) образуют пятнадцать генераторов Pµ, Jµν (µ, ν =
0, 1, 2, 3, 4, Jµν = −Jνµ), удовлетворяющих коммутационным соотношениям [31]

[Pµ, Pν ] = 0, [Pµ, Jνλ] = i(gµνPλ − gµλPν),
[Jµν , Jλσ] = i(gµλJνσ + gνσJµλ − gµσJνλ − gνλJµσ),

(П.12)

где gµν — метрический тензор; g00 = −gkk = 1, k = 1, 2, 3, 4; gµν = 0, µ �= ν.
Переходя в (П.12) к новому базису

P̂0 = P0 − P4, M =
1
2
(P0 + P4), P̂a = Pa, K = J04,

Ja =
1
2
εabcJbc, G+

a =
1
2
(J0a + J4a), G−

a = J0a − J4a,

(П.13)

получаем следующую алгебру (изоморфную (П.12)):

[P̂0, P̂a] = [P̂0,M ] = [P̂a,M ] = [P̂a, P̂b] = 0,

[P̂0, Ja] = [M,Ja] = [G+
a , G

+
b ] = [M,G+

a ] = 0, [P̂a, Jb] = iεabcP̂c,

[P̂a, G+
b ] = iδabM, [Ja, Jb] = iεabcJc, [P̂0, G

+
b ] = iP̂b,

(П.14)

[P̂0, G
−
a ] = [G−

a , G
−
b ] = 0, [G−

a ,M ] = −iP̂a, [G−
a , Jb] = iεabcG

−
c ,

[G−
a , P̂b] = −iδabP̂0, [G−

a , G
+
b ] = −i(εabcJc + δabK), [P̂0,K] = −iP̂0,

[P̂a,K] = [Ja,K] = 0, [M,K] = iM, [G±
a ,K] = ±iG±

a .

(П.15)
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Коммутационные соотношения (П.13) совпадают с (6)–(10), т.е. определяют
алгебру Ли расширенной группы Галплея.

Из изложенного выше следует, что любое уравнение, инвариантное относитель-
но группы P (1, 4), инвариантно также относительно расширенной группы Галилея.
Так, например, пятимерное уравнение Клейна–Гордона

PµP
µΨ = 0, Pµ = pµ = −i ∂

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3, 4,

с помощью замены (П.13) приводят к форме, явно инвариантной относительно
группы Галилея(

2MP̂0 − P̂aP̂a

)
Ψ = 0. (П.16)

Уравнение (П.16) можно интерпретировать как уравнение Шредингера для части-
цы с переменной массой.

В работе [36] осуществлена редукция произвольного неприводимого представ-
ления группы P (1, 4) по представлениям группы G, т.е. полностью исследован
вопрос, какие неприводимые представления группы G входят в заданное пред-
ставление группы P (1, 4), и найден явный вид унитарных операторов, связываю-
щих канонический базис представлений группы P (1, 4) с G-базисом, в котором
операторы Казимира (13) диагональны.
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О дополнительной инвариантности
уравнений для векторных полей
В.И. ФУЩИЧ, В.А. ВЛАДИМИРОВ

В работах [1, 2] предложен метод исследования групповых свойств систем диф-
ференциальных уравнений, отличный от классического метода Ли–Овсянникова.
С помощью этого метода, называемого в дальнейшем нелиевским, установлена
дополнительная инвариантность уравнений Дирака, Максвелла [2], а также ряда
других пуанкаре-инвариантных уравнений.

В настоящей работе показано, что система уравнений Прока(
p̂µp̂µ −m2

)
ψν(x) = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (1.1)

p̂µψ
µ(x) = 0, (1.2)

где p̂µ = i ∂
∂xµ , µ = 0, 1, 2, 3, и некоторые другие уравнения второго порядка обла-

дают дополнительной симметрией, которая не может быть найдена с помощью
метода Ли–Овсянникова [3].

1. Определение. Пусть L(x, p̂) — линейный дифференциальный оператор. Будем
говорить, что уравнение

L(x, p̂)ψ(x) = 0, (2)

инвариантно относительно некоторого множества операторов Q = {QA},
если для всякого A

L(x, p̂)QAψ = 0. (3)

Максимальной в смысле С. Ли алгеброй инвариантности уравнения Прока яв-
ляется алгебра Пуанкаре P [1, 3], базисные элементы которой задаются операто-
рами

P̂µ = i
∂

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3,

Ĵµν = xµp̂ν − xν p̂µ + Sµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3,
(4)

где Sµν — матрицы, реализующие конечномерное представление D
(

1
2 ,

1
2

)
алгебры

Ли группы O(1, 3)1. Если в (1.1) положить m = 0, перейдя таким образом к уравне-
ниям, описывающим 4-потенциал свободного электромагнитного поля, то алгебра
инвариантности системы (1) помимо множества (5) будет включать оператор ди-
латации

D = xµp̂µ +R, (5)

Доклады Академии наук СССР, 1981, 257, № 5, С. 1105–1108.
1Матричные элементы Sµν имеют следующий вид:

(Sµν)α
β = i

(
gα

µgβν − gα
ν gβ

µ

)
, α, β, µ, ν = 0, 1, 2, 3, qµν ≡ gµν = diag(1,−1,−1,−1).
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где R — произвольная постоянная. Напомним, что в подходе С. Ли алгебра сим-
метрии ищется в классе дифференциальных операторов первого порядка. Ниже с
помощью нелиевского метода будет показано, что система (1) при m = 0 инвари-
антна относительно 15-мерной конформной алгебры, базисные элементы которой
являются интегродифференциальными операторами.

Теорема 1. Уравнение Прока (дополнительно) инвариантно относительно 9-
мерной алгебры Ли, базисные элементы которой задаются операторами сле-
дующего вида2:

D̂ab = 2−1
(
p2
0 + p2

)−1 {
2−1papb(2S2 + [p(N × S)][p(S ×N)])+

+p0

[
pb(S ×N)a + pa(N × S)b −

(
p2
0 + p2

)
S2δab

]−
−(pb[S ×N) × p]a + [(N × S) × p]bpa) − 2p0[(S × p)bSa+
+Sb(S × p)a] + 2(S × p)b(S × p)a} , a, b = 1, 2, 3,

(6)

где Sa = − i
2εabcSbc, Na = −iS0a, a, b, c = 1, 2, 3.

Доказательство. Запишем систему (1)в следующих обозначениях:

L0(p)ψ(x) = 0, L0(p) =
(
pµpµ −m2

)
I, (7.1)

L1(p)ψ(x) = 0, L1(p) =


p0 p1 p2 p3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (7.2)

где ψ(x) — вектор- функция с компонентами {ψ0(x), ψ1(x), ψ2(x), ψ3(x)}.
Следуя нелиевскому алгоритму [2], найдем множество операторов {QA} =

{Dab}, удовлетворяющих условию инвариантности (3). Для этой цели расщепим
систему (7) на незацепляющиеся подсистемы. Это достигается с помощью обрати-
мого оператора U(p), матричные элементы которого имеют вид

(U(p))µν =
(
p2
0 + p2

)−1/2
[p0g

µ
ν − gµ0 pν + pµgν0 + 2gµ0 gν0p0 − εkrjpkg

µ
r gνj ] , (8)(

U−1(p)
)µ
ν

=
(
p2
0 + p2

)−1/2
[p0g

µ
ν + gµ0 pν + pµgν0 − 2gµ0 gν0p0 + εkrjpkg

µ
r gνj ] .(9)

В силу коммутативности L0(p) и U−1(p) система (7) эквивалентна следующей
системе интегродифференциальных уравнений:

L0ψ̃ = 0, L̃1ψ̃ = 0, (10)

где

ψ̃ = Ũ−1(p)ψ, L̃1 = L1U(p) =
(
p2
0 + p2

)1/2


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (11)

Теперь нетрудно найти оператор, удовлетворяющий условию инвариантности

L0Q̃Aψ̃ = 0, L̃1Q̃Aψ̃ = 0. (12)

2В формуле (6) и далее мы опускаем “шляпку” над символом p.
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Очевидно, что каждый оператор вида

Q(p) =


0 0 0 0
0 q11(p) q12(p) q13(p)
0 q21(p) q22(p) q23(p)
0 q31(p) q32(p) q33(p)

 , (13)

где qij(p) — произвольные функции от pµ, удовлетворяет условию (12).
Зададим базис в множестве (13) с помощью матриц

D̃ab = SbSa =
1
2
(NaNb + SbSa), a, b = 1, 2, 3, (14)

реализующих трехмерное представление алгебры Ли группы GL(3). Операторы (6)
получаются из матриц D̃ab согласно формулам

D̂ab = U(p)D̃abU
−1(p). (15)

Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Матричные элементы операторов (6) имеют вид(
D̂ab
)µ
ν

= −2−1
(
p2
0 + p2

)−1 (p0g
µ
a − gµ0 pa + εakrg

µ
r pk)×

× (p0gνb + pbgν0 − εjsbgνjps) ,
(16)

D̂ab — ограниченные интегродифференциальные операторы. Вся интегральность
содержится в члене

(
p2
0 + p2

)−1
.

Замечание 2. Преобразование U(p), расщепляющее уравнения (7), очевидно, не
единственно. Так, например, оператор

(V (p))µν =
(
p2
0 − p2

)−1/2 (p0g
µ
ν − gµ0 pν + pµgν0 − iεkrlg

µ
r gνlpk) ,(

V −1(p)
)µ
ν

=
(
p2
0 − p2

)−1/2 (p0g
µ
ν + gµ0 pν − pµgν0 + iεkrlg

µ
r gνlpk)

(17)

также диагонализирует L1(p). Если использовать преобразование V (p) вместо
U(p) и вычислить по формуле (15) явный вид операторов D̂ab, то получатся не
интегродифференциальные операторы, а дифференциальные операторы второго по-
рядка(

D̂abψ
)µ

= m−2 (p0g
µ
a − gµ0 pa + iεkajg

µ
kpj) (pbgν0 − p0gνb + iεbsngνspn)ψν . (18)

2. Рассмотрим систему (1) для случая m = 0

L0ψ = 0, L0 = pµpµI, (19.1)

L1ψ = 0. (19.2)

Условие (19.2) называется калибровочным условием Лоренца, нередко также ис-
пользуют калибровку Кулона

L2ψ = 0, L2 =


0 p1 p2 p3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (20)
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Теорема 2. Калибровка Кулона эквивалентна калибровке Лоренца. Эквивален-
тность устанавливается с помощью интегродифференциального оператора

W (p) = 2−1/2p0p
−2

(
p0I − Sp− 1

2
[p(S ×N) − p(N × S)]

)
,

W−1(p) = 2−1/2p0p
−2

(
p0I + Sp+

1
2
[p(S ×N) − p(N × S)]

)
,

(21)

L2(p)W (p)ψ̃ = 2−1/2L1(p)ψ̃, (22)

где ψ̃ = W−1(p)ψ.
Теорема 3. Система уравнений (19) инвариантна относительно 9-мерной ал-
гебр Ли группы GL(3), базисные элементы которой имеют вид

D̂ab = 2−1p0p
−2
{
p0

(
2SbSa − S2δab

)
+ pa(N × S)b

}
. (23)

Доказательство. Доказательство этой теоремы не отличается от доказательства
теоремы 1. Для получения формулы (23) нужно использовать вместо U(p) оператор

W1(p) = exp

{
(ln

√
2)

[
1 +
(
Sp

|p|
)2
]
−

−π
4
· 2−1p0p

−2[p(S ×N) − p(N × S)]
}
.

(24)

Теорема 4. Система (7) инвариантна относительно конформной алгебры, ба-
зисные элементы которой задаются интегродифференциальными оператора-
ми

pµ = i
∂

∂xµ
, D = xµpµ + i,

Jab = xapb − xbpa + 2−1ip0p
−2[(N × S)apb − (N × S)bpa],

J0k = x0pk − xkp0 + ip0(2p)−2{2p0(N × S)k − [p(N × S)][p(S ×N)pk},
Kα = 2xαD − xσxσpα + 2−1ip0p

−2{[p(N × S)][p(S ×N)](x0pα −Dg0
α)−

−2(N × S)k(gkαD − xkpα)}, a, b, k = 1, 2, 3, α, σ = 0, 1, 2, 3.

(25)

Доказательство. Воспользовавшись оператором (24), получим каноническую си-
стему незацепляющихся интегродифференциальных уравнений для вектор-фун-
кции (ψ̃)µ =

(
W−1

1 (p)ψ
)µ
, причем компоненты (ψ̃)j , j = 1, 2, 3, удовлетворяют

уравнению Даламбера без дополнительных условий. Представление конформной
алгебры в канонической форме можно реализовать с помощью операторов

p̃µ = i
∂

∂xµ
Π3, J̃µν = (xµpν − xνpµ)Π3,

D̃ = (xµpµ + i)Π3, K̃α = (2xαD̃ − xσxσpα)Π3,

(26)

где Π3 — матрица вида

Π3 =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Совершив обратное преобразование, получаем формулу (25).

Замечание 3. Операторы Ĵab, Ĵ0k и Kα задаются на множестве решений системы
(19), поэтому слагаемые вида R0(p)L0(p)+R1(p)L1(p) в форму ле (25) опускаются.

1. Fushchych W.I., On additional invariance of relativistic equations of motion, Preprint 70-32E, Inst.
for Theor. Phys., Kiev, 1970; Теор. и матем. физ., 1971, 7, № 1,3; Lett. Nuovo Cimento, 1974, 11,
№ 10, 508.

2. Фущич В.И., В кн.: Теоретико-групповые методы в математической физике, Киев, 1978.

3. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., 1978.
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On the new symmetries of Maxwell equations
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

The known symmetries of the Maxwell equations are summarized. Then new symmetri-
es of these equations found by the authors are reviewed. These symmetries are generated
by infinitesimal integrodifferential operators of the eight-dimensional Lie algebra. Their
physical meaning is not clear.

Before considering the new symmetries of the Maxwell equations

∂E

∂t
= −rotH,

∂H

∂t
= rotE,

divE = divH = 0
(1)

it is natural to remind shortly the well-known data on symmetry properties of eqs. (1).
In 1890 Heaviside wrote the original Maxwell equations in the modern form (1)

(independently it has been done by Hertz) and paid attention to their invariance under
the transformation

E →H, H → −E. (2)

Larmor [1] and Rainich [2] demonstrated that this symmetry may be extended to
one-parametrical group of the following transformations

E → E cos θ +H sin θ,
H →H cos θ −E sin θ.

(3)

In 1904 Lorentz found the linear transformations of space and time variables
and the corresponding transformations for E and H, under which the free Maxwell
equations remain invariant. In 1905 Poincaré and Einstein have demonstrated that
the Maxwell equations are invariant under the Lorentz transformations also in the
presence of charges and currents. Poincaré first established and studied in detail one
of the most important properties of these transformations — their group structure
and demonstrated that “Lorentz transformations are nothing but the rotations in the
space of four dimensions, a point of which has coordinates (x, y, z,

√−1t)”. So it was
Poincaré who united the space and time into the four-dimensional space-time three
years before Minkowski [3].

In 1909 Bateman [4] and Cunningham [5] proved eqs. (1) to be invariant under
non-linear conformal transformations. Bateman demonstrated the conformal group
C(1, 3) to be the maximal symmetry group of Maxwell equations with charges and
currents.

One hundred years ago, S. Lie created the mathematical methods of group analysis
of differential equations [6]. It is a surprising fact that these methods have only
recently been used for the investigation of group properties of eqs. (1). It turned

Czechoslovak Journal of Physics B, 1982, 32, P. 476–480.
Invited talk presented at the International Symposium “Selected Topics in Quantum Field Theory and
Mathematical Physics”, Bechyne, Czechoslovakia, June 14–19, 1981.
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out that the maximal local invariance group of eqs. (1) is the direct product of the
conformal group and of the Heaviside–Larmor–Rainich one (3), i.e. C(1, 3) ⊗H [7].

In connection with the facts mentioned above the impression may arise that the
symmetry properties of eqs. (1) have been completely investigated and there is no
hope to discover any new symmetry of these equations. But it is not true. It appears
that all the relativistic equations of motion for spinning particles possess an additional
non-geometrical symmetry under the group U(2) ⊗ U(2) (the only exception is the
Weyl equation) [9–11]. The basis elements QA (A = 1, 2, . . . , 8) of Lie algebra of
this group are not the first-order differential operators, but the integro-differential
ones. That is why this non-geometrical symmetry could not be discovered by the
infinitesimal Lie method.

In general case the non-geometrical symmetry of the relativistic equations of
motion is more extensive than the symmetry U(2) ⊗ U(2) and increases with the
rise of spin [9, 15].

Let us denote by {QA} the basis elements of a finite-dimensional Lie algebra. This
algebra is by the definition the invariance algebra of Maxwell equations if QA are
defined on the set of solutions of eqs. (1), i.e. satisfy the conditions

L1QAψ = 0, L1 = i
∂

∂t
− σ2S · p, ψ = column (E,H),

L2QAψ = 0, L2 = p1 − S · pS1,

(4)

where

Sa =
(
Ŝa 0
0 Ŝa

)
, σ2 = i

(
0̂ I

I 0̂

)
, (5)

I and 0̂ are unit and zero 3 × 3 matrices, Ŝa are the spin matrices, (Ŝa)bc = iεabc.

Theorem 1 [11, 14, 16]. The Maxwell equations (1) are invariant under the 8-
dimensional Lie algebra A8, basis elements of which are the integro-differential
operators of the form

Q1 = σ3
S · p
p

D, Q2 = iσ2, Q3 = σ1
S · p
p

D,

Q3+a = −iσ2
S · p
p

Qa, Q7 = I, Q8 = iσ2
S · p
p

,

(6)

where

D =

 ∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3SaSbpc

]−
−pp1p2p3

[
1 −
(
S · p
p

)2
]}

ϕ−1,

ϕ =
1√
2

[
p4
1

(
p2
2 − p2

3

)2
+ p4

2

(
p2
3 − p2

1

)2
+ p4

3

(
p2
1 − p2

2

)2]1/2
,

(7)
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σa are the Pauli matrices, commuting with Sa, p =
(∑

p2
a

)1/2. The operators (6)
satisfy the algebra

[Qa, Qb] = −[Q3+a, Q3+b] = −εabcQc,
[Q3+a, Qb] = εabcQ3+c, [Q7, QA] = [Q8, QA] = 0,

(8)

which is isomorphic to the Lie algebra of the group U(2) ⊗ U(2).

Proof. The correctness of the Theorem, i.e. that the operators (6) satisfy the com-
mutation relations (8) and the conditions of invariance (4), may be verified by the
direct calculations. But it is necessary to note that such a verification is very compli-
cated. There exists another, more constructive proof of Theorem 1, which explains
the nature of the non-geometrical symmetry of the relativistic equations of motion.
This proof consists in the diagonalization (decomposition) of the Maxwell equations
into independent subsystems [11, 14, 15]. Such a diagonalization of the operator L1 is
carried out by the operator

W = U4U3U2U1, W−1 = W †, (9)

where

U1 =
1
2

[
1 + σ2 − (1 − σ2)D

S · p
p

]
, U2 = exp(−iSaθ̃a),

U3 =
[
1 − i

(
S1S2 + S2S1 + 1 − S2

3

)]/√
2, U4 = exp

[
(S2 − S1)iπ/4

√
2
]
,

θ̃a = εabc(pb − pc) arctg [p̃/(p1 + p2 + p3)] /2p̃,

p̃ =
[
(p1 − p2)2 + (p3 − p1)2 + (p2 − p3)2

]1/2
.

As a result one obtains

L′
1 = WL1W

−1 = i
∂

∂t
− Γ0p, (10)

where Γ0 is the diagonal matrix

Γ0 = −i(S1S2 + S2S1)S3 = diag (1,−1, 0, 1,−1, 0). (11)

Now it is not difficult to find eight linearly independent matrices Q′
A, which

commute with the operator L′
1. These matrices may be chosen in the form

Q′
a = iσa, Q′

3+a = −iΓ0Q
′
a, Q′

7 = I, Q′
8 = iΓ0. (12)

The matrices (12) satisfy the algebra (8) and are connected with QA (6) by the
transformation QA = W−1QAW . It is obvious that the matrices (12) operating on
the vector-function ψ′ = Wψ change their components but do not alter the variables
(t, x). The theorem is proved.

Since QA (6) are integro-differential operators, we give the finite transformations,
generated by QA, for the Fourier-components of Ea and Ha

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ1 + iεabcp̂bDcdẼd sin θ1,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ1 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ1,

(13a)
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Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ2 + H̃a sin θ2,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ2 − Ẽa sin θ2,

(13b)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ3 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ3,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ3 − iεabcp̂bDcdẼd sin θ3,

(13c)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa ch θ4 −DabH̃b sh θ4,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a ch θ4 −DabẼb sh θ4,

(13d)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa ch θ5 + iεabcp̂bẼc sh θ5,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a ch θ5 + iεabcp̂bH̃c sh θ5,

(13e)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa ch θ6 −DabẼb sh θ6,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a ch θ6 +DabH̃b sh θ6,

(13f)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa exp θ7, H̃a → H̃ ′

a = H̃a exp θ7, (13g)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ8 + iεabcp̂bH̃c sin θ8,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ8 − iεabcp̂bẼc sin θ8,

(13h)

So the formulae (13) give the explicit form of the transformations from the group
U(2) ⊗ U(2) which remain (1) invariant. The transformation (13b) coincides with the
Heaviside–Larmor–Rainich one (3). The transformations for E(t, x) and H(t, x) may
be obtained from (13) by the Fourier integral

E′(t, x) =
1

(2π)3/2

∫
d3p Ẽ′ exp(ipx),

H ′(t, x) =
1

(2π)3/2

∫
d3p H̃ ′ exp(ipx).

(14)

One can make sure that from the invariance of eqs. (1) under the algebra (6) it follows
the existence of the following new constants of motion for the electromagnetic field

I1 =
∫
d3x

∑
a,b,c,b �=c

(
∂2Ea
∂x2

b

∂2Ha

∂x2
c

− ∂Ėa
∂xa

∂Ḣa

∂xa

)
,

I2 =
∫
d3x

∑
a,b,c,b �=c

(
∂2Ea
∂x2

b

∂2Ea
∂x2

c

− ∂2Ha

∂x2
b

∂2Ha

∂x2
c

− ∂Ėa
∂xa

∂Ėa
∂xa

+
∂Ḣa

∂xa

∂Ḣa

∂xa

)
,

Ȧ =
∂A

∂t
.

(15)

Theorem 2. The Maxwell equations (1) are invariant under the 23-dimensional Lie
algebra, basis elements of which have the form (6) and (16):

Pµ = pµ, Jµν = x′µpν − x′νpµ, D = x′µp
µ + i, Kµ = 2x′µD − x′νx

′νpµ, (16)

where

x′a = W−1xaW, x′0 = x0 = t.
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This theorem may be considered as unification of the results of Bateman and of
the ones, established in Theorem 1. Proof is adduced in [14, 16].

In conclusion we note that the equations for the electromagnetic potential Aµ
possess the non-geometrical symmetry U(3) [17].
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О точных решениях уравнения
Борна–Инфельда

В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

Некоторый класс точных решений нелинейного уравнения Борна–Инфельда

u00 − u11 + u2
0u11 + u2

1u00 − 2u0u1u01 = 0, (1)

где u = u(x), x = (x0, x1), uµ = ∂u
∂xµ

, uµν = ∂2u
∂xµxν

, µ, ν = 0, 1, найден в [1]. Реше-
ния Барбашова и Черникова [1], как показано в [2], можно получить с помощью
преобразования годографа.
I. В этой статье с использованием групповых свойств уравнения (1) найдены

новые классы точных решений уравнения (1).

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно 5-мерной алгебры Ли с
базисными операторами

P0 = i
∂

∂x0
, P1 = −i ∂

∂x1
, J01 = x0P1 − x1P0,

D = xνP
ν − i, Q =

∂

∂u
, xνP

ν = x0P0 − x1P1.

(2)

Доказательство теоремы проводится с помощью метода Ли–Овсянникова [3].
Алгебра (2) порождает следующие инфинитезимальные преобразования:

x′µ = xµ + aξµ(x, u) +O
(
a2
)
, µ = 0, 1,

u′ = u+ aη(x, u) +O
(
a2
)
,

(3)

ξµ = cµνx
ν + dµ, η = c00u+ d2, µ = 0, 1, (4)

где c00 = −c11, c01 = −c10, dµ, d2 — некоторые параметры.
Решения уравнения (1) ищем в виде

u = f(x)ϕ(ω) + g(x), (5)

где ω = ω(x) = {ω1(x), . . . , ωn−1(x)} — инварианты группы преобразований (3),
т.е. первые интегралы системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dx0

ξ0(x, u)
= · · · =

dxn−1

ξn−1(x, u)
=

du

η(x, u)
. (6)

Функции f(x) и g(x) находятся из (6), ϕ(ω) — неизвестная пока функция. В
случае уравнения (1) ϕ зависит только от одной переменной ω = ω1. Структура
решения в виде (5) определяется из (6). О решении нелинейных многомерных
волновых уравнений указанным способом см. [4].

Доклады Академии наук СССР, 1982, 263, № 3, C. 582–586.
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II. Не вдаваясь в подробности интегрирования системы (6), выпишем явный
вид функций f(x), g(x) и инварианта ω = ω1(x). В зависимости от соотношений
между cµν , dµ и d2 рассмотрим несколько случаев.

1) ω = aνx
ν , f(x) = 1, g(x) = βνx

ν , aν , βν — const.

Для функции ϕ(ω) получаем уравнение[
aνa

ν + (α0β1 − α1β0)2
]
ϕ′′ = 0. (7)

В том случае, когда aνaν + (α0β1 − α1β0)2 �= 0, решением (1) является линейная
функция u = γνx

ν+C, где γν , C — произвольные постоянные величины. В случае,
когда aνaν + (α0β1 − α1β0)2 = 0, решением уравнения (1) будет

u = ϕ(ανxν) + βνx
ν , (8)

где ϕ — произвольная дважды дифференцируемая функция. Это решение совпа-
дает с решением [1], когда α1 = ±α0, β1 = β0 = 0.

2) ω = yνy
ν , f(x) = 1, g(x) = a ln(y0 + y1),

yν = xν + aν , aν , a — const.

В этом случае для функции ϕ′(ω) получаем уравнение Абеля(
ω + a2

)
ϕ′′ − 2ωϕ′3 − 3aϕ′2 + ϕ′ = 0. (9)

Общее решение уравнения (9) имеет вид

ϕ(ω) =



1
2

ln

c( b
√
ω + a2 − a

√
ω + b2

bω
√
ω + a2 + aω

√
ω + b2

)a(√
ω + a2 +

√
ω + b2√

ω + a2 −√
ω + b2

)b ,
1
2

ln

[
c

(
b
√
a2 + ω − a

√
b2 − ω

bω
√
a2 + ω + aω

√
b2 − ω

)a]
+ b arctg

√
a2 + ω

b2 − ω
,

ln
[
c
(√

ω + a2 + a
)−a]

+
√
ω + a2.

(10)

Решения уравнения (1) можно записать в виде

u =



1
2

ln
{
c

(
y0 + y1
y0 − y1

)a
tha
[
1
4

ln
(
a2

b2
yνy

ν + b2

yνyν + a2

)]
cthb

[
1
4

ln
(
yνy

ν + b2

yνyν + a2

)]}
,

1
2

ln
{
c

(
y0 + y1
y0 − y1

)a
tha
[
1
4

ln
(
a2

b2
b2 − yνy

ν

a2 + yνyν

)]}
+ b arctg

√
a2 + yνyν

b2 − yνyν
,

a ln
[
c(y0 + y1)

(√
yνyν + a2 + a

)−1
]

+
√
yνyν + a2.

(11)

3) ω = y1/y0, f(x) = y0, g(x) = const.

Функция ϕ(ω) удовлетворяет уравнению(
ϕ2 + ω2 − 1

)
ϕ′′ = 0. (12)
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Помимо линейной функции от ω, решением уравнения (1) будет функция

u = ±√
yνyν + C. (13)

4) ω = y0 + y1, f(x) = (y0 − y1)1/2, g(x) = const.

Функция ϕ(ω) находится из уравнения

ϕ2ϕ′′ − 3ϕϕ′2 + 2ϕ′ = 0. (14)

С помощью нелинейной замены

ϕ′ = z(x), x = ϕ, (15)

нелинейное уравнение (14) сводится к линейному

x2z′ − 3xz + 2 = 0, (16)

общее решение которого задается формулой

z =
c1x

4 + 1
2x

.

Решениями уравнения (1) будут функции

u =



±
{
y0 − y1
c1

th [c1(y0 + y1) + c2]
}1/2

+ c3,

±
{
y0 − y1
c1

cth [c1(y0 + y1) + c2]
}1/2

+ c3,

±
{
y0 − y1
c1

tg [c1(y0 + y1) + c2]
}1/2

+ c3,

±[yνyν + c2(y0 − y1)]1/2 + c3.

(17)

5) ω = y0 − y1 + a ln(y0 + y1), f(x) = (y0 + y1)1/2, g(x) = const.

Функция ϕ(ω) находится из уравнения(
ϕ2 + 4a

)
ϕ′′ − 4aϕ′3 − 3ϕϕ′2 + 2ϕ′ = 0, (18)

которое с помощью замены (15) приводится к уравнению Риккати(
x2 + 4a

)
z′ = 4az2 + 3xz − 2. (19)

Общее решение уравнения (19) имеет вид

z =
2a− x

(
c1
√
x2 + 4a− x

)
2a
(
c1
√
x2 + 4a− x

) . (20)

Подставляя (20) в (15), получаем уравнение для ϕ

ϕ′ =
2a− ϕ

(
c1
√
ϕ2 + 4a− ϕ

)
2a
(
c1
√
ϕ2 + 4a− ϕ

) . (21)
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В зависимости от постоянной величины c1 получим следующие решения для урав-
нения (1):

u = ±
{
c2 exp[c3(y0 − y1)] +

2
c3

(y0 + y1)
}1/2

+ c4, c1 = 0. (22)

Для всех других значений c1 решения (1) получаем в неявном виде

Ψ exp
(
uΨ +

y0 − y1
2a

)
= c2, Ψ =

(
u−

√
u2 + 4a(y0 + y1)

)−1

(23)

для c1 = 1.
В том случае, когда c21 − 1 > 0, решение уравнения (1) имеет вид

(V + 1)A(V − 1)1/A(V −K+)B−(V −K−)B+

(y0 + y1) exp [a−1(y0 − y1)]
= c2, (24)

где

V = u
[
u2 + 4a(y0 + y1)

]−1/2
, A =

1 − c1
1 + c1

,

B± =

(
c21 + 1

) (
c21 − 1

)± (c31 − 1
)

(c21 − 1)3/2
, K± = c1 ±

√
c21 − 1.

Если c21−1 < 0, то решение уравнения (1) задается следующей неявной функцией:

(V − 1)A(V + 1)1/A
(
V 2 − 2c1V + 1

)A/2+1/2A{
(y0 + y1) exp

[
2c1√
1−c21

arctg V−c1√
1−c21

+ y0−y1
a

]}−1 = c2. (25)

III. В заключение сформулируем теорему о приводимости квазилинейного вол-
нового уравнения вида

�u+ F (u, u0, . . . , un−1) = 0, (26)

где u = u(x), x = (x0, . . . , xn−1), uµ = ∂u
∂xµ

, µ = 0, 1, . . . , n − 1, � = ∂
∂xµ

∂
∂xµ , F —

произвольная дифференцируемая функция, к каноническому виду.

Теорема 2. Если уравнение (26) инвариантно относительно конформной груп-
пы, то с помощью локальной невырожденной заменыW = Ψ(u) оно приводится
к нелинейному волновому уравнению

�W + λW (n+2)/(n−2) = 0, λ = const. (27)

Замечание. Если F не зависит от u, то конформно инвариантное уравнение (26) с
помощью той же замены приводится к линейному волновому уравнению �W = 0.

1. Барбашова Б.М., Черников Н.А., ЖЭТФ, 1966, 50, 1296.

2. Уизем Дж., Линейные и нелинейные волны, М., Мир, 1977.

3. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., 1978.

4. Фущич В.И., Серов Н.И., Укр. мат. жур., 1982, 34, № 2.

5. Fushchych W.I., Moskaljuk S.S., Lett. Nuovo Cimento, 1981, 31, № 6, 571.
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The symmetry and some exact solutions
of the relativistic eikonal equation
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN

We discuss the symmetry group of the relativistic eikonal equation. It is found to be
the conformal group C1,4 of the (4 + 1)-dimensional Poincaré–Minkowski space. Some
exact multiparametrical solutions of the equation are obtained.

Introduction
The relativistic eikonal or the relativistic Hamilton–Jacobi equation

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= m2 (1)

is a fundamental one in theoretical physics.
Without loss of generality we shall put m = 1 and consider the equation

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
≡
(
∂u

∂x0

)2

−
(
∂u

∂x1

)2

−
(
∂u

∂x2

)2

−
(
∂u

∂x3

)2

= 1. (2)

In the study of partial differential equations one often gains deep insight by stu-
dying the symmetry of the equation both from the point of view of its physical
interpretation and from being able to find exact solutions and to generate new solu-
tions from known ones.

In this note we have shown that the maximally extensive local (in sense of Lie)
invariance group of eq. (2) is the conformal group C1,4 of the (4 + 1)-dimensional
Poincaré-Minkowski space with the metric

s2 = xAxA = gABxAxB = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 − u2, (3)

where A,B = 0, 1, . . . , 4; x4 = u; gAB = gAB = {1,−1,−1,−1,−1}δAB , δAB is the
Kronecker delta.

Some exact multiparametrical solutions of eq. (2) are obtained with the help of
the method recently proposed [1]. A procedure of generating new exact solutions from
known ones is presented.

The symmetry group

Theorem. The maximally extensive local invariance group of eq. (2) is the 21-para-
metrical Lie group, basis elements of its Lie algebra having the form

P0 =
∂

∂x0
, Pa = − ∂

∂xa
, P4 = − ∂

∂u
, a, b = 1, 2, 3,

Jµν = xµPν − xνPµ, µ, ν = 0, 1, 2, 3,
J04 = x0P4 − uP0, Ja4 = xaP4 − uPa,

D = xAPA ≡ x0P0 − x1P1 − x2P2 − x3P3 − uP4,

Kµ = 2xµD − xBxBPµ, xBxB ≡ x2
0 − x2

1 − x3
3 − u2,

K4 = 2uD − xBxBP4,

(4)

Lettere al Nuovo Cimento, 1982, 34, № 16, P. 498–502.
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and satisfying commutation rules of the conformal algebra C1,4

[PA, PB ] = 0, [PA, JBC ] = gABPC − gACPA,

[JAB , JCD] = gBCJAD + gADJBC − gACJBD − gBDJAC , [PA,D] = PA,

[JAB ,D] = 0, [PA,KB ] = 2(gABD − JAB), [D,KA] = KA,

[JAB ,KC ] = gBCKA − gACKB , [KA,KB ] = 0, A,B,C,D = 0, 1, . . . , 4.

(5)

One can get the proof of this theorem living Lie’s method [2]. This being the case,
one has to solve the set of first-order coupled partial differential equations:

∂ξa

∂xb
+
∂ξb

∂xa
= 0, a �= b, a, b = 1, 2, 3,

∂ξ0

∂xa
− ∂ξa

∂x0
= 0,

∂ξ0

∂x0
=
∂ξ1

∂x1
=
∂ξ2

∂x2
=
∂ξ3

∂x3
=
∂η

∂u
,

∂ξa

∂u
+

∂η

∂xa
= 0,

∂ξ0

∂u
− ∂η

∂x0
= 0,

(6)

which can be integrated in a straightforward manner to obtain the infinitesimal
transformations ξµ and η and then, from the formula

Q = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ η(x, u)

∂

∂u
, (7)

the vector fields (4).
It is emphasized that because u is a dependent variable, the nonlinear represen-

tation of the conformal group C1,4 is realized on the manifold of the solutions of
eq. (2). Let us remind that the Klein–Gordon equation with m �= 0 is invariant under
the Poincaré group A1,3 ⊂ C1,3 ⊂ C1,4 only; the massless Klein–Gordon equation is
invariant under the conformal group C1,3. In both cases one has usual (linear) group
representations as contrasted with the case of eq. (2).

The finite group transformations
Below we present the finite transformations generated by the operators (4), which

can be obtained by direct integration of corresponding Lie equations:

Pµ : x′µ = xµ + aµ, u′(x′) = u(x), µ = 0, 1, 2, 3,
P4 : x′µ = xµ, u′(x′) = u(x) + a4,

(8)

Jab : x′0 = x0, u′(x′) = u(x),

x′ = x cosα+
x×α
α

sinα+
α · (α · x)

α2
(1 − cosα),

x ≡ (x1, x2, x3), α ≡ (α1, α2, α3), α ≡ (α2
1 + α2

2 + α2
3

)1/2
,

(9)

Ja4 : x′0 = x0, x′a = xa cosβa − u(x) sinβa,
x′b = xb, x′c = xc, a �= b �= c, a, b, c = 1, 2, 3,
u′(x′) = u(x) cosβa + xa sinβa,

(10)

J0a : x′0 = x0 cosh θa + xa sinh θa, x′a = xa cosh θa + x0 sinh θa,
x′b = xb, x′c = xc, a �= b �= c, a, b, c = 1, 2, 3,
u′(x′) = u(x),

(11)
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J04 : x′0 = x0 cosh θ4 + u(x) sinh θ4, x′a = xa, a = 1, 2, 3,
u′(x′) = u(x) cosh θ4 + x0 sinh θ4,

(12)

D : x′µ = eκxµ, u′(x′) = eκu(x), µ = 0, 1, 2, 3, (13)

KA : x′µ =
xµ − Cµ

(
x2 − u2(x)

)
1 − 2Cνxν + 2C4u(x) + CACA (x2 − u2(x))

,

u′(x′) =
u(x) − C4

(
x2 − u2(x)

)
1 − 2Cνxν + 2C4u(x) + CACA (x2 − u2(x))

,

x2 ≡ xµx
µ = x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3,

CAC
A ≡ C2

0 − C2
1 − C2

2 − C2
3 − C2

4 , A = 0, 1, 2, 3, 4,

(14)

where aµ, a4, αa, βa, θa, θ4, κ, CA are arbitrary real constants.
Contrary to the usual (linear with respect to the dependent function) transforma-

tions hare we have the nonlinear ones. Hence it is the nonlinear representation of
the conformal group C1,4, previously mentioned.

Some exact solutions of the equation
One can make sure by the straightforward calculations that the following functions

satisfy eq. (2):

u(x) = F (ανxν) + βνxν , ανxν = ανβν = 0, βνβν = 1, (15)

where F is an arbitrary differentiable function;

u(x) =
[
(ανxν)2 + xνxν

]1/2
, αναν = −1, (16)

u(x) =
[
x2

0 − (α · x)2
]1/2

, α ·α = 1, (17)

u(x) = (xνxν)1/2 ≡ (x2
0 − x2

)1/2
, (18)

where αν , βν are arbitrary real constants satisfying the mentioned conditions.
Equation (2) is invariant under the transformations

x→ x′ = f(x, u(x), {θ}), u(x) → u′(x′) = g(x, u(x), {θ}), (19)

where {θ} are parameters of transformations; the functions f and g are defined by
(8)–(14). It is obvious that if u(x) = ϕ(x) is a solution of eq. (2), then the new
solutions can be obtained from the functional equation

g(x, unew(x), {θ}) = ϕ (x′ = f(x, unew(x), {θ})) . (20)

For example, the functions

u(x) =
−1 ± [1 + 4A(Axνxν + βνxν)]1/2

2A
,

A ≡ C4 − βνCν �= 0, βνβν = 1,
(21)
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u(x) =
C4 ±

[
C2

4 + CACA(1 − 2Cνxν + CACAxνx
ν)
]1/2

CACA
,

CAC
A = C2

0 − C2
1 − C2

2 − C2
3 − C2

4 �= 0

(22)

are obtained from (16) with F = 0 and (18), respectively, by means of eqs. (14)
and (20).

Formulae (21), (7) imply that the function

u(x) = (2A)−1[1 + 4A(Axνxν + βνxν)]1/2, (23)

where βνβν = 1, A �= 0 and are arbitrary real constants, satisfies eq. 2.
Upon application of (20) and (12) to (23), we have another solution of eq. (2):

u(x) = (2A)−1β0 sinh θ4 ±
[(

β0 sinh θ4
2A

)2

+
(

1
2A

)2

+ xνx
ν+

+
1
A

(β0x0 cosh θ4 − β · x)
]
, A �= 0, βνβν = 1.

(24)

It is obvious that one can use the rest of finite group transformations to generate
more exact solutions of eq. (2).

Remarks
Firstly, it id important to note that what has been said about the symmetry of eq.

(2) holds true for the equation

∂u

∂x0
±
(
∂u

∂xa

∂u

∂xa
+m2

)1/2

= 0

recently proposed [1] as the most natural relativistic generalization of the Hamilton–
Jacobi equation.

Secondly, the symmetry group of eq. (1) with m = 0 turns out to be an infinite-
dimensional one because of the arbitrary dependence of ξµ and η from (7) on u.
The arbitrary dependence of η on u implies that the arbitrary differentiable function
F (u(x)) will be a solution of eq. (1) with m = 0 as well as u(x). The contrary is the
case m �= 0.

1. Fushchych W.I., in Algebraic-theoretical studies in mathematical physics, Kiev, 1981, 6–28 (in
Russian).

2. Ovsyannikov L.V., The group analysis of differential equation, Moscow, 1978 (in Russian).
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О линеаризации некоторых нелинейных
уравнений с помощью нелокальных
преобразований
В.И. ФУЩИЧ, В.А. ТЫЧИНИН

С помощью нелокальных преобразований линеаризованы многие, широко встречаю-
щиеся в прикладных вопросах, нелинейные дифференциальные уравнения в частных
производных. В явном виде построены такие преобразования для уравнений Лиуви-
лля, Монжа–Ампера, Плато и других. Это позволило найти точные решения нели-
нейных уравнений. В основном рассмотрены нелинейные уравнения, зависящие от
двух независимых переменных. Исследованы групповые свойства нелинейных диф-
ференциальных уравнений. Большинство из рассмотренных уравнений допускают
бесконечную группу.

В данной работе показано, что многочисленные нелинейные дифференциаль-
ные уравнения в частных производных от двух независимых переменных, для
которых в известных книгах Форсайта [1] и Эймса [2] получены частные и об-
щие решения, с помощью нелокальных преобразований приводятся к линейным
уравнениям. Установлено, что большинство из этих уравнений инвариантны отно-
сительно бесконечных групп. Видимо, этот факт является причиной того, что для
таких уравнений построены общие решения. Найдена максимальная группа инва-
риантности уравнения для минимальной поверхности (уравнение Плато), которое
при соответствующей замене сводится к уравнению Борна–Инфельда.

Рассмотрены многомерные нелинейные уравнения в частных производных, ко-
торые также допускают линеаризацию.

§ 1. Введение
В основе большинства методов построения точных решений линейных и не-

линейных уравнений лежит одна из самых плодотворных и эффективных идей в
теории дифференциальных уравнений — преобразование независимых и зависи-
мых переменных, т.е. преобразований исходного дифференциального уравнения к
простейшему виду. Чаще всего используются локальные преобразования незави-
симых и зависимых переменных. Теория таких преобразований наиболее полно
изучена в том случае, когда совокупность преобразований образует группу Ли.

Знание группы Ли, допускаемой тем или иным дифференциальным уравнени-
ем, дает способ отыскания эффективных замен. Так, например, если нелинейное
волновое уравнение вида

�u = F

(
x,
∂u

∂x

)
(1.0.0)

инвариантно относительно конформной группы, то существует невырожденная ло-
кальная замена w = ψ(u), приводящая (1.0.0) к линейному волновому уравне-
нию [3]

�w = 0.
Препринт № 82.33, Киев, Институт математики АН УССР, 1982, 54 с.
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Очевидно, что, зная решения последнего уравнения и явный вид замены, мы на-
ходим решения исходного нелинейного уравнения. На этой идее и построено наше
дальнейшее исследование. При этом рассматриваем, в основном, нелокальные за-
мены вида

w = ψ

(
u,

∂u

∂xµ
,

∂2u

∂xµ∂xν
, . . .

)
,

т.е. преобразования зависят от производных.
К нелокальным преобразованиям такого типа относятся преобразования Эйле-

ра, Лежандра, Ли–Бэклунда, Коула–Хопфа, годографа, градиентные преобразова-
ния второго рода в электродинамике.

Замену независимых и зависимых переменных вида

xi
′
= εi(x, uα, u

1

α, . . . , u
m

α), α = 1, p,

uα
′
= ζi(x, uα, u

1

α, . . . , u
s

α), i = 1, N,
(1.1.0)

будем называть нелокальными преобразованиями порядка n.
Преобразование производных на многообразии в случае неособой замены пере-

менных (1.1.0) осуществляется по формуле

uα
′

xi′ =

∑
j

(∂xiζα) · xj
xi′ +

∑
β

∑
i

(∂uβζα) · uβxj · xjxi′ +

+
∑
β

∑
k

∑
i

(∂uβ

xk
ζα) · uβ

xkxj · xjxi′ + · · ·
∣∣∣∣∣

M

.

(1.2.0)

Производная берется на многообразии, по повторяющимся индексам выполняе-
тся суммирование. Оператор полного дифференцирования

Dj = ∂xi +
∑
α

uαi ∂uα +
∑
α

∑
k

uαki∂uα
k

+ · · ·

позволяет записать (1.2.0) иначе:

Djζ
α = uα

′

xi′ ·Djx
i′ .

В случае одной зависимой u и двух независимых x и y переменных замена имеет
вид

ξ = x′ = ε(x, y, u, u
1
, . . . , u

m
),

η = y′ = κ(x, y, u, u
1
, . . . , u

m
),

z = u′ = ζ(x, y, u, u
1
, . . . , u

m
).

(1.3.0)

При этом следует решать систему двух линейных алгебраических уравнений (1.2.0)

Dxζ = u′x′ ·Dxε+ u′y′ ·Dxκ, Dyζ = u′x′ ·Dyε+ u′y′ ·Dyκ.
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Если определитель системы δ не равен нулю, получим

u′x′ =
DxζDyκ −DyζDxκ

DxεDyκ −DyεDxκ
≡ H

δ
,

u′y′ =
DyζDxε−DxζDyε

DxεDyκ −DyεDxκ
≡ −K

δ
.

(1.4.0)

Для производных второго порядка из (1.2.0) находим

Djkζ
α = uα

′
i′l′ ·Dkε

l ·Djε
i + uα

′
i′ ·Djkε

i.

Решая систему трех линейных алгебраических уравнений относительно uα
′
i′j′ ,

с учетом (1.4.0) получаем

δ ·Dxxζ −H ·Dxxε+K ·Dxxκ ≡ P,

δ ·Dyyζ −H ·Dyyε+K ·Dyyκ ≡ Q,

δ ·Dxyζ −H ·Dxyε+K ·Dxyκ ≡ R,

u′x′x′ =
[
P (Dyκ)2 +Q(Dxκ)2 − 2RDxκDyκ

]
δ−3,

u′x′y′ =
[
PDyκDyε+QDxκDxε−RD[ε,κ]+x,y

]
δ−3,

u′y′y′ =
[
P (Dyε)2 +Q(Dxε)2 − 2RDxεDyε

]
δ−3,

D[ε,κ]+x,y ≡ DxεDyκ +DyεDxκ.

(1.5.0)

Наряду с (1.1.0) будем рассматривать нелокальные преобразования, содержащие
функцией (1.3.0) под знаком неопределенного интеграла. Считаем при этом спра-
ведливым внесение оператора дифференцирования под знак интеграла.

Уравнение F (u′) = 0 будем называть приводимым нелокальным преобразова-
нием T к уравнению L(u) = 0, если существует нетривиальное решение системы
определяющих уравнений, полученных из соотношений

T1L(u′)
∣∣∣

DMF
≡ 0, (1.6.0)

T2F (u′)
∣∣∣

DML
≡ 0. (1.6′.0)

Многообразие DMP в пространстве (x, y, u, u
1
, . . . , u

l
) может быть задано уравне-

нием P (u) = 0, его дифференциальными следствиями и, возможно, некоторыми
дополнительными условиями. Связь уравнений F и L может быть выражена при
помощи операторов P̂1, P̂2 соотношениями

T1L(u′) = P̂1F (u), (1.7.0)

или

T2F (u′) = P̂2L(u). (1.7′.0)

Приведение уравнения F к линейному L назовем нелокальной линеаризацией
уравнения F .
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§ 2. Линеаризация и точные решения
Рассмотрим серию нелинейных уравнений [1, 2, 4] от двух независимых пере-

менных. Для этих уравнений построим точные решения сведением их к линей-
ным уравнениям наиболее простого вида. Преобразования переменных при этом
оказываются либо нелокальными, либо точечными. Номер уравнения в скобках
соответствует нумерации, принятой в [3].
1. Уравнение (№ 1) [1]:

F1 ≡ zxy + zzx = 0. (2.1.0)

Будем искать нелокальное преобразование, обеспечивающее приведение к уравне-
нию M : uxy = 0 по схеме:

T1F1

∣∣∣
DM

≡ 0, T1 : z = ζ(u, uy, uyy).

Вычислим выражения производных на многообразии, подставим их в уравнение
(2.1.0) и выполним расщепление по производным третьего порядка. Это даст урав-
нения:

ζuuyy
= 0,

uyζuu + ζζu + uyyζuuy
= 0.

В силу первого уравнения ζ ищем в виде

ζ = ϕ(u, uy) + ψ(uy, uyy).

Второе уравнение теперь оказывается таким:

uyϕuu + ϕϕu + ψϕu + uyyϕuuy
= 0.

Здесь от uyy зависят третье и четвертое слагаемые. Поэтому получим следующие
два уравнения, определяющие ϕ и ψ:

ϕuψ + uyyϕuuy
= −λ(u, uy), (2.1.1)

ϕuuuy + ϕϕu = λ(u, uy). (2.1.2)

Из (2.1.1) следует, что

λ

ϕu
= A1(uy),

ϕuuy

ϕu
= A2(uy), (2.1.3)

откуда

ϕ = A3(uy)Ω(u) exp
∫
A2(uy) duy +A4(uy),

λ = A1(uy)A3(uy)Ω′(u) exp
∫
A2(uy) duy.

(2.1.4)

В силу произвольности функций Ai, i = 1, 4, можем выбрать ϕ и λ в виде

ϕ = uy [−2α(uy)Ω(u) + β(uy)] ,

λ = −2u2
yα(uy)β(uy)Ω′(u).

(2.1.5)



182 В.И. Фущич, В.А. Тычинин

Здесь α и β — произвольные функции uy. Подставив (2.1.5) в (2.1.2), получим
обыкновенное дифференциальное уравнение о тносительно функции Ω(u):

Ω′ = α
(
Ω2 + γ

)
, (2.1.6)

где γ(uy) — произвольная функция. Из (2.1.6) следует, что α, β, γ — постоянные.
При интегрировании (2.1.6) возможны такие три случая:

1) γ = − a2

α2 < 0; при этом

Ω =
a

α
th [−(au+ c1)], (2.1.7)

Ω =
a

α
cth [−(au+ c2)]; (2.1.8)

2) γ = 0. В этом случае находим

Ω = −(u+ c3)−1α; (2.1.9)

3) γ = b2

α2 > 0 дает

Ω =
b

α
tg (bu+ c4), (2.1.10)

Ω = − b

α
ctg (bu+ c4). (2.1.10′)

В формулах (2.1.7)–(2.1.10) a, b, ci (i = 1, 4) — произвольные постоянные. Тогда

ϕ = uy [−2a th [−(au+ c1)] + β] , λ =
−2u2

ya
2β

ch2[−(au+ c1)]
, (2.1.11)

ϕ = uy [−2a cth [−(au+ c2)] + β] , λ =
2u2

ya
2β

sh2[−(au+ c2)]
, (2.1.12)

ϕ = uy

[
2

u+ c3
+ β

]
, λ =

−4u2
yβ

u+ c3
, (2.1.13)

ϕ = uy [−2b tg (bu+ c4) + β] , λ =
−2u2

yb
2β

cos2(bu+ c4)
, (2.1.14)

ϕ = uy [2b ctg (bu+ c4) + β] , λ =
−2u2

yb
2β

sin2(bu+ c4)
. (2.1.14′)

Из (2.1.1), учитывая (2.1.5), получим

ψ = −βuy − uyyu
−1
y . (2.1.15)

Следовательно, существует несколько замен:

ζ1 = − 1
uy

{
2au2

y th [−(au+ c1)] + uyy
}
, (2.1.11′)
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ζ2 = − 1
uy

{
2au2

y cth [−(au+ c2)] + uyy
}
, (2.1.12′)

ζ3 =
2uy
u+ c3

− uyy
uy

, (2.1.13′)

ζ4 = − 1
uy

{
2bu2

y tg (bu+ c4) + uyy
}
, (2.1.14′)

ζ5 = − 1
uy

{−2bu2
y ctg (bu+ c4) + uyy

}
, (2.1.14′′)

Замечание. Уравнение (2.1.0) весьма просто может быть проинтегрировано следу-
ющим образом: заметим, что уравнение допускает запись

∂

∂x

[
2zy + z2

]
= 0.

Интегрируя, получаем

2zy + z2 = F (y). (2.1.16)

Если z0(y) — частное решение уравнения (2.1.16), то

z(x, y) =
2 exp

(− ∫ z0(y) dy)
f(x) +

∫
exp
(− ∫ z0(y) dy) dy + z0(y). (2.1.17)

Введем обозначение∫
exp
(
−
∫
z0(y) dy

)
dy ≡ g(y).

Это позволяет придать (2.1.17) вид

z(x, y) =
2g′(y)

f(x) + g(y)
− g′′(y)
g′(y)

. (2.1.13′′)

Рассмотренное решение допускает формулировку в виде такой простой задачи ли-
неаризации: пусть многообразие M задано уравнением (2.1.0), следует найти пре-
образование T , приводящее уравнение wx = 0 к (2.1.0). Запишем определяющее
соотношение в виде

Twx

∣∣∣
M(2.1.0)

≡ 0, w = ζ(z, zy),

или в развернутом виде

zxζz + zxyζzy

∣∣∣
zxy=−zzx

≡ 0.

Отсюда сразу же находим

ζ = F (2zy + z2
)
,

где F(s) — произвольная функция аргумента. Решение уравнений известно: w =
F (y). Это позволяет найти из (2.1.16) решение (2.1.13′′), называемое общим реше-
нием уравнения (2.1.0) [3].
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2. Уравнение (№ 2) Лиувилля [1]:

F2 ≡ zxy + αez = 0. (2.2.0)

Пусть преобразование зависимой переменной T : z = ζ(u, u
1
) обеспечивает приведе-

ние (2.2.0) к уравнению uxy по схеме

T2F2

∣∣∣
DM

≡ 0, M : uxy = 0, u = φ(x) + ψ(y),

Расщепляя по производным второго порядка u
2
определяющее соотношение, полу-

ченное подстановкой производной zxy и z, приходим к системе уравнений

ζuux
= 0, ζuuy

= 0, ζuxuy
= 0, uxuyζuu + α exp ζ = 0.

Решение будем искать в виде ζ = lnuxuyϕ(u). Тогда из предыдущих уравнений
находим

ϕuu − ϕ2
uϕ

−1 + αϕ2 = 0.

Обозначим ϕu = p, ϕuu = ṗp, p = p(ϕ). Тогда

ṗ− pϕ−1 = −αϕ2p−1.

Полагая p = wv, найдем w = ϕ, v =
√−2(αϕ+ c̃), откуда

p = ϕu = ϕ
√

−2(αϕ+ c̃), (2.2.1)

или

dϕ

ϕ
√−αϕ+ c

=
√

2 du. (2.2.2)

Интегрируем подстановкой

−αϕ+ c = t2, ϕ = − 1
α

(
t2 − c

)
, dϕ = − 1

α
2t dt.

Возможны такие случаи:
I. α = a2 > 0.

1) c = b2 > 0, ϕ1,2 =
b2

a2

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}
, (2.2.3)

2) c = b2 = 0, ϕ3 =
−2

a2(u+ c3)2
, (2.2.4)

3) c = −b2 < 0, ϕ4,5 = − b2

a2

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}
. (2.2.5)

II. α = −a2 < 0.

1) c = b2 > 0, ϕ6,7 = − b2

a2

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c6)

]}
, (2.2.6)
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2) c = b2 = 0, ϕ8 =
2

a2(u+ c8)2
, (2.2.7)

3) c = −b2 < 0, ϕ9,10 =
b2

a2

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c9)

]}
. (2.2.8)

В соответствии с этим существует несколько замен

ζ1,2 = ln
[
± b2

a2
uxuy

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
, (2.2.6′)

ζ3 = ln
[ ∓2uxuy
a2(u+ c3)2

]
, (2.2.7′)

ζ4,5 = ln
[
∓ b2

a2
uxuy

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
. (2.2.8′)

Верхний знак отвечает значениям α > 0, нижний — значениям α < 0, ci, (i = 1, 9)
— произвольные постоянные.

Замечание. Столь же просто могут быть получены решения уравнения

zxx + αez = 0. (2.2а.0)

Опуская вычисления, перечислим несколько различных форм подстановок, обеспе-
чивающих приведение к уравнению uxx = 0, u = φ(y)x+ ψ(y):

ζ1,2 = ln
[
± b2

a2
u2
x

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
,

ζ3 = ln
[ ∓2u2

x

a2(u+ c3)2

]
,

ζ4,5 = ln
[
∓ b2

a2
u2
x

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
.

(2.2а.1)

Соответствующие решения имеют вид:

z1,2 = ln
[
± b2

a2
φ2(y)

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(φ(y)x+ ψ(y) − c1)

]}]
,

z3 = ln
[ ∓2φ2(y)
a2(φ(y)x+ ψ(y) + c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2
φ2(y)

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(φ(y)x+ ψ(y) − c4)

]}]
.

(2.2а.2)

3. Уравнение (№ 7) [1]:

F3 ≡ z2
xy − 4λ(x, y)zxzy = 0. (2.3.0)

Будем искать нелокальное преобразование вида

ζ =
∫
f(x, y, u, u

1
) dx+

∫
ϕ(x, y, u, u

1
) dy,
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приводящее уравнения (2.3.0) к линейному

MΦ : Φ ≡ uxy − λλx

2λ
uy − λu = 0, (2.3.1)

T3F3

∣∣∣
DMΦ

≡ 0. (2.3.2)

Вычислим значения производных zx, zy, zxy на многообразии MΦ и запишем опре-
деляющее соотношение (2.3.2) в виде[

fy + uyfu +
(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

+ uyyfuy

]2
+

+
[
ϕx + uxϕu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
ϕuy

+ uxxϕux

]2
+

+2
[
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

+ uyyfuy

]
×

×
[
ϕx + uxϕu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
ϕuy

+ uxxϕux

]
−

−4λ
[
f +

∫ [
ϕx + uxϕu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
ϕuy

+ uxxϕux

]
dy

]
×

×
[
ϕ+

∫ [
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

+ uyyfuy

]
dx

]
≡ 0.

(2.3.3)

Выполняя расщепление (2.3.3) по u
2
, получаем fuy

= 0, ϕux
= 0. Учитывая наличие

в (2.3.3) интегралов, потребуем выполнения на многообразии условия

ϕλλx + uxϕu + ϕuy

λx
2λ

+ ϕuy
λu =

∂

∂y
ψ(λ, u, u

1
) =

= ψλλy + ψuuy + ψux
uxy + ψuy

uyy.

Расщепление по u
2
сразу же дает ψux

= 0, ϕuy
= 0, а по ux и λy — ϕu = 0, ψλ = 0,

соответственно. Остается соотношение для ϕ и ψ

ϕλλx + ϕuy

λx
2λ

+ ϕuy
λu = ψuuy. (2.3.4)

Пусть ϕ = ω(λ)u2
y, тогда λxϕλ = ωλλxu

2
y и (2.3.4) приобретает вид

ωλλxu
2
y + 2u2

y

λx
2λ

+ 2uyλu = ψuuy.

Отсюда следует: ω = λ−1, ψu = −2u, ψ = −u2. Значит, ϕ можно взять в виде

ϕ = λ−1u2
y.

С учетом полученных результатов определяющее приводимость соотношение за-
писывается так:[

fy + uyfu +
(
λx
2λ

+ λu

)
fux

]2
+ 4
[
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

]
uuy+

+(2uuy)2 − 4λ
[
f + u2

] ∫ [
fy + uyfu +

(
λx
2λ
uy + λu

)
fux

]
dx ≡ 0.
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Анализ показывает, что в последнем слагаемом интегральный сомножитель обра-
щаться в ноль не должен (это ведет к противоречию). Обращение в ноль последне-
го слагаемого достигается выполнением равенства f = u−2. Проверка показывает,
что это значение f удовлетворяет определяющему соотношению. При этом полу-
чаем

ζ = −
∫
u2 dx+

∫
λ−1u2

y dy. (2.3.5)

Решение уравнения (2.3.0) получится подстановкой решения уравнения (2.3.1) в
(2.3.5).
4. Уравнение (№ 4) [1]:

F4 ≡ zxy +
∂

∂x
[g(x)ez] = 0. (2.4.0)

Решим задачу приведения этого уравнения к линейному

MΦ : Φ ≡ uxy − g′

g
uy = 0, u = ψ(x) + g(x)φ(y) (2.4.1)

преобразованием

T4F4

∣∣∣
DMΦ

≡ 0, T4 : z = ζ(z, y, u, u
1
). (2.4.2)

Расщепление (2.4.2) по uxxuyy, uxx, uyy на многообразии (2.4.1) дает, соответ-
ственно, уравнения

ζuxuy
= 0,

ζyux
+ uyζuxu +

g′

g
uyζuxux

+ geζζux
= 0,

ζxuy
+ uxζuuy

+
g′

g
(uyζuyuy

+ ζuy
) = 0.

Пусть ζux
= 0. Тогда возможно дальнейшее расщепление по ux:

ζuuy
= 0, ζyu + uyζuu + geζζu = 0.

Слагаемые, остающиеся после расщепления и не содержащие u
2
и ux, дадут еще

одно уравнение

ζxy +
g′

g
uyζu + uyζxu +

g′

g
uyζyuy

+ g′eζ + geζ
[
ζx +

g′

g
uyζu

]
= 0.

Пусть, далее ζyuy
= ζxuy

= ζy = 0. Теперь система определяющих уравнений
станет такой:

uyζuyuy
+ ζuy

= 0,

uyζuu + geζζu = 0,
g′

g
uyζu + uyζxu + g′eζ + geζ

[
ζx +

g′

g
uyζuy

]
= 0.

(2.4.3)
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ζ ищем в виде

ζ = lnϕ(uy) − lnψ(u, x).

Первое из уравнений (2.4.3) теперь дает:

ϕ̈− ϕ−1ϕ̇2 = −ϕ̇u−1
y , (2.4.4)

второе —

uy

(
ψuu
ψ

− ψ2
u

ψ2

)
+ g

ψu
ψ
ϕ = 0. (2.4.5)

Из последнего сразу же получаем, что ϕ = c1uy (c1 = const), а уравнение (2.4.5)
приобретает вид

ψuu − ψ2
u

ψ
+ c1g

ψu
ψ

= 0. (2.4.6)

Решение этого уравнения нетрудно найти

ψ = c3(x)
[
exp c2(x)u− c1c

−1
2 (x)g(x)

]
, (2.4.7)

c2, c3 — произвольные функции от x.
Третье уравнение системы (2.4.3) для ψ дает выражение

2c1 − gc1ψgψ
−1 − g−1ψu − ψug + ψuψgψ

−1 = 0. (2.4.8)

Расщепление (2.4.8) по exp 2c2u дает уравнение

g−1c23c2 + c3 [(ċ3)gc2 + c3(ċ2)g + c3c2(ċ2)g] − c3c2 [(ċ3)g + c3(ċ2)g] = 0. (2.4.9)

После простых преобразований оно примет вид

(ċ2)g = −g−1c2. (2.4.10)

Решение этого уравнения легко найти:

c2(x) = αg−1. (2.4.11)

Здесь α — произвольная постоянная.
Оставшиеся два уравнения, получающиеся из (2.4.8) расщеплением по exp c2u,

выполняются при этом тождественно. Искомая подстановка приобретает вид

ζ1 = ln
c1uy

c3(x) exp(αg−1u) − c1g2α−1
. (2.4.12)

В случае c2 ≡ 0 находим

ψ = c1gu+ c4,

c4 — постоянная интегрирования. Нелокальная замена в этой случае оказывается
такой:

ζ2 = ln
c1uy

c1gu+ c4
. (2.4.13)



О линеаризации некоторых нелинейных уравнений 189

Соответствующие две формы решения уравнения (2.4.0) запишем в виде

z1 = ln
c1φ

′(y)g(x)
c3(x) exp(αg−1[ψ(x) + φ(y)g(x)]) − α−1c1g2

, (2.4.14)

z2 = ln
c1φ

′(y)g(x)
c1g(x)[ψ(x) + φ(y)g(x)] + c4

. (2.4.15)

Замечание. Уравнение (2.4.0) может быть проинтегрировано иначе. Для этого
заметим, что его можно записать в виде

∂

∂x
[zy + g(x)ez] = 0,

откуда

zy + g(x)ez = G′(y). (2.4.16)

G′(y) — произвольная функция. Выполняя замену z = u+G(y) в (2.4.16), получаем

uy + g(x) expG(y) expu = 0.

Разделяя переменные и интегрируя, находим

exp(−u) = g(x)
∫

expG(y) dy + f(x).

Введем обозначение:
∫

expG(y)dy ≡ F (y). Тогда: G(y) = lnF ′(y) и

u = − ln[g(x)F (y) + f(x)].

Решение уравнения (2.4.0) теперь может быть записано в виде

z = lnF ′(y) − ln[g(x)F (y) + f(x)].

Данному решению отвечает следующая задача приведения: для уравнения wx = 0
следует найти преобразование T такое, что

Twx

∣∣∣
M(2.4.0)

≡ 0, T : w = ζ(x, z, zy).

Решая эту задачу, получаем подстановку

w = zy + g(x)ez.

Учитывая, что w = G′(y), можем выразить z как функцию от w, решая уравнение
(2.4.16).

Следующие ниже уравнения объединяет то, что все они допускают линеариза-
цию точечной заменой всех переменных.
5. Уравнение (№ 8):

F5 ≡ zyzxx − zxzxy = 0. (2.5.0)

Первое решение. Ищем преобразование вида T : z = ζ(u), которое позволило
бы привести (2.5.0) к уравнению

M : ux − [ψ′(y)]−1uy = 0.
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Для последнего, как известно, решение можно записать так:

u = Φ(x+ ψ(y)).

Соотношение, определяющее приводимость, имеет вид

TF5

∣∣∣
DM

≡ 0. (2.5.0′)

Подстановка в него значений производных, вычисленных на M, дает

uy(ψ′)−1uxyζu − uxuxyζu ≡ 0

или

uxyζu

(
uy

1
ψ′ − ux

)
≡ 0.

Полученный результат означает, что ζ(u) — произвольная функция. Решение урав-
нения (2.5.0), следовательно, может быть записано в виде

z = f(x+ ψ(y)).

Второе решение. Решим задачу об отыскании уравнения F (z) = 0, получаю-
щегося в результате преобразования (1.3.0) уравнения uξη = 0.

Воспользуемся формулами (1.5.0) для преобразования переменных

T5 : ζ = x, ε = z, κ = y.

Получим:

Dxζ = 1, Dyζ = 0, Dijζ = 0 (i, j = x, y),
Dxκ = 0, Dyκ = 1, Dijκ = 0,
Dxε = zx, Dyε = zy, Dijε = zij ,

δ = zx, K = zy, H = 1, uξ = z−1
x ,

P = −zxx, Q = −zyy, R = −zxy, uη = −zyz−1
x .

(2.5.1)

Вычисляя uξη, находим

uξη = [zxzxy − zyzxx]z−3
x = 0, (2.5.2)

т.е. как раз уравнение (2.5.0). Решение последнего получим, заменяя u, ξ, η их
значениями на MF :

u = φ(ξ) − ψ(η), =⇒ x = φ(z) − ψ(y),

что эквивалентно найденному выше первым методом.
Ближайшее обобщение уравнения (2.5.0) наиболее просто получим, задавая,

например, уравнение

uξη = αS(uξ) + βN(uη) + γT (u). (2.5.3)

Если здесь α, β, γ выбрать функциями ξ, получим уравнение

zxzxy − zyzxx = z3
x

{
α(z)S

(
1
zx

)
+ β(z)N

(
−zy
zx

)
+ γ(z)T (x)

}
. (2.5.4)
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По известному решению уравнения (2.5.3) легко, как было показано, строится
решение нелинейного уравнения (2.5.4).

Иной способ построения более общих нелинейных уравнений можно получить
изменением преобразования переменных. Так, выбирая преобразование T в виде

ζ = x, ε = sin z, κ = y,

получаем

δ = zx cos z, uη = −zy
zx
, −P = zxx cos z − zx sin z,

K = zy cos z, uξ = (zx cos z)−1, −Q = zyy cos z − zy sin z,
H = 1, −R = zxy cos z − zy sin z,

а уравнение оказывается таким:

zxzxy − zyzxx = z3
x cos2 z

{
αS

(
1

zx cos z

)
+ βN

(
−zy
zx

)
+ γT (x)

}
.

Замечание. Уравнение (2.5.0) можно решить иначе. Рассмотрим уравнение
wx = 0, решение которого запишем в виде w = c1(y). Найдем преобразование
T такое, что

Twx

∣∣∣
M(2.5.0)

≡ 0, w = ζ(zx, zy).

Получим

zxyζzy
+ zxxζzx

∣∣∣
zxy=zyz

−1
x zxx

≡ 0

или

zyζzy
+ zxζzx

= 0.

Отсюда

ζ = f1

(
zx
zy

)
.

Чтобы выразить z через w, следует решить уравнение

zx − [ψ′(y)]−1zy = 0.

Получим

z = f(x+ ψ(ψ(y)).

6. Уравнение (№ 9):

F6 ≡ zyzxy − zxzxy = 0 (2.6.0)

аналогично предыдущему. В этом случае также можно указать несколько способов
решения. Первый — решение задачи приведения к уравнению

uy − [ψ′(y)]−1ux = 0.
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Второй — преобразование уравнения uξη = 0 заменой

T4 : ζ = y, ε = z, κ = x,

δ = −zy, K = −zx, H = −1, uξ = z−1
y ,

P = zxx, Q = zyy, R = zxy, uη = −zx
zy
.

(2.6.1)

Находим

uξη = z−3
y (zxzyy − zyzxy) = 0.

Преобразование уравнения (2.5.3) при α(ξ), β(ξ), γ(ξ) дает в этом случае уравне-
ние

F6 = z3
y

{
α(z)S

(
1
zy

)
+ β(z)N

(
−zx
zy

)
+ γ(z)T (y)

}
.

Замечание. Это уравнение (2.6.0) может быть приведено к wy = 0

Twy

∣∣∣
M(2.6.0)

≡ 0, w = [ψ′(x)]−1.

Подстановка будет иметь вид

w = f1

(
zx
zy

)
.

Решая уравнение

zy − [ψ′(x)]−1zx = 0,

получаем z = f(y + ψ(x)).
7. Уравнение (№ 11):

F7 ≡ zyzxy − zxzyy − z3
y = 0 (2.7.0)

может быть построено как частный случай предыдущего, в котором следует поло-
жить uξη = 1. Выполним преобразование (2.6.1). Получим

uξη = (−zy)3(zxzyy − zyzxy) = 1.

Уравнение (2.7.0) может быть получено иначе. Полагая исходное уравнение таким:
uξη = −1, и выполняя преобразование

T : ζ = −y, ε = x, κ = z,

найдем δ = zy, K = 1, H = zx, P = zxx, Q = zyy, R = zxy,

uξη = z−3
y (zxzyy − zyzxy) = −1.

Для уравнения (2.7.0) может быть решена также еще одна задача приведения — к
уравнению wy = 0, имеющему решение вида w = f ′(x):

Twy

∣∣∣
M(2.7.0)

≡ 0, w = ζ(z, zx, zy).
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Расщепление по производным z
2
дает

zxζzx
+ zyζzy

= 0,

откуда ζ = Φ(α, z), α ≡ zx

zy
.

Второе уравнение оказывается таким:

Φz + Φα = 0.

Таким образом, окончательно получим

ζ = Φ(zxz−1
y − z).

8. Уравнение (№ 14):

F8 ≡ zy(1 + zy)zxx − (1 + 2zy)(1 + zx)zxy + (1 + zx)2zyy = 0. (2.8.0)

Выполним преобразование

T8 : ζ = x, ε = x+ y + z, κ = x+ y,

уравнения uξη = 0 с решением u = φ(ξ) + ψ(η). Получим

δ = −(1 + zx), K = (1 + zy), H = zy, uη =
1 + zy
1 + zx

,

uξ = −zy(1 + zx)−1, P = zxx, Q = zyy, R = zxy.

Подставляя в выражение uξη из (1.5.0), находим

uξη =
−1

(1 + zx)3
[
zy(1 + zy)zxx + (1 + zx)2zyy − zxy(1 + 2zy)(1 + zx)

]
= 0,

что при zxzy �= 1, zx �= −1 дает (2.8.0), решение которого имеет вид

x = φ(x+ y + z) + ψ(x+ z).

Выбирая в качестве исходного уравнение (2.5.3), получим такое обобщение урав-
нения (2.8.0):

F8 = −(1 + zx)3
{
αS

( −zy
1 + zx

)
+ βN

(
1 + zy
1 + zx

)
+ γT (x)

}
.

9. Уравнение (№ 15):

F9 ≡ zyzxx − (1 + zx + zy)zxy + (1 + zx)zyy = 0 (2.9.0)

получается из uξη = 0 (u = φ(ξ) + ψ(η)) преобразованием

T9 : ζ = z, ε = x+ z, κ = x+ y.

При этом

δ = 1 + zx − zy, K = −zy, H = zx − zy, uη = zy(1 + zx − zy),

uξ =
zx − zy

1 + zx − zy
, P = zxx, Q = zyy, R = zxy.
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Вычисляя uξη, получаем (2.9.0)

uξη = (1 + zx − zy)−3 [zxxzy + zyy(1 + zx) − zxy(1 + zx + zy)] = 0.

Решение этого уравнения имеет вид

z = φ(x+ z) + ψ(x+ y).

Преобразование уравнения (2.5.3) дает результат

F9 = [1 + zx − zy]3
{
αS

(
zx − zy

1 + zx − zy

)
+ βN

(
zy

1 + zx − zy

)
+ γT (z)

}
.(2.9.1)

10. Уравнение (№ 17):

F10 ≡ (ex − 1)(zyzxx − zxzxy) − zxzye
x = 0. (2.10.0)

Выполним преобразование

T10 : ζ = x− ex, ε = z, κ = y,

уравнения uξη = 0. В этом случае

δ = zx, K = zy(1 − ex), H = (1 − ex),

uξ =
1 − ex

zx
, uη = − (1 − ex)zy

zx
,

−P = zxx(1 − ex) + zxe
x, −Q = zyy(1 − ex), −R = zxy(1 − ex).

Вычисляя теперь uξη, получаем

uξη = (−zx)3 [zxzyex + (1 − ex)zyzxx − zxzxy(1 − ex)] = 0,

откуда следует (2.10.0). Решение последнего имеет вид

x− ex = φ(z) − ψ(y).

В рассмотренном примере, как и в предыдущем, легко можно построить обобщение
уравнения (2.10.0), усложняя, например, исходное уравнение до (2.5.3).

Для уравнения (2.10.0) возможно решение другой задачи приведения. Выберем
в качестве исходного такое линейное уравнение:

Φ ≡ wx + ex(1 − ex)−1w = 0. (2.10.1)

Найдем преобразование T такое, что

TΦ(w)
∣∣∣
M(2.10.0)

≡ 0, w = ζ(zx, zy). (2.10.2)

Тогда

zxyζzy
+ zxxζzx

+ ex(1 − ex)ζ
∣∣∣
M
≡ 0

или

zxyζzy
− ex(1 − ex)−1ζzx

+ zxyzxz
−1
y ζzx

+ ex(1 − ex)−1ζ ≡ 0.
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Расщепление по zxy дает

zyζzy
+ zxζzx

= 0, (2.10.3)

откуда следует ζ = f
(
zx

zy

)
, что удовлетворяет и второму уравнению, остающемуся

от (2.10.3):

zxζzx
− ζ = 0.

Решение (2.10.1) имеет вид w = F (y)(ex − 1). Поэтому из замены

zxz
−1
y = F (y)(ex − 1)

находим z = ω(ex − x+ F (y)).
11. Уравнение (№ 18) [1]:

F11 ≡ zy(1 + zy)zxx − (1 + zx + zy + 2zxzy)zxy + zx(1 + zx)zyy = 0. (2.11.0)

Данное уравнение получим из uξη = 0 подстановкой

T11 : ζ = z, ε = x+ z, κ = y + z.

При этом

δ = 1 + zx + zy, K = −zy, H = zx, uη =
zy

1 + zx + zy
,

uξ =
zx

1 + zx + zy
, P = zxx, Q = zyy, R = zxy.

Вычисление uξη дает уравнение (2.11.0). Решение его таково:

z = φ(x+ z) + ψ(y + z).

Преобразованием уравнения (2.5.3) получим

F11 = (1 + zx + zy)3
[
αS

(
zx

1 + zx + zy

)
+ βN

(
zy

1 + zx + zy

)
+ γT (z)

]
.

12. Уравнение (№ 23):

F12 ≡ z(zyzxy − zxzyy) ± zxz
2
y = 0. (2.12.0)

Исходным здесь может быть взято уравнение

uξη = η−1uξ, (2.12.1)

имеющее решением функцию u = φ(η) + ηψ(ξ).
Выполним следующее преобразование уравнения (2.12.1):

T12 : ζ = y, ε = x, κ = ±z.
При этом находим

δ = ±zy, K = −1, H = ∓zx, uη = ±z−1
y ,

uξ = ∓zxz−1
y , P = −zxx, Q = −zyy, R = −zxy.
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Полученные выражения позволяют вычислить производные uξη и uξ на M много-
образии. Подставим их в (2.12.1), получим

uξη = [∓zyzxy ± zxzyy] (±zy)−3 = ∓ zx
zyz

= η−1uξ.

Решение (2.12.0) может быть, следовательно, записано в виде

y = φ(z) ± zψ(x).

Потребовав, чтобы исходное уравнение имело вид (2.5.3) с α, β, γ, зависящими от
η, придем к такому обобщению (2.12.0)

zyzxy − zxzyy = z3
y

[
α(z)S

(
−zx
zy

)
+ β(z)N

(
1
zy

)
+ γ(z)T (y)

]
.

В частности, потребовав, чтобы (2.5.3) имело вид

uξη =
1

f(η)
uξ, (η = z),

получим

f(z)[zyzxy − zxzyy] = −zxz2
y .

Решение этого уравнения выглядит так:

y =
∫
φ(x) exp

∫
f−1(z) dz dx+ ψ(z).

13. Уравнение (№ 12):

F13 ≡ z2
yzxx − 2zxzyzxy + z2

xzyy = 0 (2.13.0)

может быть получено преобразованием

T13 : ζ = y, ε = x, κ = z

уравнения uξξ = 0 с решением u = ξφ(η) + ψ(η). В самом деле

δ = zy, K = −1, H = −zx, uη = z−1
y ,

uξ = −zxz−1
y , P = −zxx, Q = −zyy, R = −zxy.

Вычисляя uξξ и приравнивая результат нулю, приходим к (2.13.0). Решение запи-
сывается в виде

y = φ(z)x+ ψ(z).

В случае преобразования T13 уравнения

uξξ = α(η)S(uξ) + β(η)N(uη) + γ(η)T (u) (2.13.1)

получим

F13 = z3
y

[
α(z)S

(
−zx
zy

)
+ β(z)N

(
1
zy

)
+ γ(z)T (y)

]
.



О линеаризации некоторых нелинейных уравнений 197

14. Уравнение (№ 13):

F14 ≡ z2
yzxx − 2zxzyzxy + z2

xzyy − zxz
2
y = 0 (2.14.0)

получается как частный случай предыдущего (2.13.1).
Выполним преобразование

T14 : ζ = y, ε = x, κ = z

уравнения uξξ = uξ, имеющего решение u = eξφ(η) + ψ(η). Решение уравнения
(2.14.0) запишется в виде

y = exφ(z) + ψ(z).

15. Уравнение (№ 16) [1]:

F15 ≡ (b+ zy)2zxx − 2(a+ zx)(b+ zy)zxy + (a+ zx)2zyy = 0 (2.15.0)

получается из uξξ = 0 заменой

T15 : ζ = z, ε = x, κ = ax+ by + z.

При этом находим

δ = b+ zy, K = −zy, H = zx(b+ zy) − zy(a+ zx),

uη = zy(b+ zy)−1, uξ = zx − zy
a+ zx
b+ zy

,

P = bzxx, Q = bzyy, R = bzyy.

С помощью полученных выражений вычислим uξξ. Приходим к (2.15.0). Решение
этого уравнения имеет вид (u = ξφ(η) + ψ(η)):

z = xφ(ax+ by + z) + ψ(ax+ by + z).

Преобразованием уравнения (2.13.1) получим

F15 = b−1(b+ zy)3
{
αS

[
zx − zy

a+ zx
b+ zy

]
+ βN

(
zy

b+ zy

)
+ γT (z)

}
.

Уравнения, которые будут рассмотрены ниже, объединяет то, что все они допу-
скают линеаризацию посредством нелокального преобразования всех переменных.
16. Уравнение (№ 21) [1]:

F16 ≡ zxx + zxzyy ∓ zyzxy = 0. (2.16.0)

Поставим следующую задачу приведения: найти преобразование

T16 :

z = ζ(ξ, η, u, u
1
, u
2
),

x = ε(ξ, η, u, u
1
, u
2
),

y = κ(ξ, η, u, u
1
, u
2
),

(2.16.1)

осуществляющее приведение (2.16.0) к уравнению uξη = 0 по схеме

T16F16

∣∣∣
DM

≡ 0.
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Полученное преобразование может быть полезно для построения решения урав-
нения (2.16.0) в основном в тех случаях, когда (2.16.1) есть линейные функции
(возможно с переменными коэффициентами), т.е.

ζ = αuξξ + βuξ + γuηη + δuη + νu+ c1,

ε = huξξ + luξ + kuηη +muη + nu+ c2,

κ = auξξ + buξ + cuηη + duη + eu+ c3,

(2.16.2)

Здесь все коэффициенты — функции ξ, η. Выписывать значения производных
на M не будем ввиду их громоздкости. Определяющее соотношение может быть
записано так:

P
[
δ(Dηκ)2 +H(Dηε)2 ±KDηκDηε

]
+Q

[
δ(Dξκ)2 +H(Dξε)2 ±KDξκDξε

]−
−R [2δDξκDηκ + 2HDξεDηε±K(DξεDηκ +DηεDξκ)]

∣∣∣
DM

≡ 0.

Легко увидеть, что uξξξξ встретится лишь в P , а uηηηη — только в Q. Отсюда
следует, что R = 0. Выполняя дальнейшее расщепление в P и Q по u

4
и затем по u

3
,

получаем систему большого числа простых уравнение, позволяющую в завершение
процесса решения получить замену

ζ = ξ2uξξ − 2ξuξ + 2u+ η2uηη − 2ηuη + c1,

ε = −(uξξ + uηη) + c2,

κ = ±(ξuξξ − uξ + ηuηη − uη) + c3.

(2.16.3)

Проверим, что преобразование (2.16.3) в самом деле дает решение задачи. Вычи-
сление дает следующие результаты на M:

Dξζ = ξ2uξξξ, Dξε = −uξξξ, Dξκ = ±ξuξξξ,
Dηζ = η2uηηη, Dηε = −uηηη, Dηκ = ±ηuηηη,
Dξξζ = 2ξuξξξ + ξ2uξξξξ, Dξξε = −uξξξξ, Dξξκ = ±(uξξξ + ξuξξξξ),
Dηηζ = 2ηuηηη + η2uηηηη, Dηηε = −uηηηη, Dηηκ = ±(uηηη + ηuηηηη),
Dξηζ = 0, Dξηε = 0, Dξηκ = 0.

Отсюда легко найти значения вспомогательных величин

δ = ∓uξξξuηηη(η − ξ), K = ∓δ(η + ξ), H = δ(ξη),
zy = ±(η + ξ), zx = ξη, P = δ(ξ − η)uξξξ, Q = δ(η − ξ)uηηη.

Производные второго порядка теперь вычисляются весьма просто:

zxx = ∓δ−1
[
ξ2uξξξ − η2uηηη

]
,

zyy = ∓δ−1 [uξξξ − uηηη] ,
zxx = ∓δ−1 [ξuξξξ − ηuηηη] .

Подстановка найденных выше выражений производных на многообразии в (2.16.0)
обращает последнее в тождество. Следовательно, (2.16.3) есть искомое преобразо-
вание. Замечая, что u = φ(ξ) + ψ(η), запишем решение уравнения (2.16.0)

z = ξ2φ′′ − 2ξφ′ + 2(φ+ ψ) + η2ψ′′ − 2ηψ′ + c1,

x = −(φ′′ + ψ′′) + c2,

y = ±(ξφ′′ − φ′ + ηψ′′ − ψ′) + c3.
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Здесь c1, c2, c3 — произвольные постоянные.
17. Уравнение (№ 10):

F17 ≡ zxy −
(
zxxzyy − z2

xy

)
= 0. (2.17.0)

Будем искать линейное преобразование

T17 :
ζ = βuξ + δuη + νu+ c1,

ε = luξ +muη + nu+ c2,

κ = buξ + duη + eu+ c3,

(2.17.1)

осуществляющее приведение к уравнению uξη = 0 по схеме

T17F17

∣∣∣
DM

≡ 0. (2.17.2)

Определяющее соотношение (2.17.2) запишем так:

[PDηεDηκ +QDξκDξε−R(DξεDηκ +DηεDξκ)] δ3−
−
{
P 2(Dηκ)2(Dηε)2 + PQ(Dηκ)2(Dξε)2 − 2RP (Dηκ)2DξεDηε+

+QP (Dξκ)2(Dηε)2 +Q2(Dξκ)2(Dξε)2 − 2RQ(Dξκ)2DξεDηε−
−2RP (Dηε)2DξκDηκ − 2RQ(Dξε)2DξκDηκ + 4R2DξκDηκDξεDηε−
−P 2(Dηε)2(Dηκ)2 −Q2(Dξκ)2(Dξε)2 −R2(DξεDηκ +DηεDξκ)2+
+2RPDηκDηε(DξεDηκ +DηεDξκ) − 2PQDξκDηκDξεDηε+

+2RQDξκDξε(DξεDηκ +DηεDξκ)
}∣∣∣

DM
≡ 0.

(2.17.3)

Здесь слагаемые с P 2 и Q2 взаимно уничтожаются. Следует учесть, что uξξξ
содержится только в P , а uηηη — в Q; R не зависит от u

3
. Выполняя расщепление в

оставшихся слагаемых (2.17.3) по произведению uξξξuηηη, по uξξξ и uηηη, получим
систему определяющих уравнений. Решение последней имеет вид

ζ = ξη + ξuξ + ηuη − u+ c1,

ε = uξ + η + c2,

κ = uη + ξ + c3.

(2.17.4)

Здесь c1, c2, c3 — постоянные интегрирования.
Убедимся в том, что найденная подстановка в самом деле осуществляет приве-

дение уравнений. Простые вычислений дают

Dξζ = η + ξuξξ, Dξξζ = uξξ + ξuξξξ, Dξηζ = 1, Dηζ = ξ + ηuηη,

Dηηζ = uηη + ηuηηη, Dξε = uξξ, Dηε = 1, Dξξε = uξξξ,

Dξηε = Dηηε = 0, Dξκ = 1, Dηκ = uηη, Dηηκ = uηηη,

Dξηκ = Dξξκ = 0, δ = uξξuηη − 1, K = −ηδ,
H = ξδ, P = uξξδ, Q = uηηδ, R = δ.

Теперь легко вычисляются значения z
2

zxx = uηηδ
−1, zyy = uξξδ

−1, zxy = δ−1.
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Подставляя их в (2.17.0) на многообразии, убеждаемся в том, что результат верен:(
uηηuξξδ

−2 − δ−2
)− δ−1 ≡ 0.

Решение получим, подставив в (2.17.4)

z = ξη + ξφ′ + ηψ′ − φ− ψ + c1,

x = φ′ + η + c2,

y = ψ′ + ξ + c3.

(2.17.5)

18. Уравнение (№ 20) (уравнение Plateou) [1, 2]:

F18 ≡ (1 + z2
y

)
zxx − 2zxzyzxy +

(
1 + z2

x

)
zyy = 0. (2.18.0)

Покажем, что преобразование (подстановка Монжа (Моngе))

T18 :
ζ = i

∫ (
1 + u2

ξ

)1/2
dξ + i

∫ (
1 + u2

η

)1/2
dη + c1,

ε = ξ + η + c2,

κ = u+ c3, ci (i = 1, 3) — const

(2.18.1)

является преобразованием, осуществляющим приведение (2.18.0) к уравнению
uξη = 0 по схеме

T18F18

∣∣∣
DM

≡ 0, u = φ(ξ) + ψ(η). (2.18.2)

Вычислим значения на многообразии вспомогательных величин

Dξε = 1, Dηε = 1, Dijε = 0, Dξκ = uξ, Dηκ = uη,

Dijκ = 0, Dξζ = i
(
1 + u2

ξ

)1/2

, Dξξζ = iuξuξξ

(
1 + u2

ξ

)−1/2

,

Dηζ = i
(
1 + u2

η

)1/2
, Dηηζ = iuηuηη

(
1 + u2

η

)−1/2
,

δ = uη − uξ, K = i
(
1 + u2

ξ

)1/2

− i
(
1 + u2

η

)1/2
, R = 0,

H = i
(
1 + u2

ξ

)1/2

uη − i
(
1 + u2

η

)1/2
uξ,

P = iδuξuξξ

(
1 + u2

ξ

)−1/2

+ iuξξ

[(
1 + u2

ξ

)1/2

− (1 + u2
η

)1/2]
,

Q = iδuηuηη

(
1 + u2

ξ

)−1/2

+ iuηη

[(
1 + u2

ξ

)1/2

− (1 + u2
η

)1/2]
.

(2.18.3)

Определяющее соотношение на многообразии имеет вид[
1 +K2δ−2

] [
Pu2

η +Qu2
ξ

]
+ 2KHδ−2[Puη +Quξ]+

+
[
1 +H2δ−2

]
[P +Q]

∣∣∣
DM

≡ 0.
(2.18.4)

Выполняя здесь все действия, убеждаемся в справедливости тождества (2.18.2).
Решение уравнения (2.18.0) выглядит следующим образом:

z = i

∫ (
1 + φ′2

)1/2
dξ + i

∫ (
1 + ψ′2)1/2 dη + c1,

x = ξ + η + c2,

y = u+ c3.



О линеаризации некоторых нелинейных уравнений 201

19. Уравнение (№ 22) [1]:

F19 ≡ (zy + yzyy)(zxx + 1) − (yzxy − zx − x)zxy = 0,

≡ (zxxzyy − z2
xy

)
+
zy
y
zxx + zyy +

zx + x

y
zxy +

zy
y

= 0.
(2.19.0)

Покажем, что уравнение (2.19.0) может быть приведено к линейному

Mw : wyy + ξy−1wξy + y−1wy = 0. (2.19.1)

Решение последнего легко находится из задачи приведения к уравнению uξη = 0.
Подстановка оказывается такой:

η = κ(ξ, y, w) =
ξ

y
, ξ = ε(ξ, η, w) = ξ, u = ζ(ξ, y, w) = w,

δ = − ξ

y2
, K = −wy, H = −1

y

(
ξ

y
wξ + wy

)
,

P = − ξ

y2
wξξ, Q = δ

(
wyy +

2
y
wy

)
, R = δ

(
wξy − 1

ξ
wy

)
.

При этом решение (2.19.1) записывается в следующем виде (u = φ(ξ) + ψ(η)):

w = φ(ξ) − ψ

(
ξ

y

)
. (2.19.2)

Преобразование, осуществляющее приведение (2.19.0) к (2.19.1)

T19 :
ζ = −ξwξ − 1

2
w2
ξ + w + c1,

ε = −wξ,
κ = y

дает следующие значения вспомогательных величин на многообразии:

δ = −wξξ, H = δ(ξ + wξ), K = −δ
(

1
2
wξηwξ + wy

)
, P = −δw2

ξξ,

R = δ2wξy, Q = δ

{
−1

2
w2
ξη +

1
2
wξ

(
2
y
wξη +

ξ

y
wξξy

)
− ξ

y
wξy − 1

y
wy

}
.

Подстановка последних в (2.19.0) обращает его в тождество. Решение уравнения
(2.19.0) имеет вид

z = −ξx− 1
2
x2 + φ(ξ) − ψ

(
ξ

y

)
+ c1,

x = −
(
φ′ − 1

y
ψ′
)
, y = y,

иди в другой форме

z = −ξx− 1
2
x2 + φ(ξ) − ψ

(
ξ

y

)
+ c1,

x = −φ′ + 1
y
ψ′, y = y.
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20. Уравнение ( № 19) [1]:

F20 ≡ [zxx − zxzyy]2 − z2
yzxxzyy = 0. (2.20.0)

В отличие от рассмотренных ранее уравнений подстановка, осуществляющая при-
ведение этого уравнения, зависит сразу от двух различных решений последнего.
Это соответствует заданию многообразия системой двух линейных уравнений

MS : uξ = 0, vη = 0. (2.20.1)

Решая систему определяющих уравнений, найдем

T20 :

ζ =
1
3
(
2η − ξ3

)
u′ − 2

3
u+

∫
ξ4v′ dξ + c1,

ε =
1
ξ
u′ + v + c2,

κ = ξu′ −
∫
ξ2v′ dξ + c3, ci = const.

(2.20.2)

Покажем, что данное преобразование обеспечивает приведение уравнения (2.20.0)
к системе (2.20.1). Вычислял вспомогательные величины на многообразии, полу-
чаем

δ = 2ξ−1u′′
(
ξ2v′ − u′

)
, K = δ(3ξ)−1

(
2ξ3 − η

)
, H =

1
3
δξ
(
ξ3 + η

)
,

P =
2
3
δ(ξv′ − u′)

(
4ξ2 + η

)
, Q =

2
3
δu′′, R ≡ 0,

zxx =
2
3
δ−2
(
ξ2v′ − u′

)
u′′
[
ξ2
(
4ξ2 + η

)
u′′ + ξ2v′ − u′

] ≡ A �= 0,

zyy = ξ−4A, zx =
1
3
ξ
(
ξ3 + η

)
, zy = − 1

3ξ
(
2ξ2 − η

)
.

Определяющее соотношение

T20F20

∣∣∣
DMS

≡ 0

с учетом полученных результатов принимает вид

A2
{

1 + 9−1ξ−6
(
ξ3 + η

)2 − ξ−4
[
2 · 3−1ξ

(
ξ3 + η

)
+ 9−1ξ−2

(
2ξ3 − η

)2]} ≡ 0,

откуда видно, что тождество выполняется за счет обращения в ноль сомножителя.
Заменяя в (2.20.2) u и v произвольными функциями φ(η) и ψ(ξ) получаем решение
уравнения (2.20.0).
21. Уравнение (№ 3) Лиувилля [1]:

F21 ≡ zxx + zyy + λ2
1he

2hz = 0. (2.21.0)

Здесь, как и в предыдущем случае, многообразие зададим системой уравнений,
дополненной условиями Коши–Римана:

MS :
φxx + φyy = 0, φx = −ψy,
ψxx + ψyy = 0, φy = ψx.

(2.21.1)
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При u = φ± iψ это отвечает уравнению uxx + uyy = 0.
Линеаризующее преобразование ищем в виде

T21 : z = α ln ζ(φ, ψ, φx, φy), (α = const). (2.21.2)

Определяющее соотношение будет таким:

T21F21

∣∣∣
DMS

≡ 0. (2.21.3)

Подставляя значения z
2
, вычисленные на DMS , в (2.21.3) и выполняя расщепление

по φ2
xx и φ

2
xy, находим

ζφxφx
− ζ−1ζ2

φx
+ ζφyφy

− ζ−1ζ2
φy

= 0. (2.21.4)

Расщепление по φxx и φxy даст совпадающие уравнения вида

φy[ζψζφx
− ζφζφy

− ζ(ζφxψ − ζφyψ)]+
+φx[ζφζφx

+ ζψζφy
− ζ(ζψφx

+ ζψyψ)] ≡ 0.
(2.21.5)

Легко убедиться, что данное уравнение обладает решением

ζ = w−1(φ, ψ)
[
φ2
x + φ2

y + c
]
, (2.21.6)

где w(φ, ψ) — произвольная функция. Последнее уравнение, остающееся после
расщепления, но содержащее φij , таково:

φ2
x

[
ζ2
φ + ζ2

ψ − ζ(ζφφ + ζψψ)
]
− 4α−1λ2hζ2αh+2+

+φ2
y

[
ζ2
φ + ζ2

ψ − ζ(ζφφ + ζψψ)
]

= 0, (4λ2 = λ2
1).

(2.21.7)

Если в него подставить ζ из (2.21.6), получим α = (2h)−1, c = 0, и уравнение

wφφ + wψψ − w−1
(
w2
φ + w2

ψ

)
= 8λ2h2 ≡ k. (2.21.8)

Рассмотрим уравнение

uxx + uyy − u−1
[
u2
x + u2

y

]
= k. (2.21.8′)

Будем искать решения вида u = u(x+ y). Тогда

u′′ − u−1(u′)2 =
1
2
k.

Решая последнее, находим

d(u− a)√
(u− a)2 − a2

=
√
cdx, (2.21.9)

где a = k(2c)−1, c — произвольная постоянная. Интегрирование (2.21.9) дает не-
сколько форм решений уравнения (2.21.8′):

1) a2 > 0, c �= 0,

u1,2 =
k

2c

{
ch

∓i sh
[√
c(x+ y) +A1

]
+ 1
}

;
(2.21.10)
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2) a2 > 0, c = 0,

u3 = −k
4
[x+ y +A3]2;

(2.21.11)

3) a2 = −b2 < 0, c �= 0,
√
c = (i± 1)

√
σ
2 , σ ∈ R,

u4,5 = − k

2σ

{
sh

±i ch
[√
c(x+ y) +A4

]
+ 1
}
.

(2.21.12)

Кроме того, можно указать еще одно решение уравнения (2.21.8′)

u6 =
[
x2 + y2 + 1

]2 k
8
, (2.21.13)

которое получится, если рассмотреть случай (i = x, y)

uii = Ni = const, u2
iu

−1 = Mi = const,
∑
i

Ni −
∑
i

Mi = k.

Найденные выше решения уравнения (2.21.8′) можно использовать для построения
решений уравнения (2.21.0). Получим соответственно:

z1,2 =
1
2h

ln
2c
(
φ2
x + φ2

y

)
8h2λ2

{
ch

±i sh [
√
c(φ+ ψ) +A1] + 1

} ; (2.21.10′)

z3 =
1
2h

ln
−4
(
φ2
x + φ2

y

)
8h2λ2(φ+ ψ +A3)2

; (2.21.11′)

z4,5 =
1
2h

ln
−2σ

(
φ2
x + φ2

y

)
8h2λ2

{
sh

±i ch [
√
c(φ+ ψ) +A4] + i

} ,
√
c = (i± 1)

√
σ

2
, σ ∈ R;

(2.21.12′)

z6 =
1
2h

ln
φ2
x + φ2

y

h2λ2 (φ2 + ψ2 + 1)2
. (2.21.13′)

§ 3. Линеаризация некоторых многомерных уравнений
Наличием произвольных функций и постоянных интегрирования в постро-

енных решениях двумерных нелинейных уравнений можно воспользоваться при
отыскании решений некоторых их многомерных обобщений.
1. Один из возможных методов трехмерного обобщения рассмотрим на примере

уравнения (2.1.0). Заметим, что два уравнения

zxy + zzx = 0, z̃xỹ + z̃z̃x = 0

могут быть независимо приведены к линейным uxy = 0 и uxỹ = 0, соответственно,
подстановками (2.1.11′)–(2.1.14′). Это обстоятельство наводит на мысль о суще-
ствовании подстановок, линеаризующих уравнение

zxy + zxt + zzx = 0. (3.1.1)
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Решением задачи приведения могут быть получены подстановки

z1,2 = −2b(uy + ut)
th
cth

[−(bu+ c1)] − uyy
uy

− utt
ut
,

z3 =
2(uy + ut)
u+ c3

− uyy
uy

− utt
ut
,

z4,5 = −2b(uy + ut)
tg

(−1)ctg[bu+ c4] − uyy
uy

− utt
ut
,

и некоторые дополнительные условия на многообразие, вытекающие из системы
определяющих уравнений. Получим эти условия здесь более простым путем, при
этом убедимся в справедливости указанных подстановок. Многообразие зададим
системой соотношений

MS : uxy = uxt = uyt = 0 =⇒ u = φ(y) + ψ(t) + ω(x).

Вычислим производные на многообразии для каждой из подстановок и подставим
найденные значения в уравнение (3.1.1). Потребуем обращения его в тождество на
многообразии. Это возможно при условии

uttu
−2
t + uyyu

−2
y = 0. (3.1.2)

С учетом того, что u = φ(y) + ψ(t) + ω(x), получим два уравнения

φ̈ = λφ̇2, ψ̈ = −λψ̇2, λ = const.

Решение их дает следующие выражения:

φ = − 1
λ
{ln[−(λy +A2)] +A1} ,

ψ = − 1
λ
{ln[λt−A4] +A3} ,

где Ai, i = 1, 4 — произвольные постоянные. Теперь соответствующие решения
имеют вид

z1,2 = λ

[
1

λy +A2
+

1
A4 − λt

]{
2b
λ

th
cth

[
ln
[
λt−A4

−λy −A2

]−b/λ
+ ω1(x) + c1

]
+ 1

}
,

z3 = λ

[
1

λy +A2
+

1
A4 − λt

]{
− 2
λ

[
ln
[
λt−A4

−λy −A2

]1/λ
+ ω2(x) + c2

]
+ 1

}
,

z4,5 = λ

[
1

λy +A2
+

1
A4 − λt

]{
2b
λ

tg
(−1) ctg

[
ln
[
λt−A4

−λy −A2

]b/λ
+ ω4(x) + c4

]
+ 1

}
.

(3.1.3)

При utt = uyy = 0 получим u = ω(x) + αy + βt + γ, α, β, γ — const. Решение
оказываются такими:

z′1,2 = −2b(α+ β)
th
cth

[−b(ω(x) + αy + βt+ γ) + c1],

z′3 =
2(α+ β)

ω3(x) + αy + βt+ c3
,

z′4,5 = −2b(α+ β)
tg

(−1) ctg[b(ω4(x) + αy + βt+ γ) + c4].

(3.1.4)
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2. Рассмотрим уравнение

zxy + zxt + zyt + ez = 0. (3.2.0)

Рассуждая как и в предыдущем случае, находим, что подстановки могут быть
выбраны в виде

z1,2 = ln
[
± b2

a2
(uxuy + utux + uyut)

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
, (3.2.1)

z3 = ln
[∓2(uxuy + utux + uyut)

a2(u+ c3)2

]
, (3.2.2)

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2
(uxuy + utux + uyut)

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
. (3.2.3)

Записанные подстановки могут быть получены вместе с дополнительными услови-
ями решением задачи приведения на многообразие

MS : uxy = uxt = uyt = 0, u = φ(x) + ψ(y) + ω(t). (3.2.4)

Вычислив значения производных па многообразии для каждого из выражений
(3.2.1)–(3.2.3), подставим их в левую часть уравнения (3.2.0). Обращение его в
тождество возможно при выполнении соотношений

φ′′

(φ′)2
= λ,

ψ′′

(ψ′)2
= µ,

ω′′

(ω′)2
= ν, (3.2.5)

где

µ−1 + ν−1 = λ−1, µ, ν, λ — постоянные. (3.2.6)

Нетрудно получить отсюда выражения для φ, ψ, ω:

φ = −λ−1 {ln[−(λx+A2)] +A1} , (3.2.7)

ψ = −µ−1 {ln[−(µy +A4)] +A3} , (3.2.8)

ω = −ν−1 {ln[−(νt+A6)] +A5} . (3.2.9)

Ai, i = 1, 6 — произвольные постоянные. Заметим, что

φ′ = −(λx+A2)−1, ψ′ = −(µy +A4)−1, ω′ = −(νt+A6)−1.

Это позволяет записать несколько форм решения уравнения (3.2.0):

z1,2 = ln
[
± b2

a2

{
1

(λx+A2)(µy +A4)
+

1
(νt+A6)(λx+A2)

+
1

(µy +A4)(νt+A6)

}
×

×
{

1 − th2

cth2

[
ln(−λx−A2)

b√
2λ + ln(−µy −A4)

b√
2µ + ln(−νt−A6)

b√
2ν + c1

]}]
,

z3 = ln
[
∓ 2
a2

{
1

(λx+A2)(µy +A4)
+

1
(νt+A6)(λx+A2)

+
1

(µy +A4)(νt+A6)

}
×
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×
{

ln(−λx−A2)−
1
λ + ln(−µy −A4)−

1
µ + ln(−νt−A6)−

1
ν + c3

}−2
]
, (3.2.10)

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2

{
1

(λx+A2)(µy +A4)
+

1
(νt+A6)(λx+A2)

+
1

(µy +A4)(νt+A6)

}
×

×
{

1 +
tg2

ctg2

[
ln(−λx−A2)

− b√
2λ + ln(−µy −A4)

− b√
2µ + ln(−νt−A6)

− b√
2ν + c4

]}]
,

Условия (3.2.5). (3.2.6) будут выполнены и при φ′′ = ψ′′ = ω′′ = λ = µ = ν = 0,
когда u = αx+ βy + γt+ δ. Решения в этом случае оказываются такими:

z1,2 = ln
[
± b2

a2
(αβ + αγ + βγ)

{
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(αx+ βy + γt+ δ − c1)

]}]
,

z3 = ln
[ ∓2(αβ + αγ + βγ)
a2(αx+ βy + γt+ δ + c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2
(αβ + αγ + βγ)

{
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(αx+ βy + γt+ δ − c4)

]}]
,

(3.2.11)

Замечание. В замечании к п.2 раздела II были построены решения уравнения
(2.2а.0). Это позволяет так же, как это было сделано выше, найти решения урав-
нения

zxx + zyy + ztt + αez = 0, (α = ±a2) (3.2а.0)

сведением к уравнению

uxx + uyy + utt = 0.

Линеаризующие подстановки выберем в виде

z1,2 = ln
[
± b2

a2

(
u2
x + u2

y + u2
t

){
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(u− c1)

]}]
,

z3 = ln

[
∓2
(
u2
x + u2

y + u2
t

)
a2(u+ c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2

(
u2
x + u2

y + u2
t

){
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(u− c4)

]}]
,

(3.2а.1)

Если дополнительно потребовать, чтобы было uij = 0, т.е.

u = αx+ βy + γt+ δ,

получим несколько соответствующих форм решения (3.2а.0)

z1,2 = ln
[
± b2

a2

(
α2 + β2 + γ2

){
1 − th2

cth2

[
− b√

2
(αx+ βy + γt+ δ − c1)

]}]
,

z3 = ln

[
∓2
(
α2 + β2 + γ2

)
a2(αx+ βy + γt+ δ + c3)2

]
,

z4,5 = ln
[
∓ b2

a2

(
α2 + β2 + γ2

){
1 +

tg2

ctg2

[
b√
2
(αx+ βy + γt+ δ − c4)

]}]
.

(3.2а.2)
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Еще одна возможность построения решений уравнения (3.2а.0) связана со следу-
ющим замечанием. Введение новой переменной

η =
1√
2
(y + t)

для

uxx + uyy + utt = 0

дает

M : uxx + uηη = 0

и позволяет записать (3.2а.0) в виде

zxx + zηη + λ2
1he

2hz = 0.

Решения последнего были построены ранее, что позволяет записать такие решения

уравнения (3.2а.0):
(
φ = φ

(
y+t√

2
;x
)
, ψ = ψ

(
y+t√

2
;x
))

,

z′1,2 =
1
2h

ln

[
2
√

2c
(
φ2
x + φ2

η

) (
8h2λ2

)−1
{

ch
±i sh

[√
c(φ+ ψ) +A1

]
+ 1
}−1

]
;

z′3 =
1
2h

ln
[
−4

√
2
(
φ2
x + φ2

η

) (
8h2λ2

)−1 {φ+ ψ +A3}−2
]
;

z′4,5 =
1
2h

ln

[
−2

√
2σ
(
φ2
x + φ2

η

) (
8h2λ2

)−1
{

sh
± ch

[√
c(φ+ ψ) +A4

]
+ i

}−1
]

;

z′6 =
1
2h

ln
[√

2
(
φ2
x + φ2

η

) (
h2λ2

)−1 {
φ2 + ψ2 + 1

}−2
]
.

(3.2а.3)

3. Обратимся теперь к уравнению (2.3.0). Для него характерно то, что на
многообразии, заданном уравнением

M1 : ux0x1 −
λx0

2λ
ux1 − λu = 0, (3.3.1)

преобразование

z = −
∫
u2 dx0 +

∫
λ−1u2

x1
dx1 (3.3.2)

обращает zx0 тождественно в ноль:

zx0

∣∣∣
M1

= −u2 +
∫ [

−λx0

λ2
u2
x1

+
1
λ

2ux1

(
λx0

2λ
ux1 + λu

)]
dx1 = −u2 + u2 ≡ 0.

Отсюда следует, что на M1 всегда будет иметь место тождество zx0x1 ≡ 0. Таким
образом, всякое решение, полученное из решения уравнения (3.3.1) подстановкой
(3.3.2), окажется решением широкого класса уравнений, например, такого:

Φ(zx0x1 , zx0) = zx0f(x0, x1, z, z
1
, . . . , z

n
). (3.3.3)
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Здесь Φ(zx0x1 , zx0) может быть, например, однородной функцией своих аргументов,
f(·) — произвольная функция.

Зададим теперь многообразие MN уравнением

MN :
N∑
i=1

ux0xi
uxi

− λx0

2λ

N∑
i=1

u2
xi

− λu

N∑
i=1

uxi
= 0. (3.3.4)

Легко проверить, что по-прежнему условие zx0

∣∣∣
MN

≡ 0 будет выполнено, если
подстановку взять в виде

z = −N
∫
u2 dx0 +

N∑
i=1

∫
λ−1u2

xi
dxi

. (3.3.5)

В самом деле,

zx0

∣∣∣
MN

= −Nu2 +
N∑
i=1

[
−λx0

λ2
u2
xi

+ 2λ−1uxi
ux0xi

]
dxi

∣∣∣
MN

=

= −Nu2 +
∫ [

−λx0

λ2

N∑
i=1

u2
xi

+ 2λ−1
N∑
i=1

λx0

2λ
u2
xi

+ λuuxi

]
dxi =

= −Nu2 +
∫ N∑

i=1

2uuxi
dxi = −Nu2 +Nu2 ≡ 0.

Теперь при соблюдении всех перечисленных выше условий многомерным аналогом
уравнения (3.3.3) оказывается такое:

Φ(zx0 , zx0xi
) = zx0f(·).

4. Получим теперь решение такого многомерного расширения уравнения
(2.4.0)

zxy + zxt + g′ez + gzxe
z = 0. (3.4.0)

Зададим многообразие M уравнением

M : uxt + uxy = g′g−1(uy + ut),

решением которого является функция

u = φ(x) + g(x)[ψ(y) + ω(t)].

Двум найденным в п. 4 раздела II решениям уравнения (2.4.0) поставим в соо-
тветствие такие подстановки:

z1 = ln
c1(uy + ut)

c3(x) exp(αg−1u) − c1α−1g2
; (3.4.1)

z2 = ln
uy + ut
gu

. (3.4.2)
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Отметим, что в этом примере не появляется никаких дополнительных ограничений
на многообразие. Соответствующие решения будут вида:

z1 = ln
c1(φ′(y) + ω′(t))g(x)

c3(x) expαg−1[ψ(x) + g(x)(φ(y) + ω(t))] − c1α−1g2
; (3.4.1′)

z2 = ln
[
(φ′(y) + ω′(t))[ψ(x) + g(x)(φ(y) + ω(t))]−1

]
. (3.4.2′)

Возможность распространения на большее число независимых переменных очеви-
дна.
5. Многомерное расширение уравнения (2.21.0) запишем в форме

∆4u = uxx + uyy + uzz + utt = −λ2
1he

2hu. (3.5.0)

Многообразие зададим системой соотношений

MS :
φxx + φyy = 0, ψxx + ψyy = 0, φx = ψy, φy = −ψx,
φzz + φtt = 0, ψzz + ψtt = 0, −φz = ψt, φt = ψz.

(3.5.1)

Рассмотрим нелокальные замены функции u:

u1,2 =
1
2h

ln
2c
(
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

)
8h2λ2

{
ch

±i sh [
√
c(φ+ ψ) +A1] + 1

} , (3.5.2)

u3 =
1
2h

ln
−4
(
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

)
8h2λ2(φ+ ψ +A3)2

, (3.5.3)

u4,5 =
1
2h

ln
−2σ

(
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

)
8h2λ2

{
sh

±i ch [
√
c(φ+ ψ) +A4] + i

} ,
√
c = (i± 1)

√
σ

2
, σ ∈ R,

(3.5.4)

u6 =
1
2h

ln
φ2
x + φ2

y + φ2
z + φ2

t

h2λ2 (φ2 + ψ2 + 1)2
. (3.5.5)

Подстановка каждой из них в уравнение (3.5.0) на MS дает дополнительные усло-
вия, связывающие φij и φi. Ввиду громоздкости его здесь выписывать не будем.
Для всех замен эти ycловия могут быть удовлетворены, например, функциями,
связанными соотношениями (3.5.1) и имеющими вид

φ = φ[(x+ t), (y + z)], ψ = ψ[(x+ t), (y + z)].

Другое решение получим, полагая φij = ψij = 0, (i, j = x, y, z, t), когда

φ = αx+ βy + γz + δt+ µ,

ψ = −βx+ αy + δz − γt+ ν,

α, β, γ, δ, µ, ν — произвольные постоянные.
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Соотношения (3.5.2)–(3.5.5) в этом случае также являются решениями уравне-
ния (3.5.0).
6. Воспользуемся известным решением уравнения (2.5.0) для исследования

уравнения

F (x, y, z, . . . , z
n
)ztt + zyzxx − zxzxy = 0. (3.6.0)

Потребуем выполнения условий

ztt = 0, zyzxx − zxzxy = 0. (3.6.1)

Решение второго записывается в виде z = φ(x + ψ(y, t)). Первое уравнение тогда
дает соотношение

φ′′ψ2
t + φ′ψtt = 0.

Отсюда сразу же следует

φ′′

φ′
= −ψtt

ψ2
t

= k = const.

Интегрируя эти два уравнения, находим

φ = J1k
−1 exp[k(x+ ψ)],

ψ = k−1 ln(kt+ J2) + J3(y), J1 = const.

Следовательно,

z = J1k
−1(kt+ J2(y)) exp[k(x+ J3(y))]. (3.6.2)

Другая возможность увеличения размерности уравнения (2.5.0) связана с пе-
реходом к преобразованиям в пространстве большего числа переменных x, y, z:

T :

u′ = u′ = ζ(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

n
),

x′ = ξ = εx(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

m
),

y′ = η = εy(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

k
),

z′ = τ = εz(x, y, z, u, u
1
, . . . , u

s
).

При таких преобразованиях производные вычисляются по формулам

ui =
di

d
, uij =

Dij

D
, (3.6.3)

где

d = Dyε
y
D[εx, εz]x,z +Dxε

y
D[εz, εx]y,z +Dzε

y
D[εz, εx]x,y,

dx = Dyε
y
D[ζ, εz]x,z +Dxε

y
D[ζ, εz]z,y +Dzε

y
D[ζ, εz]y,x,

dy = Dzε
z
D[ζ, εx]y,x +Dyε

z
D[ζ, εx]x,z +Dxε

z
D[ζ, εx]z,y,

dz = Dxε
x
D[ζ, εy]z,y +Dyε

x
D[ζ, εy]x,z +Dzε

x
D[ζ, εy]y,x.
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Определитель D имеет вид:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Dxεx)2 (Dxεy)2 2DxεxDxεy (Dxεz)2 2DxεxDxεz 2DxεyDxεz

(Dyεx)2 (Dyεy)2 2DyεxDyεy (Dyεz)2 2DyεxDyεz 2DyεyDyεz

DxεxDyεx DxεyDyεy DxεxDyεy

+DyεxDxεy DxεzDyεz DxεxDyεz

+DyεxDxεz
DxεyDyεz

+DyεyDxεz

(Dzεx)2 (Dzεy)2 2DzεxDzεy (Dzεz)2 2DzεxDzεz 2DzεyDzεz

DxεxDzεx DxεyDzεy DxεxDzεy

+DzεxDxεy DxεzDzεz DxεxDzεz

+DzεxDxεz
DxεyDzεz

+DzεyDxεz

DyεxDzεx DyεyDzεy DyεxDzεy

+DzεxDyεy DyεzDzεz DyεxDzεz

+DzεxDyεz
DyεyDzεz

+DzεyDyεz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.6.4)

Определители Dij получаются заменой элементов столбцов в D с индексами ij на
элементы bij (i, j = x, y, z)

bij = [dDijζ − dxDijε
x − dyDijε

y − dzDijε
z] d−1. (3.6.5)

Легко убедиться, что преобразование

T : ζ = x, εx = u, εy = y, εz = z (3.6.6)

уравнения u′ξη = 0, (u = φ(ξ, τ) + ψ(η, τ) + ω(τ)) дает уравнение

uyuxx − uxuxy = 0.

Изменим преобразование (3.6.6), полагая его таким:

T1 : ζ = x, εx = u+
∫
uz dx, εy = y, εz = z.

Из u′ξη = 0 сразу же получим уравнение

(ux + uz)(uxy + uyz) = (uxx + uxz)
∫
uzy dx, (3.6.7)

решение которого имеет вид

x = φ

(
u+

∫
uz dx, z

)
+ ψ(y, z) + ω(z).

Второй пример получаем для преобразования переменных

T2 : ζ = x+
∫
uz dx, εx = u, εy = y, εz = z.

В этом случае получается

d = ux, dx = 1 + uz, bxx = u−1
x (uxuxx − (1 + uz)uxx),

Dxxζ = uxz, Dxyζ = uyz, byx = u−1
x (uxuyz − (1 + uz)uxy).

Простой подсчет дает уравнение

(1 + uz)(uxuxx − uyuxy) = ux(uxuxz − uyuyz). (3.6.8)

Решение уравнения (3.6.8) выглядит так:

x+
∫
uz dx = φ(u, z) + ψ(y, z) + ω(z).
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§ 4. Групповые свойства уравнений, допускающих линеаризацию

В этом параграфе приведем кратко результаты исследований групповых
свойств уравнений, рассмотренных в предыдущих параграфах.

Теорема 1. Уравнения (2.1.0), (2.2.0), (2.2а.0), (2.4.0)–(2.15.0), (2.21.0), (2.21.8)
инвариантны относительно бесконечной группы Ли.

Утверждение доказывается прямым вычислением по стандартной методике
С. Ли [5].

Замечание. Перечисленные в теореме 1 уравнения, линеаризуются либо точе-
чной заменой переменных, либо нелокальным преобразованием функции. Урав-
нение (2.3.0), линеаризуемое с помощью интегральной подстановки (2.3.5) для
зависимой переменной, и уравнения (2.16.0) ,(2.17.0) (2.19.0), (2.20.0), линеари-
зация которых достигается нелокальной заменой по всем переменным, указанным
свойством не обладают.

Теорема 2. 1) Базисные элементы алгебры инвариантности уравнения мини-
мальной поверхности (2.18.0) (уравнения Плато) имеют вид:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂u
, X4 = u

∂

∂x
− x

∂

∂u
,

X5 = u
∂

∂y
− y

∂

∂u
, X6 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
, X7 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ u

∂

∂u
.

(4.1.0)

2) Замена независимой переменной

y = iv (4.1.1)

приводит уравнение (2.18.0) к уравнению Борна–Индельфа(
1 − u2

v

)
uxx + 2uxuvuxv −

(
1 + u2

x

)
uvv = 0. (4.1.2)

Доказательство осуществляется прямым вычислением.
Сформулированные в теореме 2 результаты позволяют строить точные решения

уравнения (4.3.0) [3, 6].
По найденным решениям уравнения (2.18.0) строятся решения уравнения

(4.3.0) по формулам

u = i

∫ [
1 + φ′(ξ)2

]1/2
dξ + i

∫ [
1 + ψ′(η)2

]1/2
dη + c1,

x = ξ + η + c2,

v = −i[φ+ ψ + c3],

где φ(ξ) и ψ(η) — произвольные функции.
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О симметрии и частных решениях
некоторых многомерных уравнений
математической физики
В.И. ФУЩИЧ

Предложен способ построения точных решений многомерных нелинейных волно-
вых уравнений. В явном виде построены семейства точных решений многомерных
нелинейных уравнений Лиувилля, Дирака. Проведен теоретико-алгебраический ана-
лиз уравнений Навье–Стокса. Показано, что система уравнений Навье–Стокса опи-
сывает физическую систему с бесконечным набором спинов. Выведены нелинейные
уравнения для описания тепломассопереноса, инвариантные относительно группы
Галилея.

The method of construction of some exact solutions of multidimensional nonlinear wave
equations is proposed. The families of exact solutions of multidimensional nonlinear
Lioville’s and Dirac equations are obtained. The algebraic-theoretical analysis of Navier–
Stokes equation is performed. It is shown that the system of Navier–Stokes equations
describes the physical system with infinite number of spins. The non-linear Galilei-
invariant equation is derived for the description of heat and mass transport.

Введение. Принцип симметрии
Настоящая статья представляет собой, в основном, краткий обзор исследова-

ний по симметрийным свойствам и точным решениям некоторых многомерных
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП), ко-
торые широко встречается в математической физике. Ряд результатов публикуется
впервые.

В современных исследованиях по математической и теоретической физике все
возрастающую роль играют принципы симметрии. Это, прежде всего, связано
с тем, что основные физические законы, уравнения движения, различные моде-
ли обладают явной или скрытой, геометрической или негеометрической, локаль-
ной [1, 2] или нелокальной [3–5] симметриями. Построение математического ап-
парата, способного выявить разнообразные виды симметрии, — одна из важных
задач математической физики. Не менее важной является задача в определенном
смысле обратная к только что сформулированной: по заданной группе или алге-
бре и их представлениям построить математические модели, обладающие заданной
симметрией.

Для адекватного математического описания физических явлений естественно,
как нам представляется, поставить идеи и принципы симметрии в основу науки
о построении математических моделей [6]. Симметрийный принцип в такой нау-
ке должен играть роль правила отбора, выделяющего из множества допустимых
математических моделей (уравнений) только такие, которые обладали бы соответ-
ствующими симметрийными свойствами. Этот принцип в явном или неявном виде

Теоретико-алгебраические методы в задачах математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1983, C. 4–23.
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используется при построении современных физических теорий, но, к сожалению,
мало используется в классической математической физике.

В некоторых случаях требование инвариантности уравнений движения относи-
тельно той или иной группы приводит к тому, что среди множества математически
допустимых уравнений заданными свойствами обладают только одно или несколь-
ко уравнений. Так, например, среди множества линейных систем дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого порядка для двух вектор-функций
�E(t, �x) = {E1, E2, E3}, �H(t, �x) = {H1,H2,H3} существует единственная систе-
ма ДУЧП, инвариантная относительно группы Пуанкаре P (1, 3). Этой системой
являются уравнения Максвелла для электромагнитного поля в вакууме (более
подробно об этом см. [5]).

Аналогичным свойством обладает и система уравнений Дирака. Единственной
(с точностью до преобразований эквивалентности) линейной системой четырех
ДУЧП первого порядок, инвариантной относительно группы P (1, 3), является си-
стема Дирака (см. [5] и цитированную там литературу). Указанными свойствами
обладают не только линейные уравнения движения, но и нелинейные ДУЧП. При-
мером нелинейного уравнения, обладающего широкой группой симметрии, являе-
тся хорошо известная система уравнений Эйлера–Навье–Cтокса (см. § 4). Следует
подчеркнуть, что некоторые нелинейные ДУЧП обладают такими широкими груп-
пами симметрии, какими не обладают ни одно линейное ДУЧП. Примерами таких
скалярных уравнений являются многомерное уравнение Монжа–Ампера [7] и эй-
кональное уравнение [8].

С чисто математической точки зрения важно знать максимальные (в некотором
смысле) группы симметрии ДУЧП. Особенно ценную информацию дает знание
нелинейных преобразований независимых и зависимых переменных, относительно
которых инвариантно то или иное ДУЧП, поскольку это дает возможность по за-
данному одному (иногда тривиальному) решению построить (генерировать) целые
семейства точных решений нелинейных ДУЧП.

Таким образом, классы нелинейных ДУЧП, обладающие богатыми симметрий-
ными свойствами, представляются нам важными и интересными как в теоретиче-
ском, так и прикладом плане. В последующих параграфах эту точку зрения мы
постараемся оправдать и реализовать на конкретных нелинейных ДУЧП.

§ 1. О точных решениях многомерного уравнения Лиувилля
Среди множества пуанкаре-инвариантных нелинейных волновых уравнений ви-

да

pµp
µu+ F (u) = 0, (1.1)

где

p0 = i
∂

∂x0
, pa = −i ∂

∂xa
, µ = 0, n,

u ≡ u(x), x = (x0, x1, . . . , xn), x0 ≡ t,

F — произвольная дифференцируемая функция из пространства Cn, существу-
ет только два типа уравнений, инвариантных относительно расширенной группы
Пуанкаре P̄ (1, n). Группа P̄ (1, n) — группа Пуанкаре, дополненная однопараметри-
ческой группой масштабных преобразований D(1), т.е. P̄ (1, n)={P (1, n),D(1)}.
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Теорема 1 [8]. Уравнение (1.1) инвариантно относительно группы P̄ (1, n) то-
лько в случаях

F = F1 = λ1u
k или F = F2 = λ2 expu, (1.2)

где λ1, λ2, k �= 1 — произвольные вещественные параметры.
В этих случаях на множестве решений (1.1) реализуется следующие не-

эквивалентные представления алгебры Ли группы P̄ (1, n):

Pµ = igµνpν , Jµν = xµpν − xνpµ, D = xµp
µ − 2i

1 − k

∂

∂u
при F = F1,(1.3)

Pµ = igµνpν , Jµν = xµpν − xνpµ, D = xµp
µ − 2i

∂

∂u
при F = F2. (1.4)

Следствие 1. Из теоремы 1 вытекает, что уравнение Лиувилля является единствен-
ным (в классе (1.1)) уравнением неполиномиального типа, инвариантным относи-
тельно группы P̄ (1, n).
Замечание 1. Двумерное уравнение (1.1) при F = F1 = 0 или F = F2 = λ2 expu
инвариантно относительно более широкой алгебры, чем алгебра Ли группы P̄ (1, n).
Можно доказать [9], что в этих и только в этих двух случаях двумерное уравнение
(1.1) инвариантно относительно бесконечномерной алгебры A∞ ⊃ P̄ (1, n).
Замечание 2. Двумерное уравнение Лиувилля с помощью одной из нелокальных
подстановок [10]

u = ln
[
wξwη

(
1 − tanh2 c1 − w√

2

)]
или

u = ln
[
2wξwη/(w + c2)2

]
, wξ =

∂w

∂ξ
, wη =

∂w

∂η
, (1.5)

u = ln
[
wξwη

(
1 + tanh2 w + c3√

2

)]
, ξ = x0 + x1, η = x0 − x1,

где c1, c2, c3 — произвольные постоянные, приводится к линейному волновому
уравнению

�w = −pµpµw = 0. (1.6)

Зная общее решение уравнения (1.6)

w = f1(x0 + x1) + f2(x0 − x1),

получаем решение двумерного нелинейного уравнения Лиувилля. Решение это
представим в виде (F = F2 = λ2 expu)

u = ln
{ −8f ′1(ω1)f ′2(ω2)
λ2(f1(ω1) + f2(ω2))2

}
, (1.7)

где ω1 = αµx
µ, ω2 = βµx

µ, параметры αµ, βµ удовлетворяют соотношениям

αµα
µ = βµβ

µ = 0, αµβ
µ = 2,

f ′1 =
∂f1
∂ω1

, f ′2 =
∂f2
∂ω2

.
(1.8)
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Решение (1.7) совпадает с лиувиллевским решением, если положить ω1 =
x0 +x1 (α0 = α1 = 1), ω2 = x0−x1 (β0 = β1 = 1). Представление решений двумер-
ного уравнения (1.1) в виде (1.7) имеет важное, с точки зрения обобщения, преи-
мущество по сравнению с лиувиллевским решением. Непосредственной проверкой
можно убедиться, что множество функций вида (1.7) удовлетворяет n-мерному
уравнению Лиувилля, если параметры удовлетворяют условиям типа (1.8).

Приведенное наблюдение подсказывает следующий способ построения частных
решений многомерного уравнения по решениям двумерного (или трехмерного)
уравнения:

1) представить (построить) решения двумерного (или трехмерного) уравнения в
явно инвариантном виде, т.е. решения записать через всевозможные инвариантные
переменные ω1, ω2 или, например,

ω3 = αµνx
µxν , ω4 = βµνx

µxν , (1.9)

где αµν , βµν — параметры;
2) подставить явно инвариантные решения двумерного уравнения в многомер-

ное нелинейное ДУЧП и найти условия на параметры αµ, βµ, αµν , βµν , при ко-
торых “двумерные” решения типа (1.7) являются решениями многомерного урав-
нения. Этот способ построения решений многомерных уравнений по решениям
двумерного и трехмерного уравнения широко использовался в [8] для уравнения
Тейлора–Даламбера.

Очевидно, что многомерное уравнение Лиувилля помимо решений вида (1.7)
имеет много других решений. Широкий класс решений многомерного уравнения
Лиувилля, неэквивалентных (1.7), построен в [8].

§ 2. Решения нелинейного уравнения Дирака
Рассмотрим нелинейное уравнение Дирака{

γµp
µ − λ(Ψ̄Ψ)k

}
Ψ = 0, µ = 0, 3, (2.1)

γµ — матрицы Дирака, λ, k — произвольные постоянные, Ψ = Ψ(x) — четыре-
хкомпонентный спинор, x = (x0, x1, x2, x3), Ψ̄ = Ψ̄(x) = Ψ†γ0 — сопряженный
по Дираку спинор. Уравнение (2.1) инвариантно относительно конформной группы
C(1, 3) ⊃ P (1, 3) только в том случае, когда k = 1/3 [11].

Решения уравнения ищем в виде [6]

Ψ = A(ω̃1)ϕ(ω̃2), (2.2)

где A(ω̃1) — функция, зависящая от матрицы ω̃1, матричные элементы которой за-
висят от x. Матрица ω̃1 выбирается таким образом, чтобы она била инвариантной
относительно подгруппы конформной группы, например, относительно группы Ло-
ренца. Требование лоренц-инвариантности может быть записано в виде

[ω̃1, Jµν ] = 0, Jµν = Mµν + Sµν , (2.3)

Mµν = xµpν − xνpµ, Sµν =
i

4
(γµγν − γνγµ), (2.4)

ϕ(ω̃2) — четырехкомпонентный спинор, ω̃2 — скалярная инвариантная переменная
типа (1.8), для которой по определению выполняется

[ω̃2,Mµν ] = 0. (2.5)
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Формуле (2.2) можно дать простую физическую интерпретацию: решение урав-
нения (2.1) представляет собой волну с “амплитудой” A(ω̃1) и “фазой” ϕ(ω̃2).
Подставив (2.2) в (2.1) получим уравнение для A(ω̃1) и ϕ(ω̃2). При некотором
специальном виде амплитуды A(ω̃1) для ϕ(ω̃2) получим систему обыкновенных
ДУ относительно переменной ω̃2. Можно, конечно, задать явный вид фазы ϕ(ω̃2),
а амплитуду искать в виде

A(ω̃1) = γµx
µf(ω̃3), (2.6)

f(ω̃3) — произвольная функция скалярного инварианта ω̃3.
Воспользуемся теперь анзатцем (2.1) для отыскания конформно-инвариантных

решений уравнения (2.1). Следуя [12, 13], выбираем амплитуду в виде

A(ω̃1) =
ω̃1

ω̃4
1

, ω̃1 = γµx
µ, ω̃4

1 = (xµxµ)2. (2.7)

В качестве скалярного инварианта ω̃2 выберем инвариант конформных преобразо-
ваний

ω̃2 =
βµx

µ

xνxν
≡ ω, xνx

ν �= 0. (2.8)

Формула (2.2) принимает вид

Ψ(x) =
γµx

µ

(xνxν)2
ϕ(ω). (2.9)

Подстановка (2.9) в (2.1) приводит к системе обыкновенных ДУ для ϕ(ω)

dϕ

dω
= i

λ

βνβν
(ϕ̄ϕ)1/3(γαβα)ϕ. (2.10)

Общее решение уравнения (2.10) имеет вид [12]

ϕ(ω) = exp {iλk(γαβα)ω}χ, k = 1/3, (2.11)

χ — постоянный спинор.
Таким образом, получили четырехпараметрическое семейство точных решений

уравнения (2.1) (k = 1/3) в форме

Ψ(x) =
γαx

α

(xνxν)2
exp {iλk(γαβα)ω}χ, βνβ

ν > 0. (2.12)

§ 3. Какие уравнения описывают нелинейную теплопроводность?
Процессы тепломассопереноса описывают линейным или нелинейным уравне-

нием вида

∂u

∂t
=

∂

∂xi

{
c(u)

∂u

∂xi

}
+ F (u), i = 1, 2, 3, (3.1)

u = u(t, x1, x2, x3), c(u) > 0, F (u) — произвольная дифференцируемая функция.
Групповые свойства одномерного линейного уравнения (3.1) (c(u) = λ1, F (u) =

λ2u, λ1, λ2 = const) полностью изучил еще С. Ли. Для нас важно подчеркнуть„
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что в трехмерном случае линейное уравнение (3.1) инвариантно относительно 10-
параметрической группы Галилея G(1, 3) более подробно об этом см., например,
[5, 14]).

Групповой анализ одномерного нелинейного уравнения (3.1) (в случае F (u) =
0) осуществил Л.В. Овсянников [2]. Методом С. Ли [2] можно изучить группо-
вые свойства трехмерного уравнения (3.1). Такие исследования были проведены
М.М. Серовой и Р.М. Чернигой. Результат их исследования таков: среди нелиней-
ных уравнений вида (3.1) (c(u) �= const) не существует уравнений инвариантных
относительно всей группы Галилея G(1, 3). Это означает, что для нелинейного
уравнения вида (3.1) (F = 0), в отличие от линейного, не выполняется прин-
цип относительности Галилея [6]. Если функции c и F явным образом зависят
от t, т.е. c(u, t), F (u, t), то уравнения вида (3.1) не будут инвариантны относитель-
но всей группы G(1, 3), но могут быть инвариантны относительно преобразова-
ний Галилея. Для таких уравнений будет иметь место принцип Галилея. Поэтому
представляется важной задача о построении классов нелинейных ДУЧП второго
порядка

u0 + F (x, u, u
1
, u
2
) = 0,

u
1

= (u1, u2, . . . , un), u
2

= (u11, u12, . . . , unn), uµ =
∂u

∂xµ
,

uµν =
∂2u

∂xµ∂xν
, µ, ν = 0, n, u ≡ u(x0 ≡ t, x1, . . . , xn),

(3.2)

инвариантных относительно группы Галилея G(1, n) и группы Шредингера
Sch(1, n) ⊃ G(1, n). Эта задача для случая n ≤ 3 решена Серовой М.М. и ав-
тором. Решения ее приведем в виде следующих теорем.

Теорема 2. Уравнение (3.2) инвариантно относительно группы G(1, n) только
в таких случаях:

1. При n = 1

F = λiui + Φ1(v1), v1 = ∆u = u11. (3.3)

2. При n = 2

F = λuiui + Φ2(v1, v2), v1 = ∆u = u11 + u22,

v2 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣ = u11u22 − u12u12.
(3.4)

3. При n = 3

F = λuiui + Φ3(v1, v2, v3), v1 = ∆u,

v2 =
∣∣∣∣ u11 u12

u12 u22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ u11 u13

u13 u33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ u22 u23

u23 u33

∣∣∣∣ ,
v3 =

∣∣∣∣∣∣
u11 u12 u13

u12 u22 u23

u13 u23 u33

∣∣∣∣∣∣ .
(3.5)

Φ1, Φ2, Φ3 — произвольные функции из пространства C∞.
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При доказательстве использована следующая реализация базисных элементов
расширенной алгебры Ли группы Ḡ(1, n) = {G(1, n),D(1)}:

P0 = p0, Pa = pa, Jab = Mab, Ga = x0pa − 1
2λ
xapu,

pu = i
∂

∂u
, a, b = 1, n, D = 2x0p0 − xapa.

(3.6)

Если алгебру Ḡ(1, n) дополнить оператором A (соответствующим проективным
преобразованиям), то получим алгебру Шредингера Sch(1, n). В нашем случае

A = x0(x0p0 − xapa) +
1
4λ
x2
i pu.

Теорема 3. Уравнение (3.2) инвариантно относительно группы Ḡ(1, n) (n ≤ 3)
только в таких случаях:

При n = 1, F = λuiui + λ1u11.

При n = 2, F = λuiui + v1Φ
(
v2
v2
1

)
, v1 �= 0.

При n = 3, F = λuiui + v1Φ
(
v2
v2
1

,
v3
v3
1

)
.

(3.7)

Теорема 4. Уравнение (3.2) инвариантно относительно группы Шредингера
Sch(1, n) (n ≤ 3) только в таких случаях:

При n = 1, F = λuiui.

При n = 2, F = λuiui + λ1

(
v2
1 − 4v2

)1/2
.

При n = 3, F = λuiui +
(
v2
1 − 3v2

)1/2
Φ(w),

w =
2v3

1 − 9v1v2 + 27v3
(v2

1 − 3v2)
3/2

, v2
1 �= 3v2, v1 �= 0, v2 �= 0.

(3.8)

Для всех приведенных уравнений вида (3.2), инвариантных относительно
групп G(1, n) ⊂ Ḡ(1, n) ⊂ Sch(1, n), выполняется принцип относительности Га-
лилея и справедливы законы сохранения энергии, импульса и момента количества
движения. Среди множества уравнений (3.2) с нелинейностями (3.5) имеется, в
частности, уравнение (при Φ3 =

√
v1, v2 = v3 = 0)

u0 + λuiui + λ1

√
(∆u)2 = 0. (3.9)

Это уравнение эквивалентно стандартному линейному уравнению теплопроводно-
сти v0 + λ1∆v = 0, v = λ1

λ2
exp λ

λ1
u.

Для найденных нелинейных уравнений можно ставить те же задачи, что и
для линейного уравнения теплопроводности. Конечно, начальные или граничные
условия будут, как и в линейном случае, нарушать галилеевскую симметрию.
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§ 4. Какой спин несет поле Навье–Стокса?
1. Для наших целей достаточно рассмотреть простейший вариант системы типа

Навье–Стокса

∂ui
∂t

+ λ1uk
∂ui
∂xk

+ λ2∆ui = 0, i, k = 1, 2, 3, (4.1)

и уравнение непрерывности

div �u =
∂ui
∂xi

= 0. (4.2)

Тот факт, что система уравнений (4.1), (4.2) инвариантна относительно расширен-
ной группы Ḡ(1, 3), известен давно (см., например, [15]). Сравнительно недавно
[16, 17, 2] доказано, что Ḡ(1, 3) является максимальной (в смысле С. Ли) группой
инвариантности (МГИ) системы (4.1), (4.2). Базисные элементы 11-мерной алгебры
инвариантности (АИ) уравнений (4.1), (4.2) имеют вид (при λ1 = 1)

P I
µ = ∂µ =

∂

∂xµ
, ∂0 =

∂

∂t
, µ = 0, 3, (4.3)

J Iab = M I
ab + SIab, M I

ab = xa∂b − xb∂a, a, b = 1, 3, (4.4)

GI
a = t∂a − ∂

∂ua
, (4.5)

DI = 2t∂0 + xa∂a − ua
∂

∂ua
, (4.6)

где

SIab = ua
∂

∂ub
− ub

∂

∂ua
. (4.7)

Провести теоретико-алгебраический анализ уравнений означает [4, 18]: 1) най-
ти алгебру инвариантности (АИ); 2) построить по АИ группу инвариантности ДУ;
3) установить, какое именно представление реализуют базисные операторы АИ. В
соответствии с работами С. Ли и Л.В. Овсянникова провести групповой анализ
ДУ означает решить только задачи 1), 2)*. Как нам кажется, уместно использовать
словосочетание “теоретико-алгебраический анализ уравнения” в том случае, когда
решаются все три задачи.

Важность решения третьей задачи теоретико-алгебраического анализа ДУ пред-
ставляется нам очевидней. Действительно, если, например, провести только груп-
повой анализ уравнения Дирака (т.е. решить задачи 1), 2)), то мы не получим
существенной информации о спиновой структуре этого уравнения, т.е. не будем
знать, что система Дирака описывает частицу и античастицу со спином 1/2. По-
следняя информация является следствием того, что на множестве решений уравне-
ния Дирака реализуется прямая сумма двух неприводимых представлений алгебры
Пуанкаре P (1, 3) со спином s = 1/2 (более подробно об этом см., например, рабо-
ту [5]). Алгебра P (1, 3) является алгеброй инвариантности уравнения Дирака.

*Во времена С. Ли третья задача не могла и ставиться, поскольку только в 30–50-е годы нашего
столетия построена теория представлений групп и алгебр Ли.
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2. Рассмотрим линейную систему типа (4.1), (4.2) (положив λ1 = 0, λ2 = −1)

∂ui
∂t

− ∆ui = 0, (4.8)

div �u = 0. (4.9)

В матричной записи систему (4.8), (4.9) можно представить в виде

L0Ψ = 0, L0 = (∂t − ∆)I3, (4.10)

L1Ψ = 0, L1 =

 ∂1 ∂2 ∂3

0 0 0
0 0 0

 , (4.11)

Ψ — вектор-функция с компонентами (u1, u2, u3), I3 — единичная матрица 3 × 3.
Базисные элементы максимальной алгебры инвариантности системы (4.8), (4.9)

выглядят как

P II
µ = ∂µ, DII

1 = 2x0∂0 − xa∂a, DII
2 = ua

∂

∂ua
, (4.12)

J IIab = J Iab = M I
ab + SIab. (4.13)

На множестве решений уравнений (4.10), (4.11) операторы (4.12), (4.13) можно
представить в виде

P II
µ = ∂µ, DII

1 = 2x0∂0 − xa∂a, DII
2 = I3, (4.14)

J IIab = M I
ab + SIIab, (4.15)

где 3 × 3 матрицы SIIab = Sab реализуют векторное представление алгебры Ли
группы вращений SO(3), т.е.

S12 = S3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , S23 = S1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,

S31 = S2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 .

(4.16)

Легко подсчитать, что квадрат спинового оператора

− (SIIab)2 Ψ = − (S2
1 + S2

2 + S2
3

)
Ψ = s(s+ 1)I3Ψ = 2Ψ. (4.17)

Проведенный анализ представлений (4.14), (4.15) показывает, что система ДУ (4.8)
(4.9) списывает физическую систему со спином s = 1.

Замечание 1. Важно подчеркнуть, что линейная система Навье–Стокса (4.6),
(4.9), в отличие от нелинейной, не инвариантна относительно преобразований
Галилея, т.е. для нее не выполняется основной принцип механики — принцип
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относительности Галилея. Это обстоятельство как нам кажется, ставит под сом-
нение правомерность использования линеаризованной системы Навье–Стокса для
описания реальных гидродинамических систем.

Замечание 2. Максимальной АИ системы (4.8), без условия (4.9), является 22-
мерная алгебра с базисными операторами

P III
µ = ∂µ, J IIIab = xa∂b − xbpa, (4.18)

GIII
a = 2x0∂a + xaub

∂

∂ub
, (4.19)

DIII = 2x0∂0 +xa∂a +ua
∂

∂ua
, AIII = x0

(
xµ∂µ − 3

2

)
+

1
2
xaxaub

∂

∂ub
,(4.20)

SIIIab = ua
∂

∂ub
. (4.21)

Это означает, что группой инвариантности системы (4.8) является группа
Sch(1, 3) ⊗GL(3).
Замечание 3. Система (4.8), (4.9), помимо локальной группы инвариантности,
порождаемой операторами (4.12), (4.13), обладает нелокальной симметрией SU(2).
Доказательство этого утверждения проводится с помощью метода [3–5]. По трем
базисным операторам алгебры Ли группы SU(2) можно построить новые законы
сохранения для системы (4.8), (4.9).

Замечание 4. Нелинейная система (λ1 = 1, λ2 = 0)

∂ui
∂t

+ uk
∂ui
∂xk

= 0, (4.22)

div �u = 0 (4.23)

инвариантна относительно группы Ḡ(1, 3). Максимальной АИ системы (4.22),
(4.23) является алгебра Ли группы IGL(4, R) ⊃ P (1, 3). Базисные элементы этой
алгебры имеют вид

Pµ = ∂µ, Jab = J Iab, J0a = xa∂0 − uaub
∂

∂ub
,

Ga = x0∂a − ∂

∂ua
, D0 = x0∂0 − ub

∂

∂ub
, Da = xa∂a + ua

∂

∂ua
.

(4.24)

Из явного вида операторов (4.24) следует, что система уравнений Эйлера (4.22),
(4.23) инвариантна как относительно преобразований Галилея, так и относительно
преобразований Лоренца. Таким образом, система (4.22), (4.23) является примером
уравнений, для которых выполняется как принцип относительности Галилея, так
и принцип относительности Пуанкаре–Эйнштейна.

Замечание 5. Уравнение неразрывности (4.2) инвариантно относительно бесконе-
чной алгебры.

3. Чтобы ответить на вопрос, вынесенный в заглавие, достаточно провести
сравнительный анализ операторов (4.12), (4.13) и (4.3)–(4.7). Совокупность всех
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операторов (4.3)–(4.7), в отличие от операторов (4.12), (4.13), не может быть
определена в пространстве вектор-функций {Ψ(t, x) = столбец (u1(t, �x), u2(t, �x),
u3(t, �x)}, поскольку GI

a выражается через оператор сдвига
∂
∂ua

. Оператор ∂
∂ua

явля-
ется неограниченным оператором, поэтому его невозможно представить матрицей
конечного порядка.

В силу этого действие всех операторов (4.3)–(4.7) можно задать только в
пространстве функций {χ = χ(t, x1, x2, x3, u1, u2, u3)}, зависящих от семи пере-
менных. Это главное отличие операторов (4.3)–(4.7) от операторов (4.12), (4.13).
Конечно, операторы (4.12), (4.13) можно задать в пространстве {χ}. При этом
пространство {χ} будет приводимо относительно операторов (4.12), (4.13).

Из приведенного следует, что квадрат оператора спина(
SIab
)2

=
(
SI12
)2

+
(
SI23
)2

+
(
SI31
)2

(4.25)

в пространстве {χ(t, �x, �u)} не равен 2, но принимает бесконечно много различных
значений.

Подведем итог. Поле Навье–Стокса (уравнения (4.1), (4.2)) и поле Эйлера
(уравнения (4.22), (4.23)) несут всевозможные целочисленные спины s = 0, 1, 2, . . .
Этот результат принципиально отличен от того, что мы знаем о нелинейном урав-
нении Дирака (2.1) или о нелинейном уравнении для векторного поля, или о полях
Янга–Милса, где спин принимает либо одно, либо конечное количество различных
значений.

В заключение этого параграфа приведем пример релятивистской алгебры (со-
держащей в качеств подалгебры алгебру P (1, 3)) операторов, которые приводят
также к бесконечному набору целых спинов. Совокупность таких операторов вы-
глядит как

Pµ = ∂µ, Jµν = xµPν − xνPµ + Sµν , Rµ =
∂

∂uµ
,

G±
µν = xµ

∂

∂uν
± uν

∂

∂xµ
, Sµν = uµ

∂

∂uν
− uν

∂

∂uµ
.

(4.26)

Часть операторов (4.26) инвариантна относительно замены зависимых (u(x)) и
независимых переменных (x): xµ → uµ, uµ → xµ.

§ 5. О некоторых нерешенных задачах
В этом параграфе укажем несколько задач, которые представляются автору

важными для развития и применения теоретико-алгебраических методов.
1. Описать нелинейные системы ДУЧП второго порядка для вектор-функции

Ψ(t, x1, x2, . . . , xn), инвариантные относительно групп, содержащих в качестве
подгрупп группу Галилея G(1, n) и группу Пуанкаре P (1, n).

Нетривиальным примером системы ДУЧП, инвариантной как относительно
группы G(1, 3), так и относительно P (1, 3), является система уравнений Эйлера
(4.22), (4.23).
Построить класс систем ДУЧП, инвариантных относительно групп P (1, n+m),

C(1, n+m), m — число компонент у вектор-функции Ψ(t, x) = {Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψm}.
Примером таких уравнений являются скалярные уравнения эйконала, Монжа–

Ампера, инвариантные относительно группы C(1, n+ 1).
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2. Провести групповую классификацию системы уравнений

∂vi
∂t

+ λ1vk
∂vi
∂xk

+ λ2Sk
∂vi
∂xk

+ λ3∆vi + Fi

(
vk, Sk,

∂vk
∂xl

,
∂Sn
∂xl

)
= 0,

∂Si
∂t

+ µ1Sk
∂Si
∂xk

+ µ2vk
∂Si
∂xk

+ µ3∆Si + F̃i

(
vk, Sk,

∂vk
∂xl

,
∂Sn
∂xl

)
= 0,

(5.1)

где i, k, l, n = 1, 3, vi — скорость жидкости, Si — внутренний момент количества
движения жидкости, Fi, F̃i — произвольные функции, λi, µi — произвольные
постоянные.

Известные в литературе уравнения движения жидкости с внутренним момен-
том [21, 22], как показано в [23], не инвариантны ни относительно G(1, 3), ни
относительно P (1, 3).
3. Описать уравнения вида

a1

(
x, u,

∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
∂u

∂t
+ a2

(
x, u,

∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
∂2u

∂t2
+

+a3

(
x, u,

∂u

∂t
,
∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
∆u+ F

(
x, u,

∂u

∂t
,
∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
= 0,

(5.2)

инвариантные относительно групп Sch(1, 3), Sch(1, 4), G(1, 3), G(1, 4), P (1, 3),
P (1, 4), C(1, 3), C(1, 4) и их подгрупп.

Уравнения (5.2), инвариантные относительно группы P (1, 3) или ее подгруппы
O(1, 3), могут быть использованы, в частности, для описания процессов теплооб-
мена с конечной скоростью распространения (a2 �= 0, a3 �= 0).
4. Провести групповой анализ и построить семейство частных решений урав-

нений

N∑
n=0

λnS
nu+ F

(
u,
∂u

∂t
,
∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
= 0, (5.3)

{expµS}u = u+
µ

1!
Su+

µ2

2!
S2u+ · · · = 0, (5.4)

Sn = S · S · · ·S︸ ︷︷ ︸
n

, S =
∂

∂t
− λ∆, (5.5)

µ, λ, λn, N — постоянные.
Уравнение (5.4) является линейным интегральным уравнением. Уравнение (5.3)

(в частности, при F = 0) и (5.4) инвариантны относительно группы Галилея
G(1, 3), поэтому можно предполагать, что они могут быть использованы для опи-
сания тепловых и диффузионных процессов. Уравнение (5.3) совпадает со стандар-
тным уравнением теплопроводности, если положить в (5.3) λ0 = 0, λ1 = 1, λn = 0
для n > 1 и F = 0.
5. Провести групповую классификацию уравнений

∆u = F

(
u,
∂u

∂t
,
∂u

∂xa

∂u

∂xa

)
. (5.6)
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Построить классы точных решений для тех уравнений вида (5.6), которые инва-
риантны относительно нетривиальной бесконечномерной алгебры.
6. Исследовать групповые свойства и построить семейства частных решений

уравнения четвертого порядка

det |uik| + λ1 det |uikl| + λ2 det |uiklm| = F (u),

uik =
∂2u

∂xi∂xk
, uikl =

∂3u

∂xi∂xk∂xl
, uiklm =

∂4u

∂xi∂xk∂xl∂xm
,

(5.7)

|uik| — плоская матрица, |uikl| — пространственная матрица, |uiklm| — матрица в
четырехмерном пространстве.

Полагая в (5.7) λ1 = λ2 = 0, F = 0, получаем многомерное уравнение Монжа–
Ампера. В этом случае уравнение (5.7) инвариантно относительно группы
C(n+ 1) [7].
7. Описать уравнения вида

γµp
µΨ + F1(Ψ̄Ψ, ϕ)Ψ + F2(γµpµΨ, γαpαΨ, Ψ̄Ψ)Ψ = 0,

pµp
µϕ+ F3

(
Ψ̄Ψ, ϕ,

∂ϕ

∂xµ

∂ϕ

∂xµ

)
ϕ = 0,

(5.8)

инвариантные относительно конформной группы C(1, 3). Построить семейства ча-
стных решений. Система (5.8) описывает взаимодействие спинорного поля Ψ со
скалярным полем ϕ.
8. Провести теоретико-алгебраический анализ пуанкаре-инвариантной системы

λ1vµνρv
µνρΨ + λ2(vµνρΨ)†(vµνρΨ) = F (Ψ†Ψ)Ψ, (5.9)

vµνρ = PµJνρ + PνJρµ + PρJµν , Pµ = pµ = i
∂

∂xµ
, (5.10)

Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , (5.11)

Sµν — матрицы, реализующие представление D(m,n)⊕D(n,m) алгебры Ли груп-
пы Лоренца O(1, 3). Ψ — вектор-столбец, размерность которого зависит от размер-
ностей матриц Sµν ,

γµp
µΨ + λΨµ

∂Ψ
∂xµ

= 0, Ψµ = Ψ̄γµΨ,

Ψ — четырехкомпонентный спинор.
9. Провести теоретико-алгебраический анализ галилеевски-инвариантной си-

стемы

λ1WaWaΨ + λ2(WaΨ)†(WaΨ)Ψ = F (Ψ†Ψ)Ψ, (5.12)

Wa = mJa − εabcPbGc, Ja = εabcJbc,

Jbc = xbpc − xcpb + Sab, Ga = tpa −mxa + ηa,
(5.13)

Sab — матрицы, реализующие представление алгебры группы O(3), ηa — матрицы,
удовлетворяющие коммутационным соотношениям [14]

[ηa, ηb] = 0, [ηa, Sb] = iεabcηc.
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10. Провести теоретико-алгебраический анализ релятивистских уравнений дви-
жений во внешних электромагнитных полях

(πµπµ + λFµνF
µν)u(x) = 0, (5.14)

(γµπµ + λ1SµνF
µν + λ2pµp

µγνA
ν) Ψ = 0,

πµ = pµ − eAµ, Sµν =
i

4
(γµγν − γνγµ).

(5.15)

11. Описать системы обыкновенных ДУ

ẍi = Fi(t, �x, �̇x), i = 1, . . . , n, (5.16)

инвариантные относительно следующих групп (или их подгрупп) преобразований:

x′µ = aµνxν + bµ, µ, ν = 0, n, x0 ≡ t,

x′µ =
xµ

1 + cµxµ
, cµx

µ �= −1,

x′µ =
cµνx

ν

dαxα
, dαx

α �= 0,

x′µ =
xµ + cµxνx

ν

1 + 2cνxν + cνcνxνxν
.

Используя симметрийные свойства уравнений (5.16), построить первые интегралы
системы (5.16).
12. Описать системы обыкновенных ДУ

ẍi = Fi(t, �x, �̇x), i = 1, 3, (5.17)

обладающие интегралом движения Лапласа–Рунге–Ленца.
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20. Anderson R.L., Ibragimov N.H., Lie-Bäcklund transformations in applications, Philadelphis, 1979,
150 p.

21. Сорокин B.C., О внутреннем трении жидкостей н газов, обладающих скрытым моментом им-
пульса, Журн. эл. техн. физики, 1943, 13, 306–314.

22. Шлиомис М.И., Динамика жидких парамагнетиков, Пермь: Пермский госуниверситет, 1983,
68 с.

23. Славуцкий С.Л., Групповые свойства некоторых уравнений гидро-газодинамики, в кн. Теорети-
ко-алгебраические методы в задачах математической физике, Киев, Ин-т математики АН УССР,
1983, 71–74.

24. Дородницын В.А., Князева И.В., Свирщевский C.P.,* Групповые свойства уравнения тепло-
проводности с источником в двумерном и трехмерном случаях, Диф. ур-ния, 1983, 19, № 7,
1215–1224.

*В только что вышедшей статье, с которой автор познакомился после сдачи работы в печать, про-
ведена подробная классификация уравнения (3.1) в двумерном и трехмерном случаях.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2000, Vol. 2, 233–278.

О новых и старых симметриях уравнений
Максвелла и Дирака ∗

В.И. ФУЩИЧ, А.Г. НИКИТИН

Физическая природа величины подчинена ее математической
форме . . . Математика любит прежде всего симметрию.

Д.К.Максвелл

Д.К. Максвеллу удалось выманить у природы в результате
одного лишь мышления такие тайны, которые лишь спустя
целое поколение удалось показать в остроумных и трудоемких
опытах.

М. Планк

Анализируются симметрийные свойства уравнений Максвелла для электромагнитно-
го поля, а также уравнений Дирака и Кеммера–Дэффина–Петье. В рамках “нелиев-
ского” подхода показано, что помимо хорошо известной инвариантности относитель-
но конформной группы и преобразований Хевисайда–Лармора–Райнича уравнения
Максвелла обладают дополнительной симметрией относительно группы U(2)⊗U(2)
и относительно 23-мерной алгебры Ли A23. Преобразования дополнительной сим-
метрии задаются нелокальными (интегро-дифференциальными) операторами. Ис-
следована симметрия уравнения Дирака в классе дифференциальных и интегро-
дифференциальных преобразований. Показано, что это уравнение инвариантно отно-
сительно 18-параметрической группы, включающей в качестве подгруппы группу Пу-
анкаре. Найдена 28-параметрическая группа инвариантности уравнения Кеммера–
Дэффина–Петье. Получены конечные преобразования из конформной группы для
безмассового поля с произвольным спином. Приведен явный вид конформных пре-
образований для электромагнитного поля, а также для полей Дирака и Вейля.

Symmetry properties of the Maxwell equation for the electromagnetic field are analysed
as well as of the Dirac and Kemmer–Duffin–Petiau one. In the frame of the non-
geometrical approach it is demonstrated, that besides to the well-known invariance under
the conformal group and Heaviside–Larmor–Rainich transformation, Maxwell equati-
ons possess the additional symmetry under the group U(2) ⊗ U(2) and under the 23-
dimensional Lie algebra A23. The additional symmetry transformations are realized by
the non-local (integro-differential) operators. The symmetry of the Dirac equation under
the differential and integro-differential transformations is investigated. It is shown, that
this equation is invariant under the 18-parametrical group, which includes the Poincaré
group as a subgroup. The 28-parametrical invariance group of the Kemmer–Duffin–
Petiau equation is found. The finite conformal group transformations for a massless
field of any spin are obtained. The explicite form of the conformal transformations for
the electro magnetic field as well as for the Dirac and Weyl fields in given.

Физика элементарных частиц и атомного ядра, 1983, 14, вып. 1, C. 5–57.
∗ Эта статья посвящена 150-летию со дня рождения Джеймса Кларка Максвелла (1831–1879).
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Введение
Исследование симметрии уравнений Максвелла имеет долгую и славную исто-

рию. Именно при изучении симметрии этих уравнений Лоренцем, Пуанкаре и
Эйнштейном были получены основные формулы релятивистской механики и эле-
ктродинамики, а последующее обобщение принципа релятивистской инвариантно-
сти на все законы физики сыграло поистине революционную роль в современном
естествознании.

Оказалось, что классические результаты Лоренца, Пуанкаре, Эйнштейна,
Бейтмена, Канингхема не исчерпывают всех свойств симметрии уравнений Ма-
ксвелла. В работах [15–27] были найдены новые группы инвариантности этих
уравнений, а также уравнений Дирака, Кеммера–Дэффина–Петье (КПД) и других
уравнений релятивистской физики. Особенностью новых групп симметрии реля-
тивистских уравнений является то, что они включают нелокальные (неточечные)
преобразования зависимых и независимых переменных и поэтому в принципе не
могут быть получены в классическом подходе Ли. Детальному анализу нелокаль-
ных симметрий посвящена [64].

В настоящей статье, являющейся в основном обзором наших работ [15–35],
в рамках единого теоретико-алгебраического похода будут получены классические
результаты симметрии уравнений Максвелла, а также установлены не известные
до недавнего времени (1974 г. [16], 1978 г. [28, 31, 32]) симметричные свойства
этих уравнений (дополнительная инвариантность относительно группы U(2)⊗U(2)
и 23-мерной алгебры Ли A23). Будут также проанализированы свойства симметрии
уравнений Дирака и КПД и найдены в явном виде конформные преобразования
для безмассовых полей с произвольным спином.
1. Прежде чем приступать к краткому изложению полученных результатов и

основных идей используемого подхода, остановимся кратко на истории вопроса о
симметрии уравнений Максвелла.

Современный вид уравнениям Максвелла придали Герц и Хевисайд. В 1893 г.
Хевисайд [1], записав их в симметричной форме, обратил внимание на то, что они
инвариантны относительно замены:

E →H, H → −E, (1)

где E и H — векторы напряженности электрического и магнитного полей. Лар-
мор [2] и Райнич [3] обобщили эту симметрию до семейства однопараметрических
преобразований следующего вида:

E → E cos θ +H sin θ, H →H cos θ −E sin θ. (2)

В конце прошлого века выдающимся норвежским математиком Ли были соз-
даны математические основы науки о симметрии дифференциальных уравнений
(ДУ). Не ставя перед собой общей задачи исследования групповых свойств ДУ,
Лоренц [4], Пуанкаре [5, 6] и Эйнштейн [7] получили один из наиболее фундамен-
тальных результатов в этой области, сыгравший революционную роль в физике.
Именно Лоренц, который не был знаком с теорией Ли, нашел линейные преобра-
зования координат и времени (и соответствующие преобразования для E и H),
оставляющие инвариантными уравнения Максвелла для электромагнитного поля
в отсутствие зарядов.
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Пуанкаре и независимо от него Эйнштейн показали, что и при наличии заря-
дов и токов уравнения Максвелла инвариантны относительно тех же преобразо-
ваний, если плотности токов и зарядов преобразуются соответствующим образом.
Пуанкаре впервые установил и детально изучил одно из самых важных свойств
подобных преобразований — их групповую структуру. Подчеркнем, что именно
на основе анализа свойств симметрии уравнений Максвелла в работах Лоренца,
Пуанкаре и Эйнштейна были заложены основы релятивистской теории.

В 1909 г. Бейтмен [8] и Канингхем [9] доказали, что уравнения Максвелла
инвариантны относительно нелинейных конформных преобразований, которые мо-
жно представить как произведение преобразований инверсии:

xµ → x′µ = xµ/(xλxλ), µ, λ = 0, 1, 2, 3, (3)

сдвига x′µ → x′′µ = xµ − dµ и вторичной инверсии x′′µ → x′′′µ = x′′µ/(x
′′
λx

′′λ). Канин-
гхем [9] нашел в явном виде линейные преобразования векторов E и H, которые
совместно с (3) оставляют уравнения Максвелла инвариантными.

Конформные преобразования совместно с преобразованиями Лоренца и пре-
образованиями изменения масштаба образуют 15-параметрическую конформную
группу C(1, 3). Как показано Бейтменом [8], эта группа является максимальной
точечной группой симметрии уравнений Максвелла с токами и зарядами. Отме-
тим, что группа конформных преобразований в 4-пространстве R4 была изучена
еще Ли [10].

В последнее двадцатилетие основные идеи и методы классического теоретико-
группового анализа дифференциальных уравнений получили существенное разви-
тие в работах Л.В. Овсянникова и его учеников [11–14]. Сравнительно недав-
но алгоритм Ли–Овсянникова был применен при групповом анализе уравнений
Максвелла для электромагнитного поля в вакууме [13]. В результате было уста-
новлено, что максимальной локальной группой инвариантности такого уравнения
является 16-параметрическая группа C(1, 3) ⊗ H, где H — однопараметрическая
подгруппа преобразований Хевисайда–Лармора–Райнича (2).
2. В связи с изложенным выше может сложиться впечатление, что свойства

симметрии уравнений Максвелла полностью изучены и нет никаких надежд по-
лучить какой-либо новый результат в этой области. На самом деле это не так,
поскольку уравнения Максвелла обладают скрытой (негеометрической) симметри-
ей, которая не связана с локальными преобразованиями координат [16, 28, 31].

Как отмечалось в [15–35], инфинитезимальный метод Ли позволяет обнару-
жить далеко не все симметрии, которыми обладает та или иная система ДУ.
Хорошо известным примером “нелиевской” симметрии является инвариантность
уравнения Шредингера для атома водорода относительно группы O(4), впервые
обнаруженная Фоком [36].

Чтобы уяснить себе, какие группы инвариантности ДУ могут и какие не могут
быть найдены в классическом подходе Ли–Овсянникова, рассмотрим произвольное
линейное дифференциальное уравнение

L̂(x, d/dx)Ψ(x) = 0, (4)

где L̂ — некоторый линейный оператор, Ψ — вектор-функция с компонентами
{Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn}, x ∈ Rn. В подходе Ли–Овсянникова инфинитезимальные опе-
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раторы группы инвариантности уравнения (9) ищутся в виде дифференциальных
операторов первого порядка:

Q̂A = ξµA(x,Ψ)
∂

∂xµ
+ ηkA(x,Ψ)

∂

∂Ψk
, (5)

где ξµA(x,Ψ) и ηkA(x,Ψ) — неизвестные функции, которые можно найти исходя из
требования, чтобы операторы (5) удовлетворяли условию инвариантности уравне-
ния (4):

L̂Q̂AΨ(x) = 0. (6)

Если потребовать, чтобы операторы (5) задавали базис конечномерной алгебры
Ли, то функции ξµA(x,Ψ) и ηkA(x,Ψ) должны удовлетворять некоторым дополни-
тельным условиям, которые вытекают из соотношений

[Q̂A, Q̂B ] = ifABCQ̂C , (7)

где fABC — структурные константы. Совокупность операторов, удовлетворяющих
условиям (6) и (7), будем называть алгеброй инвариантности (АИ) уравнения (4).

Очевидно, что подход Ли–Овсянникова не позволяет найти все возможные АИ
заданного дифференциального уравнения, поскольку на базисные элементы АИ
накладывается априорное требование принадлежности классу дифференциальных
операторов первого порядка*. Из сказанного ясно, что постановку задачи об ис-
следовании алгебраических свойств ДУ можно существенно обобщить, если ра-
сширить класс искомых операторов Q̂A, удовлетворяющих (6), (7). Например, мо-
жно искать алгебру инвариантности ДУ в классе дифференциальных операторов
второго порядка или даже интегро-дифференциальных операторов. Именно таким
путем были найдены новые АИ уравнений Дирака [15–19], Максвелла [16, 28, 31,
32] и многих других уравнений квантовой механики [15–35]. Такие алгебры инва-
риантности, называемые ниже негеометрическими, соответствуют нелокальным
преобразованиям зависимых и независимых переменных и поэтому не порождают
локальных групп Ли.

Не будем здесь касаться широкого круга вопросов, которые связаны с дина-
мической симметрией физических систем, достаточно полно освещенных в лите-
ратуре (см., например, [38–40]). Физическим аспектам динамической симметрии
посвящена книга [41].
3. Главный и самый трудный вопрос, возникающий в связи с негеометриче-

ским подходом к исследованию симметрийных свойств ДУ, состоит в следующем:
каким способом конструктивно вычислить операторы Q̂A, образующие АИ задан-
ного дифференциального уравнения? Обобщая результаты конкретных вычислений
АИ уравнений квантовой механики, можно сформулировать следующий алгоритм
для нахождения явного вида таких операторов [24, 30, 33]: 1) система ДУ с помо-
щью невырожденного преобразования приводится к каноническому диагональному
виду, т.е. производится максимальное расщепление системы ДУ на независимые
подсистемы; 2) находится АИ преобразованного уравнения; 3) если операторы Q̂A
удовлетворяют соотношениям (7), то устанавливается, какое именно представле-
ние алгебры Ли реализуют эти операторы на множестве решений исследуемого

*Следует отметить, что подход Ли–Овсянникова получил существенное-развитие в работе Ибраги-
мова и Андерсена с помощью преобразования Ли–Бэклувда [37].
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уравнения; 4) с помощью обратного преобразования находится явный вид бази-
сных элементов алгебры инвариантности исходного уравнения; 5) по найденному
представлению АИ вычисляются конечные преобразования

Ψ(x) → Ψ′(x) = exp(iQAθA)Ψ(x), (8)

где θA — параметры преобразований.
В основе сформулированного алгоритма лежит одна из самых плодотворных

и эффективных идей в теории ДУ — преобразования независимых и зависимых
переменных. Приведем более подробное описание первого шага этого алгоритма.

Важную роль в реализации алгоритма будет играть понятие символа оператора
L̂(x, ∂/∂x), который можно определить с помощью преобразования Фурье (более
подробно о символах см., например, в [42]):

L̂(x, ∂/∂x)Ψ(x) = (2π)−n/2
∫

D(p)

L(x, p) exp(ix · p)Ψ̃(p) dnp, (9)

где Ψ̃ ∈ C∞
0 (Rn), Ψ̃ = FΨ(x) — фурье-образ Ψ(x), F — унитарный оператор

Фурье, отображающий вектор из гильбертова пространства H в H̃, Ψ̃(p) ∈ H̃,
D(p) — область интегрирования, x · p = gµνxµpν = g00x0p0 + g11x1p1 + · · · +
gn−1n−1xn−1pn−1, gµν — метрический тензор риманова пространства Rn.

Связь между оператором L̂(x, ∂/∂x) и его символом L(x, p) задается формулами

L̂(x, ∂/∂x) = F−1L(x, p)F, (10)

L(x, p) = FL̂(x, ∂/∂x)F−1. (11)

Формулы (10), (11) указывают путь реализации первого шага алгоритма. Дей-
ствительно, если уравнение (4) таково, что символ оператора L̂(x, ∂/∂x) является
матрицей с переменными коэффициентами, а это имеет место для абсолютного
большинства уравнений математической физики, то задача о расщеплении систе-
мы (4) на максимально возможное число незацепляющихся уравнений сводится к
преобразованию матрицы L(x, p) (11) к диагональной или жордановой форме. Та-
кая диагонализация в общем случае представляет достаточно сложную проблему,
но если вектор-функция Ψ(x) имеет не слишком много компонент, то трудности
носят чисто технический характер.

Следует сказать, что полная реализация приведенного выше алгоритма для
конкретных уравнений физики и механики, как правило представляет непростую
математическую задачу. Сказанное в полной мере относится и к алгоритму Ли–
Овсянникова.

1. Различные формулировки уравнений Максвелла
Изложим здесь основные формулировки уравнений Максвелл для электрома-

гнитного поля в вакууме и в присутствии токов и зарядов. Все эти формули-
ровки математически эквивалентны, но каждая из них может оказаться наиболее
удобной при решении конкретно физической задачи. Кроме того, разные формы
уравнений Максвелла открывают путь к совершенно различным обобщениям этих
уравнений.
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Уравнения Максвелла в векторных обозначениях. Уравнения Максвелла
для электромагнитного поля в вакууме имеют вид

p×E = i∂H/∂t, p×H = −i∂E/∂t, (12а)

p ·E = 0, p ·H = 0, (12б)

где pa = −i∂/∂xa, a = 1, 2, 3, E = E(t,x) и H = H(t,x) — векторы напря-
женности электрического и магнитного полей. Мы используем систему единиц
Хевисайда, в которой � = c = 1.

При наличии токов и зарядов система уравнений Максвелла принимает вид:

i∂E/∂t = −p×H − ij, p ·E = −ij0, (13а)

i∂H/∂t = p×E, p ·H = 0, (13б)

где j = (j0, j) — 4-вектор электрического тока, а константа электромагнитного
взаимодействия выбрана равной единице.

Запись уравнений Максвелла в форме (12) или (13) была предложена еще Гер-
цем и Хевисайдом. Использование векторных обозначений делает уравнения (12)
и (13) достаточно компактными и изящными. Однако формулировки (12) и (13)
не являются явно релятивистски-инвариантными. Глядя на формулы (12) и (13),
очень непросто догадаться, что эти уравнения можно интерпретировать как урав-
нения для безмассовых частиц со спиральностью λ = ±1. Наконец, уравнения в
форме (12) или (13) невозможно непосредственно обобщить на случай частиц с
произвольным (отличным от ±1) значением спиральности. Форма уравнений (12)
и (13) не очень удобна также для исследования их свойств симметрии. Поэтому
приведем ниже другие формулировки уравнений Максвелла, свободные от пере-
численных недостатков.
Уравнения Максвелла в операторной форме. Для исследования свойств сим-

метрии уравнений Максвелла удобно представить систему (12) как результат дей-
ствия некоторых линейных операторов на вектор-функцию

ϕ(t,x) = столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3), (14)

где Ea и Ha — компоненты векторов напряженности электрического и магнитного
полей.

Обозначим символами Sa (a = 1, 2, 3) и σµ (µ = 0, 1, 2, 3) следующие матрицы:

Sa =
(
Ŝa 0
0 Ŝa

)
, σ0 =

(
1 0̂
0̂ 1

)
,

σ1 =
(

0̂ 1
1 0̂

)
, σ2 = i

(
0̂ −1
1 0̂

)
, σ3 =

(
1 0̂
0̂ −1

)
,

Ŝ1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Ŝ2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , Ŝ3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ,

(15)

где 0̂ и 1 — трехрядные квадратные нулевые и единичные матрицы. Используя
обозначения (15), уравнения (12а) можно записать в форме Шредингера:

L̂1ϕ(t,x) = 0, L̂1 = i∂/∂t+ σ2S · p. (16)
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Что же касается уравнений (12б), то их также можно записать в операторной
форме

L̂a2ϕ(t,x) = 0, (17)

где L̂a2 — любой из трех операторов

L̂a2 = (δab − SbSa)pb, a, b = 1, 2, 3. (18)

Здесь и далее δab означает символ Кронекера, а по повторяющимся латинским
индексам подразумевается суммирование от 1 до 3.

Таким образом, уравнения (12) можно представить в форме уравнения Шредин-
гера (16) для шестикомпонентной вещественной функции (14) и дополнительного
условия (17), которое, как будет показано ниже, уменьшает число независимых
компонент функции (14) до четырех. Именно формулировку (16), (17) будем в
основном использовать ниже при исследовании свойств симметрии уравнений Ма-
ксвелла.

Рассмотрим здесь еще одну форму уравнений (12), в которой используется
трехкомпонентная комплексная вектор-функция:

Ψ =

 Ψ1

Ψ2

Ψ3

 =

 H1 − iE1

H2 − iE2

H3 − iE3

 . (19)

В обозначениях (15), (19) уравнения (12) можно переписать в следующем виде:

i
∂

∂t
Ψ = ĤΨ, Ĥ = Ŝ · p, (20а)

(pa − Ŝ · pSa)Ψ = 0. (20б)

Уравнение (20б), будучи записано покомпонентно, сводится к следующему усло-
вию для функции (19):

p · Ψ = 0, (21)

где Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3).
Формулировка уравнений Максвелла в виде (20а), (21) была впервые предло-

жена Майорана (см. [43])*. Эта формулировка очень удобна для корпускулярной
интерпретации уравнений (12) (см. ниже разд. 5).
Уравнения Максвелла в форме Дирака. Рассмотрим теперь другую форму-

лировку уравнений (12), впервые полученную А.А. Боргардтом [44], а затем Ло-
монтом [45] и Мозесом [46]. Обозначим символами α1, α2 и α3 четырехрядные
матрицы следующего вида:

α1 = i


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , α2 = i


0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

 ,

α3 = i


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

 ,

(22)

*Такая формулировка (но в покомпонентной, а не в матричной записи) использовалась значительно
ранее Бейтменом и Циммерманом [63].
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а символом χ(t,x) — четырехкомпонентную функцию, первая компонента которой
тождественно равна нулю:

χ(t,x) =


0

E1 − iH1

E2 − iH2

E3 − iH3

 . (23)

Используя обозначения (22), (23), уравнения (12) можно записать в виде:(
i
∂

∂t
−α · p

)
χ = 0. (24)

Действительно, расписывая (12) и (22)–(24) покомпонентно и принимая во внима-
ние вещественность E и H, приходим к одинаковым системам уравнений.

Матрицы αa (22) удовлетворяют алгебре Клиффорда–Дирака

αaαb + αbαa = 2δab. (25)

Следует подчеркнуть, однако, что уравнение (24) даже в случае, когда χ(t,x) —
произвольная функция, неэквивалентно уравнению Дирака с m = 0, поэтому на-
звание уравнения Максвелла в форме Дирака очень условно.

Основное достоинство записи уравнений Максвелла в форме (22)–(24) состоит
в том, что эта формулировка легко обобщается на случай релятивистского без-
массового поля произвольного спина. Однако уравнения (22)–(24) неинвариантны
относительно пространственной инверсии и, кроме того, с чисто эстетической то-
чки зрения не очень привлекательно выглядит условие равенства нулю первой
компоненты функции χ(t,x) (23).

Следуя [47, 48], приведем еще одну формулировку уравнений (12) в которой,
как и в (15)–(17), используем вещественную вектор-функцию, имеющую на этот
раз восемь компонент:

Ψ = столбец (H1,H2,H3, ϕ1, E1, E2, E3, ϕ2). (26)

Уравнения (12) можно представить в виде следующей системы для функции (26):

L̂1Ψ = 0, L̂1 = γµp
µ,

L̂2Ψ = 0, L̂2 = γµp
µSσνS

σν ,
(27)

где γµ и Sσν — матрицы размерности 8 × 8

γ0 =
(

0̃ 1̃
1̃ 0̃

)
, γa = −i

(
αa 0̃
0̃ αa

)
, Sab =

(
S̃ab 0̃
0̃ S̃ab

)
,

S0a = i

(
0̃ −S̃0a

S̃0a 0̃

)
, S̃ab = −iεabcS̃0a = εabc


0

Ŝc 0
− 0

0 0 0 0

 ,

(28)

0̃ и 1̃ — нулевые и единичные матрицы размерности 4 × 4, αa и Ŝc — матрицы
(22), (15).
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Подставляя (26), (28) в (27) и расписывая получившуюся систему покомпонен-
тно, приходим к уравнениям (12) для E и H и следующим условиям для ϕ1 и
ϕ2:

paϕ1 =
∂

∂t
ϕ1 = paϕ2 =

∂

∂t
ϕ2 = 0, (29)

откуда заключаем, что ϕ1 и ϕ2 — константы, которые, не умаляя общности, можно
считать равными нулю.

Уравнения Максвелла в форме (26)–(28) также допускают самое непосред-
ственное обобщение на случай полей с произвольным спином [47, 48] и, в отличие
от (22), (23), инвариантны относительно пространственной инверсии (см. разд. 2).
Уравнения в форме Кеммера–Дэффина–Петье. Во всех рассмотренных вы-

ше формулировках уравнения Максвелла записывали как результат действия двух
(или четырех) линейных операторев на некоторую вектор-функцию. Однако систе-
му (12) можно представить также в виде единого уравнения:

(βµpµ + βκ)Ψ = 0, (30)

где βµ — десятирядные матрицы КДП, удовлетворяющие алгебре

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gνλβµ, (31)

β = β2
5 , β5 = εµνρσβµβνβρβσ/4!, gµν — метрический тензор: gµν = diag (1,−1,−1,

−1).
Покажем, что уравнения (12) действительно можно представить в форме (30),

(31). Выбирая βµ и Ψ в виде

β0 = i


0̂ 0̂ −1 0
0̂ 0̂ 0̂ 0
1 0̂ 0̂ 0
0 0 0 0

 , βa =


0̂ 0̂ 0̂ λa
0̂ 0̂ −Ŝa 0
0̂ Ŝa 0̂ 0

−λ+
a 0 0 0

 ,

β5 = i


0̂ −1 0̂ 0
1 0̂ 0̂ 0
0̂ 0̂ 0̂ 0
0 0 0 0

 ,

Ψ =


E
H
A
A0

 = столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3, A1, A2, A3, A0),

(32)

где Ŝa — матрицы (15),

λ1 =

 i
0
0

 , λ2 =

 0
i
0

 , λ3 =

 0
0
i

 , (33)

0̂ и 1 — нулевые и единичные матрицы размерности 3 × 3, 0̂ — нулевые матрицы
соответствующей размерности, приходим к системе уравнений

i∂Ab/∂t+ i∂A0/∂xb = −iκEb, κH = rot A,

i∂E/∂t = −p×H, p ·E = 0,
(34)
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из которой непосредственно следуют уравнения (12) для E и H.
Запись уравнений Максвелла в форме (30), (31) была впервые предложена,

по-видимому, Ф.И. Федоровым ([49], а также см. [50, 51]).
Обратимся теперь к уравнениям Максвелла с токами и зарядами (13) и пока-

жем, что их можно записать в виде системы двух уравнении типа (30). Обозначим
символом Ψ̃(t,x) десятикомпонентную функцию следующего вида:

Ψ̃ =


E
H
j
j0

 = столбец (E1, E2, E3,H1,H2,H3, j1, j2, j3, j0). (35)

Тогда уравнения (13) можно записать в виде следующей системы:

L̂1Ψ̃ = 0, L̂1 = (1 − β2
5)(βµpµ + 1),

L̂2Ψ̃ = 0, L̂2 = βµp
µβ5,

(36)

где βµ и β5 — матрицы (32). Подставив (32), (35) в (36), приходим к уравнени-
ям (13).

Формулировка уравнений Максвелла в виде (35), (36) во многих отношениях
более удобна, чем общепринятая запись этих уравнений в векторной форме (13). В
частности, уравнения (36) явно инвариантны относительно группы Пуанкаре (см.
разд. 2).

Отметим еще, что систему уравнений (13) можно записать также в виде едино-
го уравнения типа (30), где βµ — матрицы размерности 16× 16, удовлетворяющие
алгебре (29). Такие матрицы можно выбрать в форме [52]:

βµ = (γ1
µ + γ2

µ)/2, (37)

где {γ1
µ} и {γ2

µ} — два взаимно коммутирующих набора матриц Дирака

γαµγ
α
ν + γαν γ

α
µ = 2gµν , [γ1

µ, γ
2
ν ] = 0, α = 1, 2.

Если теперь матрицу β в (30) выбрать в виде

β = β2
5 + (1 + γ1

µγ
2
µ)(γ

1
5 − γ2

5)/4κ, (38)

то уравнения (30), (37), (38) эквивалентны системе уравнений Максвелла с токами
и зарядами (13).

Существуют и другие формулировки уравнений Максвелла (например, с ис-
пользованием 4-потенциала Aµ), на которых не будем здесь останавливаться.

2. Релятивистская и конформная инвариантность
уравнений Максвелла

Опишем здесь алгебру инвариантности уравнений Максвелла в классе диффе-
ренциальных операторов первого порядка и найдем в явном виде конечные пре-
образования. Получим также явный вид конформных преобразований для безмас-
сового поля с произвольным спином.
Определение алгебры инвариантности. Приступим к исследованию свойств

симметрии уравнений Максвелла. Будем исходить из формулировки этих уравне-
ний, задаваемой соотношениями (36). Рассмотрим также несколько более общую
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систему, задаваемую уравнениями (31), (36), где Ψ̃(t,x) — произвольная компле-
ксная функция; βµ — произвольные (не обязательно совпадающие с (32)) десяти-
рядные матрицы, удовлетворяющие алгебре КДП.

Обозначим {QA} (A = 1, 2, . . . , N , N < ∞) некоторую совокупность линейных
операторов, определенных на множестве, всюду плотном в пространстве десяти-
компонентных квадратично интегрируемых функций Ψ(t,x) и образующих коне-
чномерную алгебру Ли.

Определение 1. Уравнения (36) инвариантны относительно алгебры {QA},
если операторы QA удовлетворяют условиям:

[L̂1, QA] = f1
AL̂1 + g1

AL̂2,

[L̂2, QA] = f2
AL̂1 + g2

AL̂2,
(39)

где f1
A, g

1
A, f

2
A, g

2
A — некоторые операторы, определенные на множестве реше-

ний уравнений (36), а символ [A,B] означает коммутатор: [A,B] = AB −BA.

Действительно, если выполняется (39), то преобразование Ψ → QAΨ переводит
решение уравнения (23) в другое его решение.

Таким образом, задача описания алгебры инвариантности уравнений Максвел-
ла сводится к нахождению возможно более широкого класса операторов QA, удов-
летворяющих условиям (39). Отметим, что в определении 1 не содержится никаких
требований относительно общего вида операторов QA — это могут быть, например,
дифференциальные операторы, включающие производные выше первого порядка
и даже интегро-дифференциальные операторы. В этом состоит принципиальное
отличие нашей постановки задачи от классического подхода Ли–Овсянникова, в
котором инфинитезимальные операторы группы инвариантности дифференциаль-
ного уравнения, образующие, очевидно, АИ данного уравнения, всегда принадле-
жат классу дифференциальных операторов первого порядка.
Алгебра инвариантности уравнений Максвелла в классе дифференциаль-

ных операторов первого порядка. Рассмотрим задачу о нахождении АИ уравне-
ний (36) в классе дифференциальных операторов первого порядка, которая состоит
в определении всех возможных операторов вида

QA = BA(t,x) + CbA(t,x)∂/∂xb +DA(t,x)∂/∂t, (40)

удовлетворяющих условиям (39) и образующих конечномерную алгебру Ли.
В формуле (40) CbA(t,x) и DA(t,x) — бесконечно дифференцируемые функции,
а BA(t,x) — матрицы размерности 10 × 10, матричные элементы которых также
бесконечно дифференцируемы.

Теорема 1. Алгебра инвариантности уравнений (36) в классе дифференциаль-
ных операторов первого порядка — 15-мерная алгебра Ли, базисные элементы
которой задаются формулами:

Pµ = pµ = igµν∂/∂xν , Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν ,

D = xµp
µ + ik, Kµ = 2xµD − xνx

νpµ + 2Sµνxν ,
(41)

где

Sµν = i(βµβν − βνβµ), k = βµβ
µ = 3 − β2

5 . (42)
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Доказательство. Используя соотношения

β2
5 = β5, (1 − β2

5)βµ = βµβ
2
5 , (43)

которые вытекают из алгебры (31), непосредственной проверкой убеждаемся, что
операторы (36) и (41) удовлетворяют условиям

[Pµ, L̂α] = [Jµν , L̂α] = [D, L̂α] = [Kµ, L̂α] = 0, α = 1, 2, (44)

которые совпадают с (39) при gαA = fαA ≡ 0.
Используя (31), нетрудно убедиться, что операторы (41) образуют 15-мерную

алгебру Ли, так как удовлетворяют следующим перестановочным соотношениям:

[Pµ, Pν ] = 0, [Jµν , Pλ] = i(gνλPµ − gµλPν),
[Jµν , Jλσ] = i(gµλJνσ + gνσJµλ − gνλJµσ − gµσJνλ),
[Jµν ,Kλ] = i(gνλKµ − gµλKν),
[Kµ, Pν ] = −2i(gµνD + Jµν), [Kµ,Kν ] = 0,
[D,Pµ] = −iPµ, [D,Kµ] = iKµ, [Jµν ,D] = 0.

(45)

Таким образом, операторы (41) действительно образуют АИ уравнений Ма-
ксвелла. Теорема доказана.

Соотношения (45) определяют алгебру Ли конформной группы C(1, 3). Эта
алгебра содержит подалгебру Пуанкаре, образуемую операторами Pµ и Jµν и за-
даваемую соотношениями (45а).

Следствие 1. Каждое из уравнений (36) в отдельности инвариантно относительно
алгебры C(1, 3).

Это утверждение следует непосредственно из того факта, что согласно (44)
оператор L̂1 из первого и оператор L̂2 из второго уравнения (36) коммутируют со
всеми базисными элементами алгебры C(1, 3), задаваемыми формулами (41).

Следствие 2. Уравнения Максвелла для электромагнитного поля в вакууме инва-
риантны относительно алгебры C(1, 3).

Действительно, уравнения Максвелла без токов и зарядов, задаваемые форму-
лами (12), можно представить в виде системы (36), на множество решений которой
наложено дополнительное условие

L̂3Ψ̃ ≡ (1 − β2
5)Ψ̃ = 0 (46)

(при этом матрицы βµ должны иметь вид (32)). Но матрица L̂3 коммутирует с
генераторами (41) и, следовательно, уравнение (46), как и (36), инвариантно отно-
сительно алгебры C(1, 3).

Из симметрии уравнений (36) относительно алгебры (41) следует, что эти урав-
нения инвариантны также относительно множества преобразований вида

Ψ → exp(iQAθA)Ψ, A = 1, 2, . . . , 15, (47)

где QA — произвольный оператор из множества (41), θA — вещественные параме-
тры. Ниже получим в явном виде все преобразования типа (47), которые образуют
представление конформной группы. Как показал еще Бейтмен [8], конформная
группа является максимальной локальной группой преобразований переменных x
и t, оставляющих инвариантными уравнения Максвелла с токами и зарядами.
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Инвариантность уравнений для электромагнитного поля в вакууме отно-
сительно алгебры C(1, 3) ⊕H. Выше было показано, что уравнения (36), (46)
инвариантны относительно 15-мерной алгебры C(1, 3). Оказывается, АИ этих урав-
нений в классе дифференциальных операторов первого порядка можно расширить
до 16-мерной алгебры Ли, как это устанавливается в следующей теореме.

Теорема 2. Система уравнений (36), (46) инвариантна относительно 16-мер-
ной алгебры Ли, базисные элементы которой задаются формулами (41) и (48):

F = β5. (48)

Доказательство. Используя соотношения (43), получаем для L̂1 и L̂2 из (36) и
L̂3 из (46) [L̂1, β5] = −L̂2, [L̂2, β5] = L̂1 − L̂3 − β5L̂2, [L̂3, β5] = 0, откуда не-
посредственно следует, что оператор (41) удовлетворяет условию инвариантности
уравнений (36), (46). Оператор F (48) коммутирует со всеми операторами (41).
Это означает, что операторы (41), (48) образуют алгебру C(1, 3)⊕H, где H вклю-
чает единственный элемент (48). В силу следствия 2 из теоремы 1 эта алгебра
является АИ уравнений (36), (46). Теорема доказана.

Как увидим ниже, оператор (48) порождает преобразования Хевисайда–Лар-
мора–Райнича (2). В [13] показано, что алгебра C(1, 3) ⊕H является максималь-
ной АИ уравнений Максвелла для электромагнитного ноля в вакууме. В разд. 3
найдем новые АИ уравнений Максвелла, базисные элементы которых являются
нелокальными (интегро-дифференциальными) операторами.

Замечание. Все формулировки уравнений Максвелла для электромагнитного по-
ля в вакууме рассмотрены в разд. 1 и инвариантны относительно алгебры C(1, 3).
Базисные элементы этой АИ во всех случаях принадлежат классу дифференци-
альных операторов первого порядка и задаются формулами (41), где

Sab = εabcSc, S0a = iσ2Sa для (16), (17); (49а)

Sab = εabcŜc, S0a = iŜa для (20); (49б)

Sµν = S̃µν для (23), (24), (49в)

и, наконец, Sµν имеют форму (28) для (27). Здесь Sa, Ŝa и S̃µν — матрицы (15),
(28). При этом уравнения (16), (17) и (27) инвариантны относительно более ши-
рокой алгебры C(1, 3) ⊕ H, где H включая единственный элемент F , равный σ2

для уравнений (16), (17) и γ0γ1γ2γ3 для уравнений (27), в то время как для урав-
нений (20) и (23), (24) максимальной АИ в классе линейных дифференциальных
операторов первого порядка является C(1, 3).
Преобразования дискретной симметрии. Рассмотренные выше алгебры Ли

— максимально широкие АИ уравнений Максвелла в классе дифференциальных
операторов первого порядка, но не исчерпывают, как увидим ниже, всех свойств
симметрии этих уравнений. Хорошо известным примером симметрии, которую не
включают рассмотренные выше АИ, является инвариантность уравнений Максвел-
ла относительно следующих дискретных преобразований

x→ x, t→ t,

E(t,x) → −E(t,−x), H(t,x) →H(t,−x),
j(t,x) → −j(t,−x), j0(t,x) → j0(t,−x);

(50а)
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x→ x, t→ −t,
E(t,x) → E(−t,x), H(t,x) → −H(−t,x),
j(t,x) → −j(−t,x), j0(t,x) → j0(−t,x);

(50б)

x→ x, t→ t,

E(t,x) → E∗(t,x), H(t,x) →H∗(t,x),
j(t,x) → j∗(t,x), j0(t,x) → j∗0 (t,x).

(50в)

Преобразования (50) называют пространственной инверсией P , обращением вре-
мени T и зарядовым сопряжением C.

Используя обозначения (32), (35), преобразования (50) можно переписать в
виде:

Ψ̃(t,x) → P Ψ̃(t,x) = (1 − 2β2
0)Ψ̃(t,−x),

Ψ̃(t,x) → T Ψ̃(t,x) = (1 + 2β2
1)(1 + 2β2

2)(1 + 2β2
3)Ψ̃(−t,x),

Ψ̃(t,x) → CΨ̃(t,x) = Ψ∗(t,x).

(51)

Принимая во внимание соотношения (31), нетрудно убедиться, что преобразования
(51) оставляют уравнения (46) инвариантными, поскольку выполняется

[P, L̂1] = [P, L̂2]+ = [T, L̂1]+ = [T, L̂2] = [C, L̂1] = [C, L̂2] = 0,

где L̂1 и L̂2 — операторы (36), символ [A,B]+ означает антикоммутатор, [A,B]+ =
AB+BA. Операторы (51) удовлетворяют следующим перестановочным соотноше-
ниям совместно с генераторами группы C(1, 3) (41):

[P, P0] = [P, Pa]+ = [P, Jab] = [P, J0a]+ = 0,
[T, P0]+ = [T, Pa] = [T, Jab] = [T, J0a]+ = 0,
[C,Pµ]+ = [C, Jµν ]+ = 0, [P,D] = [P,K0] = [P,Ka]+ = 0,
[T,D] = [T,K0]+ = [T,Ka] = 0, [C,D]+ = [C,Kµ]+ = 0,
[P, T ] = [P,C] = [T,C] = 0, T 2 = P 2 = C2 = 1.

(52)

Коммутационные и антикоммутационные соотношения (52) могут служить аб-
страктным определением операторов P , T и C. Мы видим, что уравнения Ма-
ксвелла инвариантны относительно множества операторов {Pµ, Jµν ,D,Kµ, P, T, C},
образующих алгебру (52), которая не является алгеброй Ли.
Явный вид преобразований из конформной группы для E, H, j и j0. Най-

дем теперь в явном виде представление конформной группы, которое реализуется
на множестве решений уравнений Максвелла с токами и зарядами, т.е. вычислим
конечные преобразования координат времени, векторов E, H и 4-вектора тока,
порождаемые генераторами (41).

Представление конформной группы на множестве решений системы (36) реа-
лизуется операторами вида

U = exp(iQAθA), A = 1, 2, . . . , 15, (53)

где QA — генераторы (36), θA — произвольные вещественные параметры, а по
повторяющемуся индексу A подразумевается суммирование от 1 до 15. Поскольку
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генераторы (38) образуют конечномерную алгебру Ли, то оператор (51) всегда
можно представить в форме

U = U5U4U3U2U1,

где

U1 = exp(iPµaµ) = exp(ipµaµ), µ = 0, 1, 2, 3,
U2 = exp(iJaθa), Ja = εabcJbc/2,
U3 = exp(iJ0aλa), U4 = exp(iDλ0), U5 = exp(iKµb

µ),
(54)

где aµ, θa, λa, bµ — вещественные параметры. Следовательно, для определения
явного вида конечных преобразований из конформной группы достаточно задать
действие операторов (54).

Преобразования векторов E и H и 4-вектора j = (j, j0), порождаемые операто-
рами (54), хорошо известны. Преобразования из группы Пуанкаре, генерируемые
U1, U2 и U3, были найдены еще Лоренцем, Пуанкаре и Эйнштейном, преобразо-
вания дилатации, совершаемые оператором D, для произвольного поля описаны
Вейлем и, наконец, собственно конформные преобразования, порождаемые опе-
раторам Kµ, были описаны Канингхемом [9]. Однако насколько нам известно,
явный вид конформных преобразований для E и H нигде не приведен, хотя в [53]
и имеется очень сложная формула для преобразования тензора электромагнитного
поля.

Здесь выпишем в явном виде преобразования из конформной группы для E, H
и j, а ниже приведем доказательство этих формул и установим закон преобразо-
вания для конформно-инвариантного поля произвольного спина.

Конформные преобразования для независимых переменных x и t задаются фор-
мулами:

x→ x′ = x− a,
t→ t′ = t− a0;

(55а)

x→ x′′ = x cos θ − θ × x sin θ/θ + θθ · x(1 − cos θ)/θ2,
t→ t′′ = t;

(55б)

x→ x′′′ = x chλ− λt shλ/λ+ λ(λ · x)(chλ− 1)/λ2,

t→ t′′′ = t chλ− x · λ shλ/λ;
(55в)

xµ → xIVµ = exp(−λ0)xµ; (55г)

xµ → xVµ = (xµ + bµxνx
ν)/(1 + 2bνxν + bνb

νxλx
λ), (55д)

где θ =
(
θ21 + θ22 + θ23

)1/2
, λ =

(
λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

)1/2
.

Преобразования (55a)–(55в) сохраняют квадратичную форму x2
0 − x2 и обра-

зуют группу P (1, 3), называемую группой Пуанкаре. Формулы (55г), (55д) за-
дают масштабные и собственно конформные преобразования, которые образуют
совместно с (55a)–(55в) конформную группу C(1, 3). Операторы (54) реализуют
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представление этой группы на множестве решений уравнений (36) и порождают
следующие преобразования функции Ψ̃(t,x):

Ψ̃(t,x) → Ψ̃′(t,x) = U1Ψ̃(t,x) = Ψ̃(t′,x′); (56а)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃′′(t,x) = U2Ψ̃(t,x) = exp(iS · θ)Ψ̃(t′′,x′′) =

=
[
1 + iS · θ sin θ/θ + (S · θ)2(cos θ − 1)/θ2

]
Ψ̃(t′′,x′′);

(56б)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃′′′(t,x) = U3Ψ̃(t,x) = exp(iS0aλa)Ψ̃(t′′′,x′′′) =

=
[
1 + iS0aλa shλ/λ+ (S0aλa)2(1 − chλ))/λ2

]
Ψ̃(t′′′,x′′′);

(56в)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃IV(t,x) = U4Ψ̃(t,x) = exp(−kλ0)Ψ̃(tIV,xIV); (56г)

Ψ̃(t,x) → Ψ̃V(t,x) =
[
ϕβ2

5 + ϕ2(1 − β2
5)
]×

× [ϕ+ 2iSµνbµxVν(bνxVν − 1) − 2(SµνbµxVν)2
]
Ψ̃(tV,xV),

(56д)

где Sa = εabcSbc/2, ϕ = 1− 2bνxVν + bνb
νxVλx

Vλ, Sµν и k — мaтpицы (42). Подстав-
ляя в (56) выражения (35) для функции Ψ̃(t,x) и (32) для матриц βµ, получаем
конформные преобразования для векторов напряженности электрического и ма-
гнитного полей и 4-вектора электрического тока в виде:

E → E′ = E, H →H ′ = H, jµ → j′µ = jµ; (57а)

E → E′′ = E cos θ − θ ×E sin θ/θ + θ(θ ·E)(1 − cos θ)/θ2,
H →H ′′ = H cos θ − θ ×H sin θ/θ + θ(θ ·H)(1 − cos θ)/θ2,
j → j′′ = j cos θ − θ × j sin θ/θ + θ(θ · j)(1 − cos θ)/θ2,
j0 → j′′0 = j0;

(57б)

E → E′′′ = E chλ− λ×H shλ/λ+ λ(λ ·E)(1 − chλ)/λ2,

H →H ′′′ = H chλ+ λ×E shλ/λ+ λ(λ ·H)(1 − chλ)/λ2,

j → j′′′ = j − λj0 shλ/λ− λ(λ · j)(1 − chλ)/λ2,

j0 → j′′′0 = j0 chλ− λ · j shλ/λ;

(57в)

E → EIV = exp(−2λ0)E, H →H IV = exp(−2λ0)H,

jµ → jIVµ = exp(−3λ0)jµ;
(57г)

E → EV = ϕ
[
(bµxVµ − 1)2E + (bµxVµ − 1)(b0xV ×H − xV0 b×H+

+bxV ·E − xVb ·E) + b× xV(xV0 b ·H − b0x
V ·H + b · xV ×E)+

+(bxV0 − b0x
V)(b · xV ×H − xV0 b ·E + b0x

V ·E)
]
,

H →HV = ϕ
[
(bµxVµ − 1)2H + (bµxVµ − 1)(xV0 b×E − b0x

V ×E+
+bxV ·H − xVb ·H) + b× xV(b · xV ×H + b0x

V ·E − xV0 b ·E)+
+(bxV0 − b0x

V)(b0xV ·H − xV0 b ·H − b · xV ×E)
]
,

jλ → jVλ = ϕ2
{
ϕjλ − 2[bλ(1 − 2xVν b

ν) + xVλbνb
ν ]xVµj

µ+
+2(xVλ − bλx

V
ν x

Vν)bµjµ
}
.

(57д)
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В формулах (57) ради краткости опущены аргументы функций E, H и jµ.
Соотношения (55), (57) задают явный вид преобразований из конформной груп-

пы для векторов напряженности электрического и магнитного полей и 4-вектора
тока. Эти формулы значительно упрощаются, если ограничиться однопараметри-
ческими преобразованиями, когда отличен от нуля только один из входящих в (57)
параметров. Так, полагая в (57д) b = 0, b0 = b, получаем:

EV(t̃, x̃) = ϕ̃
[
(bt− 1)2E − b2xx ·E + 2b(bt− 1)x×H] ,

HV(t̃, x̃) = ϕ̃
[
(bt− 1)2H − b2xx ·H − 2b(bt− 1)x×E] ,

jV(t̃, x̃) = ϕ̃2
[
ϕ̃j + 2xx · jb2 − 2b(1 − bt)xj0

]
,

jV0 (t̃, x̃) = ϕ̃2 [ϕ̃j0 − 2b(1 − bt)x · j] ,

(58)

где

ϕ̃ = 1 − 2bt+ b2xνx
ν , x̃µ = (xµ − bxνx

νδµ0)/ϕ̃.

Интегрирование представлений конформной алгебры, соответствующих
произвольному спину. Приведем доказательство справедливости формул (57),
задающих конечные преобразования из конформной группы. Одновременно решим
более общую задачу получения в явном виде группы преобразований, порождае-
мых генераторами (46), где Sµν — произвольные матрицы, удовлетворяющие алге-
бре O(1, 3):

[Sµν , Sρλ] = i(gµλSνρ + gνρSµλ − gµρSνλ − gνλSµρ). (59)

Генераторы (41) имеют вид:

QA = ηµA(x)∂/∂xµ + CA(x), A = 1, 2, . . . , 15, (60)

где ηµA(x) — функции от x = (x0, x1, x2, x3), CA(x) — матрицы, матричные эле-
менты которых также могут зависеть от x. Операторы (59) порождают конечные
преобразования из конформной группы вида

Ψ(x) → Ψ′(x′),

где Ψ(x) — вектор-функции, образующие линейное пространство представления
группы C(1, 3). Явный вид этих преобразований можно получить с помощью ин-
тегрирования уравнений Ли [54]:

∂x′µ/∂θA = ηµA(x′)x′µ, x′µ|θA=0 = xµ, (61)

∂Ψ′/∂θA = CA(x′)Ψ′, Ψ′|θA=0 = Ψ, (62)

где θA — параметры преобразования.
Каждая из формул (61), (62) определяет систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений с заданным начальным условием, т.е. задачу Коши, имеющую
единственное решение. Укажем это решение для случая, когда операторы QA
(60) совпадают с генераторами собственно конформных преобразований Kµ (41),
поскольку преобразования, порождаемые остальными генераторами конформной
группы, т.е. Pµ, Jµν и D (41), хорошо известны.
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Теорема 3. Конечные преобразования, порождаемые генераторами Kµ (41),
где Sµν — матрицы, реализующие произвольное представление алгебры O(1, 3)
(59), k — произвольное число, задаются формулами:

Ψ(x) → Ψ′(x′) = ϕ̂k exp {2iSµ0νx
ν arctg [aµ0/(bµ0x

µ0 − 1)]/aµ0}Ψ(x), (63)

xµ → x′µ = (xµ − δµµ0bµ0xλx
λ)/(1 − 2xµ0b

µ0 + bµ0b
µ0xλx

λ), (64)

где

ϕ̂ = 1 − 2bµ0x
µ0 + gµ0µ0b

2
µ0
xλx

λ, aµ0 = bµ0

√
xνxν − xµ0x

µ0 , (65)

индекс µ0 принимает одно фиксированное значение, bµ0 — параметр преобра-
зования.
Доказательство. Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что преобра-
зования (63), (64) удовлетворяют уравнениям Ли (61), (62). Действительно, срав-
нивая генераторы Kµ (41) с (60), получаем:

Cµ(x) = −2kxµ + 2iSµνxν , ηνµ(x) = 2xµxν − δµνxλx
λ. (66)

Используя (66), уравнения Ли (61), (62) для случая собственно конформных пре-
образований перепишем в виде:

dx′µ/dbµ0 = 2x′µx
′µ0 − x′λx

′λδµµ0 , x′µ|bµ0=0 = xµ, (67)

∂Ψ′/∂bµ0 = 2(iSµ0νx
′ν − kx′µ0

), (68а)

Ψ′|bµ0=0 = Ψ. (68б)

Легко видеть, что преобразование (64) удовлетворяет уравнениям (67). Убедимся,
что решение уравнений (68) задается формулой (63), Дифференцируя (63) по bµ0

и принимая во внимание легко проверяемые тождества

d

dbµ0

{2iSµ0νb
µ0xν arctg [aµ0/(bµ0x

µ0 − 1)]/aµ0} = 2iSµ0νx
ν ,

d

dbµ0

ϕ̂k = −2kϕ̂kx′µ0
,

получаем уравнение (68а). Положив в (63) bµ0 = 0, приходим к начальному усло-
вию (68б).

Таким образом, преобразования (63), (64) действительно удовлетворяют урав-
нениям и начальным условиям (67), (68) и в силу единственности решения задачи
Коши задают единственное решение уравнений Ли для конформных преобразова-
ний, порождаемых генераторами Kµ (41). Теорема доказана.

Используя тот факт, что генераторы Kµ образуют абелеву подалгебру, нетрудно
найти из (63), (64) общий вид собственно конформных преобразований

Ψ(x) → Ψ′(x′) = ϕ̂k {2iSµνbµxν arctg [a/(bµxµ − 1)]/a}Ψ(x), (69)

где

a =
[
bµb

µxνx
ν − (bνbν)2

]1/2
, ϕ = 1 − 2bµxµ + bνb

νxµx
µ, (70)

x′µ задаются формулой (55д).
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Формулы (55д), (70) дают явный вид конформных преобразований для прои-
звольного представления группы C(1, 3), порождаемого генераторами вида (41).
Если задаться каким-либо конкретным конечномерным представлением алгебры
(59), то экспоненту из (69) нетрудно представить в виде полинома по степеням
матрицы Sµνb

µxν . Для случая, когда матрицы Sµν имеют вид (42), формула (69)
сводится к (56д). Если же матрицы Sµν образуют представление D(0, 1/2) алгебры
O(1, 3):

Sab = εabcσc/2, S0a = iσa/2,

где σa — матрицы Паули, k = 3/2, что соответствует представлению конформной
алгебры, реализующемуся на множестве решений ypaвнения Вейля, то форму-
ла (69) принимает вид

Ψ(x) → Ψ′(x′) = (1−2bµxµ+bνbνxµxµ)[bµxµ−1+σ·(x0b−b0x+ix×b)]Ψ(x),(71)

где Ψ(x) — двухкомпонентный вейлевский спинор. Для множеств решений без-
массового уравнения Дирака, которому соответствуют матрицы Sµν = i[γµ, γν ]/4,
где γµ — матрицы Дирака, получаем из (69) конформные преобразования в следу-
ющем виде:

Ψ(x) → Ψ′(x′) = (1 − 2bµxµ + bνb
νxµx

µ)(bµxµ − 1 + iγµγνb
µxν)Ψ(x), (72)

где Ψ(x) — четырехкомпонентный биспинор Дирака.
Отметим, что формула (69) справедлива и в том случае, если k — не число, а

произвольная матрица, коммутирующая с Sµν .

3. Негеометрическая симметрия уравнений Максвелла
Рассмотрим здесь скрытую (негеометрическую [24, 30]) симметрию уравнений

Максвелла, которую нельзя обнаружить в классическом подходе Ли–Овсянникова.
С помощью нелиевского метода исследования симметрийных свойств дифференци-
альных уравнений [24, 28, 30, 32] показано, что эти уравнения помимо конформ-
но инвариантности обладают дополнительной симметрией относительно 8-мерной
алгебры Ли, изоморфной алгебре U(2) ⊗ U(2), а также относительно 23-мерной
алгебры A23, включающей координаты P (1, 3) и U(2) ⊗ U(2).
Инвариантность относительно алгебры A8. Рассмотрим задачу о нахожде-

нии АИ уравнений Максвелла для электромагнитного поля в вакууме в клас-
се интегро-дифференциальных операторов. Будем исходить из формулировки этих
уравнений, задаваемой соотношениями (14)–(18). Следуя первому шагу алгоритма,
кратко изложенному во введении, перейдем от уравнений (16), (17) к уравнениям
в импульсном пространстве:

L1ϕ(t,p) = 0, L1 = i∂/∂t+ σ2S · p, (73а)

L2ϕ(t,p) = 0, L2 = p1 − S · pS1, (73б)

где ϕ(t,p) — фурье-образ вектор-функции (14):

ϕ(t,p) = (2π)−3/2

∫
d3x ϕ(t,x) exp(−ip · x), (74)

p = (p1, p2, p3), p1, p2 и p3 — независимые переменные.
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Из условия вещественности функции ϕ(t,x) получаем, что для ϕ(t,p) должно
выполняться:

ϕ∗(t,p) = ϕ(t,−p). (75)

Условие инвариантности (39) в терминах операторов (73) принимает вид:

[L1, QA] = f1
AL1 + g1

AL2, [L2, QA] = f2
AL1 + g2

AL2, (76)

где L1, L2 — операторы (73), QA — символы базисных элементов АИ исходной
системы (16), (17), f1

A, g
1
A, f

2
A, g

2
A — матрицы размерности 6 × 6, в общем случае

зависящие от pµ и xµ, µ = 0, 1, 2, 3.
Рассмотрим задачу описания всех возможных (с точностью до эквивалентно-

сти) операторов QA = QA(p), удовлетворяющих условиям (76). Потребуем, что-
бы эти операторы не выводили (74) из класса функций, удовлетворяющих усло-
вию (75). Это требование можно записать в виде

Q∗
A(p = QA(−p). (77)

Теорема 4 [28, 31, 32]. Уравнения Максвелла (16), (17) инвариантны отно-
сительно 8-мерной алгебры Ли A8, базисные элементы которой принадлежат
классу интегро-дифференциальных операторов. Символы этих базисных эле-
ментов имеют вид:

Q1 = σ3S · pD/p, Q2 = iσ2, Q3 = −σ1S · pD/p, Q4 = −σ1D,

Q5 = S · p/p, Q6 = −σ3D, Q7 = I, Q8 = iσ2S · p/p, (78)

где

D =

{ ∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3SaSbpc

]−
−pp1p2p3

[
1 − (S · p)2/p2

]}
δ−1,

δ =
[
p4
1

(
p2
2 − p2

3

)2
+ p4

2

(
p2
3 − p2

1

)2
+ p4

3

(
p2
1 − p2

2

)2]1/2/√
2,

(79)

σa и Sa — матрицы (15). Операторы (78) удовлетворяют алгебре

[Qa, Qb] = −[Q3+a, Q3+b] = −εabcQc,
[Q3+a, Qb] = εabcQ3+c, a, b, c = 1, 2, 3,
[Q7, QA] = [Q8, QA] = 0, A = 1, 2, . . . , 8,

(80)

которая изоморфна алгебре Ли группы U(2) ⊗ U(2).

Доказательство. В справедливости теоремы проще всего убедиться непосред-
ственной проверкой. Для этого достаточно воспользоваться тождествами:

Dσa = σaD, DS · p = −S · pD, D(S · p)2 = Dp2,

D2S · p = S · p, L2S · p = 0, [D,L2] = (D + pp1p2p3δ
−1)L2,

(81)
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из которых вытекают соотношения (76), (80). Сами же тождества (81) несложно
проверить, записав матрицы D и S · p в явном виде [см. (15), (79)]:

D = D0 +D1, D0 =
[
(S · p)2/p2 − 1

]
pp1p2p3δ

−1,

D1 =
(
D̂1 0̂
0̂ D̂1

)
, S · p =

(
Ŝ · p 0̂

0̂ Ŝ · p
)
,

(82)

где 0̂ — квадратные трехрядные нулевые матрицы:

D̂1 =

 f − 2p2
2p

2
3 p1p2p

2
3 p1p

2
2p3

p1p2p
2
3 f − 2p2

1p
2
3 p2

1p2p3

p1p
2
2p3 p2

1p2p3 f − 2p2
1p

2
2

 δ−1,

f = p2
1p

2
2 + p2

1p
2
3 + p2

2p
2
3, Ŝ · p = i

 0 −p3 p2

p3 0 −p1

−p2 p1 0

 .

(83)

Поскольку согласно (82), (83) S · pD0 = D0S · p ≡ 0, проверка соотношений (81)
сводится к перемножению матриц D̂1 и Ŝ · p, D, S · p и L2. Из (78), (82) видно
также, что операторы QA удовлетворяют (77). Теорема доказана.

Таким образом, найдена новая АИ уравнений Максвелла, базисными элемен-
тами которой являются операторы (78). Эти операторы определены на множестве
векторов ϕ(t,p), являющихся фурье-образами решений уравнений Максвелла (16),
(17). Каждой матрице QA (78) можно сопоставить интегральный оператор Q̂A, за-
данный в пространстве функций ϕ(t,x) (14):

Q̂Aϕ(t,x) = (2π)−3/2

∫
d3p QAϕ(t,p) exp(ip · x) =

= (2π)−3

∫
d3p d3x′ QAϕ(t,x′) exp[ip · (x− x′)].

(84)

Интегральные операторы (84) удовлетворяют условию инвариантности уравне-
ний (16), (17) и образуют алгебру Ли, изоморфную U(2) ⊕ U(2). В отличие от
базисных элементов конформной алгебры эти операторы порождают нелокальные
преобразования функции ϕ(t,x) (14), а значит, и векторов напряженности электри-
ческого п магнитного полей. Поэтому найденную здесь АИ уравнений Максвелла
в принципе нельзя получить в классическом подходе Ли–Овсянникова.

Подчеркнем, что симметрия относительно алгебры A8 не является специфиче-
ским свойством уравнений Максвелла в форме (16), (17), но ее можно установить
для любой формулировки этих уравнений. Справедливость такого утверждения
демонстрируется ниже, где найдены преобразования симметрии, порождаемые ал-
геброй A8, непосредственно в терминах напряженностей электрического и магни-
тного полей.
Конечные преобразования векторов E и H, порождаемые негеометриче-

ской АИ. Приведем другое доказательство теоремы 4, из которого следует, что
найденная выше АИ уравнений Максвелла является в некотором смысле макси-
мально широкой. Основная идея его состоит в преобразовании уравнения (73)
к такой эквивалентной диагональной форме, для которой утверждения теоремы
станут очевидными.
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Операторы L1 и L2 из (73) не коммутируют друг с другом и поэтому не могут
быть диагонализованы одновременно. Чтобы обойти подобную трудность, рассмо-
трим вместо L2 оператор L3:

L3 = L4L2 ≡ p2 − (S · p)2, L4 = p1 + iS2p3 − iS3p2, (85)

коммутирующий с L1. Из (73б), (85) вытекает: L2 ≡ p−2L2L3. Откуда следует,
что если L3 удовлетворяет условиям

[L3, QA] = f3
AL1 + g3

AL3, (86)

то для L2 имеют место соотношения (76), где

f2
A = L3f

3
A/p, g2

A = [QA, L2/p
2]L4 + L2g

3
AL4/p

2. (87)

Если матрица L2 удовлетворяет (76), то для L3 (85) выполняется (86), а первое
из соотношений (76) можно переписать в виде

[L1, QA] = f1
AL1 + g̃1

AL3, (88)

где g̃1
A = g1

AL2/p. Следовательно, условия инвариантности (76) эквивалентны усло-
виям (86), (88), накладываемым на L1 (73а) и L3 (85).

Для диагонализации L1 и L3 воспользуемся оператором

W = U4U3U2U1, (89)

где

U1 = exp (−P+DS · p̂π/2) = P− − P+DS · p̂,
U2 = exp {−iεabcSa(pb − pc) arctg [p̃/(p1 + p2 + p3)]/2p} ,
U3 = exp

[
i(S2 − S1)π/4

√
2
]
,

U4 =
[
1 − i(S1S2 + S2S1 + 1 − S2

3)
]
/
√

2,

(90)

p̂ = p/p, p̃ =
[
(p1 − p2)2 + (p2 − p3)2 + (p3 − p1)2

]1/2
, P± = (1 ∓ σ2)/2.

В результате несложных выкладок получаем:

WL1W
† = L′

1 = i∂/∂t+ Γ0p, WL3W
† = (1 − Γ2

0)p
2, (91)

где Γ0 — диагональная матрица,

Γ0 = −i(S1S2 + S2S1)S3 = diag (1,−1, 0, 1,−1, 0). (92)

После преобразования (91) условия инвариантности (86), (88) принимают вид:

[L1, Q
′
A] = f ′1AL

′
1 + g̃1

AL
′
3, [L′

3, Q
′
A] = f ′3AL

′
1 + g′3AL

′
3. (93)

Используя (91), (92), нетрудно найти общий вид матрицы QA(p), удовлетворя-
ющий условиям (93):

QA(p) =


a 0 0 c 0 0
0 b 0 0 d 0
0 0 0 0 0 0
e 0 0 f 0 0
0 g 0 0 h 0
0 0 0 0 0 0

+ F̂ (p)L′
3, (94)
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где F̂ (p) — произвольная матрица размерности 6×6, элементы которой зависят от
p; a, b, . . . , h — произвольные функции от p. При этом ввиду (73б), (85), (91), не
умаляя общности, можно положить F̂ (p) = 0.

Таким образом, существует всего восемь линейно независимых матриц, удов-
летворяющих условиям (93). Выберем эти матрицы в виде:

Q′
a = iσa, Q′

3+a = iΓ0Q
′
a, Q′

7 = −1, Q′
8 = −iΓ0, (95)

где матрицы σa и Γ0 задаются формулами (15), (92); 1 — единична матрица. С
помощью оператора (89) получаем явный вид этих матриц на множестве решений
исходной системы (73): QA = W †Q′

AW , где QA — операторы (78). Теорема 4
доказана.

Приведенное доказательство допускает простое обобщение на случай уравне-
ний для безмассовых полей произвольного спина, например, при использовании
формулировки таких уравнений, предложенной в [47, 48].

Из полученных результатов следует, что уравнения Максвелла (73) инвариан-
тны относительно восьмипараметрических преобразований:

ϕ(t,p) → ϕ′(t,p) = exp(QAθA)ϕ(t,p), (96)

где θA — произвольные вещественные параметры. Принимая во внимание соотно-
шения (73), формулу (96) можно переписать в виде

ϕ′(t,p) =

{
(cos θA +QA sin θA)ϕ(t,p), A = 1, 2, 3, 8,
(ch θA +QA sh θA)ϕ(t,p), A = 4, 5, 6, 7.

(97)

Подставляя в (97) явный вид операторов QA (78) и используя для компонент
функции ϕ(t,p) обозначения

ϕ(t,p) = столбец (Ẽ1, Ẽ2, Ẽ3, H̃1, H̃2, H̃3), (98)

где Ẽa и H̃a — фурье-образы компонент векторов напряженности электрического
и магнитного полей, получаем закон преобразования для Ẽa и H̃a в форме:

Ẽa → Ẽa cos θ1 + iεabcp̂bDcdẼd sin θ1,

H̃a → H̃a cos θ1 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ1;
(99а)

Ẽa → Ẽa cos θ2 + H̃a sin θ2,

H̃a → H̃a cos θ2 − Ẽa sin θ2;
(99б)

Ẽa → Ẽa cos θ3 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ3,

H̃a → H̃a cos θ3 − iεabcp̂bDcdẼd sin θ3;
(99в)

Ẽa → Ẽa ch θ4 −DabH̃b sh θ4,

H̃a → H̃a ch θ4 −DabẼb sh θ4;
(99г)

Ẽa → Ẽa ch θ5 + iεabcp̂bẼc sh θ5,

H̃a → H̃a ch θ5 + iεabcp̂bH̃c sh θ5;
(99д)
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Ẽa → Ẽa ch θ6 −DabH̃b sh θ6,

H̃a → H̃a ch θ6 +DabẼb sh θ6;
(99е)

Ẽa = Ẽa exp θ7, H̃a → H̃a exp θ7; (99ж)

Ẽa → Ẽa cos θ8 + iεabcp̂bH̃c sin θ8,

H̃a → H̃a cos θ8 − iεabcp̂bẼc sin θ8.
(99з)

Формулы (99б) задают преобразования Хевисайда–Лармора–Райнича [1–3]. Ос-
тальные соотношения (99), дополняющие преобразования (99б) до восьмипараме-
трической группы A8, локально изоморфной U(2)⊗U(2), соответствуют нелокаль-
ным (интегральным) преобразованиям векторов E(t,x) и H(t,x), которые имеют
следующий вид:

E(t,x) = (2π)−3/2

∫
d3p Ẽ exp(ip · x),

H(t,x) = (2π)−3/2

∫
d3p H̃ exp(ip · x).

(100)

Преобразования (99а)–(99в), (99з) сохраняют билинейную форму

E =
∫
d3x

(
E2 +H2

)
, (101)

которая ассоциируется с энергией электромагнитного поля. Остальные преобра-
зования (99г)–(99ж) не сохраняют (101). Однако существует положительно нео-
пределенная билинейная форма, инвариантная относительно всех преобразований
(99), которая имеет вид

(ϕ1, ϕ2) =
∫
d3p ϕ†

1(t,p)σ2Dϕ2(t,p) =

= (2π)−3

∫
d3p d3x d3x′ϕ†(t,x)σ2Dϕ2(t,x′) exp[ip · (x− x′)].

(102)

Таким образом, уравнения Максвелла для электромагнитного поля в вакууме
помимо хорошо известной симметрии относительно конформной группы допол-
нительно инвариантны относительно восьмипараметрической группы интеграль-
ных преобразований (99). Преобразования (99) с точностью до замены θb → iθb,
b = 4, 5, 6, 7 совпадают с полученными в работах [28, 31, 32]. Отметим, что сим-
метрию уравнений (73) относительно преобразований (99) легко можно проверить
непосредственно.
Инвариантность относительно 23-мерной алгебры Ли. Мы показали выше,

что существует два набора операторов — {Pµ, Jµν ,D,Kµ} (41), (49а) и {QA} (78),
образующих АИ уравнений Максвелл. Однако, как нетрудно убедиться, операторы
(41), (49а) и (78) не образуют совместно замкнутой алгебры. Докажем здесь теоре-
му, устанавливающую симметрию уравнений Максвелла относительно 23-мерной
алгебры Ли, включающей подалгебры C(1, 3) и A8. Такое объединение алгебр
C(1, 3) и A8 удается осуществить, если базисные элементы конформной алгебры
задать в классе интегральных операторов.
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Теорема 5. Уравнения (73) инвариантны относительно 23-мерной алгебры Ли,
базисные элементы которой задаются формулами (78) и (103):

Pµ = ipµ, Jµν = i(x′µpν − x′νpµ),
D = i(x′µp

µ − i), Kµ = i(2x′µD − x′νx
′νpµ),

(103)

где x′a = W †i ∂
∂pa

W , x′0 = t, W — оператор (89).

Доказательство. Утверждения теоремы становятся почти очевидными в представ-
лении, где операторы L1 (73а) и L3 (85) имеют диагональную форму (91), (92). В
таком представлении операторы (78) принимают вид (95), а для операторов (103)
получаются следующие выражения:

P ′
µ = ipµ, J ′

µν = i(xµpν − xνpµ),
D′ = i(xµpµ + i), K ′

µ = i(2xµD′ − xνx
νpµ),

(104)

где xµ = i ∂
∂pµ

, B′
a = WBaW

†, Ba произвольный оператор из (103). Прямой про-
веркой убеждаемся, что операторы L′

1 и L′
3 (91), (92) и генераторы (78), (104)

удовлетворяют условиям инвариантности (86), (88):

[L′
1, P

′
µ] = [L′

1, J
′
ab] = [L′

1, Q
′
A] = 0,

[L′
1, J

′
0a] = −ipap−2L′

3 + ipap
−1Q′

7L
′
1, [L′

1,D
′] = iL′

1,

[L′
1,K

′
0] = −2

{
[x0 + (x · p− i)Q′

7p
−1]L′

1 − (x · p− i)p−1L′
3

}
,

[L′
1,K

′
a] = −2

{
(xa +Q′

7x0pap
−1)L′

1 − x0pap
−2L′

3

}
,

[L′
3, P

′
µ] = [L′

3, J
′
ab] = [L′

3, Q
′
A] = 0,

[L′
3, J

′
0a] = −2pap0p

−2L′
3, [L′

3,D
′] = −2L′

3,

[L′
3,K

′
0] = −2

[
2x0 − (x · p+ p · x)p0p

−2
]
L′

3,

[L′
3,K

′
a] = −2

[
2xa + i2paD′p−1 − (x · p+ p · x)pap−2

]
L′

3.

(105)

Операторы (104) принадлежат алгебре C(1, 3), так как они удовлетворяют ком-
мутационным соотношениям (45). Кроме того, эти операторы коммутируют с ма-
трицами Q′

A (95), которые, в свою очередь, образуют представление алгебры
A8 (80). Отсюда заключаем, то операторы (95), (104) образуют базис алгебры
C(1, 3) ⊕A8. Теорема доказана.

Каждому оператору (78), (103), заданному в пространстве функций ϕ(t,x)
(74), можно сопоставить интегральное преобразование в пространстве H функций
ϕ(t,x) (14):

ϕ(t,x) → ϕ′(t,x) = (2π)−3

∫
d3p d3x′ exp(iGαθα)ϕ(t,x) exp[ip · (x−x′)],(106)

где Gα — один из операторов (78), (103), θα параметр преобразования, α =
1, 2, . . . , 23. Преобразования (106) оставляют инвариантными уравнения Максвел-
ла (16), (17) и образуют представление группы C(1, 3) ⊕A8.

Таким образом, получили 23-параметрическую группу симметрии уравнений
Максвелла для электромагнитного поля в вакууме, включающую подгруппы C(1, 3)
и A8. Поскольку преобразования (106) нелокальны, соответствующую группу ин-
вариантности в принципе нельзя найти в подходе Ли–Овсянникова [11–14], в
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котором инфинитезимальные операторы принадлежат классу дифференциальных
операторов первого порядка и порождают точечные преобразования.
Симметрия относительно преобразований, не изменяющих времени. Со

времени создания специальной теории относительности считалось, что преобразо-
вания Лоренца (55а)–(56в) — единственные преобразования симметрии уравнений
Максвелла, которые можно сопоставить переходу к новой инерциальной системе
отсчета. Поэтому сама постановка вопроса о существовании таких преобразований
решений уравнений Максвелла, которые образуют представление группы Пуанка-
ре, но не изменяют времени, может показаться довольно неожиданной. Однако на
самом деле такой вопрос вполне правомерен, и на него имеется положительный
ответ [16, 28, 30]. А именно, существуют преобразования вида:

t→ t′ = t, x→ x′ = f(x, t, λ1, . . . , λ10), (107а)

E → E′ = g

(
E,H,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,
∂2E

∂xa∂xb
, . . . , λ1, λ2, . . . , λ10

)
,

H →H ′ = h

(
E,H ,

∂E

∂xa
,
∂H

∂xa
,
∂2E

∂xa∂xb
, . . . , λ1, λ2, . . . , λ10

)
,

(107б)

где λa — вещественные параметры, реализующие представление группы P (1, 3) и
оставляющие инвариантность уравнения Максвелла.

В [15–17, 29] показано, что уравнение Шредингера–Клейна–Гордона–Фока и
другие релятивистские уравнения помимо инвариантности относительно преобра-
зований независимых переменных из группы Лоренца инвариантны также относи-
тельно преобразований вида (107a). Иными словами, все релятивистские уравне-
ния обладают двойственной симметрией [29].

Здесь рассмотрим формулировку уравнений Максвелла, задаваемую соотноше-
ниями (23) и (24). Симметрия уравнений (23) и (24) также имеет двойственный
характер, поскольку генераторы группы Пуанкаре (41), (496), (28) на множестве
решений этих уравнений можно представить также в виде:

P0 = H = −α · p, Pa = pa = −i∂/∂xa,
Jab = xapb − xbpa + S̃ab, J0a = tpa − xaH + S̃0a,

(108)

где αa и S̃µν — матрицы (22), (28). Операторы (108), как и (41), (49в), (28),
удовлетворяют условиям инвариантности уравнений (22)–(24) и коммутационным
соотношениям (45а), т.е. образуют АИ уравнений Максвелла. Однако в отличие
от генераторов (41), (49в) операторы (108) коммутируют с t, т.е. порождают пре-
образования из группы Пуанкаре, не изменяющие времени.

Найдем в явном виде группу преобразований, порождаемую операторами
(108). Формально их можно записать в виде

Ψ → Ψ′ = WΨ, W = exp(iθAQA), (109)

где QA — генераторы (108), θA — вещественные параметры, Ψ — вектор-функция
(23).

Ограничимся случаем, когда QA совпадают с генераторами J0a (вычисление
явного вида преобразований, порождаемых остальными генераторами Pµ и Jab,
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не представляет трудностей (ср. (56а), (56б)). Генераторы J0a, , задаваемые фор-
мулами (108), нельзя представить в виде суммы коммутирующих величин, одна
из которых — числовая матрица, а вторая выражается через дифференциальные
операторы первого порядка. Хотя оператор

W = exp(iJ0aθa), a = 1, 2, 3, (110)

всегда может быть представлен в виде конечного ряда по степеням спиновых ма-
триц, вычисление этого ряда в явном виде представляет довольно сложную задачу.

Преобразуем оператор (110) к форме, не содержащей матриц под знаком экспо-
ненты. Воспользуемся тождеством

iJ0aθa = A+P+ +A−P−, (111)

где

P± = (1 ±H/p)/2, A± = i(tpa ∓ xap+ S0a)θa. (112)

Операторы (112) удовлетворяют соотношениям:

P±P± = P±, P±P∓ = P∓P± = 0, P±A∓P∓ = 0,
P∓A±P± = 0, A±P±A±P± = A2

±P±,
(113)

используя которые, нетрудно получить следующее выражение для оператора (110):

exp(iJ0aθa) ≡ exp(A+P+ +A−P−) = exp(A+P+) exp(A−P−) =

=
(

1 +A+P+ +
1
2!
A2

+P+ + · · ·
)(

1 +A−P− +
1
2!
A2

−P− + · · ·
)

=

= [exp(A+)P+ + P−][exp(A−)P− + P+] = exp(A+)P+ + exp(A−)P−.

(114)

Но вычисление экспонент от операторов A+ и A− (112) не составляет тру-
да, поскольку A± состоят из двух коммутирующих слагаемых, одно из которых
выражается через спиновые матрицы. Действительно:

exp(A±) ≡ exp[i(tpa ∓ xap+ S0a)θa] = exp[i(tpa ∓ xap)] exp(iS0aθa), (115)

где последнюю экспоненту можно записать в виде конечной суммы по степеням
матриц S0aθa:

exp(iS0aθa) ≡ N(θ) = 1 + iS0aθa sh θ/θ + (S0aθa)2(1 − ch θ)/θ2, (116)

где θ =
(
θ21 + θ22 + θ23

)1/2
.

Подставив (115), (116) в (114), получим

W = exp(iJ0aθa) = N(θ)[exp(iB+)P+ + exp(iB−)P−], (117)

где введены обозначения

B± ≡ (tpa ∓ xap)θa.

Аналогично вычисляется обратный оператор

W−1 = N(−θ)[exp(−iB+)P+ + exp(−iB−)P−]. (118)
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Формулы (116)–(118) задают искомое представление операторов W , которое не
содержит спиновых матриц под знаком экспоненты. Используя (116)–(118), не-
трудно найти в явном виде закон преобразования функции Ψ(t,x) в импульсном
пространстве

Ψ(t,p) → Ψ′(t,p) = WΨ(t,p) = N(θ)[Ψ+(t,p′) + Ψ−(t,p′′)], (119)

где

p′a = pa ch θ − θap sh θ/θ + θaθbpb(ch θ − 1)/θ2,
p′′a = pa ch θ + θap sh θ/θ + θaθbpb(ch θ − 1)/θ2, Ψ± = P±Ψ.

(120)

Преобразованиям (119) соответствуют нелокальные (интегральные) преобразо-
вания функции (23):

Ψ(t,x) → Ψ′(t,x) = N(θ)(2π)−3/2

∫
d3p exp(ip·x)[Ψ+(t,p′)+Ψ−(t,p′′)],(121)

здесь N(θ), Ψ±(t,p), p′ и p′′ задаются формулами (116) и (120). Преобразования
(121) совместно с (56а), (56б) образуют представление группы P (1, 3), но оставля-
ют время инвариантным, t′ = WtW+ = t.
Нелиевская симметрия уравнений Максвелла в проводящей среде. Иссле-

дуем негеометрическую симметрию уравнений Максвелла в проводящей среде:

i∂E/∂t = −p×H + iσE, i∂H/∂t = p×E,
p ·E = p ·H = 0,

(122)

где σ — коэффициент проводимости. Покажем, что уравнения (122), как и урав-
нения (12) для электромагнитного поля в вакууме, инвариантны относительно
алгебры A8.

Используя обозначения (14), (15), запишем систему (122) в виде:

L̂1ϕ(t,x) = 0, L̂1 = i∂/∂t+ σ2S · p+ (i/2)(1 + σ3)σ, (123)

L̂2ϕ(t,x) = 0, L̂2 = p1 − S · pS1. (124)

Найти АИ уравнений (123), (124) означает определить совокупность опера-
торов {QA}, образующих конечномерную алгебру Ли и удовлетворяющих усло-
виям инвариантности (39). Поскольку здесь будем искать АИ в классе интегро-
дифференциальных операторов, перейдем от (123) и (124) к эквивалентной системе
уравнений в импульсном представлении:

L1ϕ(t,p) = 0, L1 = i∂/∂t+ σ2S · p+ (i/2)(1 + σ3)σ,
L2ϕ(t,p) = 0, L2 = p1 − S · pS1,

(125)

здесь ϕ(t,p) — фурье-образ ϕ(t,x), pa — независимые переменные −∞ < pa <∞.

Теорема 6. Уравнения (125) инвариантны относительно алгебры A8. Ее бази-
сные элементы на множестве решений уравнений (125) задаются формулами:

Q1 = σ3S · p̂D, Q2 = ihS · p̂/|h|, Q3 = ihσ3D/|h|,
Q3+a = ihQa/|h|, Q7 = h/|h|, Q8 = I,

(126)
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где σa, Sa, D — матрицы (6), (103), (104):

p̂ = p/p, h = σ2S · p+ (i/2)σ3σ,

h =
√
h2 = [(S · p)2 − σ2/4]1/2 =

= (p2 − σ2/4)1/2(S · p̂)2 + (i/2)σ[1 − (S · p̂)2].
(127)

Доказательство. Подобно тому как это делалось выше [см. (85)–(88)], рассмо-
трим вместо (125) систему уравнений:

L1ϕ(t,p) = 0,
L3ϕ(t,p) = 0, L3 = 1 − (S · p̂)2, (128)

где L1 — оператор из (125).
Исследование симметрийных свойств системы (128) представляет более про-

стую задачу ввиду коммутативности операторов L1 и L3. Вместе с тем, как можно
показать в полной аналогии с (85)–(88), АИ уравнений (125) и (128) совпадают.

Используя тождества (81) и принимая во внимание антикоммутативность ма-
триц Паули, нетрудно убедиться, что операторы (126) удовлетворяют условиям ин-
вариантности (86), ( 88) уравнений (128) и коммутационным соотношениям (80),
т.е. образуют АИ A8 системы (128), а значит, и системы (125). Теорема доказана.

Итак, уравнения Максвелла для электромагнитного поля в проводящей среде
имеют такую же негеометрическую АИ, как и соответствующие уравнения в отсут-
ствие токов и зарядов. Из теоремы 6 следует также инвариантность системы (125)
относительно группы преобразований вида (96), где QA — оператор (126).

В заключение раздела отметим, что помимо наших работ [15–25] негеометри-
ческий подход к исследованию симметрии уравнений Максвелла использовался
также в [55, 56]. Этот подход может оказаться эффективным и при исследова-
нии групповых свойств новой формулировки электродинамики, предложенной в
[57, 58].

4. Симметрия уравнений Дирака и КДП
Этот раздел в основном посвящен исследованию симметрии уравнения Дирака

LΨ(t,x) ≡ (γµpµ −m)Ψ(t,x) = 0, (129)

где Ψ(t,x) — четырехкомпонентная волновая функция, γµ — матрицы размерности
4 × 4, удовлетворяющие алгебре

γµγν + γνγµ = 2gµν . (130)

Следуя [15–18, 19, 27, 31], установим АИ уравнения (129) в классе дифферен-
циальных и интегро-дифференциальных операторов. Отдельно будет рассмотрен
случай m = 0 и показано, что симметрия уравнения Дирака для безмассовых
частиц определяется той же самой 23-мерной алгеброй Ли, что и симметрия урав-
нения Максвелла.

Будет исследована также симметрия уравнения Кеммера–Дэффина–Петье.
АИ уравнения Дирака в классе дифференциальных операторов. Хорошо

известно, что уравнение (129) инвариантно относительно группы Пуанкаре. Гене-
раторы этой группы на множестве решений уравнения (129) имеют вид:

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , (131)
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где Sµν = (i/4)(γµγν −γνγµ). Операторы (131) коммутируют с L из (129) и удовле-
творяют коммутационным соотношениям (45а), т.е. образуют АИ уравнения (129).
В [14, 59] показано, что алгебра Ли, натянутая на базисные элементы (131), явля-
ется максимальной АИ уравнения Дирака в классе дифференциальных операторов
первого порядка.

Однако инвариантность относительно алгебры (131) не исчерпывает всех
свойств симметрии уравнения Дирака. Если расширить класс операторов, кото-
рому принадлежит АИ, то можно доказать следующее утверждение [18, 19].

Теорема 7. Уравнение Дирака (129) инвариантно относительно алгебры A8,
заданной над полем вещественных чисел. Базисные элементы этой алгебры на
множестве решений уравнения (129) задаются формулами:

Σµν = (i/2)[γµ, γν ] + (i/m)(1 − iγ5)(γµpν − γνpµ),
Σ0 = 1, Σ1 = γ5 − (i/m)(1 − iγ5)γµpµ,

(132)

где γ5 = γ0γ1γ2γ3, 1 — единичная матрица.

Доказательство. В справедливости теоремы проще всего убедиться прямой про-
веркой. Используя соотношения (130), получаем:

[Σµν , L] = (i/m)(γµpν − γνpµ)L, [Σ0, L] = 0,
[Σ1, L] = −(2i/m)γ5γµp

µL, [Σ1,Σ2] = [Σα,Σµν ] = 0,
[Σµν ,Σλσ] = 2i(gµσΣνλ + gνλΣµσ − gµλΣνσ − gνσΣµλ),

(133)

откуда видно, что операторы (132) удовлетворяют условию инвариантности урав-
нения (129) и образуют 8-мерную алгебру Ли, изоморфную алгебре A8 (80). Этот
изоморфизм устанавливается следующими соотношениями:

Σab ↔ εabcQc, Σ0a ↔ Q3+a, Σ0 ↔ Q7, Σ1 ↔ Q8.

Над полем вещественных чисел все элементы алгебры A8, задаваемые форму-
лами (132), линейно независимы. Чтобы убедиться в этом, достаточно подвергнуть
операторы (132) преобразованию

Σµν → Σ′
µν = V ΣµνV −1 = (i/2)[γµ, γν ],

Σ0 → Σ′
0 = V Σ0V

−1 = 1, Σ1 → Σ′
1 = V Σ1V

−1 = γ5,
(134)

где

V = exp[−(1 − iγ5)γµpµ/2m] = 1 − (1 − iγ5)γµpµ/2m. (135)

Теорема доказана.
Отметим, что формулы (132) не задают базис алгебры Ли над полем компле-

ксных чисел, поскольку

(Σab − iεabcΣ0c)Ψ = (Σ1 − iΣ0)Ψ = 0, (136)

где Ψ — произвольное решение уравнения (129).
Таким образом, уравнение Дирака обладает такой же негеометрической АИ,

как и система уравнений Максвелла (12). Хотя операторы (132) включают прои-
зводные по независимым переменным не выше первого порядка, они не порождают
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локальных преобразований волновой функции Ψ(t,x). Если использовать обозна-
чения Овсянникова [11, 12], то генераторы (132) можно классифицировать как
дифференциальные операторы второго порядка, включающие производные вида
∂2/∂xµ∂Ψα.

Из доказанной теоремы следует, что уравнение Дирака инвариантно относи-
тельно восьмипараметрической группы преобразований:

Ψ → (cos θab − γaγb sin θab)Ψ+
+(1/m) sin θab(1 − iγ5)(γa∂Ψ/∂xb − γb∂Ψ/∂xa),

Ψ → (ch θ0a − γ0γa sh θ0a)Ψ+
+(1/m) sh θ0a(1 − iγ5)(γ0∂Ψ/∂xa − γa∂Ψ/∂x0),

Ψ → (ch θ1 + iγ5 sh θ1)Ψ + (1/m) sh θ1(1 − iγ5)γµ∂Ψ/∂xµ,
Ψ → exp(iθ0)Ψ,

(137)

где θ0, θ1, θµν — произвольные вещественные параметры. Преобразования (137)
унитарны в индефинитной метрике

(Ψ1,Ψ2) =
∫
d3x Ψ†γ0Ψ. (138)

Итак, уравнение Дирака помимо инвариантности относительно группы Пуан-
каре обладает дополнительной симметрией относительно преобразований (137),
образующих представление группы U(2) ⊗ U(2). Принципиальное отличие пре-
образований (137) от преобразований Лоренца для биспинора Ψ состоит в том,
что преобразованная функция зависит не только от Ψ (и параметров преобразова-
ния), но также от производных ∂Ψ/∂xµ.

Возникает вопрос, нельзя ли объединить группу симметрии уравнения Дира-
ка, задаваемую преобразованиями (137), и группу Пуанкаре? Оказывается, такое
объединение возможно, поскольку операторы (131) и (132) образуют 18-мерную
алгебру Ли.

Теорема 8. Уравнение Дирака (129) инвариантно относительно 18-мерной ал-
гебры Ли, базисные элементы которой задаются формулами (131), (132). Эти
операторы удовлетворяют коммутационным соотношениям (45а), (133) и при-
веденным ниже соотношениям (139)

[Pµ,Σλσ] = [Pµ,Σα] = [Jµν ,Σα] = 0,
[Jµν ,Σλσ] = i(gµσΣνλ + gνλΣµσ − gµλΣνσ − gνσΣµλ).

(139)

Доказательство. Оно сводится к проверке справедливости соотношений (139),
которую несложно осуществить, используя соотношения (130).

Из доказанного выше заключаем, что уравнение Дирака инвариантно относи-
тельно 18-параметрической группы преобразований вида (11). Эта группа изомор-
фна группе P (1, 3) ⊗ U(2) ⊗ U(2) и включает неоднородные преобразования Ло-
ренца для биспинора Ψ(x), а также преобразования, явный вид которых приведен
в (137).
АИ уравнения Дирака в классе интегро-дифференциальных операторов.

Покажем теперь, что в классе нелокальных (интегро-дифференциальных) преобра-
зований симметрия уравнения Дирака еще выше. А именно, справедливо следую-
щее утверждение [16, 18, 19].
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Теорема 9. Уравнение Дирака (129) инвариантно относительно алгебры за-
данной над полем комплексных чисел. Базисные элементы АИ принадлежат
классу интегро-дифференциальных операторов и задаются формулами:

Σ̃µν = (i/2)[γµ, γν ] + (γµpν − γνpµ)(1 − iγ5H/E)/2m,

Σ̃0 = 1, Σ̃1 = H/E,
(140)

где

H = γ0γapa + γ0m, E =
√
H2 =

√
p2 +m2. (141)

Вместо доказательства приведем явный вид оператора, диагонализующего урав-
нение (129) и одновременно преобразующего операторы (140) к представлению, в
котором они не зависят от pa:

V = exp[iS0apa arth (p/E)/p] × exp[γapa arctg (p/m)/p]. (142)

С помощью оператора (142) получаем

Σ̃′
ab = V Σ̃abV −1 = (i/2)γaγb, Σ̃′

1 = V Σ̃1V
−1 = γ0,

Σ̃′
0a = V Σ̃0aV

−1 = (i/2)γ4γa, L̃′ = V γ0LV
−1 = i(∂/∂t) − γ0E,

(143)

где L — оператор Дирака (129). В представлении (143) утверждения теоремы
становятся очевидными.

Операторы (143) в отличие от (132) задают базис алгебры Ли над полем ком-
плексных чисел. Поэтому из теоремы 9 вытекает инвариантность уравнения (129)
относительно 16-параметрической группы Ли, включающей преобразования вида:

Ψ′ = exp(iΣ̃µν θ̃µν)Ψ, Ψ′′ = exp(iΣ̃αθ̃α)Ψ, (144)

где θ̃µν = θ1µν + iθ2µν , θ̃α = θ1α + iθ2α, α = 1, 2, θ1µν , θ
2
µν , θ

1
α, θ

2
α — вещественные

параметры. Подставляя (140) в (144) и принимая во внимание тот факт, что ква-
драт любого из операторов (140) совпадает с единичным оператором, получаем
преобразования (144) в следующей форме:

Ψ → Ψ′ = (cos θ̃ab − γaγb sin θ̃ab)Ψ+

+
∑
ε

(1 − iεγ5) sin θ̃ab(γa∂Ψε/∂xb − γa∂Ψε/∂xa)/m,

Ψ → Ψ′′ = (ch θ̃0b − γ0γb sh θ̃0b)Ψ+

+
∑
ε

(1 − iεγ5) sh θ̃0b(γ0∂Ψε/∂xb − γb∂Ψε/∂x0)/m,

Ψ → Ψ′′′ = ch θ̃1Ψ +
∑
ε

ε sh θ̃1Ψε, Ψ → Ψ′′′′ = exp(iθ̃0)Ψ,

(145)

где Ψε = (1/2)(1 − εH/E)Ψ, ε = ±1, θ̃µν , θ̃α — комплексные параметры. Преобра-
зования (145) образуют группу локально изоморфную группе GL(2, C)⊗GL(2, C).

Операторы (140) в отличие от (132) не образуют замкнутой алгебры совместно
с генераторами группы Пуанкаре (131). Однако генераторы (131) на множестве
решений уравнения (129) можно представить также в форме:

P0 = H, Pa = pa = −i∂/∂xa,
Jab = xapb − xbpa + Sab, J0a = tpa − [xa,H]+/2.

(146)
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Операторы (140) и (146) удовлетворяют коммутационным соотношениям (45а),
(133), (139) и, следовательно, задают базис алгебры P (1, 3) ⊕ U(2) ⊕ U(2).
Симметрия восьмикомпонентного уравнения Дирака. Рассмотрим восьми-

компонентное уравнение Дирака

L̃Ψ̃(t,x) = 0, L̃ = Γµpµ −m, (147)

где Γµ (µ = 0, 1, 2, 3) — матрицы размерности 8× 8, удовлетворяющие совместно с
Γ4, Γ5, Γ6 алгебре Клиффорда.

Выбирая Γµ и Ψ̃ в виде:

Γµ =
(
γµ 0
0 γµ

)
, Ψ̃ =

(
Ψ
Ψc

)
, Ψc = γ2Ψ∗, (148)

здесь γµ — четырехрядные матрицы Дирака, Ψ — четырехкомпонентная волно-
вая функция, получаем из (147) систему уравнений, совпадающую с уравнением
Дирака (129) и уравнением, сопряженным (129). В общем же случае, когда Γµ
— произвольные матрицы размерности 8 × 8, удовлетворяющие алгебре Клиффор-
да, уравнение (147) допускает самую различную интерпретацию, в том числе как
уравнение движения частиц со спином 1 [45, 47, 48] и 3/2 [60].

В результате увеличения числа компонент волновой функции уравнение (147)
обладает более высокой симметрией, чем уравнение Дирака (129). Помимо почти
очевидной инвариантности относительно группы Пуанкаре, генераторы которой
задаются формулами (131), где Sµν = (i/4)[Γµ,Γν ], уравнение (147) имеет скрытую
негеометрическую симметрию, описываемую следующей теоремой.

Теорема 10. Восьмикомпонентное уравнение Дирака (147) инвариантно отно-
сительно 16-мерной алгебры Ли, заданной над полем комплексных чисел. Бази-
сные элементы этой алгебры принадлежат классу дифференциальных опера-
торов и задаются формулами:

Σnl = i[Γn,Γl]/2 + (1 + iΓ6)(Γnpl − Γlpn)/m,
Σ0 = 1, l, n = 0, 1, . . . , 5.

(149)

Доказательство повторяет почти дословно доказательство теоремы 7. Подчер-
кнем, что по определению

p3+aΨ̃(t,x) ≡ −i ∂

∂x3+a
Ψ̃(t,x) ≡ 0,

поэтому часть генераторов (149), у которых l и n > 3, на множестве функций
Ψ(t,x) сводится к числовым матрицам.

Генераторы Σmn и Σ0 удовлетворяют коммутационным соотношениям:

[Σmn,Σm′n′ ] = 2i(gmn′Σnm′ + gnm′Σmn′ − gmm′Σnn′ − gnn′Σmm′),
[Σ0,Σmn] = 0.

(150)

Алгебра (150) изоморфна алгебре O(1, 5) ⊕ T1 ∼ GL(4), где T1 — одномерная
подалгебра, реализуемая единичной матрицей.
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Операторы (149) образуют замкнутую алгебру совместно с генераторами гру-
ппы Пуанкаре, поскольку выполняется:

[Pµ,Σmn] = 0, [Jµν ,Σm′n′ ] = 0,
[Jµν ,Σm′λ] = i(gµλΣm′ν − gνλΣm′µ),
[Jµν ,Σλρ] = i(gµρΣνλ + gνλΣµρ − gµλΣνρ − gνρΣµλ),

(151)

где m,n = 0, 1, . . . , 6; 3 < m′, n′ ≤ 6; µ, ν, ρ, λ ≤ 3. Отсюда следует, в частности,
что уравнение (147) инвариантно относительно 26-мерной группы преобразований,
включающей неоднородную группу Лоренца и преобразования вида:

Ψ̃ → Ψ̃′ = (cos θkl − ΓkΓl sin θkl)Ψ+
+i(1 + iΓ6)(Γk∂Ψ/∂xl − Γl∂Ψ/∂xk) sin θkl/m, k, l �= 0,

Ψ̃ → Ψ̃′′ = (ch θ0k − Γ0Γk sh θ0k)Ψ+
+i(1 + iΓ6)(Γ0∂Ψ/∂xk − Γk∂Ψ/∂x0) sh θ0k/m,

Ψ̃ → Ψ̃′′′ = exp(iθ0)Ψ,

(152)

где θkl, θ0, θ0k — произвольные параметры. При k, l > 3 формулы (152) задают
матричные преобразования функции Ψ(t,x).

В полной аналогии с изложенным в предыдущем пункте можно показать, что
уравнение (147) инвариантно относительно 42-мерной алгебры Ли, изоморфной
P (1, 3) ⊗ GL(4, C) ⊗ GL(4, C). Базисные элементы этой алгебры принадлежат
классу интегро-дифференциальных операторов и задаются формулами (131), где
Sµν = i[Γµ,Γν ]/4, и приведенными ниже формулами

Σkl = i[Γk,Γl]/2 + (Γkpl − Γlpk)(1 + iΓ6H/E)/m,
Σ5+k 5+l = ΣklΣ1, Σ0 = 1, Σ0 = H/E,

(153)

где H = Γ0Γapa + Γ0m, k, l = 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Симметрия уравнения Дирака для безмассовой частицы. Рассмотрим те-

перь уравнение Дирака в том особом случае, когда параметр m, характеризующий
массу частицы, равен нулю.

Хорошо известно, что уравнение Дирака при m = 0 инвариантно относительно
16-мерной конформной алгебры. Здесь покажем, что симметрия этого уравнения
выше. Если расширить класс операторов, которому принадлежат базисные элемен-
ты АИ, включив в него интегро-дифференциальные операторы, то можно доказать
следующее утверждение.

Теорема 11 [31]. Уравнение Дирака (129) при m = 0 инвариантно относитель-
но 23-мерной алгебры Ли, изоморфной алгебре C(1, 3)⊕A8. Базисные элементы
этой АИ принадлежат классу интегро-дифференциальных операторов и зада-
ются следующими формулами:

P0 = p0 = i∂/∂t, Pa = pa = −i∂/∂xa, Jab = xapb − xbpa + Sab,

J0a = x0pa − xap0 + iH(1 − iγ5)γaγbpb/2p2 + (1/2)Σ̂0a,

D = xµp
µ + i,

Kµ =
(−xνxν + JabSabp

−2 + p−2
)
pµ + 2[xµ + (1 − δµ0)(1 − γ0)Sµbpbp−1]D,

Σ̂0a = γ4(pa + γ0Sabpb)/p, Σ0 = 1, Σ̂1 = iH/p, Σ̂ab = iΣ1εabcΣ0c,

(154)
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где

H = γ0γapa, p =
√
H2 =

(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2
.

Приведем схему доказательства. С помощью преобразования

QA → Q′
A = WQAW

−1, L̂→ L̂′ = WLW−1, Ψ → Ψ′ = WΨ,

где QA — произвольный генератор из множества, заданного формулами (154):

W = W−1 = [1 + γ0 + (1 − γ0)εabcSabp̂c],

L̂ = γ0L = i∂/∂t−H, p̂c = pc/p,
(155)

приводим уравнение (129) (при m = 0) и операторы (154) к следующей форме:

L′Ψ′ = 0, L′ = i∂/∂t− iγ5p, P ′
µ = Pµ,

J ′
ab = Jab, J ′

0a = x0pa − xap0 + S0a,
(156)

D′ = D, K ′
µ = 2xµD − xνx

νpµ,

Σ̂′
µν = 2Sµν = i[γµ, γν ]/2, Σ̂′

0 = 1, Σ̂′
1 = γ5.

(157)

Операторы (157) удовлетворяют коммутационным соотношениям (45а), (133),
(151) и условиям инвариантности уравнения (156):

[L′, P ′
µ] = [L′, J ′

µν ] = [L′,Σ′
µν ] = [L′,Σ′

α] = 0,
[L′,K ′

0] = 2i[x0 + (xapa − i)iγ5p
−1]L′,

[L′,K ′
a] = 2i(xa + ix0γ5pa/p)L′,

[L′,D′] = iL′, [L′, J ′
0a] = γ5p̂aL

′.

(158)

Отсюда заключаем, что операторы (154) образуют АИ уравнения (129) с m = 0,
изоморфную C(1, 3) ⊕A8.

Таким образом, уравнение Дирака для безмассовой частицы инвариантно отно-
сительно 23-мерной алгебры Ли, включающей подалгебры C(1, 3) и A8. Такой же
симметрией, как было показано выше, обладают уравнения Максвелла (12). Мо-
жно показать (например, используя метод, предложенный в [47, 48]), что указан-
ной симметрией обладают все релятивистские уравнения для безмассовых полей,
инвариантные относительно преобразований P , T и C.
Симметрия уравнения Кеммера–Дэффина–Петье. Рассмотрим теперь урав-

нение Кеммера–Дэффина–Петье

(βµpµ −m)Ψ(t,x) = 0, (159)

где Ψ — десятикомпонентная волновая функция, βµ — матрицы размерности 10 ×
10, удовлетворяющие алгебре:

βµβνβλ + βλβνβµ = i(gµνβλ + gνλβµ). (160)

Хорошо известно, что уравнение (159) инвариантно относительно группы Пу-
анкаре. Генераторы этой группы на множестве решений сравнения (159) имеют
вид, задаваемый формулами (131), где Sµν = i(βµβν − βνβµ). Оказывается, что
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уравнение (159) обладает также скрытой (негеометрической) симметрией, причем
более широкой, чем уравнение Дирака.

Теорема 12. Уравнение КДП (159) инвариантно относительно 8-мерной алге-
бры Ли, заданной над полем вещественных чисел. Базисные элементы этой
алгебры принадлежат классу дифференциальных операторов и задаются фор-
мулами:

Aab = CadCdb, Ãab = εadcC0bCdc/2, a �= b, Aaa = 2/3 − C2
bc,

Ãaa = εadcC0aCdc/6 − C0aCbc, (a, b, c) — цыкл (1, 2, 3),

A0 = 1, Ã0 = εabcC0aCbc/4, a, b, c, d = 1, 2, 3,

(161)

где

Cµν = Sµν + (aµpν − aνpµ)/m, Sµν = i[βµ, βν ], aµ = S4µ + iS5µ,

S4µ = iβµ, S5µ = i[β5, βµ], β5 = εµνρσβµβνβρβσ/4!.
(162)

Доказательство. Используя тот факт, что матрицы βµ, β5 удовлетворяют алгебре
КДП (160), а матрицы Skl (k, l = 0, 1, . . . , 5) — алгебре O(1, 5), получаем

[Cµν , L1] = f1
µνL, f1

µν = i(L+ 2m)(βµpν − βνpµ)/m2. (163)

Из (163) заключаем, что операторы Cµν (а следовательно, и Aba, Ã
b
a, A0, Ã0

(161)) удовлетворяют условию инвариантности уравнения (159).
Операторы (161) подчиняются коммутационным соотношениям:

[A0, A
a
b ] = [A0, Ã

a
b ] = [Ã0, A

a
b ] = [Ã0, Ã

a
b ] = [A0, Ã0] = 0,

[Aba, A
d
c ] = −[Ãba, Ã

d
c ] = ifklabcdA

l
k, [Aba, Ã

d
c ] = ifklabcdÃ

l
k,

(164)

где a, b, c, d, k, l = 1, 2, 3; fklabcd — структурные константы группы SU(3) в базисе
Окубо.

Соотношения (164) можно проверить непосредственно. Проще всего такая про-
верка осуществляется с помощью предварительного преобразования λn → V λnV

−1,
где V = exp[iaµpµ/m], при этом Cµν → C ′

µν = V CµνV
−1 = i[βµ, βν ]. Теорема до-

казана.
Итак, помимо симметрии относительно алгебры P (1, 3) уравнение КДП (159)

инвариантно также относительно 18-мерной алгебры Ли, базисные элементы ко-
торой заданы формулами (161). Отсюда следует, что уравнение КДП инвариантно
относительно преобразований вида:

Ψ → Ψ′ = exp(iAbaθ
b
a)Ψ, Ψ → Ψ′′ = exp(iA0θ0)Ψ,

Ψ → Ψ′′′ = exp(iÃbaθ̃
b
a)Ψ, Ψ → ΨIV = exp(iÃ0θ̃0)Ψ,

(165)

где θba, θ̃
b
a, θ0, θ̃0 — вещественные параметры. Согласно (164) преобразования (165)

образуют 18-параметрическую группу Ли, локально изоморфную U(3) ⊗ U(3).
Операторы (164) образуют совместно с генераторами группы Пуанкаре зам-

кнутую 28-мерную алгебру Ли. Это следует из соотношений

[Pµ, Cλσ] = 0, [Jµν , Cλσ] = i(gµσCνλ + gνλCµσ − gµλCνσ − gνσCµλ). (166)

Таким образом, уравнение КДП инвариантно относительно 28-мерной группы
Ли, включающей неоднородные преобразования Лоренца и преобразования (165).
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Преобразования (165) можно легко найти в явном виде, поскольку соответству-
ющие экспоненты сводятся к полиномам от (Abaθ

b
a)
n, (Ãbaθ̃

b
a)
n, (A0θ0)n, (Ã0θ̃0)n,

n = 0, 1, 2:

exp(iAbaθ
b
a) = 1 + (cos θba − 1)(Aba)

2 + i sin(θba)A
b
a,

exp(iÃbaθ̃
b
a) = 1 + (ch θ̃ba − 1)(Ãba)

2 + sh (θ̃ba)Ã
b
a,

exp(iA0θ0) = exp(iθ0), exp(iÃ0θ̃0) = 1 + (ch θ̃0 − 1)Ã2
0 + sh (θ̃0)Ã0.

(167)

Нетрудно убедиться, что общее преобразование функции Ψ(x), включающее
преобразования Лоренца и (165), имеет вид:

Ψ(x) → Ψ′(x′) = AΨ(x) +BΨ(x′) + Cµ
∂Ψ(x)
∂xµ

+

+Dµν
∂2Ψ(x)
∂xµ∂xν

+Eµνλ
∂3Ψ(x)

∂xµ∂xν∂xλ
+ Fµνλσ

∂4Ψ(x)
∂xµ∂xν∂xλ∂xσ

,

(168)

где A, B, Cµ, Dµν , Eµνλ, Fµνλσ — числовые матрицы.
Негеометрическая симметрия уравнений Дирака и КДП для частиц, взаи-

модействующих с внешним полем. До сих пор в этой главе исследовалась не-
геометрическая симметрия уравнений Дирака и КДП для невзаимодействующих
частиц. Можно показать, что введение минимального взаимодействия в общем
случае приводит к сужению негеометрической симметрии уравнений движения.
Однако для некоторых классов внешних полей такая симметрия сохраняется. Кро-
ме того, негеометрической симметрией обладают уравнения, описывающие ано-
мальные взаимодействия типа Паули.

Здесь приведем без доказательства некоторые из результатов, полученных в
[25, 27], относящихся к симметрии уравнений движения для взаимодействующих
частиц.

Теорема 13. Уравнение Дирака с взаимодействием типа Паули:

LΨ = 0, L = γµπ
µ + (i/4m)(1 − iγ5)γµγνFµν +m, (169)

где πµ = pµ − eAµ, Fµν = −i[πµ, πν ], Aµ — вектор-потенциал электромагни-
тного поля, инвариантно относительно алгебры A8. Явный вид базисных эле-
ментов этой алгебры можно получить из (132) с помощью замены pµ → πµ.
Итак, уравнение (169) обладает такой же негеометрической симметрией, как
уравнение Дирака для невзаимодействующей частицы (129).
Теорема 14. Уравнение Дирака для частицы в однородном магнитном поле:

π0Ψ = ĤΨ, Ĥ = γ0γaπa + γ0m, (170)

где

π0 = p0, π3 = p3, π1 = p1 − eA1(x1, x2), π2 = p2 − eA2(x1, x2),

инвариантно относительно алгебры A8. Ее базисные элементы задаются сле-
дующими интегро-дифференциальными операторами:

Σ12 = iγ3γ0γaπa/|γ0γaπa|, Σ31 = iγ5(γ3m+ p3)/(p2
3 +m2)1/2,

Σ32 = iΣ12Σ31, Σ0a = iεabcΣbcH/2|H|, Σ0 = 1, Σ1 = iH/|H|. (171)
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Отметим, что аналогичный результат справедлив для уравнения Дирака, опи-
сывающего движение частицы в постоянном электрическом поле.

Рассмотрим теперь обобщенное уравнение КДП, описывающее движение ча-
стицы со спином 1, зарядом e и аномальным моментом q в однородном магнитном
поле H = (0, 0,H):

[βµπµ +m(eq/4m)SµνFµν ]Ψ = 0, (172)

где

π0 = p0, π1 = p1 − eHx2, π2 = p2, π3 = p3, SµνF
µν = 2S12H.

Теорема 15. Уравнение (172) имеет шесть линейно-независимых интегралов
движения, связанных с негеометрической симметрией. При q = 1 уравнение
(172) инвариантно относительно 10-мерной алгебры Ли, включающей подалге-
бру O(4).

Явный вид базисных элементов, перечисленных в теореме АИ, не будем при-
водить здесь из-за их громоздкости (см. [25, 27]).

5. Законы сохранения
Хорошо известно, что из симметрии уравнений Максвелла относительно груп-

пы Пуанкаре следует существование некоторых интегральных комбинаций из ве-
кторов напряженности электрического и магнитного полей, которые сохраняются
во времени. В этом разделе наряду с классическими законами сохранения (энер-
гии, импульса, углового момента электромагнитного поля) обсуждаются новые ве-
личины, возникающие вследствие симметрии уравнений Максвелла относительно
алгебры A8. Рассматриваются также новые интегралы движения для поля Дирака,
связанные с негеометрической симметрией уравнения Дирака.
Классические интегралы движения электромагнитного поля. Из уравнений

Максвелла (12) для электромагнитного поля в вакууме следует сохранение во
времени следующих величин:

E =
∫
d3x

(
E2 +H2

)
/2, (173а)

P =
∫
d3xE ×H, (173б)

L =
∫
d3xx× (E ×H), (173в)

N =
∫
d3x

[
tE ×H − x (E2 +H2

)
/2
]
, (173г)

которые определяют энергию, импульсы, угловой момент и центр энергии поля.
Существование классических интегралов движения, перечисленных в (173),

вытекает из симметрии уравнений Максвелла относительно группы Пуанкаре.
Исходя из лагранжевой формулировки этих уравнений и используя теорему Нетер,
можно показать, что сохранение энергии (173а) и импульса (173б) непосредствен-
но следует из инвариантности лагранжиана относительно сдвигов по временной и
пространственным координатам, сохранение момента — следствие инвариантности
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лагранжиана относительно пространственных поворотов и, наконец, сохранение
центра энергии вытекает из инвариантности относительно преобразований Лорен-
ца.

Возникает естественный вопрос: какие сохраняющиеся величины связаны с
симметрией уравнений Максвелла относительно негеометрических преобразова-
ний? Для ответа на этот вопрос невозможно воспользоваться теоремой Нетер,
поскольку негеометрические преобразования (99), (100) имеют нелокальный хара-
ктер. Следовательно, приходится применять другой метод нахождения сохраняю-
щихся величин, который заключается в вычислении средних значений базисных
элементов АИ в соответствующем скалярном произведении. Покажем, как в таком
подходе можно получить классические интегралы движения (173).

Будем исходить из формулировки уравнений Максвелла в импульсном про-
странстве (73). Генераторы группы Пуанкаре на множестве решений уравнений (73)
задаются формулами

P0 = −σ2S · p ≡ Ĥ, Pa = pa,

Ja = −i
(
p× ∂

∂p

)
a

+ Sa, J0a = tpa − iĤ
∂

∂pa
,

(174)

где pa — независимые переменные, −∞ < pa < ∞, σ2 и Sa — матрицы (15). Опе-
раторы (174) эрмитовы относительно инденфинитного скалярного произведения

(ϕ1, ϕ2) =
∫
d3p ϕ†

1(t,p)(Ĥ/2p
2)ϕ2(t,p), (175)

где ϕα(t,p) — произвольные квадратично интегрируемые решения уравнений (73).
Из инвариантности уравнений (73) относительно алгебры (174) следует сохра-

нение во времени средних значений операторов Pµ, Jµν в метрике (175):

∂

∂t
〈QA〉 = 0,

где

〈QA〉 = (ϕ,QAϕ) ≡
∫
d3p ϕ†(t,p)(Ĥ/2p2)QAϕ(t,p), (176)

здесь QA — любой из генераторов (174). Подставляя в (176) выражения (174) для
генераторов группы P (1, 3) и используя для вектор-функции ϕ(t,p) обозначения
(98), после несложных вычислений получим:

〈P0〉 = E , 〈Pa〉 = Pa, 〈Ja〉 = La, 〈J0a〉 = Na, (177)

где E , Pa, La и Na — интегралы движения (173).
Приведем доказательство первой из формул (177). Подставляя в (176) выраже-

ние (174) для генератора QA = P0 = Ĥ и принимая во внимание, что Ĥ2ϕ = p2ϕ,
находим

〈P0〉 = (ϕ,Hϕ) ≡
∫
d3p ϕ†(t,p)ϕ(t,p)/2. (178)
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Подставляя в (178) выражение (98) для вектора-функции ϕ(t,p) и учитывая
(75), получаем

〈P0〉 =
∫
d3p [E(t,−p) ·E(t,p) +H(t,−p) ·H(t,p)]/2. (179)

Выражая E(t,p) и H(t,p) с помощью преобразования Фурье через E(t,x) и
H(t,x) и выполняя интегрирование по p с помощью соотношения∫

d3p exp(ip · x) = (2π)3δ(x),

приходим к формуле

〈P0〉 =
∫
d3x

[
E2(t,x) +H2(t,x)

]
/2. (180)

Аналогично можно доказать все остальные соотношения (173), (177).
Интегралы движения, вытекающие из негеометрической симметрии урав-

нений Максвелла. Классические интегралы движения для электромагнитного по-
ля можно представить как средние значения (в квантовомеханическом смысле)
базисных элементов алгебры P (1, 3). Таким же образом можно вычислить новые
интегралы движения, связанные с негеометрической симметрией уравнения Ма-
ксвелла, рассматриваемой в разд. 3.

Найдем сохраняющиеся величины, соответствующие базисным элементам ал-
гебры A8. Операторы (78) коммутируют с L1 из уравнения (73а), и сохраняются
во времени следующие интегралы:

〈QA〉 =
∫
d3p ϕ†(t,p)MQAϕ(t,p)/2p, (181)

где M — произвольный оператор, определенный на множестве решений уравнений
(73), QA — операторы (78).

Ограничимся выбором M = Ĥ/p. В этом случае (181) определяет средние зна-
чения операторов (78) в той же самой метрике, в которой заданы средние значения
генераторов группы Пуанкаре (см. (173), (176), (177)).

Вычислим последовательно средние значения всех операторов (78). Для того
чтобы получить вещественные величины, умножим QA (78) на i и обозначим
iQA = Q̃A. Выбирая A = 3, Q̃A = iQ3 = −σ2, получаем

〈Q̃3〉 = −
∫
d3p ϕ†(t,p)(Ĥ/2p2)σ2ϕ(t,p) =

= −
∫
d3p ϕ†(t,p)S · pϕ(t,p)/2p2.

(182)

Подставив в (182) явный вид матриц Sa (15) и выражение (98) для функции ϕ(t,p),
придем к следующей формуле:

〈Q̃3〉 = i

∫
d3p p · [E∗(t,p) ×E(t,p) +H∗(t,p) ×H(t,p)]/2p2. (183)
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Если потребовать, чтобы E и H удовлетворяли условию вещественности, то
согласно (183), (75):

〈Q̃3〉 = i

∫
d3p p · [E(t,−p) ×E(t,p) +H(t,−p) ×H(t,p)]. (184)

Таким образом, из инвариантности уравнений Максвелла относительно преобра-
зований Хевисайда–Лармора–Райнича следует сохранение во времени интеграла
(184). Найдем теперь среднее значение оператора Q2 (73):

〈Q̃2〉 =
∫
d3pϕ†(t,p)σ3Dϕ(t,p)/2p. (185)

Используя явный вид матрицы D (82), (83) и принимая во внимание (73), (98),
имеем

ϕ′(t,p) = Dϕ = D1ϕ = (i/δ)



p2p3(p3Ḣ3 − p2Ḣ2)

p1p3(p1Ḣ1 − p3Ḣ3)

p1p2(p2Ḣ2 − p1Ḣ1)

−p2p3(p3Ė3 − p2Ė2)

−p1p3(p1Ė1 − p3Ė3)

−p1p2(p2Ė2 − p1Ė1)


+ (f/δ)


E1

E2

E3

H1

H2

H3

 , (186)

где δ и f — функции (79), (83), Ḣa = ∂Ha/∂t, Ėa = ∂Ea/∂t. Подставляя в (185)
выражение (98) для ϕ†(t,p), а также явный вид матрицы σ3 и функции ϕ′(t,p)
(186), получаем

〈Q̃2〉 =
∫
d3p

{
f [H∗ ·H(t,p) −E∗(t,p) ·E(t,p)] +

+
∑
a

p2
a

[
Ḣ∗
a(t,p) · Ḣa(t,p) − Ė∗

a(t,p) · Ėa(t,p)
]}/

2δp.

(187)

Если теперь наложить на E(t,p), H(t,p) условия вещественности (75), то
интеграл (187) принимает вид:

〈Q̃2〉 =
∫
d3p

{
f [E(t,p) ·E(t,−p) −H(t,p) ·H(t,−p)] +

+
∑
a

p2
a

[
Ėa(t,p) · Ėa(t,−p) − Ḣa(t,p) · Ḣa(t,−p)

]}/
2δp.

(188)

Совершенно аналогично получаем, что:

〈Q̃1〉 =
∫
d3p

[
fE(t,−p) ·H(t,p) +

∑
a

p2
aĖa(t,−p) · Ḣa(t,p)

]/
δp,

〈Q̃8〉 =
∫
d3p [E(t,−p) ·E(t,p) +H(t,−p) ·H(t,p)]/2p,

〈Q̃4〉 = 〈Q̃5〉 = 〈Q̃6〉 = 〈Q̃7〉 = 0.

(189)
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Соотношения (189) справедливы только для тех векторов E(t,p) и H(t,p),
которые удовлетворяют условию (75). При комплексных E и H интегралы 〈QB〉
(B = 4, 5, 6, 7) не равны нулю, но задают некоторые сохраняющиеся величины,
явный вид которых здесь не приводится.

Формулы (184), (188), (189) определяют интегральные комбинации фурье-обра-
зов компонент векторов напряженности электрического и магнитного полей, сохра-
няющиеся во времени в силу уравнений Максвелла. С помощью преобразования
Фурье эти сохраняющиеся величины можно выразить через E(t,p) и H(t,p). Так,
для 〈Q̂1〉 получаем

〈Q̃1〉 = (2π)−3

∫
d3x d3x′ d3p (δp)−1×

×
{
fE(t,x) ·H(t,x′) +

∑
a

p2
aĖa(t,x)Ḣa(t,x′) exp[ip · (x− x′)]

}
.

(190)

В отличие от классических интегралов движения (173) сохраняющаяся величина
(190) зависит не только от напряженности электромагнитного поля, но, грубо
говоря, также от бесконечного числа производных ∂E/∂xa, ∂H/∂xa, ∂2E/∂xa∂xb,
∂2H/∂xa∂xb, . . .

Исходя из АИ уравнений Максвелла, задаваемой соотношениями (78), можно
построить также такие интегралы движения, которые зависят от конечного чи-
сла производных. Воспользуемся неоднозначностью в определении оператора M ,
входящего в (181), и выберем

M =


Ĥδ, A = 1, 2,
Ĥp, A = 3,
Ĥ, A = 8,

(191)

где Ĥ и δ заданы (174) и (79). Поступая далее по аналогии с (181)–(190), получаем
следующие сохраняющиеся величины:

〈Q̃1〉′ =
∫
d3pϕ†(t,p)ĤδQ̂1ϕ(t,p)/2p =

=
∑
a, b, c
b, c �= a

∫
d3x

(
∂2Ea
∂x2

b

∂2Ha

∂x2
c

− ∂Ėa
∂xa

∂Ḣa

∂xa

)
,

(192а)

〈Q̃2〉′ =
∫
d3pϕ†(t,p)ĤδQ̃2ϕ(t,p)/2p =

∑
a, b, c
b, c �= a

∫
d3x

(
∂2Ea
∂x2

b

∂2Ea
∂x2

c

−

−∂
2Ha

∂x2
b

∂2Ha

∂x2
c

+
∂Ḣa

∂xa

∂Ḣa

∂xa
− ∂Ėa
∂xa

∂Ėa
∂xa

,

)
,

(192б)

〈Q̃3〉′ =
∫
d3pϕ†(t,p)ĤpQ3ϕ(t,p)/2p =

=
∫
d3x [Ė(t,x) ·H(t,x) −E(t,x) · Ḣ(t,x)]/2,

(192в)
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〈Q̃8〉′ =
∫
d3pϕ†(t,p)ĤQ8ϕ(t,p)/2p =

∫
d3x

(
E2 +H2

)
/2. (192г)

Итак, помимо классических интегралов движения (192) в силу уравнений Ма-
ксвелла сохраняются во времени еще три независимые интегральные величины,
задаваемые (192а)–(192в) (что же касается (192г), то этот интеграл совпадает с
(173 а)). Вопрос о физической интепретации величин (192а)–(192в) пока остается
открытым.

Отметим еще, что законы сохранения величин (192а)–(192в) можно сформули-
ровать с помощью уравнения непрерывности:

pµj
µ
a = 0, (193)

где

j0a = ϕ†Baϕ, jba = ϕ†σ2SbBaϕ,

Ba (a = 1, 2, 3) — дифференциальные операторы, коммутирующие с L1 = i∂/∂t −
Ĥ = i∂/∂t+ σ2S · p (12а),

B1 = −D̃σ1, B2 = −D̃σ3, B3 = S · p, (194)

здесь

D̃ =
∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3SaSbpc

]
.

Ввиду коммутативности операторов (194) с L1 (12a) уравнения (193) следуют не-
посредственно из (12).
Законы сохранения для поля Дирака. Найдем теперь сохраняющиеся вели-

чины, связанные с негеометрической симметрией уравнения Дирака.
Любому эрмитову оператору Q, определенному на множестве решений уравне-

ний Дирака (129), можно поставить в соответствие 4-вектор тока

jθµ = Ψ̄γµQΨ, (195)

где Ψ̄ = Ψ†γ0. Нетрудно убедиться, что если оператор Q удовлетворяет условию
инвариантности уравнения Дирака (129), то для тока (195) справедливо уравне-
ние непрерывности (193), откуда в силу теоремы Остроградского–Гаусса вытекает
сохранение во времени интеграла

Iθ =
∫
d3x Ψ̄γ0QΨ =

∫
d3x Ψ†QΨ. (196)

Выбирая в качестве {Q} генераторы группы Пуанкаре, получаем отсюда законы
сохранения энергии, импульса, углового момента и центра энергии электронно-
позитронного поля.

Возникает законный вопрос, какие новые сохраняющиеся величины можно
поставить в соответствие базисным элементам негеометрической АИ уравнения
Дирака, задаваемым (132). Поскольку на множестве решений уравнений Дирака
выполняется (136), достаточно рассмотреть только четыре из восьми операторов
(132), например, Σab и Σ0 (a, b = 1, 2, 3).
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Поскольку операторы Σab (132) неэрмитовы, рассмотрим сохраняющиеся вели-
чины, соответствующие инвариантным операторам:

Σ̃ab = MΣab, Σ̃0 = MΣ0, (197)

где

M = (H + 2S · p)/m, H = γ0γapa + γ0m, Sa = iεabcγbγc/2.

Оператор M однозначно (с точностью до множителя, пропорционального едини-
чной матрице) определяется требованиями, чтобы операторы (197) были эрмитовы
и удовлетворяли условию инвариантности уравнения Дирака.

Подставляя (197) в (196), получаем

Ca = (1/4)εabcΣ̃bc = γ0Sa + (1 − iγ5)pa/2m,

C0 = Σ̃0/2 = (S · p+H/2)/m,
(198)

а соответствующий ток (196):

jaµ = Ψ̄γµCaΨ = Ψ̄γµγ0SaΨ−
−i[Ψ̄γµ(1 − iγ5)∂Ψ/∂xa − (∂Ψ̄/∂xa)γµ(1 − iγ5)Ψ]/4m,

j0µ = Ψ̄γµC0Ψ = −i[Ψ̄γµSa∂Ψ/∂xa−
−(∂Ψ̄/∂xa)γµSaΨ + (∂Ψ̄/∂t)γµΨ/2 − Ψ̄γµ(∂Ψ/∂t)/2]/2m.

(199)

В силу уравнения Дирака (129) и ввиду коммутативности Cµ (198) с оператором
i∂/∂t − H токи jνµ (199) удовлетворяют уравнению непрерывности (193), откуда
следует, в частности, сохранение во времени интегральных величин:

Ia =
∫
d3x ja0 =

∫
d3x Ψ̄SaΨ−

−i
∫
d3x

[
Ψ†(1 − iγ5)∂Ψ/∂xa − (∂Ψ†/∂xa)(1 − iγ5)Ψ

]
/4m.

(200)

В отличие от вектора спина дираковского поля, который получается при использо-
вании лагранжева формализма и теоремы Нетер, интегральные комбинации (200)
включают производные от биспинора и сохраняются во времени.

Отметим, что операторы (198) можно представить в форме

Cµ = Šµ + pµ/2,

где операторы Šµ совпадают с ковариантными операторами спина Фрадкина–
Гуда [62].
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Интегро-дифференциальные уравнения,
инвариантные относительно групп Галилея,
Пуанкаре, Шредингера
и конформной группы
В.И. ФУЩИЧ, Н.А. СЕЛЕХМАН

An explicit form of integro-differential equations invariant with respect to the G(1, n),
P (1, n), Sch(1, n) and C(1, n) groups is obtained.

Симметрийные свойства интегро-дифференциальных уравнений почти совер-
шенно не изучены [1]. В работе [2] поставлена задача об описании интегро-диф-
ференциальных уравнений вида

(Lϕ)(x) + λ

∫
Rn+1

K(x, y, ϕ(y)) dy = 0 (1)

инвариантных относительно групп Галилея G(1, 4), Пуанкаре P (1, n), Шредингера
Sch(1, n) и конформной группы C(1, n), где L — дифференциальный оператор, K
— функция класса C1 по всем переменным.

В настоящем сообщении найдены явные выражения для K(x, y, ϕ(y)), при ко-
торых уравнение (1) инвариантно относительно перечисленных групп.

Примем следующие обозначения и соглашения: алгебры перечисленных групп
обозначаются теми же символами, что и группы; по повторяющимся индексам
подразумевается суммирование от 0 до n, x = (x0, x1, . . . , xn), y = (y0, y1, . . . , yn),
z = (x− y), dy = dy0 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dyn, r2 = zµz

µ, pµ = igµν∂/∂xν , p̃µ = igµν∂/∂yν ,

�p 2 =
n∑
i=1

pipi и т.д., +⊃ — символ полупрямой суммы алгебр Ли; ϕ∗ — функция,

комплексно сопряженная к ϕ.
Рассмотрим уравнение (1) с дифференциальным оператором Даламбера(

p2
0 − �p 2

)
ϕ(x) = λ

∫
Rn+1

K(x, y, ϕ(y))dy. (2)

Теорема 1. Уравнение (2) инвариантно относительно следующих алгебр:
1) алгебры P (1, n), если K = (r2, ϕ).
2) алгебры P̃ (1, n) = P (1, n)+⊃ D, если

K = F1 (ϕ|rα) rsϕκ , ακ = α− s− n− 3,
D = D1 = xµp

µ + yµp̃
µ + iα

(
ϕ(x)∂ϕ(x) + ϕ(y)∂ϕ(y)

)
или

K = F2 (exp(ϕ)|rα) r−(n+3), D = D2 = xµp
µ + yµp̃

µ + iα
(
∂ϕ(x) + ∂ϕ(y)

)
,

Доклады АН УССР, 1983, № 5, C. 21–24.
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α, s — произвольные действительные числа, F1, F2 — произвольные дифферен-
цируемые функции.

3) алгебры C(1, n), если K = r−(n+3)ϕ(y).
Доказательство. Изучение групповых свойств уравнения (1) методом [3] сводится
к исследованию следующих дифференциальных форм:

Ω = db0dx1 . . . dxn + db1dx0dx2 . . . dxn+
+ · · · + (−1)n+1dbndx0dx1 . . . dxn−1 + λKdy ∧ dx,

Ω1(x) = dϕ(x) − bµdxµ, Ω1(y) = dϕ(y) − b̃µdyµ,

Ω2(x) = dΩ1(x), Ω2(y) = dΩ1(y).

Здесь db0dx1 . . . dxn ≡ db0 ∧ dx1 ∧ . . . ∧ dxn, ∧ — знак внешнего произведения.
Условие инвариантности форм {Ω,Ω1(x),Ω1(y),Ω2(x),Ω2(y)} состоит в следу-

ющем:

LXA
Ω1(x) = hA1 Ω1(x), LXA

Ω1(y) = h̃A1 Ω1(y),

LXA
Ω2(x) = hA2 Ω2(x) + Ω1(x) ∧ ωA, LXA

Ω2(y) = h̃A2 Ω2(y) + Ω1(y) ∧ ω̃A,
LXA

Ω = hAΩ + Ω1(x) ∧ ωA1 + Ω1(y) ∧ ω̃A1 + Ω2(x) ∧ ωA2 + Ω2(y) ∧ ω̃A2 .
(3)

Здесь LXA
— производная Ли вдоль поля XA; hA, hA1 , h̃

A
1 , h

A
2 , h̃

A
2 , ω

A, ω̃A, ωA1 ,
ω̃A1 , ω

A
2 , ω̃

A
2 — неизвестные пока дифференциальные формы соответствующих сте-

пеней,

XA = ξµA∂xµ
+ τµA∂yµ

+ ηA∂ϕ(x) + η̃A∂ϕ(y) + ηµA∂bµ
+ η̃µA∂b̃µ

. (4)

Индекс A указывает алгебру, к которой принадлежит оператор XA.
Из условия (3) следует, что функция K должна удовлетворять уравнению

ξµAKxµ
+ τµAKyµ

+ η̃AKϕ(y) + ∂yµ
(τµA)K = hAK,

причем hP (1,n) = 0, hD1 = β − 1, hD2 = −2, hC̃(1,n) = −(n + 3)αµxµ, C̃(1, n) —
алгебра собственно конформных операторов Kµ, αµ ∈ R1, Kxµ

= ∂xµ
K, Kϕ = ∂ϕK

и т.д.
Условия на функцию K, при которых уравнение (2) инвариантно относительно

P (1, n), P̃1(1, n), P̃2(1, n), C(1, n) таковы:

P (1, n) cµνzνKzµ
= 0, c0a = ca0, cab = −cba, a, b = 1, n,

P̃1(1, n) (d1zµ + cµνzν)Kzµ
+ d1βϕKϕ = d1(β − n− 3)K,

P̃2(1, n) (d2zµ + cµνzν)Kzµ
+ d2αKϕ = −d2(n+ 3)K,

C(1, n) (α, x+ y)rΦr + 2β(α, y)Φϕ · ϕ+
+[s(α, x+ y) + 2βκ(α, y) + 2(n+ 1)(α, y) + (n+ 3)(α, x)]Φ = 0,

K = Φ
(
ϕ|rβ) rsϕκ , β = −(n− 1).

Здесь (α, x) = aµx
µ и т.д. Легко убедиться, что решением этих уравнений являю-

тся функции, указанные в теореме. Теорема доказана.

Следствие 1. Все конформно инвариантные уравнения вида (2) являются линей-
ными уравнениями.
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Приведем далее несколько теорем, доказываемых точно так же, как и теорема 1.

Теорема 2. Максимальной алгеброй инвариантности (в смысле С. Ли) уравне-
ния (

p2
0 − �p 2

)
ϕ(x) + λ1ϕ

n+3
n−1 + λ2

∫
Rn+1

r−(n+3)ϕ(y) dy = 0 (5)

является алгебра C(1, n). Уравнение (5) единственное C(1, n)-инвариантное
уравнение в классе уравнений вида(

p2
0 − �p 2

)
ϕ(x) + λ1F

(
ϕ,

∂ϕ

∂xµ

)
+ λ2R

(
ϕ,

∂ϕ

∂xµ

) ∫
Rn+1

K(x, y, ϕ(y)) dy = 0.

Рассмотрим уравнение вида (1) с дифференциальным оператором Шредингера(
p0 − �p 2

2

)
Ψ(x) = λ

∫
Rn+1

K (x, y,Ψ(y),Ψ∗(y)) dy. (6)

Теорема 3. Уравнение (6) инвариантно относительно следующих алгебр:

1) алгебры G(1, n), если K = exp
(
i�z 2

2z0

)
Φ(z0,ΨΨ∗)Ψ;

2) алгебры G̃(1, n) = G(1, n)+⊃ D, если

K = exp
(
i�z 2

2z0

)
z
−(n+4)/2
0 Φ1(ΨΨ∗|zα0 )Ψ,

D = D1 = 2x0p0 − xipi + 2y0p̃0 − yip̃i + iα
(
Ψ(x)∂Ψ(x) + Ψ(y)∂Ψ(y)

)
,

α ∈ R1; Φ1, Φ2 — произвольные дифференцируемые функции;
3) алгебры Sch(1, n), если

K = exp
(
i�z 2

2z0

)
z
−(n+4)/2
0 Ψ(y).

Теорема 4. Максимальной алгеброй симметрии (в смысле С. Ли) уравнения(
p0 − �p 2

2

)
Ψ(x) + λ1(ΨΨ∗)2/nΨ(x) = λ2

∫
Rn+1

exp
(
i�z 2

2z0

)
z
−(n+4)/2
0 Ψ(y) dy (7)

является алгебра Sch(1, n). Любое уравнение вида(
p0 − �p 2

2

)
Ψ(x) + λ1F (Ψ,Ψ∗,Ψxµ

)+

+λ2R(Ψ,Ψ∗,Ψxµ
)
∫

Rn+1

K (x, y,Ψ(y),Ψ∗(y)) dy,

допускающее группу Sch(1, n), приводится к (7) неособой локальной заменой
переменных.
Следствие 2. Уравнения вида (6), допускающие группу, являются линейными
уравнениями.
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Замечание. Укажем преобразования, с помощью которых можно непосредственно
проверить приведенные выше утверждения. Следующие преобразования образуют
группу C(1, 3){

x′µ = xµ + bµ,

ϕ′(x′) = ϕ(x);

 �x ′ = �x cos θ −
�θ(�θ�x)
θ2

(cos θ − 1) +
�θ × �x

θ
sin θ,

x′0 = x0, ϕ′(x′) = ϕ(x);
�x ′ = �x+

�λ(�λ�x)
λ2

(chλ− 1) +
�λ

λ
x0 shλ,

x′0 = x0 chλ+
(�x�λ)
λ

shλ;

{
x′µ = esxµ,

ϕ′(x′) = e−sϕ(x);

{
x′µ = (xµ − αµ(xνxν))/σ,
ϕ′(x′) = σϕ(x), σ = 1 − 2ανxν + ανα

νxµx
µ.

Следующие преобразования образуют группу Sch(1, n){
x′µ = xµ + bµ,

Ψ′(x′) = Ψ(x);

 �x ′ = �x cos θ −
�θ(�θ�x)
θ2

(cos θ − 1) +
�θ × �x

θ
sin θ,

x′0 = x0, Ψ′(x′) = Ψ(x);
�x ′ = �x+ �V x0, x′0 = x0,

Ψ′(x′) = exp

(
i(�V �x) − i

�V 2

2
x0

)
Ψ(x);

{
x′0 = e2sx0, �x ′ = es�x,

Ψ′(x′) = e−3s/2Ψ(x);


x′0 = x0/ω, �x ′ = �x/ω,

Ψ′(x′) = ω1/2 exp
(
i�x 2

2
a

ω

)
Ψ(x), ω = 1 − ax0.

Здесь �λ = (λ1, λ2, λ3), �θ = (θ1, θ2, θ3), (�x�λ) =
3∑
i=1

xiλi, θ2 = �θ 2, λ2 = �λ 2.

Указанные соотношения следует дополнить такими же преобразованиями для
переменной y.
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2. Фущич В.И., Симметрия в уравнениях математической физики, в кн.: Теоретико-алгебраические
исследования в мат. физике, Киев, 1981, 134–138.

3. Estabrook F.В., Harrison В.К., Geometric approach to invariance groups, J. Math. Phys., 1971, 12,
№ 4, 653–666.
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The symmetry and some exact solutions
of the nonlinear many-dimensional Liouville,
d’Alembert and eikonal equations
W.I. FUSHCHYCH, N.I. SEROV

Multiparametrical exact solutions of the many-dimensional nonlinear d’Alembert, Li-
ouville, sine-Gordon and eikonal equations arc obtained. The maximally extensive local
invariance groups of the equations are determined and invariants of the extended Poi-
ncaré group are found.

1. Introduction
In 1881 Sophus Lie propounded to use the groups of continuous transformations

for finding the exact solutions of partial differential equations (PDE). Later on many
authors exploited Lie’s ideas to study PDE of mechanics and physics (see Ames [2],
Bluman and Cole [5], where a vast bibliography is cited and the historical aspects are
discussed).

The classical work of Birkhoff [4] is devoted to the construction of the exact
solutions of nonlinear hydrodynamics equations with the help of Lie’s methods. Birk-
hoff [4] was the first to formulate the group method to obtain similarity (automodel)
solutions of PDE. Many of the exact solutions have been obtained mainly for two-
dimensional PDE. Lately Ovsyannikov’s book [16] has dealt with the modern develop-
ment of Lie’s theory. Ovsyannikov formulated the method of finding the partly invari-
ant solutions of PDE. To find such solutions one has to enumerate all the non-
equivalent subgroups of the PDE invariance group. It is a very complicated problem.
For example, the five-dimensional d’Alembert equation invariance group has more
than 500 subgroups. Hence it is natural to seek more effective approaches for obtai-
ning the exact solutions of many-dimensional PDE admitting a wide invariance group.

The main ideas we use in our work arc closely connected with those of Birkhoff [4]
and Morgan [15]. The aim of our paper is to find the exact solutions of the following
nonlinear pde widely used in mathematical and theoretical physics:

pµp
µu+ λ expu = 0, (1.1)

�u+ λuk = 0, (1.2)

pµup
µu = 0, (1.3)

where pµ = igµν∂/∂xν , gµν is the metric tensor with the signature (+1,−1, . . . ,−1),
pµp

µ = −∂2/∂x2
0 + ∆ ≡ −�, u = u(x), x = (x0, x1, . . . , xn−1), λ, k are arbitrary real

constants. We use the summation convention for the repeated indices.
Equation (1.2) plays a special role in the quantum field theory when k = 3 and

x = (x0, . . . , x3): its solutions may be used to construct some solutions of the Yang–
Mills equation by virtue of the ’tHooft–Corrigan–Wilczek ansatz (see Actor [1]).

J. Phys. A: Math. Gen., 1983, 16, P. 3645–3656.
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For the solutions of (1.1)–(1.3) we adopt the ansatz suggested by Fushchych [6]:

u(x) = ϕ(ω)f(x) + g(x), (1.4)

where ϕ(ω) is an unknown function of the new variables ω = ω(x) = {ω1(x), . . .,
ωn−1(x)}, the number of which is one less than the number of variables x = (x0, . . .,
xn−1). The new variables ω(x) and the functions f(x), g(x) are determined from the
Lagrange equations

dx0

ξ0
=
dx1

ξ1
= · · · =

dxn−1

ξn−1
=
du

η
, (1.5)

where ξµ and η are the functions from the infinitesimal invariance transformations

x′µ = xµ + εξµ(x, u) +O
(
ε2
)
, u′ = u+ εη(x, u) +O

(
ε2
)
. (1.6)

If ξµ and η have the form

ξµ = ξµ(x), η = a(x)u+ b(x), (1.7)

it implies (1.4).
Having substituted (1.4) into (1.1)–(1.3) one obtains equations for ϕ(ω) which are

often rather easy to solve.

2. The group properties of (1.1)–(1.3)
It is evident from the above, that to find the new variables ω(x) and the functions

f(x) and g(x) it is necessary to know the functions ξµ(x) and η(x, u) explicitly. Hence
we shall study the group properties of (1.1)–(1.3).

Theorem 1. Equation (1.1) is invariant under the Poincaré group P (1, n − 1) and
under the scale transformation group D(1). The basis elements of the corresponding
Lie algebra P̃ (1, n− 1) = {P (1, n− 1),D(1)} have to form

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, D = xνp

ν − 2i
∂

∂u
. (2.1)

Theorem 2. Equation (1.2) is invariant under the extended Poincaré group P̃ (1, n−
1), with basis elements of its Lie algebra having the form

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, D = xνp

ν +
2i

1 − k
u
∂

∂u
. (2.2)

Theorem 3. Equation (1.3) admits the infinite-dimensional invariance group. The
infinitesimal operator of this group is as follows (we use Ovsyannikov’s [16] notati-
ons):

X = ξµ(x, u)∂/∂xµ + η(x, u)∂/∂u,
ξµ = −bµ(u)xνxν + 2xµbν(u)xν + cµνx

ν + dµ(u), η = η(u),
(2.3)

where bν , cµν , dµ, η are arbitrary real functions of u and c0a = ca0, cab = −cba,
c00 = c11 = · · · = cn−1n−1, a, b = 1, n− 1.
Theorem 4. The equation

�u+ F (x, u) = 0 (2.4)
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is invariant under the extended Poincaré group if and only if

F (x, u) = λ1 expu, (2.5)

or

F (x, u) = λ2u
k. (2.6)

where λ1, λ2, k are arbitrary constants, k �= 1, the infinitesimal generators are given
in (2.1) and (2.2) respectively.

To prove these theorems one can use the Lie algorithm following e.g. Ovsyanni-
kov [16]. One can make sure that (2.4) with nonlinearities (2.5), (2.6) is invariant
under the group P̃ (1, n− 1) using final invariance transformations.

Note 1. Theorem 4 implies that there is only one equation of the form (2.4) with non-
polynomial nonlinearity invariant under P̃ (1, n− 1), and it is the Liouville equation.
Note 2. If n = 2, equation (1.1) admits the infinite-dimensional Lie group with the
generator X = ξ0∂/∂x0 + ξ1∂/∂x1 + η∂/∂u, where

ξ0 = f(x0 + x1) + g(x0 − x1), ξ1 = f(x0 + x1) − g(x0 − x1) + c1,

η = c2 − ∂ξ0/∂x0,
(2.7)

f and g are arbitrary differentiable functions, c1, c2 are constants.

Note 3. Equation (1.2) with n = 2 and λ = 0 is invariant under the infinite-
dimensional Lie group, as it takes place for the Liouville equation. The two-dimensio-
nal equation of gas dynamics has the same properties (see Fushchych and Serova [10]).
Apparently this property gives the possibility of finding the general solution of the
equations mentioned above.

3. The group P̃ (1, 2) invariants
The question of finding of the invariants ω(x) is connected with the integration of

the Lagrange system (1,5). Generally speaking, equations (1.5) have infinitely many
solutions according to the various functions ξµ. Ovsyannikov [16] has proposed to
enumerate all the non-conjugate subgroups of the equations invariance group and to
integrate the system (1.5) for each subgroup. This way, as was previously mentioned,
is connected with the algebraic difficulties.

In this section we shall show the particular case of the group (1.6) for which the
system (1.5) is usually integrated.

Many fundamental equations of mathematical and theoretical physics are invariant
under the group IGL(n,R) of inhomogeneous linear transformations of n-dimensional
Minkowski space or under its subgroups, e.g. the Lorentz group, the Poincaré group,
the Galilei group etc.

It is well known that the functions ξµ for this group have the form

ξµ = cµνx
ν + dµ, µ = 0, n− 1, (3.1)

where cµν and dµ are arbitrary constants.
Let us introduce the notations

dx0

ξ0
=
dx1

ξ1
= · · · =

dxn−1

ξn−1
= dt. (3.2)
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Using (3.1) and (3.2) one can write down the system (1.5) in the form

ẋµ = cµνx
ν + dµ, µ = 0, n− 1. (3.3)

Equation (3.3) is a system of ordinary differential equations with constant coefficients
and it is well known how to find its general solution. After doing this one has to
eliinate the parameter to obtain the invariants ω(x).

If (1.1)–(1.3) are invariant under the group P̃ (1, n − 1), which is a subgroup of
IGL(n,R), we shall consider the determination of P̃ (1, n−1) invariants in detail. For
simplicity we put n = 3. According to the conditions between the coefficients cµν and
dµ in (3.1) we have obtained the following independent solutions of the system (1.5).

(1) ω1 = ανy
ν(βνyν)a, ω2 = yνy

ν(βνyν)−2,

where αναν = ανβ
ν = 0, βνβν = b �= 0.

(2) ω1 = βνy
ν(ανyν)−1 + lnανyν , ω2 = yνy

ν(ανyν)−2,

where αναν = ανβ
ν = 0, βνβν = b �= 0.

(3) ω1 = lnανyν + b1 tan−1[γνγν(βνyν)−1], ω2 = yνy
ν(ανyν)−2,

where αναν = b2 �= 0, βνβν = γνγ
ν = b3 �= 0, ανβν = ανγ

ν = βνγ
ν = 0, (βνyν)2 +

(γνyν)2 = b3(ανxν)−2(1 − b2ω2).

(4) ω1 = ανy
ν + lnβνyν , ω2 = γνz

ν(βνyν)−2,

where αναν = ανβ
ν = βνγν = γνγ

ν = 0, ανγν = b1 �= 0, βνβν = b2 �= 0.

(5) ω1 = (βνyν)2 + yνy
ν , ω2 = βνy

ν + a lnανyν ,

where αναν = ανβ
ν = 0, βνβν = −1.

(6) ω1 = (βνyν)2 − yνy
ν , ω2 = βνy

ν + a tan−1[γνyν(ανyν)−1],

where ανα
ν = γνγ

ν = b �= 0, βνβν = 1, ανβν = ανγ
ν = βνγ

ν = 0, (ανyν)2 +
(γνyν)2 = bω1.

(7) ω1 =
1
2
(ανyν)2 + aβνy

ν , ω2 =
1
2
(ανyν)3 + aανy

νβνy
ν + a2γνy

ν ,

where αναν = ανβ
ν = βνγ

ν = 0, ανγν = −βνβν = γνγ
ν = b �= 0.

(8) ω1 = ανx
ν , ω2 = xνx

ν , ανα
ν = b �= 0.

(9) ω1 = (βνyν)(ανyν)−1, ω2 = γνy
ν(ανyν)−1,

where αναν = a11, ανβν = a12, . . ., γνγν = a33.

(10) ω1 = ανx
ν , ω2 = βνx

ν ,

where αναν = −βνβν = 1, ανβν = 0.
In these formulae yν = xν + aν , zν = xν + 1

2aν , aν , αν , βν , γν , a, b, bk, aik are
constants connected with the group parameters cµν and dµ.
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To find f and g from (1.4) it is sufficient to integrate the equation

(du)/η = dt. (3.4)

(3.4) yields

u(x) = ϕ(ω) + g(x), (3.5)

u(x) = ϕ(ω)f(x), (3.6)

u(x) = Φ(ϕ(ω) + g(x)), (3.7)

for (1.1), (1.2), (1.3) respectively. Here Φ is an arbitrary differentiable function.
The formulae (2.1)–(2.3) yield

g(x) = −2 lnψ(x) for (1.1),

f(x) = [ψ(x)]2/(1−k) for (1.2),
g(x) = lnψ(x) for (1.3).

(3.8)

Below we present the explicit form of ψ(x):

(1) ψ(x) = βνy
ν , (2) ψ(x) = ανy

ν , (3) ψ(x) = ανy
ν ,

(4) ψ(x) = βνy
ν , (9) ψ(x) = ανy

ν .

In the other cases ψ(x) = 1.

4. The exact solutions of the Liouville equation
Substituting (3.5) into (1.1) and using (1)–(10) and (3.8) one obtain the following

PDE:

(1) a2ω2
1ϕ11 + 4ω1(ω2 + a+ 1)ϕ12 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 + a(a− 1)ω1ϕ1+

+2(3ω2 − 1)ϕ2 + 2 + λ expϕ = 0,
(4.1)

where λ1 = λ/b, ϕik = ∂2/∂ωi∂ωk, i, k = 1, 2.

(2) bϕ11 + 4ϕ12 − 4ω2ϕ22 − 2ϕ2 + λ expϕ = 0. (4.2)

(3) [b2 − 1/(b2ω2 − 1)]ϕ11 − 4(b2ω2 − 1)ϕ12 + 4ω2(bω2 − 1)ϕ22−
−b2ϕ1 + 2(3b2ω2 − 1)ϕ2 + 2b2 + λ expϕ = 0.

(4.3)

(4) ϕ11 + 2(2ω2 + b1)ϕ12 + 4ω2
2ϕ22 − ϕ1 + bω2ϕ2 + 2 + (λ/b2) expϕ = 0. (4.4)

(5) 4ω1ϕ11 − 4aϕ12 − ϕ22 + 4ϕ1 + λ expϕ = 0. (4.5)

(6) − 4ω1ϕ11 + (a2ω−1
1 + 1)ϕ22 + 4ϕ1 + λ expϕ = 0. (4.6)

(7) − ϕ11 + 2(ω1 + a2)ϕ22 + (λ/a2b) expϕ = 0. (4.7)

(8) bϕ11 + 4ω1ϕ12 + 4ω2ϕ22 + bϕ2 + λ expϕ = 0. (4.8)

(9) (a11ω
2
1 − 2a12ω1 + a22)ϕ11 + 2(a11ω1ω2 − a13ω1 − a12ω2 + a23)ϕ12+

+(a11ω
2
2 − a13ω2 + a33)ϕ22 + 2(a11ω1 − a12)ϕ1+

+2(a11ω2 − a13)ϕ2 + 2a11 + λ expϕ = 0.
(4.9)
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(10) ϕ11 − ϕ22 + λ expϕ = 0. (4.10)

If one obtains at least one particular solution of any of equations (4.1)–(4.10) then
(3.5) gives a solution of (1.1). Let us consider, (4.1) and (4.10) as an example. If one
supposes that ∂ϕ/∂ω2 = 0 then (4.1) is reduced to the ordinary differential equation
for the function ϕ:

a2ω2
1ϕ11 + a(a− 1)ω1ϕ1 + 2 + λ1 expϕ = 0, (4.11)

the general solution of which has the form

ϕ(ω1) =



−2 ln
[(−λ/2bc21)1/2 ω−1/a

1 sinh
(
c1ω

1/a
1 + c2

)]
, λb < 0,

−2 ln
[(
λ/2bc21

)1/2
ω
−1/a
1 cosh

(
c1ω

1/a
1 + c2

)]
, λb > 0,

−2 ln
[(−λ/2bc21)1/2 ω−1/a

1 cos
(
c1ω

1/a
1 + c2

)]
, λb < 0,

−2 ln
[(
λ/2bc21

)1/2
ω
−1/a
1

(
ω

1/a
1 + c2

)]
, λb > 0.

(4.12)

Hence from (3.5) and (4.12) one obtains the solution of (1.1)

u = −2 ln[γP (x) sinh(c1Q(x) + c2)], u = −2 ln[δP (x) cosh(c1Q(x) + c2)],
u = −2 ln[γP (x) cos(c1Q(x) + c2)], u = −2 ln[γP (x)(Q(x) + c2)],

(4.13)

where P (x) = (ανyν)−1/a, Q(x) = βνy
ν(ανyν)1/2, γ2 = −δ2 = −λ/2bc21.

Equation (4.10) is the two-dimensional Liouville equation. Its general solution was
found by Liouville [14]:

ϕ(ω1, ω2) = ln
(
− 8
λ

f ′1(ω1 + ω2)f ′2(ω1 − ω2)
[f1(ω1 + ω2) + f2(ω1 − ω2)]2

)
, (4.14)

where f1 and f2 are arbitrary differentiable functions.

Note. The two-dimensional Liouville equation can be solved in other ways, e.g. with
the help of the theory of complex variables. But we believe the simplest way is
to linearise the Liouville equation. Fushchych and Tychinin [12], using non-local
substitutions

u = ln
[
WξWη

(
1 − tanh2 c1 −W√

2

)]
, ξ = x0 + x1, η = x0 − x1,

or

u = ln
[
2WξWη/(W + c2)2

]
,

or

u = ln
[
WξWη

(
1 + tan2 W + c3√

2

)]
reduce the Liouville equation to �W = 0, the general solution of which was obtained
by d’Alembert. Using those formulae we obtain the Liouville solution (4.14).

From (3.5) and (4.14) one obtains a solution of (1.1):

u = ln
(
− 8
λ

f ′1(γνx
ν)f ′2(δνx

ν)
[f1(γνxν) + f2(δνxν)]2

)
, (4.15)

where γνγν = δνδ
ν = 0, γνδν = 2.
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The other solutions of (1.1) we have obtained have the form (4.13) with

(a) P (x) = F−1(ανyν), Q(x) = βνy
νF (ανyν),

(b) P (x) = F−1(ανyν), Q(x) = βνy
νF (ανyν) − lnF (ανyν),

(c) P (x) = ανy
ν , Q(x) = (yνyν)1/2(ανyν)−1,

(d) P (x) = ω1, Q(x) = lnω1, ω1 = (βνyν)2 + yνy
ν ,

(e) P (x) = 1, Q(x) = βνy
ν + a lnανyν ,

(f) P (x) = 1, Q(x) = βνy
ν ,

(g) P (x) = 1, Q(x) = βνy
ν + F (ανyν),

where F is an arbitrary differentiable function, αναν = αµβ
ν = 0, βνβν = b �= 0.

Besides, from (4.8) we have the particular solution of (1.1) in the form

u(x) = − ln
(

1
2
λxνx

ν

)
. (4.16)

We have obtained the solutions of (1.1) when n = 3 and they are easily generalised
to more general cases n ≥ 4. For n ≥ 4 some solutions of (1.1) may be obtained in an
analogous way, integrating (1.5) and determining the invariants ω(x).

5. The exact solutions of the nonlinear d’Alembert equation
Using (3.6) arid the explicit form of invariants ω(x) and function f(x) (1)–(10)

one obtains the tollowing PDE:

(1) a2ω2
1ϕ11 − 4aω1(ω2 − a)ϕ12 + 4ω2(ω2 − b)ϕ22+

+a[a− 1 + 4/(1 − k)]ω1ϕ+ 2(k − 1)−1[(3k + 1)ω2 − 2b(k + 1)]ϕ2+
+2(k + 1)(k − 1)−2ϕ+ (λ/b)ϕk = 0.

(5.1)

(2) bϕ11 + 4ϕ12 − 4ω2ϕ22 + 2(3 + k)(1 − k)−1ϕ2 + λϕk = 0. (5.2)

(3) [b2 − 1/(b2ω2 − 1)]ϕ11 − 4(b2ω2 − 1)ϕ12 + 4ω2(b2ω2 − 1)ϕ22+
+b2(3 + k)(1 − k)−1ϕ1 − 4(1 − k)−1[ω2b(3 − k) − (1 + k)]ϕ2+
+2b2(1 + k)(1 − k)−2ϕ+ λϕk = 0.

(5.3)

(4) ω2
1ϕ11 + 2ω1ω2[1 − (b1/2b2)ω2

2 ]ϕ12 + ω2
2ϕ22 + 4(1 − k)−1(ω1ϕ1+

+ω2ϕ2) + 2(1 + k)(1 − k)−2ϕ+ (λ/b2)ϕk = 0.
(5.4)

(5) 4ω1ϕ11 − 4aϕ12 − ϕ22 + 4ϕ1 + λϕk = 0. (5.5)

(6) − 4ω1ϕ11 + (1 + a2ω−1
1 )ϕ22 + 4ϕ1 + λϕk = 0. (5.6)

(7) − ϕ11 + (2ω1 + a2)ϕ22 + (λ1/a
2)ϕk = 0. (5.7)

(8) bϕ11 + 4ω1ϕ12 + 4ω2ϕ22 + bϕ2 + λϕk = 0. (5.8)

(9) (a11ω
2
1 − 2a12ω1 + a22)ϕ11 + 2(a11ω1ω2 − a13ω1 − a12ω2 + a23)ϕ12+

+(a11ω
2
2 − 2a13ω2 + a33)ϕ22 + 2(k + 1)(k − 1)−1[(a11ω1 − a12)ϕ1+

+(a11ω2 − a13)ϕ2] + 2a11(k + 1)(k − 1)−2ϕ+ λϕk = 0.
(5.9)
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(10) ϕ11 − ϕ22 + λϕk = 0. (5.10)

Equation (5.1) when ∂ϕ/∂ω2 = 0 becomes the Emden–Fowler one

ξ2Vξξ + 2ξVξ + (λ/b)ξk+1V k = 0 (5.11)

via the substitution

ϕ = ξ(k+1)/(k−1)V (ξ), ξ = ω
1/a
1 . (5.12)

We have found some particular solutions of (5.2)–(5.10) and then we have the
following solutions of (1.2):

u = [βνyν + ανy
ν (c2 + ln aνyν)]

2/(1−k)
, (5.13)

where αναν = ανβ
ν = 0, βνβν = b = − 1

2λ(1 − k)2/(1 + k).

u =
{

1
2
[
(k − 1)2/(k − 3)

]
yνy

ν

}1/(1−k)
, (5.14)

u =
{
−1

2
λ
(
1 − k2

) [
(βνyν)2 + yνy

ν
]}1/(1−k)

, (5.15)

where βνβν = −1.

u =

{
c2 ± (1 − k(

[
1
2
λ(1 + k)−1

]1/2
(βνyν + a lnανyν)

}2/(1−k)
, (5.16)

where αναν = ανβ
ν = 0, βνβν = −1.

u =
[
c2 + (2a)−1(ανyν)2 + βνy

ν
]2/(1−k)

, (5.17)

where αναν = ανβ
ν = 0, βνβν = − 1

2λ(1 − k)2(1 + k).
From (5.13)–(5.17) one can see that all the solutions of (1.2) obtained have the

form

u = [F (y) +G(z)]α, (5.18)

where α takes the values 1/(1 − k) and 2/(1 − k), and

y =
(
y1, . . . , yn−1

)
, z =

(
z1, . . . , zn−1

)
,

ya = ya(x), za = za(x), a = 1, n− 1, x ∈ Rn.

If one searches for the solutions of (1.2) in the form (5.18), then the substitution
of (5.18) in (1.2) leads to the equation for the functions F , G, ya, za:

(α− 1)AµAµ + (F +G)
(
Faby

a
µy

bµ +Gabz
a
µz
bµ + Fa�y

a +Ga�z
a
)
+

+(λ/α)(F +G)α(k−1)+2 = 0,
(5.19)

where

Aµ = Fay
a
µ +Gaz

a
µ, Fa ≡ ∂F/∂ya, Fab = ∂2F/∂ya∂yb,

Ga ≡ ∂G/∂za, Gab = ∂2G/∂za∂zb, yaµ ≡ ∂ya/∂xµ,

zaµ ≡ ∂za/∂xµ, µ = 0, n− 1, a, b = 1, n− 1.
(5.20)
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Below we list some particular solutions of (5.19):

(a) F (y) =
(
y1 + c

)2
, G(z) = z1z2, y1 = ανx

ν , z1 = βνx
ν ,

z2 = γνx
ν , α = 1/(1 − k), ανβ

ν = ανγ
ν = βνβ

ν = γνγ
ν = 0,

2αναν = βνγ
ν = λ(k − 1)2(k − 3)−1, x = (x0, . . . , xn−1), n ≥ 3.

(b) F (y) = y2ϕ
(
y1
)
, G(z) = z2ψ

(
z1
)
, y1 = z1 = ανx

ν ,

y2 = βνx
ν , z2 = γνx

ν , α = 2/(1 − k),

where ϕ and ψ are arbitrary differentiable functions, satisfying the condition

ϕ2 + ψ2 =
1
2
λ(k − 1)2/(k + 1),

ανα
ν = ανβ

ν = ανγ
ν = βνγ

ν = 0, βνβ
ν = γνγ

ν = −1, n ≥ 3.
(5.21)

(c) F (y) = F
(
y1
)
is an arbitrary differentiable function,

G(z) = z1, y1 = ανx
ν , z1 = βνx

ν ,

ανα
ν = ανβν = 0, βνβ

ν = −1
2
(k − 1)2/(k + 1).

So according to (5.18) we have the following solutions of (1.2)

u =
[
(ανxν + c)2 + βνx

νγνx
ν
]1/(k−1)

, (5.22)

where ανβν = ανγ
ν = βνβ

ν = γνγ
ν = 0, 2αναν = βνγ

ν = λ(k − 1)2/(k − 3), k �= 3.

u = [βνxνϕ(ανxν) + γνx
νψ(ανxν)]

2/(1−k)
, (5.23)

where αναν = ανβ
ν = ανγ

ν = βνγ
ν = 0, βνβν = γνγ

ν = −1, ϕ2 + ψ2 = 1
2λ(k −

1)2/(k + 1), k �= −1.

u = [F (ανxν) + βνx
ν ]2/(1−k) , (5.24)

where αναν = ανβν = 0, βνβν = − 1
2 (k − 1)2/(k + 1), k �= −1. If in (5.23)–(5.24) ϕ,

ψ, F are arbitrary functions we have the wide class of exact solutions of (1.2).
Ibragimov [13] established that if k = (n + 2)/(n − 2), n ≥ 3 (1.2) is conformally

invariant. It is well known that the conformal transformations have the form (see e.g.
Fushchych and Nikitin [8])

x′µ = σ−1(xµ + cµxνx
ν), u′ = σ(n−2)/2u, (5.25)

where σ = (1 + 2cνxν + cλc
λxνx

ν), cµ are constants. Using (5.25) one can produce
new solutions of the equation

�u+ λu(n+2)/(n−2) = 0. (5.26)

in such a way. Let u = F (x) be a solution of (5.26) for n ≥ 3, then

u = σ(2−n)/nF ((x+ cxνx
ν)/σ), (5.27)

where c = (c0, . . . , cn−1), will be another solution of (5.26) and

�u+ λu(n+2)/(n−2) = σ−(n+2)/2
(
�F + λF (n+2)/(n−2)

)
. (5.28)
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When n = 4, equation (5.26) has the form

�u+ λu3 = 0. (5.29)

Its particular solutions are given in (5.15)–(5.17), (5.23)–(5.24). These expressions
give the solutions of Yang–Mills equations after using the ’tHooft–Corrigan–Wilczek
ansatz.

In the conclusion of this section we consider another nonlinear d’Alembert equation

�u+ λ sinu = 0, λ = 1, (5.30)

which is known as a sine-Gordon equation. Below we present some exact solutions of
this equation

u = 4 tan−1 {exp [f(ανxν) + βνx
ν ]} , (5.31)

k

∫ u/2

0

dψ(
1 − k2 sin2 ψ

)1/2 = f(ανxν) + βνx
ν + c0, (5.32)

where f is an arbitary differentiable function, αν , βν , k are constants, αναν = ανβ
ν =

0, βνβν = −1.

6. The exact solutions of the eikonal equation
The eikonal equation (1.3) is one of the main equations of geometrical optics and

it is the characteristic equation for the linear d’Alembert one. In this section we shall
find some exact solutions of (1.3) by analogy with that done in the previous sections
and show how to generate new solutions using the conformal transformations. Upon
substituting (3.7) into (1.3) we obtain some PDE for the function ϕ(ω) and we have
solved some of them.

Below we present the final result:

u = Φ(ανxν), (6.1)

u = Φ
(
βνy

ν ± [(βνyν)2 − ayνy
ν ]1/2

)
, (6.2)

u = Φ(yνyν/ανyν), (6.3)

where Φ is an arbitrary differentiable function, yν = xν + aν , αν , βν , aν , a are
constants, αναν = 0, βνβν = a �= 0.

One can see from (2.3) that (1.3) is conformally invariant, the conformal transfor-
mations being as follows:

x′µ = σ−1(xµ + cµxνx
ν), u′ = u, (6.4)

where σ is from (5.25). The new solutions unew have the form

u
(x)
new = uold((x+ cxνx

ν)/σ). (6.5)

In conclusion we formulate the following statement.

Theorem 5. The equation

pµup
µu = F (u), µ = 0, n− 1, (6.6)
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is reduced to the form

pµV p
µV = 1, µ = 0, n− 1 (6.7)

by the substitution

V =
∫

du

(F (u))1/2
. (6.8)

Note. Equation (6.7) upon substituting

W (x, V ) = 0 (6.9)

takes the form

pνWpνW = 0, ν = 0, n, (6.10)

whereW = W (x̃), x̃ = (x0, . . . , xn−1, xn ≡ V ). Equation (6.10) is the eikonal equation
(1.3) in (n + 1)-dimensional space. With the help of ansatz (1.4), we have obtained
multiparametrical exact solutions of many-dimensional nonlinear Schrödinger (Fush-
chych and Moskaliuk [7], Born–Infeld (Fushchych and Serov [9]) and Dirac equations
(Fushchych and Shtelen [11]).
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Appendix. The reduction of (1.1)–(1.2) to ordinary differential equations
If the function ϕ from the ansatz (1.4) depends on one variable ω only it means

that (1.1)–(1.2) are ordinary differential ones.
The Liouville equation (1.1) is reduced to the equation

ωνω
νϕ′′ + �ωϕ′ + �g + λ exp g expϕ = 0,

via the substitution (3.5) if the conditions

ωνω
ν = ψ1(ω) exp g, �ω = ψ2(ω) exp g, �g = ψ3(ω) exp g,

are satisfied.
The equation (1.2) will be reduced to the ordinary differential equation

ωνω
νfϕ′′ + (�ωf + 2ωνfν)ϕ′ + �f · ϕ+ λfkϕk = 0

under the conditions

ωνω
ν = ψ1(ω)fk−1, �ωf + 2ωνfν = ψ2(ω)fk, �f = ψ3(ω)fk.

The ansatz (1.4) in this case has the form (3.6).
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Симметрия и некоторые точные решения
многомерного уравнения Монжа–Ампера

В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

При решении многомерной проблемы Минковского А.В. Погорелов пришел к
естественному обобщению классического уравнения Монжа–Ампера (МА) для
двух переменных на случай n переменных (см. [1])

|uµν | = 0, (1)

где |uµν | — определитель из вторых производных uµν = ∂2u
∂xµ∂xν

, µ, ν = 0, 1, . . .,
n− 1, u = u(x), x = (x0, x1, . . . , xn−1).

Ниже будет показано, что уравнение МА обладает уникальными симметрий-
ными свойствами, которые не присущи линейным дифференциальным уравнениям.
Это свойство дает возможность, используя теоретико-алгебраические идеи [2], по-
строить классы точных решений уравнения (1) и получить формулу “размножения”
решений.
1. Симметрия уравнения МА. Методом С. Ли [3] можно доказать следующее

утверждение.

Теорема 1. Уравнение (1) инвариантно относительно группы {JGL(n + 1, R),
C(n+ 1)}, базисные элементы алгебры Ли которой имеют вид

pA = igAB
∂

∂xB
, LAB = xApB , A,B = 0, 1, . . . , n,

KA = xaD, D = igABxA
∂

∂xB
, xn ≡ u,

(2)

где gAB — метрический тензор в (n+1)-мерном пространстве, JGL(n+1, R) —
группа линейных неоднородных преобразований пространства Rn+1, C(n+1) —
конформная группа в Rn+1.

Замечание 1. Уравнение (1) при n = 1 совпадает с уравнением Ньютона

u00 = 0, (3)

групповые свойства которого полностью изучил еще С. Ли [6]. Алгебра (2) при
n = 1 совпадает с 8-мерной алгеброй, построенной С. Ли для уравнения (3).
Групповые свойства уравнения Монжа–Ампера для двух переменных изучены Ов-
сянниковым [3].
2. Точные решения уравнения (1). Решения уравнения МА, следуя [2] , ищем

в виде

u = f(x)ϕ(ω) + g(x), (4)

Доклады академии наук СССР, 1983, 273, № 3, С. 543–546.
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где ϕ(ω) — неизвестная функция, зависящая от n − 1 инвариантных перемен-
ных ω = ω(x) = {ω1(x), ω2(x), . . . , ωn−1(x)}, а f(x), g(x) — некоторые заданные
функции.

В том частном случае, когда f(x) = 1, g(x) = 0, ω(x) = ω1(x), уравнение (1)
редуцируется к линейному обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ)
для функции ϕ с переменными коэффициентами

M(ω)ϕ′′ +N(ω)ϕ′ = 0, (5)

где N(ω) = |ωµν |, а M(ω) строится из N(ω) и представляет собой сумму следую-
щих детерминантов:

M(ω) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ω0 ω0 ω01 . . . ω0n−1

ω0 ω1 ω11 . . . ω1n−1

. . . . . . . . . . . . . . .
ω0 ωn−1 ωn−1 1 . . . ωn−1n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
ω00 ω0 ω1 . . . ω0n−1

ω10 ω1 ω1 . . . ω1n−1

. . . . . . . . . . . . . . .
ωn−1 0 ωn−1 ω1 . . . ωn−1n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣

ω00 ω01 . . . ω0 ωn−1

ω10 ω11 . . . ω1 ωn−1

. . . . . . . . . . . . . . .
ωn−1 0 ωn−1 1 . . . ωn−1 ωn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
(6)

Рассмотрим в качестве инвариантной переменной и линейную комбинацию пе-
ременных xµ, т.е.

ω = αx ≡ aµx
µ, (7)

α = (α0, α1, . . . , αn−1) — постоянный вектор. В этом случае, как это следует из (5),
получаем решение

u = ϕ(ω), ω = αx, (8)

где ϕ — произвольная функция из C2. Обобщая (8), можно построить следующие
решения уравнения (1):

u = ϕ(ω1, ω2, . . . , ωn−1), (9)

где ωk = αkνx
ν , αk = (αk0 , α

k
1 , . . . , α

k
n−1) — произвольные постоянные векторы,

k = 1, 2, . . . , n− 1.
Рассмотрим в качестве инвариантной переменной ω = x2 ≡ xµx

µ. В этом случае

M(ω) = 2n+1ω, N(ω) = 2n.

Уравнение (5) имеет вид

2ωϕ′′ + ϕ′ = 0, (10)

общим решением которого является функция

ϕ = c1
√
ω + c2. (11)

В неявном виде решения (1) можно записать так:

u2 − x2 = 0.
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Приведем еще несколько семейств решений уравнения (1) в явном и неявном
виде:

u = (αx)2 − α2x2; (12)

u =
x2

αx
, (13)

при этом M(ω) �= 0, N(ω) = 0;

u2 = xνx
ν − c(ανxν − αnu)2, (14)

где c, αν , αn = const;

ανx
ν − αnu = ϕ(βνxν − βnu), (15)

ϕ ∈ C2, β — произвольная постоянная.
3. Размножение решений. Линейные и нелинейные уравнения, инвариан-

тные относительно нетривиальных групп преобразований x′ = f1(x, u, a), u′ =
f2(x, u, a), a — параметры группы, обладают важным свойством: если u = h(x)
является решением уравнения (1), то новое решение уравнения (1) находится из
функционального уравнения

f2(x, u, a) = h(f1(x, u, a)). (16)

Явные формулы типа (16) для уравнений Гамильтона–Якоби, Дирака приведены
в [2, 4].

Воспользовавшись формулой (16) и инвариантностью уравнения (1), например,
относительно конформных преобразований

x′µ = σ−1(x, u)xµ, µ = 0, 1, . . . , n− 1,
u′ = σ−1(x, u)u,

где

σ(x, u) = 1 + bµx
µ − bnu,

получаем

σ−1(x, u)u = h
(
σ−1(x, u)x

)
. (17)

Если bn = 0, то u можно явно определить:

u = σ(x)h
(
σ−1(x)x

)
, σ(x) = 1 + bµx

µ.

Из формулы (17) следует, что функции

u = σ(x, u)ϕ
(
σ−1(x, u)ω1, σ

−1(x, u)ω2, . . . , σ
−1(x, u)ωn−1

)
,

u = σ−1(x, u)
{
(αx)2 − α2x2

}
будут решениями уравнения (1).

В заключение рассмотрим следующее нелинейное обобщение уравнения (1):

|uµν | = F (x, u), (18)
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F — произвольная функция x, u. Оказывается, что среди множества уравнений
вида (18), уравнение МА инвариантно относительно алгебры (2), т.е. справедлива

Теорема 2. Для того чтобы уравнение (18) было инвариантно относительно
алгебры (2), необходимо и достаточно, чтобы F (x, u) ≡ 0.

Если рассмотреть подалгебру алгебры (2)

pµ = igµν
∂

∂xν
, Lµν = xµpν ,

Kµ = xµD, D = xνp
ν , µ, ν = 0, 1, . . . , n− 1,

(19)

то, кроме уравнения МА, инвариантного относительно алгебры (19), существует
еще одно уравнение, т.е. имеет место

Теорема 3. Для того чтобы уравнение (18) было инвариантно относительно
алгебры (19), необходимо и достаточно, чтобы

F (x, u) = λu−(n+2), λ = const.

Если же рассмотреть подалгебру алгебры (2)

pA = igAB
∂

∂xB
, JAB = xApB − xBpA,

D = xApA, A,B = 0, 1, . . . , n,
(20)

то имеет место

Теорема 4. Максимальной алгеброй инвариантности уравнения

λ1 [�u(1 − uνu
ν) + uµνu

µuν ](n+4)/3 + λ2 [(1 − uνu
ν)|uµν |] = 0 (21)

при λ1λ2 �= 0 является алгебра (20).
Заметим, что при λ2 = 0 (21) является многомерным аналогом уравнения

Борна–Инфельда, а при λ1 = 0 уравнение (21) распадается на два уравнения
эйконала и МА.

Теоремы 2–4 доказываются методом С. Ли [3]. Вопрос о линеаризации уравне-
ний Монжа–Ампера–Борна–Инфельда и некоторых других рассмотрен в [5].
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О точных решениях некоторых нелинейных
дифференциальных уравнений,
инвариантных относительно групп Евклида
и Галилея
В.И. ФУЩИЧ, М.М. СЕРОВА

Описаны все нелинейные уравнения вида �u+F (u, u
1
)u0 = 0, инвариантные относи-

тельно расширенной группы Евклида Ẽ(1, n). Найдены точные решения некоторых
нелинейных уравнений, инвариантных оносительно группы Ẽ(1, n) или группы Га-
лилея.

All equations of the form �u + F (u, u
1
)u0 = 0 are listed, which are invariant under

extended Euclidean group Ẽ(1, n). Some exact solutions of the nonlinear equations
which are invariant under Ẽ(1, n) or Galilei G(1, n) group are found.

Введение
Под расширенной группой Евклида Ẽ(1, n) будем понимать группу Евклида

E(1, n) в R1(x) ⊗ Rn(x), дополненную однопараметрической группой масштабных
преобразований D(1).

В первой части настоящей работы описаны все уравнения вида

�u+ F (u, u
1
)u0 = 0, (0.1)

инвариантные относительно группы Ẽ(1, n). Для некоторых уравнений вида (0.1)
построены многопараметрические семейства частных решений. В (0.1) приняты
следующие обозначения:

u = u(x), x = (x0 ≡ t, x1, . . . , un), u
1

= (u1, . . . , un),

uµ =
∂u

∂xµ
, µ = 0, 1, . . . , n, � =

∂2

∂x2
0

− ∆,

F — произвольная непрерывная и n раз дифференцируемая функция u и u
1
.

Во второй части работы (§§ 3–8) построены точные решения некоторых си-
стем нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП),
инвариантных относительно группы Галилея. Рассмотренные нами системы часто
встречается в гидродинамических исследованиях.

Методом Ли доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Уравнение (0.1) инвариантно относительны группы Ẽ(1, n) только
в таких трех случаях:

1) F = ukf
(
uaua/u

2k+2
)
, (0.2)

Теоретико-алгебраические методы в задачах математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1983, С. 24–54.
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2) F = expuf (uaua/ exp 4u) , (0.3)

3) F =
√
uauaf(u), (0.4)

где k — произвольная постоянная, f — произвольная дифференцируемая фун-
кция. Базисные элементы алгебры E(1, n), заданные на множестве решений
уравнения (0.1), имеют стандартный вид

pµ = igµν
∂

∂xµ
, Jab = xapb − xbpa, µ, ν = 0, 1, . . . , n, a, b = 1, . . . , n, (0.5)

а оператор D, соответствующий масштабным преобразованиям, задается
формулами

D = xνp
ν + i/k для случая 1); (0.6)

D = xνp
ν − i

∂

∂u
для случая 2); (0.7)

D = xνp
ν для случая 3). (0.8)

Доказательство этой теоремы сводится к применению алгоритма Ли [3] к урав-
нениям (0.1). Мы его опускаем, поскольку оно слишком громоздко. Из множества
уравнений (0.1) с нелинейностями (0.2)–(0.4) рассмотрим только три уравнения,
по одному из каждого класса:

�u+ λuu0 = 0, (0.9)

�u+ λu0 expu = 0, (0.10)

�u+ λ
√
uauau0 = 0. (0.11)

Уравнение (0.9) часто встречается в теории поля, газовой динамике. Инвариан-
тные классы точных решений (0.9) приведены в [1, 2], поэтому далее построим
частные решения уравнений (0.10), (0.11).

Решения уравнений (0.10), (0.11) будем искать с помощью анзатца [1]

u = f(x)ϕ(ω) + g(x), (0.12)

где ϕ — некоторая неизвестная функция от новых инвариантных переменных
ω = ω(x) = {ω1(x), ω2(x), . . . , ωn(x)}, f(x) и g(x) — известные функции, ω(x)
— инварианты группы Ẽ(1, n).
Для явного построения решений необходимо найти инварианты группы Ẽ(1, n),

функции f(x) и g(x), а затем решить соответствующее уравнение для функции
ϕ(ω).

§ 1. Инварианты расширенной группы Евклида
В этом параграфе приведем инварианты группы Ẽ(1, 3). Коэффициенты ξµ ин-

финитезимального оператора

X = ξµ
∂

∂xµ
+ η(u)

∂

∂u
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для группы Ẽ(1, 3) имеет вид

ξµ = cµνx
ν + dµ,

где cµν , dµ, µ = 0, 3 — произвольные постоянные, причем c00 = c11 = c22 = c33,
c0a = 0, cab = −cba, a �= b, a, b = 1, 3.

Не вдаваясь в подробности решения соответствующих уравнений Лагранжа [1],
выпишем явный вид инвариантов ω = (ω1, ω2, ω3) группы Ẽ(1, 3):

1. ω1 =
αaya
y0

, ω2 =
yaya
y2
0

, ω3 = y0 exp
(
b1 arctg

γaya
βaya

)
, (1.1)

где параметры αa, βa, γa удовлетворяют соотношениям αaαa = α2 �= 0, αaβa =
αaγa = 0, βaβa = γaγa �= 0, (βaya)2 + (γaya)2 = b21

α2 (α2ω2 − ω2
1).

2. ω1 =
αaya
y0

, ω2 =
yaya
y2
0

, ω3 =
βaya
αaya

− b2 lnαaya, (1.2)

где αaαa = αaβa = 0, βaβa �= 0.

3. ω1 =
αaya
y0

, ω2 =
yaya
y2
0

, ω3 =
βaya

yb30
, (1.3)

где αaαa = −α2 �= 0, αaβa = βaβa = 0.

4. ω1 =
αaya
y0

, ω2 =
σaxa
y0

, ω3 = δaxa − b4 ln y0, (1.4)

где αaαa = −α2 �= 0, αaδa = αaσa = σaσa = δaδa = 0, δaσa = a �= 0.

5. ω1 = βνx
ν , ω2 =

(αaya)2

−α2
+ yaya, ω3 = x0 − b3 arctg

laya
δaya

, (1.5)

где αaαa = −ανβν = α2 �= 0, lala = δaδa �= 0, αala = αaδa = laδa = βνδ
ν = 0,

βνβ
ν �= 0, (laya)2 + (δaya)2 = l2ω2.

6. ω1 = βνx
ν , ω2 =

(αaya)2

−α2
+ yaya, ω3 = x0 + b6 lnσaxa, (1.6)

где αaαa = −ανβν = α2 �= 0, βνβν �= 0, αaσa = σaσa = βνσ
ν = 0.

7. ω1 = βνx
ν , ω2 =

(αaya)2

2
+ b7laya,

ω3 =
(αaya)3

3
+ b7αayalaya − b27δaya,

(1.7)

где βνβν �= 0, lala = αaδa = δaδa = l2 �= 0, αaαa = δala = 0.

8. ω1 = αaxa, ω2 = xaxa, ω3 = x0 − b8 arctg
laxa
δaxa

, (1.8)

где αaαa = α2 �= 0, lala = δaδa = l �= 0, αala = αaδa = laδa = 0.

9. ωa =
ya
y0
, a = 1, 3. (1.9)
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10. ω1 = ανx
ν , ω2 = βaxa, ω3 = γaxa, (1.10)

где ανα
ν = α2 �= 0, βaβa = β2 �= 0, γaγa = γ2 �= 0, αaβa = b9, αaγa = b10,

βaγa = b11.
B формулах (1.1)–(1.10) yν = xν + aν , zν = xν + 1

2aν , aν , bk, δa, la, σa, αν , βν ,
γν — постоянные, которые выражаются через параметры группы cµν и dµ.

Для того чтобы найти функции f(x) и g(x) в формуле (0.12), нужно проинте-
грировать уравнение

du

η
= dt. (1.11)

Используя явный вид η, находим из (1.11) функции f(x) и g(x).

§ 2. Решения уравнения (0.10)
Рассмотрим уравнение (0.10) в четырехмерном пространстве x = (x0 ≡ t, x1,

x2, x3). Решения уравнения (0.10) ищем по формуле (0.12). Из явного вида η и
формулы (1.11) следует, что f(x) ≡ 1 для всех десяти случаев, g(x) = − ln y0
случаев 1–4, а для остальных g(x) ≡ 0.

Итак, решения уравнения (7) ищем в виде

u = ϕ(ω) + g(x). (1.12)

Подставляя (1.12) в (0.10), для функции ϕ получаем дифференциальное уравнение
в частных производных относительно новых инвариантных переменных ω1, ω2, ω3:

ψab(ω)ϕab + ψa(ω)ϕa + ψ(ω) + λ expϕ(ψ0a(ω)ϕa + 1) = 0, (1.13)

где

ψab(ω)g0 exp g = ωaνω
ν
b , ψa(ω)g0 exp g = �ωa,

ψ(ω)g0 exp g = �g, ψ0a(ω)g0 = ωa0.

Для первых 6 случаев инвариантов ω уравнения для функции ϕ имеют вид:

1. (ω2
1 − α2)ϕ11 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 − ω2

3

(
1 − α2b21

α2ω2 − ω2
1

)
ϕ33+

+4ω1(ω2 − 1)ϕ12 − 4ω2ω3ϕ23 + 6(ω2 − 1)ϕ2 + 2ω1ϕ1−

− α2b21ω3

α2ω2 − ω2
1

ϕ3 + λ(−ω1ϕ1 + 2ω2ϕ2 + ω3ϕ3 − 1) expϕ+ 1 = 0.

(1.14)

2. ω2
1ϕ11 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 +

b2
ω2

1

ϕ33 + 4ω1(ω2 − 1)ϕ12 − 4b2ϕ23+

+2ω1ϕ1 + 6(ω2 − 1)ϕ2 − λ(ω1ϕ1 + 2ω2ϕ2 + 1) expϕ+ 1 = 0.
(1.15)

3. (ω2
1 + α2)ϕ11 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 + b23ω

2
3ϕ33 + 4ω1(ω2 − 1)ϕ12+

+2b3ω1ω3ϕ13 + 4ω3(b3ω2 − 1)ϕ23 + 2ω1ϕ1 + 6(ω2 − 1)ϕ2+

+b3(b3 + 1)ω3ϕ3 − λ(ω1ϕ1 + 2ω2ϕ2 + b3ω3ϕ3 + 1) expϕ+ 1 = 0.

(1.16)
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4. (ω2
1 + α2)ϕ11 + 4ω2

2ϕ22 + b24ϕ33 + 4ω1ω2ϕ12 + 2b4ω1ϕ13+

+4b4ω2ϕ23 + 2ω1ϕ1 + 6ω2ϕ2 + b4ϕ3−
−λ(ω1ϕ1 + 2ω2ϕ2 + b4ϕ3 + 1) expϕ+ 1 = 0.

(1.17)

5. βϕ11 + ω2ϕ22 +
(

1 − b5
ω2

)
ϕ33+

+2β0ϕ13 − 4ϕ2 + λ(β0ϕ1 + ϕ3) expϕ = 0.
(1.18)

6. βϕ11 + ω2ϕ22 + 2β0ϕ13 + ϕ33−
−4b6ϕ23 − 4ϕ2 + λ(β0ϕ1 + ϕ3) expϕ = 0.

(1.19)

Если найти хотя бы частное решение любого из уравнений (1.14)–(1.19), то по
формуле (1.12) найдем решение уравнения (0.10).

Рассмотрим уравнение (1.14). Если предположить, что ∂ϕ/∂ω2 = ∂ϕ/∂ω3 = 0,
то из (1.14) для функции ϕ получим ОДУ второго порядка

(ω2
1 − α2)ϕ11 + 2ω1ϕ1 − λ(ω1ϕ1 + 1) expϕ+ 1 = 0. (1.20)

Интегрируя уравнение (1.20), имеем

(ω2
1 − α2)ϕ1 − λω1 expϕ = −ω1 + c1,

где c1 — постоянная интегрирования. Последнее уравнение подстановкой

ϕ = ln v (1.21)

приводится к уравнению Бернулли

(ω2
1 − α2)v′ + (ω1 − c1)v − λω1v

2 = 0,

общее решение которого

v =

[
(ω1 − α)

α−c1
2α (ω1 + α)

α+c1
2α

∫ −λω1dω1

(ω1 − α)
3α−c1

2α (ω1 + α)
3α+c1

2α

]−1

. (1.22)

B зависимости от значений постоянной c1 из (1.22) в силу (1.21), имеем следу-
ющие решения уравнения (1.12):

ϕ = − ln
(
λ

4α
(w ± α) ln

∣∣∣∣c2ω1 + α

ω1 − α

∣∣∣∣+ λ

2

)
, c1 = ±α,

ϕ = − ln
(
c2

√
ω2

1 − α2 + λ

)
, c1 = 0.

(1.23)

Тогда из (1.23) и (1.12) получим решения уравнения (0.10):

u = − ln
(
λ

4α
(αaya ± αy0) ln

∣∣∣∣c2αaya + αy0
αaya − αy0

∣∣∣∣+ λ

2

)
,

u = − ln
(
c2

√
(αaya)2 − α2y2

0 + λ

)
.



304 В.И. Фущич, М.М. Серова

Если в уравнении (1.15) положить ∂ϕ
∂ω2

= ∂ϕ
∂ω3

= 0, то получим обыкновенное
дифференциальное уравнение (ОДУ)

ω2
1ϕ11 + 2ω1ϕ1 − λ(ω1ϕ1 + 1) expϕ+ 1 = 0,

общее решение которого имеет вид

ϕ = − ln
[
ω1

c1

(
c2 exp

c1
ω1

− λ

)]
, (1.24)

где c1, c2 — постоянные интегрирования. Тогда из (1.24) и (1.12) имеем решение
уравнения (0.10)

u = − ln
[
αaya
c1y0

(
c2 exp

c1y0
αaya

− λ

)]
.

Рассмотрим уравнение (1.16), положив ∂ϕ
∂ω2

= ∂ϕ
∂ω3

= 0. Тогда для функции ϕ
получим ОДУ

(ω1 + α2)ϕ11 + 2ω1ϕ1 − λ expϕ(ω1ϕ1 + 1) + 1 = 0,

которое интегрированием приводится к уравнению Бернулли

(ω2
1 + α)v′ + (ω1 − c1)v − λω1v

2 = 0, ϕ = ln v. (1.25)

Решая (1.25), получаем

v =
{√

ω2
1 + α2

[
c2 exp

(
−c1
α
arctg

ω1

α

)
−

− λc1
c21 + α2

(
ω1

c21 + α2
− α2

c1

1√
ω2

1 + α2

)]}−1

,

а

ϕ = − ln
{√

ω2
1 + α2

[
c2 exp

(
−c1
α
arctg

ω1

α

)
−

− λc1
c21 + α2

(
ω1

c21 + α2
− α2

c1

1√
ω2

1 + α2

)]}
.

(1.26)

Из (1.26) и (1.12) имеем решение уравнения (0.10):

ϕ = − ln
{
c2

√
(αaya)2 + α2y2

0

[
exp
(
−c1
α
arctg

αaya
αy0

)
−

− λc1
c2(c21 + α2)

(
αaya

y0(c21 + α2)
− α2

c1

y0√
(αaya)2 + α2y2

0

)]}
.

Если в уравнении (1.16) положить ∂ϕ
∂ω1

= ∂ϕ
∂ω2

= 0, то для функции ϕ получим
следующее ОДУ:

b3ω3ϕ33 + b3(b3 + 1)ω3ϕ3 − λ expϕ(b3ω3ϕ3 + 1) = 0. (1.27)
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Подстановкой ω3 = tb3 уравнение (1.27) приводится к уравнению (1.20), в котором
ω1 нужно заменить на t. Из (1.20) имеем

ϕ = − ln

[
ω

1/b3
3

c1

(
c2 exp

c1

ω
1/b3
3

− λ

)]
. (1.28)

Из (1.28) и (1.12) получаем решение уравнения (0.10):

u = − ln
[
(βaya)1/b3

c1

(
c2 exp

c1y0
(βaya)1/b3

− λ

)]
.

Если в уравнении (1.17) ∂ϕ
∂ω1

= ∂ϕ
∂ω2

= 0, то получим ОДУ

b24ϕ33 + b4ϕ3 − λ expϕ(b4ϕ3 + 1) + 1 = 0, (1.29)

которое заменой

ω3 = ln t, t = expω3

приводится к уравнению (1.27). Из (1.28) получим решение уравнения (1.29)

ϕ = − ln
[
exp aω3

c1

(
c2 exp

c1
aω3

− λ

)]
, a = 1/b4. (1.30)

Тогда, в силу (1.12), из (1.30) имеем решение уравнения (0.10):

u = − ln
[
exp aδaxa

c1

(
c2 exp

c1x0

δaxa
− λ

)]
.

Для уравнений (1.18) и (1.19) удалось найти частные решения. В результате
имеем следующее решение уравнения (0.10):

u = − ln
[
µ

c1
+ c2 exp(−c1βνxν)

]
, µ =

λβ0

β
,

u = − ln
[
λ

c1
+ c2(σaxa)−c1b6 exp(−c1x0)

]
.

Нетрудно убедиться, что решениями уравнения (0.10) будут функции

u = − ln
[
f(βaya)

(
c2 exp

y0
f(βaya)

− λ

)]
, (1.31)

u = − ln
[
λ

c1
+ c2(g(σaxa) expx0)−c1

]
, (1.32)

где f и g — произвольные дифференцируемые функции, βa и σa — параметры,
удовлетворяющие условию βaβa = σaσa = 0. Формулы (1.31) и (1.32) описывают
целые массы решений уравнены (0.10).

Отметим, что полученные решения будут решениями уравнения (0.10) в n-
мерном пространстве.
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§ 2. Решения уравнения (0.11)
Рассмотрим нелинейное уравнение (0.11) в пространстве переменных (x0, x1,

x2, x3). Аналогично, как и в предыдущем параграфе, используем формулу (1.12),
явный вид инвариантов ω(x) (1.1)–(1.10) и значения функции g(x) = b ln y0 для
случаев 1)–4) и g(x) = bβ0x0 для случаев 5), 6) При этом для функции ϕ(ω)
получим следующие ДУЧП:

1) (ω2
1 − α2)ϕ11 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 − ω2

3

[
1 − α2b21

α2ω2 − ω2
1

]
ϕ33−

−4ω1(1 − ω2)ϕ12 − 4ω2ω3ϕ23 + 2ω1ϕ1 − 6(ω2 − 1)ϕ2−

− α2b21ω3

α2ω2 − ω2
1

ϕ3 + λb

(
αϕ1 + 2

√
ω2ϕ2 +

αb1ω3√
α2ω3 − ω2

1

ϕ3

)
+

+λ

(
−αω1ϕ

2
1 − 4ω2

√
ω2ϕ

2
2 +

αb1ω3√
α2ω2 − ω2

1

ϕ2
3

)
= b;

(2.1)

2) ω2
1ϕ11 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 − β

ω2
1

ϕ33 + 4ω1(ω2 − 1)ϕ12 − 4b2ϕ23 + 2ω1ϕ1+

+6(ω2 − 1)ϕ2 − λb

(
2ω2ϕ2 +

√
β

ω1
ϕ3

)
+ λ
(−4ω2

√
ω2ϕ

2
2

)
= 0;

(2.2)

3) (ω2
1 + α2)ϕ11 + 4ω2(ω2 − 1)ϕ22 + b23ω3ϕ33 + 4ω1(ω2 − 1)ϕ12+

+4ω3(b3ω2 − 1)ϕ23 + 2ω1ϕ1 + 6(ω2 − 1)ϕ2 + b3(b3 + 1)ω3ϕ3+

+λb (αϕ1 + 2
√
ω2ϕ2) − λ

(
αω1ϕ

2
1 + 4ω2

√
ω2ϕ

2
2

)
= b;

(2.3)

4) (ω2
1 + α2)ϕ11 + 4ω2

2ϕ22 + b24ϕ33 + 4ω1ω2ϕ12 + 2b4ω1ϕ13+

+4b4ω2ϕ23 + 2ω1ϕ1 + 6ω2ϕ2 + b4ϕ3 + λbαϕ1 − λω1ϕ1 = b;
(2.4)

5) β1ϕ11 − 4ω2ϕ22 +
(

1 − α2

ω2

)
ϕ33 + 2β0ϕ13 − 4ϕ2 + λb

(
−λβ0βϕ1−

−2iλβ0
√
ω2ϕ2 +

b5α

α2ω2 − ω2
1

ϕ

)
+ λ

(
−β0βϕ

2
1 +

β5α

α2ω2 − ω2
1

ϕ2
3

)
= b;

(2.5)

6) βϕ11 − 4ω22ϕ22 + 2β0ϕ13 + ϕ33 − 4b6ϕ23 − 4ϕ2+

+λb (−λβ0βϕ1 − 2λiβ0
√
ω2ϕ2) + λ(−β0βϕ

2
1) = b.

(2.6)

Рассмотрим уравнение (2.1). Предположим, что ∂ϕ
∂ω2

= ∂ϕ
∂ω3

= 0, для функции ϕ
получим ОДУ

(ω2
1 − α2)ϕ11 + [2ω1 + λbα]ϕ1 − λαω2

1 = b, (2.7)

которое заменой

ϕ1 = z(ω1) (2.8)
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приводим к уравнению Риккати

(ω2
1 − α2)z′ + [2ω1 − λbα]z − λαω1z

2 = b. (2.9)

Так как функция

z0 =
b

ω1 + d
, d =

λbα

2
± α

2

√
λ2b2 + 4,

является частным решением уравнения (2.9), то подстановкой z = y−1(ω1)+z0 оно
приводится к линейному уравнению относительно функции y(ω1).

В случае b = 0 уравнение (2.9) является уравнением Бернулли

(ω2
1 − α2)z′ + 2ω1z − λω1z

2 = 0,

общее решение которого, как известно, имеет вид

z =
[
λα

2
+

c1
ω2

1 − α2

]−1

. (2.10)

Тогда, в силу (2.8), из (2.10) получим решение уравнения (2.7) для b = 0

ϕ =
∫

dω1

ω2
1 − α2 + λα

2c1

или

ϕ =
1
cc1

arctg
ω1

c
+ c2, −α2 +

λα

2c1
= c2, (2.11)

где c1, c2 — постоянные интегрирования.
Из (2.11) и (1.12) имеем решения уравнения (0.11)

u =
1
cc1

arctg
αaya
cy0

+ c2,

u =
1

2cc1
ln
(
c2
αaya − cy0
αaya + cy0

)
.

Если в уравнении (2.1) ∂ϕ
∂ω2

�= 0, а ∂ϕ
∂ω1

= ∂ϕ
∂ω3

= 0, то для функции ϕ получим
ОДУ

4ω2(ω2 − 1)ϕ22 + [6(ω2 − 1) + 2bλ
√
ω2 ]ϕ2 − 4λω2

√
ω2ϕ

2 = b, (2.12)

которое подстановкой

ϕ2 = z(ω2) (2.13)

приводится к уравнению Риккати

4ω2(ω2 − 1)z′ + [6(ω2 − 1) + 2bλ
√
ω2 ] z − 4λω2

√
ω2z

2 = b. (2.14)

Решением уравнения (2.14), в случае b = 0, будет функция

z =
[
λω

3/2
2 ln

c1ω2

ω2 − 1

]−1

. (2.15)
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Из (2.15) и (2.13) имеем решение уравнения (2.12) для b = 0:

ϕ =
2
λ

∫
dt

ln 1
c1

(1 − t2)
, t =

1√
ω2
, c1 = const. (2.16)

Из (2.16) и (1.12) получим решение уравнения (0.11)

u =
2
λ

∫
dt

ln 1−t2
c1

, t =
y0√
yaya

.

Полагая в (2.2) ∂ϕ
∂ω2

= ∂ϕ
∂ω3

= 0, для функции ϕ имеем ОДУ

ω2
1ϕ11 + 2ω1ϕ1 = b,

общее решение которого

ϕ = b lnω1 − c1
ω1

+ c2, c1, c2 = const,

т.e., согласно (1.2),

u = b lnαaya − c1y0
αaya

+ c2.

Для уравнений (2.3)–(2.6) удалось найти частные решения:

u = b ln(βaya)1/b3 +
c1y0

(βaya)1/b3
+ c2,

где βaβa = 0;

u = c1y0 exp
(
−δaxa

b4

)
,

где δaδa = 0;

u =
1
c

ln [c1 exp(b5 − αβ0x0) + c2 exp(b5 − βaxa)] ,

где c = λβ0
√
βaβa

β2 , βνβν = β �= 0;

u = 2c1
∫

exp t
t

dt+ bβ0x0, t = λibβ0

√
αaya
−α2

+ yaya,

где αaαa = −α2 �= 0;

u = c1x0 + c2 lnσaza,

где σaσa = 0;

u = c1

∫
exp

1
t
dt+ bβ0x0, t = [λbβ0

√
xaxa]

−1
.

В приведенных выше решениях c1, c2 — произвольные постоянные.
Легко проверить, что решением уравнения (0.11) будет функция

u = f1(αaxa)x0 + f2(αaxa), αaαa = 0,

где f1, f2 — произвольные дважды дифференцируемые функции.



О точных решениях некоторых нелинейных дифференциальных уравнений 309

§ 3. Инварианты расширенной группы Галилея
В данным параграфе построены инварианты ω(x) = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)} ра-

сширенной группы Галилея G̃(1, 3) = {G(1, 3),D(1)}, т.е. группы Галилея, до-
полненной группой масштабных преобразований D(1). Эти инварианты исполь-
зуются в последующих параграфах для построения точных решений уравнений
Гамильтона–Якоби и трехмерных уравнений газовой динамики.

Инфинитезимальные преобразования группы G̃(1, 3) имеют следующий вид:

x′µ = xµ + εξµ(x) + o
(
ε2
)
,

ξµ(x) = cµνx
ν + dµ,

где cµν , dµ, µ, ν = 0, 3 — постоянные параметр группы G̃(1, 3), причем c0a = 0,
c00 = 2c11 = 2c22 = 2c33, cab = −cba, a = 1, 3.

Процесс интегрирования уравнений Лагранжа для получения явных выраже-
ний для ω(x) = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)} мы опускаем. Приведем только окончатель-
ный результат.

В зависимости от соотношений между параметрами cµν и dµ группы G̃(1, 3)
будем иметь несколько случаев:

1. ω1 =
αaya + by0√

y0
, ω2 =

βaxa − βaAa(y0) + γaBa(y0)√
y0

,

ω3 =
γaxa − γaAa(y0) − βaBa(y0)√

y0
,

(3.1)

где Aa(y0) = c(δay0 − σa), Ba(y0) = α(δay0 + σa), �β = (αα2 cos z0 − α1α3 sin z0;
−αα1 cos z0 − α2α3 sin z0; (α2 − α2

3) sin z0), �γ = α
β
αz0

, z0 = α
2c ln y0, αa, δa, σa, b, c —

постоянные, αaαa = α2 �= 0, βaβa = γaγa = β2 �= 0, αaβa = αaγa = βaγa = 0,
a = 1, 3.

2. ω1 =
αaxa − αaA

−
a (y0)√

y0
, ω2 =

βaxa − βaA
−
a (y0) + aαaA

+
a (y0)√

y0
,

ω3 =
γaxa − γaA

−
a (y0) + 2aβaA+

a (y0) − 2a2αaA
−
a (y0)√

y0
,

(3.2)

где A±
a (y0) = δay0 ± σa, �γ = (−2α1 − 2α2z0 + α1z

2
0 ;−2α2 + 2α1z0 + α2z

2
0 ;α3z

2
0),

�β = d
γ
2dz0

, �α = d
β
dx0

, z0 = a
2 ln y0, αa, δa, σa, a — постоянные, βaβa = β2 �= 0,

γaγa = γ2 �= 0, αaβa = αaαa = γaβa = 0, a = 1, 3.

3. ω1 =
αaya + by0√

y0
, ω2 =

βaza + b+y0
y
a+
0

, ω3 =
γaza − b−y0

y
a−
0

, (3.3)

где αa, βa, b, b+, b−, a+, a− — постоянные, αaαa = −α2 �= 0, βaγa = β2 �= 0,
αaβa = αaγa = γaγa = βaβa = 0, a = 1, 3.

4. ω1 =
αaya + b1y0√

y0
, ω2 = βaxa + b2y0 + b3 ln y0,

ω3 =
γaya
y0

+ b4 ln y0,
(3.4)
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где bi, i = 1, 4, αa, βa, γa — постоянные, αaαa = −α2 �= 0, γaβa = β2 �= 0,
αaβa = αaγa = γaγa = βaβa = 0, a = 1, 3.

5. ω1 = ax2
0 + bcx0 + αaxa, ω2 = βaya + γaAa(x0),

ω3 = γaya + βaAa(x0),
(3.5)

где Aa(x0) = δax0 + da, a, b, c, δa, da — постоянные, αa, βa, γa те же, что в
формуле ( 3.1), z0 = bx0, a = 1, 3.

6. ω1 = ax2
0 + bcx0 + αaxa, ω2 = (βaya − βaAa(x0)) exp bx0,

ω3 = (γaya + γaAa(x0)) exp(−bx0),
(3.6)

где Aa(x0) = δax0 + da, a, b, c, δa, da, αa, βa, γa — постоянные, αaαa = −α2 �= 0,
βaγa = β2 �= 0, αaβa = αaγa = βaβa = γaγa = 0, a = 1, 3.

7. ω1 = x0 − αaxa, ω2 = x0 − βaxa, ω3 = x0 − γaxa, (3.7)

где αa, βa, γa — постоянные, a = 1, 3.

8. ω1 =
αaya√
y0
, ω2 =

βaya√
y0
, ω3 =

γaya√
y0
, (3.8)

где αa, βa, γa — постоянные, a = 1, 3.
В приведенных формулах yν = xν + aν , za = xa + a2

2 , aν — произвольные
постоянные, a = 1, 3, ν = 0, 3.

§ 4. Точные решения трехмерных уравнений газовой динамики
Уравнения, описывающие изэнтропические движения газа, имеют вид

�u0 + (�u�∇)�u+
1
ρ
�∇p = 0,

ρ0 + div (ρ�u) = 0, p = f(ρ),
(4.1)

где �u = �u(x) ≡ {u1(x), u2(x), u3(x)} — скорость pacпpoстpaнeния, ρ(x) — пло-
тность, p(x) — давление газа, x = (x0, x1, x2, x3).

В работе [5] установлено, что если

p = λρ5/3, λ = const, (4.2)

то уравнения (4.1) инвариантны относительно 16-мерной алгебры Ли, базис кото-
рой задается операторами

∂µ, Jab = xa∂b − xb∂a + ua∂ub − ub∂ua , µ = 0, 3, (4.3)

Ga = x0∂a + ∂ua , (4.4)

D0 = 2x0∂0 + xa∂a − 3ρ∂ρ − ua∂ua , (4.5)

D1 = x0∂0 − 3ρ0∂ρ − ua∂ua , (4.6)

A = x0(x0∂0 + xa∂a − 3ρ∂ρ − ua∂ua) + xa∂ua , a �= b, a = 1, 3; (4.7)
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в случае

p =
2
γ
ργ (4.8)

уравнения (4.1) инвариантны относительно 15-мерной алгебры Ли, образуемой опе-
раторами (4.3), (4.4) и (4.9), (4.10):

D0 = 2x0∂0 + xa∂a − 2
γ − 1

ρ∂ρ − ua∂ua , (4.9)

D1 = x0∂0 − 2
γ − 1

ρ∂ρ − ua∂ua ; (4.10)

в случае

p = f(ρ), (4.11)

где f — произвольная дифференцируемая функция, уравнения (4.1) инвариантны
относительно 13-мерной алгебры Ли, базисные операторы которой имеют вид (4.3),
(4.4). Эта алгебра изоморфна алгебре Галилея G(1, 3).

Рассмотрим систему уравнений (4.1) в случае политропного газа, т.е. когда
давление p задается формулой (4.8):

�u0 + (�u�∇)�u+ λργ−2�∇ρ = 0,

ρ0(�u�∇)ρ+ ρ div �u = 0.
(4.12)

Решение системы (4.12) ищем в виде

u(x) = A(x)ϕ(ω) +B(x),
ρ(x) = f(x)ϕ0(ω),

где u(x), ϕ(ω) — вектор-столбцы, A(x), B(x) — известные матрицы размерности
(3×3) и (3×4) соответственно, f(x) — известная функция или, в векторной форме

�u(x) = �M(x0)ϕ1(ω) + �N(x0)ϕ2(ω) + �L(x0)ϕ3(ω) + �B(x0),
ρ ≡ u0 = ykoϕ

0(ω).
(4.13)

Отметим, что функции �M , �N , �L, �B и постоянная k принимают различные значения
в зависимости от вида инвариантов (§ 3). Приведем их вид для каждого из случаев
значений инвариантов ω(x):

1) �M(x0) =
�α√
y0
, �N(x0) =

�β√
y0
, �L(x0) =

�γ√
y0
, �B(x0) = �v, k =

1
1 − γ

,

где αava = −b, βava = cβaδa − αγaδa, γava = cγaδa + αβaδa;

2) �M(x0) =
�α√
y0
, �N(x0) =

�β√
y0
, �L(x0) =

�γ√
y0
, �B(x0) = �v, k =

1
1 − γ

,

где αava = αaβa, βava = βaδa − aαaδa, γava = γaδa − 2aβaδa + 2a2αaδa;
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3) �M(x0) =
�α√
y0
, �N(x0) =

�β

y
a+
0

, �L(x0) =
�γ

y
a−
0

, �B(x0) = �v, k =
1

1 − γ
,

где αava = −b, βava = −b+, γava = −b−;

4) �M(x0) =
�α√
y0
, �N(x0) =

�γ

y0
, �L(x0) = �β,

�B(x0) = −�γ b2
β2

− �β
b4
β2

ln y0, k =
1

1 − γ
;

5) �M(x0) = �α, �N(x0) = �β, �L(x0) = �γ, �B(x0) = − 2a
α2
x0�α+ �v, k = 0,

где αava = 0, βava = γaδa, γava = −βaδa;
6) �M(x0) = �α, �N(x0) = exp(−bx0)�γ, �L(x0) = exp(bx0)�β,

�B(x0) =
2ax0

α2
�α+ �v, k = 0,

где αava = 0, βava = βaδa, γava = −γaδa;
7) �M(x0) = �e1, �N(x0) = �e2, �L(x0) = �e3, �B(x0) = 0, k = 0,

где �ea, a = 1, 3 — единичные орты;

8) �M(x0) =
�e1√
y0
, �N(x0) =

�e2√
y0
, �L(x0) =

�e3√
y0
, �B(x0) = 0, k =

1
1 − γ

.

Подставляя (4.13) в (4.12) и используя явный вид ω(x) = {ω1(x), ω2(x), ω3(x)}
(см. (3.1)–(3.8)), значения функций �M(x0), �N(x0), �L(x0), �B(x0) и постоянной
k, для неизвестных функций ϕ(ω) ≡ (ϕ0(ω), �ϕ(ω)) получаем следующие системы
уравнений:

1. (2α2ϕ1 − ω1)ϕ1
1 +
(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ1

2−

−
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ1

3 − ϕ1 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
1 = 0,

(2α2ϕ1 − ω1)ϕ2
1 +
(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ2

2−

−
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ2

3 − ϕ2 − α

c
ϕ3 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

2 = 0,

(2α2ϕ1 − ω1)ϕ3
1 +
(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ3

2−

−
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ3

3 − ϕ3 +
α

c
ϕ2 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

3 = 0,

(2α2ϕ1 − ω1)ϕ0
1 +
(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ0

2−

−
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ0

3 −
2

γ − 1
ϕ0 + 2(α2ϕ1

1 + β2ϕ2
2 + β2ϕ3

3)ϕ
0 = 0.

(4.14)

2. (2α2ϕ3 − ω1)ϕ1
1 + (aω1 − ω2 + 2β2ϕ2)ϕ1

2+
+(2aω2 − ω3 + 2α2ϕ1 + 2γ2ϕ3)ϕ1

3 − ϕ1 + aϕ2 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
1 = 0,
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(2α2ϕ3 − ω1)ϕ2
1 + (aω1 − ω2 + 2β2ϕ2)ϕ2

2+
+(2aω2 − ω3 + 2α2ϕ1 + 2γ2ϕ3)ϕ2

3 − ϕ2 + 2aϕ3 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
2 = 0,

(2α2ϕ3 − ω1)ϕ3
1 + (aω1 − ω2 + 2β2ϕ2)ϕ3

2+
+(2aω2 − ω3 + 2α2ϕ1 + 2γ2ϕ3)ϕ3

3 − ϕ3 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
3 = 0,

(2α2ϕ3 − ω1)ϕ0
1 + (aω1 − ω2 + 2β2ϕ2)ϕ0

2 + (2aω2 − ω3 + 2α2ϕ1+

+2γ2ϕ3)ϕ0
3 + 2(α2ϕ1

3 + α2ϕ3
1 + β2ϕ2

2 + γ3
3ϕ

3
3)ϕ

0 − 2
γ − 1

ϕ0 = 0.

(4.15)

3. (2α2ϕ1 + ω1)ϕ1
1 − 2(β2ϕ3 − a+ω2)ϕ1

2−
−2(β2ϕ2 − a−ω3)ϕ1

3 + ϕ1 − 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
1 = 0,

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ2
1 − 2(β2ϕ3 − a+ω2)ϕ2

2−
−2(β2ϕ2 − a−ω3)ϕ2

3 + 2a+ϕ
2 − 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

2 = 0,
(2α2ϕ1 + ω1)ϕ3

1 − 2(β2ϕ3 − a+ω2)ϕ3
2−

−2(β2ϕ2 − a−ω3)ϕ3
3 + 2a−ϕ3 − 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

3 = 0,
(2α2ϕ1 + ω1)ϕ0

1 − 2(β2ϕ3 − a+ω2)ϕ0
2 − 2(β2ϕ2 − a−ω3)ϕ0

3−
−2(−α2ϕ1

1 + β2ϕ2
3 + β2ϕ3

2)ϕ
0 +

2
γ − 1

ϕ0 = 0.

(4.16)

4. (2α2ϕ1 + ω1)ϕ1
1 − 2(β2ϕ2 + b3)ϕ1

2−
−2(β2ϕ3 − ω3 + b4)ϕ1

3 + ϕ1 − 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
1 = 0,

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ2
1 − 2(β2ϕ2 + b3)ϕ2

2−
−2(β2ϕ3 − ω3 + b4)ϕ2

3 + 2ϕ2 − 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
3 = 0,

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ3
1 − 2(β2ϕ2 + b3)ϕ3

2−
−2(β2ϕ3 − ω3 + b4)ϕ3

3 +
2b4
β2

− 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0
2 = 0,

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ0
1 − 2(β2ϕ2 + b3)ϕ0

2 − 2(β2ϕ3 − ω3 + b4)ϕ0
3+

+
2

γ − 1
ϕ0 − 2(−α2ϕ1

1 + β2ϕ2
2 + β3

3)ϕ0 = 0.

(4.17)

5. (α2ϕ1 + bc)ϕ1
1 + (β2ϕ2 + ω3)ϕ1

2+

+(β2ϕ3 − ω2)ϕ1
3 −

2a
α2

+ λ(ϕ0)γ−2ϕ0
1 = 0,

(α2ϕ1 + bc)ϕ2
1 + (β2ϕ2 + ω3)ϕ2

2+
+(β2ϕ3 − ω2)ϕ2

3 − bϕ3 + λ(ϕ0)γ−2ϕ0
2 = 0,

(α2ϕ1 + bc)ϕ3
1 + (β2ϕ2 + ω3)ϕ3

2+
+(β2ϕ3 − ω2)ϕ3

3 + bϕ2 + λ(ϕ0)γ−2ϕ0
3 = 0,

(α2ϕ1 + bc)ϕ0
1 + (β2ϕ2 + ω3)ϕ0

2+
+(β2ϕ3 − ω2)ϕ0

3 + (α2ϕ1
1 + β2ϕ2

2 + β2ϕ3
3)ϕ

0 = 0.

(4.18)

6. (−α2ϕ1 + bc)ϕ1
1 + (β2ϕ2 + bω2)ϕ1

2+

+(β2ϕ3 − bω3)ϕ1
3 − 2

a

α2
+ λ(ϕ0)γ−2ϕ0

1 = 0,
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(−α2ϕ1 + bc)ϕ2
1 + (β2ϕ2 + bω2)ϕ2

2+
+(β2ϕ3 − bω3)ϕ2

3 − bϕ2 + λ(ϕ0)γ−2ϕ0
2 = 0,

(−α2ϕ1 + bc)ϕ3
1 + (β2ϕ2 + bω2)ϕ3

2+
+(β2ϕ3 − bω3)ϕ3

3 + bϕ3 + λ(ϕ0)γ−2ϕ0
3 = 0,

(−α2ϕ1 + bc)ϕ0
1 + (β2ϕ2 + bω2)ϕ0

2+
+(β2ϕ3 − bω3)ϕ0

3 + (−α2ϕ1
1 + β2ϕ2

2 + β2ϕ3
3)ϕ

0 = 0.

(4.19)

7. (1 − �α�ϕ)�ϕ1 + (1 − �β�ϕ)�ϕ2 + (1 − �γ�ϕ)�ϕ3+

+λ(ϕ0)γ−2(�αϕ0
1 + �βϕ0

2 + �γϕ0
3) = 0,

(1 − �α�ϕ)ϕ0
1 + (1 − �β�ϕ)ϕ0

2 + (1 − �γ�ϕ)ϕ0
3 − ϕ0(�α�ϕ1 + �β�ϕ2 + �γ�ϕ3) = 0.

(4.20)

8. (ω1 + �α�ϕ)�ϕ1 + (ω2 + �β�ϕ)�ϕ2 + (ω3 + �γ�ϕ)�ϕ3+

+
1
2
�ϕ+ λ(ϕ0)γ−2(�αϕ0

1 + �βϕ0
2 + �γϕ0

3) = 0,

(ω1 + �α�ϕ)ϕ0
1 + (ω2 + �β�ϕ)ϕ0

2 + (ω3 + �γ�ϕ)ϕ0
3+

+
1

γ − 1
ϕ0 + ϕ0(�α�ϕ1 + �β�ϕ2 + �γ�ϕ3) = 0.

(4.21)

Отметим, что каждая из систем уравнений (4.14)–(4.21) представляет собой
систему уравнений в частных производных для функций ϕ(ω) относительно пе-
ременных ω1, ω2, ω3, причем число переменных ω(x) на единицу меньше, чем
переменных x в уравнении (4.12). Если удается найти какое либо решение систем
(4.14)–(4.21), то тем самым по формуле (4.13) имеем решение уравнений (4.12).

Рассмотрим уравнения (4.14) в предположении, что ∂ϕ
∂ω1

= 0, т.е. ϕ = ϕ(ω2, ω3).
Для функций ϕ получим уравнения в пространстве двух независимых переменных
ω = (ω2, ω3):(α

c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ1

2 −
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ1

3 − ϕ1 = 0,(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ2

2 −
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ2

3−

−ϕ2 − α

c
ϕ3 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

2 = 0,(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ3

2 −
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ3

3−

−ϕ3 +
α

c
ϕ2 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

3 = 0,(α
c
ω3 − ω2 + 2β2ϕ2

)
ϕ0

2 −
(α
c
ω2 + ω3 + 2β2ϕ3

)
ϕ0

3−

− 2
γ − 1

ϕ0 + 2(β2ϕ2
2 + β2ϕ3

3)ϕ
0 = 0.

Если же ϕ = ϕ(ω1), то получим следующую систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений:

(2α2ϕ1 − ω1)ϕ1
1 − ϕ1 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

1 = 0,

(2α2ϕ1 − ω1)ϕ2
1 − ϕ2 − α

c
ϕ3 = 0,
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(2α2ϕ1 − ω1)ϕ3
1 − ϕ3 +

α

c
ϕ2 = 0,

(2α2ϕ1 − ω1)ϕ0
1 −

2
γ − 1

ϕ0 + 2α2ϕ1
1ϕ

0 = 0,

частное решению которой при γ + 2 имеет вид

ϕ1 =
ω1

α2
, ϕ2 = c1ω1 sin

(α
c

ln c2ω1

)
,

ϕ3 = c1ω1 cos
(α
c

ln c2ω1

)
, ϕ0 = c0,

(4.22)

где c0, c1, c2 — постоянные интегрирования.
Тогда из (4.13), (4.22) и (3.1) имеем решение системы (4.12) для γ = 2

ρ =
c0
y0
,

�u =
M(x)√
y0

[
�α

α2
+ �βc1 sin

(α
c

ln c2M(x)
)

+ �γc1 cos
(α
c

ln c2M(x)
)]

+ �v,
(4.23)

где

M(x) =
αaya + by0√

y0
.

Из (4.15), предполагая ϕ = ϕ(ω1), получаем систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

(2α2ϕ3 − ω1)ϕ1
1 − ϕ1 + aϕ2 + 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

1 = 0,
(2α2ϕ3 − ω1)ϕ2

1 − ϕ2 + 2aϕ3 = 0,
(2α2ϕ3 − ω1)ϕ3

1 − ϕ3 = 0,

(2α2ϕ3 − ω1)ϕ0
1 + 2α2ϕ3

1 −
2

γ − 1
ϕ0 = 0.

Частное решение этих уравнений имеет вид

ϕ0 = c0ω
2/(γ−1)
1 exp(−2ω1),

ϕ1 =
aω1

α2
(ω1 + c2)2 +

2λcγ−1
0

γ − 1
ω1 exp(−2(γ − 1)ω1) + c1ω1,

ϕ2 = − 2a
α2
ω1(ω1 + c2),

ϕ3 =
ω1

α2
,

(4.24)

где c0, c1, c2 — произвольные постоянные. Тогда из (4.13), (4.24) и (3.2) имеем
решение уравнений (4.12) для любых значений γ:

ρ = y
1/(1−γ)
0 (B(x)2/(γ−1) exp(−2B(x)),

�u =
B(x)√
y0

{
�α

[
a2

α2
(B(x) + c2)2 +

2λcγ−1
0

γ − 1
exp(−2(γ − 1)B(x)) + c1

]
−

− 2a
α2
�β(B(x) + c2) +

�γ

α2

}
+ �v, B(x) =

αaxa − αaA
−
a (x0)√

y0
.

(4.25)
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Рассмотрим теперь уравнение (4.17). Его удалось решить в случае ϕ = ϕ(ω1),
т.е. найти частное решение следующей системы:

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ1
1 + ϕ1 − 2λ(ϕ0)γ−2ϕ0

1 = 0,
(2α2ϕ1 + ω1)ϕ2

1 + 2ϕ2 = 0,

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ3
1 +

2b4
β2

= 0,

(2α2ϕ1 + ω1)ϕ0
1 +

2
γ − 1

ϕ0 + 2α2ϕ1
1ϕ

0 = 0

для γ = 2 и b4 = 0:

ϕ0 =
ω2

1 + c0
−8α2λ

, ϕ1 =
ω1

2α2
, ϕ2 = 0, ϕ3 = F (ω1), (4.26)

где c0 — постоянная интегрировання, F — произвольная дифференцируемая фун-
кция.

Из (4.13), (4.26) и (3.4) получаем решение уравнений (4.12), содержащее прои-
звольную функцию:

ρ =
(αaya + b1y0)2

8α2λy2
0

,

�u =
�α

2α2

αaya − b1y0
y0

+ �βF

(
αaya + b1y0√

y0

)
,

(4.27)

где αaαa = α2 �= 0, αaβa = βaβa = 0.
Если в уравнениях (4.18) ∂ϕ

∂ω2
= ∂ϕ

∂ω3
= 0, то для определения функций ϕ

получим уравнения

(α2ϕ1 + bc)ϕ1
1 −

2a
α2

+ λ(ϕ0)γ−2ϕ0
1 = 0,

(α2ϕ1 + bc)ϕ2
1 − bϕ3 = 0,

(α2ϕ1 + bc)ϕ3
1 + bϕ2 = 0,

(α2ϕ1 + bc)ϕ0
1 + α2ϕ1

1ϕ
0 = 0,

общее решение которых для γ = −1 составляют функции

ϕ0 =

√
c20 − α2λ

4a(ω1 + c1)
, ϕ1 =

1
α2

(
c0
ϕ0

− bc

)
,

ϕ2 = c2 sin
[
2b
c0

(ω1 + c1)ϕ0 + c3

]
, ϕ3 = c2 cos

[
2b
c0

(ω1 + c1)ϕ0 + c3

]
,

(4.28)

где c0, c1, c2, c3 — произвольные постоянные. Из (4.13), (4.28) и (3.5) имеем
решение уравнений (4.12) для γ = −1:

ρ = A(x),

�u =
�α

α2

(
c0
A(x)

− 2ax0 − bc

)
+ �βc2 sin

[
2b
c0

(αaxa + ax2
0 + bcx0+

+c1)A(x) + c3

]
+ �γc2 cos

[
2b
c0

(αaxa + ax2
0 + bcx0 + c1)A(x) + c3

]
+ �v,

(4.29)
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где

A(x) =

√
c20 − α2λ

4a(αaxa + ax2
0 + bcx0 + c1)

.

Рассмотрим уравнение (4.21) в предположении, что ∂ϕ
∂ω2

= ∂ϕ
∂ω3

= 0. Для фун-
кций ϕ получим обыкновенные дифференциальные уравнения

(ω1 − �α�ϕ)�ϕ1 +
1
2
�ϕ+ λ(ϕ0)γ−2�αϕ0

1 = 0,

(ω1 − �α�ϕ)ϕ0
1 +

1
γ − 1

ϕ0 + �α�ϕ1ϕ
0 = 0

решение которых для γ = 2 имеет вид

ϕ0 = c0, ϕa = fa(ω1), (4.30)

где c0 — постоянная интегрирования, fa — произвольные дифференцируемые фун-
кции, причем αaf

a = −ω1, a = 1, 3. Тогда из (4.13), (4.30) и (3.5) имеем решение
уравнений (4.12), содержащее произвольные функции

ρ = c0,

ua = fa(x0 − αaxa).
(4.31)

Аналогичным путем можно построить точные решения уравнений (4.1) и в случае
p = f(ρ).

§ 5. Генерирование решений уравнений (4.12)
Приведем еще несколько решений уравнений (4.12) в случае γ = 5/3, которые

мы получили, используя инвариантность данных уравнений относительно преобра-
зований

x′ =
x

1 − θx0
,

ρ′ = ρ(1 − θx0)3,
�u ′ = �u(1 − θx0) + θ�x,

(5.1)

где x = (x0, �x), θ — параметр, порождаемый оператором (4.7).
Если ρ = F (x), �u = �G(x) какое-то решение уравнений (4.12), то решениями

будут следующие функции:

ρ =
F
(

x
1−θx0

)
(1 − θx0)3

, �u =
�G
(

x
1−θx0

)
− θ�x

1 − θx0
. (5.2)

Формулы (5.2) пoзвoляют по известным решениям уравнений (4.12) строить новые
решения. Даже из очевидного решения

ρ = c0, �u = �c,

где cµ, µ = 1, 3 — const, можно получить решение уравнения (4.12) зависящее от
всех четырех переменных

ρ =
c0

(1 − θx0)3
, �u =

�c+ θ�x

1 − θx0
.
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С использованием формул (5.2) получены следующие решения уравнений (4.12):

ρ =
c0

(1 − θx0)3
,

�u =
�β[c2 cos cA(x) − c1 sin cA(x)] + �γ[c2 sin cA(x) + c1 cos cA(x)]

αaxa + bx0
− θ�x+ �v

1 − θx0
,

где A(x) = ln αaxa+bx0√
x0(1−θx0)

, αaαa = α2 �= 0, αaβa = βaγa = αaγa = 0, βaβa = γaγa =

c �= 0, c0, c1, c2 — постоянные, a = 1, 3;

ρ =
c0

(1 − θx0)3
, ua =

fa
(
x0−αaxa

1−θx0

)
− θxa

1 − θx0
,

где fa — произвольные дифференцируемые функции, причем αaf
a = 1, αa, c0 —

постоянные, αaαa = α2 �= 0, a = 1, 3;

ρ =
c0

(1 − θx0)3
, �u =

�αf
[
�β
(

x+
vx0
1−θx0

)]
− θ�x− �v

1 − θx0
,

где f — произвольная дифференцируемая функция, αa, βa, va — параметры,
αaαa �= 0, αaβa = 0.

§ 6. Точные решения уравнений газовой динамики
в случае изохорического движения

Рассмотрим уравнение

�u0 + (�u�∇)�u = 0, (6.1)

где �u = {u1(x), u2(x), u3(x)}, x = (x0, �x) = (x0, x1, x2, x3).
Используя алгоритм [3], нами установлена теорема, которую из-за громоздко-

сти реализации лиевского алгоритма приведем без доказательства.

Теорема 1. Максимальной алгеброй инвариантности уравнений (6.1) является
бесконечномерная алгебра Ли, причем координаты инфинитезимального опе-
ратора ξµ(x, �u) и η(x, �u) удовлетворяют следующей системе уравнений:

ηa = ubξab − uaubξ0b − uaξ00 + ξa0 ,

ηa0 + ubηab = 0, a = 1, 3,
(6.2)

где индекс внизу, как и раньше, означает дифференцирование по соответ-
ствующему аргументу.
Замечание. Если ξµ = ξµ(x), то из (6.2), в частности, получим результат [4].

Решения уравнений (6.1), инвариантные относительно расширенной группы Га-
лилея, будем искать по формуле

�u(x) = �M(x0)ϕ1(ω) + �N(x0)ϕ2(ω) + �L(x0)ϕ3(ω) + �B(x0), (6.3)

которая является частным случаем соотношения (4.13).
Так как все случаи независимых инвариантов ω и значений функций �M(x0),

�N(x0), �L(x0) и �B(x0) для уравнений (6.1) совпадают со случаями 1)–8) § 3 и
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§ 4, то уравнения для функций ϕ(ω) будут совпадать с (4.14)–(4.21), где нужно
положить λ = 0 и опустить последнее уравнение в каждой из указанных систем.

Приведем полученные нами решения уравнений (6.1):

�u(x) =
M(x)

2α2√y0
[
�αa2(ln2 c2M(x) + c1) − 2�βa ln c2M(x) + �γ

]
+ �v, (6.4)

где M(x) = αaxa√
y0

− √
y0αaA

−
a (x0) ±

√(
αaxa√
y0

−√
y0αaA

−
a (x0)

)2

+ c3, �α, �β, �γ, �v

удовлетворяют условиям (3.2);

�u(x) =
F (x)√
y0

(
�α

2α2
+ �βc2 sin ln(c3F (x))α/c + �γc2 cos ln(c3F (x))α/c

)
+ �v, (6.5)

где F (x) = αaya+by0±
√

(αaya+by0)2+c1y0√
y0

, �α, �β, �γ, �v — из (3.1);

�u =
�α

2α2
F (x) + c2�β [F (x)]−2a + c2�γ [F (x)]−2a + �v, (6.6)

где F (x) = −αaya−by0±
√

(αaya+by0)2+c1y0
y0

, �α, �β, �γ, �v — из (3.3);

�u(x) =
c1�α√
y0

(ϕ3)1/2a− + c2�β(ϕ3)a+/a−y
−a+
0 + �γy

−a−
0 ϕ3 + �v, (6.7)

где функция ϕ3 определяется из уравнения ω2(ϕ3)a− + c2(ϕ3)−a+ = β2, ω2, �α, �β,
�γ, �v — из (3.3);

�u(x) = �α

(
M(x)

2α2√y0 +
b1
α2

)
+ �γ

(
c2

(M(x))2

y0
− b2
β2

)
+

+�β
(

2b4
β2

lnM(x) − b4
β2

ln y0

)
,

(6.8)

где M(x) = −(αaya+b1y0)±
√

(αaya+by0)2+c1y0√
y0

, �α, �β, �γ — из (3.4);

�u(x) = �α

(
c1
√
ϕ2

y0
+
b1
α2

)
+ �β

(
b4
β2

ln
ϕ2

y0
+ c3

)
+ �γ

(
ϕ2

y0
− b2
β2

)
, (6.9)

где функция ϕ2 определяется из уравнения b3 lnϕ2 +β2ϕ2 = βaxa+b2y0 +b3 ln y0 +
c2, �α, �β, �γ (см. (3.3));

�u(x) =
�α

α2
(M(x) − 2ax0 − bc) + �βc2 sin

(
b

2a
M(x) + c3

)
+

+�γc2 cos
(
b

2a
M(x) + c3

)
,

(6.10)

где M(x) = ±
√

4a(ax2
0 + bcx0 + αaxa) + c1, �α, �β, �γ — из (3.4);

�u(x) =
�α

α2
(M(x) + 2ax0 − bc) + �βc2 exp

(
− b√

a
M(x) + bx0

)
+

+�γc2b
(

1√
a
M(x) − x0

)
+ �v,

(6.11)

где M(x) =
√
ax2

0 + bcx0 + αaxa + c1, �α, �β, �γ, �v — из (3.5);
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ua(x) = fa(x0 − αbxb), (6.12)

где fa — произвольные дифференцируемые функции, αa — производные постоян-
ные, причем αaf

a = 1, a = 1, 3;

�u(x) = �cF (x), F (x) =
y0c

2
1 ±
√
c21 − 3

(
αaya√
y0

)3

a(αaya)2
. (6.13)

Таким образом, мы получили целый класс точных решений уравнений (6.1).

Замечание. Если решения уравнения (6.1) искать в виде

�u(x) = �xϕ(ω), (6.14)

где ϕ — новая неизвестная функция, то для ω = �α�x exp(λx0) и ω =
√
�x 2 exp(λx0),

λ = const, оно приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению отно-
сительно функции ϕ

ωϕ′(ϕ+ λ) + ϕ2 = 0,

интегрируя которое, получим алгебраическое уравнение

1
ϕ

exp
λ

ϕ
= c1ω. (6.15)

Таким образом, с помощью подстановки (6.14) уравнение (6.1) приводится к алге-
браическому уравнению (6.15).

В заключение отметим, что аналогичным образом могут быть получены ча-
стные решения уравнений Эйлера и Гамильтона–Якоби [5].
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О максимальной группе инвариантности
и общем решении одномерных уравнений
газовой динамики
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВА

Групповые свойства уравнений газовой динамики детально исследовал Л.В. Ов-
сянников [1, 2], который установил, что максимально широкой локальной группой
Ли уравнений газовой динамики

Dρ+ ρ divu = 0,

Du+
1
ρ
�∇p = 0,

Ds = 0, p = f(p, s),

(1)

где D = ∂/∂x0 + u�∇, ρ = ρ(x), p = p(x), u = u(x) = {u1(x), u2(x), u3(x)}, x0 = t,
для случая политропного газа (с показателем γ = 5/3), является 14 параметриче-
ская группа.

Наше основное наблюдение, о котором речь пойдет ниже, состоит в том, что
уравнения (1) для одномерного движения, и только в этом случае, допускают груп-
пу значительно шире, чем группа, установленная в [2]. Оказывается, одномерные
уравнения (1) обладают уникальной симметрией — бесконечно параметрической
группой C∞. Именно это свойство уравнений (1) в одномерном случае и дает во-
зможность найти общее решение одномерных уравнений газовой динамики. Риман
впервые, не используя в явном виде групповые свойства уравнений (1), нашел его
частное решение в виде простых волн.

Следует отметить, что одномерные уравнения Даламбера, Лиувилля также до-
пускают группу C∞. Этот факт и является причиной их интегрируемости.

Для одномерного течения политропного газа

p =
λ2

3
ρ3, λ — параметр, (2)

уравнения (1) запишем в виде

u0
0 + u1u0

1 + u0u1
1 = 0,

u1
0 + u1u1

1 + λ2u0u0
1 = 0,

(3)

где введены следующие обозначения:

u0 ≡ ρ, u1 ≡ u, uµν =
∂uµ

∂xν
, µ, ν = 0, 1.

Цель настоящей заметки такова: 1) показать, что одномерные уравнения (3)
допускают бесконечно параметрическую группу C∞; 2) построить общее решение
уравнений (3).

Доклады академии наук СССР, 1983, 268, № 5, С. 1102–1104.
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Для установления группы инвариантности системы (3) необходимо, как хорошо
известно [1, 3], найти коэффициентные функции инфинитезимального оператора

X = ξµ(x, u)
∂

∂xµ
+ ην(x, u)

∂

∂uν
, u = (u0, u1). (4)

Можно показать, что эта задача сводится к решению следующих систем:

η0
0 + u1η0

1 + u0η1
1 = 0,

η1
0 + u1η1

1 + λ2u0η0
1 = 0;

(5)

η0 = −u0(ξ00 − ξ11 + 2u1ξ01),
η1 = −u1(ξ00 − ξ11 + u1ξ01) − (λu0)2ξ01 + ξ10 ;

(6)

η0
u0 = η1

u1 , η0
u1 = η1

u0 ; (7)

ξ1u0 = u1ξ0u0 − λ2u0ξ0u1 ,

ξ1u1 = u1ξ0u1 − u0ξ0u0 .
(8)

Из условия совместности системы (8) имеем

ξ0u0u0 − λ2ξ0u1u1 +
2
u0
ξ0u0 = 0. (9)

Таким образом, для отыскания функций ξµ нужно найти общее решение уравне-
ния типа Дарбу (9). Замечательным свойством уравнения (9) является то, что оно
допускает группу G∞, точнее, справедлива

Теорема 1. Максимальной группой инвариантности (м.г.и.) уравнения (9) яв-
ляется бесконечно параметрическая группа Ли вида

(uµ)′ = uµ + ετµ + o
(
ε2
)
, (ξ0)′ = ξ0 + εσ + o

(
ε2
)
. (10)

Коэффициенты инфинитезимального оператора

X = τµ(u, ξ0)
∂

∂uµ
+ σ(u, ξ0)

∂

∂ξ0

задаются формулами

τ0 = f(u1 + λu0) + g(u1 − λu0),
τ1 = f(u1 + λu0) − g(u1 − λu0) + c1,

σ =
(
c2 − τ0

u0

)
ξ0 + b(u),

(11)

где f , g — произвольные функции от ρ и u, c1, c2 = const, b(u) — произвольное
решение уравнения Дарбу (9).

Эта теорема “подсказывает” (см. формулы (11)) замену

W0 = u1 + λu0, W1 = u1 − λu0, (12)

с помощью которой (9) сводится к уравнению

∂2[(W0 −W1)ξ0]
∂W0∂W1

= 0. (13)
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Из (13) получаем, что общее решение уравнения (9) имеет вид

ξ0 =
F (x, u1 + λu0) +G(x, u1 − λu0)

2λu0
, (14)

F , G — произвольные функции. Подставив (14) в (8)–(5), окончательно получаем

ξ0 =
x0F

0 +G0 + x0F
1 +G1

2λu0
,

ξ1 =
(u1 − λu0)(x0F

0 +G0) + (u1 + λu0)(x0F
1 +G1)

2λu0
+H(x),

η0 = −1
2
(F 0 + F 1), η1 = −1

2
(F 0 − F 1),

(15)

где F 0 = F 0(ω0), F 1 = F 1(ω1), G0 = G0(ω0), G1 = G1(ω1) — произвольные
функции, H(x) = cνx

ν + d, cν , d = const,

ω0 = x0(u1 + λu0) − x1, ω1 = x0(u1 − λu0) − x1. (16)

Итак, мы нашли м.г.и. уравнения (3), т.е. доказали следующее утверждение.

Теорема 2. Максимальной группой инвариантности уравнений (3) является
бесконечно параметрическая группа Ли вида

x′µ = xµ + εξµ + o
(
ε2
)
, (uµ)′ = uµ + εηµ + o

(
ε2
)
, (17)

где ξµ и ηµ задаются формулами (15).
С учетом локальной замены (см. формулы (16))

V 0 = x0(u1 + λu0) − x1, V 1 = x0(u1 − λu0) − x1 (18)

система (3) распадается на два незацепленных уравнения

x0V
0
0 + (V 0 + x1)V 0

1 = 0, x0V
1
0 + (V 1 + x1)V 1

1 = 0. (19)

Общее решение уравнения (19) имеет вид

V 0 + x1

x0
= ϕ0(V 0),

V 1 + x1

x0
= ϕ1(V 1). (20)

Возвращаясь к функциям u и ρ, получаем общее решение уравнений одномерной
газовой динамики

u± λρ = Φ±
(
x0 − x1

u± λρ

)
, (21)

где Φ± — произвольные дифференцируемые функции.
Этот результат говорит о том, что в одномерном случае скорость u и плотность

ρ газа связаны довольно общим функциональным соотношением (21).

1. Овсянников Л.В., Групповой анализ дифференциальных уравнений, М., Наука, 1978, 400 с.

2. Овсянников Л.В., Лекции по основам газовой динамики, М., Наука, 1981, 350 с.

3. Фущич В.И., В кн.: Теоретико-алгебраические исследования в математической физике, Киев,
1981, 6–28.
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On some exact solutions
of the nonlinear Dirac equation

W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN

Multiparametrical exact solutions of the nonlinear Dirac equation are found within the
framework of the group-theoretical approach. A procedure for generating new solutions
from known ones is presented. The solutions obtained are analytic in the coupling
constant, vanishing at infinity and describe the oscillations with the corresponding
solutions of the equation without self-interaction as amplitude.

1. Introduction
In this paper the multiparametrical exact solutions of nonlinear Dirac equations

are obtained with the help of the group-theoretical approach. The equations have the
form: [

iγµ∂/∂xµ −m− λ(ψ̄(x)ψ(x))k
]
ψ(x) = 0, (1)[

iγµ∂/∂xµ − λ(ψ̄(x)ψ(x))k
]
ψ(x) = 0, (2)

where γ are 4 × 4 Dirac matrices (see, for example, Bjorken and Drell [1]), µ, ν =
0, 1, 2, 3, m �= 0, k, λ are arbitrary real constants. We use the summation convention
for repeated indices.

It is worthwhile to distinguish equations (1) with m �= 0 from (2) because of their
considerable different symmetry properties.

In order to find the exact solutions, we exploit the fact that equation (1) is invariant
under the Poincaré group P (1, 3), equation (2) is invariant under the Weyl group
W (1, 3) = {P (1, 3),D} when k �= 1

3 and under the conformal group C(1, 3) when
k = 1

3 . We also show how to draw new families of solutions from known ones.
Fushchych [3] has obtained multiparametrical exact solutions of many-dimensional

nonlinear scalar sine-Gordon, Liouville, Hamilton–Jacobi, eikonal, Born–Infeld (Fu-
shchych and Serow [5]), Schrödinger (Fushchych and Moskaliuk [4]) equations by the
method recently proposed (Fushchych [3]). Here we slightly generalise this method
to fit it for the system of partial differential equations.

2. The method
Let Q be an infinitesimal operator of local transformations admitted by equations

(1) or (2). The general form of such an operator is

Q = ξµ(x)∂µ + η(x), (3)

where ξµ(x) are scalar functions of x, η(x) denotes the 4 × 4 matrix depending on x
and ∂µ ≡ ∂/∂xµ.

The operator Q gives the possibility to find exact solutions of equations (1) or (2)
in such a manner.

J. Phys. A: Math. Gen., 1983, 16, № 2, P. 271–277.



On some exact solutions of the nonlinear Dirac equation 325

For the solutions to be found we adopt the ansatz suggested by Fushchych [3]

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (4)

where the nonsingular 4 × 4 matrix A(x) can be defined from the equation

QA(x) ≡ (ξµ(x)∂µ + η(x))A(x) = 0, (5)

ω are invariants of the differential part of the operatorQ, i.e. functions satisfying

ξµ(∂ω/∂xµ) = 0 (6)

or the equivalent Lagrange–Euler system

dx0

ξ0(x)
=

dx1

ξ1(x)
=

dx2

ξ2(x)
=

dx3

ξ3(x)
def= dτ. (7)

ϕ(ω) is the new unknown four-component spinor field depending on new variables ω,
the number of which is one less than the number of variables x.

When A(x) and ω are known, then the substitution of expression A(x)ϕ(ω) in
place of ψ(x) in equations (1) and (2) leads to a system of differential equations for
ϕ(ω) which is often rather easy to solve.

Another procedure for determining the ansatz (4) explicitly is to solve, besides
equation (7), the following system of ordinary differential equations

dψ/dτ = −η(x(τ))ψ. (8)

If we insert in the general solution of this system, the value τ defined from (7), and
consider constants of integration as functions of ω then we shall obtain the ansatz
(4) possessing the properties (5) and (6). Let us discuss the procedure of generating
new solutions from known ones.

The general form of transformations generated by operator Q (3) is

x→ x′ = f(x, θ), ψ(x) → ψ′(x′) = R(x, θ)ψ(x), (9)

where R(x, θ) is a 4 × 4 matrix, θ is a parameter of transformations. Formula (9)
implies that

ψnew(x) = R−1(x, θ)ψold(x′) (10)

will be a solution of the equation which admits operator Q as well as ψold (R−1(x, θ)
denotes the inverse matrix).

Remark. Equation (5) is the consequence of the following obvious condition: the
solutions having the form (4) do not produce new solutions by virtue of the procedure
stated above when transformations (9) are generated by the same operator Q (3).
Indeed, we have according to (4) and (10)

R−1(x, θ)A(x′)ϕ(ω′) = A(x)ϕ(ω). (11)

ω′ = ω because ω are invariants of the operator Q:

A(x′) = A(x) + θξµ(x)(∂A(x)/∂xµ) + · · · , (12)

R(x, θ) = I − θη(x) + · · · . (13)
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If we substitute (12) and (13) into (11) and retain terms linear in θ then we obtain (5).
It is clear now that it is the form of transformations (9) that leads to the

ansatz (4).

3. The solutions
First of all we give an example of a conformally invariant solution to the Di-

rac equation (2) with Gursey [6] nonlinearity k = 1
3 which ensures the conformal

invariance of the equation. This solution has the form

ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp[iλκ(γβ)ω)]χ ≡

≡ γx

(xνxν)2

(
cos(λκβω) + i

γβ

β
sin(λκβω)

)
χ,

(14)

where ω = βx/xνx
ν , βν are arbitrary real constants, β ≡ (βνβν)1/2 > 0. χ denotes a

space-time independent spinor,

χ̄χ = a = constant, κ = a1/3/βνβν , βx ≡ βνxν , etc.

The solution (14) was sought for in the form

ψ(x) =
[
γx/(xνxν)2

]
ϕ(ω), ω = βx/xνx

ν (15)

obtained with the help of the conformal transformation operator

Qconf = cµkµ = 2(cx)x∂ − x2c∂ + (γcγx+ 2cx),
Qconf

[
γx/(xνxν)2

] ≡ 0,
[
2(cx)x∂ − x2c∂

]
ω = 0,

ω = βx/xνx
ν , βc = 0,

(16)

where cµ are arbitrary real constants, x2 ≡ xνx
ν , x∂ = xν(∂/∂xν), cx = cνxν . After

the substitution of the expression (15) into equation (2) with k = 1
3 it implies that

ϕ(ω) must satisfy the following system of nonlinear ordinary differential equations

dϕ/dω = i(λ/βνβν)(ϕ̄ϕ)1/3(γβ)ϕ

for which it is easy to obtain the general solution

ϕ = exp[iλκ(γβ)ω]χ ≡ [cos(λκβω) + i(γβ/β) sin(λκβω)]χ

and then (14).
It will be noted that the solution (14) is analytic in the coupling constant λ,

in contrast to the solution obtained by Merwe [8] with the help of the Heisenberg
ansatz [7]. Besides that

ψ̄(x)ψ(x) = a/(xνxν)3,

i.e. ψ̄ψ dies off very fast when xνxν → ∞. It is also noteworthy that such a solution is
easy to generalise to the case of n spatial variables, the conformally invariant equation
being [

iγ∂ − λ(ψ̄(x)ψ(x))1/n
]
ψ(x) = 0,
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and the solution takes the form

ψ(x) =
γx

(xνxν)(n+1)/2
exp[iλκ(γβ)ω]χ, ν = 0, 1, . . . , n

(here γ-matrices have appropriate structure (see e.g. Boerner [2]). Using straight-
forward calculations one can make sure that the functions (18), stated below, satisfies
equation (1) as well as equation (2) if m = 0. This solution has been obtained by
virtue of operator QL which is a linear combination of the Lorentz rotation generators

QL = θaJ0a, a = 1, 2, 3,

J0a = x0∂a + xa∂0 − 1
2
γ0γa,

(17)

ψ = A(x)ϕ(ω),

A(x) =



θ3
θ
s+ −θ−

θ
s− −θ3

θ

1
s+

θ−
θ

1
s−

θ+
θ
s+

θ3
θ
s− −θ+

θ

1
s+

−θ3
θ

1
s−

s+ 0
1
s+

0

0 s− 0
1
s−


,

ϕ(ω) =


ω−1/2[F0 cos(α+ α0) + iG0 sin(α+ α0)]

ω−1/2[F1 cos(α+ α1) + iG1 sin(α+ α1)]
−[G0 cos(α+ α0) + iF0 sin(α+ α0)]
−[G1 cos(α+ α1) + iF1 sin(α+ α1)]

 ,

(18)

where θ = {θ1, θ2, θ3}, α0, α1, F0, F1, G0, G1, c = 4(F0G0 +F1G1) > 0 are arbitrary
real constants:

ω = (θx0)2 − (θ · x)2, s± = (θx0 ± θ · x)1/2,

θ± = θ1 ± iθ2, θ =
(
θ21 + θ22 + θ23

)1/2
,

α =
λck

θ(k − 1)
ω(1−k)/2 − m

θ

√
ω, k �= 1,

α = −λc
2θ

lnω − m

θ

√
ω, k = 1.

(19)

This solution is also analytic in the coupling constant λ and in the mass term, and

ψ̄(x)ψ(x) =
c√
ω

=
4(F0G0 + F1G1)

[(θx0)2 − (θ · x)2]1/2
, (20)

i.e. ψ̄ψ dies off when xνxν → ∞.
The next solution has been obtained by means of the operator

QLD = QL + κD, κ = constant,

D = xν∂ν − 1/2k
(21)

which is admitted only by equation (2) and not by equation (1). We found an explicit
solution in the case k = 1 in such a form
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ψ(x) = A(x)ϕ(ω),

A(x) =



−θ3
θ
eλ−s −θ−

θ
eλ−s θ3

θ
eλ+s

θ−
θ
eλ+s

−θ+
θ
eλ−s θ3

θ
eλ−s θ+

θ
eλ+s −θ3

θ
eλ+s

eλ−s 0 eλ+s 0

0 eλ−s 0 eλ+s


,

ϕ(ω) =



G0ω
iβ + F0ω

−iβ

G1ω
iβ + F1ω

−iβ

ω−1/2

(
θ + κ

θ − κ

)1/2 (
G0ω

iβ − F0ω
−iβ)

ω−1/2

(
θ + κ

θ − κ

)1/2 (
G1ω

iβ − F1ω
−iβ)


,

(22)

where θ = {θ1, θ2, θ3}, κ are arbitrary real constants and F0, F1, G0, G1 are complex
ones:

θ± = θ1 ± iθ2, θ =
(
θ21 + θ22 + θ33

)1/2
,

ω = (θx0 − θ · x)(θx0 + θ · x)(θ−κ)/(θ+κ), s = ln(θx0 + θ · x)/θ + κ,

β =
λc1
2θ

(
θ + κ

θ − κ

)1/2

, λ± =
−κ ± θ

2
, θ > κ,

c1 = 4
(
θ + κ

θ − κ

)1/2

(F ∗
0 F0 + F ∗

1 F1 −G∗
0G0 −G∗

1G1).

(23)

This solution is also analytic in the coupling constant and

ψ̄(x)ψ(x) = c1/
[
(θx0)2 − (θ · x)2

]1/2
, (24)

i.e. ψ̄ψ dies off as was previously the case (see (20)).
When k �= 1 some particular exact solutions of equation (2) analogous to those

given in (22) are provided by the ansatz (4) with A(x) and ϕ(ω) having the form:

A(x) =



−θ3
θ
eµ−s −θ−

θ
eµ−s θ3

θ
eµ+s

θ−
θ
eµ+s

−θ+
θ
eµ−s θ3

θ
eµ−s θ+

θ
eµ+s −θ3

θ
eµ+s

eµ−s 0 eµ+s 0

0 eµ−s 0 eµ+s


,

ϕ(ω) =


ϕ0(ω)
ϕ1(ω)

ωµ+/(κ−θ)ϕ2(ω)

ωµ+/(κ−θ)ϕ3(ω)

 ,

(25)
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where ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 are defined from the following system of ordinary differential
equations

ϕ∗
0ϕ2 + ϕ0ϕ

∗
2 + ϕ∗

1ϕ3 + ϕ1ϕ
∗
3 = −1

2
c2 = constant,

dϕ0

dω
=
iλ

2θ
ck2ω

µ+(k+1)/(κ−θ)ϕ2(ω),

dϕ2

dω
=
iλ

2θ
ck2ω

[µ+(k−1)/(κ−θ)]−1 θ + κ

θ − κ
ϕ0(ω),

dϕ1

dω
=
iλ

2θ
ck2ω

µ+(k+1)/(κ−θ)ϕ3(ω),

dϕ3

dω
=
iλ

2θ
θ + κ

θ − κ
ck2ω

[µ+(k−1)/(κ−θ)]−1ϕ1(ω),

(26)

µ± = (−κ± θk)/2k, c2 is an arbitrary real constant, and s, ω, θ± and θ3θ are defined
in (23).

Below we present the explicit form of transformations admitted by equations
(1) or (2). They can be used to generate new exact solutions of the equations in
accordance with the formula (10).

The conformal transformations

x′µ =
(
xµ − cµx

2
)
/σ(x), σ(x) ≡ 1 − 2cx+ c2x2,

ψ′(x′) = Rconfψ(x) = σ(x)(1 − γcγx)ψ(x), R−
conf = σ−2(x)(1 − γxγc).

(27)

The transformation dilatation

x′µ = eαxµ, ψ′(x′) = RDψ(x) = e−α/2kψ(x), R−1
D = eα/2k. (28)

The transformations of rotations

x′0 = x0, x′ = x cos δ +
x× δ
δ

sin δ +
δ(δ · x)
δ2

(1 − cos δ),

ψ′(x′) = Rrotψ(x) =
(

cos
1
2
δ +

i

δ
(Σ · δ) sin

1
2
δ

)
ψ(x),

Rrot = cos
1
2
δ − i

δ
(Σ · δ) sin

1
2
δ,

(29)

where δ = (δ1, δ2, δ3), δ =
(
δ21 + δ22 + δ23

)1/2
, Σ = σ0 × σ, σ = {σ1, σ2, σ3} are Pauli

matrices, σ0 is the identity 2 × 2 matrix.
The Lorentz transformations

x′0 = x0 cosh θ1 − x1 sinh θ1,
x′1 = x1 cosh θ1 − x0 sinh θ1,

ψ′(x′) = RL1ψ(x) =
(

cosh
1
2
θ1 + γ0γ1 sinh

1
2
θ1

)
ψ(x),

R−1
L1

= cosh
1
2
θ1 − γ0γ1 sinh

1
2
θ1.

(30)

The rest of the Lorentz transformations are analogous to those given above.
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The transformations of displacements

x′µ = xµ + aµ, ψ′(x′) = ψ(x). (31)

In formulae (26)–(31) cµ, α, δa, θa, aµ are arbitrary real constants.
In conclusion we would like to give a simple example of the transformation of

the well known plane-wave solution of the free massless Dirac equation into the new
solution using formulae (10) and (27).

ψpw(x) = exp(ikx)χ, k2 ≡ kµk
µ = 0,

χ is a space-time independent spinor, χ̄χ = constant:

ψpw(x) → ψ(x) =
1 − γxγc

σ2(x)
exp
{
ikµ
[(
xµ − cµx

2
)
/σ(x)

]}
χ, kµk

µ = 0.

It is easy to verify that it is a solution of the free massless Dirac equation but it is
no longer a plane-wave solution because of the nonlinear character of the conformal
transformations. Moreover,

ψ̄(x)ψ(x) = χ̄χ/σ3(x) ≡ constant/
(
1 − 2cx+ c2x2

)3
and dies off very fast when x2 ≡ xνx

ν → ∞ while

ψ̄pw(x)ψpw(x) = χ̄χ = constant.
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Conformal symmetry and new exact solutions
of SU2 Yang–Mills theory
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN

Conformally invariant and some others exact solutions of the SU2 Yang–Mills (YM)
theory are found. The final conformal transformations for the YM potentials and the
formulae of generating new solutions from known ones are presented.

The field equations of the SU2 invariant YM theory are formidable system of
partial differential equations yet possessing a wide symmetry group of local transfor-
mations. This group is known to be the 15-parametrical conformal group C1,3 and the
gauge group SU2. Recently [1] it was shown that SU2 YM equations do not allow
any other Lie symmetries.

By now the interest in classical YM theory has become so widespread that many
workers are involved in the seach for new solutions. A comprehensive review of the
known exact solutions of SU2 YM theory is presented in [2]. These solutions are
obtained by introducing various ansätze for the YM potentials. But the very question
of finding relevant ansätze is rather obscure, although there can be no doubt that
successes achieved are connected with the symmetry properties of YM equations.

In this note we exploit the symmetry of SU2 YM equations to obtain some new
exact solutions. Besides that we present the final conformal transformations for the
YM potentials and construct formulae allowing us to generate “new” solutions of the
equations, starting from an “old” known one.

The SU2-invariaut YM equations have the form

∂νGaµν = eεabcg
ανGbµαW

c
ν , a, b = 1, 2, 3, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (1)

where

Gaµν = ∂µW
a
ν − ∂νW

a
ν + eεabcW

b
µW

c
ν , gαν = (1,−1,−1,−1)δαν

or at greater length

�W a
ν − ∂ν(∂µW a

µ ) + eεabc
[
(∂µW b

µ)W
c
ν − gαµW b

α(∂νW c
µ) + 2W b

µ(∂
µW c

ν )
]
+

+e2W b
µg
µα(W b

νW
a
α −W b

αW
a
ν ) = 0.

(2)

As was previously mentioned these equations are invariant under the conformal group
C1,3 the special conformal transformations having the form

x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2,

cx ≡ cνxν , c2 ≡ cνcν , x2 ≡ xνxν ,

W a′
µ (x′) =

[
σ(x)δνµ + 2

(
xµc

ν − cµc
ν + 2cxcµxν − c2xµx

ν − x2cµc
ν
)]
W 2
ν (x).

(3)

Lettere al Nuovo Cimento, 1983, 38, № 2, P. 37–40.
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One can directly verify that (3) leaves eq. (2) invariant. Expressions (3) can be
obtained by solving Lie equations for the infinitesimal generator of conformal trans-
formations

Qconf = 2cxx∂ − x2c∂ + 2(cxI4 + Sµνc
µxν) × I3, (4)

where I3, I4 are unit matrices 3 × 3 and 4 × 4, respectively, ∂ = {∂/∂xν}, cν are
constants, Sµν = −Sνµ are (4 × 4)-matrices realizing the D

(
1
2 ,

1
2

)
representation of

the SO1,2 algebra

S01 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , S02 =


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 , S03 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ,

S12 =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , S23 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , S31 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 .

(5)

The general form of the operator from the C1,3 invariance group of eq. (2) is

Q = ξµ(x)∂µ + η(x) × I3, (6)

where ξµ(x) are scalar functions, η(x) denotes a (4 × 4)-matrix. Following [3, 4] we
set for the solutions to be found

W a
ν (x) = aαν (x)ϕaα(ω), (7)

where the nonsigular matrix A(x) = {aαν (x)} and new variables ω = ω(x) are determi-
ned from the conditions

QA(x) ≡ [ξµ(x)∂µ + η(x)]A(x) = 0, ξµ(x)∂µω(x) = 0, (8)

where Q is an infinitesimal operators of the form (6) admitted by eq. (2). The unknown
functions ϕaν(ω) are to be determined from eq. (2).

Let us begin from the conformally invariant solutions. One can make sure that the
following functions satisfy eq. (8) with the operator Q (4)

aνα =
gνα
xσxσ

− 2
xνxα

(xσxσ)2
, ω =

βx

xνxν
, βc = 0, (9)

where βν are arbitrary real constants.
So we get the conformally invariant ansatz

W a
ν (x) =

ϕaν(ω)
xσxσ

− 2xν
xαϕaα(ω)
(xσxσ)2

, ω =
βx

xνxν
. (10)

Using (10), the field equations (2) can ho rewritten as follows:

β2ϕ̈aν − βνβ
µϕ̈aµ + eεabc

[
βµϕ̇bµϕ

c
ν − βνg

αµϕbαϕ̇
c
ν + 2βµϕbµϕ̇

c
ν

]
+

+e2ϕbµg
µα
(
ϕbνϕ

a
α − ϕbαϕ

a
ν

)
= 0,

(11)

where the dot means d/dω.
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The simplest solutions of eq. (11) are

ϕaν(ω) = ga(ω)βν , (12)

where ga(ω) are arbitrary differentiable functions.

ϕaν(ω) =
(
κεabcc

b
1c
c
2ω

2 + ca2ω + ca1
)
αν ,

2κ(βµαβ − αµβ
2) = e(αµαβ − βµα

2),
(13)

where ca1 , c
a
2 , αν , κ are arbitrary real constants.

Now it is easy to write down the conformally invariant solutions of eq. (2)

W a
ν (ω) = ga(ω)∂νω, ω = βx/xνxν , (14)

ga(ω) are arbitrary differentiable function.

W a
ν (x) =

(
κεabcc

b
1c
c
2ω

2 + ca2ω + ca1
)( αν

xσxσ
− 2xν

αx

(xσxσ)2

)
,

2κ
(
βµαβ − αµβ

2
)

= e
(
αµαβ − βµα

2
)
.

(15)

Let us note that

W a
ν (x) = ga(f)∂νf (16)

satisfy eq. (2) with the arbitrary differentiable function f = f(x). A solution invariant
under the displacements obtained in the same may has the form

W a
ν (x) =

(
κεabcc

b
1c
c
2(kx)

2 + ca2(kx) + ca1
)
bν ,

2κ
(
kµbk − bµk

2
)

= e
(
bµbk − kµb

2
)
,

(17)

where κ, ca1 , c
a
2 , bν , kν are arbitrary real constants.

In [4, 5] it is shown that if an equation is invariant under transformations of the
form

x→ x′ = f(x, θ), Ψ(x) → Ψ′(x′) = R(x, θ)Ψ(x), (18)

where R(x, θ) is a nonsingular matrix, θ are parameters of transformations, then the
formula

ψnew(x) = R−1(x, θ)ψold(x) (19)

gives a “new” solution ψnew(x) of the equation, starting from an “old” one ψold(x).
In the case of special conformal transformations (3) the formula of generating new

solutions of eq. (2) takes the form

W a
µ(new)(x) =

{
δνµ
σ(x)

+
2

σ2(x)
(cµxν − xµc

ν + 2cxxµcν−

−c2xµxν − x2cµc
ν
)}
W a
ν(old)(x

′),

x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2,

cx ≡ cνxν , c2 ≡ cνcν , x2 ≡ xνxν .

(20)
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Upon application of this formula to some known solution of eq. 2, one obtains new
family of exact solutions of eq. (2).

Now everybody can easily write down analogous formulae of generating exact
solution of eq. (2) for the rest transformations of the invariance group of eq. (2).

In conclusion let us note that we have obtained exact solutions of the nonlinear
Dirac equation [4, 6], the relativistic eikonal equation [5], the quantum electrodyna-
mics nonlinear equations [7] by the same method.
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Об инвариантных решениях нелинейного
уравнения Дирака
В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

В работе с использованием теоретико-группового подхода получены некоторые
классы точных решений нелинейного уравнения Дирака[

iγµ∂µ − λ(ψ̄(x)ψ(x))k
]
ψ(x) = 0, (1)

где ∂µ ≡ ∂/∂xµ, µ = 0, 1, 2, 3, γµ — матрицы Дирака [1], λ, k — произвольные по-
стоянные; указан способ генерирования новых решений по известным решениям;
кратко обсуждаются групповые свойства и решения релятивистского уравнения
Гамильтона–Якоби.
1. Хорошо известно, что уравнение (1) при произвольном k инвариантно отно-

сительно группы Пуанкаре P (1, 3), дополненной масштабными преобразованиями,
а при k = 1/3 (нелинейность Гюрши [2]) — относительно 15-параметрической
группы конформных преобразований C(1, 3).

Общий вид генератора этих преобразований следующий:

Q = ξµ(x)∂µ + η(x), (2)

где ξµ(x), µ = 0, 1, 2, 3, — скалярные функции, зависящие от x, η(x) — матрица
размерности 4 × 4, зависящая от x.

Решения уравнения (1), следуя [3], ищем в виде

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (3)

где ω = ω(x) — инварианты дифференциальной части оператора Q (2), т.е. фун-
кции, удовлетворяющие уравнению

ξµ(x)∂µω(x) = 0; (4)

ϕ(ω) — 4-компонентная спинорная функция, зависящая от новых переменных ω.
Несингулярную матрицу A(x) размерности 4 × 4 определим из условия

QA(x) ≡ (ξµ(x)∂µ + η(x))A(x) = 0. (5)

После того как A(x) и ω найдены из (5) и (4), подстановка выражения (3) в (1)
приводит к системе дифференциальных уравнений для ϕ(ω), которая, как правило,
значительно проще исходной. Решив систему для ϕ(ω), мы найдем некоторый
класс точных решений уравнения (1).
2. Реализуем приведенный алгоритм для уравнения (1) с нелинейностью Гюрши

(k = 1/3), инвариантного относительно конформных преобразований, генератор
которых имеет вид

Qconf = 2(cx)x∂ − x2c∂ + (γcγx+ 2cx), (6)

Доклады академии наук СССР, 1983, 269, № 1, С. 88–92.
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где cµ — произвольные постоянные; cx ≡ cνxν , x2 ≡ xνxν . Непосредственной
проверкой убеждаемся, что матрица

A(x) =
γx

(xνxν)2
(7)

удовлетворяет условию (5) с оператором (6), т.е.

Qconf
γx

(xνxν)2
≡ 0. (8)

Из условия (4), имеющего для оператора (6) вид[
2(cx)x∂ − x2c∂

]
ω(x) = 0, (9)

находим полный набор инвариантов конформных преобразований:

ωµ =
c2xµ − cµcx

xνxν
. (10)

В дальнейшем будем предполагать, что ϕ(ω) зависит только от одного инварианта

ω =
βx

xνxν
, (11)

где βν — произвольные постоянные, βc = 0, представляющего собой линейную
комбинацию инвариантов ωµ (10).

Подстановка выражения

ψ(x) =
γx

(xνxν)2
ϕ(ω), ω =

βx

xνxν
, (12)

в уравнение (1) с k = 1/3 приводит к системе нелинейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений для ϕ(ω)

dϕ

dω
= i

λ

βνβν
(ϕ̄ϕ)1/3(γβ)ϕ, (13)

для которой получаем общее решение

ϕ(ω) = exp[iλκ(γβ)ω]χ ≡
(

cos(λκβω) + i
γβ

β
sin(λκβω)

)
χ, (14)

где β = (βνβν)1/2, βνβν > 0, χ — постоянный спинор,

χ̄χ = a = const, κ =
a1/3

βνβν
.

Итак, конформно инвариантное решение уравнения (1) с k = 1/3 имеет вид

ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp{iλκ(γβ)ω}χ ≡

≡ γx

(xνxν)2

(
cos(λκβω) + i

γβ

β
sin(λκβω)

)
χ.

(15)
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Решение (15) аналитично по константе связи λ, в то время как недавно получен-
ное с помощью анзатца Гейзенберга [4] решение Мерве [5] не обладает таким
свойством. Кроме того, для функций (15)

ψ̄(x)ψ(x) =
a

(xνxν)3
, (16)

т.е быстро убывает при xνxν → ∞.
Стоит также отметить, что в случае n пространственных переменных конформ-

но инвариантное уравнение имеет вид[
iγα∂α − λ(ψ̄(x)ψ(x))1/n

]
ψ(x) = 0, α = 0, 1, . . . , n, (17)

а его конформно инвариантное решение следующее:

ψ(x) =
γx

(xαxα)(n+1)/2
exp{iλκ(γβ)ω}χ. (18)

Здесь γ-матрицы имеют надлежащую структуру (см., например, [6]), ω = βαxα

xνxν ,

κ = a1/n

βαβα , χ̄χ = a, χ — постоянный спинор, βα (α = 0, 1, . . . , n) — произвольные
постоянные, βαβα > 0.

Приведем теперь лоренц-инвариантное решение уравнения (1) с массой m, т.е.
уравнения[

iγ∂ −m− λ(ψ̄(x)ψ(x))k
]
ψ(x) = 0, (19)

полученное таким же способом, как и предыдущее решение, но с помощью опера-
тора лоренцовских поворотов

QL = θaJ0a, J0a = x0∂a + xa∂0 − 1
2
γ0γa, a = 1, 2, 3, (20)

θa — произвольные постоянные.

ψ(x) =



θ3
θ
s+ −θ−

θ
s− −θ3

θ

1
s+

θ−
θ

1
s−

θ+
θ
s+

θ3
θ
s− −θ+

θ

1
s+

−θ3
θ

1
s−

s+ 0
1
s+

0

0 s− 0
1
s−


×

×



1√
ω

[F0 cos(α+ α0) + iG0 sin(α+ α0)]

1√
ω

[F1 cos(α+ α1) + iG1 sin(α+ α1)]

−[G0 cos(α+ α0) + iF0 sin(α+ α0)]

−[G1 cos(α+ α1) + iF1 sin(α+ α1)]


,

(21)
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где θ = {θ1, θ2, θ3}, α0, α1, F0, F1, G0, G1, C = 4(F0G0 + F1G1) — произвольные
постоянные;

θ± = θ1 ± iθ1, θ =
(
θ21 + θ22 + θ23

)1/2
,

s± = (θx0 ± �x · �θ)1/2, ω = (θx0)2 − (�x · �θ)2,

α =
λck

θ(k − 1)
ω(1−k)/2 − m

θ

√
ω, k �= 1,

α = −λc
2θ

lnω − m

θ

√
ω, k = 1.

(22)

Это решение также аналитично по константе связи λ и

ψ̄(x)ψ(x) = c/
√
ω.

3. Кратко обсудим вопрос о генерировании новых решений уравнения (1) по
известным решениям. Общий вид преобразований, порождаемых оператором Q (2),
следующий:

x→ x′ = f(x, θ), ψ(x) → ψ′(x′) = R(x, θ)ψ(x), (23)

где R(x, θ) — матрица размерности 4 × 4, θ — параметр преобразований. Из того
что множество решений уравнения (1) инвариантно относительно преобразований
вида (23), следует:

ψII(x) = R−1(x, θ)ψI(x′) (24)

будет также решением этого уравнения, если ψI(x) является решением.
Конформные преобразования, порождаемые оператором (6), имеют вид

x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2,

ψ′(x′) = Rconfψ(x) = σ(x)(1 − γcγx)ψ(x),

Rconf = σ−2(x)(1 − γxγc).

(25)

Решение (21) при k = 1/3 и m = 0 можно использовать для получения другого
решения уравнения (1) с нелинейностью Гюрши согласно формулам (24), (25).
Аналогично следует поступать и в других случаях.
4. В заключение приведем пример скалярного нелинейного уравнения, на мно-

жестве решений которого реализуется нелинейное представление группы Ли.

Теорема. Максимальная локальная группа инвариантности релятивистского
уравнения Гамильтона–Якоби

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= 1, µ = 0, 1, 2, 3, (26)

есть 21-параметрическая группа Ли C(1, 4) конформных преобразований в 5-
мерном пространстве Пуанкаре–Минковского M(1, 4).

Доказательство этой теоремы можно получить с помощью метода Ли [7].
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Не выписывая всех преобразований инвариантности уравнения (26), приведем
лишь наиболее интересные — чисто конформные:

x′µ =
xµ − cµ

[
x2 − u2(x)

]
1 − 2cx+ 2c4u(x) + (c2 − c24) (x2 − u2(x))

,

u′(x′) =
u(x) − c4

[
x2 − u2(x)

]
1 − 2cx+ 2c4u(x) + (c2 − c24) (x2 − u2(x))

,

µ, ν = 0, 1, 2, 3, x2 ≡ xνxν , cx ≡ cνxν , c2 ≡ cνcν .

(27)

Формулы (27) также можно использовать для построения новых решений уравне-
ния (23) по его известным решениям. Это следует из следующего факта: из того
что уравнение (26) инвариантно относительно преобразований вида

xµ → x′µ = fµ(x, u(x), θ),
u(x) → u′(x′) = g(x, u(x), θ),

(28)

θ — параметры, вытекает, что если uI(x) — решение этого уравнения, то новое
его решение uII(x) находится из функционального уравнения

g(x, uII(x), θ) = uI(x′ = f(x, uII(x), θ).

Приведем некоторые точные решения уравнения (26):

1) u(x) = f(ανxν) + βνxν , αναν = ανβν = 0, βνβν = 1,

f — произвольная дифференцируемая функция;

2) u(x) = ± [(ανxν)2 + xνxν
]1/2

, ανa
ν = −1;

3) u(x) = ± [x2
0 − (αaxa)2

]1/2
, αaαa = 1, a = 1, 2, 3;

4) u(x) = ±√
xνxν ,

αν , βν — произвольные постоянные, удовлетворяющие указанным условиям.
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О линейных и нелинейных системах
дифференциальных уравнений,
инвариантных относительно группы
Шредингера
В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

Получены линейные и нелинейные системы дифференциальных уравнений, инвари-
антные относительно группы Шредингера и описывающие движение нерелятивист-
ской частицы массы m с произвольным спином s.

The Schrödinger-invariant linear and nonlinear systems of differential equations are
obtained. They describe the motion of nonrelativistic massive particles with arbitrary
spin s.

Введение
Группа Шредингера Sch(1, 3) — максимальная локальная 13-параметрическая

группа инвариантности уравнения Шредингера [1].

Šψk(t,x) = 0, Š ≡ p0 − p2

2m
,

p0 = i
∂

∂t
, p =

{
pa = −i ∂

∂xa

}
, a = 1, 2, 3, k = 1, 2, . . . , n.

(0.1)

Группа Sch(1, 3) содержит в качестве подгруппы группу Галилея G(1, 3) и группу
проективных и масштабных преобразований (более подробно об этом см., напри-
мер, [2, 3] и цитированную там литературу).

На множестве решений уравнения (0.1) реализуется неприводимое представ-
ление D(m, s = 0) группы Sch(1, 3), т.е. представление с массой m и нулевым
спином s = 0.

Требование инвариантности уравнений движения для частиц с ненулевым спи-
ном s �= 0 в нерелятивистской квантовой теории относительно группы Sch(1, 3)
аналогично требованию конформной инвариантности в релятивистской теории.
Так, например, система свободных безмассовых векторных полей

�E = 0, E = {E1, E2, E3},
�H = 0, H = {H1,H2,H3},

(0.2)

инвариантна относительно конформной группы C(1, 3) только тогда, когда E и
H удовлетворяют уравнениям Максвелла [4]. Этот результат можно использовать
для вывода релятивистских уравнений движения для безмассовых частиц.

Отметим также, что, как хорошо известно, среди всех скалярных пуанкаре-
инвариантных уравнений вида

�ϕ+ F (ϕ) = 0 (0.3)

Теоретическая и математическая физика, 1983, 56, № 3, С. 387–394.
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существует только одно конформно-инвариантное нелинейное уравнение с куби-
ческой нелинейностью F (ϕ) = λϕ3.

Аналогичный результат имеется и в нерелятивистской теории: среди всех га-
лилеево-инвариантных уравнений вида

Šψ + F (ψ,ψ∗) = 0, (0.4)

существует только одно нелинейное уравнение

Šψ + λ(ψ∗ψ)2/3ψ = 0, (0.5)

инвариантное относительно группы Sch(1, 3) [5].
Приведенная аналогия между релятивистскими и нерелятивистскими полями

лежит в основе наших дальнейших рассуждений.
В настоящей работе решены следующие две задачи.
1. Найдены уравнения (условия) на вектор-функцию

ψ = {ψ1, . . . , ψn}, Šψ = 0, (0.6)

при которых на множестве решений уравнения (0.6) реализуется представление
группы Sch(1, 3) с массой m и ненулевым спином s, т.е. из требования инвари-
антности относительно группы Sch(1, 3) и условия (0.6) найдены уравнения дви-
жения для нерелятивистской частицы с ненулевым спином. Некоторые из выве-
денных таким способом уравнений движения известны в литературе: уравнения
Леви–Леблонда [6], Хагена–Герлея [7] получены этими авторами из совершенно
других предпосылок; некоторые уравнения получены впервые.

2. Описаны нелинейные системы дифференциальных уравнений второго поряд-
ка вида

Šψk = Fk(ψl, ψ∗
l ), k, l = 1, 2, . . . , n, (0.7)

инвариантные относительно группы Sch(1, 3), т.е. в явном виде построены все
функции Fk, при которых уравнение (0.7) инвариантно относительно группы
Sch(1, 3).

1. Основные определения и постановка задачи
Определение 1. Система дифференциальных уравнений для вектор-функции
ψ = ψ(t,x)

Šψ = 0 (1.1)

(Š — оператор Шредингера (0.1)) инвариантна относительно группы Шредин-
гера Sch(1, 3), если

ŠQlψ = 0, или [Š, Ql]ψ = 0, (1.2)

где Ql — базисные элементы алгебры Ли группы Sch(1, 3), явный вид которых
следующий:

p0 = i
∂

∂t
, pa = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, 3,

Ja = (x× p)a + Ŝa, Ga = tpa −mxa + λa,

D = 2tp0 − xp+ λ0, A = tD − t2p0 +
1
2
mx2 − λx, E = m,

(1.3)

Ŝa, λa, λ0 — некоторые матрицы.
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Можно проверить, что эти операторы реализуют представление алгебры
Sch(1, 3), т.е. удовлетворяют коммутационным соотношениям алгебры Sch(1, 3)
[3], если матрицы λa, Ŝa, λ0 удовлетворяют соотношениям

[Ŝa, Ŝb] = iεabcŜc, [λa, λb] = 0, [λ0, λa] = iλa,

[λ0, Ŝa] = 0, [λa, Ŝb] = iεabcλc.
(1.4)

Явный вид матриц Ŝa, λa, удовлетворяющих алгебре (1.4), построен в [3].

2. Уравнения движения, инвариантные относительно группы Sch(1, 3)

Теорема 1. Система уравнений (1.1) инвариантна относительно группы
Sch(1, 3), если и только если удовлетворяются уравнения

Lψ = 0, L ≡ λ0 − 3
2
i− λ · p/m, (2.1)

Λψ = 0, Λ ≡ λaλa ≡ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3. (2.2)

Доказательство. Достаточность. Непосредственной проверкой можно убеди-
ться, что

[Š, Ql] = 0 для l = 1, 2, . . . , 10, 13, (2.3)

[Š, Q11] ≡ [Š,D] = 2iŠ, (2.4)

[Š, Q12] ≡ [Š, A] = 2itŠ + iL. (2.5)

Необходимость. Легко проверить, что система уравнений (1.1), (2.1) и (2.2)
инвариантна относительно группы Шредингера:

[L,Ql] = 0 для l = 1, 2, . . . , 11, 13,
[L,Q12] ≡ [L,A] = (im)−1Λ,

(2.6)

[Λ, Ql] = 0 для l = 1, 2, . . . , 10, 13,
[Λ,D] = −2iΛ, [Λ, A] = −2itΛ.

(2.7)

Таким образом, теорема доказана.
Итак, на множестве решений системы (1.1), (2.1) и (2.2), когда матрицы Ŝa, λ0,

λa реализуют нетривиальное представление алгебры (1.4), реализуется представ-
ление группы с массой m и спином s. Величина спина зависит от размерности
представления матриц Ŝa, реализующих приводимое или неприводимое представ-
ление алгебры Ли группы Sch(1, 3). Для явного построения уравнений (2.1), (2.2)
(дополнительных условий к (1.1)) необходимо иметь явные выражения для матриц
Ŝa, λa. Эти матрицы построены в [3]. В зависимости от того, какое представле-
ние для матриц Ŝa, λa выбирать, мы получим различные галилеево-инвариантные
уравнения (1.1), (2.1), (2.2).

Ниже мы приведем несколько примеров уравнений (2.1), (2.2) в явном виде для
частиц со спином 1/2 и произвольным спином s.
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Пример 1. Рассмотрим представление D(s) ⊕D(s) для матриц

Ŝa =
(
Sa 0
0 Sa

)
, (2.8)

где Sa — матрицы, реализующие неприводимое представление алгебры Ли группы
SU(2), 0 — нулевые матрицы соответствующей размерности. Матрицы λ0 и λa
имеют вид

λ0 =
i

2

(
3 0
0 5

)
, λa =

(
0 0
Sa 0

)
. (2.9)

В развернутой записи система (1.1), (2.1), (2.2) имеет вид

Šψ = 0, ψ =
(
ϕ1

ϕ2

)
,

imϕ2 − S · pϕ1 = 0,
(2.10)

где ϕ1 и ϕ2 — (2s + 1)-компонентные функции. В частности, для спина s = 1/2
матрицы Sa = 1

2σa (σa — матрицы Паули), и система (2.10) запишется следующим
образом:

Šψ = 0, ψ =
(
ϕ1

ϕ2

)
,

2imϕ2 − (σ · p)ϕ1 = 0,
(2.11)

(ϕ1 и ϕ2 — двухкомпонентные спиноры), или в эквивалентном виде:

p0ϕ1 − i(σ · p)ϕ2 = 0,
2imϕ2 − (σ · p)ϕ1 = 0.

(2.12)

Эта система совпадает с уравнениями движения Леви–Леблонда [6] для нереля-
тивистской частицы со спином s = 1/2.
Пример 2. Пусть матрицы Ŝa реализуют представление D(s) ⊕D(s− 1) [3]:

Ŝa =
(
Sa 0
0 Σa

)
. (2.13)

Тогда

λ0 =
i

2

(
3 0
0 5

)
, λa =

(
0 0
Ka 0

)
,

здесь и в дальнейшем Sa, Σa — матрицы, реализующие неприводимое представле-
ние D(s) и D(s − 1), соответственно, алгебры Ли группы SU(2); Ka — матрицы
размерности (2s+ 1)× (2s− 1), их свойства детально обсуждаются в приложении.

В этом случае система уравнений (1.1), (2.1), (2.2) имеет вид

Ŝψ = 0, ψ =
(
ϕ
χ

)
, ϕ =

 ϕ1

...
ϕ2s+1

 , χ =

 χ1

...
χ2s−1

 ,

imχ− (K · p)ϕ = 0.

(2.14)
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В частности, для частицы со спином s = 1 получаем

(Sa)bc = −iεabc, K1 = (i00), K2 = (0i0), K3 = (00i), (2.15)

и система (2.14) принимает вид

Šψ = 0, ψ = {ϕ1, ϕ2, ϕ3, χ},
mχ− paϕ

a = 0.
(2.16)

Эти систему, инвариантную относительно группы Шредингера Sch(1, 3), можно
рассматривать как нерелятивистский аналог релятивистского уравнения Прока
[2, 3] для векторных частиц (s = 1).

Пример 3. Пусть матрицы Ŝa реализуют представление D(s) ⊕ D(s) ⊕ D(s − 1),
тогда [3]

Ŝa =

Sa 0 0
0 Sa 0
0 0 Σa

 , λa = − i

2s

 0 0 0
Sa 0 0
Ka 0 0

 , λ0 =
i

2

 3 0 0
0 5 0
0 0 5

 (2.17)

(Sa, Σa — матрицы, реализующие неприводимое представление D(s) и D(s − 1),
соответственно, алгебры SU(2)), а система (1.1), (2.1), (2.2) принимает вид

Šψ = 0, ψ =

ϕ1

ϕ2

χ

 , ϕk =

 ϕ1
k
...

ϕ2s+1
k

 , k = 1, 2, χ =

 χ1

...
χ2s−1

 ,

2msϕ2 + (S · p)ϕ1 = 0, 2msχ+ (K · p)ϕ1 = 0.

(2.18)

Используя (П.2), систему (2.18) можно переписать в эквивалентном виде:

sp0ϕ1 + S · pϕ2 +K†
apaχ = 0,

2msϕ2 + S · pϕ1 = 0, 2msχ+K · pϕ1 = 0.
(2.19)

Эта система, инвариантная относительно группы Шредингера Sch(1, 3), совпада-
ет с уравнениями движения Хагена–Герлея [7] для нерелятивистской частицы с
произвольным спином s и массой m. Другие системы дифференциальных уравне-
ний, инвариантные относительно группы Sch(1, 3), получаются аналогичным обра-
зом при использовании других представлений матриц Ŝa, λa.

3. Конечные преобразования группы Шредингера
Прежде всего отметим, что встречавшиеся нам в разделе 2 матрицы λa ниль-

потентны 2-го и 3-го порядка. С учетом этого обстоятельства мы и приводим
конечные преобразования для ψ(x), хотя обобщение на более сложные случаи
вполне очевидно.

Галилеевские преобразования:

t′ = t, x′ = x+ vt,

ψ′(x′) = exp
{
im

(
vx+

v2

2
t

)}[
I − i(λ · v) +

(iλ · v)2
2!

]
ψ(x).

(3.1)
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Масштабные преобразования:

t′ = exp{2α}t, x′ = exp{α}x,
ψ′(x′) = exp{iαλ0}ψ(x)

(3.2)

(запись exp{iλ0} означает подстановку в показатель степени матричных элементов
диагональной матрицы λ0).

Проективные преобразования:

t′ =
t

1 − θt
, x′ =

x

1 − θt
,

ψ′(x′) = (1 − θt)−iλ0 exp{if}
[
I − iθ

1 − θt
(λ · x)+

+
1
2!

(
iθ

1 − θt

)2

(λ · x)2
]
ψ(x), f ≡ mx2

2
θ

1 − θt
.

(3.3)

Доказательство справедливости формул (3.1)–(3.3) проще всего сделать, прове-
рив выполнимость уравнений Ли. Продемонстрируем это на примере проективных
преобразований (3.3):

∂ψ′(x′)
∂θ

= iλ0t
′ψ′(x′) + i

mx′2

2
ψ′(x′) + (1 − θt)−iλ0 exp{if}×

×
(
−i λ · x

1 − θt

)[
I − iθ

1 − θt
λ · x+

1
2!

(
iθ

1 − θt

)2

(λ · x)2
]
ψ(x) =

= i

(
t′λ0 +

mx′2

2
− λ · x′

)
ψ′(x′),

т. e. уравнения Ли для оператора A из (1.3) удовлетворяются тождественно.

4. Нелинейные системы дифференциальных уравнений,
инвариантные относительно группы Шредингера

В этом разделе решена вторая задача, т. e. построены нелинейные системы
уравнений вида (0.7), инвариантные относительно группы Sch(1, 3). Задача сво-
дится к построению явных выражений для функций Fk, зависящих только от
компонент волновой функции ψ = {ψ1, ψ2, . . . , ψn}, при которых уравнение (0.7)
инвариантно относительно группы Sch(1, 3). Для решения этой задачи использу-
ются конечные преобразования группы Sch(1, 3), т.e. формулы (3.1)–(3.3). Такой
подход к построению нелинейных уравнений, инвариантных относительно задан-
ной группы, значительно проще инфинитезимального метода С. Ли. При этом,
конечно, необходимо задавать представление соответствующей группы.

Подробно остановимся лишь на одном типичном примере. В остальных случа-
ях, которые мы приведем без доказательства, все необходимые вычисления анало-
гичны.

Рассмотрим следующее нелинейное обобщение системы уравнений (2.10):

Šϕ1 = F1, Šϕ2 = F2,

imϕ2 − S · pϕ1 = F3,
(4.1)
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где F1, F2, F3 — искомые (2s + 1)-компонентные функции, зависящие от ϕ1, ϕ2,
ϕ†

1, ϕ
†
2.

Теорема 2. Система уравнений (4.1) инвариантна относительно группы Шре-
дингера Sch(1, 3), если

F1 = κF

(
w1

w2

)
w2ϕ1, F2 = κF

(
w1

w2

)
w2ϕ2, F3 = 0, (4.2)

где w1 = (ϕ†
1ϕ

†
2ϕ

†
2ϕ1)1/2, w2 = (ϕ†

1ϕ1)2/3, F — произвольная скалярная функция
указанного аргумента, κ — произвольная постоянная.
Доказательство. Согласно (2.8), (2.9), (3.3) конечные проективные преобразова-
ния имеют следующий вид:

ϕ′
1(x

′) = (1 − θt)3/2 exp{if}ϕ1(x), f ≡ mx2

2
θ

1 − θt
,

ϕ′
2(x

′) = (1 − θt)5/2 exp{if}
[
ϕ2(x) − i

θ

1 − θt
(S · x)ϕ1(x)

]
,

p′0 = (1 − θt)2p0 + θ(1 − θt)x · p, p′ = (1 − θt)p.

(4.3)

Под действием этих преобразований система (4.1) принимает вид

(1 − θt)7/2 exp{if}Šϕ1 = F ′
1,

(1 − θt)9/2 exp{if}Šϕ2 − θ(1 − θt)7/2 exp{if} 1
m
×

× [imϕ2 − (S · p)ϕ1 + im(S · x)Šϕ1

]
= F ′

2,

(1 − θt)5/2 exp{if}(imϕ2 − S · pϕ1) = F ′
3,

(4.4)

откуда в силу (4.1) получаем

F ′
1 = (1 − θt)7/2 exp{if}F1,

F ′
2 = (1 − θt)9/2 exp{if}

[
F2 − i

θ

1 − θt
(S · x)F1

]
−

−θ(1 − θt)7/2 exp{if} 1
m
F3,

F ′
3 = (1 − θt)5/2 exp{if}F3.

(4.5)

Используя (4.3) и тот факт, что из ψ и ψ† можно построить только два галиле-
евских инварианта ϕ†

1ϕ
†
2ϕ

†
2ϕ1 и ϕ

†
1ϕ1, приходим к (4.2). При κ = 0 (4.1) совпадает

с линейной системой (2.10). Теорема доказана.
Перечисленные ниже нелинейные системы уравнений являются обобщением

соответствующих линейных систем, рассмотренных в разделе 2. Все они неэкви-
валентны в том смысле, что на множестве их решений реализуются различные
(неэквивалентные) представления группы Sch(1, 3):

p0ϕ1 − i(σ · p)ϕ2 = κF

(
w1

w2

)
w2ϕ2 + µG

(
w1

w2

)
w2

2ϕ1,

2imϕ2 − (σ · p)ϕ1 = iκF

(
w1

w2

)
w2ϕ1,

(4.6)
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где w1 = (ϕ†
1ϕ

†
2ϕ

†
2ϕ1)1/2, w2 = (ϕ†

1ϕ1)1/3. Система (4.6) представляет собой нели-
нейное обобщение уравнений Леви–Леблонда (2.12). Следующие системы являю-
тся аналогичным обобщением уравнений (2.14), (2.18) и (2.19), соответственно:

Šψ = κ(ϕ†ϕ)2/3ψ, imχ−K · pϕ = 0, (4.7)

Šψ = κF

{
(ϕ†

1ϕ2 − ϕ†
2ϕ1)1/2

(ϕ†
1ϕ1)2/3

}
(ϕ†

1ϕ1)2/3ψ,

2msϕ2 + S · pϕ1 = 0, 2msχ+K · pϕ1 = 0,

(4.8)

sp0ϕ1 + S · pϕ2 +K† · pχ = κF

{
(ϕ†

1ϕ2 − ϕ†
2ϕ1)1/2

(ϕ†
1ϕ1)2/3

}
(ϕ†

1ϕ1)2/3ϕ1,

2msϕ2 + S · pϕ1 = 0, 2msχ+K · pϕ1 = 0.

(4.9)

Построению точных решений нелинейных систем уравнений аналогичного ти-
па, инвариантных как относительно группы Шредингера, так и относительно груп-
пы Пуанкаре, посвящен сборник [8].

Приложение
Здесь мы приводим соотношения между матрицами Sa, Σa, Ka, K†

a, которые
использовались в разделе 2. Свойства этих матриц детально обсуждались в рабо-
тах [3, 7]. Определяющие соотношения для Ka имеют вид

KaSb − ΣbKa = iεabcKc, (П.1)

SaSb +K†
aKb = isεabcSc + s2δab. (П.2)

Напомним, что здесь, как и раньше, Sa и Σa — квадратные матрицы, реализующие
неприводимое представление D(s) и D(s− 1), соответственно, алгебры Ли группы
SU(2); Ka — матрицы размерности (2s+1)×(2s−1). Соотношения (П.1) следуют из
(1.4), а именно из соотношения [λa, Ŝb] = iεabcλc и определяют Ka с точностью до
множителя, который удобно зафиксировать с помощью (П.2) [7]. Использование
остальных условий (1.4) приводит к следующим соотношениям [3]:

KaSb −KbSa = i(s+ 1)εabcKc, ΣaKb − ΣbKa = i(1 − s)εabcKc,

KaK
†
b −KbK

†
a = −i(2s+ 1)εabcΣc, K†

aKb −K†
bKa = i(2s− 1)εabcSc.
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О некоторых точных решениях
многомерных нелинейных уравнений
Даламбера, Лиувилля, Дирака
и уравнения эйконала
В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

1. Введение
За последние 15 лет достигнут существенный прогресс в изучении двумер-

ных нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных (НДУ-
ЧП), широко встречающихся в теоретической и математической физике. Основ-
ным методом исследования таких НДУЧП является метод обратной задачи теории
рассеяния. Этот метод, несмотря на многочисленные попытки, не обобщен на мно-
гомерные НДУЧП.

В настоящем докладе приведены в явном виде некоторые классы точных реше-
ний следующих многомерных НДУЧП:

�u+ λuk = 0, u ≡ u(x), x = (x0, x1, . . . , xn−1); (1)

�u+ λ exp(u), � = −pµpµ, pµ = igµν
∂

∂xν
; (2)

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= m2; (3)

[
γµp

µ −m− λ(ψ̄ψ)k
]
ψ = 0, (4)

где γµ — матрицы Дирака, ψ — спинор, m, k, λ — произвольные действительные
постоянные величины.

Фундаментальным свойством уравнений (1)–(4) является то, что все они обла-
дают широкими группами симметрий. Именно симметрийные свойства этих урав-
нений дали возможность в явном виде построить их решения.

Хорошо известно, что впервые Софус Ли (1881–1885 гг.) использовал теорию
непрерывных групп для решения нелинейных дифференциальных уравнений. Впо-
следствии Пуанкаре, Лиувилль, Аппель, Леви–Чивита, Уиттекер и многие другие
использовали идеи и теорию С. Ли для явного построения решений линейного
волнового уравнения. Важные идеи по отысканию инвариантных решений НДУ-
ЧП высказал Г. Бейтмен (1914) и Г. Биркгофф [1]. В СССР лиевские идеи и
методы получили дальнейшее развитие в работах Л.В. Овсянникова [2].

Труды международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Звенигород, 24–26 ноя-
бря 1982 г., Москва, Наука, 1983, Т.2, С. 407–413.
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2. Метод
Для нахождения явных решений уравнений (1)–(4) мы воспользуемся следую-

щим анзатцем [3]

u(x) = ϕ(ω)f(x) + g(x), (5)

где ϕ(ω) — некоторая неизвестная функция (или вектор-функция в случае системы
дифференциальных уравнений), зависящая от новых инвариантных переменных

ω = ω(x) = {ω1, ω2, . . . , ωn−1},
число которых на единицу меньше, чем переменных в уравнении. Новые пере-
менные ω(x) и явные выражения для функций f(x) и g(x) находятся из системы
уравнений Эйлера–Лагранжа

dx0

ξ0
=
dx1

ξ1
= · · · =

dxn−1

ξn−1
=
du

η
, (6)

где ξµ и η — функции, задающие инфинитезимально группу инвариантности урав-
нений (1)–(3), т.е.

x′µ = xµ + εξµ(x, u) + o
(
ε2
)
,

u′(x′) = u(x) + εη(x, u) + o
(
ε2
)
.

(7)

Явный вид функций ξµ и η зависит от симметрии уравнений.
Все приведенные ниже теоремы доказываются с помощью метода Ли [2].

3. Решения нелинейного уравнения Даламбера
Для отыскания решений уравнения Даламбера используются следующие сим-

метрийные свойства уравнения (1).

Теорема 1. Максимальной локальной группой инвариантности уравнения (1)
является расширенная группа Пуанкаре P̃ (1, n − 1) — группа вращении, сдви-
гов и масштабных преобразований. Базисные элементы алгебры Ли группы
P̃ (1, n− 1) задаются формулами

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, D = xνp

ν − 2iu
∂

∂u
.

Не вдаваясь в детали, приведем явный вид некоторых относительно простых
решений уравнения (1), построенных указанным выше способом. Решение уравне-
ния (1) ищутся в виде

u(x) = ϕ(ω)f(x). (8)

Полученные нами решения имеют такой вид:

u =
{
−λ

4
(1 − k)2

[
(βνyν)2 + yνy

ν
]}1/(1−k)

,

βνβ
ν = −1, yν = xν + aν , ν = 0, 1, . . . , n− 1,

(9)

u =
{
λ

2
(1 − k)2ανyνβσyσ

}1/(1−k)
,

ανα
ν = βνβ

ν = 0, ανβ
ν = −1,

(10)
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u = {F (ανxν) + βνx
ν}2/(1−k)

,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = −λ

2
(1 − k)2(1 + k)−1,

(11)

где F — произвольная дифференцируемая функция, aν , αν , βν — параметры, удов-
летворяющие указанным условиям.

Обратим внимание на следующий факт. Для всех k > 1 решения (9), (10)
неаналитичны по константе связи λ. Это означает, что с помощью теории возму-
щений нельзя получить решения, которые бы были близки (в каком-то смысле) к
найденным.

Уравнение ( 1) в случае k = n+2
n−2 , как показано Ибрагимовым [4], инвариантно

относительно конформной группы C(1, n − 1) ⊃ P̃ (1, n − 1). В этом случае, если
задано какое-то решение u1 = F (x) конформно-инвариантного уравнения (1), то
новое n-параметрическое решение u2 находится по формуле

u2(x) = σ(2−n)/2F

(
x− cxνx

ν

σ

)
,

где c = (c0, c1, . . . , cn−1) — параметры, σ ≡ 1 − 2cνxν + cαc
αxνx

ν .

4. Решения уравнения Лиувилля
В 1853 г. Лиувилль нашел общее решение двумерного (x = (x0, x1)) уравне-

ния (2). Метод Лиувилля неприменим к многомерным уравнениям (2).

Теорема 2. Максимальной локальной группой инвариантности уравнения (2)
(число переменных n > 2) является расширенная группа Пуанкаре P̃ (1, n − 1).
Базисные элементы алгебры Ли этой группы задаются операторами

pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµpν − xνpµ, D = xνp

ν − 2i
∂

∂u
. (12)

Замечание 1. При n = 2 двумерное уравнение (2) допускает бесконечную группу
Ли. Коэффициенты инфинитезимального оператора имеют вид

ξ0 = f(x0 + x1) + g(x0 − x1),

ξ1 = f(x0 + x1) − g(x0 − x1) + c1, η = c2 − 2
∂ξ0

∂x0
,

где f и g — произвольные дифференцируемые функции, c1 и c2 — постоянные
величины.

Решения уравнения (2) ищем в виде

u(x) = ϕ(ω) + f(x). (13)

Наиболее простые решения уравнения (2) задаются формулами

u = −2 ln[γP (x) shQ(x)], (14)

u = −2 ln[δP (x) chQ(x)], (15)

u = −2 ln[γP (x) cosQ(x)], (16)
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u = −2 ln[c1P (x)R(x)], R(x) = Q(x)|c1=1, (17)

где

P (x) = ανy
ν , Q(x) = c1(ανyν)−1√yνyν + c2, ανα

ν = 0,

γ, δ, σ, c1, c2 — постоянные величины.
Непосредственной проверкой модно убедиться, что если в формулах (14)–(17)

сделать следующую замену:

P (x) = F−1(ανyν), Q(x) = βνy
νF (ανyν),

то такие функции будут также удовлетворять уравнению (2) при произвольных
дифференцируемых функциях F и F−1.

5. Решения уравнений эйконала
При отыскании точных решений уравнения (3) (m = 1) использовались следу-

ющие симметричные свойства этого уравнения.

Теорема 3. Максимальная локальная группа инвариантности уравнения (3)
— 21-параметрическая группа Ли, базисные инфинитезимальные операторы
которой имеют вид

pA = gAB
∂

∂xB
, A,B = 0, 1, . . . , 4, gAB = {1,−1,−1,−1,−1},

JAB = xApB − xBpA, xA = {x0, x1, x2, x3, u(x)},
D = xAp

A, KA = 2xAD − xBx
BpA

(18)

и удовлетворяют коммутационным соотношениям алгебры Ли конформной
группы C(1, 4).

Приведем некоторые решения уравнения (3):

u(x) = f(ανxν) + βνx
ν , ανα

ν = ανβ
ν = 0, βνβ

ν = 1 (19)

(где f — произвольная дифференцируемая функция),

u(x) =
[
(ανxν)2 + xνx

ν
]1/2

, ανα
ν = −1, (20)

u(x) =
[
x2

0 − (�α�x)2
]1/2

, �α · �α = 1, (21)

u(x) =
√
xνxν , (22)

αν , βν — произвольные постоянные, удовлетворяющие указанным условиям. Для
построения новых решений уравнения (3) по заданным воспользуемся теоремой 3,
т.е. тем фактом, что эйкональное уравнение (3) инвариантно относительно груп-
пы конформных преобразований C(1, 4) в 5-мерном пространстве Минковского
R(1, 4), метрика в котором задается формулой

s2 = xBx
B = xνx

ν − u2(x). (23)

Конечные преобразования, порождаемые операторами (18), имеют вид

x′µ =
xµ − cµ

(
xνx

ν − u2(x)
)

σ(x, u)
, u′(x′) =

u(x) − c4
(
xνx

ν − u2(x)
)

σ(x, u)
, (24)
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где cµ, c4 — произвольные постоянные,

σ(x, u) = 1 − 2cνxν + 2c4u(x) −
(
cνc

ν − c24
) (
xαx

α − u2(x)
)
.

Если u(x) = ϕ(x) — какое-то решение уравнения (3), то, используя преобразо-
вания инвариантности, общий вид которых

x′ = f(x, u(x), θ), u′(x′) = g(x, u(x), θ) (25)

(θ — параметры преобразований), новое решение uнов(x) находится из функцио-
нального уравнения

g(x, uнов(x), θ) = ϕ(x′ = f(x, uнов(x), θ)). (26)

Так, например, с помощью конформных преобразований (24) из очевидного реше-
ния уравнения (3)

u(x) = βνx
ν , βνβ

ν = 1 (27)

получаем новое решение:

u(x) = (2a)−1
{
± [1 + 4(axνxν + βνx

ν)]1/2 − 1
}
,

a = c4 − βνc
ν �= 0, βνβ

ν = 1.
(28)

6. Решение нелинейного уравнения Дирака
Для решения уравнения (4) используем следующий анзатц [3]

ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (29)

где A(x) — несингулярная матрица 4 × 4, ϕ(ω) — неизвестный 4-компонентный
спинор, зависящий только от инвариантных переменных. Явный вид матрицы A(x)
находим из следующего уравнения:

QA(x) ≡ (ξµ(x)∂µ + η(x))A(x) = 0, (30)

где Q — инфинитезимальный оператор группы инвариантности уравнения (4).
Рассмотрим уравнение (4) с массой m = 0 и нелинейностью Гюрши (k = 1/3).
В этом случае, кал известно [5], уравнение Дирака инвариантно относительно
конформной группы C(1, 3). Конформно-инвариантное решение уравнения Дирака
с нелинейностью Гюрши, зависящее от четырех параметров, имеет вид

ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp{iλκ(γβ)ω}χ ≡

≡ γx

(xνxν)2

(
cos(λκβω) + i

γβ

β
sin(λκβω)

)
,

(31)

где ω = βx
xνxν , βνβ

ν > 0, β = (βνβν)1/2, γx = γνx
ν , χ — постоянный спинор,

χ̄χ = a, χ = a1/3

βνβν .
Для получения решения (31) использовался оператор Q, представляющий собой

линейную комбинацию генераторов конформных преобразований:

Q = cµK
µ = (2cx)x∂ − x2c∂ + γcγx+ 2cx, (32)
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где cµ — произвольные постоянные, x2 ≡ xνxν , x∂ ≡ xν ∂
∂xν

и т.д.
Другие решения уравнения (4) приведены в [6]. Следует подчеркнуть, что на-

ши решения нелинейного уравнения Дирака (4) аналитичны по константе связи.
Решения уравнения (4) с m = 0 и k = 1/3, полученные Кортелем [7], Мерве [8] с
помощью анзатца Гейзенберга [9], неаналитичны по константе связи λ.

Общий вид конечных преобразований инвариантности уравнения (4) следую-
щий:

x′ = f(x, θ), ψ′(x′) = R(x, θ)ψ(x), (33)

где θ — параметры преобразования, R(x, θ) — матрицы 4 × 4. Формула для гене-
рирования нового решения ψ2(x) по известному решению ψ1(x) имеет вид:

ψ2(x) = R−1(x, θ)ψ1(x′),

где R−1(x, θ) — матрица 4 × 4, обратная к R(x, θ).

Заключение
1. Если НДУЧП обладает нетривиальной симметрией, то имеется надежда

отыскать многопараметрические семейства его точных решений. Получаемые та-
ким способом решения для НДУЧП, содержащих малый параметр ε, могут оказа-
ться неаналитичными по ε; это означает, что с помощью теории возмущений нель-
зя получить решения, в каком-то смысле близкие к таким решениям. В некоторых
случаях решение можно представить через произвольные функции, зависящие от
инвариантов группы симметрии уравнения.

2. Для НДУЧП, инвариантных относительно нетривиальных преобразований
независимых и зависимых переменных, справедлив симметрийный нелинейный
принцип суперпозиции (преобразования) решений.

3. Точные решения НДУЧП могут служить “эталонами” для построения кон-
структивных приближенных методов решения НДУЧП.

4. С помощью указанного метода найдены классы точных решений много-
мерных нелинейных уравнений Шредингера [10], Гамильтона–Якоби [3], Борна–
Инфельда [11], Дирака [6].
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On the new conservation laws
for vector field equations
W.I. FUSHCHYCH, V.A. VLADIMIROV

The new conservation laws corresponding to the non-Lie symmetry of vector field
equations are obtained.

1. Introduction
The classical Lie method (see e.g. Ovsyannikov [11]) which is commonly used to

investigate the group theoretical properties of differential equations has one essential
disadvantage. Based on the infinitesimal approach, it does not permit one to find
out the maximal Lie algebra available by a given system of differential equations if
among its basic elements there are operators of higher order. A method was proposed
(Fushchych [2]), hereafter quoted as the non-Lie method, in which no restriction is
imposed on the order of operators available, by the systems of differential equation
under consideration.

By means of the non-Lie method additional invariances were established: Dirac
(Fushchych [2]); Maxwell (Fushchych [3]); Kemmer–Duffin–Petiau (Fushchych and
Nikitin [4]) and many other theoretical and mathematical physics equations.

Recently (Fushchych and Vladimirov [5]) within the framework of the non-Lie
(approach, group properties of the equations for the potential of an electromagnetic
field have been investigated:

pµp
µAν(x) = 0, x ∈ R4,

pµA
µ(x) = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3,

(1)

where pµ = i∂/∂xµ = igµν∂/∂xν and gµν = gµν the metric tensor of Minkowski
space, g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1.

The maximal invariance algebra of equation (1) generated by first-order differential
operators is the eleven-dimensional Weyl algebra which includes the Poincaré algebra
P (1, 3) and operator D = xµp

µ + 2i. It has been shown recently (Fushchych and
Vladimirov [5]) that equations (1) are additionally invariant under the nine-dimensio-
nal GL(3) algebra with basic elements being integro-differential operators; defined on
the set of solutions by the following formula

(DabA)µ = p0/|p|2(gµ0 pa − gµap0)Ab,

|p|2 = p2
1 + p2

2 + p2
3, a, b = 1, 2, 3.

(2)

The operators (2) are non-local so there is no such point transformation of independent
variables (xµ): (x′µ) = (Tx)µ, which would give rise to a continuous group represen-
tation generated by Dab on the set of solutions of (1).

The existence of additional symmetry for systems of differential equations which
describe elementary particles is strictly connected with their polarisation properties.

J. Phys. A: Math. Gen., 1983, 16, № 6, P. 1921–1925.
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Thus, there is no additional symmetry in the case of the Klein–Gordon equation
which describes a spin-zero relativistic particle, the additional symmetry algebra of
the Dirac equation is GL(2) ⊕GL(2), and generally the greater the spin, the greater
the dimension of the additional symmetry algebra.

One of the most important consequences of the invariance of the evolution equation
is the existence of integral quantities conserved in time. The purpose of this paper is
to construct new conserved quantities which correspond to the non-Lie symmetry of
vector field equations.

For the equations obtained from variational principles, the correspondence between
local transformation groups which preserve the action integral and conservation laws
is established by the well known Noether theorem. It is obvious that, because of
non-locality of the transformation group generated by the operators (2), the Noether
theorem is of no use in our case. However, there is another method of building up
conserved quantities. Good [6] succeeded in obtaining all classical conserved quanti-
ties for the Maxwell equations without reference to the Noether theorem. Later
O’Connell and Tompkins [8, 9, 10] and several other authors extended this result on
some other Poincaré-invariant equations. Employing the same techniques as in the
above mentioned papers it is possible to construct conserved quantities corresponding
to the non-local additional symmetry of the vector field equations.

In § 2 we perform such a construction for the four-vector potential of the electro-
magnetic field equation. In § 3 analogous conserved quantities are obtained for the
Proca equation. In § 4 we discuss the results obtained.

2. The new conserved quantities for the equations (1)

Theorem 1. Integrals

Sa =
i

2
εabc

∫
{Ab(t,x)p0Ac(t,x)−[p0Ab(t,x)]Ac(t,x)} d3x, a, b, c = 1, 2, 3,(3)

Σjk =
1
2

∫ [
Aj(t,x)p0

(
p0

|p0|Ak

)
(t,x) − [p0Aj(t,x)]

(
p0

|p0|Ak

)
(t,x)+

+Ak(t,x)p0

(
p0

|p0|Aj

)
(t,x) − [p0Ak(t,x)]

(
p0

|p0|Aj

)
(t,x)

]
d3x, j, k = 1, 2, 3,

(4)

are conserved in time.
Proof. Let us consider the following operator:

W = exp

{
(ln

√
2)

[
1 +
(
εkjli

pkSlj
2|p|

)2
]

+
π

4
p0

2|p|2 pn(S0jSjn + SjnS0j)

}
, (5)

where j, k, l, n = 1, 2, 3, Sµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3 are the matrices of the D
(

1
2 ,

1
2

)
repre-

sentation of the Lie algebra of the O(1, 3) group*. It can be easily shown that matrix
elements of symbols of this operator and the inverse one are

[W (p)]µν =
(
p0/|p|2

)
(p0g

µ
ν − pµgν0 − gµ0 pν + 2gµ0 gν0p0) ,[

W−1(p)
]µ
ν

=
(
1/2|p|2) [2p2

0(g
µ
ν − gµ0 gν0) + pµpν

] (6)

*Matrix elements of Sµν have the form

(Sµν)α
β = i(gα

µgνβ − gα
ν gµβ), α, β = 0, 1, 2, 3, µ, ν = 0, 1, 2, 3.
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(for symbols see e.g. Shubin [12]).
Using the operators (5) we are allowed to transform (1) into the equivalent diagonal

form

pµp
µÃ

ν
= 0, p0Ã

0
= 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (7)

where Ã
ν

= (W−1A)ν . It is not difficult to show that for every Ã
′
, Ã

′′
satisfying

(7) the following equation holds

pµ

[
Ã

′
νp
µÃ

′′ν − (pµÃ
′
ν)Ã

′′ν
]

= 0. (8)

If we restrict ourselves to those solutions Ã
′
, Ã

′′
which tend to zero quickly enough

with their first derivatives when |x| → ∞, then by the Green–Gauss–Ostrogradsky
theorem∫ [

Ã
′
µp0Ã

′′µ − (p0Ã
′
µ)Ã

′′µ
]
d3x = constant. (9)

In canonical representation (equation (7)) basic elements of the symmetry algebra can
be chosen as

(S̃α)µν = −iεabcgµb gνc, a, b, c = 1, 2, 3, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (10)

(Σ̃jk)µν = −(gµj gνk + gµk gνj), j, k = 1, 2, 3, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (11)

Setting Ã
′

= W−1A, Ã
′′

= f(p)Q̃αW
−1A in (9) where f(p) is a scalar function

and Q̃α belongs to the symmetry algebra of equation (7), we can get∫
{(W−1A)µp0[f(p)Q̃αW

−1A]µ−(p0W
−1A)µ[f(p)Q̃αW

−1A]µ}d3x = const.(12)

Inserting into the above integral Q̃α = S̃a, a = 1, 2, 3, f(p) = − 1
2 one obtains formu-

la (3). Substitution f(p) = −p0/2|p0|, Q̃α = Σ̃jk, j, k = 1, 2, 3 gives us expression (4).
Now we see that besides such well known conserved quantities for the Ãµ as

energy, momentum etc, integrals (3) and (4) are also independent of time.

Remark 1. Expression (3) represents three components of spin of the real vector
field (see e.g. Bogoliubov and Shirkov [1]). Formula (4) gives us six new conserved
quantities for equation (1) corresponding to the non-Lie (additional) symmetry.

3. The new conserved quantities for the Proca equation
In the paper of Fushchych and Vladimirov [5] the non-Lie symmetry of the Proca

equation was also investigated(
pµp

µ −m2
)
ψν(t,x) = 0, pµψ

µ(t,x) = 0,

(t,x) ∈ R4, m > 0.
(13)

It was shown that equation (13) is also invariant under the nine-dimensional Lie
algebra of the GL(3) group.
Theorem 2. Integrals

Sa = iεabc

∫
[ψ∗
bp0ψc − (p0ψ

∗
b )ψc] d

3x, a, b, c = 1, 2, 3, (14)
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Σjk =
∫ [

ψ∗
j (t,x)p0

(
p0

|p0|ψk
)

(t,x) − [p0ψ
∗
j (t,x)]

(
p0

|p0|ψk
)

(t,x)+

+ψ∗
k(t,x)p0

(
p0

|p0|ψj
)

(t,x) − [p0ψ
∗
k(t,x)]

(
p0

|p0|ψj
)

(t,x)
]
d3x, j, k = 1, 2, 3,

(15)

are conserved in time.
The proof of this theorem is not different from that of the previous one. To

diagonalise (13) we can use operators U , U−1 with symbols

[U(p)]µν = (1/p0) (p0g
µ
ν − gµ0 pν − pµg0ν + 2gµ0 gν0p0) ,[

U−1(p)
]µ
ν

=
[
1/
(
p2
0 + |p|2)] [(p2

0 + |p|2) (gµν − gµ0 gν0) + pµpν
]
.

(16)

Remark 2. Integrals (14) express spin components of the complex vector field (Bo-
goliubov and Shirkov [1]).

4. Conclusions
We have obtained the conserved quantities corresponding to non-Lie symmetry of

equations (1) and (13) without reference to the Noether theorem. It is worth noting
that classical conserved quantities for vector fields such as energy, momentum etc
can also be obtained in this way by substitution of generators of Weyl (Poincaré)
symmetry algebras into (9).

As has already been mentioned, integrals (3) and (14) are attributed to the spin
of the classical vector fields. Conservation of (3) and (14) along with total angular
momentum was obtained as a consequence of symmetry of the energy-momentum
tensor for vector fields, namely Tµν = Tνµ (see e.g. Bogoliubov and Shirkov [1]).
Generally this is not true and such conserved quantities connected in fact with non-
Lie symmetry could not be obtained using the Noether theorem.

The natural question is what physical interpretation can be proposed for the new
conserved quantities. It is well known that by substitution

Ek = − [(∂A0/∂x
k
)

+
(
∂Ak/∂x

0
)]
, Hk = εkjr(∂/∂xj)Ar, k, j, r = 1, 2, 3,

the energy and momentum integrals for Aµ can be expressed in terms of E and H
which satisfy the Maxwell equations. As for the integrals (3) and (4), their explicit
dependence on the Aµ could not be eliminated by similar substitution, therefore any
interpretation in terms of measurable classical quantities is hardly possible. Never-
theless the interpretation of (3), (4) and (14) and (15) is possible in terms of quantum
field theory.

In conclusion we want to say a few words about the independence of the integrals
obtained. There exist several non-equivalent definitions of the independence of conser-
ved quantities. According to Ibragirnov [7] a set of conserved quantities (Fi)Ni=1,

Fi =
∫
fi(t, x1, . . . , xk) dkx

is independent if functions fi are linearly independent. Following this definition it is
not difficult to show that classical conserved quantities pµ, Jµν(D) and new conserved
quantities (3), (4), (14) and (15) are independent.
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О новых симметриях и законах сохранения
для электромагнитного поля
А.Г. НИКИТИН, В.А. ВЛАДИМИРОВ, В.И. ФУЩИЧ

Хорошо известно, что классические законы сохранения энергии, импульса,
углового момента и центра энергии электромагнитного поля являются следствием
симметрии уравнений Максвелла относительно группы Пуанкаре. Однако симме-
трия уравнений Максвелла не исчерпывается релятивистской инвариантностью. В
связи с этим возникает естественный вопрос, существуют ли другие законы со-
хранения для электромагнитного поля (помимо перечисленных выше?). Надеяться
получить положительный ответ на этот вопрос можно только в том случае, если
уравнения Максвелла обладают дополнительной симметрией помимо релятивист-
ской и конформной инвариантности, поскольку симметрия относительно собствен-
но конформных преобразований не приводит к новым законам сохранения [1]. Мы
покажем ниже, что уравнения для электромагнитного поля действительно обла-
дают некоторой скрытой симметрией, из которой следует существование новых
(неклассических) интегралов движения.
1. Прежде всего изложим коротко известные свойства симметрии уравнений

Максвелла

∂ �E

∂t
= rot �H,

∂ �H

∂t
= −rot �E,

div �E = div �H = 0.
(1)

В 1893 г. Хевисайд [2] обратил внимание на инвариантность уравнений (1)
относительно замены

�E → �H, �H → − �E. (2)

Лармор [3] и Райнич [4] обобщили эту симметрию до группы однопараметриче-
ских преобразований вида

�E → �E cosϕ+ �H sinϕ,

�H → �H cosϕ− �E sinϕ.
(3)

Лоренц и Пуанкаре установили инвариантность уравнений Максвелла относитель-
но десятипараметрической группы Пуанкаре P (1, 3). Затем в 1909 г. Бейтмен [5]
и Канингхем [6] доказали, что уравнения (1) инвариантны относительно конформ-
ных преобразований. Эти преобразования совместно с преобразованиями Лоренца
образуют пятнадцатипараметрическую конформную группу C(1, 3). Сравнительно
недавно было показано [7], что группа G = C(1, 3)⊗H, где H — однопараметриче-
ская подгруппа преобразований Хевисайда–Лармора–Райнича (ХЛР) (3), является

Труды международного семинара “Теоретико-групповые методы в физике”, Звенигород, 24–26 ноя-
бря 1982 г., Москва, Наука, 1983, Т.2, С. 421–428.
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максимальной группой симметрии уравнений (1) в классе точечных преобразова-
ний. Иными словами, группой G определяется максимальная симметрия уравнений
(1) в смысле С. Ли.
2. В 1970 г. был предложен новый нелиевский подход к исследованию свойств

симметрии дифференциальных уравнений [8, 9]. Основное отличие этого подхо-
да от классических методов С. Ли состоит в том, что он позволяет находить не
только локальные группы инвариантности, но также скрытую симметрию уравне-
ний относительно интегральных преобразований. В рамках нелиевского подхода
были найдены новые алгебры инвариантности многих важных уравнений реляти-
вистской и нерелятивистской физики [10–15]. Применительно к уравнениям для
электромагнитного поля удалось получить результаты, изложенные ниже в теоре-
мах 1 и 2.

Запишем уравнения (1) в матричной форме

L1Ψ = 0, L1 = i
∂

∂t
+ σ2

�S · �p,

L2Ψ = 0, L2 = p1 − �S · �pS1, Ψ =
(

�E
�H

)
,

(4)

где

Sa =
(
Ŝa 0̂
0̂ Ŝa

)
, σ2 = i

(
0̂ −I
I 0̂

)
, (5)

I и 0̂ — единичные и нулевые матрицы размерности 3×3, Ŝa — спиновые матрицы,
соответствующие спину s = 1, (Ŝa)bc = iεabc.

Обозначим через {QA} множество базисных элементов конечномерной алгебры
Ли. Эта алгебра по определению является алгеброй инвариантности (АИ) уравне-
ний Максвелла, если QA определены на множестве решений уравнений (4), т.е.
удовлетворяют условиям

L1QAΨ = 0, L2QAΨ = 0, (6)

где Ψ — произвольное решение уравнений (4). Хорошо известным примером АИ
уравнений (4) является 16-мерная алгебра Ли группы C(1, 3) ⊗ H. Оказывается,
уравнения Максвелла обладают еще некоторой дополнительной симметрией, что
может быть сформулировано в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Уравнения Максвелла (4) инвариантны относительно восьмимер-
ной алгебры Ли A8, базисные элементы которой задаются интегродифферен-
циальными операторами следующего вида:

Q1 = σ3
�S · �̂pD, Q2 = iσ2, Q3 = σ1

�S · �̂pD,
Q3+a = −iσ2

�S · �̂pQa, Q7 = I, Q8 = iσ2
�S · �̂p,

(7)

где

D =

{ ∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

) (
1 − S2

a

)
+ p1p2p3SaSbpc

]−
−pp1p2p3

[
1 − (�S · �̂p)2

]}
ϕ−1,

(8)
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ϕ =
1√
2

[
p4
1

(
p2
2 − p2

3

)2
+ p4

2

(
p2
1 − p2

3

)2
+ p4

3

(
p2
1 − p2

2

)2]1/2
,

σa — матрицы Паули, коммутирующие с Sb, p̂a = pa · p−1, p =
(
p2
1 + p2

2 + p2
3

)1/2.
Операторы (7) удовлетворяют соотношениям

[Qa, Qb] = −[Q3+a, Q3+b] = −εabcQc,
[Q3+a, Qb] = εabcQ3+c, [Q7, QA] = [Q8, QA] = 0,

(9)

которые определяют алгебру, изоморфную алгебре Ли группы GL(2) ⊗GL(2).
Доказательство. В справедливости теоремы проще всего убедиться непосред-
ственной проверкой. Для этого достаточно воспользоваться тождествами

Dσa = σaD, D�S · �p = −�S · �pD, D(�S · �p)2 = D,

D2�S · �̂p = �S · �̂p, L2
�S · �p = 0, [D,L2] =

(
D + pp1p2p3ϕ

−1
)
L2,

(10)

из которых непосредственно вытекают соотношения (6), (7).
Очевидно, АИ уравнений Максвелла, описываемая теоремой 1, в принципе не

может быть найдена в классическом подходе Ли, в котором базисные элементы ал-
гебры инвариантности всегда принадлежат классу дифференциальных операторов
первого порядка.

Поскольку QA (7) являются интегродифференциальными операторами, приве-
дем конечные преобразования для фурье-компонент Ea и Ha. Из соотношения

Ψ̃ → Ψ̃′ = exp(θAQA)Ψ̃, Ψ̃ = (2π)−3/2

∫
d3xΨ(�x, t) exp(−i�p · �x) (11)

получаем

Ea → E′
a = Ea cos θ1 + iεabcp̂bDcdEd sin θ1,

Ha → H ′
a = Ha cos θ1 − iεabcp̂bDcdHd sin θ1,

(12а)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ2 + H̃a sin θ2,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ2 − Ẽa sin θ2,

(12б)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ3 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ3,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ3 − iεabcp̂bDcdẼd sin θ3,

(12в)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa ch θ4 −DabH̃b sh θ4,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a ch θ4 −DabẼb sh θ4,

(12г)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa ch θ5 + iεabcp̂bẼc sh θ5,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a ch θ5 + iεabcp̂bH̃c sh θ5,

(12д)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa ch θ6 −DabẼb sh θ6,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a ch θ6 +DabH̃b sh θ6,

(12е)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa exp θ7, H̃a → H̃ ′

a = H̃a exp θ7, (12ж)
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Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ8 + iεabcp̂bẼc sin θ8,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ8 − iεabcp̂bH̃c sin θ8,

(12з)

где θA (A = 1, 2, . . . , 8) — вещественные параметры, Ẽa и H̃a — фурье-образы
векторов напряженности электрического и магнитного полей,

Dab =
[
δab
(
p2
ap

2
d + p2

ap
2
e − p2

dp
2
e

)
+ p1p2p3pc

]
ϕ−1,

a �= d, d �= e, e �= a, c �= a, b.
(13)

Преобразования для Ea(t, �x) и Ha(t, �x) могут быть получены из (12) с помощью
интеграла Фурье

H ′
a(t, �x) = (2π)−3/2

∫
d3p H̃ ′

a exp(i�p · �x),

E′
a(t, �x) = (2π)−3/2

∫
d3p Ẽ′

a exp(i�p · �x).
(14)

Преобразования (12), (14) образуют представление группы GL(2) ⊗ GL(2) и
включают однопараметрическую подгруппу преобразований ХЛР (3).
3. Итак, помимо хорошо известной инвариантности относительно группы

C(1, 3) ⊗ H уравнения Максвелла обладают дополнительной нелокальной сим-
метрией относительно преобразований (12), (14). Еще более высокую дополни-
тельную симметрию имеют уравнения для вектор-потенциала электромагнитного
поля

�Aµ = 0,
∂µA

µ = 0.
(15)

Теорема 2 [16]. Уравнения (15) инвариантны относительно алгебры Ли груп-
пы GL(3). Базисные элементы этой алгебры на множестве решений уравне-
ний (15) имеют вид

(FabA)µ =
1
p2

(
gµ0 p0pa − gµap

2
0

)
Ab, a, b = 1, 2, 3, (16)

где gνµ — матричный тензор, gνν = (1,−1,−1,−1), 1
p2 — интегральный опера-

тор

1
p2
f(t, �x) =

∫
d3x′ f(t, �x ′)
|�x− �x ′| . (17)

Доказательство приведено в [16]. Можно убедиться непосредственной провер-
кой, что преобразованные функции (16) удовлетворяют уравнениям (15) и что
операторы Fab образуют алгебру, изоморфную алгебре Ли группы GL(3)

[Fab, Fcd] = δbcFad − δadFcb. (18)

Генераторы (16) принадлежат классу нелокальных (интегродифференциальных)
операторов и в силу этого не могут быть найдены в классическом подходе Ли.
4. Какие же законы сохранения соответствуют симметрии, установленной в

изложенных выше теоремах? К сожалению, эти законы невозможно получить
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используя теорему Нетер в общепринятой формулировке, поскольку скрытая сим-
метрия уравнений Максвелла имеет нелокальный характер. Поэтому мы просто
воспользуемся тем фактом, что каждому базисному элементу АИ уравнений Ма-
ксвелла можно поставить в соответствие четырехвектор тока

J0
A = Ψ†MQAΨ, JaA = −Ψ†Mσ2SaQAΨ, (19)

удовлетворяющий уравнению непрерывности

∂µJ
µ
A = 0. (20)

Здесь Ψ — вектор-функция (4), σ2, Sa — матрицы (5), M — произвольный опера-
тор, удовлетворяющий условию[

i
∂

∂t
+ σ2

�S · �p,M
]

Ψ = 0.

По теореме Остроградского–Гаусса из (19), (20) заключаем, что интегральные
комбинации

BA =
∫
d3xJ0

A =
∫
d3xΨ†MQAΨ (21)

сохраняются во времени. Таким путем можно получить как классические инте-
гралы движения, так и новые законы сохранения, соответствующие нелиевской
симметрии уравнений Максвелла. Оператор M может быть выбран исходя из тре-
бования, чтобы интегралы движения (21) допускали четкую физическую интер-
претацию. Этому требованию соответствует выбор

M = −σ2
�S · �p
p2

, (22)

где 1
p2 — интегральный оператор (17). Действительно, подставив (22) в (21) и

выбирая {QA} = {Pµ, Jµν}, где Pµ и Jµν — генераторы группы Пуанкаре, приходим
к классическим выражениям для импульса, энергии углового момента и центра
энергии электромагнитного поля. Подстановка в (21) операторов (7) приводит к
следующим результатам:

〈Q1〉 =
∫
d3p

ϕp

{∑
a

[
fẼa(t,−�p )H̃a(t, �p ) + p2

a
˙̃Ea(t,−�p ) ˙̃Ha(t, �p )

]}
,

f = p2
1p

2
2 + p2

1p
2
3 + p2

2p
2
3;

(23а)

〈Q2〉 =
∫
d3p

2p2

{
�p ·
[
�̃E(t,−�p ) × �̃E(t, �p ) + �̃H(t,−�p ) × �̃H(t, �p )

]}
; (23б)

〈Q3〉 =
∫

d3p

2ϕp

{
f
[
�̃H(t, �p ) �̃H(t,−�p ) − �̃E(t, �p )�̃E(t,−�p )

]
+

+
∑
a

p2
a

[
˙̃Ha(t, �p ) ˙̃Ha(t,−�p ) − ˙̃Ea(t, �p ) ˙̃Ea(t,−�p )

]}
;

(23в)
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〈Q8〉 =
∫
d3p

2p

[
�̃E(t, �p ) · �̃E(t,−�p ) + �̃H(t, �p ) · �̃H(t,−�p )

]
; (23г)

〈Q4〉 = 〈Q5〉 = 〈Q6〉 = 〈Q7〉 = 0, Ȧ =
∂A

∂t
. (23д)

Таким образом, помимо классических интегралов движения для электромагни-
тного поля в силу дополнительной симметрии уравнений Максвелла, описываемой
теоремой 1, сохраняются во времени интегральные комбинации (23).

Аналогично получаем, что из симметрии уравнений (15) относительно алгебры
(16) следует сохранение во времени интегралов

Sa =
i

2
εabc

∫
Ab(t, �x)

↔
p 0Ac(t, �x) d3x, p0 = i

∂

∂t
, (24а)

Σab =
1
2

∫ {
Aa(t, �x)

↔
p 0

[
p0

p
Ab(t, �x)

]
+Ab(t, �x)

↔
p 0

[
p0

p
Aa(t, �x)

]}
d3x, (24б)

Формулы (24а) определяют спин векторного поля [15]. Мы видим, что из допол-
нительной симметрии уравнений для вектор-потенциала, описываемой теоремой 2,
следует сохранение во времени еще шести интегральных комбинаций (24б). Особо
простой вид интегралы (24) принимают в импульсном пространстве. Полагая

Aµ(x) =
∫
d4k δ

(
k2
0 − k2

)
exp(−ikx)Aµ(k),

получаем

Sa = iεabc

∫
d3k A+

b (�k)A−
c (�k),

Σab = 2
∫
d3k
{
A+
a (k)A−

b (k) −A+
b (k)A−

a (k)
}
,

(25)

где

A±
c (�k) =

θ(k0)√
2k0

Ac(±k).

В заключение обсудим физическую интерпретацию интегралов движения
(23), (24). Можно показать, что если электромагнитное поле представляет собой
плоскую волну, то формулы (23а)–(23в) задают параметры Стокса, описывающие
поляризацию этой волны. В общем случае интегралы (23а)–(23в) можно рассма-
тривать как некое обобщение этих параметров на случаи произвольных решений
уравнений Максвелла. Что же касается соотношений (24), то в случае монохрома-
тической волны они могут быть сведены к матричным элементам поляризационной
матрицы плотности для поля со спином 1.

Таким образом, нелиевская симметрия уравнений движения может использо-
ваться для описания поляризационных свойств электромагнитного поля. То же
самое можно сказать и о релятивистских уравнениях для частиц с отличной от
нуля массой и произвольным спином, например, нелиевская симметрия уравнения
Дирака [12] может быть использована при описании поляризации электрона [18].
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On one- and two-particle Galilei-invariant
wave equations for any spin
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN

The problem of the motion of any spin charged particle in Coulomb field is solved by
using the Galilei-invariant wave equations, which have been obtained by the authors
recently. Galilei-invariant motion equations for a system of two interacting particles of
any spin are deduced.

Решается проблема движения заряженной частицы с произвольным спином в Куло-
новском поле, используя волновые уравнения, инвариантные относительно преобра-
зований Галилея, которые были получены авторами ранее. Выводятся уравнения
движения, инвариантные относительно преобразований Галилея, для системы двух
взаимодействующих частиц с произвольным спином.

1. Introduction
The description of motion of the a charged spinning particle in a central field is one

of the important problems of quantum mechanics. But the formulation of this problem
for particles with spin s > 1

2 is confronted with principle difficulties because of such
fundamental relativistic equations as Kemmer–Duffin, Proca ones and others lead to
contradictions when one tries to depict the interaction of the spin-one particle with the
Coulomb field. Among them are the particle fall on centrum, the absence of stable
solutions, nonrenormalizability and many others [1, 2]. The well-known paradoxes
which arise by relativistic description of the interaction of highest-spin particles with
an electromagnetic field are connected with the breakdown of causality (see, e.g.,
[3]).

In the present paper the problem of a the motion of charged particle with any spin
in Coulomb field is solved by using Galilei-invariant wave equations (GIWE). The
interest for such equations has been awaked by the paper of Levi-Leblond [4], who
has obtained the GJWE for a particle of spin 1

2 . The Levi-Leblond equation аs well
as Dirac one gives the correct description of Pauli interaction of particle spin with a
magnetic field. Unfortunately neither Levi-Leblond equation nor its generalization for
any spin, obtained by Hagen and Hurley [5, 6], take into account such an important
physical effect as spin-orbit coupling.

In papers [7–11] the GIWE for any spin particles are found which describe the
spin-orbit interaction. These equations do not have pretensions to give a complete
description of charged-particle interaction with an electromagnetic field, but they
design adequately the physical situation in the cases in which the particle energy
is too small to be enough for the pair creation, — i.e. when the one-particle Dirac
equation is applicable. In spite of the absence of relativistic invariance, the equations
found in [7–11] describe correctly the spin-orbit, Darwin and quadrupole couplings
of any spin particle with an external field. It means specifically that the mentioned
couplings are not to be interpreted as a relativistic corrections without fail, but may
be described consistently in the frame of the Galilean-invariant approach.

Nuovo Cimento A, 1984, 81, № 3, P. 644–660.
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In this paper the explicit solutions of GIWE [9, 10] are found for the case of
interaction of any spin particle with Coulomb field. The analog of Sommerfeld formula
for any spin is obtained. It is demonstrated that by the solution of GIWE the diffi-
culties do not arise, which characterize the relativistic equations, but at the same
time the fine structure of Galilean particle spectrum contains the contribution from
spin-orbit coupling.

Besides the problem of the description of particle interaction with an external field
the two-body quantum-mechanical problem is of great interest for physics. In the last
years such an interest is additionally stimulated by the successes in meson masses
description in the frame of quark models.

In present paper, starting from one-particle equations [7, 9, 10] two-body GIWE
are derived for particles of any spin. For the case in which the particle spins are equal
to 1

2 the equation is obtained, which leads to the same fine and hyperfine spectrum
structure as the Breit one [12] and is explicitly invariant under the Galilei group,
whereas the Breit equation is invariant neitlier under Galilean group nor under the
Poincaré one.

2. GIWE of first order
Here we consider the systems of partial differential equations of a from

LΨ ≡ (βµpµ + β5m) Ψ = 0, µ = 0, 1, 2, 3, (2.1)

where p0 = i(∂/∂t), pa = i(∂/∂xa), βµ and β5 are (n× n)-dimensional square matri-
ces, Ψ is n-component function, m is c-number.

A great deal of papers are devoted to the description of relativistic equations of
type (2.1), but Galilean-invariant equations of first order remain almost nonstudied
ones.

A wide class of GIWE of type (2.1) is obtained in papers [9, 10], the main result
of which are used here.

Equation (2.1) is invariant under Galilei transformations

x→ x′ = Rx+ vt+ a, t→ t′ = t+ b (2.2)

if a set of (n× n)-dimensional matrices Sa and λa (a = 1, 2, 3) exists, which satisfies
the relations [9, 10]

[Sa, Sb] = iεabcSc, [Sa, λb] = iεabcλc, [λa, λb] = 0; (2.3)

λ†aβ0 − β0λa = 0, λ†aβ5 − β5λa = iβa,

λ†aβb − βbλa = −iδabβ0, [Sa, β5] = [Sa, β0] = 0.
(2.4)

If eq.(2.1) admits the Lagrangian formulation, eqs.(2.3), (2.4) give necessary and
sufficient conditions of its Galilean invariance [9]. The sufficiency of these conditions
is rather obvious, as soon as the following relations may be obtained from (2.3), (2.4):

[L,Pµ] = [L, Ja] = 0, [L,Ga] =
(
λ†a − λa

)
L, (2.5)

where Pµ, Ja, Ga are the Galilei group generators

P0 = i
∂

∂t
, Pa = pa = −i ∂

∂xa
,

Ja = εabcxbpc + Sa, Ga = tpa −mxa + λa.

(2.6)
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One concludes from (2.5) that the Lie algebra of Galilei group is realized on the set
of eq.(2.1) solutions.

So, to describe all GIWE in the form (2.1), it is necessary to solve the system of
matrix relations (2.3), (2.4). The simplest (i.e. realized by the matrices of minimal
dimensions) solutions of these relations are [10]

β0 =
(
ann ⊗ I 0

0 0n−1n−1 ⊗ 1̂

)
, β5 = 2

(
bnn ⊗ I 0

0 cn−1n−1 ⊗ 1̂

)
,

βa =
i

s

(
dnn ⊗ Ŝa enn−1 ⊗K†

a

(enn−1)† ⊗Ka 0n−1n−1 ⊗ 1̂

)
,

Sa =
(
Inn ⊗ Ŝa 0

0 In−1n−1 ⊗ Ŝ′
a

)
,

λa =
1
2s

(
fn ⊗ Ŝa gnn−1 ⊗K†

a

hn−1n ⊗Ka 0n−1n−1 ⊗ 1̂

)
,

(2.7)

where Ŝa and Ŝ′
a are the matrices, which realize irreducible representations D(s) and

D(s−1) of O3 algebra, Ka are the (2s−1)×(2s+1)-dimensional matrices, determined
by the relations

KaŜb − Ŝ′
bKa = iεabcKc, SaSb +K†

aKb = isεabcSc + s2δab, (2.8)

I and 1̂ are unit matrices of dimension (2s+1)× (2s+1) and (2s− 1)× (2s− 1). The
symbols Anl signify (n × l)-dimensional matrices (n = 2, 3), whose nonzero matrix
elements are

(a22)11 = (b22)22 = c2c11 = (d22)12 = −(d22)21 = c(e21)11 =
= (f22)21 = c−1(h12)11 = (I22)jj = 1, j = 1, 2,

(2.9)

(a33)12 = (a33)21 = (b33)23 = a(b33)13 = a(b33)22 = a(b33)31 =
= 2a2(b33)12 = 2a2(b33)21 = −a(c22)11 = −(d33)31 = (d33)13 =
= (f33)21 = (f33)32 = c−1(h23)11 = c−1(h23)22 = −c−1(g32)31 = 1,

(c22)12 = (c22)21 = c−1(e32)12 = s− 1, (e32)21 = cs,

(I33)jj = 1, j = 1, 2, 3,

(2.10)

where c = 2s− 1, a is an arbitrary parameter.
The formulae (2.1), (2,7), (2.9) determine the GIWE, which are equivalent to

Hagen–Hurley ones [5, 6]. These equations may be interpreted as Galilean-invariant
motion equations of a free particle with spin s [6].

Equations (2.1) (2.7), (2.10) also describe a free Galilean particle of spin s and mass
m, but in contrast to (2.1), (2.7), (2.9) these equations after minimal substitution

pµ → πµ = pµ − eAµ (2.11)

describe the spin-orbit coupling of a particle with a field. They are just the equations
to be used to solve the problem of any spin particle motion in Coulomb field.
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3. Equations in the Schrödinqer form
Consider together with (2.1) GIWE for spin-s particle in the Schrödinger form

i
∂

∂t
Ψ = Hs(p)Ψ, (3.1)

where Hs(p) is second-order differential operator, Ψ is 2(2s + 1)-component wave
function. Such equations will be used as a basis for a construction of two-particle
GIWE.

Equation (3.1) is invariant under Galilei transformations (2.2), if the Hamiltonian
Hs, satisfy the following commutation relations:

[Hs, Pa] = [Hs, Ja] = 0, [Hs, Ga] = iPa, (3.2)

where Pa, Ga, Ja are the Galilei group generators (2.6). Without loss of generality
the matrices Sa and λa from (2.6) may be taken in the form

Sa =
(
Ŝa 0
0 Ŝa

)
, λa =

(
0 0
Ŝa 0

)
, (3.3)

where Ŝa are the generators of irreducible representation D(s) of O3 group, 0 is the
(2s+ 1)-row zero matrix.

The generators (2.6), (3.3) form (together with Hs) the Lie algebra of extended
Galilei group, satisfying the following commutation relations:

[Pµ, Pν ] = [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = iδabm,

[m,Ja] = [m,Pµ] = [m,Ga] = 0, [Ja, {Pb, Gb, Jb}] = iεabc{Pc, Gc, Jc}.
(3.4)

Algebra {Pµ, Ja, Ga,m} has three invariant (Casimir) operators

C1 = P0 − P 2

2m
, C2 = m, C3 =

∑
s

(mJa − εabcpbGc)2. (3.5)

The eigenvalues of the operators C1, C2 and C3 are associated with internal energy,
mass and square of the spin of a particle, described by eq.(3.1).

So the problem of finding GIWE in the form (3.1) reduces to the determination of
explicit expressions of operators Hs, satisfying the relations (3.2), (2.6), (3.3). In [7,
9, 10] the Hamiltonians Hs have been obtained in such a form:

Hs = σ1m+ 2σ3Sapa +
1

2m
Cabpapb, (3.6)

where

Cab = δab − 2(σ1 − iσ2)(SaSb + SbSa), (3.7)

σa are 2(2s + 1)-row Pauli matrices, commuting with Sa (3.3). One can make sure
directly that the operators (3.6), (2.6), (3.3) satisfy conditions (3.2), and the operators
(3.5) eigenvalues are equal to

c1 = ±m, c2 = m, c3 = m2s(s+ 1).

Therefore, one concludes that eqs.(3.1), (3.6) are Galilean invariant and describe a
nonrelativistic partic1es of mass m and spin s.
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The motion equation for a charged particle in an external electromagnetic field can
be obtained from (3.1), (3.6) via standard substitution (2.11). As a result one obtains

i
∂

∂t
Ψ =

(
σ1m+ 2σ3Saπa +

1
2m

Cabπaπb + eA0

)
Ψ. (3.8)

Equation (3.8) (as well as the first-order equation (2.1) after substitution (2.11))
will be invariant under Galilei transformations [10] if the vector potential will be
similtaneously transformed according to [4]

A→ A′ = RA, A0 → A′
0 = A0 + V ·A. (3.9)

It is demonstrated in [7, 9] that eq.(3.8) describes dipole, quadrupole and spin-
orbit coupling of a charged particle with an external field. In the case s = 1

2 such a
description is in good accordance with that given by Dirac equation.

4. Energy spectrum of any spin particle in Coulomb field
In this section GIWE are applied to solve the problem of the description of any

spin particle movement in Coulombic field.
After minimal substitution (2.11) one comes from (2.1) to the equation

L(π)Ψ = 0, L(π) = βµπ
µ + β5m. (4.1)

Here we find the exact solutions of eqs.(4.1), (2.7), (2.10) for the case in which the
external field is reduced to Coulomb potential

A = 0, A0 = −ze
x
. (4.2)

Simultaneonsly we obtain an approximate solution of Schrödinger type equation (3.8),
(4.2).

To simplify eqs.(4.1), (2.7), (2.10), it is convenient to use the transformation

Ψ → Ψ′ = U−1Ψ, L(π) → L′(π) = U†L(π)U, (4.3)

where U = exp[i((λ · p)/m)]. As a result, using Campbell–Hausdorf formula and
taking into account relations (2.4), one obtains the following equivalent equation:

L′(π)Ψ′ ≡
[
β0

(
π0 − p2

2m
+

e

m
λ ·E

)
+ β5m

]
Ψ′ = 0, E =

−ezx
x3

. (4.4)

Let us use the notation

Ψ′ = column (Ψ1,Ψ2,Ψ3, χ1, χ2), (4.5)

where Ψa are (2s+ 1)-component functions, χα are (2s+ 1)-component ones. Substi-
tuting (4.5) into (4.4), one obtains using (2.7), (2.8), (2.10)(

p0 +
ze2

x
− p2

2m
− ze2g

2sm
Ŝ · x
x3

)
Ψ1, g =

a

2
. (4.6)

According to (4.4), (2.7), (2.10), χ1 = χ2 = 0 and the functions Ψ2, Ψ3 are
expressed via Ψ1:

Ψ2 = −1
a
Ψ1, Ψ3 = − 1

2m

(
π0 − p2

2m
− m

a2

)
Ψ1. (4.7)
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So eqs.(4.1), (4.2), (2.7), (2.10) reduce to eq.(4.6) for the (2s + 1)-component wave
function Ψ1. It is demonstrated in [7, 9] that Schrödinger-type equations (3.8), (4.2)
also may be reduced to eq.(4.6) (with g = ±s) by the consequent approximate
transformations of Foldy–Wouthuysen [13] type.

The solutions of eq.(4.6), which correspond to states with energy ε, can be written
in a form Ψ1 = exp[−iεt]Ψ(x). Taking into account the symmetry of eq.(4.6) under
group O3, it is convenient to represent Ψ(x) as a linear combination of spherical
spinors

Ψ(x) = ϕλ(x)Ωsj j−λm,

λ = −s,−s+ 1, . . . ,−s+ 2nsj , nsj = min(s, j),
(4.8)

where Ωsj j−λm = Ωsj j−λm(x/x) are the eigenfunction of the operators J2, J3 and

L2 (J = x × p + Ŝ ≡ L + S) with eigenvalues j(j + 1), m, and (j − λ)(j − λ + 1).
Substituting (4.8) into (4.6), one obtains the following equations for radial functions
ϕλ(x):

Dϕλ(x) = x−2bλλ′ϕλ′ , (4.9)

where

D = 2m
(
ε+

α

x

)
+

d2

dx2
+

2
x

d

dx
− j(j + 1)

x2
,

bλλ′ =
[
λ2 − λ(2j + 1)

]
δλλ′ +

gα

s
aλλ′ , α = ze2,

(4.10)

aλλ′ are the matrix elements of operator S · x/x in basis {Ωsj j−λm}, determined by
the relation

S · x
x

Ωsi j−λm = aλλ′Ωsj j−λ′m. (4.11)

The values of aλλ′ for s = 1
2 are well known (see, e.g., [14]). These values for spin

are calculated in the appendix and are

aλλ′ = −1
2
(δλλ′+1aλ+s + δλλ′−1aλ+s+1),

aµ =
[
µ(dj − µ)(ds − µ)(djs − µ)

(dsj − 2µ− 1)(dsj − 2µ+ 1)

]1/2
,

(4.12)

where

ds = 2s+ 1, dj = 2j + 1, dsj = ds + dj ,

µ = s+ λ = 0, 1, 2, . . . , 2nsj , nsj = min(s, j).
(4.13)

The matrix ‖bλλ′‖ commutes with the operator D (4.10) and is diagonalizable, so
the system (4.9) can be reduced to the system of noncoupled equations

Dϕ = x−2bsjϕ, (4.14)

where D is operator (4.9), bsj are the matrix ‖bλλ′‖ eigenvalues. Any equation (4.14)
in ones turn reduces to the well-known equation [15]

z
d2y

dz2
+
dy

dz
+
(
β − z

4
− k2

4z

)
y = 0, (4.15)
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where

y =
√
zϕ, z = 2

√−2mεx, β =

√−m
2ε

α2, k2 = d2
j + 4bsj . (4.16)

The eq.(4.15) solutions for coupled states |ε < 0| are expressed via Laguerre polino-
mials, and parameter β takes the values [15]

β =
k + 1

2
+ n′, n′ = 0, 1, 2, . . . . (4.17)

From (4.16), (4.17) one obtains

ε = − mα2(√(
j + 1

2

)2 + bsj + n′ + 1
2

)2 . (4.18)

Formula (4.18) gives the energy levels of a nonrelativistic spinning particle in
Coulomb field. Parameter bsj in (4.18) takes the values determined as the roots of the
matrix (4.10) characteristic equation

det ‖bλλ′ − bsjδλλ′‖ ≡ det
∥∥∥(λ2 − λdj − bsj

)
δλλ′ +

αg

s
aλλ′

∥∥∥ = 0, (4.19)

where aλλ′ are given in (4.12). The eq.(4.18) solutions and the analysis of spectrum
(4.18) are given in the next section.

5. Discussion of formula (4.18)
Formula (4.19) determines an algebraic equation of order 2nsj + 1. This equation

can be resolved in radicals only for s ≤ 3
2 or j ≤ 3

2 . To analyse the spectrum (4.18)
for arbitrary s and j it is convenient represent the eq.(4.19) solutions in such a form:

bsj = λ2 − λdj + (gα)2bsj + o(gα)4, (5.1)

where we suppose that α � 1. By using (4.12), (4.19), (5.1), it is not difficult to
obtain the explicit expressions for

bsjλ =
1

8s2

(
a2
λ+s

j + 1 − λ
− a2

λ+s+1

j − λ

)
, (5.2)

where aµ are the coefficients (4.12).
Using (5.2) and expanding the function (4.18) in powers of α2, one obtains

ε = −mα
2

n2
+
mg2α4bsjλ
n2
(
l + 1

2

) + o
(
α6
)
,

n = n′ + j − λ+ 1 = 1, 2, . . . , l = j − λ = 0, 1, . . . , n− 1.

(5.3)

Formula (5.3) determines the fine structure of the energy spectrum of any spin
particle in Coulomb field. The parameters bsjλ in (5.3) are easily calculated by formulae
(5.2), (4.12).

The first member on the r.h.s. of (5.3) gives the well-known Schrödinger energy
levels of a nonrelativistic particle in Coulombic field. The second term gives the
correction of order α4 which is connected with the existence of particle spin. As will
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be shown below, this correction corresponds to spin-orbit and Darwin coupling of a
particle with a field.

According to (5.2), (5.3) any energy level, corresponding to possible value of main
quantum number n, is splitted to n−1 sublevels, corresponding to possible values of l.
Besides any level with fixed n and l is additionally splitted into sublevels, the number
of which is 2nsj + 1, nsj = min(s, j). In contrary to the relativistic case the energy
levels of a nonrelativistic particle of spin 1

2 in Coulomb field are nondegenerated.
Consider the spectrum (5.2), (5.3) for s ≤ 1 and j ≤ 1. Using (4.12), one obtains

from (5.2)

b0jλ = 0, λ = 0; b
1
2 j

λ = 2λd−1
j , λ = ±1

2
;

b1jλ = λ
dj + λ

2dj(dj − λ)
− 2(1 − λ2)

d2
j − 1

, λ =
{ −1, j = 0,

−1, 0, 1, j �= 0;

bs0λ = 0, λ = −s; b
s 1

2
λ = (−1)s+λ+1(2sds)−1, λ = −s,−s+

1
2
;

bs1λ =
(s+ λ− 1)(ds + s+ λ− 1)

2sds(ds − s− λ+ 1)
+

(s+ λ− 1)2 − 1
2s2(s+ 1)

,

λ = −s,−s+ 1,−s+ 2.

(5.4)

For s = 0 formulae (5.3), (5.4) give the well-known energy spectrum of a spinless
nonrelativistic particle in Coulomb field. For s = 1

2 one obtains from (5.3), (5.4)

ε = −mα
2

n2
+

λmg2α4

n3
(
l + 1

2

) (
l + 1

2 + λ
) , λ = ±1

2
. (5.5)

It is interesting to compare (5.5) with the fine-structure formula for a Dirac electron
interacting with Coulomb field. One can make sure itself that for g2 = −1 the energy
levels (5.5) may be represented as

ε = εD −
〈

p4

8m2

〉
, (5.6)

where εD gives the energy levels of a Dirac electron in Coulombic field, and average
is taken in Schrödinger wave functions.

According to (5.6), formula (5.5) takes into account all “relativistic” corrections
predicted by Dirac equation, except the relativistic kinetic-energy correction 〈p4/8m2〉.
It means that formula (5.5) takes into account the contributions of spin-orbit and
Darwin couplings, and so these couplings may be described in frame of Galilei-
invariant theory.

Let us give for the completeness the exact solutions of eqs.(4.19) for s ≤ 1 and
j ≤ 1

b0j = 0, b
1
2 j =

1
4
± 1

2

√
d2
j + 4(gα)2,

b1
1
2 =

c

3
+ 2

√−c cos
[
1
3

(
γ + λ

π

2

)]
, λ = 0,±1, j �= 0,

bs0 = 0, bs
1
2 =

1
4
(d2
s − 3) ± 1

2

√
d2
s +
(gα
s

)2

,

(5.7)
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bs1 = s(s+ 1) − 2 +
d

3
+ 2

√−d cos
[
1
3

(
ξ + µ

π

2

)]
, µ = 0,±1, s �= 0,

where

cos γ =
b√−c3 , b =

2
3
(gα)2 +

1
3
d2
j −

1
27
, a = −(gα)2 − 4

27
− b,

cos ξ =
f√−d3

, f =
2
3

(gα
s

)2

+
1
3
d2
s −

1
27
, d = −

(gα
s

)2

− 4
27

− f.

Contrary to the approximate formulae (5.3), (5.4) relations (4.18), (5.7) give the
exact values of the energy levels predicted by eqs.(4.1), (4.2). Using (4.18), (4.19) it
is not difficult to obtain the exact spectrum also for s = 3

2 and any j, and for j = 3
2

and any s. We do not give the corresponding cumber-some formulae here.

6. Two-particle equations
The Breit equation [12] is an important and often used one in the quantum-

mechanical two-body problem. Besides a lot of incontrovertible merits, this equation
has the shortcoming of principle — it is not invariant either under Poincaré or under
Galilei group. So the Breit equation does not satisfy any relativity principle accepted
in physics.

In this section we find two-particle wave equation, which describes the system of
electrically charged spin-12 particles with the same accuracy as the Breit equation,
but is Galilei invariant.

Starting from one-particle Schrödinger-like GIWE (3.1), one may write the equa-
tion for a system of two noninteracting particles in such a form:

i
∂

∂t
Ψ
(
t,x(1),x(2)

)
=
(
Hs(1) +Hs(2)

)
Ψ
(
t,x(1),x(2)

)
, (6.1)

where Ψ
(
t,x(1),x(2)

)
is the 2(2s(1) + 1) × 2(2s(2) + 1)-component wave function,

Hs(1) and Hs(2) are the Hamiltonians of the first and second particle — i.e. differential
operators of form (3.6). Here and below we use the indices (1) and (2) to distinquish
the quantitics related to the first and second particle.

Equation (6.1) is manifestly invariant under Galilei group. The Galilei group
generators on the set of eq.(6.1) solutions are represented as a direct sum of single-
particle generators (2.6), (3.3).

It is convenient to arrive at (6.1) from individual variables x(1) and x(2) to c.m.
ones. Previously we transform eq.(6.1) to such a representation, in which the internal
energy operator

C1 = Hs(1) +Hs(2) −
P 2

2(m(1) +m(2))

does not depend on total momentum P = p(1) + p(2). Using for this purpose the
transformation operator (compare (4.3))

U = exp
[
iλ · P
M

]
, λ = λ(1) + λ(2), M = m(1) +m(2), (6.2)
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where λ(α) =
(
σ

(α)
1 − iσ

(α)
2

)
S(α), α = 1, 2, one obtains from (6.1) the following

equivalent equation:

i
∂

∂t
Φ = ĤΦ, Φ = UΦ, Ĥ = UHU−1 =

P 2

2M
+ E, (6.3)

where E is the internal energy operator

E = σ
(1)
1 m(1) + σ

(2)
1 m(2) + 2σ(1)

3 S(1) · p− 2σ(2)
3 S(2) · p+

+
[

1
µ
−
(
σ

(1)
1 − iσ

(1)
2

) 1
m(1)

−
(
σ

(2)
1 − iσ

(2)
2

) 1
m(2)

]
p2

2
,

µ =
m(1)m(2)

M
, p =

m(1)p
(1) −m(2)p

(2)

M
.

(6.4)

So to describe the system of free nonrelativistic particles of spins s(1) and s(2)
one may use the motion equation (6.1) in single particle variables, or eq.(6.3) in c.m.
ones. The Galilei group generators on the sets of this equation solutions have the
form

P0 = Hs(1) +Hs(2) , P = p(1) + p(2),

J = x(1) × p(1) + x(2) × p(2) + S(1) + S(2),

G = tP −m(1)x
(1) −m(2)x

(2) + λ

(6.5)

for eq.(6.1), and

P 1
0 = Ĥ + E +

P 2

2m
, P ′ = −i ∂

∂X
,

J ′ = X + P + S, S = x× p+ S(1) + S(2),

G′ = tP −MX, X =
(
m(1)x

(1) +m(2)x
(2)
)
M 1 , x = x(1) − x(2),

(6.6)

for eq.(6.3).
Starting from (6.1) or (6.3) one may look for motion equation for interacting

particles in such a form:

i
∂

∂t
Ψ = [Hs(1) +Hs(2) + V ]Ψ, (6.7)

or

i
∂

∂t
Φ = [H + V̂ ]Φ, (6.8)

where V and V̂ are interaction Hamiltonians. The requirement of Galilei invariance
reduces to commutation of operators V and V̂ with generators (6.5) and (6.6). It
means that the operators can depend upon internal variables x and p only and be
scalars under spatial rotations. Besides that V must satisfy the condition

[V,λ] = 0. (6.9)
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It follows from (6.3), (6.9) that eq.(6.7) may be reduced to the from (6.8) using
the transformation operator (6.2). So formula (6.8) gives a wider class of GIWE, as
soon as eq.(6.8) in general is not reducible to the form (6.7).

So the condition of Galilei invariance give a wide choice of interaction Hamilto-
nians. Consider some examples which are interesting from the physical point of view.

1) Central potential V̂ = If(x), where I is the unit matrix. The corresponding
equation (6.3) in the c.m. frame takes the form

i
∂

∂t
Φ(t,x) = H(x,p)Φ(t,x), (6.10)

where H(x,p) = E + If(x), E is operator (6.4).
To analyse eq.(6.10) we suppose the momentum p to be small enough: p2 � m2.

Applying to (6.10) the standard approximate diagonalization procedure of Barker–
Glover–Chraplivy (BGC) [16], one comes to Hamiltonian

H ′ = σ
(1)
1 m(1) + σ

(2)
1 m(2) +

p2

2µ
+ If(x)+

+
1
x

[
σ

(1)
1

S(1) · x× p
2m(1)

+ σ
(2)
1

S(2) · x× p
2m(2)

]
∂f

∂x
.

(6.11)

In spite of the spin independence of V̂ , the approximate Hamiltonian (6.11) con-
tains terms, which correspond to-spin-orbit coupling.

2) Breit potential

VB = −e
2

x
+ 2σ(1)

3 σ
(2)
3

e2

x

S(1) · S(2) +

(
S(1) · x

)(
S(2) · x

)
x2

 . (6.12)

The BGC reduction for Hamiltonian ĤB = E+VB , where E and V̂ are given in (6.4),
(6.12), leads to the following result:

H → P 2

2M
+H int, (6.13)

where

H int = σ
(1)
1 m(1) + σ

(2)
1 m(2) +

p2

2µ
− e2

x
− e2σ

(1)
1 σ

(2)
1

2µM

(
p

1
x
· p+ p · x 1

x2
x · p

)
+

+
e2

x3

[
σ

(1)
1 σ

(2)
1

2m(1)m(2)

(
S(1) + S(2)

)
+

1
2m2

(1)

S(1) +
1

2m2
(2)

S(2)

]
· x× p−

− e2σ
(1)
1 σ

(2)
1

2m(1)m(2)x3

(
S(1) · S(2) − 3S(1) · xS(2) · x

x2

)
+

+4πe2
(

2
3
σ

(1)
1 σ

(2)
1

m(1)m(2)
S(1) · S(2) +

1
8m2

(1)

+
1

8m2
(2)

)
δ(x).
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On the set of functions, satisfying σ(1)
1 Ψ = σ

(2)
1 Ψ = Ψ, Hamiltonian (6.14) may be

represented as

H int = HB +
p4

8

(
1

m3
(1)

+
1

m3
(2)

)
,

where HB is the approximate Breit Hamiltonian in the c.m. frame [16]. So GIWE
(6.8) with potential (6.12) leads in approximation 1/m2 to the results, which are
analogous to the ones predicted by Breit equation, but do not take into account the
relativistic correction to kinetic energy.

3) Let us give the example of potential V̂ ′, which, being substituted into (6.8),
leads to the equation, which is Galilei invariant and is equivalent in approximation
1/m2 to the Breit one,

V̂ ′ =
e(1)e(2)

x

[
1 − 2σ(1)

3 σ
(2)
3

(
aS(1) · S(2) + b

S(1) · xS(2) · x
x2

)]
+

+iνe(1)e(2)

{(
1 − λ̃(1) − λ̃(2)

)[( λ̃(1)

2m(1)
+
λ̃(2)

m(2)

)
S(1) −

(
λ̃(2)

2m(2)
+

+
λ̃(1)

m(1)

)
S(2)

]
x

x3
+ 2πiλ̃(1)λ̃(2)

(
1 + 2S(1) · S(2)

) δ(x)
m(1)m(2)

}
,

where

λ̃α = σ
(α)
1 − iσ

(α)
2 , α = 1 +

1
4
c, b = 1 +

1
2
c,

2ν = a+ b− 2, c =
(
m2

(1) +m2
(2)

) [
m(1)m(2)

(
m(1) +m(2)

)]−1
.

Applying the BGC reduction for the Hamiltonian H = E + V̂ ′, one obtains the
operator, which coincides for Ψ′ = 1

4 (1 + σ
(1)
1 )(1 + σ

(2)
1 )Ψ with the approximate Breit

Hamiltonian in the c.m. frame.
One may conclude from the above that two-particle GIWE can be successfully

applied for the description of interacting particles. The application of such equations
to concrete physical problems will be considered in future publications.

Appendix
Explicit expression for the operator (S · x)/x in spherical spinor basis

Spherical spinors Ωsj j−λm are (2s+ 1)-component functions with the components

(Ωsj j−λm)µ = Cjmj−λm−µsµYj−λm−µ, (A.1)

where Cjmj−λm−µsµ are Clebah–Gordan coefficients, Yj−λm−µ are spherical harmonics.
Substituting (A.1) into (4.11), choosing x̂ = x̂0 = (0, 0, 1) and taking into account that
[17]

Yj−λ 0(x̂0) =

√
2(j − λ) + 1

4π
, (S · x̂0)µµ′ = (S2)µµ′ = µδµµ′ , (A.2)
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one comes to the following system of linear algebraic equations for aλλ′ [18]:∑
λ′

(aλλ′ − µδλλ′)
√

2(j − λ) + 1Cjµj−λ′ 0sµ = 0, (A.3)

where

λ, λ′ = −s,−s+ 1, . . . ,−s+ 2nsj , nsj = min(s, j),
µ = −nsj ,−nsj + 1, . . . , nsj .

The solution of system (A.3) is given by formulae (4.12). For s ≤ 3
2 one has

specifically

s = 0, aλλ′ = 0, s =
1
2
, a 1

2 − 1
2

= a− 1
2

1
2

= −1;

s = 1, a10 = a01 = −
√

j

2j + 1
, a0−1 = a−1 0 = −

√
j + 1
2j + 1

, j �= 0;

s =
3
2
, a 3

2
1
2

= a 1
2

3
2

= −
√
j + 1
3j

, a− 3
2 − 1

2
= a− 1

2 − 3
2

= −
√

j

3(j + 1)
;

a 1
2 − 1

2
= a− 1

2
1
2

= −1
3

√
(2j + 3)(2j − 1)

j(j + 1)
, j �= 1

2
;

a− 1
2 − 3

2
= a− 3

2 − 1
2

= −1
3
, j =

1
2
.

The remaining coefficients aλλ′ for s ≤ 3
2 are equal to zero.
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Some exact solutions of the
many-dimensional sine-Gordon equation
W.I. FUSHCHYCH, Yu.N. SEHEDA

In the present paper we construct the multiparametrical families of exact solutions
of the many-dimensional nonlinear d’Alembert equation

�U = sinhU, (1)

where � = ∂2/∂x2
0 − · · · − ∂2/∂x2

n. This equation is concerned with some problems
of field theory [1]. In the case of n = 1 the analysis and the physical interpretation of
solutions of this equations are given in [2].

Up to date the inverse-scattering method is applied for solving two-dimensional
nonlinear equations (KdV, sine-Gordon, nonlinear Schrödinger and some others) main-
ly and the attempts to extend this method for solving many-dimensional equations
are not so successful.

To construct some classes of exact solutions of the many-dimensional equation (1),
we use group-theoretical ideas of Lie which were applied fruitfully by Birkhoff [3],
Sedov [4] and Ovsyannikov [5] to nonlinear equations of hydrodynamics.

The maximal local invariance group of eq.(1) is the Poincaré group P (1, n) of
rotations and translations of the (1 + n)-dimensional space R1,n.

We look for the solutions to eq.(1) of the form

U(x) = ϕ(ω), (2)

where ϕ is a function of the invariant variable ω only (for more details see [6]). We
use the following set of invariants which were presented in [7]. (Below the summation
convention is employed. The parameters αν , βν , . . . are arbitrary real constants.)

ω = (xνxν)1/2, (3a)

ω =
[
(βνyν)2 + yνy

ν
]1/2

, βνβ
ν = −1, (3b)

ω =
[
(βνyν)2 − yνy

ν
]1/2

, βνβ
ν = 1, (3c)

ω = ανx
ν , ανα

ν = l = ±1, , (3d)

ω =
1
2
(ανyν)2 + aβνy

ν , ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = l = ±1, (3e)

ω = βνy
ν + a lnανyν , a �= 0,

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν = l = ±1, yν = xν + aν ,

(3f)

a, aν are arbitrary constants.

Lettere al Nuovo Cimento, 1984, 41, № 14, P. 462–464.
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Substituting (2) into the many-dimensional partial differential eq.(1) we reduce it
to the ordinary differential equations

U ′ +
N1

ω
U ′ = sinhU (4a)

(cases (3a), (3b))

−U ′ − N2

ω
U ′ = sinhU, (4b)

(case (3c))

U ′ = l sinhU, l = ±1 (4c)

(cases (3d), (3e)).
Here N1 and N2 are natural numbers depending on the value of the space dimen-

sion n.
When N1 �= 0 and N2 �= 0 eqs.(4a) and (4b) cannot be solved in explicit form.

Taking l = 1 we have from (4c)

w =
∫

du√
2 coshU + C

,

C is an arbitrary constant. The solutions of eq.(1) are found by in inversion of elliptic
integrals [8]:

U = 2 tgh−1{sn (z, k)}, z =
√
C + 2
2

ω, k2 =
C − 2
C + 2

, C > 2, (5a)

U = 2 tgh−1{sin z}, z =
√

2ω, C = 2. (5b)

Writing the integration constant in the form

w =
∫

du√
2 coshU − C

we have analogously

U = cosh−1 2 − C sn2(ω, k)
2 cn2(ω, k)

, k2 =
C + 2

4
, 0 < C < 2, (5c)

U = cosh−1 C/2 − sn2(z, k)
cn2(z, k)

, z =
√
C + 2
2

ω, k2 =
4

C + 2
, C > 2, (5d)

U = 4 tgh−1 exp[ω], C = 2, (5e)

U = cosh−1{cn (ω, k)}−1, C = 0, k2 =
1
2
. (5f)

When l = −1 we have the solution

U = cosh−1

{
C

2
cn2(z, k) + sn2(z, k)

}
,

z =
√
C + 2
2

ω, k2 =
C − 2
C + 2

, C > 2.

(5g)

Here sn z and cn z are Jacobi elliptic functions.
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We add that in ref. [6, 7] the same way some solutions of the many-dimensional
equation �U = sinU are found. In [9] the solutions of this equation were obtained by
symmetry reduction.
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О некоторых точных решениях
многомерного уравнения Эйлера–Лагранжа

В.И. ФУЩИЧ, Н.И. СЕРОВ

В работах [1–3] исследована симметрия и найдены некоторые классы точных
решений нелинейного двумерного уравнения Эйлера–Лагранжа

u00

(
u2

1 + 1
)− 2u01u0u1 + u11

(
u2

0 − 1
)

= 0, (1)

где u = u(x), x = (x0, x1) ∈ R2, uµ ≡ ∂u
∂xµ

, µ = 0, 1.
В литературе часто (1) называют уравнением для минимальной поверхности,

или уравнением Борна–Инфельда.
Естественное многомерное обобщение уравнения (1) — уравнение

L1(u) = �u (1 − uνu
ν) + uµνu

µuν = 0. (2)

Уравнение вида [4]

λ1L1(u) + λ2L2(u) = 0, (3)

L2(u) = [(1 − uνu
ν) |uµν |]3/(n+4) (4)

есть обобщение как уравнения Эйлера–Лагранжа, так и многомерного уравнения
Монжа–Ампера. При λ1 = 0, λ2 �= 0 (3) совпадает с уравнением Монжа–Ампера
[4].

В (2)–(4) использованы следующие обозначения: u = u(x), x = (x0, x1, . . .,
xn−1) ∈ Rn, |uµν | — -определитель из вторых производных ∂2u

∂xµ∂xν
, т.е. гессиан;

µ, ν = 0, 1, . . . , n− 1, � — оператор Даламбера.
Настоящая статья посвящена построению некоторых классов точных решений

уравнения (2). Кроме того, показано, что среди множества всех дифференциаль-
ных уравнений в частных производных (ДУЧП) первого порядка существует един-
ственное уравнение — релятивистское уравнение Гамильтона, инвариантное отно-
сительно расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, n).

Для отыскания некоторого нетривиального множества функций, удовлетворя-
ющего уравнению (2), нужно знать его симметрийные свойства.

Теорема 1. Максимальной алгеброй инвариантности в смысле С. Ли уравнений
(2), (3) является расширенная алгебра Пуанкаре P̃ (1, n), базисные элементы
которой имеют вид

pA = igAB
∂

∂xB
, JAB = xApB − xBpA, A,B = 0, 1, . . . , n,

D = xAp
A, xn = u, pn = −i ∂

∂u
.

(5)

Доклады академии наук СССР, 1984, 278, № 4, С. 847–851.
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Теорема 1 доказывается с помощью метода Ли [5]. Из теоремы вытекает, что
уравнение Эйлера–Лагранжа инвариантно относительно вращений в пространстве
Rn+1, т.е. в пространстве с метрикой

s2 = xAx
A = xµx

µ − u2, µ = 0, 1, . . . , n− 1.

1. Решение уравнения (2), следуя [6], ищем в виде

u = ϕ(ω)f(x) + g(x) (6)

или

w0(x, u) = Ψ(w), (7)

где ϕ(ω) и Ψ(w) — неизвестные функции, зависящие от инвариантов ω, w0, w
группы (или подгруппы) P̃ (1, n); f(x), g(x) — известные функции. Формула (6),
если известны инварианты w0(x, u), w(x, u) и Ψ(w), задает решение (2) в неявном
виде.

В зависимости от явного вида инвариантов ω(x), w(x, u) и функций f(x), g(x)
получим различные классы функций, удовлетворяющих уравнению (2). Если

ω =
(aνxν)a

βνxν
, f(x) = βνx

ν , g(x) = 0, (8)

где a, αν , βν — произвольные параметры, удовлетворяющие условиям

ανα
ν = ανβ

ν = 0, βνβ
ν �= 0, (9)

то уравнение (2) с помощью подстановки (6) редуцируется к уравнению ϕ′′(ω) = 0.
Отсюда следует, что семейство функций

u = (ανxν)a + βνx
ν (10)

при условии (9) является решением уравнения (2).
Непосредственной проверкой можно убедиться, что функции вида

u = ϕ(ανxν)βνxν , (11)

где ϕ — произвольная дважды дифференцируемая функция инварианта ω = ανx
ν ,

aµ, βµ удовлетворяют условиям (9).
Используя подстановку (6) и ω = ανx

ν , f(x) = 1, g(x) = βνx
ν , непосредствен-

ной проверкой убеждаемся, что решением уравнения (2) являются функции

u = ϕ(ανxν) + βνx
ν , (12)

где параметры удовлетворяют условиям

(ανβν)2 + ανα
ν(1 − βνβ

ν) = 0. (13)

Рассмотрим случай

ω = xνx
ν , f(x) = 1, g(x) = 0.

В этом случае уравнение (2) редуцируется к уравнению Бернулли

2ωϕ′′ + nϕ′ − 4(n− 1)ωϕ′3 = 0.
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Следовательно, решение уравнения задается выражением

u = c1

√
xνxν∫
0

dt√
1 + c2t2n−2

, (14)

c1, c2 — произвольные постоянные. При c1 = 1, c2 = 0

u2 = xνx
ν .

Воспользуемся теперь инвариантами w0 и w, зависящими не только от x, но и
от независимой функции u. Рассмотрим простейший случай

w0(x, u) = αAx
A ≡ ανx

ν − αnu, ν = 0, 1, . . . , n− 1,
w(x, u) = βAx

A ≡ βνx
ν − βnu.

(15)

Используя подстановку (7) и инварианты (15), получим решение (2) в неявном
виде:

αAx
A = Ψ(βAxA), (16)

αAα
AβAβ

A − (αAβA)2 = 0, (17)

где Ψ — произвольная дважды дифференцируемая функция относительно w.
В том случае, когда

w0(x, u) = xAx
A ≡ xνx

ν − u2, w(x, u) = βAx
A, (18)

подстановка (7) редуцирует (2) к нелинейному уравнению

2(w2 − β2Ψ)Ψ′′ + n(4Ψ − 4ωΨ + β2Ψ′2) = 0, (19)

β2 ≡ βAβ
A, n — число независимых переменных у функции u(x).

Уравнение (19) заменой

β2Ψ(w) = Φ(w) + w2, β2 �= 0,

приводится к интегрируемому уравнению

2ΦΦ′′ − nΦ′2 − 4(n− 1)Φ = 0. (20)

Общее решение уравнения (20) задается формулами
√

Φ∫
0

dt√
c1t2n−2 − 1

= w + c2, Φ ≡ 0. (21)

Решение уравнения (2) имеет вид

(βAxA)2 − βAβ
AxBx

B + Φ(βAxA) = 0, (22)

где βAβA �= 0, функция Φ задается выражениями (21).
В том случае, когда βAβA = 0, подстановка (7) редуцирует уравнение (2) к

линейному уравнению Эйлера

w2Ψ′′ − 2nwΨ′ + 2nΨ = 0, (23)
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решение которого имеет вид

Ψ = c1w + c2w
2n. (24)

Решение уравнения (2) находится из алгебраического уравнения

xAx
A = c1βAx

a + c2(βAxA)2n, βAβ
A = 0. (25)

Таким образом, формулы (10)–(14), (16), (22), (25) задают класс функций —
семейство частных решений нелинейного уравнения Эйлера–Лагранжа.

2. В этом пункте приведем решение следующей задачи: описать все ДУЧП
первого и второго порядков

u0 = F (x, u, u
1
), x ∈ Rn, u

1
= (u1, u2, . . . , un−1), (26)

u00 = G(x, u, u0, u1, u01, u11), x ∈ R2, (27)

инвариантные соответственно относительно алгебры P̃ (1, n) и P̃ (1, 2). Решение
этой задачи дается следующими теоремами.

Теорема 2. Для того чтобы уравнение (26) было инвариантно относительно
алгебры P̃ (1, n), необходимо и достаточно, чтобы

F = ±(uaua + 1)1/2, a = 1, 2, . . . , n− 1. (28)

Теорема 3. Уравнение (27) инвариантно относительно алгебры P̃ (1, 2) тогда
и только тогда, когда оно локально эквивалентно уравнению

λ1 [�u(1 − uνu
ν) + uµνu

µuν ] + λ2 [(1 − uνu
ν)|uµν |]1/2 = 0,

µ, ν = 0, 1, u = u(x0, x1).
Доказательство обеих теорем сводится к решению сильно переопределенных

систем ДУЧП на функции F и G, полученных из условия инвариантности (26)
и (27) относительно алгебр P̃ (1, n) и P̃ (1, 2). Общее решение этих систем и дает
явный вид функций F и G.

Вопрос о линеаризации двумерных уравнений Эйлера–Лагранжа и Монжа–
Ампера, с помощью нелокальных преобразований, рассмотрен в [2]. Применение
алгебры P̃ (1, 4) к описанию частиц с переменной массой обсужден в [6].

В заключение сформулируем следующее утверждение.

Теорема 4. а) Для того чтобы уравнение

|uµν | = F (x, u, u
1
), (29)

где x ∈ Rn, было инвариантно относительно алгебры Пуанкаре P (1, n) (5),
необходимо и достаточно, чтобы оно имело вид

|uµν | = λ(1 − uνu
ν)(n+2)/2, λ = const. (30)

б) Для того чтобы уравнение (29) было инвариантно относительно алгебры
Галилея G(2, n− 1) с операторами вида

pt1 = i
∂

∂x0
, pt2 = i

∂

∂u
, pa = −i ∂

∂xa
, Jab = xapb − xbpa,

G1a = t1pa −mxapt2 , G2a = t2pa −mxapt1 , t1 ≡ x0, t2 ≡ u,

(31)
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необходимо и достаточно, чтобы оно имело вид

|uµν | = λ

(
u0 +

1
2m

uaua

)(n+1)/2

, λ = const. (32)
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Подалгебры алгебры Ли расширенной
группы Пуанкаре P̃ (1, n)

Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ФУЩИЧ

В работе исследуются относительно P̃ (1, n)-сопряженности подалгебры алгебры Ли
AP̃ (1, n) расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, n). Найдены максимальные приводи-
мые и максимальные абелевы подалгебры алгебры AÕ(1, n) = AO(1, n) ⊕ 〈D〉 (D
—дилатация). Выделены вполне приводимые подалгебры алгебры AÕ(1, n), облада-
ющие только расщепляемыми расширениями в алгебре AP̃ (1, n). Доказана теорема
о подпространствах пространства трансляций U , инвариантных относительно приво-
димой подалгебры алгебры AÕ(1, n). Получен ряд общих результатов о подалгебрах
алгебры U+⊃ L, где L — нормализатор изотропного подпространства пространства U
в алгебре AÕ(1, n). Проведена классификация всех подалгебр алгебры AP̃ (1, 4).

Введение
Систематическое изучение подалгебр алгебр преобразований квантовой меха-

ники начато в работе Патеры–Винтернитца–Цассенхауза [1] , в которой предложен
общий метод для описания относительно определенной сопряженности классов по-
далгебр конечномерной алгебры Ли с нетривиальным разрешимым идеалом и, в
частности, с нетривиальным абелевым идеалом. Этим методом проведена клас-
сификация подалгебр таких алгебр: AP (1, 3) [1], ASim(1, 3) [2], ASim(1, 2) [3],
AE(3) [4], AO(1, 4) [5], AO(2, 3) [6], AOpt(1, 2) [7], ASch(2), AS̃ch(2) [8], AP (1, 4)
[9–13], AE(4) [14], AE(5), AG(3), AG̃(3) [15]. Несколько ранее подалгебры алге-
бры AP (1, 3) были описаны другим способом в работах [16–18] , а подалгебры
алгебр AG(3), AG̃(3) — в [19].

В силу большой общности метод П.–В.–Ц. требует развития для конкретных
классов алгебр. В данной работе мы даем дальнейшее развитие этого метода для
расширенных алгебр Пуанкаре AP̃ (1, n) (n ≥ 2), обозначаемых также ASim(1, n).
Необходимость в описании подалгебр алгебры AP̃ (1, n) относительно P̃ (1, n)-
сопряженности вызвана рядом задач теоретической и математической физики. В
частности, знание подалгебр алгебры AP̃ (1, n) дает возможность исследовать сим-
метрийную редукцию для релятивистски-инвариантного скалярного дифференци-
ального уравнения

Φ
(
�u, (∇u)2, u) = 0 [ 20–22 ],

где �u = ux0x0 − ux1x1 − · · · − uxnxn
, (∇u)2 = (ux0)

2 − (ux1)
2 − · · · − (uxn

)2, а Φ
— достаточно гладкая функция. Описание подалгебр алгебры AP̃ (1, n) позволяет
решать задачу о редукции представлений алгебры AP̃ (1, n) на ее подалгебры.
В работе [23] проведена редукция неприводимых представлений алгебры Пуанкаре
AP (1, n) на подалгебры AP (1, n − k), а в [24] изучена редукция неприводимых
представлений алгебры AP (1, 4) на алгебру Галилея AG̃(3).

Препринт 85.90, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 52 c.
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Дадим краткую характеристику работы. Работа состоит из четырех параграфов.
В § 1 найдены в явном виде максимальные приводимые подалгебры и максималь-
ные абелевы подалгебры алгебры AÕ(1, n) = AO(1, n)⊕〈D〉, где D — дилатация, а
также описаны подалгебры алгебры AÕ(1, n−1) = AO(1, n−1)⊕〈D〉, обладающие
только расщепляемыми расширениями в алгебре AẼ(n− 1).

В § 2 изучаются вполне приводимые подалгебры алгебры AÕ(1, n). Выделе-
ны те из них, которые обладают только расщепляемыми расширениями в ал-
гебре AP̃ (1, n). Установлено, что описание расщепляемых подалгебр F̂ алгебры
AP̃ (1, n), проекции которых F на AÕ(1, n) не имеют инвариантных изотропных
подпространств в пространстве трансляций U = 〈P0, P1, . . . , Pn〉, сводится к опи-
санию неприводимых частей алгебр F .

В § 3 доказан ряд утверждений о подалгебрах алгебры U+⊃ F , где F — норма-
лизатор 〈P0 + Pn〉 в AÕ(1, n). Эти утверждения касаются таких вопросов: 1) ра-
сщепляемость всех расширений подалгебры L ⊂ F в AP̃ (1, n) или в некоторых
других алгебрах; 2) разложение инвариантных подпространств в прямую сумму
своих проекций на определенные подпространства; 3) явное описание некоторых
классов сопряженных подалгебр алгебры AP̃ (1, n).

В § 4 на основании общих результатов, полученных в § 1 – § 3, проводится
полная классификация подалгебр алгебры AP̃ (1, 4) относительно P̃ (1, 4)-сопря-
женности.

§ 1. Максимальные подалгебры алгебры AP̃ (1, n)
Пусть R — поле вещественных чисел; 〈Y1, . . . , Ys〉 — векторное пространство

или алгебра Ли над R с образующими Y1, . . . , Ys; Rm — m-мерное арифметиче-
ское векторное пространство над R; U = U1,n — (1 + n)-мерное псевдоевклидово
пространство со скалярным произведением

(X,Y ) = x0y0 − x1y1 − · · · − xnyn; (1.1)

O(1, n) — группа линейных преобразований U1,n, сохраняющих (X,X) для каждо-
го X ∈ U1,n. Будем предполагать, что O(1, n) реализирована в виде вещественных
матриц порядка n+ 1.

Расширенной группой Пуанкаре P̃ (1, n) называется мультипликативная группа
матриц(

λ∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ O(1, n), λ ∈ R, λ > 0, Y ∈ Rn+1.
Через AG обозначим алгебру Ли группы Ли G. Используя определение алгебры

Ли, легко получить, что AO(1, n) состоит из матриц

X =



0 α01 α02 · · · α0,n−1 α0n

α01 0 α12 · · · α1,n−1 α1n

α02 −α12 0 · · · α2,n−1 α2n

...
...

...
...

...
α0,n−1 −α1,n−1 −α2,n−1 · · · 0 αn−1,n

α0n −α1n −α2n · · · −αn−1,n 0


. (1.2)
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Пусть Eik — матрица порядка n + 2, имеющая единицу на пересечении i-ой
строки и k-ого столбца и нули на всех остальных местах (i, k = 0, 1, . . . , n + 1).
Легко получить, чтo базис алгебры AP̃ (1, n) образуют матрицы:

D = E00 + E11 + · · · + Enn, J0a = −E0a − Ea0,

Jab = −Eab + Eba, P0 = E0,n+1, Pa = Ea,n+1

(a < b, a, b = 1, 2, . . . , n).

Базисные элементы удовлетворяют таким коммутационным соотношениям:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ ,
[Pα, Pβ ] = 0, [D, Jαβ ] = 0, [D, Pα] = Pα,

(1.3)

где g00 = −g11 = · · · = −gnn = 1, gαβ = 1, gαβ = 0 при α �= β (α, β = 0, 1, . . . , n).
Генераторы поворотов Jαβ порождают алгебру AO(1, n), а генераторы трансля-

ций Pα порождают коммутативный идеал N , причем AP̃ (1, n) = N+⊃ (AO(1, n)
⊕〈D〉). Пусть Õ(1, n) = {λE|λ ∈ R, λ > 0} × O(1, n), где E — единичная ма-
трица порядка n + 1. Очевидно, AÕ(1, n) = AO(1, n) ⊕ 〈D〉. Легко видеть, чтo
[X,Y ] = X · Y для любых X ∈ AÕ(1, n), Y ∈ N . Отождествим N и U1,n, сопоста-
вив Pi (n+ 1)-мерный столбец с единицей на i-ом месте и с нулями на остальных
местах (i = 0, 1, . . . , n).

Пусть C — такая матрица порядка n + 2 над R, чтo отображение ϕC : X →
CXC−1 является автоморфизмом алгебры AP̃ (1, n). Если C ∈ G, G — под-
группа P̃ (1, n), то ϕC называется G-автоморфизмом. Подалгебры L и L′ алге-
бры AP̃ (1, n) называются P̃ (1, n)-сопряженными, если ϕC(L) = L′ для некоторого
P̃ (1, n)-автоморфизма ϕC алгебры AP̃ (1, n).

Пусть W — невырожденное подпространство пространства U . Это подпро-
странство также считаем псевдоевклидовым относительно скалярного произведе-
ния, заданного в U . Пусть O(W ) — группа изометрий пространства W , Õ(W ) =
{λE|λ ∈ R, λ > 0} × O(W ). Если F — подалгебра AÕ(W ), то тождественное
отображение F является представлением F в AÕ(W ). Будем называть его триви-
альным представлением F в AÕ(W ). Подалгебра F ⊂ AÕ(W ) называется непри-
водимой, если тривиальное представление F является неприводимым. Подалгебра
F ⊂ AÕ(W ) называется вполне приводимой, если ее тривиальное представление
вполне приводимо.

Теорема 1.1. Максимальные приводимые подалгебры алгебры исчерпываются
относительно Õ(1, n)-сопряженности такими алгебрами: 1) AO(1, n− 1)⊕ 〈D〉;
2) AO(n) ⊕ 〈D〉; 3) AO(1, k) ⊕ AO′(n − k) ⊕ 〈D〉, где AO′(n − k) = 〈Jab|a, b =
k + 1, . . . , n〉 (k = 2, . . . , n − 2); 4) 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n − 1) ⊕ 〈J0n,D〉), где
Ga = J0a − Jan (a = 1, . . . , n− 1).

Доказательство. Если L — максимальная подалгебра алгебры AÕ(1, n), то L =
AO(1, n) или L = L1 ⊕ 〈D〉, где L1 — максимальная подалгебра алгебры AO(1, n).
Пусть F — максимальная приводимая подалгебра алгебры AO(1, n), U ′ — под-
пространство пространства U , инвариантное относительно F . Если U ′ — выро-
жденное пространство, то оно содержит одномерное F -инвариантное изотропное
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подпространство W , сопряженное относительно O(1, n) пространству 〈P0 +Pn〉. В
этом случае

F = {X ∈ AO(1, n)|(∀ Y ∈W ) (X · Y ∈W )}.
Нетрудно получить, что

F = 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n− 1) ⊕ 〈J0n〉).
Если U ′ — невырожденное пространство размерности r, то в нем существу-

ет ортогональный базис, состоящий из векторов ненулевой длины. Пусть r−, r+
— соответственно числа векторов отрицательной и положительной длины в дан-
ном базисе пространства U ′. Эти числа не зависят от выбора базиса. Согласно
теореме Витта два пространства U ′ и U ′

1, для которых r− = r1−, r+ = r1+, являю-
тся сопряженными относительно группы O(1, n). Очевидно, r+ ∈ {0, 1}. Так как
U = U ′ ⊕U ′1 и U ′1 инвариантно относительно F , то алгебра F O(1, n)-сопряжена
одной из алгебр: AO(n), AO(1, k) ⊕AO′(n− k). Теорема доказана.

Пусть AẼ(n) = 〈P1, . . . , Pn〉+⊃ (AO(n) ⊕ 〈D〉), AE′(n − k) = 〈Pk+1, . . . , Pn〉
+⊃ AO′(n−k), AG̃(n−1) — расширенная алгебра Галилея с базисом: M = P0 +Pn,
P0, P1, . . ., Pn−1, G1, . . ., Gn−1, Jab (a, b = 1, . . . , n − 1). Согласно теореме 1.1
описание подалгебр алгебры AP̃ (1, n) сводится к описанию относительно P̃ (1, n)-
сопряженности неприводимых подалгебр алгебры AO(1, n) и подалгебр таких ал-
гебр: AẼ(n), (AP (1, k)⊕AE′(n−k)+⊃ 〈D〉, AG̃(n−1)+⊃ 〈J0n,D〉, (k = 2, . . . , n−1).

Пусть π — проектирование алгебры AP̃ (1, n) на AÕ(1, n), F — подалгебра
AÕ(1, n), F̂ — такая подалгебра алгебры AP̃ (1, n), что π(F̂ ) = F . Если алгебра
F̂ P̂ (1, n)-сопряжена алгебре W+⊃ F , где W есть F -инвариантное подпространс-
тво пространства U , то F̂ будем называть расщепляемой в алгебре AP̃ (1, n). Если
любая подалгебра F̂ ⊂ AP̃ (1, n), удовлетворяющая условию π(F̂ ) = F , является
расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра F обладает только расщепля-
емыми расширениями в алгебре AP̃ (1, n). Аналогично определяется расщепляе-
мость подалгебр и для других алгебр неоднородных преобразований. Если ничего
не оговорено, то исследование подалгебр данной алгебры на сопряженность про-
водится относительно группы внутренних автоморфизмов.

Предложение 1.1. Пусть F — вполне приводимая алгебра Ли линейных пре-
образований векторного пространства V над полем R, W — неприводимый
F -подмодуль модуля V . Если FW �= 0, то алгебра F обладает только расще-
пляемыми расширениями в алгебре W+⊃ F .
Доказательство. Поскольку F — вполне приводимая подалгебра алгебры g↓(V ),
то F = Q ⊕ Z(F ), где Q — фактор Леви, а Z(F ) — центр F [25]. Используя
тождество Якоби, нетрудно получить, чтo каждое прямое слагаемое алгебры F
аннулирует в W только нулевое подпространство.

Пусть Q �= 0, F̂ — такая подалгебра алгебры W+⊃ F , что ее проекция на F
совпадает с F . По лемме Уайтхеда [25] H1(Q,W ) = 0, откуда вытекает что с
точностью до сопряженности относительно группы автоморфизмов exp(θY ) (θ ∈ R,
Y ∈ W ) алгебра F̂ содержит Q. Пусть J ∈ Z(F ), Y ∈ W , Y �= 0 и J + Y ∈ F̂ .
Так как [Q,Y ] �= 0, то существует такой элемент X ∈ Q, что [X,Y ] �= 0. Пусть
Y1 = [X,Y ], W1 — F -подмодуль модуля W , порожденный Y1. Вследствие того, что
W1 �= Q и W — неприводимый F -модуль, имеем W1 = W . Отсюда вытекает, что
J ∈ F̂ . Следовательно, если Q �= 0, то F ⊂ F̂ , т.е. F̂ — расщепляемая алгебра.



Подалгебры алгебры Ли расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, n) 391

Пусть Q = 0, J ∈ Z(F ). Поскольку J аннулирует в W только нулевое подпро-
странство, то [J,W ] = W . Отсюда следует, что для любого Y ∈ W существует
такой элемент Y ′ ∈ W , что [J, Y ′] = Y . Поэтому можно предполагать, чтo J ∈ F̂ .
Если F̂ содержит J1 +Y1, где Y1 ∈W и Y1 �= 0, то [J, Y1] ∈ F̂ и [J, Y1] �= 0. Как и в
случае Q �= 0 получаем, что Y1 ∈ F̂ , т.е. F̂ — расщепляемая алгебра. Предложение
доказано.

Предложение 1.2. Пусть AẼ(n− 1) = 〈G1, . . . , Gn−1〉+⊃ (AO(n− 1) ⊕ 〈J0n〉), где
Ga = J0a − Jan (a = 1, . . . , n − 1). Подалгебра F ⊂ AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 обладает
только расщепляемыми расширениями в AẼ(n−1) тогда и только тогда, когда
F — полупростая алгебра или F не сопряжена подалгебре алгебры AO(n− 2).
Доказательство. Пусть W = 〈G1, . . . , Gn−1〉. Поскольку каждая подалгебра алге-
бры AO(n− 1) является вполне приводимой и [J0n, Ga] = −Ga, то каждая подал-
гебра F алгебры AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉 также является вполне приводимой алгеброй
линейных преобразований пространства W .

Пусть W = W1 ⊕ · · · ⊕Ws — разложение W в прямую сумму неприводимых
F -модулей. Если проекция F на 〈J0n〉 не является нулевой, то [F,Wi] = Wi для
всех i = 1, . . . , s. Отсюда в силу предложения 1.1 вытекает, что F обладает только
расщепляемыми, расширениями в AẼ(n− 1). Допустим, что проекция F на 〈J0n〉
равна 0. Если F — полупростая алгебра, то по лемме Уайтхеда [25] H1(F,W ) = 0,
а потому каждое расширение F в AẼ(n−1) расщепляемо. Пусть F не является по-
лупростой алгеброй. При dimWi ≥ 2 имеем [F,Wi] �= 0, и в силу предложения 1.1
F обладает только расщепляемыми расширениями в AẼ(n − 1). При dimWi = 1
модуль Wi аннулируется алгеброй F и алгебра F сопряжена подалгебре алгебры
AO(n − 2). Если Z(F ) — центр F и X — ненулевой элемент Z(F ), то для любо-
го ненулевого Y ∈ Wi существует подалгебра F̂ алгебры AẼ(n − 1), получаемая
из алгебры F в результате замены X на X + Y . Очевидно, F̂ не расщепляется.
Предложение доказано.

Из теоремы 1.1 и свойств разрешимых подалгебр алгебры AO(n) вытекает, что
если n — нечетное число, то AO(1, n) обладает относительно O(1, n)-сопряженности
только одной максимальной разрешимой подалгеброй:

〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, J0n〉.
Если n — четное число, то AO(1, n) обладает двумя максимальными разрешимыми
подалгебрами:

〈J12, J34, . . . , Jn−1,n〉, 〈G1, . . . , Gn−1, J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n〉.
Поскольку расширение абелевой алгебры с помощью разрешимой алгебры яв-
ляется разрешимой алгеброй, то максимальные разрешимые подалгебры алгебры
AP (1, n) имеют вид U+⊃ F , где F — максимальная разрешимая подалгебра ал-
гебры AO(1, n). Максимальные разрешимые подалгебры алгебры AP̃ (1, n) исчер-
пываются алгебрами U+⊃ (F ⊕ 〈D〉).
Предложение 1.3. Максимальные абелевы подалгебры алгебры AÕ(1, n) исчер-
пываются относительно Õ(1, n)-сопряженности такими алгебрами:

n = 2k + 1
〈J12, J34, . . . , Jn−2,n−1, J0n,D〉; 〈G1, G2, . . . , Gn−1,D〉;
〈G1, G2, . . . , G2a, J2a+1,2a+2, J34, . . . , Jn−2,n−1,D〉 (a = 1, . . . , k − 1);
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n = 2k
〈J12, J34, . . . , Jn−1,n,D〉; 〈J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, J0n,D〉;
〈G1, G2, . . . , Gn−1,D〉; 〈J12, J34, . . . , Jn−3,n−2, Gn−1,D〉;
〈G1, G2, . . . , G2a, Gn−1, J2a+1,2a+2, J34, . . . , Jn−3,n−2,D〉 (a = 1, . . . , k − 2).

Записанные алгебры попарно не сопряжены.
Доказательство. Если F — максимальная абелева подалгебра алгебры AÕ(1, n),
то в силу предложения 1.2 F = Ω⊕L⊕〈D〉, где L — подалгебра алгебры AO(n−1)⊕
〈J0n〉 или алгебры AO(n), а Ω — подпространство 〈G1, . . . , Gn−1〉. Если проекция
L на 〈J0n〉 отлична от нуля, то Ω = 0. Пусть проекция L на 〈J0n〉 является нулевой.
Если L — подалгебра Картана алгебры AO(n), то Ω = 0. В остальных случаях при
L �= 0 можно предполагать, чтo L = 〈J2t+1,2t+2|t = a, . . . , l − 1〉 (l = [n − 1/2],
a = 1, . . . , l − 1), а Ω = {Gc|[L,Gc] = 0}. Предложение доказано.

§ 2. Вполне приводимые подалгебры алгебры AÕ(1, n)
В этом параграфе мы докажем ряд общих результатов о вполне приводимых

подалгебрах алгебры AÕ(1, n) и покажем, как для этих подалгебр находить инва-
риантные подпространства пространства U .

Предложение 2.1. Пусть W — евклидово пространство над полем R, F —
неприводимая подалгебра алгебры AO(W ). Если dimW = 2n + 1, то F — по-
лупростая алгебра. Если dimW = 2n, n ≥ 2, и F — неполупростая алгебра,
то F = Q ⊕ 〈J〉, где Q — фактор Леви, а J2 = −E (E — единичная матрица
порядка 2n). Каждая простая компонента и центр алгебры F аннулируют в
W только нулевое пространство.
Доказательство. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AO(W ). Тогда [25]
F = Z(F ) ⊕Q, где Z(F ) — центр, a Q — фактор Леви. Если F — абсолютно не-
приводимая алгебра, то в силу леммы Шура каждая матрица из Z(F ) является
скалярной. Поскольку след любой матрицы из AO(W ) равен 0, то Z(F ) = 0.

Допустим, что F не является абсолютно неприводимой. Если dimW = k, то
k ≡ 0 (mod 2) и с точностью до O(k,C)-сопpяжeннocти каждый элемент алгебры
F можно представить в виде(

∆ 0
0 ∆̄

)
,

где ∆̄ — матрица, сопряженная ∆. Так как ∆, ∆̄ — абсолютно неприводимые
представления алгебры F , то в силу леммы Шура элементы Z(F ) можно запи-
сать в виде diag [iλE,−iλE] (λ ∈ R). Следовательно, dimZ(F ) ≤ 1, Очевидно,
(diag [iE,−iE])2 = diag [−E,−E].

Пусть L — простая компонента алгебры Q, F = L ⊕ N , W ′ — такое подпро-
странство W , что [L,W ′] = 0. Если X ∈ L, X1 ∈ N , Y ∈ W ′, то на основании
тождества Якоби [X, [Y,X1]] = 0, а поэтому W ′ — F -модуль. В силу неприводи-
мости W получаем, что W ′ = 0. Предложение доказано.
Предложение 2.2. Если n ≥ 2, то неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n)
является полупростой и некомпактной.
Доказательство. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AO(1, n),
Z(F ) — центр F . Если Z(F ) �= 0, то как и в доказательстве предложения 2.1
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получаем, чтo Z(F ) = 〈J〉, где J2 = −E. Пусть X — произвольный элемент вида
(1.2) алгебры AO(1, n). Если X2 = −E, то α2

01 +α2
02 + · · ·+α2

0n = −1. Полученное
противоречие доказывает, чтo Z(F ) = 0, Значит, F — полупростая алгебра.

Если F — компактная алгебра, то существует такая симметрическая матрица
C ∈ GL(n+1, R), что C−1FC ⊂ AO(n+1) [26]. Так как exp(C−1FC) = C−1·expF ·
C, то в O(n + 1) существует неприводимая группа, сохраняющая одновременно
x2

0+x
2
1+· · ·+x2

n и λ
2
0x

2
0−λ2

1x
2
1−· · ·−λ2

nx
2
n (λ0, λ1, . . . , λn — ненулевые вещественные

числа). Полученное противоречие и доказывает вторую часть предложения.

Предложение 2.3. Приводимая подалгебра алгебры AÕ(1, n) является вполне
приводимой тогда и только тогда, когда она сопряжена подалгебре алгебры
L ⊕ 〈D〉 или одной из алгебр: L1 ⊕ L2, L1 ⊕ L2 ⊕ 〈D〉, где L = AO(n) или L =
AO(n − 1) ⊕ 〈J0n〉, L1 — неприводимая подалгебра алгебры AO(1, k) (k > 1), а
L2 — подалгебра алгебры AO′(n− k) = 〈Jab | a, b = k + 1, . . . , n〉.

Предложение 2.3 является следствием предложений 1.2, 2.2 и того факта, что
Ga действует не вполне приводимо на пространстве 〈P0 + Pn, Pa〉.
Предложение 2.4. Вполне приводимая подалгебра F алгебры AÕ(1, n) облада-
ет только расщепляемыми расширениями в алгебре AP̃ (1, n) тогда и только
тогда, когда F полупроста или F не сопряжена подалгебре одной из алгебр:
AO(n), AO(1, n− 1).

Доказательство предложения 2.4 аналогично доказательству предложения 1.2.

Предложение 2.5. Пусть L — алгебра Ли над полем R, Γ и Γ′ — представления
алгебры L кососимметрическими матрицами. Для того чтобы Γ и Γ′ были
эквивалентными над R, необходимо и достаточно, чтобы CΓC−1 = Γ′ для
некоторой ортогональной матрицы C.
Доказательство. Представления Γ и Γ′ являются вполне приводимыми:

BΓ(X)B−1 = diag [Γ1(X), . . . ,Γm(X)], B′Γ′(X)B′−1 = diag [Γ′
1(X), . . . ,Γ′

m′(X)],

где X ∈ L, а B, B′ — ортогональные матрицы. Если Γ эквивалентно Γ′ над R, то
m = m′ и

CiΓi(X)C−1
i = Γ′

ki
(X) (2.1)

для вещественной матрицы Ci и произвольного X ∈ L (i = 1, . . . ,m). Покажем,
что в качестве Ci можно взять ортогональную матрицу.

Матрицу Ci, удовлетворяющую соотношению (2.1), можно записать в виде
TiOi, где Ti — положительно определенная симметрическая матрица, а Oi — ор-
тогональная матрица. Равенство (2.1) запишем в таком виде:

Ti(OiΓi(X)O−1
i )T−1

i = Γ′
ki

(X).

Если в последнем равенстве перейти к транспонированным матрицам, то получим,
что

T−1
i (OiΓi(X)O−1

i )Ti = Γ′
ki

(X).

Отсюда и из предыдущего равенства вытекает, что

T−1
i Γ′

ki
(X)Ti = TiΓ′

ki
(X)T−1

i
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или

T 2
i Γ′

ki
(X)T−2

i = Γ′
ki

(X).

Так как Ti — положительная матрица, то Ti = f(T 2
i ), где f(x) — многочлен над P .

Следовательно,

TiΓ′
ki

(X)T−1
i = Γ′

ki
(X),

а потому

OiΓi(X)O−1
i = Γ′

ki
(X).

Пусть C = diag [O1, . . . , Om]. Очевидно, C — ортогональная матрица и с точно-
стью до нумерации подпредставлений CΓ(X)C−1 = Γ′(X) (X ∈ L). Предложение
доказано.

Предложение 2.6. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AÕ(n), W =
〈P1, . . . , Pn〉. Каждый автоморфизм алгебры W+⊃ F является Ẽ(n)-автомор-
физмом.
Доказательство. Пусть F = L ⊕ Q, где L — центр, а Q — фактор Леви. Если
ϕ — автоморфизм алгебры W+⊃ F , то ϕ(W+⊃ L) = W+⊃ L и с точностью до
Ẽ(n)-автоморфизма ϕ(Q) = Q. Вследствие неприводимости F имеем ϕ(W ) = W .
Поскольку F не сопряжена подалгебре алгебры AO(n − 1), то на основании пре-
дложения 1.1 ϕ(L) = L. Так как [ϕ(X), ϕ)Pi)] = ϕ([X,Pi]) (i = 1, . . . , n), то для
каждого X ∈ F матрица оператора ϕ(X) в базисе ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pn) совпа-
дает с матрицей оператора X в базисе P1, P2, . . . , Pn. Отсюда вытекает, что если
B — матрица перехода от базиса P1, P2, . . . , Pn до базиса ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pn),
то BXB−1 = ϕ(X). Пусть B = TO, где T — положительно определенная симме-
трическая матрица, а O — ортогональная матрица. Тогда T ·ϕ(X) = ϕ(X)·T . Пусть
λ — собственное значение матрицы T . Так как (T − λE) ·ϕ(X) = ϕ(X) · (T − λE),
то по лемме Шура T − λE = 0, а значит, B = λO. Прeдложение доказано.

Пусть Ai — алгебра Ли над R (i = 1, 2), f : A1 → A2 — изоморфизм, B =
{X,F (X) | X ∈ Ai}. Полагая

[(X1, f(X1)), (X ′
1, f(X ′

1))] = ([X1,X
′
1], f([X1,X

′
1]))

и определяя сложение и умножение на скаляры покомпонентно, превращаем B
в алгебру Ли над R. Обозначим ее через (A1, A2, f). Очевидно, (A1, A2, f) —
подпрямая сумма алгебр A1 и A2.

Пусть Wi — левый Ai-модуль (i = 1, 2). Легко видеть, что Wi является B-
модулем, если положить (X, f(X)) · Y1 = X · Y1, (X, f(X)) · Y2 = f(X) · Y2 для
любых X ∈ A1, Y ∈Wi (i = 1, 2). Пусть W — B-подмодуль модуля W1⊕W2. Если
W = W ′

1 ⊕W ′
2, где W

′
i ⊂ Wi (i = 1, 2), то W называется расслоенным B-модулем.

В противном случае модуль W называется нерасслоенным B-модулем.

Лемма 2.1. Пусть B = (A1, A2, f), Vi — левый Ai-модуль (i = 1, 2). Для того
чтобы в B-модуле V1 ⊕V2 существовал нерасслоенный B-подмодуль, необходи-
мо и достаточно, чтобы B-модули V1 и V2 обладали изоморфными композици-
онными факторами.
Доказательство. Пусть W — нерасслоенный B-подмодуль модуля V1 ⊕ V2. Тогда
W — подпрямая сумма модулей W1 и W2, где Wi ⊂ Vi (i = 1, 2). Пусть Si =
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W ∩ Vi (i = 1, 2). Очевидно Si — B-подмодуль модуля W . Модуль W/(S1 ⊕ S2)
является нерасслоенным B-подмодулем модуля V1/S1 ⊕ V2/S2. Вследствие этого
будем предполагать, что W ∩ Vi = 0 (i = 1, 2).

Для каждого элемента Y1 ∈ W1 существует единственный элемент Y2 ∈ W2,
такой, что (Y1, Y2) ∈ W . Полагаем, что ϕ(Y1) = Y2. Отображение ϕ является
изоморфизмом B-модулей W1 и W2. Но в таком случае модули W1 и W2 обладают
изоморфными композиционными факторами. Необходимость леммы доказана.

Пусть Wi — левый B-подмодуль модуля Vi (i = 1, 2) и пусть композиционный
фактор W1/N1 модуля W1 изоморфен композиционному фактору W2/N2 модуля
W2. Через W обозначим векторное пространство над полем R, порожденное пара-
ми (Z1, 0), (0, Z2), (Y1, Y2), где Zi ∈ Ni, Yi ∈ Wi (i = 1, 2) и ϕ(Y1 +N1) = Y2 +N2

для изоморфизма ϕ : W1/N1 → W2/N2. Легко видеть, чтo W — нерасслоенный
B-модуль. Достаточность леммы доказана.

Пусть Γ — тривиальное представление вполне приводимой алгебры F ⊂
AÕ(1, n), не имеющей инвариантных изотропных подпространств в пространс-
тве U . Тогда Γ O(1, n)-эквивалентно Γ1+· · ·+Γm, где Fi = {diag [0, . . . ,Γi(X), . . . , 0]
| X ∈ F} является неприводимой подалгеброй алгебры AÕ(W1). Если Fi �= 0, то
алгебру Fi будем называть неприводимой частью алгебры F . Если Γi и Γj суть
эквивалентные представления , то в силу предложений 2.2, 2.5 можно предпола-
гать, что для любого X ∈ F имеет место равенство Γi(X) = Γj(X). Объединив
эквивалентные ненулевые неприводимые подпредставления, мы получим ненуле-
вые дизъюнктные примарные подпредставления представления Γ. Соответствую-
щие им подалгебры алгебры AÕ(1, n), построенные по тoму же правилу, что и
неприводимые части Fi, будем называть примарными частями алгебры F .

Теорема 2.1. Пусть K1,K2, . . . ,Kq — примарные части подалгебры F алгебры
AÕ(1, n), V — подпространство пространства U = 〈P0, P1, . . . , Pn〉, инвариан-
тное относительно F . Тогда V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vq ⊕ Ṽ , где Vi = [Ki, V ] = [Ki, Vi],
[Kj , Vi] = 0 при j �= i (i, j = 1, . . . , q), Ṽ = {X ∈ V | [F,X] = 0}. Если примар-
ная алгебра K является подпрямой суммой неприводимых подалгебр соответ-
ственно алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr), то относительно O(1, n) сопря-
женности ненулевые подпространстваW пространства U с условием [K,W ] =
W исчерпываются пространствами: W1,W1 ⊕W2, . . . ,W1,⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr.
Доказательство. Из полной приводимости алгебры F вытекает, что V = V ′ ⊕
Ṽ , где Ṽ — максимальное подпространство пространства V , аннулируемое F .
Далее будем предполагать, что V = V ′. На основании предложения 2.2 можно
допускать, что F ⊂ AO(m), m ≤ n. Пусть Ki — подпрямая cyммa неприводимых
частей Ki1, . . . ,Kisi

, Vij = [Kij , V ], πij — проектирование V на Vij (i = 1, . . . , q;
j = 1, . . . , si). Допустим, что πab(V ) �= 0. На основании леммы 2.1 для каждой
пары (c, d), где 1 ≤ c ≤ q, c �= a, 1 ≤ d ≤ sc, в пространстве V существует
такое F -инвариантное подпространство Ω, чтo πab(Ω) �= 0 и πcd(Ω) = 0. Отсюда
следует, что в V существует максимальное F -инвариантное подпространство Uab
со свойством: πab(Uab) �= 0, πcd(Uab) = 0 для всех c �= a, d = 1, 2, . . . , sc. Очевидно,
Va = Uab.

Пусть примарная алгебра K является подпрямой суммой неприводимых под-
алгебр соответственно алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr). Допустим, что W —
ненулевое подпространство пространства W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr и [K,W ] = W . На
основании теоремы Витта существует такая изометрия B ∈ O(W ), чтo B(W ) =
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W1 ⊕ · · · ⊕Ws (1 ≤ s ≤ r) и пространство Wi инвариантно относительно BKB−1

(i = 1, . . . , s). Отсюда получаем, чтo BKB−1 является подпрямой суммой неприво-
димых подалгебр соответственно алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr). Посколь-
ку в силу предложения 2.5 неприводимые части алгебры определяются однозначно
с точностью до сопряженности, то можно считать, что BKB−1. Теорема доказана.

На основании теоремы 2.1 описание расщепляемых подалгебр F̂ ⊂ AP̃ (1, n),
для которых π(F̂ ) — вполне приводимая алгебра и не имеет изотропных инва-
риантных подпространств в пространстве U , сводится к описанию неприводимых
подалгебр алгебр AO(1, k) и AO(k) (k = 2, 3, . . . n). Остальные случаи сводятся к
случаю алгебры AG̃(n− 1) +⊃ 〈J0n,D〉.

§ 3. Подалгебры алгебры AG̃(n− 1) +⊃ 〈J0n,D〉
Расширенная алгебра Галилея AG̃(n − 1) имеет базис, состоящий из M =

P0 + Pn, P0, P1, . . ., Pn−1, G1, . . ., Gn−1, Jab, (a < b, a, b = 1, . . . , n − 1), где
Ga = J0a − Jan (a = 1, 2, . . . , n − 1; n ≥ 3). Базисные элементы удовлетворяют
таким коммутационным соотношениям:

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac, [Pa, Jbc] = gabPc − gacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = gabGc − gacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = δabM,

[Pa,M ] = [Ga,M ] = [Jab,M ] = [P0, Jab] = [P0,M ] = [P0, Pa] = 0,
[P0, Ga] = Pa (a, b, c, d = 1, 2, . . . , n− 1).

Целью данного параграфа является изучение подалгебр алгебры AG̃(n − 1) +⊃
〈J0n,D〉 относительно P̃ (1, n)-сопряженности.

Пусть V = 〈G1, . . . , Gn−1〉 — евклидово пространство с ортонормированным
базисом G1, . . . , Gn−1, V ′ = [P0, V ], V ′ = 〈P1, . . . , Pn−1〉 (n ≥ 3). Условимся группу
O(n− 1) отождествлять с группами изометрий O(V ), O(V ′).
Леммы 3.1. Пусть W1 = 〈Y1, . . . , Ym〉, W2 = 〈Z1, . . . , Zm〉 — евклидовы про-
странства над полем R, O(Wi) — группа изометрий Wi (i = 1, 2). Подпро-
странства пространства W1 ⊕ W2 исчерпываются относительно O(W1) ×
O(W2)-сопряженности такими пространствами:

O, 〈Y1, . . . , Yr〉, 〈Z1, . . . , Zs〉, 〈Y1, . . . , Yr, Z1, . . . , Zs〉 (r, s = 1, . . . ,m),
〈Y1, . . . , Yk, Yk+1 + α1Z1, . . . , Yk+t + αtZt〉 ⊕ Ω,

где 0 < α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αt, а Ω совпадает с одним из пространств: O,
〈Zt+1〉, 〈Zt+1, Zt+2〉, . . ., 〈Zt+1, Zt+2, . . . , Zm〉 (k = 1, . . . ,m − 1; t = 1, . . . ,m − k),
〈Y1 +α1Z1, . . . , Yt+αtZt〉⊕Ω, где 0 < α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αt, а Ω совпадает с одним
из пространств: O, 〈Zt+1〉, 〈Zt+1, Zt+2〉, . . ., 〈Zt+1, Zt+2, . . . , Zm〉 (t = 1, 2, . . . ,m).
Доказательство. Пусть N — подпространство W1 ⊕ W1 и N �= W ′

1 ⊕ W ′
2, где

W ′
i — подпространство Wi (i = 1, 2). Если Si = N ∩ Wi, Ni — проекция N

на Wi (i = 1, 2), то N1/S1
∼= N2/S2. Пусть dimS1 = k. По теореме Витта

пространство S1 сопряжено 〈Y1, . . . , Yk〉. Если dim (N1/S1) = t, то N содержит
элементы Yk+j + α1jZ1 + · · · + αtjZt (j = 1, . . . , t), причем матрица A = (αij)
невырождена. Матрица A однозначно представляется в виде CT , где C — орто-
гональная матрица, а T — положительно определенная симметрическая матрица.
Изометрия diag [Em, C−1, Em−t] отображает N на пространство, которому соответ-
ствует матрица C−1(CT ) = T . Существует такая ортогональная матрица C1, чтo
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C1TC
−1
1 = diag [λ1, λ1, . . . , λt]. Изометрия diag [Ek, C1, Em−k−t, C1, Em−t] отобра-

жает N на пространство, которому соответствует матрица C1TC
−1
1 . Следователь-

но, N сопряжено пространству S1⊕〈Yk+1 +α1Z1, . . . , Yk+t+αtZt〉⊕S2, где αj > 0
(j = 1, . . . , t). Лемма доказана.
Лемма 3.2. Пусть L = 〈G1, . . . , Gk〉 (1 ≤ k ≤ n− 1), F — подпрямая сумма L и
〈D〉. Алгебра F обладает только расщепляемыми расширениями в AP̃ (1, n).
Доказательство. Пусть F̂ — такая подалгебра AP̃ (1, n), что π(F̂ ) = F . С точно-
стью до O(n− 1)-сопряженности можно предполагать , что F̂ содержит генератор

X1 = G1 +
n∑
ν=0

ανPν + γD (γ �= 0).

Очевидно,

exp
(∑

bµPµ

)
·X1 · exp

(
−
∑

bµPµ

)
= G1 + γD + (α0 − γb0 + b1)P0+

+(α1 + b0 − bn − γb1)P1 + (αn + b1 − γbn)Pn +
n−1∑

2

(α1 − γbi)Pi.

Полагаем

α0 − γb0 + b1 = 0, α1 + b0 − bn − γb1 = 0,
αn + b1 − γbn = 0, αi − γbi = 0 (i = 2, . . . , n− 1). (3.1)

Определитель из коэффициентов при b0, b1, bn равен −γ3. Поскольку γ �= 0,
то система (3.1) имеет решение. Следовательно, можно предполагать, чтo X1 =
G1 + γD. Пусть a �= 1, Xa = Ga +

∑
αµPµ + δD (µ = 0, 1, . . . , n). Так как

[X1,Xa] = −(α0 − αn)P1 − α1M + γ
∑
αµPµ,

[X1,Xa] − γXa = −γGa − γδD − (α0 − αn)P1 − α1M,

то будем допускать, чтo Xa = Ga +αM +βP1 + δD. Тогда [X1,Xa] = (γα−β)M +
γβP1 (a = 2, . . . , k).

Если γα− β �= 0, то будем считать, что α = 0, β �= 0. Поскольку

[X1, [X1,Xa]] = −2γβM + γ2βP1,

то F̂ содержит M − γP1, −2m+ γP1, а потому M,P1 ∈ F̂ . Значит, Ga + δD ∈ F̂ .
Пусть γα− β = 0. Если β �= 0, то P1 ∈ F̂ . Поскольку [X1, P1] = [G1 + γD, P1] =

−M + γP1, то M ∈ F̂ , а следовательно Ga + δD ∈ F̂ . Если β = 0, то α = 0. Это
доказывает, чтo F̂ — расщепляемая алгебра. Лемма доказана.

Пусть

Ω0
0n = 〈M〉, Ωi0n = 〈M,P1, . . . , Pi〉, Ωk0n = 〈P0, Pn, P1, . . . , Pk〉,

Ωts = 〈Ps, . . . , Pt〉, Λjr+1 = 〈Pr+d + λdPk+d | d = 1, 2, . . . , j − r〉, (3.2)

где 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λj−r (r + 1 ≤ j ≤ k).
Предложение 3.1. Пусть L = 〈G1, . . . , Gk〉. Подпространства пространства
U = 〈P0, P1, . . . , Pn〉, инвариантные относительно L, исчерпываются относи-
тельно O(1, n)-сопряженности такими пространствами:

0, Ωi0n, Ωk0n, Ωtk+1, Ωi0n ⊕ Ωtk+1, Ωk0n ⊕ Ωtk+1,

Ωr0n ⊕ Λjr+1, Ωr0n ⊕ Λjr+1 ⊕ Ωsk+1+j−r,
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где i = 0, 1, . . . , k; t = k + 1, . . . , n − 1; r = 0, 1, . . . , k − 1; j = r + 1, . . . , k, s =
k + 1 + j − r, . . . , n− 1.
Доказательство. Пусть W — подпространство пространства Ωk0n, инвариантное
относительно L. Поскольку [Pa, Ga] = M , то при W �= 0 имеем M ∈W . Нормали-
затор алгебры L в O(n) содержит O(k). Отсюда и из теоремы Витта следует, что
если W �= 〈M〉 и P0 �∈W , то W = Ωi0n (1 ≤ i ≤ k). Если P0 ∈W , то W = Ωk0n.

Для описания подпространств пространства U , инвариантных относительно L,
воспользуемся подходом Ли–Гурса. Так как вследствие теоремы Витта ненуле-
вые подпространства пространства Ωn−1

k+1 исчерпываются относительно O(n − 1)-
сопряженности проcтранcтвами Ωtk+1 (t = k + 1, . . . , n − 1), то нам необходимо
классифицировать подпрямые суммы таких пар пространств:

Ωk0n, Ωtk+1, Ωj0n, Ωtk+1 (j = 0, 1, . . . , k; t = k + 1, . . . , n− 1).

Пусть N — подпрямая сумма Ωk0n и Ωtk+1. Если P0 + λPk+1 ∈ N (λ �= 0), то
N содержит P1, P1 = −[G1, P0 + λPk+1], а значит, и M . Пусть N ′ = exp(θGk+1) ·
N · exp(−θGk+1). Пространство N ′ содержит P0 +(λ− θ)Pk+1 +(θ2/2− θλ)M . Так
как M ∈ N ′, то P0 + (λ − θ)Pk+1 ∈ N ′. Полагая θ = λ, получаем, что P0 ∈ N ′, а
потому Ωk0n ⊂ N ′. Следовательно, N ′ = Ωk0n ⊕ Ωtk+1.

Пусть N — подпрямая сумма Ωj0n и Ωtk+1. Если j = 0, M + λPk+1 ∈ N (λ �= 0),
то N ′ содержит (1− θλ)M +λPk+1. Полагая 1− θλ = 0, получаем, что N ′ = Ωtk+1.
Если j �= 0, то M ∈ N . Допустим, что N �= Ωj0n ⊕ Ωtk+1. Тогда Ωj0n/S1

∼= Ωtk+1/S2,
где S1 = N ∩ Ωj0n, S2 = N ∩ Ωtk+1.

Пусть dim(Ωj0n/S1) = j − r. С точностью до сопряженности можно допустить,
что S1 = Ωr0n, а S2 = 0 или S2 = Ωsk+1+j−r, а потому в силу леммы 3.1 N
сопряжено одному из пространств:

Ωr0n ⊕ Λjr+1, Ωr0n ⊕ Λjr+1 ⊕ Ωsk+1+j−r.

Предложение доказано.
На основании леммы 3.2 и предложения 3.1 заключаем , что подалгебры ал-

гебры 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1,D〉, обладающие ненулевой проекцией на
〈D〉, исчерпываются относительно P̃ (1, n)-сопряженности такими алгебрами:

〈D〉 : 0, 〈P0〉, 〈M〉, 〈P0 −M〉, 〈P0,M〉, 〈M,P1〉, 〈P0 −M,P1〉, 〈P0,M, P1〉,
〈M,P1, P2〉, 〈P0 −M,P1, P2〉, 〈P0,M, P1, P2〉, 〈M,P1, P2, P3〉,
〈P0 −M,P1, P2, P3〉, . . . , 〈P0,M, P1, P2, . . . , Pn−2〉, 〈M,P1, P2, . . . , Pn−1〉,
〈P0 −M,P1, P2, . . . , Pn−1〉, 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1〉;
〈G1 + α1D, . . . , Gk + αkD, βD〉 : 0, Ωi0n,Ω

k
0n, Ωtk+1, Ωi0n ⊕ Ωtk+1,

Ωk0n ⊕ Ωtk+1, Ωr0n ⊕ Λjr+1, Ωr0n ⊕ Λjr+1 ⊕ Ωsk+1+j−r,

где k = 1, . . . , n − 1; i = 0, 1, . . . , k; t = k + 1, . . . , n − 1; r = 0, 1, . . . , k − 1; j =
r + 1, . . . , k; s = k + 1 + j − r, . . . , n− 1.

Запись F : W1, . . . ,Ws означает, что речь идет о подалгебрах W1+⊃ F , . . .,
Ws+⊃ F .

Дальнейшее упрощение алгебрыW +⊃ 〈G1+α1D, . . . , Gk+αkD, βD〉 производим
O(1, n)-автоморфизмами, принадлежащими нормализатору W в группе O(1, n)-
автоморфизмов. Если, например, exp(θJ12) содержится в нормализаторе, то вместо
〈G1 + α1D, G2 + α2D〉 можно взять 〈G1 + α1D, G2〉.
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Предложение 3.2. Подалгебры алгебры 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉, со-
держащие P0, исчерпываются относительно P̃ (1, n)-сопряженности такими
алгебрами:

〈P0〉, 〈P0,M〉, 〈P0,M, P1〉, . . . , 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1〉,
〈P0,M, P1, . . . , Pa, G1, . . . , Ga〉 ⊕ L,

где L совпадает с одной из алгебр:

0, 〈Pa+1〉, 〈Pa+1, . . . , Pn−1〉 (a = 1, . . . , n− 1),
〈P0,M, P1, . . . , Pa, G1 + Pa+1, G2 + α2Pa+2, . . . , Ga + αaP2a〉 ⊕ L,

где 0 < α2 ≤ · · · ≤ αa при a �= 1, a L совпадает с одной из алгебр:

0, 〈P2a+1〉, . . . , 〈P2a+1, . . . , Pn−1〉, (a = 1, . . . , [n− 1/2]),
〈P0,M, P1, . . . , Pa, . . . , Pa+b, G1, . . . , Ga,

Ga+1 + Pa+b+1, . . . , Ga+b + αbPa+2b〉 ⊕ L,

где 0 < α2 ≤ · · · ≤ αb при b �= 1, a L совпадает с одной из алгебр:

0, 〈Pa+2b+1〉, . . . , 〈Pa+2b+1, . . . , Pn−1〉
(a = 1, . . . , n− 2; b = 1, . . . , [n− 1 − a/2]).

Подалгебры алгебры 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉, не содержащие P0,
но обладающие ненулевой проекцией на 〈P0〉, сопряжены алгебрам, получае-
мым из подалгебр алгебры 〈P0,M, P1, . . . , Pn−1, G1, . . . , Gn−2〉, содержащих P0,
в результате замены P0 на P0 +

∑
αiGi (i = 1, . . . , n− 1; α2

1 + · · · + α2
n−1 �= 0).

Доказательство предложения 3.2 проводим на основании леммы 3.1 методом
Ли–Гурса.

В дальнейшем будем использовать такие обозначения: M = 〈P0,M, P1, . . .,
Pn−1, G1, . . . , Gn−1〉; m = [n− 1/2]; ξ(n − 1) = 〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 — подалге-
бра Картана алгебры AO(n − 1); π0,n — проектирование AP̃ (1, n) на 〈P0, Pn〉; πa
— проектирование AP̃ (1, n) на 〈Pa〉; τ — проектирование AG̃(n− 1) +⊃ 〈J0n,D〉 на
AO(n− 1) +⊃ 〈J0n,D〉; Γ(n− 1) =

{
m∑
1
γiJ2i−1,2i | γi = 0, 1

}
.

Если Xa,Xb ∈ Γ(n− 1), то Xa ∩Xb — сумма общих слагаемых элементов Xa,
Xb; Xa ∩Xb = 0, если Xa и Xb не имеют общих слагаемых.

Лемма 3.3. Пусть T = α1X1+· · ·+αkXk+βJ0n+γD+δP0, где Xi ∈ Γ(n−1), αi �=
0, α2

i �= α2
j , Xi∩Xj = 0 при i �= j. Если W — подпространство пространства M

и [T,W ] ⊂ W , то W = W1 ⊕ · · · ⊕Wk ⊕ W̃ , где Wi = [Xi,W ] = [Xi,Wi], [βJ0n +
γD+δP0,Wi] ⊂Wi, [Xj ,Wi] = 0 при j �= i, [Xi, W̃ ] = 0, [βJ0n+γD+δP0, W̃ ] ⊂ W̃ .
Доказательство. Пусть X = α1X1+· · ·+αkXk, Z = βJ0n+γD+δP0, M′ = [X,M],
M̃ = {Y ∈ M | [X,Y ] = 0}, W ′ — проекция W на M′, а Ŵ — проекция W на
M̃. 0чевидно M = M′ ⊕ M̃. Поскольку композиционные факторы 〈Z〉-модуля M
одномерны, то композиционные факторы 〈Z〉-модуля Ŵ также одномерны. Пусть
M(P ) = {Pa ∈ M | [X,Pa] �= 0}. Легко видеть, чтo M(P ) и M′/M(P ) можно пред-
ставить в виде прямых сумм двумерных неприводимых 〈T 〉-подмодулей. Отсюда
вытекает, чтo paзмeрности композиционных факторов 〈T 〉-модуля W ′ также рав-
ны 2. Применяя теперь лемму 2.1, заключаем, что W = W ′ ⊕ W̃ .
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Пусть Mi = [Xi,M], Wi — проекция W ′ на Mi. Очевидно, M′ = M1⊕· · ·⊕Mk.
Вначале установим, что [Z,Wi] ⊂ Wi. Так как для произвольного Yi ∈ Wi [J0n −
D, Yi] = −Yi, том можно предполагать, что β = 0. Очевидно,

[T, [T, Yi]] = −α2
iYi + 2αi[Xi, [γD + δP0, Yi]] + γ[γD + δP0, Yi].

Пусть Y ′
i = 2αi[Xi, [γD + δP0, Yi]] + γ[γD + δP0, Yi], Y ′′

i = 2αi[Xi, [γD + δP0, Y
′
i ]] +

γ[γD + δP0, Y
′
i ]. Пространство Wi содержит Y ′

i , Y
′′
i . Нетрудно получить, что Y

′′
i =

4αiγ2[Xi, [γD+δP0, Yi]]+γ(γ2−4α2
i )[γD+δP0, Yi]. Определитель из коэффициентов

Y ′
i , Y

′′
i при [Xi, [γD + δP0, Yi]], [γD + δP0, Yi] равен −2αiγ(γ2 + 4α2

i ). Если γ �= 0,
то [Z, Yi] ∈ Wi. Если γ = 0, то Wi содержит Y ′

i = [Xi, [δP0, Yi]] и Y ′′
i = [T, Y ′

i ] =
−αi[δP0, Yi].

В композиционных факторах 〈T 〉-мoдуля Mi можно выбрать базисы так, чтобы
матрицей операторе T в этих базисах была одна из матриц:(

γ −αi
αi γ

)
,

( −β −αi
αi −β

)
.

Если бы при i �= j модули Mi и Mj обладали изоморфными композиционными
факторами, то выполнялось бы одно из условий: α2

i = α2
j ; 2γ = −2β; γ2 + α2

i =
β2 + α2

j . Так как это невозможно, то в силу леммы 2.1 заключаем, что W ′ =
W1 ⊕ · · · ⊕Wk. Лемма доказана.

Следствие. Пусть L1 — подалгебра AO(n − 1), L2 = 〈βJ0n + γD + δP0〉, F —
подпрямая сумма L1 и L2. Если W — подпространство M и [F,W ] ⊂ W , то
[Lj ,W ] ⊂W (j = 1, 2).

Лемма 3.4. Пусть L — подалгебра AO(n), F — подпрямая сумма L и 〈D〉.
Алгебра F обладает только расщепляемыми расширениями в U +⊃ (AO(n) ⊕
〈D〉).

Лемма 3.4 доказывается на основании предложений 1.1.

Лемма 3.5. Пусть L1 — пoдaлгeбpa AO(n−1), L2 = 〈D, J0n〉 или L2 = 〈D+γJ0n〉,
где γ �= 0, γ2 �= 1, 2γ + 1 �= 0. Если F — подпрямая сумма алгебр L1 и L2, то
каждая подалгебра F̂ алгебры AG̃(n − 1) +⊃ 〈J0n,D〉 с условием τ(F̂ ) = F
сопряжена алгебре (W1 +W2) +⊃ F , где W1 ⊂ U , W2 ⊂ V .

Доказательство. Пусть L2 = 〈D, J0n〉. В силу предложения 1.1 и леммы 3.2 алге-
бра F̂ содержит элементы

X1 = J0n =
n∑
0

αiPi, X2 = D +
n−1∑

1

βjGj .

Так как [X1,X2] =
∑
γiPi −

∑
βjGj , то D +

∑
γiPi ∈ F̂ . Поэтому можно предпо-

лагать, что D ∈ F̂ . Отсюда вытекает, что J0n ∈ F̂ , а значит, F ⊂ F̂ .
Пусть L2 = 〈D + γJ0n〉. Поскольку [D + γJ0n, Pa] = Pa, [D + γJ0n, Ga] = −γGa

(a = 1, . . . , n− 1), то в силу леммы 3.4 можно допускать, чтo F̂ содержит подпря-
мую сумму F и подалгебры алгебры 〈P0, Pn〉. Очевидно,

exp(θ0P0 + θnPn)(D + γJ0n + α0P0 + αnPn) exp(−θ0P0 − θnPn) =
= D + γJ0n + (α0 − θ0 + γθn)P0 + (αn + γθ0 − θn)Pn.
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Так как γ2 �= 1, то коэффициенты при P0, Pn можно обратить в ноль. Из условий
[D + γJ0n, F̂ ∩ M] ⊂ F̂ ∩ M, γ2 �= 1 нетрудно получить, что F ⊂ F̂ .

Пусть W = F̂ ∩ M, Y =
∑
δaGa +

∑
ρiPi ∈ W . Так как [D + γJ0n, Y ] =

−γ∑ δaGa − γ(ρ0Pn + ρnP0) +
∑
ρiPi и γ2 �= 1, то можно допускать, что Y =∑

δaGa + ρ0P0 + ρnPn. Непосредственными вычислениями находим, что

[D + γJ0n, Y ] = −γ∑ δaGa + (ρ0 − γρn)P0 + (ρn − γρ0)Pn,
[D + γJ0n, [D + γJ0n, Y ]] =

= γ2
∑
δaGa + (γ2ρ0 − 2γρn + ρ0)P0 + (γ2ρn − 2γρ0 + ρn)Pn.

Определитель ∆, составленный из коэффициентов при
∑
δaGa, P0, Pn в Y и

полученных векторах, равен γ(2γ+1)(ρ2
n−ρ2

0). Если ∆ �= 0, то
∑
δaGa, P0, Pn ∈W .

Если ∆ = 0, то ρn = ±ρ0. При ρn = ρ0 получаем, что [D + γJ0n, Y ] − (1 − γ)Y =
−∑ δaGa. Если ρn = −ρ0, то [D + γJ0n, Y ]− (1 + γ)Y = (−2γ − 1)

∑
δaGa. Лемма

доказана.

Предложение 3.3. Подалгебры алгебры M +⊃ 〈J0n,D〉, содержащие J0n или об-
ладающие тем свойством, что их проекция F на 〈J0n,D〉 совпадает с 〈D +
γJ0n〉, где γ �= 0, γ2 − 1 �= 0, 2γ + 1 �= 0, исчерпываются относительно P̃ (1, n)-
сопряженности такими алгебрами:

F : 0, 〈M〉, 〈M,P0〉, Ωa1 , Ωa0n, Ωa0,n (a = 1, . . . , n− 1);
〈G1, . . . , Gk〉 +⊃ F : 0, Ωi0n, Ωk0,n, Ωtk+1, Ωt0n ⊕ Ωtk+1,

Ωk0,n ⊕ Ωtk+1, Ωr0n ⊕ Λjr+1, Ωr0n ⊕ Λjr+1 ⊕ Ωsk+1+j−r
(i = 0, 1, . . . , k; t = k + 1, . . . , n− 1; r = 0, 1, . . . , k − 1; j = r + 1, . . . , k;
s = k + 1 + j − r, . . . , n− 1; k = 1, . . . , n− 1)

(см. обозначения (3.2)).
Доказательство предложения 3.3 опирается на лемму 3.5.

Лемма 3.6. Пусть L1 — подалгебра AO(n−1), L2 = 〈2D−J0n〉, F — подпрямая
сумма L1 и L2, F̂ — такая подалгебра AG̃(n − 1) +⊃ 〈J0n,D〉, чтo τ(F̂ ) = F .
Алгебра F̂ сопряжена алгебре W +⊃ F , где W ⊂ M и удовлетворяет условию:
если Y ∈ W и проекция Y на 〈G1, . . . , Gn−1〉 равна

∑
δaGa, то W содержит∑

δaGa + ρP0, ρM или
∑
δaGa + ρ(P0 − Pn).

Лемма 3.7. Пусть L1 — подпрямая сумма AO(n− 1), L2 = 〈D + J0n + γM〉 (γ ∈
{0, 1}), F — подпрямая сума L1 и L2. Если подпространство W пространства
M инвариантно относительно F , то W = W1 +W2, где W1 ⊂ U , W2 ⊂ V .

Доказательство леммы 3.6 , 3.7 аналогично доказательству леммы 3.5.
Пусть θ = (γ0 − γn)/2. Так как

exp(θP0) · (D + J0n + γ0P0 + γnPn) · exp(−θP0) = D + J0n +
γ0 + γn

2
M,

то в дальнейшем будем предполагать что проекция алгебры F̂ ⊂ AP̃ (1, n) на
〈D + J0n, P0, Pn〉 содержит D + J0n + αM , где α ∈ {0, 1}. Лемма 3.7 дает довольно
полную информацию о структуре таких алгебр.

Лемма 3.8. Пусть L1 — подалгебра AO(n− 1), L2 = 〈D − J0n〉, F — подпрямая
сумма L1 и L2. Если W — подпространство M и [F,W ] ⊂W , то W содержит
свою проекцию на 〈P0, Pn〉 и [Li,W ] ⊂W (i = 1, 2).
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Отметим, что лемма 3.8 позволяет свести задачу классификации алгебр W +⊃
F , где F — подпрямая сумма L1, L1 ⊂ AO(n − 1), и 〈D − J0n〉, к аналогичной
задаче для алгебр W +⊃ L1.

Лемма 3.9. Пусть L1 — подалгебра AO(n − 1), L2 = 〈D − J0n + P0〉, F —
подпрямая сумма алгебр L1, L2. Если подпространство W пространства M
инвариантно относительно F , то W содержит свою проекцию на 〈P0, Pn〉 и
[P0,W ] ⊂W .
Доказательство. Пусть M̃ = {Y ∈ M | [L1, Y ] = 0}, W̃ — проекция W на M̃.
Легко видеть, что матрицей оператора D − J0n в базисе P0 + Pn, P0 − Pn про-
странства 〈P0, Pn〉 является матрица diag [2, 0], а матрицей этого же оператора в
базисе пространства M/〈P0, Pn〉 является единичная матрица. Отсюда на основа-
нии леммы 2.1 заключаем, что W̃ содержит свою проекцию на 〈P0, Pn〉. Так как
в силу леммы 3.3 W̃ ⊂ W , то W содержит свою проекцию на 〈P0, Pn〉. Остается
заметить, что для произвольного Y =

∑
αiPi +

∑
βiGi (i = 1, . . . , n − 1) имеем

[D − J0n + P0, Y ] = Y + [P0, Y ]. Лемма доказана.
Лемма 3.10. Пусть W — подпространство U , инвариантное относительно
〈Ga〉. Если π0,n(W ) �⊂ 〈M〉, то M,Pa ∈W . Если πa(W ) �= 0, то M ∈W .
Лемма 3.11. Пусть F — подалгебра алгебры AO(1, n), порожденная J0n и Ga,
где a пробегает подмножество I множества {1, 2, . . . , n− 1}. Если F̂ — подал-
гебра AP (1, n) и π(F̂ ) = F , то с точностью до сопряженности относительно
группы трансляций алгебра F̂ содержит элементы Ga (a ∈ I) и J0n +

∑
δiPi

(i = 1, . . . , n− 1).
Лемма 3.12. Пусть L — подалгебра алгебры AP (1, n), X = Jab + δJ0n + βPc,
Y = Gc +

∑
γiPi (i = 1, . . . , n), где β �= 0, δ �= 0, a, b, c — различные числа из

{1, . . . , n− 1}. Если X,Y ∈ L, то L содержит Gc.
Теорема 3.1. Пусть V = 〈G1, . . . , Gn−1〉, V ′ = [P0, V ] = 〈P1, . . . , Pn−1〉 (n ≥ 3),
Vab — подпространство V , V ′

ab = [P0, Vab]; K1,K2, . . . ,Kq — примарные части
ненулевой подалгебры L1 алгебры AO(n − 1); N — максимальная подалгебра
алгебры M, аннулируемая L1; L2 — подалгебра алгебры N +⊃ 〈J0n,D〉. Если
F — подпрямая сумма L1 и L2, а W — подпространство M, инвариантное
относительно F , то W = W1 ⊕ · · · ⊕ Wq ⊕ W̃ , где Wi = [Ki,W ] = [Ki,Wi],
[L2,Wi] ⊂Wi, [Kj ,Wi] = 0 при j �= i, [Ki, W̃ ] = 0, [L2, W̃ ] ⊂ W̃ .

Если примарная алгебра Ki является подпрямой суммой неприводимых по-
далгебр Ki1, . . . ,Kiri

соответственно алгебр AO(Vi1), . . . , AO(Viri
), то ненуле-

вые подпространства Wi пространства M со свойством [Ki,Wi] = Wi сопря-
жены Vi1 ⊕ · · · ⊕ Via, V ′

i1 ⊕ · · · ⊕ V ′
ia (a = 1, . . . , ri) или подпрямым суммам таких

пространств:

Vi1 ⊕ · · · ⊕ Via, V
′
i1 ⊕ · · · ⊕ V ′

ib (a = 1, . . . , ri; b = 1, . . . , a);
Vi1 ⊕ · · · ⊕ Via, V

′
i,a+1 ⊕ · · · ⊕ V ′

ic (a = 1, . . . , ri − 1; c = a+ 1, . . . , ri);

Vi1 ⊕ · · · ⊕ Via, V
′
i1 ⊕ · · · ⊕ V ′

ib, V
′
i,a+1 ⊕ · · · ⊕ V ′

ic

(a = 1, . . . , ri − 1; b = 1, . . . , a; c = a+ 1, . . . , ri).

Если Ni — подпрямая сумма неприводимых Ki-модулей N ′
i , N

′′
i , каждый из

которых содержится в V или V ′, и Ni �= N ′
i⊕N ′′

i , то Ni = {Y +λϕ(Y ) |Y ∈ N ′
i},
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где λ ∈ R, λ �= 0, а ϕ является Ki-изоморфизмом, сохраняющим скалярное
произведение.

Если [Ki,Wi] = Wi и [P0,Wi] ⊂Wi, тоWi сопряжено V ′
i1⊕· · ·⊕V ′

ia (1 ≤ a ≤ ri)
или одной из выписанных подпрямых сумм, где b = a. Пусть T — одна из
алгебр: 〈D〉, 〈J0n〉, 〈D + γJ0n〉, 〈D, J0n〉, где γ �= 0, γ �= −1. Если [Ki,Wi] = Wi и
[T,Wi] ⊂Wi, то W = V ′

i1 ⊕ · · ·⊕V ′
ia или W = Vi1 ⊕ · · ·⊕Via⊕W ′, где при W ′ �= 0

имеем W ′ = V ′
i1 ⊕ · · · ⊕ V ′

ib или W ′ = V ′
i,a+1 ⊕ · · · ⊕ V ′

ic, или W ′ — подпрямая
сyмма этих пространств (b ≤ a; 1 ≤ a ≤ ri; a+ 1 ≤ c ≤ ri).

Доказательство. Пусть Q = [L1,W ], S — проекция W на N. Легко видеть, что
W — подпрямая сумма Q и S. Так как композиционные факторы L2-модуля N
одномерны, а композиционные факторы L1-модуля [L1,M] имеют размерность не
меньше двух, то в силу леммы 2.1W = Q⊕S. На основании леммы 3.3 [L2, Q] ⊂ Q,
[L1, Q] = Q. Согласно лемме 2.1 Q = W1⊕· · ·⊕Wq, где Wi = [Ki, Q], Wi = [Ki,Wi]
(i = 1, . . . , q).

Пусть Θ, Θ′ — проектирование V ⊕V ′ соответственно на V и V ′. Если Θ(Wi) �=
0, то по теореме 2.1 Θ(Wi) сопряжено Vi1 ⊕ · · · ⊕ Via (1 ≤ a ≤ ri). Для дальней-
шего преобразования пространства Wi можно применять только те автоморфизмы,
которые не изменяют Θ(Wi). Используя снова теорему 2.1, получаем, что Θ′(Wi)
сопряжено V ′

i1 ⊕ · · · ⊕ V ′
ib или V ′

i,a+1 ⊕ · · · ⊕ V ′
ic, или подпрямой сумме этих про-

странств (1 ≤ b ≤ a; a+ 1 ≤ c ≤ ri).

Следующее утверждение теоремы вытекает из предложения 2.6. Далее приме-
няем рассуждения, проведенные в доказательстве леммы 3.5. Теорема доказана.

§ 4. Подалгебры алгебры AP̃ (1, 4)

В этом параграфе на основании результатов предыдущих параграфов мы про-
ведем классификацию всех подалгебр алгебры AP̃ (1, 4) относительно P̃ (1, 4)-со-
пряженности.

Если речь идет о подалгебрах W1 +⊃ F , . . ., Ws +⊃ F , то будем употреблять
обозначение F : W1, . . . ,Ws. Пусть (i1, . . . , iq) = 〈Pi1 , . . . , Piq 〉; (awb) = 〈Pa+wPb〉,
w > 0; (04) = 〈M〉, M = P0 + P4.

Лемма 4.1. Ненулевые подалгебры алгебры AO(1, 4)⊕〈D〉 исчерпываются отно-
сительно O(1, 4)-сопряженности такими алгебрами:

〈J12〉, 〈J12 + αD〉, 〈J12,D〉 (α > 0);
〈J12 + J34〉, 〈J12 + J34 + αD〉, 〈J12 + J34,D〉 (α > 0);
〈J12 + cJ34〉, 〈J12 + cJ34 + αD〉, 〈J12 + cJ34,D〉 (0 < c < 1, α > 0);
〈J04〉, 〈J04 + αD〉, 〈J04,D〉 (α > 0);
〈J12 + cJ04〉, 〈J12 + cJ04 + αD〉, 〈J12 + cJ04,D〉 (c > 0, α > 0);
〈G3〉, 〈G3 + D〉, 〈G3,D〉;
〈G3 − J12〉, 〈G3 − J12 + αD〉, 〈G3 − J12,D〉 (α > 0);
〈J12, J34〉, 〈J12 + αD, J34 + βD〉 〈J12, J34,D〉 (α > 0, β ≥ 0);
〈J04, J12〉, 〈J04 + αD, J12 + βD〉, 〈J04, J12,D〉 (α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 �= 0);
〈G3, J12〉, 〈G3 + D, J12 + αD〉, 〈G3, J12 + βD〉, 〈G3, J12,D〉 (α ≥ 0, β ≥ 0);
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〈G1, G2〉, 〈G1 + D, G2〉, 〈G1, G2,D〉;
〈G3, J04〉, 〈G3, J04 + γD〉, 〈G3, J04,D〉 (γ �= 0);
〈G3, J12 + cJ04〉, 〈G3, J12 + cJ04 + γD〉, 〈G3, J12 + cJ04,D〉 (c > 0, γ �= 0);
〈J12, J13, J23〉, 〈J12, J13, J23,D〉;
〈J03, J04, J34〉, 〈J03, J04, J34,D〉;
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉, 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14,D〉;
〈G3, J04, J12〉, 〈G3, J04 + αD, J12 + βD〉, 〈G3, J04, J12 + γD〉,
〈G3, J04, J12,D〉 (α �= 0, β ≥ 0, γ > 0);
〈G1, G2, J12〉, 〈G1, G2, J12 + αD〉, 〈G1, G2, J12,D〉 (α > 0);
〈G1, G2, J04〉, 〈G1, G2, J04 + αD〉, 〈G1, G2, J04,D〉 (α �= 0);
〈G1, G2, J12 + cJ04〉, 〈G1, G2, J12 + cJ04γD〉,
〈G1, G2, J12 + cJ04,D〉 (c > 0, γ �= 0);
〈G1, G2, G3〉, 〈G1 + D, G2, G3〉, 〈G1, G2, G3,D〉;
〈G1, G2, G3 − J12〉, 〈G1, G2, G3 − J12 + αD〉, 〈G1, G2, G3 − J12,D〉 (α > 0);
〈J03, J04, J34, J12〉, 〈J03, J04, J34, J12 + αD〉, 〈J03, J04, J34, J12,D〉 (α > 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34〉, 〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34 + γD〉,
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34,D〉 (γ �= 0);
〈G1, G2, J12, J04〉, 〈G1, G2, J12 + αD, J04 + βD〉,
〈G1, G2, J12, J04,D〉 (α ≥ 0, α2 + β2 �= 0);
〈G1, G2, G3, J12〉, 〈G1, G2, G3 + D, J12 + αD〉,
〈G1, G2, G3, J12 + βD〉, 〈G1, G2, G3, J12,D〉 (α ≥ 0, β > 0);
〈G1, G2, G3, J04〉, 〈G1, G2, G3, J04 + αD〉, 〈G1, G2, G3, J04,D〉 (α �= 0);
〈G1, G2, G3, J12 + cJ04〉, 〈G1, G2, G3, J12 + cJ04 + αD〉,
〈G1, G2, G3, J12 + cJ04,D〉 (c > 0, α �= 0);
〈J12, J13, J23, J04〉, 〈J12, J13, J23, J04 + αD〉, 〈J12, J13, J23, J04,D〉 (α > 0);
〈G1, G2, G3, J12, J04〉, 〈G1, G2, G3, J12 + αD, J04 + βD〉,
〈G1, G2, G3, J12, J04,D〉 (α ≥ 0, β ∈ R, α2 + β2 �= 0);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉, 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23,D〉;
〈J12, J13, J14, J23, J24, J34〉, 〈J12, J13, J14, J23, J24, J34,D〉;
〈J01, J02, J03, J12, J13, J23〉, 〈J01, J02, J03, J12, J13, J23,D, 〉;
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04〉, 〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 + γD〉,
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04,D〉 (γ �= 0);
〈J01, J02, J03, J04, J12, J13, J14, J23, J24, J34〉,
〈J01, J02, J03, J04, J12, J13, J14, J23, J24, J34,D〉.

Лемма 4.1 доказывается на основании результатов [5] о подалгебрах алгебры
AO(1, 4) и теоремы Ли-Гурса о подалгебрах прямой суммы алгебр.

Теорема 4.1. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (1, 4) исчерпываются от-
носительно P (1, 4)-сопряженности такими алгебрами:

O, (0), (4), (04), (0,4), (04,1), (1,4), (0,1,4), (04,1,2), (1,2,4), (0,1,2,4), (04,1,2,3),
(1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12〉: O, (0), (4), (04), (1,2), (3,4), (0,4), (04,3), (0,1,2), (04,1,2), (1,2,4), (0,3,4),
(0,1,2,4), (04, 1,2,3), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);

〈J12 + J34〉: O, (0), (1,2), (0,1,2), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + cJ34〉 (0 < c < 1): O, (0), (1,2), (3,4), (0,1,2), (0,3,4), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J04〉: O, (04), (1), (0,4), (04,1), (1,2), (0,1,4), (04,1,2), (1,2,3), (04,1,2,3), (0,1,2,4),

(0,1,2,3,4);
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〈J12 + cJ04〉 (c > 0): O, (3), (04), (1,2), (0,4), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (1,2,3),
(0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G3〉: O, (04), (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2), (04,1,2),
(04,1,3), (0,1,3,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);

〈G3 − J12〉: O, (04), (04,3), (1,2), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈J12, J34〉: O, (0), (1,2), (0,1,2), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J04, J12〉: O, (3), (04), (0,4), (04,3), (1,2), (0,3,4), (1,2,3), (04,1,2), (0,1,2,4),

(04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J12〉: O, (04), (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2〉: O, (3), (04), (04,1), (04,3), (04,1w3), (04,1,2), (04,1,3), (04,1w3,2),

(0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J04〉: O, (04), (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2), (04,1,2),

(04,1,3), (0,1,3,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G3, J12 + cJ04〉 (c > 0): O, (04), (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3),

(0,1,2,3,4);
〈J12, J13, J23〉: O, (0), (4), (04), (0,4), (1,2,3), (0,1,2,3), (1,2,3,4), (04,1,2,3),

(0,1,2,3,4);
〈J03, J04, J34〉: O, (1), (1,2), (0,3,4), (0,1,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈G3, J04, J12〉: O, (04), (1,2), (04,3), (0,3,4), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J12〉: O, (3), (04), (04,3), (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J04〉: O, (3), (04), (04,1), (04,3), (04,1w3), (04,1,2), (04,1,3), (04,1w3,2),

(0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J12 + cJ04〉 (c > 0): O, (3), (04), (04,3), (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3),

(0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3〉: O, (04), (04,1), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3 − J12〉: O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈J03, J04, J34, J12〉: O, (1,2), (0,3,4), (0,1,2,3,4);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34〉: O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, J04, J12〉: O, (3), (04), (04,3), (04,1,2), (0,1,2,4), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12〉: O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J04〉: O, (04), (04,1), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12 + cJ04〉 (c > 0): O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈J12, J13, J23, J04〉: O, (04), (0,4), (1,2,3), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J04〉: O, (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23〉: O, (04), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
AO(4): O, (0), (1,2,3,4), (0,1,2,3,4);
AO(1, 3): O, (4), (0,1,2,3), (0,1,2,3,4);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04〉: O, (04), (04,1,2,3), (0,1,2,3,4);
AO(1, 4): O, (0,1,2,3,4).

Доказательство. Подалгебры алгебры AO(1, 4) описаны в работе [5]. Для ка-
ждой из них необходимо найти инвариантные подпространства пространства U =
〈P0, P1, P2, P3, P4〉.

Рассмотрим случай нулевой подалгебры алгебры AO(1, 4). Если W — подпро-
странство U и dimW = 1, то по теореме Витта W O(1, 4)-сопряжено с одним из
пространств: (0), (04), (4). Если dimW > 1, то W = 〈X1〉 ⊕W ′, где ‖X1‖2 �= 0.
Если dimW ′ > 1, то W ′ = 〈X2〉 ⊕ W ′′, где ‖X2‖2 �= 0. Следовательно, если
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dimW > 1, то W = 〈X1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈Xs〉 ⊕ 〈Y 〉, где s ≤ 4, X1, . . . , Xs — векто-
ры ненулевой длины. В силу закона инерции для квадратичных форм и теоремы
Витта несопряженные относительно группы внутренних автоморфизмов группы
O(1, 4) подпространства пространства U исчерпываются пространствами с базиса-
ми, получаемыми в результате дополнения каждого из векторов P0, P4, P0 +P4 до
ортогональной системы частью векторов P4, P1, P2, P3.

Если W инвариантно относительно 〈J12〉, то по лемме 3.3 W = π1,2(W ) ⊕W ′,
где W ′ ⊂ 〈P0, P3, P4〉. Поскольку 〈J12〉 действует на W ′ как нулевая алгебра, то
получаем предыдущий случай.

Пусть W — подпространство U , инвариантное относительно 〈J04〉, W ′ — прое-
кцияW на 〈P0, P4〉,W ′′ — проекцияW на 〈P1, P2, P3〉. По лемме 3.3W = W ′⊕W ′′.
Пространство W ′ сопряжено с одним из пространств: O, 〈P0 + P4〉, 〈P0, P4〉.
Пространство W ′′ сопряжено с одним из таких пространств: O, 〈P1〉, 〈P1, P2〉,
〈P1, P2, P3〉.

Случай алгебры 〈J12 + cJ04〉 посредством леммы 3.3 сводится к случаям алгебр
〈J12〉 и 〈J04〉. Исследование остальных случаев проводится на основании лемм 3.1,
3.3 и предложения 3.1. Teopeмa доказана.

Теорема 4.2. Пусть Γ(∆) — система представителей классов сопряженных по-
далгебр алгебры AO(1, 4) (соответственно AO(1, 4) ⊕ 〈D〉), найденная в лемме
4.1. Расщепляемые подалгебры алгебры AP̃ (1, 4) исчерпываются относительно
P̃ (1, 4)-сопряженности такими алгебрами:

1) W +⊃ F , где F ∈ Γ, W ⊂ U и [F,W ] ⊂W ;
2) W +⊃ F̂ , где F̂ ∈ ∆ и проекция F̂ на AO(1, 4) совпадает с F , F ∈ Γ;
3) 〈J12, J34 + αD〉: 〈P1, P2〉, 〈P0, P1, P2〉;
4) 〈G1 + αD, G2 + βD〉: 〈M,P1〉, 〈M,P1 + wP3〉, 〈M,P1, P3〉, 〈M,P1 + wP3, P2〉

(w > 0, α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 �= 0);
5) 〈G1 + αD, G2 + βD, G3,M, P1〉 (α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 �= 0);
6) 〈G1 + αD, G2, G3 + βD,M, P1, P2〉 (α ≥ 0, β ≥ 0, α2 + β2 �= 0);

Доказательство. Пусть F̂ — подпрямая сумма F ∈ Γ и 〈D〉, W — подпространство
U , инвариантное относительно F̂ . Тогда [F,W ] ⊂W , и наоборот, если [F,W ] ⊂W ,
то [F̂ ,W ] ⊂ W . Поэтому можно воспользоваться теоремой 4.1. Дополнительного
исследования требуют только случаи тех алгебр F̂ ∈ ∆, которые упрощались
O(1, 4)-автоморфизмами. Такие алгебры соответствуют алгебре F , совпадающей с
〈J12, J34〉, 〈G1, G2〉 или 〈G1, G2, G3〉. Если F̂ = 〈G1 + α1D, G2 + α2D, G3 + α3D〉,
то дальнейшее упрощение осуществляем O(1, 4)-автоморфизмами, оставляющими
неизменными 〈M,P1〉, 〈M,P1, P2〉. Теорема доказана.

Пусть F̃ — такая подалгебра алгебры AP̃ (1, 4), что π(F̃ ) = F . Запись F̃ + W
означает, что W — подпростpанство U , [F,W ] ⊂W и F̃ ∩U ⊂W . Если речь идет о
нерасщепляемых алгебрах F̃ +W1, . . . , F̃ +Ws, то будем употреблять обозначение:
F̃ : W1, . . . ,Ws.

Теорема 4.3. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (1, 4) исчерпываются
относительно P̃ (1, 4)-сопряженности алгебрами:

〈J12 + P0〉: O, (04), (4), (04,3), (1,2), (3,4), (04,1,2), (1,2,4), (04,1,2,3), (1,2,3,4);
〈J12 + P3〉: O, (04), (0), (4), (1,2), (0,4), (04,1,2), (0,1,2), (1,2,4), (0,1,2,4);
〈J12 + P0 + P3〉: O, (4), (1,2), (1,2,4);
〈J12 + J34 + P0〉: O, (1,2), (1,2,3,4);
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〈J12 + cJ34 + P0〉: O, (1,2), (3,4), (1,2,3,4) (0 < c < 1);
〈J04 + P1〉: O, (04), (0,4);
〈J04 + P2〉: (1), (04,1), (0,1,4);
〈J04 + P3〉: (1,2), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈J12 + cJ04 + P3〉: O, (04), (1,2), (0,4), (04,1,2), (0,1,2,4) (c > 0);
〈G3 + P1〉: O, (04), (04,3), (0,3,4);
〈G3 + P2〉: (1), (04,1), (04,1w3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈G3 + P0〉: O, (04), (1), (04,1), (1,2), (04,1w3), (04,3), (04,1w3,2), (04,1,2),

(04,1,3), (04,1,2,3);
〈G3 − J12 + P0〉: O, (04), (04,3), (1,2), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J12 + P0, J34 + δP0〉: O, (1,2), (1,2,3,4) (δ ≥ 0);
〈J12, J34 + P0, P1, P2〉;
〈J04 + P3, J12 + δP3〉: O, (04), (1,2), (04,1,2), (0,1,2,4), (δ ≥ 0);
〈J04, J12 + P3〉: O, (04), (1,2), (0,4), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈J12 +M,G3 + δP0〉 (δ ≥ 0); 〈J12, G3 + P0〉; 〈J12 + δP3, G3 + P0,M〉 (δ ≥ 0);
〈J12 + P3, G3,M〉; 〈J12 +M,G3 + δP0, P1, P2〉 (δ ≥ 0); 〈J12, G3 + P0, P1, P2〉;
〈J12 + δP0, G3 + P0,M, P3〉; 〈J12 + P0, G3,M, P3〉;
〈J12 + δP3, G3 + P0,M, P1, P2〉; 〈J12 + P3, G3,M, P1, P2〉;
〈J12 + δP0, G3 + P0,M, P1, P2, P3〉; 〈J12 + P0, G3,M, P1, P2, P3〉;
〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP3〉 (µ > 0, δ ≥ 0); 〈G1 + P3, G2〉;
〈G1, G2 + P2 + δP3〉 (δ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2, P3〉;
〈G1 + P2 + γP3, G2 − P1 + µP2 + δP3,M〉 (µ > 0, γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0);
〈G1 + P2 + γP3, G2 − P1,M〉 (γ ≥ 0);
〈G1 + γP3, G2 + P2 + δP3,M〉 (γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0); 〈G1 + P3, G2,M〉;
〈G1 + P2, G2 − P1 + µP2,M, P3〉 (µ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2,M, P3〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3,M, P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2,M, P1〉 (β ≥ 0); 〈G1 + P3, G2,M, P1〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P0,M, P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P3, G2,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P3, G2,M, P1, P2〉; 〈G1 + P0, G2 + βP3,M, P1, P2〉 (β ≥ 0);
〈G1 + P2, G2,M, P1, P3〉; 〈G1 + P2, G2 + αP0,M, P1, P3〉 (α > 0);
〈G1, G2 + P0,M, P1, P3〉; 〈G1, G2 + P3,M, P1 + wP3, P2〉 (w > 0);
〈G1 + P0, G2 + αP3,M, P1 + wP3, P2〉 (α ≥ 0, w > 0);
〈G1 + P3, G2, P0, P1, P2, P4〉; 〈G1 + P0, G2,M, P1, P2, P3〉;
〈G3, J04 + P1〉: O, (04), (04,1w3), (04,3), (0,3,4), (04,1w3,2);
〈G3, J04 + P2〉: (1), (04,1), (04,1w3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈G3, J04 + P3〉: (04), (04,1), (04,1,2);
〈G3, J04 + P1 + αP2,M, P1 + wP3〉 (α > 0, w > 0);
〈G3, J04 + P1 + αP3,M〉 (α > 0); 〈G3, J04 + P2 + αP3,M, P1〉 (α > 0);
〈G3, J12 + cJ04 + P3〉: (04), (04,1,2) (c > 0);
〈G3, J04 +P3, J12 + δP3〉: (04), (04,1,2) (δ ≥ 0); 〈G3, J04, J12 +P3〉: (04), (04,1,2);
〈G1, G2, J12 +M〉; 〈G1, G2, J12 + P3〉; 〈G1, G2, J12 +M,P3〉;
〈G1, G2, J12 + P3,M〉; 〈G1 + P2, G2 − P1, J12 + αP3,M〉 (α ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, J12,M, P3〉; 〈G1, G2, J12 + P3,M, P1, P2〉;
〈G1, G2, J12 + P0,M, P1, P2〉; 〈G1, G2, J12 + P3, P0, P1, P2, P4〉;
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〈G1, G2, J12 + P0,M, P1, P1, P2, P3〉;
〈G1, G2, J04 + P1〉: (04), (04,3), (04,1w3), (04,1w3,2);
〈G1, G2, J04 + P2〉: (04,1), (04,1w3), (04,1,3);
〈G1, G2, J04 + P3〉: O, (04), (04,1), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈G1, G2, J04 + P1 + αP2,M, P1 + wP3〉 (α > 0, w > 0);
〈G1, G2, J04 + P1 + αP3,M〉; 〈G1, G2, J04 + P2 + αP3,M, P1〉 (α > 0);
〈G1, G2, J12 + cJ04 + P3〉: O, (04), (04,1,2), (0,1,2,4) (c > 0);
〈G1, G2 + P2, G3 + αP3〉; 〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1, G3 + βP1 + δP3,M〉 (β ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1 + µP2 + γP3, G3 + βP1 + γP2 + δP3,M〉
(µ > 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1, G2 + P2, G3 + γP3,M〉; 〈G1 + βP2, G2 + P3, G3 − P2,M, P1〉 (β ≥ 0);
〈G1 + βP2 + γP3, G2 + P3, G3 − P2 + µP3,M, P1〉 (µ > 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + βP2 + γP3, G2, G3 + P3,M, P1〉 (β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2, G3,M, P1〉; 〈G1 + P3, G2, G3,M, P1, P2〉;
〈G1 + αP3, G2, G3 + P0,M, P1, P2〉 (α ≥ 0);
〈G1 + P0, G2, G3,M, P1, P2, P3〉; 〈G1 + P1, G2 + P2, J12 −G3〉;
〈G1 + P1 + αP2, G2 − αP1 + P2, J12 −G3,M〉 (α ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, J12 −G3,M〉; 〈G1 + P2, G2 − P1, J12 −G3,M, P3〉;
〈G1, G2, J12 −G3 + P0,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J12 + J34, J13 − J24, J23 + J14, J34 + P0〉: O, 〈P1, P2, P3, P4〉;
〈G1, G2, J04 + P3, J12 + αP3〉: O, (04), (04,1,2), (0,1,2,4), (α ≥ 0);
〈G1, G2, J04, J12 + P3〉: O, (04), (04,1,2), (0,1,2,4);
〈G1, G2, G3 + P3, J12〉; 〈G1, G2, G3 + αP3, J12 +M〉 (α ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + αP3, J12 + δP3,M〉 (δ = 0, 1);
〈G1, G2, G3 + P3, J12 + δP3,M〉 (δ = 0, 1); 〈G1, G2, G3, J12 + P3,M〉;
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, J12,M, P3〉; 〈G1, G2, G3, J12 + P3,M, P1, P2〉;
〈G1, G2, G3 + P0, J12 + αP3,M, P1, P2〉 (α = 0, 1);
〈G1, G2, G3 + P0, J12 + αP0,M, P1, P2, P3〉 (α = 0, 1);
〈G1, G2, G3, J12 + P0,M, P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, G3, J04 + P1,M〉;
〈G1, G2, G3, J04 + P2,M, P1〉; 〈G1, G2, G3, J04 + P3,M, P1, P2〉;
〈G1, G2, G3, J12 + cJ04 + P3〉: 〈M〉, 〈M,P1, P2〉 (c > 0);
〈G1, G2, G3, J04 + P3, J12 + αP3〉: 〈M〉, 〈M,P1, P2〉 (α ≥ 0);
〈G1, G2, G3, J04, J12 + P3〉: 〈M〉, 〈M,P1, P2〉.

Доказательство. Пусть L — такая подалгебра AP (1, 4), что π(L) = 〈G1, G2, G3〉.
Через Λ = (λab) обозначим матрицу порядка 3, в j-ом столбце которой записа-
ны коэффициенты базисного элемента Gj + λ1jP1 + λ2jP2 + λ3jP3 + µjP0 + ρjM
(j = 1, 2, 3). Матрица Λ однозначно представляется в виде суммы симметрической
и кососимметрической матриц. Кососимметрическая матрица порядка 3 ортого-
нальным преобразованием подобия приводится к виду 0 α 0

−α 0 0
0 0 0

 .

Если α = 0, то для упрощения симметрической части можно применять любую
матрицу из O(3). Если α �= 0, то для упрощения симметрической матрицы можно
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использовать только матрицы вида cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 ±1

 .

Поскольку симметрическая матрица ортогональным преобразованием подобия при-
водится к диагональному виду, то для некоторой матрицы C ∈ O(3) имеет место
равенство

CΛC−1 =

 µ1 α β
−α µ2 γ
β γ δ

 ,

где µ1 ≤ µ2. Если µ1 = µ2, то можно положить γ = 0. Если α = 0, то β = γ = 0.
Допустим, что проекция L на 〈P1, P2, P3〉 совпадает с 〈P1, P2, P3〉 и что пере-

сечения L с π(L) и 〈P1, P2, P3〉 суть нулевые. В этом случае алгебра L сопряжена
одной из алгебр:

〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1 + µP2 + γP3, G3 + βP1 + γP2 + δP3,M〉
(µ > 0, δ − β2µ �= 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1, G3 + βP1 + δP3,M〉 (β ≥ 0, δ �= 0).
При рассмотрении других случаев на матрицу C необходимо налагать допол-

нительные ограничения. Теорема доказана.

Теорема 4.4. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP̃ (1, 4) исчерпываются
относительно P̃ (1, 4)-сопряженности нерасщепляемыми подалгебрами алгебры
AP (1, 4) (теорема 4.3) и такими алгебрами:

〈J04 − D + P0〉: O, (1), (1,2), (1,2,3);
〈J04 − D + P0〉: (04), (04,1), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J12 + c(J04 − D + P0)〉: O, (04), (3), (04,3), (1,2), (1,2,3), (04,1,2), (04,1,2,3)

(c > 0);
〈J12 ± D + P0, J12 + αM〉: O, (3), (1,2), (1,2,3), (α > 0);
〈J04 ± D, J12 +M〉: O, (3), (1,2), (1,2,3);
〈J04 + D +M,J12〉: O, (3), (1,2), (1,2,3);
〈J04 − D + P0, J12 + αP0〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J04 − D, J12 + P0〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
〈J04 − 2D, G3 + P0〉: (04), (04,1), (04,1w3), (04,3), (04,1w3,2), (04,1,2), (04,1,3),

(04,1,2,3);
〈J04 − 2D, G3 + P0 − P4〉: O, (1), (1,2);
〈J04 − D, G3 + P1〉: O, (04), (04,3), (0,3,4);
〈J04 − D, G3 + P2〉: (1), (04,1), (04,1w3), (04,1,3), (0,1,3,4);
〈G3 + αP1, J04 − D + P0,M, P3〉, 〈J04 − D + P0, G3 + αP2,M, P1, P3〉 (α > 0);
〈G3, J04 − D + P0〉: (04,3), (04,1,3), (04,1,2,3);
〈G3, J04 + D +M〉: O, (1), (1,2);
〈G3 + P0, J12 + c(J04 − 2D)〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3) (c > 0);
〈G3 + P0 − P4, J12 + c(J04 − 2D)〉: O, (1,2) (c > 1);
〈G3 + P0 − P4, J12 + c(J04 − 2D)〉: O, (1,2) (0 < c ≤ 1);
〈G3, J12 + c(J04 − D + P0)〉: (04,3), (04,1,2,3);
〈G3, J12 + c(J04 + D +M)〉: O, (1,2);
〈G3 + P0, J12, J04 − 2D〉: (04), (04,3), (04,1,2), (04,1,2,3);
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〈G3 + P0 − P4, J12, J04 − 2D〉: O, (1,2);
〈G3, J12 + αP0, J04 − D + P0〉: (04,3), (04,1,2,3) (α > 0);
〈G3, J12 + P0, J04 − D〉: (04,3), (04,1,2,3);
〈G3, J12 + αM, J04 + D +M〉: O, (1,2), (α ≥ 0;
〈G3, J12 +M,J04 + D〉: O, (1,2);
〈G1, G2 + P0, J04 − 2D〉: (04,1), (04,1,2), (04,1,2w3), (04,1,3), (04,1,2,3);
〈G1 + P3, G2 + µP2 + δP3, J04 − D〉 (µ > 0, δ ≥ 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D〉;
〈G1, G2 + P2 + δP3, J04 − D〉 (δ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2, J04 − D, P3〉;
〈G1 + P2 + λP3, G2 − P1 + µP2 + δP3, J04 − D,M〉 (µ > 0, λ > 0 ∨ λ = 0, δ ≥ 0);
〈G1 + P2 + λP3, G2 − P1, J04 − D,M〉 (λ ≥ 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D,M〉;
〈G1 + λP3, G2 + P2 + δP3, J04 − D,M〉 (λ > 0 ∨ λ = 0, δ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1 + µP2, J04 − D,M, P3〉 (µ ≥ 0); 〈G1, G2 + P2, J04 − D,M, P3〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3, J04 − D,M, P1〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2, J04 − D,M, P1〉 (β ≥ 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D,M, P1〉;
〈G1 + αP2 + βP3, G2 + P3, J04 − D,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2, J04 − D,M, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G1 + P3, G2, J04 − D,M, P1 + wP3〉 (w > 0); 〈G1 + P3, G2, J04 − D,M, P1, P2〉;
〈G1 + P2, G2, J04 − D,M, P1, P3〉; 〈G1, G2 + P3, J04 − D,M, P1wP3, P2〉 (w > 0);
〈G1+P3, G2, J04−D, P0, P1, P2, P4〉; 〈G1+βP3, G2, J04−D+P0,M, P1, P2〉 (β ≥ 0);
〈G1, G2, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, J04 + D +M〉;
〈G1, G2, J04 +D+M,P3〉; 〈G1+P2, G2−P1, J12 +c(J04−D)〉: (04), (04,3) (c > 0);
〈G1, G2, J12 + c(J04 − D + P0),M, P1, P2, sP − 3〉 (c > 0, s = 0, 1);
〈G1, G2, J12 + c(J04 + D +M)〉: O, (3), (c > 0);
〈G1, G2, J12 + P0, J04 − D,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2, J12 +M,J04 + D〉: O, (3);
〈G1, G2, J12 + δP0, J04 − D + P0,M, P1, P2, sP3〉 (δ ≥ 0, s = 0, 1);
〈G1 + P2, G2 − P1, J12, J04 − D,M, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2, J12 + αM, J04 + D +M〉: O, (3) (α ≥ 0);
〈G1, G2, G3 + P0, J04 − 2D,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈G1, G2 + P2, G3 + αP3, J04 − D〉; 〈G1, G2 + P2, G3 + αP3, J04 − D,M〉;
〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1 + µP2 + γP3, G3 + βP1 + γP2 + δP3, J04 − D,M〉
(µ > 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + P2 + βP3, G2 − P1, G3 + βP1 + δP3, J04 − D,M〉 (β ≥ 0);
〈G1 + βP2, G2 + P3, G3 − P2, J04 − D,M, P1〉 (β ≥ 0);
〈G1 + βP2 + γP3, G2 + P3, G3 − P2 + µP3, J04 − D,M, P1〉
(µ > 0, β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + βP2 + γP3, G2, G3 + P3, J04 − D,M, P1〉 (β > 0 ∨ β = 0, γ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2, G3, J04 − D,M, P1〉; 〈G1 + P3, G2, G3, J04 − D,M, P1, P2〉;
〈G1, G2, G3, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉; 〈G1, G2, G3, J04 + D +M〉;
〈G1, G2, G3 + P0, J12 + c(J04 − 2D),M, P1, P2, sP3〉 (c > 0, s = 0, 1);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + βP3, J12 + c(J04 − D),M〉 (c > 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, J12 + c(J04 − D),M, P3〉 (c > 0);
〈G1, G2, G3 + P3, J12 + c(J04 − D)〉: O, (04);
〈G1, G2, G3, J12 + c(J04 − D + P0),M, P1, P2, P3〉 (c > 0);
〈G1, G2, G3, J12 + c(J04 + D +M)〉 (c > 0);
〈J12, J13, J23, J04 − D + P0〉: O, (04), (1,2,3), (04,1,2,3);
〈G1, G2, G3 + P0, J12, J04 − 2D,M, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
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〈G1, G2, G3, J12 + P0, J04 − D,M, P1, P2, P3〉;
〈G1, G2, G3, J12 + δP0, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉 (δ ≥ 0);
〈G1 + P2, G2 − P1, G3 + βP3, J12, J04 − D,M〉;
〈G1 + P2, G2 − P1, G3, J12, J04 − D,M, P3〉;
〈G1, G2, G3 + P3, J12, J04 − D〉: O, (04);
〈G1, G2, G3, J12 +M,J04 + D〉; 〈G1, G2, G3, J12 + δM, J04 + D +M〉 (δ ≥ 0);
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 − D + P0,M, P1, P2, P3〉;
〈G1, G2, G3, J12, J13, J23, J04 + D +M〉.
Доказательство теоремы 4.4 проводится на основании теоремы 3.1, лемм 3.3–
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Подалгебры обобщенной алгебры Пуанкаре
AP (2, n)

Л.Ф. БАРАННИК, В.И. ЛАГНО, В.И. ФУЩИЧ

В работе изучаются для произвольного n ≥ 2 подалгебры алгебры Ли AP (2, n)
обобщенной группы Пуанкаре P (2, n) относительно P (2, n)-сопряженности. Найде-
ны в явном виде максимальные подалгебры и максимальные разрешимые подалге-
бры алгебры AP (2, n). Выделены вполне приводимые подалгебры алгебры AO(2, n),
обладающие только расщепляемыми расширениями в AP (2, n).
Проведена частичная классификация относительно P (2, 3)-сопряженности подалгебр
алгебры AP (2, 3). Полностью описаны относительно P (2, 2)-сопряженности подал-
гебры алгебры AP (2, 2).

Введение
Обобщенные группы Пуанкаре используются при решении ряда задач теоре-

тической и математической физики. Примером может служить группа P (2, 3), ко-
торая имеет прямое отношение к задаче о расширении S-матрицы за массовую
оболочку [1, 3] и к задаче описания частиц с внутренней структурой [4, 5]. В [4,
6] предложено использовать обобщенные группы Пуанкаре для описания физиче-
ских систем с переменной массой и спином. Для решения многих задач важно
знать подгрупповую структуру группы симметрии, допускаемой физической систе-
мой.

Описание подгрупповой структуры группы P (2, n) необходимо для исследова-
ния инвариантных решений уравнения

∂2u

∂x2
1

+ �u = 0,

а также уравнения [7]

i
∂ϕ(t, x)
∂t

=
1
l
�ϕ(t, x),

где � = ∂2

∂x2
2
−∇2 — оператор Даламбера, x = (x2, . . . , xn+2) — точка в пространс-

тве Минковского M(1, n), l — постоянная величина.
В данной работе для произвольного n ≥ 2 изучается подгрупповая структура

группы P (2, n) относительно P (2, n)-сопряженности. Поскольку классификация
непрерывных подгрупп группы P (2, n) сводится к классификации подалгебр алге-
бры Ли AP (2, n) группы P (2, n), то мы исследуем подалгебры алгебры AP (2, n)
относительно P (2, n)-сопряженности. Полученные результаты являются дальней-
шим развитием на случай алгебры AP (2, n) идей работы [8], в которой предложен
общий метод классификации относительно определенной сопряженности подал-
гебр конечно мерных алгебр Ли с нетривиальным абелевым идеалом.

Препринт 85.89, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 50 c.
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Дадим кратную характеристику работы. В § 1 описаны максимальные подалге-
бры алгебры AP (2, n), а в § 2 найдены в явном виде максимальные разрешимые
подалгебры алгебры AP (2, n). Число этих подалгебр равно 3 при четном n и 4 при
нечетном n.

§ 3 посвящен изучению вполне приводимых подалгебр алгебры AO(2, n). На
основании полученных результатов проблема классификации подалгебр алгебры
AP (2, n) с вполне приводимыми проекциями на AO(2, n) сводится к классифика-
ции относительно O(q, k)-сопряженности неприводимых подалгебр алгебры
AO(q, k) (q = 0, 1, 2; k = 2, . . . , n).

В § 4 — § 6 проведена частичная классификация подалгебр алгебры AP (2, 3).
Отметим как законченное исследование классификацию относительно P (2, 2)-со-
пряженности подалгебр алгебры AP (2, 2), содержащуюся в § 5, § 6.

§ 1. Максимальные подалгебры алгебры AP (2, n)
Пусть R — поле вещественных чисел; 〈Y1, . . . , Ys〉 — векторное пространство

или алгебра Ли над R с образующими Y1, . . . , Ys; Rm — m-мерное арифметиче-
ское векторное пространство над R; U = U2,n — 2 + n-мерное псевдоевклидово
пространство со скалярным произведением

(X,Y ) = x1y1 + x2y2 − x3y3 − · · · − xn+2yn+2; (1.1)

O(2, n) — группа линейных преобразований U , сохраняющих (X,X) для каждого
X ∈ U . Будем предполагать, что O(2, n) реализована в виде вещественных матриц
порядка 2 + n.

Группой Пуанкаре P (2, n) называется мультипликативная группа матриц(
∆ Y
0 1

)
,

где ∆ ∈ O(2, n), Y ∈ Rn+2.
Через AG обозначим алгебру Ли группы Ли G. Используя определение алгебры

Ли, легко получить, что AO(2, n) состоит из матриц

0 α β1 β2 · · · βn−1 βn
−α 0 γ1 γ2 · · · γn−1 γn
β1 γ1 0 δ12 · · · δ1,n−1 δ1n
β2 γ2 −δ12 0 · · · δ2,n−1 δ2n
...

...
...

... · · · ...
...

βn−1 γn−1 −δ1,n−1 −δ2,n−1 · · · 0 δn−1,n

βn γn −δ1n −δ2n · · · −δn−1,n 0


. (1.2)

Пусть Eik — матрица порядка n+3, имеющая единицу на пересечении i-ой строки
и k-го столбца, и нули на всех остальных местах (i, k = 1, 2, . . . , n+ 3). Нетрудно
получить, что базис алгебры AP (2, n) образуют матрицы: J12 = E12 − E21; Jab =
−Eab + Eba (a < b; a, b = 3, . . . , n + 2); Jia = −Eia − Eai (i = 1, 2; a = 3, . . . , n +
2); Pj = Ej,n+3 (j = 1, 2, . . . , n + 2). Базисные элементы удовлетворяют таким
коммутационным соотношениям:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,
(1.3)
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где g11 = g22 = −g33 = · · · = −gn+2,n+2 = 1, gαβ = 0 при α �= β (α, β = 1, 2, . . .,
n+ 2).

Генераторы поворотов Jαβ порождают алгебру AO(2, n), а генераторы трансля-
ций Pα — коммутативный идеал N , причем AP (2, n) = N +⊃ AO(2, n). Легко
видеть, что [X,Y ] = X · Y для любых X ∈ AO(2, n), Y ∈ N . Отождествим N и
U2,n, сопоставив Pi n+ 2-мерный столбец с единицей на i-ом месте и с нулями на
остальных местах (i = 1, 2, . . . , n+ 2).

Пусть C — такая матрица порядка n + 3 над R, что отображение ϕC : X →
CXC−1 является автоморфизмом AP (2, n). Если C ∈ G, где G — подгруппа груп-
пы P (2, n), то ϕc называется G-автоморфизмом. Подалгебра L1 и подалгебра L2

алгебры AP (2, n) будут называться P (2, n)-сопряженными, если ϕC(L1) = L2 для
некоторого P (2, n)-автоморфизма ϕC алгебры AP (2, n).

Пусть W — невырожденное подпространство пространства U . Если F — по-
далгебра AO(W ), то тождественное отображение F является представлением F в
AO(W ), (O(W ) — группа изометрий пространства W ). Это представление будем
называть тривиальным. Подалгебра F ⊂ AO(W ) называется неприводимой, если
тривиальное представление F является неприводимым. Подалгебра F ⊂ AO(W )
называется вполне приводимой, если ее тривиальное представление вполне приво-
димо.

Определение. Пусть W — подпространство пространства U . Нормализато-
ром W в AO(2, n) называется множество

NorW = {X ∈ AO(2, n) | (∀ Y ∈W ) (X · Y ∈W )}.
Лемма 1.1. Нормализатор 〈P1 + Pn+2〉 в AO(2, n) совпадает с алгеброй

AP̃ (1, n− 1) = 〈G2, . . . , Gn+1〉 +⊃ (AO(1, n− 1) ⊕ 〈J1,n+2〉),
где Ga = J1a − Ja,n+2 (a = 2, . . . , n + 1), AO(1, n − 1) = 〈Jab | a, b = 2, . . . , n + 1〉.
Базисные элементы алгебры AP̃ (1, n − 1) связаны такими коммутационными
соотношениями:

[Ga, J1,n+1] = Ga, [Jab, J1,n+2] = [Ga, Gb] = 0, [Ga, Jbc] = gabGc − gacGb,

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac (a, b, c, d = 2, . . . , n+ 1).

Доказательство. Необходимо найти все матрицы X вида (1.2), для которых

X · (P1 + Pn+2) = λ(P1 + Pn+2). (1.4)

Непосредственными вычислениями получаем, что α = γn, βi = −δin (i = 1, 2, . . .,
n− 1). Значит, Nor 〈P1 + Pn+2〉 = AP̃ (1, n− 1). Лемма доказана.
Лемма 1.2. Если W = 〈P1 + Pn+2, P2 + Pn+1〉, то Nor W совпадает с алгеброй
AOpt(1, n−1) = 〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . ,Hn〉 +⊃ (AO(n−2)⊕〈C,D, T, J1,n+2〉), где

Ga = J1a − Ja,n+2, Ha = J2a − Ja,n+1 (a = 3, . . . , n),
M = (J21 − J1,n+1) + (J2,n+2 − Jn+2,n+1),
AO(n− 2) = 〈Jab | a, b = 3, . . . , n〉,
C = −J1,n+2 + J2,n+1, D = 1

2 (J12 + Jn+1,n+2 + J1,n+1 + J2,n+2),
T = 1

2 (J1,n+1 + J2,n+2 − J12 − Jn+1,n+2).
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Базисные элементы связаны следующими коммутационными соотношениями:

[Ha, Ga] = M, [Ha,M ] = [Ga,M ] = [Ha,Hb] = [Ga, Gb] = [M,Jab] = 0,
[M,J1,n+2] = M, [Ga, J1,n+2] = Ga, [Ha, J1,n+2] = [Jab, J1,n+2] = 0,
[M,C] = [M,D] = [M,T ] = 0, [C,Ga] = Ga, [C,Ha] = −Ha,

[D, Ga] = −Ha, [D,Ha] = [T,Ga] = 0, [T,Ha] = −Ga, [C,D] = −2D,

[C, T ] = 2T, [T,D] = C, [C, J1,n+2] = 0, [D, J1,n+2] = −D, [T, J1,n+2] = T.

(1.5)

Доказательство. Найдем все такие матрицы X вида (1.2), для которых [X,W ] ⊂
W . Пусть X · (µ(P1 + Pn+2) + ρ(P2 + Pn+1)) ∈W . Тогда

µ


β1 + δ1n
β2 + δ2n

...
βn−2 + δn−2,n

+ ρ


γ1 + δ1,n−1

γ2 + δ2,n−1

...
γn−2 + δn−2,n−1

 =


0
0
...
0

 , (1.6)

αρ+ βn−1ρ+ βnµ = βnµ+ γnρ− δn−1,nρ,

−αµ+ γn−1ρ+ γnµ = βn−1µ+ γn−1ρ+ δn−1,nµ.
(1.7)

Решаем систему уравнений (1.6). Пусть µ = 0, ρ = 1. Тогда δi,n−1 = −γi
(i = 1, 2, . . . , n − 2). Если µ = 1, ρ = 0, то δin = −βi (i = 1, 2, . . . , n − 2). Отсюда
вытекает, что Ga,Ha ∈ Nor W (a = 3, . . . , n). Систему (1.7) можно записать в
виде:

αρ+ βn−1ρ = γnρ− δn−1,nρ,

−αµ+ γnµ = βn−1µ+ δn−1,nµ.

Поскольку µ и ρ могут быть ненулевыми, то

α+ βn−1 = γn − δn−1,n,

−α+ γn = βn−1 + δn−1,n.

Отсюда находим, что δn−1,n = γn − βn−1 − α. Но тогда NorW содержит

αJ12 − βn−1J1,n+1 − γnJ2,n+2 + (α+ βn−1 − γn)Jn+1,n+2 =
= α(J12 + Jn+1,n+2) − βn−1(J1,n+1 − Jn+1,n+2) − γn(J2,n+2 − Jn+2,n+1),

для произвольных α, βn−1, γn. Это значит, что Nor W содержит генераторы Y1 =
J12+Jn+1,n+2, Y2 = J1,n+1−Jn+1,n+2, Y3 = J2,n+2−Jn+2,n+1. На элементы βn, γn−1

матрицы X не налагается никаких ограничений. Следовательно, Nor W содержит
также генераторы Y4 = J1,n+2, Y5 = J2,n+1. По той же причине Jab ∈ Nor W для
a, b = 3, . . . , n. Очевидно, C = −Y4 + Y5, D = 1

2 (Y1 + Y2 + Y3), T = 1
2 (Y2 + Y3 − Y1),

M = −Y1 − Y2 + Y3, J2,n+1 = C + Y4.
Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости коммутационных

соотношений (1.5). Лемма доказана.

Теорема 1.1. Максимальные приводимые подалгебры алгебры AO(2, n) исчер-
пываются относительно O(2, n) сопряженности такими алгебрами:

1) AP̃ (1, n− 1);
2) AOpt(1, n− 1);
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3) AO1(1, k) ⊕ AO2(1, n − k), где AO1(1, k) = 〈Jab | a, b = 1, 3, . . . , k + 2〉,
AO2(1, n− k) = 〈Jab | a, b = 2, k + 3, . . . , n+ 2〉 (k = 2, . . . , [n/2]; n ≥ 4);

4) AO1(1, n);
5) AO(2, k) ⊕ AO3(n − k), где AO3(n − k) = 〈Jab | a, b = k + 3, . . . , n + 2〉

(k = 0, 1, . . . , n− 1).

Доказательство. Пусть F — подалгебра алгебры AO(2, n), U1 — ненулевое под-
пространство пространства U , инвариантное относительно F . Если U1 — выро-
жденное пространство, то оно содержит F -инвариантное изотропное подпрос-
транство, сопряженное 〈P1 + Pn+2〉 или 〈P1 + Pn+2, P2 + Pn+1〉. На основании
лемм 1.1, 1.2 заключаем, что алгебра F O(2, n)-сопряжена подалгебре алгебры
AP̃ (1, n− 1) или алгебры AOpt(1, n− 1).

Если U1 — невырожденное пространство, то U = U1 ⊕ U⊥
1 , а потому в силу

теоремы Витта нормализатор U1 в AO(2, n) сопряжен одной из алгебр: AO1(1, n);
AO1(1, k) ⊕ AO2(1, n − k), k = 2, . . . ,

[
n
2

]
(n ≥ 4); AO(2, k) ⊕ AO3(n − k), k =

0, 1, . . . , n− 1. Теорема доказана.
Отметим, что подалгебры алгебры AP̃ (1, 3) классифицированы в [9], подалге-

бры алгебры AO(2, 3) в [10], а подалгебры алгебры AOpt(1, 3) в [11]. Содержание
работ [9–11] дает почти полное решение задачи об описании относительно O(2, 4)-
сопряженности подалгебр алгебры AO(2, 4).

На основании теоремы 1.1 максимальные подалгебры алгебры AP (2, n) исчер-
пываются относительно P (2, n)-сопряженности такими алгебрами:

1) U +⊃ F , где F — неприводимая максимальная подалгебра алгебры AO(2, n);
2) AG̃(1, n − 1) +⊃ 〈J1,n+2〉, где AG̃(1, n − 1) — расширенная алгебра Галилея

с базисом P1, P1 + Pn+2, G2, . . . , Gn+1, Jab (a, b = 2, . . . , n+ 1);
3) U +⊃ AOpt(1, n− 1);
4) AP1(1, k) ⊕ AP2(1, n − k), где AP1(1, k) = 〈P1, P3, . . . , Pk+2〉 +⊃ AO1(1, k),

AP2(1, n− k) = 〈P2, Pk+3, . . . , Pn+2〉 +⊃ AO2(1, n− k) (k = 2, . . . ,
[
n
2

]
, n ≥ 4);

5) AP (2, k) ⊕ AP3(n − k), где AP3(n − k) = 〈Pk+3, . . . , Pn+2〉 +⊃ AO3(n − k)
(k = 0, 1, . . . , n− 1).

§ 2. Максимальные разрешимые подалгебры алгебры AP (2, n)
Пусть B — максимальная разрешимая подалгебра алгебры AO(2, n). Так как

неприводимые комплексные представления алгебры B одномерны, то степени не-
приводимых вещественных представлений алгебры B не превышают 2. Алгебра B
— это алгебра некоторых линейных преобразований пространства U = 〈P1, P2, . . .,
Pn+1, Pn+2〉. Если все неприводимые 6-инвариантные подпространства пространс-
тва U невырождены, то

B = 〈J12, J34, . . . , J2k−1,2k〉, (2.1)

где k =
[
n+2

2

]
. Если существует изотропное B-инвариантное подпространство

пространства U , то B сопряжена подалгебре алгебры AP̃ (1, n − 1) или алгебры
AOpt(1, n− 1).

Пусть B — подалгебра алгебры AP̃ (1, n− 1). Если n− 1 — нечетное число, то
AO(1, n− 1) обладает только одной максимальной разрешимой подалгеброй:

〈J2,n+1, J34, J56, . . . , Jn−1,n〉.
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Следовательно, если n — четное число, то B сопряжена алгебре

〈G2, . . . , Gn+1, J34, J56, . . . , Jn−1,n, J1,n+2, J2,n+1〉, (2.2)

где Ga = J1a − Ja,n+2 (a = 2, 3, . . . , n+ 1).
Если n − 1 — четное число, то AO(1, n − 1) обладает двумя максимальными

разрешимыми подалгебрами:

〈J34, J56, . . . , Jn,n+1〉, 〈H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, J2,n+1〉,
где Ha = J2a − Ja,n+1 (a = 3, . . . , n). Следовательно, если n — нечетное число, то
B сопряжена одной из алгебр:

〈G2, . . . , Gn+1,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, J2,n+1, J1,n+2〉,
〈G2, . . . , Gn+1, J34, J56, . . . , Jn,n+1, J1,n+2〉.

(2.3)

Теперь рассмотрим случай, когда B — подалгебра алгебры AOpt(1, n − 1) =
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn〉 +⊃ (AO(n − 2) ⊕ 〈C,D, T, J1,n+2〉), где AO(n − 2) =
〈Jab | a, b = 3, . . . , n〉. Алгебра AO(n − 2) обладает только одной максимальной
разрешимой подалгеброй:

〈J34, J56, . . . , J2m−1,2m〉, m =
[n
2

]
.

Алгебра 〈C,D, T 〉 обладает двумя максимальными разрешимыми подалгебрами:
〈C,D〉, 〈D − T 〉. Отсюда вытекает, что AOpt(1, n − 1) обладает двумя максималь-
ными разрешимыми подалгебрами:

〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , J2m−1,2m, C,D, J1,n+2〉,
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , J2m−1,2m,D − T, J1,n+2〉.

(2.4)

Теорема 2.1. Если n — четное число, то алгебра AO(2, n) обладает относи-
тельно O(2, n)-сопряженности тремя максимальными разрешимыми подалге-
брами:

〈J12, J34, . . . , Jn+1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−1,n, C,D, J1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−1,n,D − T, J1,n+2〉.

Их размерности равны соответственно n+2
2 , 5n−2

2 , 5n−4
2 .

Если n — нечетное число, то алгебра AO(2, n) обладает относительно
O(2, n)-сопряженности четырьмя максимальными разрешимыми подалгебрами:

〈J12, J34, . . . , Jn,n+1〉; 〈G2, . . . , Gn+1, J34, J56, . . . , Jn,n+1, J1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1, C,D, J1,n+2〉;
〈M,G3, . . . , Gn,H3, . . . , Hn, J34, J56, . . . , Jn−2,n−1,D − T, J1,n+2〉.

Их размерности равны соответственно n+1
2 , 3n+1

2 , 5n−3
2 , 5n−5

2 .
Доказательство. Пусть n — четное число. В результате проведенных ранее рас-
суждений, мы получили четыре разрешимые подалгебры (2.1), (2.2), (2.4) алге-
бры AO(2, n), среди которых находятся все максимальные разрешимые подалге-
бры. Первая из полученных алгебр не сохраняет изотропное пространство, две



Подалгебры обобщенной алгебры Пуанкаре AP (2, n) 419

последние являются подалгебрами оптической алгебры AOpt(1, n − 1), а пото-
му эти алгебры попарно не сопряжены. Так как [G2, P2 + Pn+1] = P1 + Pn+2,
[Gn+1, P2 +Pn+1] = −(P1 +Pn+2), то алгебра (2.2) принадлежит AOpt(1, n− 1), и,
следовательно, не является максимальной разрешимой подалгеброй.

Аналогично рассуждаем и в случае нечетного n. Теорема доказана.
Отметим, что в [12] предложен алгоритм, сводящий проблему классификации

максимальных разрешимых подалгебр алгебры AO(p, q) к аналогичной проблеме
для алгебр AO(p − 1, q − 1), AO(p − 2, q − 2). Используемая в [12] матричная
реализация алгебры AO(p, q) отличается от реализации, принятой в нашей работе.

На основании свойств разрешимых алгебр получаем, что максимальные разре-
шимые подалгебры алгебры AP (2, n) исчерпываются относительно P (2, n)-сопря-
женности алгебрами U +⊃ B, где B — максимальная разрешимая подалгебра
алгебры AO(2, n).

§ 3. Вполне приводимые подалгебры алгебры AO(2, n)
Пусть F — ненулевая вполне приводимая подалгебра алгебры AO(2, n), облада-

ющая тем свойством, что из GL(2+n,R)-эквивалентности неприводимых подпред-
ставлений тривиального представления F вытекает их O(2, n)-эквивалентность.
Будем также предполагать, что если существуют F -инвариантные изотропные под-
пространства пространства U , то они необходимо аннулируются алгеброй F .

Пусть Γ — тривиальное представление алгебры F . Тогда

Γ = Γ1 + Γ2 + · · · + Γm,

где Γi — неприводимое представление F в AO(Wi) (i = 1, . . . ,m). Положим Fi =
{Γi(X) | X ∈ F}.

Тогда Fi — неприводимая подалгебра алгебры AO(Wi). Если Fi �= 0, то алгебру
Fi будем называть неприводимой частью алгебры F . Очевидно, алгебра F является
подпрямой суммой своих неприводимых частей. Объединив эквивалентные нену-
левые неприводимые подпредставления представления Γ, мы получим ненулевые
дизъюнктные примарные подпредставления представления Γ. Соответствующие им
подалгебры алгебры F , построенные по тому же правилу, что и неприводимые ча-
сти Fi, будем называть примарными частями алгебры F . Если F совпадает со
своей примарной частью, то F называется примарной алгеброй.

Отметим , что все подалгебры алгебры AO(n) являются вполне приводимыми и
удовлетворяют сформулированным выше ограничениям. Введенные понятия можно
распространить и на алгебры AO(p, q) для произвольных p, q.

Теорема 3.1. Если p+ q ≥ 3 и одно из чисел p, q является нечетным, то непри-
водимая подалгебра алгебры AO(p, q) является полупростой и некомпактной.

Доказательство. Пусть F — неприводимая подалгебра алгебры AO(p, q). Тогда
F = Z(F ) ⊕Q, где Z(F ) — центр, a Q — фактор Леви [13]. Если F — абсолютно
неприводимая алгебра, то по лемме Шура существует такая невырожденная ма-
трица B порядка p+q комплексными коэффициентами, что для каждого X ∈ Z(F )
имеет место равенство B−1XB = λE (λ ∈ C). Так как след матрицы X равен 0,
то λ = 0. Значит, Z(F ) = 0.
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Предположим, что F не является абсолютно неприводимой алгеброй. Суще-
ствует такая матрица B с комплексными коэффициентами, что для каждого F

B−1XB =
(

∆ 0
0 ∆̄

)
,

где ∆̄ — матрица, комплексно-сопряженная к матрице ∆. Поскольку ∆, ∆̄ —
неприводимые комплексные представления алгебры F , то силу леммы Шура и
условия tr X = 0 имеем

B−1Z(F )B ⊂
{(

iλE 0
0 −iλE

)∣∣∣∣∣ λ ∈ R

}
.

Отсюда вытекает, что dim Z(F ) ≤ 1 и что квадрат ненулевой матрицы из Z(F )
совпадает с матрицей −λ2E, где λ ∈ R, λ �= 0.

Если X ∈ AO(p, q) и X2 = −E, то X сопряжена матрице diag (J, J, . . . , J), где

J =
(

0 1
−1 0

)
.

Отсюда следует, что характеристический многочлен матрицы X совпадает с (x2 +
1)k. С другой стороны, поскольку одно из чисел p, q является нечетным, то adX
обладает в Up,q одномерным инвариантным изотропным подпространством (ка-
ждое инвариантное пространство типа (+,−) содержит изотропное инвариантное
подпространство). Но тогда характеристический многочлен матрицы X делится на
x − λ (λ ∈ R). Противоречие. Следовательно, Z(F ) = 0, т.е. F — полупростая
алгебра.

Допустим, что F — компактная алгебра. Тогда существует такая симметриче-
ская матрица C ∈ GL(p+ q,R), что C−1FC ⊂ AO(p+ q). Так как exp(C−1FC) =
C−1 expF ·C, то в O(p+q) существует неприводимая группа, сохраняющая однов-
ременно x2

1+· · ·+x2
p+q и λ

2
1x

2
1+· · ·+λ2

px
2
p−λ2

p+1x
2
p+1−· · ·−λ2

p+qx
2
p+q (λ1, . . . , λp, . . .,

λp+q — ненулевые вещественные числа).
Полученное противоречие заканчивает доказательство теоремы.

Замечание 3.1. При доказательстве теоремы 3.1 мы установили, что если непри-
водимая подалгебра F алгебры AO(p, q), p, q ≥ 1, p+ q ≥ 3, является полупростая,
то F — некомпактная алгебра.

Предложение 3.1. Если m ≥ 3, то фактор Лови неприводимой подалгебры F
алгебры AO(2,m) является некомпактной алгеброй и аннулирует в пространс-
тве U2,m только нулевое подпространство.
Доказательство. На основании замечания 3.1 можно предполагать, что F не яв-
ляется полупростой алгеброй. Пусть F = Q ⊕ Z(F ), где Q — фактор Леви, а
Z(F ) — центр. Если X ∈ Q, J ∈ Z(F ), Y ∈ U2,m, то в силу тождества Якоби
[X, [J, Y ]] + [J, [Y,X]] + [Y, [X,J ]] = 0. При [X,Y ] = 0 получаем, что [X, [J, Y ]] = 0.
Поэтому пространство W = {Y ∈ U2,m | [Q,Y ] = 0} инвариантно относительно
Z(F ), а значит, и относительно F . В силу неприводимости алгебры F заключаем,
что W = 0. Это значит, что Q аннулирует в U2,m только нулевое подпространство.

На основании замечания 3.1 будем предполагать, что Q — приводимая алгебра.
Тогда некоторая ее неприводимая часть Q1 является полупростой неприводимой
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подалгеброй алгебры AO(p, q), где 1 ≤ p ≤ 2, q ≥ 1 и q > 1 при p = 1. В силу заме-
чания 3.1 Q1 — некомпактная алгебра. Поскольку подалгебра компактной алгебры
является компактной, то Q — некомпактная алгебра. Предложение доказано.

Теорема 3.2. Пусть K1,K2, . . . ,Kq — примарные части подалгебры F алгебры
AO(2, n), V — подпространство пространства U2,n, инвариантное относи-
тельно F . Тогда V = V1 ⊕· · ·⊕Vq⊕ Ṽ , где Vi = [Ki, Vi] = [Ki, V ], [Kj , Vi] = 0 при
j �= i (i, j = 1, 2, . . . , q), Ṽ = {X ∈ V | [F,X] = 0}. Если примарная алгебра
K является подпрямой суммой неприводимых некоммутативных подалгебр
S1, S2, . . . , Sr соответственно алгебр AO(W1), AO(W2), . . . , AO(Wr), то отно-
сительно O(2, n)-сопряженности ненулевые подпространства W пространс-
тва U2,n с условием [K,W ] = W исчерпываются пространствами:W1,W1⊕W2,
. . ., W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr.

Если K = 〈J12+J34+ · · ·+J2s−1,2s〉, то относительно O(2, n)-сопряженности
ненулевые подпространства W пространства U2,n с условием [K,W ] = W
исчерпываются пространствами: W 2

1 , W
4
3 , W

4
1 , W

6
3 , . . ., W

2s−2
1 , W 2s

3 , W 2s
1 ,

W 4
1 (λ), W 4

1 (λ) ⊕ W 6
5 , . . ., W

4
1 (λ) ⊕ W 2s

5 (λ), где W l
a = 〈Pa, . . . , Pl〉, W 4

1 (λ) =
〈P1 + λP3, P2 + λP4〉 (λ > 0).
Доказательство. Разложение V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vq ⊕ Ṽ является следствием теоремы
3.1, предложения 3.1 и теоремы Гурса о подалгебрах прямой суммы алгебр Ли.

Пусть [K,W ] = W , где K — некоммутативная примарная подалгебра алгеб-
ры AO(2, n), W — подпространство пространства U2,n. B силу полной приво-
димости алгебры K пространство W является прямой суммой неприводимых K-
подпространств W ′

1, . . . ,W
′
r, каждое из которых невырождено. Так как разложение

тривиального представления алгебры K в сумму неприводимых представлений
однозначно с точностью до O(2, n)-эквивалентности, то на основании теоремы
Витта можно предполагать, что W ′

1 = W1, . . ., W ′
r = Wr. Теорема доказана.

Пусть π — проектирование алгебры AP (2, n) на AO(2, n), F — подалгебра
AO(2, n), F̂ — такая подалгебра алгебры AP (2, n), что π(F̂ ) = F . Если алгебра F̂
P (2, n)-сопряжена алгебре W +⊃ F , где W есть F -инвариантное подпространство
пространства U2,n, то F̂ будем называть расщепляемой в алгебре AP (2, n). Если
любая подалгебра F̂ ⊂ AP (2, n), удовлетворяющая условию π(F̂ ) = F , является
расщепляемой, то будем говорить, что подалгебра F обладает только расщепляе-
мыми расширениями в алгебре AP (2, n).

Предложение 3.2. Вполне приводимая подалгебра F алгебры AO(2, n), не име-
ющая в U2,n изотропных инвариантных подпространств, обладает только
расщепляемыми расширениями в алгебре AP (2, n) тогда и только тогда, ко-
гда F полупроста или не сопряжена подалгебре одной из алгебр: AO(1, n),
AO(2, n− 1).

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Вследствие
полной приводимости алгебры F можно предполагать, что F — неприводимая не-
полупростая подалгебра алгебры AO(W ), где W — невырожденное подпространс-
тво пространства U2,n.

Пусть F = Q ⊕ T , где Q — фактор Леви, а T — центр. Согласно теореме
Витта AO(W ) — сопряжена AO(2, 2k) или AO(2k), а потому можно считать, что
T = 〈J〉, гдe J = J12 +J34 + · · ·+J2k+1,2k+2 или J = J34 + · · ·+J2k+1,2k+2. Если F̂
содержит J +Y , где Y ∈W , Y �= 0, то F̂ содержит [Q,Y ]. В силу предложения 3.1
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W ⊂ F̂ , т.е. F̂ — расщепляемая алгебра. Предложение доказано.

§ 4. Подалгебры алгебры AP (2, 3)
На основании теоремы 1.1 максимальные приводимые подалгебры алгебры

AO(2, 3) исчерпываются относительно O(2, 3)-сопряженности такими алгебрами:
AO(1, 3) = 〈Jab | a, b = 2, 3, 4, 5〉;
AO(2) ⊕AO(3) = 〈J12〉 ⊕ 〈Jab | a, b = 3, 4, 5〉;
AO(2, 2) = 〈Jab | a, b = 1, 2, 3, 4〉;
AO(2, 1) ⊕AO(2) = 〈Jab | a, b = 1, 2, 3〉 ⊕ 〈J45〉;
ASim(1, 2) = 〈H2,H3,H4〉 +⊃ (〈Jab | a, b = 2, 3, 4〉 ⊕ 〈J15〉), где Ha = J1a − Ja5

(a = 2, 3, 4);
AOpt(1, 2) = 〈M,G3,H3〉 +⊃ 〈C,D, T, J15〉, где G3 = J13 − J35, H3 = J23 − J34,

M = J21 − J14 + J25 − J54, C = −J15 + J24, D = 1
2 (J12 + J25 + J14 + J45), T =

− 1
2 (J12 − J25) + 1

2 (J14 − J45).
Пусть K1 = J25+J14+

√
3J13, K2 = −J15+J24−

√
3J23, K3 = −2J45+J12. Тогда

[K1,K2] = −K3, [K1,K3] = −K2, [K2,K3] = K1. Следовательно 〈K1,K2,K3〉 =
AO(1, 2). Как показано в [10], неприводимые подалгебры алгебры AO(2, 3) исчер-
пываются 〈K1,K2,K3〉 и AO(2, 3).

Таким образом, описание подалгебр алгебр AP (2, 3) сводится к описанию отно-
сительно P (2, 3)-сопряженности подалгебр таких алгебр:

1) AP (1, 3) ⊕ 〈P1〉, где AP (1, 3) = 〈P2, P3, P4, P5〉 +⊃ 〈Jab | a, b = 2, 3, 4, 5〉;
2) AE(2) ⊕AE(3);
3) AP (2, 2) ⊕ 〈P5〉;
4) AP (2, 1)⊕AE(2), где AP (2, 1) = 〈P1, P2, P3〉 +⊃ 〈Jab | a, b = 1, 2, 3〉, а AE(2) =

〈P4, P5〉 +⊃ 〈J45〉;
5) AG̃(1, 2) +⊃ 〈J15〉, где AG̃(1, 2) = 〈M,P1, P2, P3, P4,H2,H3,H4〉 +⊃ (〈Jab | a, b

= 2, 3, 4〉 ⊕ 〈J15〉), M = P1 + P5;
6) 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 +⊃ AOpt(1, 2), где AOpt(1, 2) = 〈M,G3,H3, C,D, T, J15〉.
Подалгебры алгебры AP (1, 3) классифицированы в [8, 14–16], подалгебры

AE(3) — в [17]. В этом параграфе мы описываем подалгебры алгебр AE(2) ⊕
AE(3), AP (2, 1) ⊕ AE(2), AP (1, 3) ⊕ 〈P1〉, AG̃(1, 2) +⊃ 〈J15〉. Подалгебры алге-
бры AP (2, 2) будут классифицированы в § 5, § 6. Описание подалгебр алгебры
AP (2, 3) опирается на результаты § 3. Поскольку AO(2, 2) = AO(2, 1) ⊕ AO(1, 2),
то в случае алгебры AP (2, 2) кроме результатов § 3 будут использованы дополни-
тельные вспомогательные утверждения, упрощающие процедуру нахождения ин-
вариантных подпространств.

В дальнейшем пространство, порожденное Pa1 , . . . , Pas
будем обозначать

(a1, . . . , as). Если среди базисных векторов имеется вектор Pa + wPb, то вместо
него будем употреблять символ awb (w �= 0); при w = 1 будем писать ab, а при
w = −1 — ab. Если речь идет об алгебрах W1 +⊃ F , . . ., Ws +⊃ F , то будем
употреблять обозначение F : W1, . . . ,Ws. Наличие m в символе F (m) указыва-
ет, что алгебра F имеет размерность m. Нижние индексы служат для нумерации
факторалгебр и инвариантных пространств.

Предложение 4.1. Расщепляемые подалгебры алгебры AE(2) ⊕ AE(3) исчер-
пываются относительно P (2, 3)-сопряженности такими алгебрами:

O, (15), (1), (5), (1,2), (1,5), (3,5), (15,2), (15,3), (15,24), (1,2,5), (1,3,5), (15,2,3),
(15,3,4), (15,24,3), (3,4,5), (15,2,3,4), (1,2,3,5), (1,3,4,5), (1,2,3,4,5);
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〈J12〉: O, (3), (1,2), (3,4), (3,4,5), (1,2,3), (1,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J45〉: O, (1), (3), (13), (1,2), (1,3), (13,2), (4,5), (1,2,3), (1,4,5), (3,4,5), (13,4,5),

(1,2,4,5), (1,3,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12 + αJ45〉: O, (3), (1,2), (4,5), (1,2,3), (3,4,5), (1,2,4,5), (1,2,3,4,5) (α > 0,

α �= 1);
〈J12 + J45〉: O, (3), (1,2), (4,5), (1α4,2α5), (1,2,3), (3,4,5), (3,1α4,2α5), (1,2,4,5),

(1,2,3,4,5) (α > 0);
〈J12, J45〉: O, (3), (1,2), (4,5), (1,2,3), (3,4,5), (1,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J34, J35, J45〉: O, (1), (1,2), (3,4,5), (1,3,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12, J34, J35, J45〉: O, (1,2), (3,4,5), (1,2,3,4,5).

Предложение 4.2. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AE(2) ⊕ AE(3) исчер-
пываются относительно P (2, 3)-сопряженности такими алгебрами:

〈J12 + aP5〉: O, (3), (1,2), (3,4), (1,2,3), (1,2,3,4) (a > 0);
〈J45 + aP3〉: O, (1), (1,2), (4,5), (1,4,5) (1,2,4,5) (a > 0);
〈J45 + P3〉: (13), (13,2), (13,4,5), (13,2,4,5);
〈J45 + aP1〉: O, (3), (4,5), (3,4,5) (a > 0);
〈J45 + P2 + P3〉: O, (1), (4,5), (1,4,5);
〈J45 + aP2 + P3〉: (13), (13,4,5) (a > 0);
〈J45 + aP2〉: (1), (13), (1,3), (1,4,5), (13,4,5), (1,3,4,5) (a > 0);
〈J12 + J45 + aP3〉: O, (1,2), (4,5), (1α4,2α5), (1,2,4,5) (a > 0, α �= 0);
〈J12 + αJ45 + aP3〉: O, (1,2), (4,5), (1,2,4,5) (α > 0, α �= 1, a > 0);
〈J12 + aP3, J45 + bP3〉: O, (1,2), (4,5), (1,2,4,5) (a ≥ 0, b ≥ 0, a2 + b2 �= 0).

Предложение 4.3. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 1) ⊕AE(2), не со-
пряженные подалгебрам алгебры AE(2)⊕AE(3), исчерпываются относительно
P (2, 3)-сопряженности такими алгебрами:

〈J13〉: O, (13), (2), (4), (24), (2,4), (1,3), (4,5), (24,5), (13,2), (13,4), (13,24),
(13,2,4), (13,4,5), (13,24,5), (2,4,5), (1,2,3), (1,3,4), (24,1,3), (1,2,3,4), (1,3,4,5),
(1,24,3,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);

〈J12−J23〉: O, (13), (4), (13,2), (13,4), (13,2w4), (4,5), (1,2,3), (13,2w4,5), (13,2,4),
(13,4,5), (1,2,3,4), (13,2,4,5), (1.2,3,4,5) (w > 0);

〈J13 + aJ45〉: O, (2), (13), (1,3), (4,5), (13,2), (1,2,3), (2,4,5), (13,4,5), (1,3,4,5),
(13,2,4,5), (1,2,3,4,5) (a > 0);

〈J12 − J23 + J45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5)
(a > 0);

〈J12 − J23, J13〉: O, (13), (4), (13,2), (13,4), (13,2w4), (4,5), (1,2,3), (13,2w4,5),
(13,2,4), (13,4,5), (1,2,3,4), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈J12 − J23, J45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12−J23, J13 +aJ45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5)

(a > 0);
〈J13, J45〉: O, (13), (2), (1,3), (13,2), (4,5), (1,2,3), (2,4,5), (13,4,5), (1,3,4,5),

(13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12, J13, J23〉: O, (4), (4,5), (1,2,3), (1,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J12 − J23, J13, J45〉: O, (13), (13,2), (4,5), (1,2,3), (13,4,5), (13,2,4,5), (1,2,3,4,5);
〈J12, J13, J23, J45〉: O, (4,5), (1,2,3), (1,2.3,4,5).

Предложение 4.4. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 1) ⊕ AE(2), не
сопряженные подалгебрам алгебры AE(2)⊕AE(3), исчерпываются относитель-
но P (2, 3)-сопряженности алгебрами:
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〈J13 + aP2〉: O, (13), (4), (4,5), (13,4), (1,3), (13,4,5), (1,3,4), (1,3,4,5) (a > 0);
〈J13 + P2〉: (24), (24,5), (13,24), (13,24,5), (1,24,3), (1,24,3,5);
〈J13 + aP4〉: O, (13), (2), (13,2), (1,3), (1,2,3) (a > 0);
〈J13 + aP5〉: (4), (24), (2,4), (13,4), (13,24), (13,2,4), (1,3,4), (1,24,3), (1,2,3,4)

(a > 0);
〈J13 + P2 + P4〉: O, (13), (1,3);
〈J13 + P2 + aP5〉: (24), (13,24), (1,24,3) (a > 0);
〈J13 + P2 + P5〉: (4), (13,4), (1,3,4);
〈J12 − J23 + P3〉: O, (13), (4), (13,4), (4,5), (13,2), (13,2w4), (13,2w4,5), (13,2,4),

(13,4,5), (13,2,4,5) (w > 0);
〈J12 − J23 + P4〉: O, (13), (13,2), (1,2,3);
〈J12 − J23 + P5〉: (4), (13,4), (13,2w4), (13,2,4), (1,2,3,4) (w > 0);
〈J12 − J23 + P3 + aP4〉: O, (13), (13,2) (a > 0, w �= 0);
〈J12 − J23 + P3 + aP5〉: (4), (13,4), (13,2w4), (13,2,4) (a > 0, w > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2〉: (13), (13,4), (13,2w4), (13,2w4,5), (13,4,5) (a > 0, w > 0,

w �= 1);
〈J12 − J23, J13 + aP4〉: O, (13), (13,2), (1,2,3) (a > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP5〉: (4), (13,4), (13,2w4), (13,2,4), (1,2,3,4) (a > 0, w > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2 + bP4, P1 + P3〉 (a > 0, b > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2 + bP5, P1 + P3, P4〉 (a > 0, b > 0);
〈J12 − J23, J13 + aP2 + bP5, P1 + P3, P2 + wP4〉: (a, b > 0, w > 0);
〈J13 + aJ45 + bP2〉: O, (13), (1,3), (4,5), (13,4,5), (1,3,4,5) (a > 0, b > 0);
〈J12 − J23 + J45 + aP3〉: O, (13), (13,2), (4,5), (13,4,5), (13,2,4,5) (a > 0);
〈J12 − J23, J13 + aJ45 + bP2〉: (13), (13,4,5) (a > 0, b > 0);
〈J13 + aP2, J45 + bP2〉: O, (13), (1,3), (4,5), (13,4,5), (1,3,4,5) (a ≥ 0, b ≥ 0,

a2 + b2 �= 0);
〈J45 + P1 + P3, J12 − J23 + aP3〉 (a ≥ 0);
〈J45, J12 − J23 + P3〉;
〈J45 + aP2, J12 − J23 + P3, P1 + P3〉 (a ≥ 0);
〈J45 + aP2, J12 − J23, P1 + P3〉 (a > 0);
〈J45 + aP3, J12 − J23 + P3, P1 + P3, P2〉 (a ≥ 0);
〈J45 + P3, J12 − J23, P1 + P3, P2〉;
〈J45 + P1 + P3, J12 − J23 + aP3, P4, P5〉 (a ≥ 0);
〈J45, J12 − J23 + P3, P4, P5〉;
〈J45 + aP2, J12 − J23 + P3, P1 + P3, P4, P5〉 (a ≥ 0);
〈J45 + aP2, J12 − J23, P1 + P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J45 + aP3, J12 − J23 + P3, P1 + P3, P2, P4, P5〉 (a ≥ 0);
〈J45 + P3, J12 − J23, P1 + P3, P2, P4, P5〉;
〈J12 − J23, J13 + aP2, J45 + bP2〉: (13), (13,4,5) (a ≥ 0, b ≥ 0, a2 + b2 �= 0).

Предложение 4.5. Пусть Ga = J2a − Ja5 (a = 3, 4). Расщепляемые подалгебры
алгебры 〈P1〉 ⊕ AP (1, 3), не сопряженные подалгебрам алгебр AE(2) ⊕ AE(3),
AP (2, 1)⊕AE(2), исчерпываются относительно P (2, 3)-сопряженности такими
алгебрами:

〈G3〉: O, (25), (1), (4), (14), (25,1), (25,4), (1,4), (25,14), (25,3), (25,1w3), (25,3w4),
(25,314), (2,3,5), (25,1w3,4), (25,3w4,1), (25,34,14), (25,1,3), (25,3,4), (25,1,4),
(25,3,14), (25,1,3,4), (1,2,3,5), (2,3,4,5), (14,2,3,5), (1,2,3,4,5) (w > 0);
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〈G3, G4〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3), (25,1w3), (25,3,4), (25,1,3), (25,1w3,4),
(2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈G3, J25〉: O, (25), (1), (4), (14), (25,1), (25,4), (1,4), (25,3), (25,14), (25,1w3),
(25,3w4), (25,314), (2,3,5), (25,1w3,4), (25,3w4,1), (25,34,14), (25,1,3), (25,3,4),
(25,1,4), (25,3,14), (25,1,3,4), (1,2,3,5), (2,3,4,5), (2,3,14,5), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈G3, G4, J25〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3), (25,1w3), (25,3,4), (25,1,3), (25,1w3,4),
(2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5) (w > 0);

〈G3, G4, J34〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3,4), (2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5);
〈G3, G4, J25 + λJ34〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3,4), (2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5)

(λ > 0);
〈J23, J24, J34〉: O, (1), (5), (15), (1,5), (2,3,4), (1,2,3,4), (2,3,4,5), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈G3, G4, J25, J34〉: O, (1), (25), (1,25), (25,3,4), (2,3,4,5), (25,1,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23, J24, J25, J34, J35, J45〉: O, (1), (2,3,4,5), (1,2,3,4,5).

Предложение 4.6. Пусть Ga = J2a−Ja5 (a = 3, 4). Нерасщепляемые подалгебры
алгебры 〈P1〉 ⊕ AP (1, 3), не сопряженные подалгебрам алгебр AE(2) ⊕ AE(3),
AP (2, 1) ⊕AE(2), исчерпываются такими алгебрами:

〈G3 + P1〉: O, (25), (4), (14), (25,4), (25,14), (25,3), (25,3w4), (25,314), (2,3,5),
(25,3,4), (25,3,14), (2,3,4,5), (14,2,3,5) (w > 0);

〈G3 +P4〉: O, (25), (1), (25,1), (25,3), (25,1w3), (2,3,5), (25,1,3), (1,2,3,5) (w > 0);
〈G3 + P5〉: O, (25), (1), (4), (14), (25,1), (25,4), (1,4), (25,14), (25,3), (25,1w3),

(25,3w4), (25,314), (25,1w3,4), (25,3w4,1), (25,34,14), (25,1,3), (25,3,4), (25,1,4),
(25,3,14), (25,1,3,4) (w > 0);

〈G3 + P1 + P4〉: O, (25), (25,3), (2,3,5);
〈G3 + P1, G4 + µP4 + ρP1〉 (µ ≥ 0, ρ ≥ 0);
〈G3, G4 + P4〉; 〈G3, G4 + P4, P1〉;
〈G3 + P4 + γP1, G4 − P3 + µP4 + δP1, P2 + P5〉 (µ ≥ 0, γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0);
〈G3 + γP1, G4 + P4 + δP1, P2 + P5〉 (γ > 0 ∨ γ = 0, δ ≥ 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5〉;
〈G3 + P4, G4 − P3 + µP4, P2 + P5, P1〉 (µ ≥ 0);
〈G3, G4 + P4, P2 + P5, P1〉;
〈G3 + αP4 + βP1, G4 + P1, P2 + P5, P3〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G3 + αP4 + βP1, G4 + P2, P2 + P5, P3〉 (α > 0 ∨ α = 0, β ≥ 0);
〈G3 + P4 + βP1, G4, P2 + P5, P3〉 (β ≥ 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5, P3〉;
〈G3 + αP4 + βP1, G4 + P1, P2 + P5, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G3 + P4 + βP1, G4, P2 + P5, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5, P1 + wP3〉 (w > 0);
〈G3 + P1, G4, P2 + P5, P3, P4〉;
〈G3 + P2, G4 + βP1, P2 + P5, P3, P4〉 (β ≥ 0);
〈G3 + P4, G4, P2 + P5, P1, P3〉;
〈G3 + P4, G4 + αP2, P2 + P5, P1, P3〉 (α > 0);
〈G3, G4 + P2, P2 + P5, P1, P3〉;
〈G3, G4 + P1, P2 + P5, P1 + wP3, P4〉 (w > 0);
〈G3 + P2, G4 + αP1, P2 + P5, P1 + wP3, P4〉 (α ≥ 0, w > 0);
〈G3 + P1, G4, P2, P3, P4, P5〉; 〈G3 + P2, G4, P2 + P5, P1, P3, P4〉;
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〈G3, J25 +αP1〉: O, (25), (4), (25,4), (25,3), (25,1w3), (25,3w4), (25,314), (2,3,5),
(25,1w3,4), (25,3,4), (2,3,4,5) (α > 0, w > 0);

〈G3, J25 + P1〉: (14), (25,14), (25,3,14), (2,3,5,14);
〈G3, J25 + αP3〉: (25), (25,1), (25,4), (25,14), (25,314), (25,3w4), (25,3w4,1),

(25,34,14), (25,1,4) (α > 0, w > 0);
〈G3, J25 + γP4〉: O, (25), (1), (25,1), (25,3), (25,1w3), (2,3,5), (25,1,3), (1,2,3,5)

(γ > 0, w > 0);
〈G3, J25 + αP1 + βP3〉: (25), (25,4), (25,3w4), (25,314) (α > 0, β > 0, w > 0);
〈G3, J25 + αP1 + βP3, P2 + P5, P1 + P3 + P4〉 (α > 0, β �= 0);
〈G3, J25 + P1 + P4〉: O, (25), (25,3), (2,3,5);
〈G3, J25 + βP3 + γP4〉: (25), (25,1), (25,1w3) (β, γ, w > 0);
〈G3, J25 + P1 + βP3, P1 + P4, P2 + P5〉 (β > 0);
〈G3, J25 + P1 + P4 + βP3, P2 + P5〉 (β > 0);
〈G3, G4, J25 +αP1〉: O, (25), (25,3), (25,1w3), (25,3,4), (25,1w3,4), (2,3,4,5) (α >

0, w > 0);
〈G3, G4, J25 + γP4〉: (25), (1,25), (25,3), (25,1w3), (25,1,3) (γ > 0, w > 0);
〈G3, G4, J25 + αP1 + γP4〉: (25), (25,3), (25,1w3) (α > 0, γ > 0, w > 0);
〈G3, G4, J34 + P2 + P5〉: O, (1);
〈G3, G4, J34 + αP1〉: O, (25), (25,3,4), (2,3,4,5) (α > 0);
〈G3, G4, J34 + αP1 + P2, P3, P4, P2 + P5〉 (α > 0);
〈G3, G4, J34 + P2〉: (25,3,4), (1,25,3,4);
〈G3, G4, J34 + αJ25 + γP1〉: O, (25), (25,3,4), (2,3,4,5) (α > 0, γ > 0);
〈G3, G4, J25+αP1, J34+βP1〉: O, (25), (25,3,4), (2,3,4,5) (α ≥ 0, β ≥ 0, α2+β2 �=

0).

Предложение 4.7. Пусть Ha = J1a − Ja5 (a = 2, 3, 4), ASim(1, 2) = 〈H2,H3,H4,
J23, J24, J34, J15〉, π — проектирование AP (2, 3) на AO(2, 3). Расщепляемые под-
алгебры F̂ алгебры AP (2, 3), для которых π(F̂ ) ⊂ ASim(1, 2) и π(F̂ ) не сопря-
жена подалгебре ни одной из алгебр AO(2)⊕AO(3), AO(1, 3), AO(2, 1)⊕AO(2),
AO(2, 2), исчерпываются относительно O(2, 3)-сопряженности такими алге-
брами:

〈J34 +H2〉: O, (15), (15,2), (3,4), (15,3,4), (1,2,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23 − J34 +H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24+H3〉: O, (15), (24), (15,24), (2,4), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (1,3,5), (1,24,3,5),

(15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23 − J34 +H4,H2 +H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23−J34 +H2−H4, J24 +2J15〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 + αJ34,H2〉: O, (15), (15,2), (3,4), (15,3,4), (1,2,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5)

(α > 0);
〈H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,24), (15,2), (15,3), (15,4), (15,2,3),

(15,2,4), (15,3,4), (15,24,3), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15−J24 +H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15+J24,H3〉: 〈(P1+P5)+(P2+P4), P2−P4〉, 〈(P1−P5)+(P2−P4), P1+P5, P3〉,

〈(P1 − P5) + (P2 − P4), P1 + P5, P2 + P4, P3〉;
〈J15 + αJ24,H3〉: O, (15), (24), (2,4), (15,3), (15,24), (1,3,5), (15,24,3), (15,2,4),

(15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5) (α > 0);
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〈J24,H3〉: O, (15), (24), (2,4), (15,24), (15,3), (15,2,4), (1,3,5), (15,24,3), (1,24,3,5),
(15,2,3,4), (1,2,3,4,5);

〈J24 + H3,H2 + H4〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),
(15,24,3), (1,24,3,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);

〈J23 − J34,H2 +H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J34 +H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 +cJ24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,3), (15,24), (15,24), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5) (c �= 0,±1,−2);
〈2J15 + J24, J23 − J34 + H4,H2 + H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈J15 − J24 + H2 + H4,H2 − H4,H3〉: O, (15), (15,3), (15,24), (15,24), (15,2,4),

(15,24,3), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 − J24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15 + J24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15−2J24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J15,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,2), (15,3), (15,4), (15,2,3),

(15,2,4), (15,3,4), (15,24,3), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈J24+H3,H2,H4〉: O, (15), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15+J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5),

(1,2,3,4,5);
〈J23 − J34 +H4,H2 +H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24,H3〉: O, (15), (24), (2,4), (15,24), (15,3), (15,2,4), (1,3,5), (15,24,3),

(1,24,3,5), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24,H2 +H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);
〈H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,4), (15,24), (15,2,4), (15,3,4), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈J15 + bJ24, J23 − J34,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,24,3,5), (1,2,3,4,5) (0 < |b| < 1);
〈J15+J24, J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15−J24, J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 + 1

2J24, J23 − J34 +H2,H2 +H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),
(1,2,3,4,5);

〈J15, J23−J34,H2+H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5),
(1,2,3,4,5);

〈J15 + J24 + H2, J23 − J34,H2 + H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4),
(1,2,3,4,5);

〈J15 + bJ34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5) (b > 0);
〈J15 + bJ24,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),

(15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5) (b > 0);
〈J15,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,4), (15,24), (15,2,4), (15,3,4), (15,24,3),

(15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15 + J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
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〈J15, J24,H2 + H4,H3〉: O, (15), (24), (15,24), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3),
(15,24,3), (15,2,3,4), (1,24,3,5), (1,2,3,4,5);

〈J15, J23, J24, J34〉: O, (15), (1,5), (2,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24, J23−J34,H2 +H4,H3〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2), (15,3,4), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,3), (15,2,4), (15,24,3), (15,2,3,4),

(1,2,3,4,5);
〈J15, J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15+aJ24, J23−J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5)

(a �= 0,±1);
〈J15 +J24, J23−J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15−J24, J23−J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J24, J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J24, J23 − J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,24), (15,24,3), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J23, J24, J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5);
〈J15, J23, J24, J34,H2,H3,H4〉: O, (15), (15,2,3,4), (1,2,3,4,5).

§ 5 Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2)
Так как известны классификация подалгебр алгебры AO(2, 2) [10], то изуче-

ние расщепляемых подалгебр алгебры AP (2, 2) сводится к нахождению подпро-
странств пространства трансляций, инвариантных относительно подалгебр алге-
бры AO(2, 2).

Пусть

B1 = − 1
2 (J14 + J23), B2 = 1

2 (J24 − J13), B3 = 1
2 (J12 − J34),

C1 = 1
2 (J14 − J23), C2 = − 1

2 (J13 + J24), C3 = 1
2 (J12 + J34).

Легко получить, что имеют место такие коммутационные соотношения:

[B2, B1] = B3, [B3, B1] = B2, [B2, B3] = B1,

[C2, C1] = C3, [C3, C1] = C2, [C2, C3] = C1,

[Bi, Ck] = 0 (i, k = 1, 3),
[B1, P1] = 1

2P4, [B1, P2] = 1
2P3, [B1, P3] = 1

2P2, [B1, P4] = 1
2P1,

[B2, P1] = 1
2P3, [B2, P2] = − 1

2P4, [B2, P3] = 1
2P1, [B2, P4] = − 1

2P2,

[B3, P1] = − 1
2P2, [B3, P2] = 1

2P1, [B3, P3] = − 1
2P4, [B3, P4] = 1

2P3,

[C1, P1] = − 1
2P4, [C1, P2] = 1

2P3, [C1, P3] = 1
2P2, [C1, P4] = − 1

2P1,

[C2, P1] = 1
2P3, [C2, P2] = 1

2P4, [C2, P3] = 1
2P1, [C2, P4] = 1

2P2,

[C3, P1] = − 1
2P2, [C3, P2] = 1

2P1, [C3, P3] = 1
2P4, [C3, P4] = − 1

2P3.

В дальнейшем через V будем обозначать векторное пространство 〈P1, P2, P3,
P4〉, а через W — его подпространство.

Лемма 5.1. Пусть Γ — линейный оператор конечномерного векторного про-
странства U над R и Γ2 = α · 1U , где α2 = 1, 1U — тождественный оператор
U . Если α = −1 (α = 1), то U разлагается в прямую сумму двумерных (одно-
мерных) инвариантных относительно Γ подпространств.
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Доказательство. Пусть Q — вещественная линейная алгебра, порожденная Γ. Q
можно рассматривать как скрещенную групповую алгебру группы порядка 2 и
поля R. Поскольку Q — полупростая алгебра, то по теореме Веддерберна каждый
левый Q-модуль вполне приводим. При α = 1 неприводимые Q-модули одномерны,
а при α = −1 — двумерны. Лемма доказана.

Лемма 5.2. Подпространства пространства V , инвариантные относитель-
но F = 〈B1 − B3〉, исчерпываются относительно O(2, 2)-сопряженности про-
странствами: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4).

Доказательство. Так как [B1 − B3, P1 + P3] = P2 + P4, [B1 − B3, P2 + P4] = 0,
[B1 − B3, P2 − P4] = −(P1 − P3), [B1 − B3, P1 − P3] = 0, то V есть прямая сумма
инвариантных относительно B1−B3 подпространств 〈P1+P3, P2+P4〉, 〈P1−P3, P2−
P4〉. Если [F,W ] ⊂ W , W ⊂ V и dim W = 1, то W = 〈α(P2 + P4) + β(P1 − P3)〉.
Применяя автоморфизм exp(tC3), отображаем W на 〈P1 − P3〉. Если dim W ≥ 2,
то W содержит P1 − P3, α(P1 + P3) + β(P2 + P4) + γ(P2 − P4), α(P2 + P4). При
α �= 0 получаем, что W содержит P1 − P3, P2 + P4, P1 + P3 + δ(P2 − P4). Так как
exp(2tC3)(P1+P3+δ(P2−P4)) = (cos t+δ sin t)(P1+P3)+(δ cos t−sin t)(P2−P4), то,
полагая cos t+δ sin t = 0, находим, что W сопряжено с 〈P1−P3, P2 +P4, P2−P4〉 =
〈P1 − P3, P2, P4〉.

Если α = 0, то exp(2tC2)(W ) содержит векторы P1 −P3, βe2t(P2 +P4)+γ(P2 −
P4). При βγ �= 0 полагаем e2t|β| = |γ|. Получаем вектор P2+P4±(P2−P4), равный
2P2 или 2P4. Если dim W = 2, то W = (13, 2) или (13,4). Если dim W = 3, то
W совладеет с (13,2,4). При β = 0, γ �= 0 и dim W = 2 имеем W = (13, 24). При
β �= 0, γ = 0 и dimW = 2 имеем W = (13, 24). Лемма доказана.

Лемма 5.3. Если W �= 0, W �= V и [B2,W ] ⊂ W , то W сопряжено с одним из
пространств: (13), (1,3), (13,24), (13,24), (13,2,4).

Доказательство. Так как (2B2)2 = diag {1, 1, 1, 1}, то по лемме 5.1 W является
прямой суммой инвариантных одномерных подпространств. На основании (5.1),
V1 = 〈P1 + P3, P2 − P4〉 — линейная оболочка собственных векторов 2B2, отно-
сящихся к собственному значению 1, а V2 = 〈P1 − P3, P2 + P4〉 — линейная обо-
лочка собственных векторов 2B2, относящихся к собственному значению −1. С
точностью до автоморфизма exp(tC3) одномерные инвариантные подпространства
оператора B2 исчерпываются 〈P1 ± P3〉. Автоморфизм, соответствующий матрице
diag {1, 1,−1,−1}, отображает 〈B2〉 на 〈B2〉, а 〈P1 − P3〉 на 〈P1 + P3〉.

Пусть V = 〈Y,Z〉, где Y ∈ V1, Z ∈ V2. Применяя exp(tC3), а затем exp(tC2),
получаем, что W сопряжено с одним из пространств: (1,3), (13,24), 〈P1 + P3, P1 −
P3 + P2 + P4〉.

Пусть

Λ =


1 1

2 0 1
2

1
2 −1 1

2 0
0 1

2 −1 1
2

1
2 0 1

2 1

 .

Непосредственной проверкой убеждаемся, что Λ ∈ O(2, 2), Λ−1B2Λ = −B2,
Λ−1(P1 + P2 − P3 + P4) = P1 + P3, Λ−1(P1 + P3) = −(P1 − P3). Значит, 〈P1 +
P3, P1 − P3 + P2 + P4〉 сопряжено с 〈P1, P3〉.
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Если dim W = 3, то V1 ⊂ W или V2 ⊂ W , а потому W = 〈P1 + P3, P2, P4〉 или
W = 〈P1, P3, P2 + P4〉. Автоморфизм AP (2, 2), соответствующей матрице

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ,

не изменяет 〈B2〉 и отображает 〈P1, P2 + P4, P3〉 нa 〈P1 + P3, P2, P4〉. Лемма дока-
зана.

Лемма 5.4. Пусть F a = 〈B1 −B3 +(−1)a(C1 −C3)〉 (a = 1, 2). Если [F a,W ] ⊂W ,
W �= 0, W �= V , тo W сопряжено с одним из пространств: (2a), (13), (13,2),
(13,4), (13,2w4), (1,6–2a,3), (13,2,4) (w > 0).

Доказательство. Ограничимся случаем a = 2. Пусть Γ = B1 − B3 + C1 − C3,
X = α(P1−P3)+β(P1+P3)+γP2+δP4 ∈W . Из (5.1) получаем, что [Γ,X] = 2βP2−
γ(P1−P3), [Γ, [Γ,X]] = −2β(P1−P3). Если β �= 0, то P1−P3, P2, P1+P3+ρP4 ∈W .
Если ρ = 0, то W = 〈P1, P2, P3〉. Допустим, что ρ �= 0. Тогда P3 +αP4 ∈W , α �= 0.
Легко получить, что exp(2t(B1−B3)(P3+αP4)) = P3+αP4+t(P2+P4+α(P1−P3)).
Отсюда вытекает, что P3 + (α + t)P4 ∈ W . Полагая t = −α, получаем, что W =
〈P1, P2, P3〉.

Пусть β = 0 для всех X ∈ W . Если γ = 0, то W совпадает с одним из
пространств: 〈P1 − P3〉, 〈P4〉, 〈P1 − P3 + αP4〉, 〈P1 − P3, P4〉. Так как exp(2t(B1 −
B3)(P1 −P3 +αP4) = (1 +αt)(P1 −P3) +αP4, то, полагая 1 +αt = 0, находим, что
пространство 〈P1−P3 +αP4〉 сопряжено с 〈P4〉. Если γ �= 0, то P1−P3, P2 +wP4 ∈
W . При dimW = 3 имеем W = 〈P1 − P3, P2, P4〉.

Остается показать, чтo алгебры L1 = 〈P1 −P3, P2〉 +⊃ F 2, L2 = 〈P1 −P3, P4〉 +⊃
F 2, L3 = 〈P1 − P3, P2 + wP4〉 +⊃ F 2 попарно не сопряжены.

Так как при изоморфизме псевдоевклидовых пространств сохраняются длины
векторов, то алгебры L1 и L2 несопряжены.

Допустим, что автоморфизм ϕ алгебры AP (2, 2), соответствующий матрице
λ = (γij) ∈ O(2, 2), отображает L1 на L3. Пусть ϕ(Γ) = µΓ, ϕ(P1 − P3) = α1(P1 −
P3)+α2(P2+wP4), ϕ(P2) = β(P1−P3)+β2(P2+wP4). Поскольку [ϕ(Γ), ϕ(P1−P3)] =
[Γ, P1−P3] = 0, то α2 = 0 Из равенства λΓ = µΓλ вытекает, что γ42 = 0, вследствие
чего β2 = 0. Мы получили, что ϕ(〈P1−P3, P2〉) = 〈P1−P3〉. Противоречие. Значит,
алгебра L1 не сопряжена с алгеброй L3.

Аналогично доказываем несопряженность алгебр L2 и L3. Лемма доказана.

Лемма 5.5. Если нетривиальное подпространство W ⊂ V инвариантно отно-
сительно F = 〈−B1 +B3 +C2〉, то W сопряжено с одним из пространств: (13),
(13,24), (13,24), (13,2,4).

Доказательство. Пусть X = α1P1+α2P2+α3P3+α4P4 ∈W , Γ = 2(−B1+B3+C2)
Из (5.1) получаем, что

[Γ,X] = (α2+α3−α4)P1+(−α1−α3+α4)P2+(α1−α2+α4)P3+(−α1+α2−α3)P4,
[Γ, [Γ,X]] = X + 2(α4 − α2)(P1 − P3) − 2(α1 + α3)(P2 + P4).
Если α4 − α2 �= 0, α1 + α3 �= 0, то P1 − P3, P2 + P4 ∈ W . При dimW = 2

имеем W = 〈P1 − P3, P2 + P4〉, а при dimW = 3 получаем одно из пространств:
〈P1, P2 + P4, P3〉, 〈P1 − P3, P2, P4〉.
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Пусть α4−α2 = 0, α2 �= 0, α1+α3 �= 0. Если α1−α3 �= 0, тоW = 〈P1, P2+P4, P3〉.
Если α1 − α3 = 0, то W = 〈P1 + P3, P2 + P4〉.

Пусть α4 − α2 = 0, α1 + α3 = 0, α1 �= 0. Такими же рассуждениями как
и в предыдущем случае получаем, что W совпадает с одним из пространств:
〈P1 − P3, P2 − P4〉, 〈P1 − P3, P2, P4〉.

Если α4 − α2 = 0, α1 + α3 = 0 для всех X ∈ W , то W совпадает с одним из
пространств; (13), (24), (13,24).

Автоморфизм AO(2, 2), соответствующий матрице
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 ,

не изменяет F и отображает 〈P2 + P4〉 на 〈P1 − P3〉, 〈P1 + P3, P2 + P4〉 на 〈P1 −
P3, P2 − P4〉, 〈P1, P2 + P4, P3〉 на 〈P1 − P3, P2, P4〉. Лемма доказана.
Лемма 5.6. Если F = 〈−B1 + B3 ± C3〉, [F,W ] ⊂ W , W �= 0, W �= V , то
W = 〈P1 − P3, P2 + P4〉.
Доказательство. Ограничимся случаем, когда F = 〈−B1 + B3 + C3〉. Пусть Γ =
2(−B1 +B3 + C3), X = α1P1 + α2P2 + α3P3 + α4P4. Тогда

[Γ,X] = (2α2 − α4)P1 + (−2α1 − α3)P2 − α2P3 − α1P4,
[Γ, [Γ,X]] = −X − 2(α1 + α3)(P1 − P3) + 2(α4 − α2)(P2 + P4).
Отсюда вытекает, что W содержит векторы
Y = (α1 + α3)(P1 − P3) + (α2 − α4)(P2 + P4),
[Γ, Y ] = (α2 − α4)(P1 − P3) − (α1 + α3)(P2 + P4).
Определитель ∆ из коэффициентов при P1 − P3, P2 + P4 равен −(α1 + α3)2 −

(α2 − α4)2. Если ∆ �= 0, то P1 − P3, P2 + P4 ∈ W . Предположив, что W содержит
ненулевой вектор βP3+γP4, получаем, что W = V . Значит, W = 〈P1−P3, P2+P4〉.

Если ∆ = 0, то α3 = −α1, α4 = α2. Отсюда следует, что X = α1(P1 − P3) +
α2(P2 + P4), а значит, W = 〈P1 − P3, P2 + P4〉. Лемма доказана.
Лемма 5.7. Если F = 〈B2 − eC3〉 (e > 0), [F,W ] ⊂ W и W �= 0, W �= V , то
W = 〈P1 + P3, P2 − P4〉.
Доказательство. Пусть Γ = 2(B2 − eC3), X =

∑
αiPi. Тогда

[Γ,X] = (−eα2 + α3)P1 + (eα1 − α4)P2 + (α1 + eα4)P3 − (α2 + eα3)P4,
[Γ, [Γ,X]] = (1 − e2)X + 2e(α4P1 + α3P2 − α2P3 − α1P4).
Легко получить, что

exp(2tC3)(X) = (α1 cos t+ α2 sin t)P1 + (−α1 sin t+ α2 cos t)P2+
+(α3 cos t− α4 sin t)P3 + (α3 sin t+ α4 cos t)P4.

Полагаем α3 sin t + α4 cos t = 0. Если α1 = α2 = 0, то P3 ∈ W . Отсюда, исполь-
зуя инвариантность W , находим последовательно, что [Γ, P3] = P1 − eP4 ∈ W ,
[Γ, P1 − eP4] = 2eP2 + (1 − e2)P3 ∈ W , P2 ∈ W , −eP1 − P4 ∈ W . Значит, W = V .
Противоречие. Поэтому можно предположить, что X = P1 + α2P2 + α3P3. Пусть

X1 = [Γ,X] = (−eα2 + α3)P1 + eP2 + P3 − (α2 + eα3)P4,
X2 = α3P2 − α2P3 − P4, X3 = (−eα3 − α2)P1 + P2 − eP3 − (α3 − eα2)P4.
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Пусть ∆ — определитель, составленный из коэффициентов векторов X, X1,
X2, X3 при P1, P2, P3, P4. Находим, что

−∆ = (e(α2
2 − α2

3 + 1) − 2α2α3)2 + (α2
2 − α2

3 + 1 + 2eα2α3)2.

Если ∆ �= 0, то X, X1, X2, X3 суть линейно независимы, а потому W = V .
Пусть ∆ = 0. Тогда e(α2

2 − α2
3 + 1) − 2α2α3 = 0, (α2

2 − α2
3 + 1) + e(2α2α3) = 0.

Так как

∣∣∣∣ e −1
1 e

∣∣∣∣ = e2 + 1, e2 + 1 �= 0, то α2 − α2
3 + 1 = 0, α2α3 = 0. Отсюда

заключаем, что α2 = 0, α3 = ±1.
Автоморфизм, соответствующий diag {1,−1,−1, 1}, отображает B2 − eC3 в

−(B2 − eC3), P1 − P3 в P1 + P3. Поэтому можно предполагать, что X = P1 + P3,
W = 〈P1 + P3, P2 − P4〉. Лемма доказана.

Пусть Fi(m) — подалгебра размерности m алгебры AO(2, 2). Если речь идет о
расщепляемых подалгебрах W1 +⊃ Fi(m), . . ., Ws +⊃ Fi(m), то будем употреблять
обозначение Fij(m) : W1, . . . ,Ws (j = 1, s).

Теорема 5.1. Расщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) исчерпываются алге-
брами:

F1j(0): O, (1), (3), (13), (1,2), (1,3), (1,24), (3,4), (24,3), (13,24), (1,2,3), (1,3,4),
(1,24,3), (1,2,3,4) (j = 1, 14);

F2j(1) = 〈B1 − B3〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)
(j = 1, 8);

F3j(1) = 〈B2〉: O, (13), (1,3), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 7);
F4j(1) = 〈B3〉: O, (1,2), (3,4), (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 5);
F5j(1) = 〈B1 − B3 + C1 − C3〉: O, (4), (13), (13,4), (13,2), (13,2w4), (1,2,3),

(13,2,4), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);
F6j(1) = 〈B1 − B3 − C1 + C3〉: O, (2), (13), (13,2), (13,4), (13,2w4), (1,3,4),

(13,2,4), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);
F7j(1) = 〈−B1 +B3 + C2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F8j(1) = 〈−B1 +B3 + C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F9j(1) = 〈−B1 +B3 − C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F10j(1) = 〈B2 +eC2〉: O, (13), (24), (1,3), (2,4), (13,24), (13,24), (1,24,3), (13,2,4),

(1,2,3,4) (0 < e < 1, j = 1, 10);
F11j(1) = 〈B2 + C2〉: O, (2), (4), (13) ,(24), (1,3), (2,4), (13,2), (13,4), (13,24),

(13,2,4), (1,24,3), (1,2,3), (1,3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 15);
F12j(1) = 〈B2 − eC3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (e > 1, j = 1, 3);
F13j(1) = 〈B3 + eC3〉: O, (1,2), (3,4), (1,2,3,4) (0 < |e| < 1, j = 1, 4);
F14j(1) = 〈B3 − C3〉: O, (1), (1,2), (3,4), (1,3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F15j(1) = 〈B3 + C3〉: O, (3), (1,2), (3,4), (1,2,3), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F16j(2) = 〈B1 −B3, B2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F17j(2) = 〈B1 − B3, C1 − C3〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(j = 1, 7);
F18j(2) = 〈B1 −B3, C2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F19j(2) = 〈B1 −B3, C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F20j(2) = 〈B2, C2〉: O, (13), (1,3), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F21j(2) = 〈B2, C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F22j(2) = 〈B3, C3〉: O, (1,2), (3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 4);
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F23j(2) = 〈B2 + C2, B1 − B3 + C1 − C3〉: O, (13), (4), (13,2), (13,4), (13,2w4),
(13,2,4), (1,2,3), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);

F24j(2) = 〈B2 + C2, B1 − B3 − C1 + C3〉: O, (13), (2), (13,2), (13,4), (13,2w4),
(13,2,4), (1,3,4), (1,2,3,4) (w > 0, j = 1, 9);

F25j(2) = 〈B2+C2, B1−B3〉: O, (13), (24), (13,24), (13,24), (13,24), (13,2), (13,4),
(13,2,4), (1,24,3), (1,2,3,4) (j = 1, 11);

F26j(2) = 〈B2 + αC2, B1 − B3〉: O, (13), (24), (13,24), (13,24), (13,24), (1,24,3),
(13,2,4), (1,2,3,4) (α > 0, α �= 1, j = 1, 9);

F27j(2) = 〈B2 − αC3, B1 −B3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (α > 0, j = 1, 3);
F28j(2) = 〈B1 − B3 − C2, C1 − C3〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(j = 1, 6);
F29j(3) = 〈B1, B2, B3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F30j(3) = 〈B1 − B3, B2, C1 − C3〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(j = 1, 6);
F31j(3) = 〈B1−B3, B2, C2〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 6);
F32j(3) = 〈B1 −B3, C3, B2〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F33j(3) = 〈B1 − B3, B2 + C2, C1 − C3〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,2,4),

(1,2,3,4) (j = 1, 7);
F34j(3) = 〈B1−B3, B2−C2, C1−C3〉: O, (13), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 5);
F35j(3) = 〈B1−B3, B2+αC2, C1−C3〉: O, (13), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4)

(0 < |α| < 1, j = 1, 6);
F36j(3) = 〈B1 − C1, B2 + C2, B3 − C3〉: O, (2), (1,3,4), (1,2,3,4) (j = 1, 4);
F37j(3) = 〈B1 + C1, B2 + C2, B3 + C3〉: O, (4), (1,2,3), (1,2,3,4) (j = 1, 4);
F38j(4) = 〈B1, B2, B3, C1 − C3〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F39j(4) = 〈B1, B2, B3, C2〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F40j(4) = 〈B1, B2, B3, C3〉: O, (1,2,3,4) (j = 1, 2);
F41j(4) = 〈B1−B3, B2, C1−C3, C2〉: O, (13), (13,24), (13,2,4), (1,2,3,4) (j = 1, 5);
F42j(5) = 〈B1, B2, B3, C1 − C3, C2〉: O, (13,24), (1,2,3,4) (j = 1, 3);
F43j(6) = 〈B1, B2, B3, C1, C2, C3〉: O, (1,2,3,4) (j = 1, 2).

Доказательство. Для каждой из подалгебр алгебры AO(2, 2) необходимо найти
инвариантные подпространства пространства V = 〈P1, P2, P3, P4〉 и классифициро-
вать их относительно O(2, 2)-сопряженности.

Первым рассмотрим случай нулевой алгебры F1(0). Превратим V в псевдоев-
клидово пространство, положив (X,Y ) = α1β1 + α2β2 − α3β3 − α4β4 для X =∑
αiPi, Y =

∑
βiPi (i = 1, 4). Пусть W — подпространство V . Если dim W = 1,

то по теореме Витта пространство W O(2, 2)-сопряжено с одним из пространств:
(1), (13), (3).

Пусть dim W > 1. Если W содержит вектор X ненулевой длины, то W сопря-
жено с 〈X〉 ⊕W ′, где X = P1, W ′ ⊂ 〈P2, P3, P4〉 или X = P3, W ′ ⊂ 〈P1, P2, P4〉.
Подпространства пространства 〈P2, P3, P4〉 исчерпываются пространствами: O, (2),
(24), (3), (2,3), (3,4), (24,3), (2,3,4). Подпространства пространства (1,2,4) исчер-
пываются пространствами: O, (1), (24), (4), (1,2), (1,24), (1,4), (1,2,4). Если W
не содержит вектора ненулевой длины, то в силу теоремы о существовании ор-
тогонального базиса и теоремы Витта заключаем, что W = 〈P1 + P3〉 или W =
〈P1 + P3, P2 + P4〉.

Большинство случаев одномерных подалгебр алгебры AO(2, 2) рассмотрены в
леммах 5.2–5.7, остальные случаи исследуются аналогично.
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Рассмотрим случай алгебры F16(2) = 〈B1 − B3, B2〉. При описании инвариан-
тных относительно F2 = 〈B1 − B3〉 подпространств пространства V , мы исполь-
зовали только автоморфизмы exp(tCi) (i = 2, 3). Поскольку эти автоморфизмы
алгебру F16 отображают в себя, то среди инвариантных пространств F2 следует
отобрать те, которые выдерживают действие B2, а затем полученные пространс-
тва исследовать на сопряженность. Непосредственной проверкой убеждаемся, что
инвариантные подпространства для F16 исчерпываются пространствами: O, (13),
(13,24), (13,2,4), (1,2,3,4).

Пусть W — подпространство V , инвариантное относительно F25 = 〈B2 +
C2, B1−B3〉. Легко получить, что W = W1⊕W2, где W1 ⊂ 〈P2, P4〉, а W2 совпада-
ет с одним из пространств: O, (13), (13), (1,3). Автоморфизм exp(tC2) отображает
〈P2 + γP4〉 (γ �= 0) на одно из пространств: (2), (4), (24), (24). Используя комму-
тационные соотношения, находим, что W является одним из пространств: O, (13),
(24), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,24), (13,2,4), (1,24,3),(1,2,3,4).

Аналогично исследуются случаи остальных подалгебр алгебры AO(2, 2). Тео-
рема доказана.

§ 6 Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2)
Пусть F̃i — такая подалгебра алгебры AP (2, 2), что π(F̃i) = Fi = Fi(m). Запись

F̃i+W означает, что [Fi,W ] ⊂W и F̃i∩V ⊂W . Если речь идет о нерасщепляемых
алгебрах F̃i +W1, . . . , F̃i +Ws, то будем употреблять обозначение F̃ij : W1, . . . ,Ws

(j = 1, s).

Лемма 6.1 Нерасщепляемые подалгебры F̃ алгебры AP (2, 2) с условием π(F̃ ) =
〈B1 −B3〉 исчерпываются алгебрами:

F̃2j = 〈B1 −B3 + P1〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), (13,24), (13,2,4) (j = 1, 7);
F̃2j = 〈B1 −B3 + P2〉: (13), (13,4), (13,24) (j = 8, 10).

Доказательство. Пусть X = B1 −B3 +
∑
αiPi, Y =

∑
tiPi. Тогда exp(2Y )(X) =

B1 − B3(α1 + t2 − t4)P1 + (α2 − t1 − t3)P2 + (α3 − t2 + t4)P3 + (α4 − t1 − t3)P4,
Полагая α3 − t2 + t4 = 0, α4 − t1 − t3 = 0, можно предположить, что алгебра F̃
содержит X = B1 − B3 + αP1 + βP2. Если F̃ ∩ V = 0, то, применяя автоморфизм
exp(2tC3), получаем, что F̃ сопряжена с алгеброй 〈B1 −B3 + αP1〉. Автоморфизм
AO(2, 2), соответствующий матрице diag {1,−1,−1, 1}, отображает 〈B1−B3+αP1〉
на 〈B1 − B3 − αP1〉. Поэтому будем предполагать, что α > 0. Так как exp(t(B2 −
C2))(B1 −B3 +αP1) = e−t(B1 −B3 +αetP1), то можно считать, что α = 1. В итоге
получаем алгебру F̃21 = 〈B1 −B3 + P1〉.

Пусть W = 〈P1 − P3, P2〉 или W = 〈P1 − P3, P2, P4〉. Тогда β = 0. Автоморфизм
exp(t(B2+C2)) не изменяет W . Так как exp(t(B2+C2))(B1−B3+αP1) = e−t(B1−
B3) + α(ch tP1 + sh tP3) и α(ch tP1 + sh tP3) + α sh t(P1 − P3) = αetP1, то, полагая
|α|e2t = 1, можно допускать, что α = 1.

Аналогично исследуются остальные случаи. Лемма доказана.

Лемма 6.2. Если F̃ — нерасщепляемая подалгебра AP (2, 2) и π(F̃ ) = 〈B1−B3 +
(−1)a(C1 − C3)〉 (a = 1, 2), то F̃ сопряжена одной из алгебр:

〈B1−B3+(−1)a(C1−C3)+P2a−1〉: O, (2a), (13), (13,2), (13,4), (13,2w4), (13,2,4);
〈B1 −B3 + (−1)a(C1 − C3) + P2a〉: O, (13), (13,6 − 2a), (1,3,6 − 2a).

Доказательство. Так как случаи a = 1 и a = 2 аналогичны, то ограничимся
рассмотрением случая a = 2. Пусть X = B1 −B3 +C1 −C3 +

∑
αiPi, Y =

∑
tiPi.
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Тогда exp(2Y )(X) = B1 −B3 +C1 −C3 + (α1 + 2t2)P1 + (α2 − 2t1 − 2t3)P2 + (α3 −
2t2)P3 + α4P4. Полагаем α1 + 2t2 = 0, α2 − 2t1 − 2t2 = 0. Отсюда вытекает, что с
точностью до внутренних автоморфизмов X = B1 −B3 + C1 − C3 + αP3 + βP4.

Пусть W = F̃ ∩ V и пусть W �= 〈P4〉, W �= 〈P1, P2, P3〉. В этом случае автомор-
физм exp(t(B1 −B3 −C1 +C3)) не изменяет W и отображает X в B1 −B3 +C1 −
C3 +αP3 + (β+ tα)P4 + (tβ+ t2

2 )(P1 −P3), Так как exp(λP2)(B1 −B3 +C1 −C3) =
B1 − B3 + C1 − C3 + λ(P1 − P3), то можно допустить, что при α �= 0 F̃ содержит
X1 = B1 − B3 + C1 − C3 + αP3. Автоморфизм, соответствующий diag {1,−1, 1, 1},
позволяет считать α > 0. Поскольку

exp(t(B2 + C2))(X1) = e−t(B1 −B3 + C1 − C3 + αet(ch tP3 + sh tP1)) = e−tX2,
exp(−αet sh tP2)X2 = B1 −B3 + C1 − C3 + αe2tP3,

то, полагая αe2t = 1, находим, что допустимо предполагать α = 1.
Если α = 0, то при помощи автоморфизмов diag {1, 1, 1,−1}, exp(t(B2 + C2))

получаем алгебру F̃ , содержащую B1 −B3 + C1 − C3 + P4.
Аналогично рассматриваются и случаи, когда W = 〈P4〉, W = 〈P1, P2, P3〉.

Лемма доказана.

Лемма 6.3. Все подалгебры F̃i алгебры AP (2, 2) с условием π(F̃i) = Fi (i =
3, 4, 7, 13, 18, 22, 27, 32, 36, 43) являются расщепляемыми.
Доказательство. Алгебры Fi (i = 29, 36, 37, 43) являются полупростыми. В си-
лу теоремы Уайтхеда [13] для них не существует нерасщепляемых расширений.
Отсюда вытекает, что расщепляемыми будут также алгебры F̃38, F̃39, F̃40.

Пусть X1 = −B1 + B3 + C2 +
∑
αiPi, Y =

∑
tiPi (i = 1, 4). Непосредственно

находим, что

exp(2Y )(X) = −B1 +B3 + C2 + (α1 − t2 − t3 + t4)P1+
+(α2 + t1 + t3 − t4)P2 + (α3 − t1 + t2 − t4)P3 + (α4 + t1 − t2 + t3)P4.

Полагаем

α1 − t2 − t3 + t4 = 0,
α2 + t1 + t3 − t4 = 0,
α3 − t1 + t2 − t4 = 0,
α4 + t1 − t2 + t3 = 0.

(6.1)

Так как определитель, составленный из коэффициентов при t1, t2, t3, t4 равен 1, то
система (6.1) имеет решение. Следовательно, все алгебры F̃7 суть расщепляемые.

Рассмотрим случай алгебры F18)2) = 〈B1 − B3, C2〉. Алгебра F̃18 содержит
элементы X1 = B1 − B3 +

∑
αiPi, X2 = C2. Так как [X2, [X2,X1]] = − 1

4

∑
αiPi,

то F̃18 — расщепляемая алгебра.
Алгебра F28 содержит F7. Следовательно, с точностью до внутренних автомор-

физмов алгебра F̃28 содержит элементы X1 = B1−B3−C2, X2 = C1−C3+
∑
αiPi.

На основании коммутационных соотношений,

X2 − [X1,X2] = − (α1+α3
2

)
(P2 + P4) +

(
α2−α4

2

)
(P1 − P3) +

(
α1 + α3

2

)
P1+

+
(
α2 + α4

2

)
P2 +

(
α3 + α1

2

)
P3 +

(
α4 + α2

2

)
P4.

Перебирая инвариантные пространства F28, находим, что для каждого из них
α1 = α2 = α3 = α4 = 0, т.е. алгебра F̃28 расщепляемая. Лемма доказана.
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Лемма 6.4. Если F̃ — нерасщепляемая подалгебра AP (2, 2) и π(F̃ ) = F35, то F̃
сопряжена одной из алгебр:

F̃35j = 〈B1 −B3, B2 + 1
3C2, C1 − C3 + P2 + P4〉: O, (13) (j = 1, 2);

F̃35,3 = 〈B1 −B3, B2 + 1
3C2, C1 − C3 + P4, P1 − P3, P2 − P4〉;

F̃35j = 〈B1 −B3, B2 − 1
3C2, C1 − C3 + P3〉: (13,24), (13,2,4) (j = 4, 5).

Доказательство. На основании рассуждений, проведенных для F̃26, получаем, что
F̃ содержит элементы X1 = B2 + αC2, X2 = B1 −B3, X3 = C1 − C3 +

∑
γiPi. Из

коммутационных соотношений находим, что

αX3 + [X1,X3] =
(
αγ1 + 1+α

2 γ3

)
P1 +

(
αγ2 + α−1

2 γ4

)
P2+

+
(
αγ3 + 1+α

2 γ1

)
P3 +

(
αγ4 + α−1

2 γ2

)
P4,

[X2,X3] =
(
γ1+γ3

2

)
(P2 + P4) +

(
γ4−γ2

2

)
(P1 − P3).

(6.2)

Допустим, что F̃ ∩ V = 〈P1 − P3〉. Тогда на основании (6.2) получаем, что
γ3 + γ1 = 0. Можно предположить, что γ1 = γ3 = 0. Получаем также условие

αγ2 + 1
2 (α− 1)γ4 = 0,

αγ4 + 1
2 (α− 1)γ2 = 0.

(6.3)

Определитель ∆ этой системы равен 3
4α

2+ 2
4α− 1

4 . Если ∆ = 0, то α ∈ {−1, 1
3

}
. Так

как 0 < |α| < 1, то система (6.3) имеет ненулевое решение только при α = 1
3 . В

этом случае γ4 = γ2. Автоморфизм, соответствующий diag {−1, 1,−1, 1}, позволяет
допускать, что γ2 > 0. Так как

exp(t(B2 − C2))(C1 − C3 + γ2(P2 + P4)) = et(C1 − C3 + γ2e
−2t(P2 + P4)),

то считаем, что γ2 = 1. Следовательно, алгебра F̃ сопряжена с алгеброй 〈B1 −
B3, B2 + 1

3C2, C1 − C3 + P2 + P4, P1 − P3〉.
Аналогично рассматриваются остальные случаи. Лемма доказана.

Теорема 6.1. Нерасщепляемые подалгебры алгебры AP (2, 2) исчерпываются ал-
гебрами:

F̃2j = 〈B1 −B3 + P1〉: O, (13), (13,2), (13,4), (13,24), 13,24), (13,2,4) (j = 1, 7);
F̃2j = 〈B1 −B3 + P2〉: (13), (13,4), (13,24), (j = 8, 10);
F̃5j = 〈B1 − B3 + C1 − C3 + P3〉: O, (4), (13), (13,4), (13,2), (13,2w4), (13,2,4)

(w > 0, j = 1, 7);
F̃5j = 〈B1 −B3 + C1 − C3 + P4〉: O, (13), (13,2), (1,2,3) (j = 8, 11);
F̃6j = 〈B1 − B3 − C1 + C3 + P1〉: O, (2), (13), (13,2), (13,4), (13,2w4), (13,2,4)

(j = 1, 7);
F̃6j = 〈B1 −B3 − C1 + C3 + P2〉: O, (13), (13,4), (1,3,4) (j = 8, 11);
F̃11j = 〈B2 + C2 + αP2〉: O, (4), (13), (1,3), (13,4), (1,3,4) (α > 0, j = 1, 6);
F̃11j = 〈B2 + C2 + αP4〉: O, (2), (13), (1,3), (13,2), (1,2,3) (α > 0, j = 7, 12);
F̃11j = 〈B2 + C2 + P2 + P4〉: O, (13), (1,3) (j = 13, 15);
F̃11j = 〈B2 + C2 + P2〉: (24), (13,24), (1,24,3) (j = 16, 18);
F̃14j = 〈B3 − C3 + αP2〉: O, (1), (3,4), (1,3,4) (α > 0, j = 1, 4);
F̃15j = 〈B3 + C3 + αP4〉: O, (3), (1,2), (1,2,3) (α > 0, j = 1, 4);
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F̃17.1 = 〈B1 −B3 + P2 − P4, C1 − C3〉; F̃17.2 = 〈B1 −B3 + P4, C1 − C3 − P4〉;
F̃17.3 = 〈B1 −B3 + P2, C1 − C3 − P4〉;
F̃17.4 = 〈B1 −B3 + P2, C1 − C3 + βP2 + γP4, P1 − P3〉 (β, γ ∈ R);
F̃17.5 = 〈B1 −B3, C1 − C3 + P4, P1 − P3〉;
F̃17.6 = 〈B1 −B3 + P1, C1 − C3 − P1 + βP4, P1 − P3, P2〉 (β ≥ 0);
F̃17.7 = 〈B1 −B3, C1 − C3 + P4, P1 − P3, P2〉;
F̃17.8 = 〈B1 −B3 + P1, C1 − C3 + P1 + βP2, P1 − P3, P4〉 (β ≥ 0);
F̃17.9 = 〈B1 −B3 + P2, C1 − C3, P1 − P3, P4〉;
F̃17.10 = 〈B1 −B3 + αP2, C1 − C3 + P1, P1 − P3, P2 + P4〉 (α ≥ 0);
F̃17.11 = 〈B1 −B3 + P2, C1 − C3, P1 − P3, P2 + P4〉;
F̃17.12 = 〈B1 −B3 + P1, C1 − C3 + βP3, P1 − P3, P2, P4〉 (β ∈ R);
F̃23j = 〈B1 − B3 + C1 − C3, B2 + C2 + αP4〉: O, (13,2), (13,2w4), (1,2,3) (α > 0,

w > 0, j = 1, 4);
F̃23.5 = 〈B1−B3 +C1−C3, B2 +C2 +αP2 +βP4, P1−P3〉 (α, β ≥ 0, α2 +β2 �= 0);
F̃23.6 = 〈B1 −B3 + C1 − C3, B2 + C2 + αP2, P1 − P3, P4〉 (α > 0);
F̃24j = 〈B1 − B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP2〉: O, (13,4), (13,2w4), (1,3,4) (α > 0,

w > 0, j = 1, 4);
F̃24.5 = 〈B1 − B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP2 + βP4, P1 − P3〉 (α ≥ 0, β ≥ 0,

α2 + β2 �= 0);
F̃24.6 = 〈B1 −B3 − C1 + C3, B2 + C2 + αP4, P1 − P3, P2〉 (α > 0);
F̃25j = 〈B1 −B3, B2 + C2 + αP2〉: (13), (13,4) (α > 0, j = 1, 2);
F̃25j = 〈B1 −B3, B2 + C2 + αP4〉: (13), (13,2) (α > 0, j = 3, 4);
F̃25j = 〈B1 −B3, B2 + C2 + P4〉: (13,24), (13,24), (1,24,3) (j = 5, 7);
F̃25.8 = 〈B1 −B3, B2 + C2 + P2 + P4〉;
F̃25.9 = 〈B1 −B3, B2 + C2 + P2 ± P4, P1 − P3〉;
F̃26j = 〈B2 + 3C2, B1 −B3 + P2 − P4〉: O, (13) (j = 1, 2);
F̃26j = 〈B2 + 3C2, B1 −B3 + P4〉: (24), (13,24), (13,24), (1,24,3) (j = 3, 6);
F̃33j = 〈B1 −B3, B2 + C2 + αP2, C1 − C3〉: (13), (13,4) (α > 0, j = 1, 2);
F̃33j = 〈B1 −B3, B2 + C2 + αP4, C1 − C3〉: (13), (13,2) (α > 0, j = 3, 4);
F̃33.5 = 〈B1 −B3, B2 + C2 + P4, C1 − C3, P1 − P3, P2 + P4〉;
F̃33.6 = 〈B1 −B3, B2 + C2 + P2 + P4, C1 − C3, P1 − P3〉;
F̃34.1 = 〈B1 −B3, C1 − C3, B2 − C2 + P1 − P3〉;
F̃34.2 = 〈B1 −B3, C1 − C3, B2 − C2 + P3, P1 − P3, P2, P4〉;
F̃35j = 〈B1 −B3, B2 + 1

3C2, C1 − C3 + P2 + P4〉: O, (13) (j = 1, 2);
F̃35.3 = 〈B1 −B3, B2 + 1

3C2, C1 − C3 + P4, P1 − P3, P2 − P4〉;
F̃35j = 〈B1 −B3, B2 − 1

3C2, C1 − C3 + P2〉: (13,24), (13,2,4) (j = 4, 5).
Основные этапы доказательства проведены в леммах 6.1–6.4. Остальные этапы

аналогичны.
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О пуанкаре-, галилеево-инвариантных
нелинейных уравнениях
и методах их решения
В.И. ФУЩИЧ

Предложен способ построения пуанкаре- и галилеево-инвариантных нелинейных
уравнений. Некоторые из полученных уравнений обладают более широкой симме-
трией, чем линейные волновые уравнения. Построены нелинейные уравнения для ре-
лятивистской жидкости и электромагнитного поля. Рассмотрена новая модель взаи-
модействия спинорного и скалярного полей. Обсуждаются приемы для отыскания
семейств частных решений нелинейных уравнений. Приведены примеры неразмно-
жаемых решений для нелинейного спинорного уравнений.

Введение
При нелинейном обобщении волнового уравнения для скалярного поля u(x)

рассматривают уравнение [1]

pµp
µu(x) + F1(u, u∗)u(x) = 0, x = (x0, x1, x2, x3), (1)

F1(u, u∗) — некоторая нелинейная дифференцируемая функция от u(x) и комп-
лексно-сопряженной функции u∗,

pµ = igµν∂ν , ∂ν =
∂

∂xν
, µ, ν = 0, 1, 2, 3.

Уравнение Дирака обобщают таким же путем, т.е. добавляют нелинейный член к
свободному оператору Дирака

γµp
µΨ(x) + F2(Ψ̄,Ψ)Ψ(x) = 0, (2)

Ψ̄ = Ψ†γ0, F2(Ψ̄,Ψ) — произвольная дифференцируемая функция от Ψ̄Ψ. Уравне-
ния (1), (2) инвариантны относительно группы Пуанкаре P (1, 3). В тoм случае,
когда F1 = 0, F2 = 0, уравнения (1), (2) инвариантны относительно конформ-
ной группы C(1, 3) ⊃ P (1, 3) ⊃ O(1, 3). Требование инвариантности относительно
группы C(1, 3) дает возможность конкретизировать нелинейности в (1) и (2) [2].

При таком способе обобщения волновых уравнений симметрия его, по срав-
нению с линейным уравнением, не расширяется. В этой работе указан простой
способ построения нелинейных волновых уравнений, симметрия которых может
быть значительно шире, чем симметрия исходного линейного уравнения.

§ 1. О нелинейном обобщении уравнений Дирака и Даламбера
1. Pacсмотpим линейную систему Дирака для Ψ и Ψ̄

(iγµpµ −m)Ψ(x) = 0, (1.1)

Теоретико-групповые исследования уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1985, C. 4–19.
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(i∂µΨ̄γµ +mΨ) = 0. (1.2)

Нелинейные уравнения типа (2) можно получить с помощью следующей замены:

m→M = F2(Ψ̄Ψ) + F3(Ψ̄S45Ψ) + F4(VµV µ) + F5(VµνV µν), (1.3)

Vµ = Ψ̄Sµ5Ψ, Vµν = Ψ̄SµνΨ, (1.4)

Sµ5 =
i

2
γµ, S5µ = − i

2
γµ, S45 =

i

2
γ4, γ4 = γ0γ1γ2γ3, (1.5)

Sµν =
i

4
(γµγν − γνγµ), Sµ4 =

i

4
(γµγ4 − γ4γµ). (1.6)

Очевидно, что в формулах (1.3), не нарушая пуанкаре-инвариантности, можно
добавить члены типа F̃4(ṼµṼ µ), F̃5(Ṽµν Ṽ µν),

Ṽµ = Ψ̄γ4Sµ5Ψ, Ṽµν = Ψ̄γ4SµνΨ. (1.7)

Для нелинейных обобщений линейных уравнений, описывающих свободные по-
ля произвольного спина, полезно заметить, что матрицы (1.5), (1.6) удовлетворяют
коммутационным соотношениям алгебры Ли группы O(1, 5) [1]. Поэтому замена
(1.3) может быть использована не только для обобщения уравнения Дирака.

Замена (1.3) не расширяет группу симметрии безмассового (m = 0) уравнения
Дирака (1.1). Рассмотрим теперь следующие обобщения уравнения Дирака. Заме-
ним в уравнении (1.1) оператор-вектор ∂µ, вектор-матрицу γµ, спинор Ψ таким
путем

∂µ → Dµ ≡ A1∂µ +A2Vµ +A3VµνV
ν , (1.8)

γµ → Γµ ≡ B1γµ +B2Vµνγ
ν +B3Vµ, (1.9)

Ψ → Φ ≡ C1Ψ + C2Vµγ
µΨ + C3Vµνγ

µνΨ, (1.10)

где Ai, Bi, Ci — произвольные дифференцируемые функции от Ψ̄Ψ, Ψ̄SµνΨΨ̄SµνΨ,
Ψ̄VµΨΨ̄V µΨ.

Уравнение (1.1) после замен (1.8)–(1.10) принимает вид

iΓµDµΦ −MΦ = 0. (1.11)

Уравнение для сопряженного спинора Φ̄ записывается очевидным образом.
В формулах (1.8)–(1.10) можно добавить соответствующие члены с Ṽµ и Ṽµν .

В уравнении (1.11) операторы Γµ и Dµ не коммутируют, поэтому более симме-
тричное нелинейное обобщиние уравнения Дирака выглядит как

i

2
(ΓµDµ +DµΓµ)Φ −MΦ = 0. (1.12)

Из приведенного ясно, что с помощью указанных замен можно получить широ-
кие классы пуанкаре-инвариантных нелинейных уравнений, которые не изучались
ранее. Важно подчеркнуть, что при специальном выборе функций Ai, Bi, Ci, Fi
получаем уравнения, которые обладают значительно более богатыми симметрий-
ными свойствами, чем исходное безмассовое уравнение Дирака (m = 0) (1.1). Так,
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например, с помощью замены (1.8), (1.9), когда A1 = 1, A2 = A3 = 0, B1 = 0,
B2 = 0, B3 = 1, Fi = 0, получаем уравнение [2]

Vµ∂
µΨ = Ψ̄γµΨ

∂Ψ
∂xµ

= 0. (1.13)

Уравнение (1.13) инвариантно относительно бесконечномерной алгебры Ли, содер-
жащей в качестве подалгебры конформную алгебру AC(1, 3) и алгебру Пуанкаре
AP (1, 3). Это обстоятельство весьма существенное, поскольку чем выше симме-
трия нелинейного уравнения, тем больше надежд построить его решения. В не-
которых случаях нелинейные уравнения, инвариантные относительно бесконечно-
мерных алгебр, допускают линеаризацию с помощью локальных и нелокальных
зaмен [3].

Замечание 1. Среди множества уравнений (1.12) имеются уравнения

γµ(pµ +A1Ψ̄γµΨ)Ψ = mΨ,
pµ(γµ +A1Ψ̄γµΨ)Ψ = mΨ,
(γµpµ + SµνγµγνΨ)Ψ = mΨ,

которые можно тpaктoвaть как уравнения движения для спинорной частицы мас-
сы m, движущейся в собственном векторном Ψ̄γµΨ и тензорном Ψ̄γµγνΨ полях.
Точные решения этих уравнений могут быть построены с помощью анзатца [1, 2].

2. Обобщим линейное уравнение Даламбера

∂µ∂
µu = 0 (1.14)

для комплексной скалярной функции u.
Если в (1.14) произвести замену

∂µ → Dµ = A1∂µ +A2u
∗∂µu+A3u∂µu

∗, (1.15)

u→ ũ = F (uu∗)u, (1.16)

то получим уравнение

DµD
µũ = 0. (1.17)

В этот класс уравнений входит, в частности, уравнение

∂µ∂
µu+ (∂νu)(∂νu)u = 0, (1.18)

которое можно представить через матрицы Дирака

iγµ∂µiγν∂
νΨ(x) = 0. (1.19)

Замены (1.3), (1.8)–(1.10) в уравнениях (1.18) и (1.19) дают нам две неэквивален-
тные системы нелинейных уравнений

DµD
µΦ = M2Φ, (1.20)

ΓµDµΓαDαΦ = M2Φ. (1.21)
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Среди множества уравнений (1.20) имеется, в частности уравнение вида [5]

(∂µ + λ1Ψ̄γµΨ)(∂µ + λ1Ψ̄γµΨ)Ψ + λ2SµνV
µνΨ = m2Ψ,

где λ1, λ2, λ3 — произвольные параметры, которое можно интерпретировать как
уравнение движения для частицы со спином 1/2, движущейся в собственном спи-
норном поле.

Аналогично обобщается уравнение Монжа–Ампера

det ‖∂µ∂νu‖ = 0. (1.22)

После замены (1.15), (1.16) получим

det ‖DµD
ν ũ‖ = 0. (1.23)

§ 2. О нелинейных уравнениях для peлятивиcтскoй
жидкости и электромагнитного поля

В этом параграфе, исходя из линейных уравнений, построим нелинейные ура-
внения движения для релятивистской жидкости и электромагнитного поля.

1. Рассмотрим линейное пуанкаре-инвариантное уравнение для вектора-скоро-
сти vµ

λ1∂α∂
αvµ − λ2∂µ(∂νvν) = m2vµ, µ = 0, 1, 2, 3, (2.1)

где λ1, λ2, λ3, m — произвольные пapaметpы. В том случае, когда λ2 = 0 или
∂νv

ν = 0 (условие неразрывности), уравнение (2.1) распадается на четыре незави-
симые волновые уравнения

λ1∂α∂
αvµ = m2vµ. (2.2)

В случае λ1 = 0 имеем зацепленную систему

λ2∂µ(∂νvµ) = m2vµ. (2.3)

Сделав в уравнениях (2.1)–(2.3) замены

∂µ → Dµ = A1∂µ +A2vµ +A3vν∂νvµ, (2.4)

vµ → ṽµ = C1vµ + c2vν∂νvµ, (2.5)

где A1, A2, A3, C1, C2 — функции от vαvα, получим уравнения

λ1DαD
αṽµ − λ2Dµ(Dν ṽ

ν) = m2ṽµ, (2.6)

λ1DαD
αṽµ = m2ṽµ, (2.7)

λ3Dµ(Dν ṽ
ν) = m2ṽµ. (2.8)

Уравнения (2.6)–(2.8), при определенных выборах функций Ai, C1, C2, инвари-
антны относительно более широких групп, чем исходные линейные уравнения
(2.1)–(2.3). Так, например, в класс уравнений (2.6) входит релятивистский ана-
лог уравнения Эйлера

vν
∂vµ
∂xν

= 0, (2.9)
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которое инвариантно относительно бесконечномерной aлгебры. Исходное линей-
ное уравнение (2.1) не инвариантно относительно бесконечномерной алгебры. Ма-
ксимальной лoкaльной группой инвариантности уравнения (2.1) является группа
P (1, 3).

Аналогичным путем можно получить уравнение типа Навье–Стокса. Для этого
нужно исходить из линейного уравнения теплопроводности

(∂0 + λ1∂k∂k)va = λ2va, a = 1, 2, 3, (2.10)

va — компоненты вектора скорости �v = (v1, v2, v3). Сделав в (2.10) замену

∂0 → D0 = A1(v2)∂0 +A2(v2), (2.11)

∂k → Dk = Akl(v2)∂l +Bkl(v2)vl, k, l = 1, 2, 3, (2.12)

получим

D0va + λ1DkDkva = λ2va. (2.13)

В (2.11), (2.12) A1, A2, Akl, Bkl — произвольные дифференцируемые функции от
скаляра v2 = v2

1 + v2
2 + v2

3 .
Среди множества уравнений (2.13) содержится уравнение типа Навье–Стокса

D0va + vk
∂va
∂xk

+ λ1∂k∂kva = 0. (2.14)

На множестве уравнений (2.14) реализуется нелинейное представление группы
Галилея G(1, 3) [2].
Замечание 2. Если предполагать, что скорость жидкости меньше скорости в ваку-
уме, то, видимо, члены типа m2vµ должны присутствовать в уравнениях движения
для релятивистской жидкости.

Замечание 3. Указанным способом получается нелинейное уравнение теплопро-
водности

D0u+DkDku = 0, k = 1, 2, 3, (2.15)

где

D0 = A0(x, u)∂0 +A1(x, u), (2.16)

Dk = Akl(x, u)∂l +Bkl(x, u)∂lu, (2.17)

A0, A1, Akl, Bkl — произвольные дифференцируемые функции u, x, которое имеет
более симметричную форму, чем общепринятое нелинейное уравнение теплопро-
водности

∂0u+
∂

∂xa

{
c(x, u)

∂u

∂xa

}
= 0.

Если в (2.15) u — комплексная функция и в формулах (2.15), (2.16) сделать замену
∂0 → p0 = i∂0, ∂k → pk = −i∂k, то получим уравнение

Pu+ PkPku = 0, (2.18)
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где P0 = D0 (∂0 → p0), Pk = Dk (∂k → pk), которое является обобщением
линейного уравнения Шредингера.

2. Перейдем к построению уравнений движения для релятивистской жидкости
и электромагнитного поля через спиноры. Предположим, что макроскопическая
жидкость представляет собой некоторое образование (структуру) из взаимодей-
ствующих спинорных частиц (полей). Тогда один из простейших путей получения
уравнения движения для спинорной жидкости состоит в следующем. Построим
вектор скорости жидкости из спиноров по формуле

vµ = A1(Ψ̄Ψ)Ψ̄γµΨ +A2(Ψ̄Ψ)Ψ̄γ4γµΨ. (2.19)

Взяв, например, в качестве макроскопического уравнения движения релятивист-
ской жидкости уравнение (2.9) (или какое-либо другое пуанкаре-инвариантное
уравнение), получим

(A1Ψ̄γνΨ +A2Ψ̄γ4γνΨ)
∂

∂xν
(A1Ψ̄γµΨ +A2Ψ̄γ4γµΨ) = 0. (2.20)

С помощью аналогичного приема строятся уравнения движения для электро-
магнитного поля из спиноров. Предположим, что макроскопическое электромагни-
тное поле — образование (структура) элементарных спинорных полей. Кроме того,
предположим, что тензор электромагнитного поля Fµν и вектор тока строятся из
спиноров согласно формулам

Fµν = N1(Ψ̄Ψ)Ψ̄SµνΨ +N2(Ψ̄Ψ)Ψ̄γ4SµνΨ, (2.21)

jµ = K1(Ψ̄Ψ)Ψ̄Sµ5Ψ +K2(Ψ̄Ψ)Ψ̄γ4Sµ5Ψ. (2.22)

Подставляя (2.21), (2.22) в уравнение Максвелла

∂νFµν = jµ, ∂αFµν + ∂µFνα + ∂νFαµ = 0, (2.23)

получаем уравнение движения для электромагнитного поля, построенного из спи-
норов.

Укажем еще на один способ построения тензор-матрицы Fµν и вектор-матрицы
Aµ через спинор

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + λ(AµAν −AνAµ), (2.24)

Aµ = K̃1(Ψ̄Ψ)γνΨ̄SµνΨ +K2(Ψ̄Ψ)γνΨ̄γ4SµνΨ. (2.25)

Для определения спинора Ψ можно взять, например, уравнение вида

∂αp
αAµ − ∂µ(∂αAα) = 0 (2.26)

или уравнение (2.9),полученное из соответствующего лагранжиана.

Замечание 4. Если в (2.23) сделать замены

∂µ → Dµ = A1∂µ +A2Fµν∂ν +A3∂νFµν ,

jµ → AµαβF
αβ ,
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где A1, A2, A3, Aµαβ — произвольные функции от инвариантов электромагнитного
поля

W1 = FµνF
µν , W2 = εµναβF

µνFαβ ,

то получим нелинейное обобщение уравнений Максвелла.
В заключение приведем нелинейное уравнение для скалярного поля u(x), по-

строенного из спиноров

PµPµu(x) = M̃2u(x), u = Ψ̄Ψ,
Pµ = A0(Ψ̄Ψ)pµ +A1(Ψ̄Ψ)Ψ̄γµΨ +A2Ψ̄γ4γµΨ,

M̃2 = m2 + λ1(Ψ̄Ψ)n1 + λ2

(
Ψ̄γµ

∂Ψ
∂xµ

− ∂Ψ̄
∂xµ

γµΨ
)n2

,

(2.27)

где λ1, λ2, n1, n2 — произвольные постоянные.

Замечание 5. Все сказанное выше переносится и на уравнение высокого порядка.
При этом в качестве исходных линейных уравнений можно выбрать уравнения

�u+ λ2�
2u+ · · · + λn�

nu = 0,
(p0 + λpapa)u+ λ2(p0 + λpapa)2u+ · · · + λn(p0 + λpapa)nu = 0.

(2.28)

Последнее уравнение [2] является естественным обобщением основного уровня
движения квантовой механики.

Детальному анализу НДУЧП, полученных в этом параграфе, будут посвящены
отдельные публикации.

§ 3. О новой модели взаимодействия спинорного и скалярного полей
Общепринято считать, что взаимодействие скалярного и спинорнoro полей опи-

сывается с помощью добавления нелинейных слагаемых в свободные уравнения
Клейна–Гордона–Фока (КПФ) и Дирака. При этом получаем зацепленную нели-
нейную систему уравнений второго порядка. Здесь мы предложим систему пяти
уравнений первого порядка для описания взаимодействия скалярного и спинорного
полей.

Для описания скалярного поля будем использовать не уравнение КГФ, а нели-
нейное релятивистское уравнение Гамильтона

∂µu∂
µu =

∂u

∂xµ

∂u

∂xµ
= −m2, µ = 0, 1, 2, 3, (3.1)

которое получается из релятивистского соотношения для энергии и импульса E2−
p2
1 − p2

2 − p2
3 −m2 заменой

E → i
∂u

∂x0
, pa → −i ∂u

∂xa
.

Уравнение (3.1) инвариантно относительно вращений и сдвигов в пятимерном псев-
доевклидовом пространстве (x0, x1, x2, x3, u) [2].

Одна из простых возможностей описания взаимодействия скалярного поля u со
спинорным полем Ψ состоит в рассмотрении системы

∂µu∂
µu = −M2, (3.2)
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γµp
µΨ −m1Ψ + λ3u(Ψ̄Ψ) + λ4

∂u

∂xν
γνΨ = 0, (3.3)

где

M2 = m2 + λ1(Ψ̄Ψ)n1 + λ2(Ψ̄γµ∂µΨ − ∂µΨ̄γµΨ)n2 . (3.4)

Уравнение (3.2) легко обобщается с помощью замены типа (1.8): ∂µ → Dµ. В урав-
нении (3.2) “масса” M скалярного поля порождается спинорным полем.

По-видимому, представляет интерес и такая пуанкаре-инвариантная система
уравнений

p0u =
{
paupau+M2

}1/2
, (3.5)

γµp
µΨ −mΨ + λ(Ψ̄Ψ)1/3Ψ = 0. (3.6)

Замечание 5. Системы уравнения (3.2)–(3.6) совершенно не изучены; даже про-
стейшее линейное уравнение КГФ с нелинейной связью

pµp
µu = m2

1u, (3.7)

p0u =
{
paupau+m2

2

}1/2
. (3.8)

Уравнение типа (3.8) [1] может быть использовано для выделения из множества ре-
шений (3.7) только таких, которые бы имели, например, положительную энергию.
Положив в основу уравнения (3.1) или (3.8), можно исследовать задачу о движе-
нии скалярной частицы во внешнем электромагнитном поле (замена pµ → pµ−eAµ)
и “внешнем” спинорном поле (замена pµ → pµ + λΨ̄γµΨ).

§ 4. О неразмножаемых семействах решений нелинейных уравнений
Нелинейные дифференциальные уравнения, инвариантные относительно гру-

ппы Пуанкаре P (1, 3), конформной группы C(1, 3), группы Галилея G(1, 3) или
более общих групп, обладают тем важнейшим свойством, что если известно хотя
бы одно частное решение (иногда даже тривиальное), то с помощью групповых
преобразований можно построить целое семейство точных решений [2, 3].

Обозначим через G — максимальную локальную группу инвариантности
НДУЧП. Пусть M — некоторое множество решений НДУЧП.

Определение 1. Множество решений M — назовем неразмножаемым относи-
тельно G, если оно инвариантно относительно G.
Определение 2. Множество M решений НДУЧП назовем размножаемым, если
оно инвариантно относительно подгруппы G1 ⊂ G.

В этом параграфе приведем в явном виде несколько семейств неразмножаемых
решений линейного и нелинейного уравнения Дирака. Широкий класс неразмно-
жаемых решений получен в [4].

1. Неразмножаемые решения уравнения Дирака. Рассмотрим уравнение

γµp
µΨ + λ(Ψ̄Ψ)1/3Ψ = 0. (4.1)

Максимальной локальной группой инвариантности уравнения (4.1) является гру-
ппа G = C(1, 3) — 15-параметрическая группа Ли.
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В линейном случае (λ = 0) простейшие множества M задаются формулами:

Ψ =
γx+ γa

s2
χ, (4.2)

χ — постоянный спинор, s2 = x2 + 2ax + a2 �= 0, x2 = xµx
µ, ax = aµx

µ, a =
(a0, a1, a2, a3) — параметры, γx = γµx

µ, γa = γµa
µ;

Ψ = (γx+ γa)s−2(γb)χ(ω1), (4.3)

ω1 = bx+ba
s2 , b2 = bµb

µ = 0, χ — произвольный спинор, зависящий только от одной
переменной ω1;

Ψ =
γx+ γa

s2
{(γb+ γd)χ1(ω2) + (γb− γc)χ2(ω3)} , (4.4)

ω2 = (bx+dx)+(b+d)a
s2 , ω3 = (b−d)x+(b−d)a

s2 , ab = aνb
ν = 0, a2 = b2 = 1, χ1, χ2 —

произвольные спиноры, зависящие только от инвариантных переменных.
В нелинейном случае (λ �= 0) простейшие неразмножаемые множества решений

задаются формулами

Ψ =
γx+ γa

s2
exp
{
−iλγb

b2
(χ̄χ)1/3

bx+ ba

s2

}
χ, (4.5)

Ψ = A(s2)−3/4

{
γx+ γa

(s2)

1/2

± iγ2
0

}
, (4.6)

A = 1
4

{±3λ(χ̄χ)1/3
}−3/2

, χ — постоянный спинор.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что при любом преобразовании

из группы C(1, 3) многопараметрические семейства (4.2)–(4.6) являются неразмно-
жаемыми.

§ 5. О некоторых способах решения нелинейных
пуанкаре-инвариантных уравнений

В этом параграфе укажем простые приемы, которые позволяют строить семей-
ства частных решений нелинейных волновых уравнений.

1. Ради конкретности рассмотрим нелинейное уравнение Даламбера (F (u) =
u3)

pµp
µu+ λF (u) = ∂2

0u− ∂2
1u− ∂2

2u− ∂2
3u+ λF (u) = 0, (5.1)

НДУЧП (1) поставим в соответствие обыкновенное дифференциальное уравнение

∂2
0u+ λF (u) = 0, F (u) = u3, (5.2)

которое получается из (5.1) вычеркиванием членов ∂2
1u, ∂

2
2u, ∂

2
3u. Уравнение (5.2)

имеет, помимо хорошо известных решений в классе эллиптических функций, про-
стое частное решение

u1(x) = i

√
2
λ
x−1

0 , λ �= 0. (5.3)
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Воспользовавшись преобразованиями из группы Лоренца x′µ = aµνx
ν , размножаем

решение (5.3) до решений, зависящих от всех переменных (x0, x1, x2, x3)

u2 = i

√
2
λ

(ax)−1, aµa
µ = 1. (5.4)

Используя конформные преобразования

x′µ = σ−1(xµ + cµx
2), σ = 1 + 2cνxν + c2x2, (5.5)

размножаем решения (5.4) до семипараметрического семейства решений

u3 = σ−1/2u2(x0 → x′0, x1 → x′1, x2 → x′2, x3 → x′3). (5.6)

Очевидно, что уравнению (5.1) можно сопоставить обыкновенное уравнение вида

−∂2
1u+ λu3 = 0. (5.7)

В этом случае получим такие семейства уравнения (5.1):

ũ2 =

√
2
λ

(aαxα)−1, aµa
µ = −1,

ũ3 = σ−1/2ũ2(xµ → x′µ).

(5.8)

2. С помощью указанного приема построим решения нелинейной системы Ди-
рака (2) с нелинейностью F2(Ψ̄Ψ) = λ(Ψ̄Ψ)1/3. Расмотрим систему нелинейных
обыкновенных уравнений вида

iγ0∂0Ψ + λ(Ψ̄Ψ)1/3Ψ = 0. (5.9)

Общее решение (5.9) задается формулой

Ψ1 = exp{−iλγ0x0}χ, χ — постоянный спинор. (5.10)

Размножая решения с помощью преобразований Лоренца и конформных преобра-
зований (5.5), получаем следующее неразмножаемое семейство решений:

Ψ2 =
1 − (γx)(γc)

σ2
exp
{
iλ(γa)

ax− (ac)x2

σ

}
χ. (5.11)

Следует отметить, что размножать решения НДУЧП можно не только с помо-
щью преобразований, образующих группу Ли. Так, например, уравнения{

iγµ∂µ + λ1(xαxα)−1/2
}

Ψ = 0, (5.12)

�u+ λ1(xαxα)−1u = 0 (5.13)

не инвариантны относительно конформных преобразований (5.5), но инвариантны
относительно инверсии

xµ → x′µ =
xµ
x2
, x2 �= 0. (5.14)
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Преобразования (5.14) не образуют группу Ли. Если Ψ1 и u1 — решения уравнений
(5.12), (5.13), то новые решения Ψ2 и u2 строятся по формулам

Ψ2 =
γx

(x2)2
Ψ1

(
x0 → x0

x2
, x1 → x1

x2
, x2 → x2

x2
, x3 → x3

x2

)
, (5.15)

u2 =
1
x2
u1

(
x0 → −x0

x2
, x1 → −x1

x2
, x2 → −x2

x2
, x3 → −x3

x2

)
. (5.16)

Формулы (5.15), (5.16) можно рассматривать как обобщение известной теоремы
Кельвина для уравнения Лапласа на линейные и нелинейные волновые уравнения.
Описанный выше прием пригоден и для отыскания частных решений галилеево-
инвариантных уравнений типа (2.18).

Другой способ построения частных решений НДУЧП состоит в замене много-
мерного уравнения (5.1) системой двумерных уравнений вида

∂2
0u− ∂2

1u+ F (u) = 0, (5.17)

∂2
2u+ ∂2

3u = 0. (5.18)

Двумерную систему (5.17), (5.18) легче решить, чем исходное многомерное урав-
нение (5.1). Построив частные решения системы (5.17), (5.18), paзмнoжаем их до
неразмножаемых решений уравнения (5.1). В том случае, когда F (u) = λ expu,
уравнение (5.17) имеет общее решение, зависящее от двух произвольных фун-
кций. Подставив эти решения в (5.18), получим уравнение для определения двух
произвольных функций. Если F (u) = sinu, уравнение (5.17), как известно, имеет
солитонные решения.

Третий способ отыскания частных решений уравнения (5.1) состоит в его “ли-
неаризации”. Уравнение (5.1) заменяем на линейное уравнение с “потенциалом”

�u+ λV (x)u = 0 (5.19)

или

�u = λV (x). (5.20)

“Потенциал” V (x) можно конкретизировать либо из требования, инвариантности
(5.19) относительно, например, конформных преобразований, либо из физических
соображений. Если в ypавнении (5.1) F (u) = u3, то естественно требовать, чтобы
и уравнение (5.19) было инвариантно относительно конформных преобразований
(5.5). Это приводит к тому, что V (x) = (xαxα)−1 = u2. Построив решения уравне-
ния (5.19), получим решения исxoднoго нелинейного уравнения (5.1).

Для отыскания peшений мы, обычно, используем анзатц [1–5]

Ψ(x) = A(x)ϕ(ω), (5.21)

где A(x) — матрица 4 × 4, ϕ(ω) — вектор-столбец ϕ = {ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3}, каждая
компонента которогo зависит только от одной или двух инвариантных переменных
ω = (ω1, ω2). Более общий анзатц для уравнения Дирака имеет вид

bµν(x,Ψ,Ψ∗)Ψν = aµν(x, ϕ∗, ϕ)ϕν(ω), µ, ν = 0, 3, (5.22)
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функции bµν , aµν определяются из условия “разделения” переменных. С помощью
анзатца (5.18) могут быть получены решения, которые определяют спинор Ψ не-
явным образом, т.е. решения задаются в виде системы четырех (или восьми для
Ψ и Ψ∗) уравнений

Nµ(x0, x1, x2, x3,Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3) = 0, µ = 0, 1, 2, 3.

Примером неявного анзатца может быть такое соотношение:{
f1(x)γαxα + f2(x)(Ψ̄Ψ) + f3(x)xαΨ̄γαΨ + f4(x)γαΨ̄γαΨ

}
Ψ =

= f5(x)γαxαϕ(ω) + f6(x)γα(ϕ̄γαϕ)ϕ(ω),

где f1, f2, . . . , f6 — произвольные гладкие функции.
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Непрерывные подгруппы обобщенной
группы Галилея. I
В.И. ФУЩИЧ, А.Ф. БАРАННИК, Л.Ф. БАРАННИК

В работе изучаются подалгебры обобщенной алгебры Евклида LE(n) и обобщенной
алгебры Галилея LG(n) для произвольного n ≥ 2. Показано, что полное описание
подалгебр алгебры LE(n) сводится к задаче классификации относительно O(n)-
сопряженности подалгебр ортогональной алгебры LO(n). Выделены все подалге-
бры LO(n), обладающие только расщепимыми расширениями в LE(n) и в изохрон-
ной алгебре Галилея LḠ(n). Доказывается теорема о строении подалгебр алгебры
LG(n).
Изложен алгоритм классификации относительно G(n)-сопряженности расщепимых
разрешимых подалгебр алгебры LG(n). Полностью описаны относительно G(n)-
сопряженности максимальные абелевы подалгебры алгебры LG(n) и расширенной
алгебры Галилея LG̃(n).
Полностью проведена классификация всех подалгебр алгебр Евклида LE(5) и
LE(6), а также подалгебр алгебр LG(3) и LG̃(3).

Введение
Пусть R — поле вещественных чисел, R

n — n-мерное евклидово пространство.
Группа Галилея G(n) определяется как множество всех преобразований вида

�x′ = W�x+ t�v + �u,
t′ = t+ b,

где t — время, W — ортогональное преобразование R
n, �u,�v ∈ R

n, b ∈ R. Групповое
умножение двух произвольных элементов (W, b,�v, �u), (W ′, b′, �v′, �u′) группы G(n)
определяется формулой

(W, b,�v, �u) · (W ′, b′, �v′, �u′) = (WW ′, b+ b′,W�v′ + �v,W�u′ + �u+ b′�v).

Групповое умножение может быть записано как матричное произведение, если
представить g = (W, b,�v, �u) в виде матрицы порядка n+ 2:

g =

 W �v �u
0 1 b
0 0 1

 .

Отсюда вытекает, что алгебра Ли LG(n) группы G(n) допускает изоморфное пред-
ставление матрицами S �v1 �u1

0 0 b1
0 0 0

 ,

где S — кососимметрическая матрица порядка n, �v1, �u1 — произвольные n-
мерные векторы, b1 — вещественное число. Обозначим через Jab (a < b), Pa, Ga

Препринт 85.19, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 46 c.
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(a, b = 1, n) соответственно генераторы поворотов, пространственных трансляций,
чистых преобразований Галилея, а через P0 — генератор временной трансляции.
Эти генераторы образуют базис алгебры LG(n) и связаны следующими коммута-
ционными соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac, [Pa, Jbc] = δabPc − δacPb,

[Pa, Pb] = 0, [Ga, Jbc] = δabGc − δacGb, [Ga, Gb] = 0, [Pa, Gb] = 0,
[P0, Jab] = [P0, Pa] = 0, [Ga, P0] = Pa (a, b, c = 1, n).

Расширенная группа Галилея G̃(n) определяется как центральное расширение
мультипликативной группы комплексных чисел, равных по модулю единице, с
помощью группы G(n). Алгебра LG̃(n), называемая расширенной алгеброй Га-
лилея, получается из алгебры LG(n), если для генератора центра M положить
[Ga, Pa] = M , а все остальные коммутационные соотношения оставить без изме-
нения. В дальнейшем генераторы алгебр LG(n) и LG̃(n) будем обозначать одними
и теми же символами.

Описание подгрупповой структуры группы Ли используется при решении ря-
да задач математической и теоретической физики: разделение переменных в ли-
нейных дифференциальных уравнениях в частных производных [1], построение
точных частных решений нелинейных дифференциальных уравнений в частных
производных [2–4], редукция представлений группы на подгруппы [5–7] .

Алгебра LG̃(3) является одной из важных подалгебр алгебры Пуанкаре
LP (1, 4), которую в работах [8–11] было предложено использовать для описа-
ния движения частиц переменной массы и переменного спина. В [12] связные
подгруппы группы G(3) были применены в качестве групп инвариантности эле-
ктромагнитных полей. Группа Галилея является подгруппой группы симметрии
свободного уравнения Шредингера [13, 14], и поэтому может быть использована
для классификации потенциалов и граничных условий. В работе [15] подгруппы
евклидовой группы E(3) являющейся подгруппой G(3), были использованы для
изучения нарушений симметрии в нерелятивистской квантовой механике скаляр-
ной и спинорной частиц.

В [16] проведено исследование относительно G(3)-сопряженности подалгебр
алгебры LG(3). Анализ списка подалгебр, полученных в этой работе, показывает,
что некоторые из них являются сопряженными относительно G(3).

В данной работе исследуется для произвольного n ≥ 2 структура алгебры
LG(n) относительно G(n)-сопряженности. При описании представителей классов
G(n)-сопряженных подалгебр алгебры LG(n) мы используем предложенный в [17]
общий метод нахождения классов сопряженных подалгебр конечномерной алгебры
Ли с нетривиальным абелевым идеалом. Дадим краткую характеристику работы.

В § 1 изучены разрешимые подалгебры обобщенной алгебры Евклида LE(n).
Показано, что полное описание таких подалгебр относительно E(n)-сопряжен-
ности сводится к классификации относительно O(n)-сопряженности подалгебр по-
далгебры Картана алгебры LO(n).

В § 2 выделены подалгебры алгебры LO(n), обладающие только расщепимыми
расширениями в LE(n) и в изохронной алгебре Галилея LḠ(n). В этом же пара-
графе доказывается теорема о строении подалгебр алгебры LG(n).

В § 3, являющимся логическим продолжением предыдущих параграфов, изло-
жен алгоритм классификации относительно G(n)-сопряженности расщепимых ра-
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зрешимых подалгебр алгебры LG(n). Полностью описаны относительно G(n)-
сопряженности максимальные абелевы подалгебры алгебр LG(n) и LG̃(n).

§ 4 посвящен классификации всех подалгебр алгебр Евклида LE(5) и LE(6),
а в § 5 мы находим представители классов G(3)-сопряженных подалгебр алгебр
LG(3) и LG̃(3).

Отметим, что в следующей статье будет изложена классификация всех подал-
гебр алгебры LG(4) и подалгебр с некоторыми ограничениями алгебры LG(5).

§ 1 Разрешимые подалгебры обобщенной алгебры Евклида
Пусть 〈X1,X2, . . . , Xs〉 — векторное пространство или алгебра Ли с образу-

ющими X1,X2, . . . , Xs над полем R вещественных чисел; N = 〈P1, P2, . . . , Pn〉;
M — подпространство N; J(n) = 〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 — подалгебра Картана
алгебры LO(n) группы O(n) ортогональных преобразований n-мерного евклидова
пространства, m = [n/2];

Γ(n) =

{
m∑
1

γiJ2i−1,2i | γi = 0,±1

}
;

∣∣∣∣∣
m∑
1

γiJ2i−1,2i

∣∣∣∣∣ =
m∑
1

|γi|J2i−1,2i.

Если Xa,Xb ∈ Γ(n), то |Xa| ∩ |Xb| — сумма общих слагаемых элементов |Xa|,
|Xb|; Xa ∩Xb = 0, если |Xa| и |Xb| не имеют общих слагаемых.

Алгебра Евклида LE(n) n-мерного пространства определяется такими комму-
тационными соотношениями:

[Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac,

[Pa, Jbc] = δabPc − δacPb, [Pa, Pb] = 0, Jba = −Jba (a, b, c = 1, n).

Предложение 1.1. Алгебра JJ(n) = N +⊃ J(n) является максимальной разре-
шимой подалгеброй алгебры LE(n). Каждая максимальная разрешимая подал-
гебра алгебры LE(n) сопряжена с JJ(n).

Доказательство. Хорошо известно, что LO(n) обладает относительно O(n)-сопря-
женности только одной максимальной разрешимой подалгеброй, совпадающей с
подалгеброй Картана J(n). Так как N — радикал LE(n), то каждая максимальная
разрешимая подалгебра содержит N, а потому сопряжена с JJ(n). Предложение
доказано.

Лемма 1.1. Одномерные подалгебры алгебры LO(n) исчерпываются относи-
тельно O(n)-сопряженности алгебрами

〈J12 + α1J34 + · · · + αm−1J2m−1,2m〉,
где m = [n/2], 0 ≤ αm−1 ≤ · · · ≤ α1 ≤ 1. Две такие алгебры O(n)-сопряжены
тогда и только тогда, когда равны коэффициенты при одинаковых базисных
векторах J2l−1,2l (l = 2,m).

Доказательство. Если A — подалгебра LO(n) и dimA = 1, то A сопряжена с
алгеброй 〈β1J12 + β2J34 + · · · + βmJ2m−1,2m〉. Пусть C — матрица, получаемая из
единичной в результате выполнения над столбцами такой подстановки(

2s− 1 2s 2t− 1 2t
2t 2t− 1 2s 2s− 1

)
(s < t).
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Автоморфизм LO(n), соответствующий матрице C, оставляет без изменений гене-
раторы J2a−1,2a (a �= s, a �= t) и отображает J2s−1,2s в −J2t−1,2t, а J2t−1,2t — в
−J2s−1,2s. Вследствие этого можно предполагать, что β1 �= 0 и если βc = 0 для
1 < c < m, то βi = 0 для всех i > c. Умножив генератор алгебры A на β−1

1 , полу-
чим, что A = 〈J12+α1J34+· · ·+αm−1J2m−1,2m〉, где все коэффициенты, следующие
за нулевым коэффициентом, суть нулевые. Автоморфизм LO(n), соответствующий
матрице

diag {1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
2s+1

, . . . , 1},

изменяет знак αs и оставляет без изменений остальные коэффициенты. Следова-
тельно, можно предполагать, что αi ≥ 0 для i = 1,m− 1.

Если α1 > 1, то, переставив J12 и J34, подучим алгебру

〈α1J12 + J34 + α2J56 + · · · + αm−1J2m−1,2m〉 =

= 〈J12 + α−1
1 J34 + α−1

1 α2J56 + · · · + α−1
1 αm−1J2m−1,2m〉.

На основании этого можно всегда допускать, что 1 ≥ α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αm−1 ≥ 0.
Так как характеристический многочлен матрицы

λ(J12 + α1J34 + · · · + αm−1J2m−1,2m)

равен

(x2 + λ2)(x2 + α2
1λ

2) · · · (x2 + α2
m−1λ

2),

то из сопряженности алгебр

〈J12 +
m−1∑
i=1

αiJ2i+1,2i+2〉, 〈J12 +
m−1∑
i=1

γiJ2i+1,2i+2〉

вытекает, что 1 = λ2α2
j , γ

2
i = λ2α2

ni
(i = 1,m− 1, j �= i). Отсюда получаем, что

λ2 = 1 и αi = γi для всех i = 1,m− 1. Лемма доказана.
Предложение 1.2. Ненулевая абелева подалгебра алгебры LO(n) сопряжена с
алгеброй A(p, 0; 0) = 〈J2i−1,2i | i = 1, p 〉 или с алгеброй A(p, q;α), обладающей
базисомJ2i−1,2i +

p+q∑
j=p+1

αijJ2j−1,2j | i = 1, p

 , (1.1)

где коэффициенты αij удовлетворяют таким условиям:

1) 1 ≥ α1,p+1 ≥ α1,p+2 ≥ α1l1 > 0, α1,l1+1 = · · · = α1m = 0;
1 ≥ α2,l1+1 ≥ α2,l1+2 ≥ α2l2 > 0, α2,l2+1 = · · · = α2m = 0;
1 ≥ αs,ls−1+1 ≥ αs,ls−1+2 ≥ · · · ≥ αsls > 0, αs,ls+1 = · · · = αsm = 0,
αij = 0 при i > s, j > q + p = ls;

2) если в i-ой строке подряд записано несколько равных коэффициентов
(i = 1, t), то в t+1-ой строке коэффициенты с теми же номерами расположены
в порядке убывания;
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3) число ненулевых элементов i-ой строки не меньше числа ненулевых эле-
ментов i+ 1-ой строки (i = 1, p− 1 ).
Доказательство. Согласно лемме 1.1 ненулевая подалгебра A алгебры Картана
J(n) обладает генератором J12 + α2J34 + · · · + αmJ2m−1,2m (m = [n/2]). Если
dim A > 1, то по лемме 1.1 в A существует генератор J34+β3J56+· · ·+βmJ2m−1,2m.
Продолжая эти рассуждения, приходам к выводу о существовании в A базисаJ2i−1,2i +

m∑
j=p+1

αijJ2j−1,2j | i = 1, p

 ,

где p = dim A. Используя рассуждения, проведенные в доказательстве леммы 1.1,
получаем, что построенный базис сопряжен с базисом (1.1). Предложение доказа-
но.

Лемма 1.2. Пусть X = α1X1 + · · · + αsXs, где X1, . . . , Xs ∈ Γ(n), Xi ∩ Xj = 0
при i �= j, а α1, . . . , αs — такие ненулевые вещественные числа, что α2

i �= α2
j

при i �= j. Если M — подпространство N и [X,M] ⊂ M, то M = [X1,M]⊕ · · · ⊕
[Xs,M] ⊕ M̃, где [Xi, M̃] = 0 для i = 1, s.

Доказательство. Проведем индукцию по s. Пусть X1 =
b∑
1
±J2ij−1,2ij . Так как

[X1,M] — проекция M на 〈P2i1−1, P2i1 , . . . , P2ib−1, P2ib〉, то M = [X1,M] ⊕ M̃, где
[X1, M̃] = 0.

Пусть s > 1. Если Y ∈ M, то Y = Y1 + · · · + Ys + Ỹ , где Yj = −[Xj , [Xj , Y ]],
[Xj , Ỹ ] = 0 (j = 1, s). Так как

−[X, [X,Y ]] = α2
1Y1 + α2

2Y2 + · · · + α2
sYs,

то

−[X, [X,Y ]] − α2
1Y = (α2

2 − α2
1)Y2 + · · · + (α2

s − α2
1) − α2

1Ỹ .

Пусть M′ = {Y ∈ M | [X1, Y ] = 0}. Очевидно, M′ инвариантно относитель-
но α2X2 + · · · + αsXs, а потому к нему применимо индуктивное предположение.
Поскольку [X, [X,Y ]] + α2

1Y ∈ M′, то Y2, . . . , Ys, Ỹ ∈ M′. Отсюда вытекает, что
Y1, Y2, . . . , Ys, Ỹ ∈ M. Лемма доказана.

Лемма 1.3. Пусть X = X1 + X2, X ′ = X3 + X4, где Xi ∈ Γ(n) (i = 1, 4),
|X1| = |X3|, Xi ∩Xj = 0 при i < j, (i, j) �= (1, 3). Если M ⊂ N и M инвариантно
относительно adX, adX ′, то M = [X1,M]⊕ [X2,M]⊕ [X4,M]⊕M̃, где [X, M̃] =
0, [X ′,M′] = 0.
Доказательство. По лемме 1.2 M = [X,M]⊕M′, где [X,M′] = 0. Так как Xi∩Xj =
0 при i < j, (i, j) �= (1, 3), то [X ′, [X,M]] = [X3, [X1,M]] = [X1,M]. Но тогда
[X,M] = [X1,M] ⊕ [X2,M]. Поскольку [X,M′] = 0, то [X ′,M′] = [X4,M

′], а
потому M′ = [X4,M] ⊕ M̃, где [X, M̃] = 0, [X ′, M̃] = 0. Лемма доказана.
Лемма 1.4. Пусть X,X ′ ∈ Γ(n), |X| = |X ′| и [X,M] = M, [X ′,M] = M. Тогда
M = [X +X ′,M] ⊕ [X −X ′,M].
Доказательство. Очевидно, 2−1(X +X ′) — это сумма генераторов J2a−1,2a, вхо-
дящих в запись X, X ′ с одинаковыми знаками, а 2−1(X − X ′) — это сумма
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генераторов J2a−1,2a, входящих в запись X, X ′ с различными знаками. По лем-
ме 1.2 M = [X + X ′,M] ⊕ M̃, где [X + X ′, M̃] = 0. Так как M = [X,M], то
M̃ = [X−X ′,M]. Следовательно, M = [X+X ′,M]⊕ [X−X ′,M]. Лемма доказана.

Пусть A — ненулевая подалгебра J(n). Будем писать A = 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦,
если A ⊂ 〈H1,H2, . . . , Hs〉, где H1,H2, . . . , Ha ∈ Γ(n), |Hi| = Hi, Hi ∩Hj = 0 при
i �= j и выполняются условия:

1) для каждого i = 1, a проекция A на 〈Hi〉 отлична от нуля;
2) для любых Hi, Hj (i �= j) алгебра A содержит · · · + αiHi + · · · + αjHj + · · ·

с неравными αi, αj ;
3) если все ненулевые коэффициенты при Hi в базисных векторах A имеют

одинаковый знак, то эти коэффициенты суть положительные числа.

Теорема 1.1. Каждая нулевая подалгебра A вида (1.1) алгебры J(n) может
быть записана в виде 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦, где H1,H2, . . . , Ha ∈ Γ(n). Элементы
H1,H2, . . . , Ha определяются алгеброй A однозначно с точностю до нумерации.
Подпространства пространства N, инвариантное относительно 〈H1,H2, . . .,
Ha〉◦, исчерпываются относительно O(n)-сопряженности пространствами
M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Ma ⊕ M̃, где Mj = [Hj ,Mj ], [Hj , M̃] = 0 для j = 1, a.

Если Hj =
∑
αjbJ2b−1,2b, где αjb1 = · · · = αjbsj

= 1, αjb = 0 при b �∈
{b1, . . . , bsj

}, то относительно O(n)-сопряженности подпространства Mj ис-
черпываются пространствами

O, 〈P2b1−1, P2b1〉, . . . , 〈P2b1−1, P2b1 , P2b2−1, P2b2 , . . . , P2bsj
−1, P2bsj

〉. (1.2)

Если 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦ = A(p, q;α), то пространство M̃ совпадает относитель-
но O(n)-сопряженности с одним из пространств:

O, 〈P2(p+q)+1〉, 〈P2(p+q)+1, P2(p+q)+2〉, . . . , 〈P2(p+q)+1, P2(p+q)+2, . . . , Pn〉.(1.3)

Доказательство. В каждом базисном элементе алгебры A соберем слагаемые с
коэффициентами, равными по абсолютной величине, вынесем за скобки абсо-
лютную величину коэффициентов, а затем в полученных выражениях выделим
суммы, содержащие максимально возможное число слагаемых с одним и тем же
знаком. Пусть S = {X1, . . . , Xk} — множество абсолютных значений всех та-
ких сумм. Если Xi ∩ Xj �= 0, то из множества S исключаем Xi, Xj и вводим
Xi ∩ Xj , Xi − Xi ∩ Xj , Xj − Xi ∩ Xj . В полученном множестве снова находим
ненулевые пересечения его элементов и производим дальнейшее преобразование
множества S. На конечном шаге мы получим множество {H1,H2, . . . , Ha}, обла-
дающее тем свойством, что Hi ∩Hj = 0 при 1 ≤ i < j ≤ a. Легко убедиться, что
A = 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦.

Докажем единственность такого представления алгебры A. Пусть 〈H1,H2, . . .,
Ha〉◦ = 〈H ′

1,H
′
2, . . . ,H

′
a′〉. Очевидно, H ′

j является линейной комбинацией H1,H2,
. . . ,Ha. Так как |H ′

j | = H ′
j , то H

′
j совпадает с суммой некоторых Hi1 ,Hi2 , . . . , Hir .

Но тогда
∑
αiHi, где αi1 �= αi2 , не принадлежит 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦, что проти-

воречит условию 2) определения 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦. Значит, H ′
j = Hij для всех

j = 1, a′. Отсюда вытекает, что a ≥ a′. Аналогично получаем, что a′ ≥ a, а потому
a = a′ и {H1,H2, . . . ,Ha} = {H ′

1,H
′
2, . . . , H

′
a′}.
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Пусть M — подпространство N, инвариантное относительно A. На основании
лемм 1.2–1.4 получаем, что M = [H1,M] ⊕ · · · ⊕ [Ha,M] ⊕ M̃, где [Hj , M̃] = 0 для
j = 1, a.

Пусть H = J12+J34+· · ·+J2l−1,2l, M — подпространство N с условием [H,M] =
M. Проведем классификацию всех таких M относительно O(2l)-сопряженности.

Пусть l = 2 и dim M = 2. Тогда M обладает базисом P1 + γP3, P2 + γP4, γ ≥ 0.
Пусть

C(γ) =
1√

1 + γ2


1 0 γ 0
0 1 0 γ
γ 0 −1 0
0 γ 0 −1

 .

Непосредственно проверяем, что C ∈ O(4) и что C−1(J12 + J34)C = J12 + J34. Так
как

C ·


1
0
0
0

 =
1√

1 + γ2


1
0
γ
0

 , C ·


0
1
0
0

 =


0
1
0
γ

 1√
1 + γ2

,

то автоморфизм LE(4), соответствующий матрице C−1, отображает 〈P1 + γP3,
P2 + γP4〉 на 〈P1, P2〉.

Пусть l = 2. Тогда M сопряжено пространству, содержащему элементы P1 +
γ2P3 + · · ·+γlP2l−1, P2 +γ2P4 + · · ·+γlP2l. Автоморфизм LE(2l), соответствующий
матрице diag {C(γ2), 1, . . . , 1}, не изменяет A, 〈H〉 и отображает M на пространс-
тво M′, содержащее P1 + γ3P5 + · · ·+ γlP2l−1, P2 + γ3P6 + · · ·+ γlP2l. Если к про-
странству M′ применять автоморфизм, соответствующий матрице diag {C̃(γ3), 1,
. . . , 1}, где

C̃(γ) = λ


1 0 0 0 γ 0
0 1 0 0 0 γ
0 0 λ−1 0 0 0
0 0 0 λ−1 0 0
γ 0 0 0 −1 0
0 γ 0 0 0 −1

 (λ = (1 + γ2)−1/2),

то получим пространство, содержащее P1 + γ4P7 + · · · + γlP2l−1, P2 + γ4P8 +
· · · + γlP2l. Следовательно, M сопряжено с пространством 〈P1, P2〉 ⊕ V, где V ⊂
〈P3, P4, . . . , P2l〉. Отсюда заключаем , что M сопряжено одному из пространств:
〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, . . ., 〈P1, P2, P3, P4, . . . , P2l−1, P2l〉.

Справедливость последнего утверждения теоремы вытекает из теоремы Витта.
Теорема доказана.

Теорема 1.2. Пусть Ã — такая подалгебра LE(n), что ее проекция на LO(n)
совпадает с A = A(p, q;α). Если X1, . . . , Xk — базис A вида (1.1), Y1, . . . , Yl —
базис M = A ∩ N вида (1.2)–(1.3), то A сопряжена с алгеброй, обладающей
базисом

Y1, . . . , Yl,X1 +
∑

λ1jPj , . . . , Xk +
∑

λkjPj (j = 2(p+ q) + 1, . . . , n),
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где коэффициенты суть нулевые или удовлетворяют условию:

λi1t �= 0, λi2,t+1 �= 0, . . . , λir,t+r−1 �= 0 (t = 2(p+ q) + 1);
λab = 0 при a < i1; is < a < is + 1 и b > t+ s− 1 (s = 1, r − 1);
a > ir и b > t+ r − 1.

Доказательство. Если применить автоморфизм exp(
∑
βiPi) (i = 1, n), то можно

допускать, что алгебра Ã содержит генератор X1 +
∑
γ1iPi, где γ1i может биыть

отлично от нуля только для таких значений i, для которых [X1, Pi] = 0. Если
X2 +

∑
γ2iPi ∈ Ã и γ2i0 �= 0 для такого i0, что [X1, Pi0 ] = 0, то

[X1 +
∑

γ1iPi,X2 +
∑

γ2iPi] =
∑

ρiPi,

где ρi0 �= 0. Отсюда в силу теоремы 1.1 вытекает, что Pi0 ∈ Ã. Значит, ни в одном
из генераторов Xb +

∑
γbiPi (b = 1, k) не содержится такое Pi, что [X1, Pi] �= 0,

Pi �∈ Ã. Такими же рассуждениями получаем, что [Xb,
∑
γ1iPi] = 0 для b =

2, k. Аналогично исследуем остальные базисные элементы. Дальнейшее упрощение
генераторов Ã производим на основании теоремы Витта. Теорема доказана.

Теоремы 1.1, 1.2 сводят в силу предложения 1.1 описание разрешимых подалгебр
алгебры LE(n) описанию подалгебр алгебры J(n).
Следствие 1. Каждая разрешимая подалгебра алгебры LE(n) сопряжена с M +⊃
A, где M ⊂ N, A — абелева подалгебра LE(n).
Следствие 2. Каждая нильпотентная подалгебра алгебры LE(n) является абе-
левой.
Доказательство. Пусть A — нильпотентная подалгебра алгебры LE(n), M =
Ã ∩ N, M = Ã ∩ N. Если [Ã,M] �= 0, то по теореме 1.2 алгебра Ã содержит такие
ненулевые элементы X, Y1, Y2, что 〈X,Y1, Y2〉 = LE(2). Так как LE(2) не является
нильпотентной алгеброй, то мы приходим к противоречию. Значит, [Ã,M] = 0.
Отсюда и из следствия 1 заключаем, что A — абелева алгебра. Следствие доказано.

Предложение 1.3. Максимальные абелевы подалгебры алгебры LE(n) исчер-
пываются относительно E(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m;
〈Pn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m+ 1;
〈P1, P2, . . . , Pn〉;
〈P1, P2, . . . , P2r, J2r+1,2r+2, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m;
〈P1, P2, . . . , P2r, Pn, J2r+1,2r+2, . . . , J2m−1,2m〉 при n = 2m+ 1, где r = 1,m− 1.
Число максимальных абелевых подалгебр алгебры LE(n) равно [n/2] + 1.
Предложение 1.3 вытекает из теоремы 1.2.

§ 2 Общие замечания о структуре
алгебры Галилея n-мерного пространтсва

Пусть π, π0, π1, π2 — проектирование LG(n) соответственно на LO(n), 〈P0〉,
〈G1, . . ., Gn〉, 〈P1, . . . , Pn〉, R(n) = 〈G1, . . . , Gn, P1, . . . , Pn〉, N = π2(R(n)), V =
(π1 + π2)(R(n)).

Пусть f — подалгебра LO(n), f̃ — такая подалгебра алгебры LE(n) = N +⊃
LO(n), что π(f̃) = f . Если алгебра f̃ E(n)-сопряжена алгебре M +⊃ f , где M —



Непрерывные подгруппы обобщенной группы Галилея. I 459

f -инвариантное подпространство пространства N, тоf̃ будем называть расщепимой
в алгебре LE(n). Если любая подалгебра f̃ ⊂ LE(n), удовлетворяющая условию
π(f̃) = f , является расщепимой, то будем говорить, что подалгебра f ⊂ LO(n)
обладает только расщепимыми расширениями в алгебре LE(n). Примерами таких
подалгебр является все полупростые подалгебры.

Для определения структуры произвольной подалгебры алгебры LG(n) (и, в ча-
стности, алгебры LE(n)) важно решить вопрос о тех подалгебрах алгебры LO(n),
которые обладают только расщепимыми расширениями в LE(n). Поэтому в дан-
ном параграфе мы определяем вначале подалгебры такого рода.

Алгебру LO(n) мы рассматриваем как алгебру кососимметрических операторов
в пространстве N и потому для нее справедлив следующий результат.

Лемма 2.1. Пусть f — подалгебра LO(n), M — f -инвариантное подпространс-
тво пространства N. Если M′ — произвольное f -инвариантное подпространс-
тво пространства M, то M разложимо в прямую сумму двух ортогональных
f -инвариантных подпространств M′ и M′⊥.

Пусть f ⊂ LO(n) и X — произвольный элемент N. Пересечение всех f -
инвариантных подпространств пространства N, содержащих X, будем называть
f -подпространством, порожденным X.

Лемма 2.2. Пусть f — подалгебра LO(n), M — подпространство N, инва-
риантное относительно f . Тогда M разложимо в ортогональную сумму не-
приводимых f -подпространств. Это разложение единственно с точностью до
эквивалентности.

Лемма 2.2 вытекает из леммы 2.1 и теоремы Жордано–Гельдера.

Теорема 2.1. Подалгебра f ⊂ LO(n) обладает только расщепимыми расшире-
ниями в алгебре LE(n) в том и только том случае, когда f полупроста или
не сопряжена подалгебре алгебры LO(n− 1).
Доказательство. В силу теоремы 1.2 утверждение теоремы справедливо для ком-
мутативных подалгебр. Поэтому будем предполагать, что f — некоммутативная ал-
гебра. Необходимость теоремы вытекает из теоремы 1.2. Докажем достаточность.

Пусть подалгебра f не является полупростой. Так как f — компактная алге-
бра, то она разложима в прямую сумму P ⊕ Y своего центра P и полупростой
подалгебры Y. Поскольку f не сопряжена подалгебре алгебры LO(n − 1), то из
условия [f,X] = 0, X ∈ N, вытекает, что X = 0. Пусть K — произвольная по-
далгебра LE(n) с условием π(K) = f . Докажем, что K — расщепимая подалгебра.
Рассмотрим два случая.

1) Пусть из условия [Y,X] =, где X ∈ N, вытекает, что X = 0. Так как
Y — полупростая алгебра, то можно предполагать, что Y ⊂ K. Допустим, что
K содержит элемент вида J + X, где J ∈ P, X ∈ N. Обозначим через M Y-
подпространство пространства N, порожденное X. По лемме 2.2 M разлагается в
прямую сумму неприводимых Y-подпространств: M = M1 ⊕ · · · ⊕ Ms. Докажем
индукцией по числу s, что J ∈ K.

Пусть s = 1. Если [Y,X] = 0, то X = 0 и наше утверждение справедли-
во. Предположим, что [Y,X] �= 0. Тогда существует такой элемент J ′ ∈ Y, что
[J ′,X] = X ′, X ′ �= 0. Y-подпространство M′

1, порожденное X
′, содержится в M1,

и в силу неприводимости последнего M′
1 = M1. Поскольку X ′ ∈ K, то M′

1 ⊂ K и
потому X ∈ K.
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Пусть s > 1, X = X1 + · · ·+Xs, где Xi ∈ Mi (i = 1, s). Если [Y,X] = 0, то X =
0, Поэтому будем предполагать, что [Y,X] �= 0. Пусть J ′ ∈ Y — такой элемент,
что [J ′,X] = X ′, X ′ �= 0, и пусть X ′ = X ′

1 + · · ·+X ′
s, где X

′
i ∈ Mi (i = 1, s). Будем

считать, что X ′
1 �= 0. Обозначим через M′ Y-подпространство M, порожденное

X ′. Очевидно, M′ ⊂ K. Проекция M′
1 пространства M′ на подпространство M1

является Y-подпространством. Отсюда в силу неприводимости M1 заключаем, что
M′

1 = M1. Следовательно, M′, а значит, и K содержит элемент вида X1 + X̄2 +
· · · + X̄s, где X̄i ∈ Mi (i = 2, s). Но тогда J + (X2 − X̄2) + · · · + (Xs − X̄s) ∈ K. В
силу индуктивного предположения отсюда вытекает, что J ∈ K.

2) Допустим, что для некоторого ненулевого элемента X ∈ N имеет место
равенство [Y,X] = 0. Обозначим через U максимальное подпространство про-
странства N, обладающее тем свойством, чтo [Y,U] = 0. Если dim U = n − k
(0 < k < n), то можно предполагать, что U = Qn−k = 〈Pk+1, . . . , Pn〉. Но то-
гда Y ⊂ LO(k) = 〈J12, J13, . . . , Jk−1,k〉 и Y действует на подпространстве Qk =
〈P1, . . . , Pk〉. Если J1 ∈ P, J2 ∈ Y, X ∈ Qn−k, то [J1, J2] = 0, [J2,X] = 0. Отсю-
да и из тождества Якоби [J1, [J2,X]] + [J2, [X,J1]] + [X, [J1, J2]] = 0 получаем, что
[J2, [X,J1]] = 0. Следовательно, [X,J1] ∈ Qn−k. Это значит, что [P,Qn−k] ⊂ Qn−k.
Отсюда вытекает, что P является подалгеброй алгебры LO(k) ⊕ LO(n − k), где
LO(n−k) = 〈Jab | a, b = k + 1, n 〉. Так как для любого Y ∈ Qn−k имеем [Y, Y ] = 0,
то из условия [P, Y ] = 0 следует, что Y = 0.

Пусть P1 и P2 — проекции P соответственно на LO(k) и LO(n−k), K1 и K2 —
проекции K соответственно на LE(k) и LE(n− k). Так как проекция f на LO(k)
совпадает с f1 = P1 ⊕ Y и из условия [Y,X] = 0, X ∈ Qk, вытекает, что X = 0,
то в силу предыдущего случая 1) существует внутренний автоморфизм LE(k),
отображающий K1 на L1 +⊃ (P1 ⊕ Y). Аналогично убеждаемся, что существует
внутренний автоморфизм LE(n−k), отображающий K2 на K2⊕P2. Таким образом,
можно предполагать, что K1 = L +⊃ (P1 ⊕ Y), K2 = L2 ⊕ P2. Поскольку Y —
полупростая алгебра, то [Y,Y] = Y и поэтому Y ⊂ K. Предположим, что K
содержит элемент вида J2 +X1, где J2 ∈ K2, X1 ∈ Qk. Мы находимся в условиях
случая 1), и, значит, J2 ∈ K. Пусть K содержит элемент J1 +X2, гдe J1 ∈ P, X2 ∈
Qn−k. В силу рассуждений, проведенных для случая 1), получаем, что J1 ∈ K. Это
доказывает, что f ⊂ K. Теорема доказана.

Пусть P ⊕ Y — разложение подалгебры f ⊂ LO(n) в прямую сумму центра P
и фактора Леви Y. Обозначим через U максимальное подпространство N, облада-
ющее тем свойством, что [f,U] = 0. Если dim U = n − k (0 ≤ k < n), то можно
предполагать, что U = 〈Pk+1, . . . , Pn〉. Но тогда f ⊂ LO(k). Отсюда в силу теоремы
2.1 заключаем, что алгебра K ⊂ LE(n), удовлетворяющая условию π(K) = f , допу-
скает разложение K = M +⊃ (P ′ ⊕ Y), где M — подпространство N, инвариантное
относительно f , P ′ — подалгебра прямой суммы P ⊕ 〈Pk+1, . . . , Pn〉.
Теорема 2.2. Пусть K — подалгебра LG(n), f — подалгебра LO(n), не со-
пряженная подалгебре алгебры LO(n − 1) или являющаяся полупростой. Если
(π+π0)(K) = f ⊕〈P0〉, то K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 +X0〉, где M — подпространст-
во V, инвариантное относительно f , X0 ∈ V и [f,X0] = 0. Если(π + π0)(K) =
f +⊃ 〈P0 + δJ〉, J ∈ LO(n), δ ∈ R, то K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 + δJ +X0〉, где M ⊂
V, X0 ∈ V и [f,X0] = 0.
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Доказательство. Если (π + π0)(K) = f ⊕ 〈P0〉, то алгебра K обладает бази-
сом J1 + X1, . . . , Js + Xs, P0 + Y0, Z1, . . . , Zt, где J1, . . . , Js — базис алгебры f ,
X1, . . . , Xs, Y0, Z1, . . . , Zt ∈ V. Подалгебра L = 〈J1 + X1, . . . , Js + Xs, Z1, . . . , Zt〉
является идеалом алгебры K и потому K = L +⊃ 〈P0 + Y0〉. Так как f полупроста
или не сопряжена подалгебре алгебры LO(n−1), то в силу теоремы 2.1 существует
внутренний автоморфизм алгебры LG(n), отображающий L на алгебру M +⊃ f ,
где M — подпространство V, инвариантное относительно f . Отсюда вытекает, что
с точностью до сопряженности относительно группы внутренних автоморфизмов
алгебры LG(n) имеет место равенство K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 + Z0〉, Z0 ∈ V.
Так как [Jk, P0 + Z0] = [Jk, Z0], то [Jk, Z0] ∈ M. Следовательно, подпространство
M = M ⊕ 〈Z0〉 инвариантно относительнo алгебры f . Пусть M′ = M ⊕ M⊥ —
разложение M′ в ортогональную сумму. Поскольку [f,M′] ⊂ M, [f,M⊥] ⊂ M⊥,
то [f,M⊥] = 0. Обозначим образующий элемент подпространства M⊥ через T0.
Тогда Z0 = αT0 + T ′

0, где T ′
0 ∈ M, α — вещественное число. Следовательно,

K = (M +⊃ f) +⊃ 〈P0 +X0〉, где X0 = αT0.
Случай, когда (π + π0)(K) = f +⊃ 〈P0 + δJ〉, рассматривается аналогично. Тео-

рема доказана.
Теорема 2.3. Пусть LG(n) = V +⊃ LO(n). Подалгебра f ⊂ LO(n) обладает
только расщепимыми расширениями в алгебре LG(n) тогда и только тогда,
когда f полупроста или f не сопряжена подалгебре алгебры LO(n− 1).

Доказательство. Пусть f̃ — такая подалгебра LG(n), что π(f̃) = f . Обозначим
через f̃1 проекцию f̃ на алгебру π1(R(n)) +⊃ LO(n). Согласно теореме 2.1 алгебра
f̃1 сопряжена алгебре M1 +⊃ f , где M1 — подпространство π1(R(n)). Отсюда
вытекает, что f̃ сопряжена с алгеброй V′ +⊃ K, где V′ — подпространство V, а
K — подалгебра алгебры N +⊃ f . Снова применяя теорему 2.1, заключаем, что K

сопряжена подалгебре N′ +⊃ f , где N′ — подпространство N. Следовательно, f̃
сопряжена алгебре M +⊃ f , где M ⊂ V. Теорема доказана.

Пусть f = P ⊕ Y — произвольная подалгебра алгебры LO(n), где P — ком-
мутативная алгебра, Y — полупростая или нулевая алгебра. Обозначим через M
максимальное подпространство пространства V, обладающее тем свойством, что
[f,M] = 0. Если M �= V, то M = Vn−k = 〈Gk+1, . . . , Gn〉⊕ 〈Pk+1, . . . , Pn〉 (0 < k <
n). В этом случае f сопряжена подалгебре алгебры LO(k) = 〈Jab | a, b = 1, k 〉.

Отсюда ввиду теоремы 2.2 получаем, что подалгебра f̃ алгебры LG(n) с усло-
вием π(f̃) = f относится к одному из следующих типов:

1) если (π + π0)(f̃) = f ⊕ 〈P0〉, то f̃ = (V′ +⊃ (P ′ ⊕Y)) +⊃ 〈P0 +X0〉, где P ′ —
подалгебра P ⊕ Vn−k, X0 ∈ Vn−k;

2) если (π + π0)(f̃) = f +⊃ 〈P0 + δJ〉, гдe J ∈ LO(k), δ — ненулевое веще-
ственное число, то f̃ = (V′ +⊃ (P ′ ⊕ Y)) +⊃ 〈P0 + δJ +X0〉, где X0 ∈ Vn−k, P ′ —
подалгебра P ⊕ Vn−k.

§ 3 Класификация разрешимых подалгебр
обобщенной алгебры Галилея

В этом параграфе используются обозначения предыдущих параграфов.
Предложение 3.1. Любая максимальная разрешимая подалгебра алгебры LG(n)
сопряжена с алгеброй Y(n) = 〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉
(m = [n/2]).
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Доказательство. Легко видеть, что R(n) = 〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉 является
радикалом LG(n). Если L — разрешимая подалгебра LG(n), то R(n) + L также
является разрешимой подалгеброй LG(n). Так как R(n) + L/R(n) — разрешимая
подалгебра LO(n), а всякая разрешимая подалгебра LO(n) сопряжена подалгебре
алгебры Картана J(n), то R(n) + L сопряжена с подалгеброй алгебры Y(n). Ал-
гебра Y(n) является разрешимой как расширение абелевой алгебры с помощью
абелевой алгебры. Предложение доказано.

Лемма 3.1. Пусть X = X+γP0 = α1X1 + · · ·+αsXs+γP0, где X1, . . . , Xs ∈ Γ(n),
Xi ∩ Xj = 0 при i �= j, а α1, . . . , αs такие ненулевые вещественные числа,
что α2

i �= α2
j при i �= j (i, j = 1, s). Если M — подпространство Y, инвариан-

тное относительно X, то M = [X1,M] ⊕ · · · ⊕ [Xs,M] ⊕ M̃, где [Xj , M̃] = 0,
γ[P0, [Xj ,M]] ⊂ [Xj ,M] (j = 1, s).

Доказательство. Пусть Y = Y + δP0 = Y1 + · · · + Ys−1 + δP0 — элемент M,
где Yi = −[Xi, [Xi, Y ]], [Xi, Ys+1] = 0 для i = 1, s. Легко видеть, что [X,Y ] =
[X,Y ]+γ[P0, Y ], [X, [X,Y ]] = [X, [X,Y ]]+2γ[X, [P0, Y ]]. Пусть 2γ[X, [P0, Yj ]] = Zj
(j = 1, s). Очевидно, [P0, Zj ] = 0, [Xi, [Xi, Zi]] = −Zi, [Xi, Zj ] = 0 при i �= j.

Применим индукцию по s. Пусть s = 1. Тогда

[X, [X,Y ]] = −α2
1 + Z1, [X, [X,−α2

1Y1 + Z1]] = −α2
1(−α2

1Y1 + Z1) − α2
1Z1.

Из этих равенств вытекает, что Z1 ∈ M, а потому и Y1 ∈ M.
Пусть s — произвольное натуральное число с условием s ≤ m. Taк как

[X, [X,Y ]] = −α2
1Y1 − α2

2Y2 − · · · − α2
sYs,

то

[X, [X,Y ]] + α2
1Y = (α2

1 − α2
2)Y2 + · · · + (α2

1 − α2
s)Ys+

+α2
1(Ys+1 + δP0) + Z1 + Z2 + · · · + Zs.

(3.1)

Если на элемент (3.1) подействовать генератором X, а затем −X, то получим
элемент

α2
1Z1 + α2

2((α
2
1 − α2

2)Y2 + Z2) + · · · + α2
s((α

2
2 − α2

s)Ys + Zs)−
−(α2

1 − α2
2)Z2 − · · · − (α2

1 − α2
s)Zs.

(3.2)

Прибавив к элементу (3.2) элемент (3.1), умноженный на (−α2
1), получим элемент

(α2
2 − α2

1)((α
2
1 − α2

2)Y2 + Z2) + · · · + (α2
s − α2

1)((α
2
1 − α2

s)Ys + Zs)−
−α4

1(Ys+1 + δP0).
(3.3)

Пусть M′ = {Y ∈ M | [X1, Y ] = 0}. Очевидно, подпространство M′ инвариан-
тно относительно α2X2+· · ·+αsXs+γP0, поэтому к нему применимо индуктивное
предложение. Поскольку элемент (3.3) принадлежит M′, то (α2

1 −α2
j )Yj +Zj ∈ M,

а значит, Yj , Zj ∈ M (j = 2, s). Так как Y1 + Ys+1 + δP0 — элемент M и на этот
элемент X действует как α1X1 + γP0, то Y1, Z1 ∈ M, Ys+1 + δP0 ∈ M. Лемма
доказана.

Предложение 3.2. Пусть A = 〈H1,H2, . . . , Ha〉◦. Подпространства R(n), ин-
вариантные относительно A, исчерпываются пространствами M1 ⊕ M2 ⊕



Непрерывные подгруппы обобщенной группы Галилея. I 463

· · · ⊕ Ma ⊕ M̃, где Mj = [Hj ,Mj ], [Hj , M̃] = 0 для j = 1, a. Подпространства
R(n), инвариантные относительное A и P0, исчерпываются пространствами
N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Na⊕ Ñ, где Nj = [Hj ,Nj ], [P0,Nj ] ⊂ Nj , [Hj , Ñ] = 0, [P0, Ñ] ⊂ Ñ.

Предложение вытекает непосредственно из леммы 3.1 и лемм 1.3, 1.4.
На основании предложения 3.2 описание расщепимых разрешимых подалгебр

алгебры LG(n) сводится к нахождению подпространства пространства

K(h1, h2, . . . , ha) =
a∑
1

⊕〈P2hi−1, G2hi−1, P2hi
, G2hi

〉,

инвариантных относительно

J(h1, h2, . . . , ha) = J2h1−1,2h1 + J2h2−1,2h2 + · · · + J2ha−1,2ha
,

J(h1, h2, . . . , ha) и P0,

и к классификации относительно O(n)-сопряженности подалгебр радикала R(n)
алгебры LG(n).

Пусть M — ненулевое подпространство K(h1, . . . , ha), инвариантное относи-
тельно J(h1, . . . , ha). Если π1(M) = 0, то согласно теореме 1.1 M сопряжено с
одним из пространств:

〈P2h1−1, P2h1〉, . . . , 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2ha−1, P2ha
〉.

Если π2(M) = 0, то M сопряжено с одним из пространств:

〈G2h1−1, G2h1〉, . . . , 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2ha−1, G2ha
〉.

Теперь допустим, что π1(M) �= 0, π2(M) �= 0. Тогда M сопряжено подпространству
пространства K(h1, . . . , ha−1), инвариантному относительно J(h1, . . . , ha−1), или
пространству, удовлетворяющему одному из условий:

1) π1(M) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hb−1, G2hb
〉, π2(M) = 〈P2hb+1−1, P2hb+1 , . . .,

P2ha−1, P2ha
〉;

2) π1(M) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2ha−1, G2ha
〉, π2(M) = 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hb−1,

P2hb
〉 (b ≤ a);
3) π1(M) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hb−1, G2hb

〉, π2(M) — подпрямая сумма про-
странств 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hc−1, P2hc

〉, 〈P2hb+1−1, P2hb+1 , . . . , P2ha−1, P2ha
〉 (c ≤

b).
В первом случае группа автоморфизмов, относительно которой классифициру-

ются расщепимые алгебры M +⊃ J(h1, . . . , ha), разлагается в прямое произведе-
ние O1 ×O2 двух ортогональных групп, заданных соответственно на евклидовых
пространствах π1(M) и π2(M). Отсюда вытекает, что M +⊃ J(h1, . . . , ha) яв-
ляется подалгеброй прямой суммы алгебр π1(M) +⊃ J(h1, . . . , hb) и π2(M) +⊃
J(hb+1, . . . , ha). Такие подалгебры классифицируются относительно O1 × O2-со-
пряженности при помощи алгоритма Ли–Гурса [17].

Во втором случае при b < a допустимо рассматривать только автоморфизмы,
соответствующие группе O1 × O2, где O1 — группа ортогональных преобразова-
ний евклидова пространства 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hb−1, P2hb

〉, а O2 — группа орто-
гональных преобразований евклидова пространства 〈G2hb+1−1, G2hb+1 , . . . , G2ha−1,
G2ha

〉. Следовательно, при b < a алгебра M +⊃ J(h1, . . . , ha) является подалгеброй



464 В.И. Фущич, А.Ф. Баранник, Л.Ф. Баранник

прямой суммы алгебр M′ +⊃ J(h1, . . . , hb) и M′′ +⊃ J(hb+1, . . . , ha), где π1(M′) =
〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hb−1, G2hb

〉, π2(M′) = 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hb−1, P2hb
〉, а M′′ =

〈G2hb+1−1, G2hb+1 , . . . , G2ha−1, G2ha
〉. И в этом случае применима конструкция Ли–

Гурса.
В третьем случае классификация алгебр M +⊃ J(h1, . . . , ha) сводится к клас-

сификации подалгебр прямой суммы алгебр M′ +⊃ J(h1, . . . , hc), M′′ +⊃ J(hc+1,
. . . , hb), M′′′ +⊃ J(hb+1, . . . , ha), где π1(M′) = 〈G2h1−1, G2h1 , . . . , G2hc−1, G2hc

〉,
π2(M′) = 〈P2h1−1, P2h1 , . . . , P2hc−1, P2hc

〉, π1(M′′) = 〈G2hc+1−1, G2hc+1 , . . . , G2hb−1,
G2hb

〉, π2(M′′) = 0, π1(M′′′) = 0, π2(M′′′) = 〈P2hb+1−1, P2hb+1 , . . . , P2ha−1, P2ha
〉.

Если M — ненулевое подпространство K(h1, . . . , ha), инвариантное относи-
тельно J(h1, . . . , ha) и P0, то M сопряжено подпространству пространства K(h1,
. . . , ha−1), инвариантному относительно J(h1, . . . , ha−1), или удовлетворяет одно-
му из условий:

1) M =
a∑
1
⊕〈G2hi−1, G2hi

, P2hi−1, P2hi
〉;

2) M =
b∑
1
⊕〈P2hi−1, P2hi

〉 ⊕ M′, где π1(M′) =
b∑
1
⊕〈G2hi−1, G2hi

〉, π2(M′) =
a∑
b+1

⊕〈P2hi−1, P2hi
〉.

Пространства M′ классифицируем при помощи метода Ли–Гурса, примененного
к прямой сумме алгебр π1(M′) +⊃ J(h1, . . . , hb), π2(M′) +⊃ J(hb+1, . . . , ha).

Подобным образом описываем подпространства пространства V =
∑⊕〈Gi, Pi〉

(i = 1, n).

Предложение 3.3. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m+1. Ма-
ксимальные абелевы подалгебры алгебры LG(n) исчерпываются относительно
G(n)-сопряженности такими алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn〉; 〈G1 + αP0, P1, P2, . . . , Pn〉 (α > 0);
〈G1, . . . , Gn, P1, . . . , Pn〉; 〈P0, δPn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈Gn, Pn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 (n = 2m+ 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P0, P2a+1, . . . , Pn〉 (a = 1,m− 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m− 1);
〈J12, J34, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+1, . . . , Pn〉 (α > 0, a = 1,m− 1).

Доказательство. Каждая абелева подалгебра Ã алгебры LG(n) сопряжена с по-
далгеброй алгебры Y(n), являющейся максимальной разрешимой подалгеброй ал-
гебры LG(n). Если π0(Ã) �= 0, то в силу [Ga, P0] = Pa заключаем, что P0 ∈ Ã

и π1(Ã) = 0 или (π0 + π1)(Ã) = 〈G2s+1 + αP0〉. При π(Ã) = 0 получаем, что
Ã = 〈P0, P1, . . . , Pn〉 или Ã = 〈G1 + αP0, P1, . . . , Pn〉. Пусть π(Ã) �= 0. Если
M = Ã ∩ R(n), то [Ã,M] = 0. Отсюда на основании теорем 1.1, 1.2 вытекает,
что проекция Ã на 〈J2d−1,2d, P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉 совпадает с 〈J2d−1,2d〉 или с
подалгеброй алгебры 〈P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉. Значит, Ã сопряжена с одной из ал-
гебр:

〈P0, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn〉;
〈J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+1, P2a+2, . . . , Pn〉 (a = 1,m− 1).
Аналогично исследуем случай, когда π0(Ã) = 0. Предложение доказано.

Предложение 3.4. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m +
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1. Максимальные нильпотентные подалгебры алгебры LG(n) исчерпываются
относительно G(n)-сопряженности алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn〉;
〈P0, δPn, δGn, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈P0, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m− 1).

Доказательство. Так как LE(n) не является нильпотентной алгеброй, то в силу
теорем 1.1, 1.2 для любой нильпотентной подалгебры Ã алгебры LG(n) ее проекция
на 〈J2d−1,2d, P2d−1, P2d, G2d−1, G2d〉 является коммутативной алгеброй.

Предложение 3.5. Максимальные нильпотентные подалгебры расширенной ал-
гебры Галилея LG̃(n) исчерпываются относительно G̃(n)-сопряженности алге-
брами:

〈P0, P1, . . . , Pn, G1, . . . , Gn,M〉;
〈P0, δPn, δGn,M, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈P0,M, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m− 1).

Так как M порождает центр LG̃(n) и LG̃(n)/〈M〉 ∼= LG(n), то справедливость
предложения 3.5 непосредственно вытекает из предложения 3.4.

Предложение 3.6. Пусть m = [n/2], δ = 0 при n = 2m, δ = 1 при n = 2m+ 1.
Максимальные абелевы подалгебры алгебры LG̃(n) исчерпываются относи-
тельно G̃(n)-сопряженности алгебрами:

〈P0, P1, . . . , Pn,M〉; 〈G1, . . . , Gn,M〉;
〈G1, . . . , Ga, Pa+1, . . . , Pn,M〉;
〈P0, δPn,M, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉;
〈Gn,M, J12, J34, . . . , J2m−1,2m〉 (n = 2m+ 1);
〈P0,M, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn〉 (a = 1,m− 1);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m− 1);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pb, Gb+1, . . . , Gn〉 (a = 1,m− 1, b < n);
〈G1 + αP0, P2, . . . , Pn,M〉 (α > 0);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+2, . . . , Pn〉 (α > 0, a = 1,m− 1);
〈M,J12, . . . , J2m−1,2m, Gn + αP0〉 (α > 0, n = 2m+ 1);
〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 1, n 〉 ⊕ 〈M〉, где α01 = 0, α11 = 0,

αn,n+1 = 0;
〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 1, r 〉 ⊕ 〈Pr+1, . . . , Pn,M〉, где r =

1,m− 1, α01 = 0, α11 = 0, αr,r+1 = 0;
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a〉 ⊕ 〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 2a+ 1, r 〉 ⊕

〈Pr+1, . . . , Pn〉, где a = 1,m− 1, r ≤ n−1, α2a,2a+1 = 0, α2a+1,2a+1 = 0, αr,r+1 = 0;
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a〉⊕ 〈Gi +αi−1,iPi−1 +αiiPi +αi,i+1Pi+1 | i = 2a+ 1, n 〉, где

a = 1,m− 1, α2a,2a+1 = 0, α2a+1,2a+1 = 0, αn,n+1 = 0.

Доказательство. Пусть Ã — максимальная абелева подалгебра LG̃(n). Если π0(Ã)
�= 0, то можно допускать, что π1(Ã) = 0 или (π0+π1)(Ã) = 〈G2s+1+αP0〉. В первом
случае Ã сопряжена с 〈P0, P1, . . . ,M〉 или с 〈P0,M, J12, . . . , J2a−1,2a, P2a+1, . . . , Pn〉
(a = 1,m). Во втором случае Ã сопряжена с одной из таких алгебр:

〈G1 + αP0, P2, . . . , Pn,M〉;
〈M,J12, . . . , J2m−1,2m, Gn + αP0〉 (n = 2m+ 1);
〈M,J12, . . . , J2a−1,2a, G2a+1 + αP0, P2a+2, . . . , Pn〉 (a = 1,m− 1).
Пусть π0(Ã) = 0. Если π(Ã) = 0, то Ã совпадает с одной из алгебр:
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〈G1, . . . , Gn,M〉;
〈Gi + αi−1,iPi−1 + αiiPi + αi,i+1Pi+1 | i = 1, n 〉 ⊕ 〈M〉, где α01 = 0, α11 = 0,

αn,n+1 = 0;
〈Gi+αi−1,iPi−1+αiiPi+αi,i+1Pi+1 |i = 1, r 〉⊕〈Pr+1, . . . , Pn,M〉, где r = 1, n− 1,

α01 = α11 = αr,r+1 = 0.
Допустим, что π(Ã) �= 0. Если π1(Ã) = 0 или π2(Ã) = 0, то применимо предло-

жение 1.3. Остальные случаи сводятся к предыдущему. Предложение доказано.
В качестве иллюстрации предложения 3.6 выпишем в явном виде максималь-

ные абелевы подалгебры LG̃(4):
〈P0, P1, P2, P3, P4,M〉; 〈G1, G2, G3, G4,M〉; 〈G1, P2, P3, P4,M〉;
〈G1, G2, P3, P4,M〉; 〈G1, G2, G3, P4,M〉; 〈P0,M, J12, J34〉;
〈P0,M, J12, P3, P4〉; 〈M,J12, G3, G4〉; 〈M,J12, G3, P4〉;
〈G1 + αP0, P2, P3, P4,M〉 (α > 0); 〈M,J12, G3 + αP0, P4〉 (α > 0);
〈G1+α12P2, G2+α12P1+α22P2+α23P3, G3+α23P2+α33P3+α34P4, G4+α34P3+

α44P4,M〉;
〈G1 + α12P2, G2 + α12P1 + α22P2, P3, P4,M〉;
〈G1 + α12P2, G2 + α12P1 + α22P2 + α23P3, G3 + α23P2 + α33P3, P4,M〉, где по

крайней мере один из коэффициентов не равен нулю;
〈M,J12, G3 + αP4, G4 + αP3 + βP4〉 (α2 + β2 �= 0).

§ 4. Подалгебры алгебр LE(5) и LE(6)
Сделаем несколько замечаний относительно подалгебр алгебры LO(m). Все

такие подалгебры мы разбиваем на два класса: приводимые подалгебры и не-
приводимые подалгебры. Подалгебра f ⊂ LO(m) называется приводимой, если в
пространстве N = 〈P1, . . . , Pm〉 существует собственное подпространство, инвари-
антное относительно f . Все подалгебры прямой суммы алгебр 〈Jab | a, b = 1, k 〉,
〈Jab | a, b = k + 1,m 〉 (2 ≤ k ≤ m − 2) и только они являются приводимыми
подалгебрами алгебры LO(m). Эти подалгебры можно классифицировать относи-
тельно O(m)-сопряженности с помощью алгоритма Ли–Гурса [17] . Подалгебра
f ⊂ LO(m) называется неприводимой, если N не обладает нетривиальным f -
инвариантным подпространством. Более подробно о приводимых и неприводимых
подалгебрах см. в работе [18] .

Пусть f — подалгебра LO(n), 1 < n1 < n2 < · · · < ns, N1 = 〈P1, . . . , Pn1〉,
N2 = 〈Pn1+1, . . . , Pn2〉, . . ., Ns = 〈Pns−1+1, . . . , Pns

〉. Если каждое подпространство
Ni f -инвариантно и f -неприводимо, то f можно представить в виде подпрямой
суммы f =

∑
c⊕fi (i = 1, s), где каждая подалгебра fi действует неприводимо на

Ni и [fi,Nj ] = 0 при i �= j (i, j = 1, s). В этом случае мы будем говорить, что
f разложима в подпрямую сумму неприводимых подалгебр f1, . . . , fs. Очевидно,
любая алгебра f ⊂ LO(n) сопряжена алгебре f ′ ⊂ LO(n), которая разлагается в
подпрямую сумму неприводимых подалгебр.
Теорема 4.1. Пусть f =

∑
c⊕fi (i = 1, s). Подпространство пространства

N = 〈P1, . . . , Pn〉, инвариантные относительно f , исчерпываются относитель-
но E(n)-сопряженности пространствами M1 ⊕ · · · ⊕ Ms ⊕ M′, где Mi = 0 или
Mi = Ni (i = 1, s), а M′ — такое пространство N, что [f,M′] = 0.
Лемма 4.1. Относительно O(5)-сопряженности алгебра LO(5) обладает толь-
ко одной неприводимой подалгеброй

f = 〈2J12 + J34, J13 + J24 −
√

3J45, J23 − J14 +
√

3J35〉.
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Доказательство. Пусть L — неприводимая подалгебра алгебры LO(5). Посколь-
ку 5 — простое число, то естественное представление алгебры L кососимметри-
ческими матрицами порядка 5 над R является абсолютно неприводимым. Так как
dimL < 10, то отсюда вытекает, что L — простая абсолютно неприводимая ли-
нейная алгебра Ли степени 5 над R. Следовательно, C ⊗R L — простая алгебра
Ли степени 5, размерность которой меньше 10 над полем комплексных чисел C.
Поэтому эта алгебра относится к типу A1, и, значит, L ∼= LO(3) или L ∼= LO(1, 2).
Но ввиду компактности LO(5) последний случай невозможен. В силу теоремы
Картана о связи между неприводимыми представлениями LO(3) над полями R,
C и того факта, что LO(3) обладает над C только одним неприводимым унитар-
ным представлением степени 5, получаем, что относительно O(5)-сопряженности
в LO(5) существует только одна неприводимая подалгебра.

Непосредственной проверкой убеждаемся, что алгебра f изоморфна LO(3).
Пусть M — ненулевое подпространство N, инвариантное относительно f . На

основании леммы 1.2, примененной к генератору 2J12 + J34, получаем, что M =
s〈P1, P2〉 ⊕ t〈P3, P4〉 ⊕ r〈P5〉, где s, t, r ∈ {0, 1}. Легко убедиться, что при любом
предположении относительно s, t, r мы получаем равенство M = N. Значит, f —
неприводимая подалгебра алгебры LO(5). Лемма доказана.

Теорема 4.2. Относительно O(5)-сопряженности подалгебры алгебры LO(5)
исчерпываются такими алгебрами:

f1 = 〈O〉;
f2 = 〈J12〉;
f3 = 〈J12 + αJ34〉 (0 < α < 1);
f4 = 〈J12 + J34〉;
f5 = 〈J12, J34〉;
f6 = LO(3) = 〈J12, J13, J23〉;
f7 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉;
f8 = 〈2J12 + J34, J13 + J24 −

√
3J45, J23 − J14 +

√
3J35〉;

f9 = f7 ⊕ 〈J12 − J34〉 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34〉;
f10 = f6 ⊕ 〈J45〉 = 〈J12, J13, J23, J45〉;
f11 = LO(4) = 〈Jab | a, b = 1, 4 〉;
f12 = LO(5) = 〈Jab | a, b = 1, 5 〉.

Доказательство. Неприводимые подалгебры алгебры LO(5) описаны в лемме 4.1.
Приводимые подалгебры алгебры LO(5) исчерпываются алгеброй LO(3) ⊕ 〈J45〉 и
подалгебрами LO(4) Последние описаны в работе [19]. Теорема доказана.

Теорема 4.3. Расщепимые подалгебры алгебры LE(5) исчерпываются относи-
тельно E(5)-сопряженности такими алгебрами:

f1: O, 〈P1〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f2: O, 〈P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2,

P3, P4, P5〉;
f3: O, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2,

P3, P4, P5〉;
f4: O, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f5: O, 〈P5〉, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f6: O, 〈P4〉, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f7: O, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
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f8: O, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f9: O, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f10: O, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f11: O, 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉;
f12: O, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉.
Теорема 4.3 вытекает из теоремы 4.2 и теоремы 1.1.

Теорема 4.4. Нерасщепимые подалгебры LE(5) исчерпываются относительно
E(5)-сопряженности такими алгебрам:

〈J12 + aP5〉: O, 〈P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0);
〈J12 +αJ34 + aP5〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (0 < α < 1,

a > 0);
〈J12 + J34 + aP5〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0);
〈J12 + aP5, J34 + bP5〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0);
〈J12 − J34 + aP5, J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: O, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0).
Теорема 4.4 непосредственно следует из теоремы 1.2 и теоремы 4.3.

Лемма 4.2. Двумерные подалгебры алгебры LO(6) исчерпываются относитель-
но O(6)-сопряженности алгебрами 〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉, где 0 ≤ β ≤ α ≤ 1.
Доказательство. Каждая двумерная алгебра L является разрешимой. Поскольку
LO(6) — компактная алгебра, то в случае L ⊂ LO(6) можно предполагать, что L
— абелева алгебра, а потому L порождается элементами J12 +ρJ56, J34 +σJ56, где
|ρ| ≥ |σ|.

Допустим, что |ρ| > 1. Обозначим через ϕ O(6)-автоморфизм алгебры LO(6),
при котором J12 → J56, J56 → J12, J34 → J34. Тогда ϕ(L) = 〈J12 + ρ−1J56, J34 −
σρ−1J56〉. Вследствие этого можно предполагать, что |σ| ≤ |ρ| ≤ 1.

Если ρ < 0, то переходим к алгебре CLC−1, где C = diag {−1, 1, 1, 1, 1, 1}. Если
σ < 0, то используем автоморфизм, соответствующий матрице C = diag {1, 1,−1,
1, 1, 1}. Следовательно, всегда можно допускать, что L = 〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉,
где 0 ≤ β ≤ α ≤ 1.

Пусть L′ = 〈J12 +α′J56, J34 +β′J56〉 и пусть ϕ(L) = CLC−1 = L′ для некоторой
матрицы C ∈ O(6). Тогда

ϕ(J12 + αJ56) = γ(J12 + α′J56) + δ(J34 + β′J56),
ϕ(J12 + βJ56) = λ(J12 + α′J56) + µ(J34 + β′J56).

Будем предполагать, что 0 ≤ β′ ≤ α′ ≤ α ≤ 1.
Если γ = 0, то в силу леммы 1.1 имеем δ = ±1, α = β′, а значит, α = α′ = β′.

Пусть λα′ + µβ′ = 0. Если α �= 0, то λ + µ = 0. Отсюда по лемме 1.1 заключаем,
что β = 1. Мы получили, что α = α′ = β = β′ = 1.

Предположим, что γ �= 0, δ = 0. В этом случае γ = ±1, α = α′. Если λ �= 0,
µ = 0, то L′ = 〈J12 + αJ56〉. Противоречие. Если λ = 0, µ �= 0, то β = β′. Теперь
допустим, что λ �= 0, µ �= 0. Тогда необходимо λα′ + µβ′ = 0.

Отображение ϕ можно рассматривать как автоморфизм алгебры LE(6). Из
условия сохранения коммутационных соотношений находим, что

C =

 0 0 A1

0 A2 0
A3 0 0

 .
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Легко получить, что C(J12 +αJ56)C−1 = ±αJ12 +J56, откуда вытекает, что α = 1,
а значит, λ = −µβ′. По лемме 1.1 β = β′.

Остается рассмотреть случай, когда γ �= 0, δ �= 0. Очевидно, γα′ + δβ′ = 0.
Если λ �= 0, µ �= 0, то λα′ + µβ′ = 0. Из условия сохранения коммутационных со-
отношений легко получить, что ϕ(P1) = ϕ(P2) = 0. Противоречие. Следовательно,
λ = 0 или µ = 0.

Пусть λ �= 0. Тогда

C =

 0 A1 0
0 0 A2

A3 0 0

 , C−1 =

 0 0 A−1
3

A−1
1 0 0
0 A−1

2 0

 ,

C(J12 + αJ56)C−1 = ±αJ34 ± J56 = γJ12 + δJ34. Противоречие.
Если λ = 0, µ �= 0, то

C =

 A1 0 0
0 0 A2

0 A3 0

 , C−1 =

 A−1
1 0 0
0 0 A−1

3

0 A−1
2 0

 ,

C(J34 +βJ56)C−1 = ±βJ34±J56 = ±(J34 +β′J56). Отсюда следует, что β = β′ = 1.
Значит, α = β = α′ = β′ = 1. Лемма доказана.

Теорема 4.5. Расщепимые подалгебры алгебры LE(6) исчерпываются отно-
сительно E(6)-сопряженности расщепимыми подалгебрами алгебры LE(5) и
такими подалгебрами:

f1 = 〈O〉: 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f2 = 〈J12〉: 〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f3 = 〈J12+αJ34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P5, P6〉, 〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉

(0 < α < 1);
f4 = 〈J12 + J34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f5 = 〈J12, J34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f6 = 〈J12, J13J23〉: 〈P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f7 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f8 = 〈2J12+J34, J13+J24−

√
3J45, J23−J14+

√
3J35〉: 〈P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;

f9 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f10 = 〈J12, J13, J23, J45〉: 〈P6〉, 〈P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f11 = LO(4) = 〈Jab | a, b = 1, 4 〉: 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f12 = LO(5) = 〈Jab | a, b = 1, 5 〉: 〈P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f13 = 〈J12 +αJ34 +βJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2,

P5, P6〉, 〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < β < α < 1);
f14 = 〈J12 + α(J34 + J56)〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P3, P4, P5, P6〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < α < 1);
f15 = 〈J12 + J34 + βJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P5, P6〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < β < 1);
f16 = 〈J12 + J34 + J56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f17 = 〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉,

〈P3, P4, P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 ≤ β < α ≤ 1);
f18 = 〈J12+αJ56, J34+αJ56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P5, P6〉,

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉 (0 < α < 1);
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f19 = 〈J12 + J56, J34 + J56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f20 = 〈J12, J34, J56〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f21 = f7 ⊕ 〈J56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f22 = f7 ⊕〈J12 −J34〉⊕ 〈J56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f23 = f7 ⊕ 〈J12 − J34 + aJ56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉

(a > 0);
f24 = LO(4) ⊕ 〈J56〉: O, 〈P5, P6〉, 〈P1, P2, P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f25 = LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉: O,〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f26 = 〈J12 + J45, J13 + J46, J23 + J56〉: O, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉;
f27: O, 〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉, где f27 — неприводимая подалгебра LO(6).

Доказательство. Приводимые подалгебры алгебры LO(6) являются подалгебрами
алгебр LO(5), LO(4) ⊕ 〈J56〉, LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉. Подалгебры прямой суммы
находим, используя алгоритм Ли–Гурса. Если подалгебра алгебры LO(6) является
абелевой, то она сопряжена подалгебре алгебры Картана 〈J12, J34, J56〉. На осно-
вании лемм 1.1, 4.2 абелевы подалгебры исчерпываются абелевыми подалгебрами
LO(5) и такими алгебрами:

〈J12 + αJ34 + βJ56〉, 1 ≥ α ≥ β > 0;
〈J12 + αJ56, J34 + βJ56〉, 1 ≥ α ≥ β ≥ 0, α �= 0;
〈J12, J34, J56〉.
Пусть A — такая подалгебра LO(4) ⊕ 〈J56〉, чтo ее проекция A1 на LO(4)

является неабелевой алгеброй. Если A1 = LO(3), то вследствие того, что LO(3) —
простая алгебра, заключаем, что A = LO(3)⊕〈J56〉, а значит, A сопряжена LO(3)⊕
〈J45〉. Если A1 = 〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ δ〈J12 − J34〉, где δ ∈ {0, 1}, то A
совпадает с одной из алгебр:

〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ 〈J12 − J34 + aJ56〉 (δ = 1, a > 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ 〈J12 − J34, J56〉 (δ = 1);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23〉 ⊕ 〈J56〉, (δ = 0).
Неабелевы подалгебры алгебры LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉, несопряженные подал-

гебрам алгебры LO(5), исчерпываются алгебрами:
LO(3) ⊕ 〈J45, J46, J56〉; 〈J12 + J45, J13 + J46, J23 + J56〉.
Используя теорему 1.1 и лемму 1.2, находим подпространства пространства

〈P1, P2, P3, P4, P5, P6〉, инвариантные относительно подалгебр алгебры LO(6). Тео-
рема доказана.

Теорема 4.6. Нерасщепимые подалгебры алгебры LE(6) исчерпываются отно-
сительно E(6)-сопряженности нерасщепимыми подалгебрами LE(5) и следую-
щими подалгебрами:

〈J12 + aP6〉: 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J12 +αJ34 + aP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (0 < α < 1,

a > 0);
〈J12 + J34 + aP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J12 +aP6, J34 + bP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P5〉, 〈P3, P4, P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a ≥ b ≥

0);
〈J12 + aP5, J34 + bP5 + cP6〉: O, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (a > 0, c > 0,

b ≥ 0);
〈J12 + J34, J13 − J24, J14 + J23, J12 − J34 + aP6〉: 〈P5〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0);
〈J12, J13, J23, J45 + aP6〉: O, 〈P4, P5〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, P4, P5〉 (a > 0).
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Теорема 4.6 вытекает из теоремы 1.2.

Замечание 4.1. Подалгебры алгебры LE(3) описаны в [15], подалгебры алгебры
LE(4) — в [19].

§ 5. Подалгебры алгебры Галилея LG(3)
Через fC будем обозначать автоморфизм алгебры LG(2), индуцируемой вну-

тренним автоморфизмом A→ CAC−1 группы O(2) (A,C ∈ O(2)).
Лемма 5.1. Пусть Λ = {exp tGa | t ∈ R}. Подалгебры алгебры 〈P0, Pa, Ga〉 исчер-
пываются относительно Λ-сопряженности алгебрами:

O, 〈P0〉, 〈Pa〉, 〈Ga〉, 〈Ga + γPa〉, 〈Ga + αP0〉, 〈P0, Pa〉, 〈Ga, Pa〉, 〈Ga + αP0, Pa〉,
〈P0, Pa, Ga〉 (α > 0, γ �= 0).
Доказательство. Пусть L — ненулевая подалгебра алгебры 〈P0, Pa, Ga〉. Если
π0(L) �= 0, то L содержит P0 или Ga + αP0, где α > 0. В этом случае двумерные
подалгебры исчерпываются такими подалгебрами: 〈P0, Pa〉, 〈Ga + αP0, Pa〉. Если
π0(L) = 0, то L сопряжена одной из алгебр: O, 〈Pa〉, 〈Ga〉, 〈Ga + γPa〉, 〈Ga, Pa〉
(γ �= 0). Лемма доказана.
Лемма 5.2. Трехмерные подалгебры алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 исчерпываются
относительно G(2)-сопряженности алгебрами:

〈G1 + αP2, G2, P1〉 (α ≥ 0); 〈G2, P1, P2〉.
Доказательство. Пусть M = 〈G1 +γ1P2, G2 +γ2P2, P1 +γ3P2〉. Применяя автомор-
физм exp tJ12, отображаем M на M′ = 〈G1 + γ1P2, G2 + γ2P2, P1〉. Автоморфизм
exp tP0 обращает γ2 в 0. Остается установить, что алгебры 〈G1 + γP2, G2, P1〉,
〈G1 +δP2, P1〉 O(2)-сопряжены тогда и только тогда, когда |γ| = |δ|. Допустим, что
для автоморфизма fC алгебры LG(2), соответствующего матрице C ∈ O(2), спра-
ведливо равенство fC〈G1 + γP2, G2, P1〉 = 〈G1 + δP2, G2, P1〉. Тогда fC(G2) = G2,
fC(P1) = P1. Отсюда вытекает, чтo C = diag {±1,±1}. Значит, |γ| = |δ|.

Пусть L = 〈G1 + γ1P1, G2 + γ2P1, P2〉. За счет автоморфизма exp tP0, можно
предполагать, что γ1 = 0. Применяя автоморфизм exp π

2 J12, отображаем L на M.
Очевидно, алгебра 〈G1 +γG2, P1, P2〉 сопряжена с алгеброй 〈G2, P1, P2〉. Лемма

доказана.

Лемма 5.3. Трехмерные подалгебры алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 исчерпываются
относительно O(2)-сопряженности алгебрами:

〈G1 + γ1P2, G2 + γ2P2, P1〉, 〈G2, P1, P2〉 (γ1 ≥ 0).
Лемма 5.4. Пусть M = 〈G1 +α1P1 +α2P2, G2 + β1P1 + β2P2〉, M = 〈G1 +α1P1 +
α2P2, G2 + β1P1 + β2P2〉, где α2 > 0, α2 > 0. Алгебры M и M O(2)-сопряжены
тогда и только тогда, когда α1 = β2, α2 = ±β1, β1 = ±α2, β2 = α1 или имеет
решение одна из таких систем уравнений:

(α2 + β1)x = β2 − β2,

(α1 − β2)x = β1 − β1,
(α1 − β2)x = α2 − α2,
(β1 + α2)x = α1 − α1,

(5.1)


(α2 − β1)x = β2 − β2,

(α1 − β2)x = β1 + β1,
(α1 − β2)x = α2 + α2,
(β1 − α2)x = α1 − α1.

(5.2)

Доказательство. Если алгебры M и M сопряжены относительно O(2), то fC(M)
= M, где C — одна из матриц:

1√
1 + λ2

(
1 λ
−λ 1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

1√
1 + λ2

(
1 −λ
−λ −1

)
,

(
0 1
1 0

)
.
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Если

C =
1√

1 + λ2

(
1 λ
−λ 1

)
,

то

α1 =
α1 + λα2 + λβ1 + λ2β2

1 + λ2
, α2 =

−λα1 + α2 − λ2β1 + λβ2

1 + λ2
,

β1 =
β1 + λβ2 − λα1 − λ2α2

1 + λ2
, β2 =

−λβ1 + β2 + λ2α1 − λα2

1 + λ2
.

(5.3)

Из равенств (5.3) вытекает, что

λα1 + α2 = α2 + λβ2,
α1 − λα2 = α1 + λβ1,

λβ1 + β2 = β2 − λα2,

β1 − λβ2 = β1 − λα1.

Следовательно, λ является решением системы (5.1).
Если fC(M) = M для

C =
(

0 1
−1 0

)
,

то α1 = β2, α2 = −β1, β1 = −α2, β2 = α1.
Если fC(M) = M для

C =
1√

1 + λ2

(
1 λ
λ −1

)
,

то

λ(α2 − β1) = β2 − β2,

λ(α1 − β2) = β1 + β1,
λ(α1 − β2) = α2 + α2,
λ(β1 − α2) = α1 − α1.

Значит, λ — решение системы (5.2).
При

C =
(

0 1
1 0

)
получаем, что α1 = β2, α2 = β1, β1 = α2, β2 = α1. Лемма доказана.

Лемма 5.5. Если M — двумерная подалгебра алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 и π1(M) =
〈G1, G2〉, π2(M) = 〈P1, P2〉, то M O(2)-сопряжена алгебре M(α, β) = 〈G1 +
αP2, G2 − αP1 + βP2〉, где α > 0, β ≥ 0. Алгебры M(α, β) и M(α, β) сопряжены
относительно G(2) тогда и только тогда, когда α = α, β = β.
Доказательство. Пусть M = 〈G1 +α2P2, G2 +β1P1 +β2P2〉, M = 〈G1 +α2P2, G2 +
β1P1 + β2P2〉. Будeм предполагать, чтo α2 ≥ |β1|, α2 > 0. Пусть

C =
1√

1 + λ2

(
1 λ
−λ 1

)
.
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Из равенств (5.3) вытекает, что (exp tP0 · fC)(M) = M тогда и только тогда, когда

α2 − β1 = α2 − β1,

α2 =
α2 − λ2β1 + λβ2

1 + λ2
,

β2 =
−2λα2 − 2λβ1 + β2 − λ2β2

1 + λ2
.

(5.4)

Пусть

α2 = −β1 =
α2 − β1

2
.

Отсюда и из второго равенства системы (5.4) находим, что (α2 + β1)λ2 − 2β2λ +
(−α2 − β1) = 0. Так как это уравнение всегда имеет вещественное решение, то M
сопряжена алгебре M(α, β) = 〈G1 + αP2, G2 − αP1 + βP2〉, где α > 0.

Если

C1 =
(

0 1
−1 0

)
,

то fC1(M) = 〈−G2 + αP1, G1 + αP2 + βP1〉. Автоморфизм expβP0 отображает
fC1(M) на алгебру 〈G1 +αP2, G2−αP1−βP2〉. Поэтому можно считать, что β ≥ 0.

Допустим, чтo для некоторого G(2)-автоморфизма ϕ алгебры LG(2) имеет ме-
сто равенство ϕ(M(α, β)) = M(α, β). Если ϕ = fC · exp tP0, то в силу равенств
(5.4) получаем, что α = α, λβ = 0, β(1 + λ2) = β(1 − λ2). Если β = 0, то β = 0.
Если λ = 0, то β = β. Пусть ϕ = fC2 · fC · exp tP0, где C2 = diag {1,−1}. Тогда
α = −α, откуда вытекает, что α = α = 0. Противоречие.

Так как в процессе рассуждений мы не использовали условие β ≥ 0, то слу-
чаи автоморфизмов ϕ = fC1 · fC · exp tP0, ϕ = fC2 · fC1 · fC exp tP0, сводятся к
рассмотренным. Лемма доказана.

Лемма 5.6. Если M — двумерная подалгебра, алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 и π1(M) =
〈G1, G2〉, π2(M) = 〈P1, P2〉, то M O(2)-сопряжена алгебре M(α, β, γ) = 〈G1 +
γP1 +αP2, G2 −αP1 +(γ+β)P2〉, где α ≥ 0, β ≥ 0. Алгебры M(α, β, γ), M(α, β, γ)
O(2)-сопряжены тогда и только тогда, когда α = α, β = β, γ = γ.

Доказательство. Поскольку fC · exp tP0 = exp tP0 · fC для любой матрицы C ∈
O(2), то в силу леммы 5.5 алгебра M сопряжена алгебре M(α, β, γ). Если M(α, β, γ)
сопряжена M(α, β, γ), то на основании леммы 5.4 α ± (−α) = 0, γ + β − γ = 0,
γ+β− γ = 0, −α±α = 0 или одна из систем (5.1), (5.2) имеет решение. В первом
случае α = α, β = β = 0, γ = γ. Пусть µ — ненулевое решение системы (5.1).
Тогда

µ(α− α) = γ + β − (γ + β),
µ(γ − γ − β) = −α+ α,
µ(γ − γ − β) = α− α,
µ(−α+ α) = γ − γ.

Из этих равенств вытекает, что β = β = 0, µ(α − α) = γ − γ, µ(γ − γ) = −α + α.
Но тогда (µ2 + 1)(α− α) = 0, a значит, α = α, γ = γ.
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Пусть λ — решение системы (5.2). Тогда

λ(α+ α) = γ + β − (γ + β),
λ(γ − (γ + β)) = −α− α,
λ(γ − γ − β) = α+ α,
λ(−α− α) = γ − γ.

Отсюда следует, что λ(β + β) = 0, а потому при λ �= 0 имеем β = β = 0. Так
как λ(α + α) = γ − γ, λ(γ − γ) = −(α + α), то γ − γ = 0, α + α = 0 или γ = γ,
α = α = 0. Если λ = 0, то α = α = 0, γ = γ, β = β. Лемма доказана.

Теорема 5.1. Пусть R+ = {λ ∈ R | λ > 0}, α, β ∈ R+, γ ∈ R, γ �= 0. Относитель-
но G(2)-сопряженности подалгебры алгебры LG(2) исчерпываются алгебрами∗:

∼ O, ∼ 〈P0〉, ∼ 〈P1〉, ∼ 〈G1〉, ∼ 〈G1+αP2〉, ∼ 〈G1+αP0〉, ∼ 〈J12〉, ∼ 〈J12+αP0〉,
∼ 〈P0, P1〉, ∼ 〈P1, P2〉, 〈G1 + αP0, P1〉, ∼ 〈G1 + αP0, P2〉, 〈G1 + αP0, P1 + βP2〉,
〈G1 + αP2, P1〉, ∼ 〈G1, P2〉, 〈G1, P1〉, 〈G1, P1 + αP2〉, ∼ 〈G1, G2〉, 〈G1, G2 + αP1〉,
∼ 〈G1 +γP1, G2〉, 〈G1 +γP1, G2 +αP1〉, 〈G1 +αP2, G2−αP1〉, 〈G1 +αP2, G2−αP1 +
βP2〉, ∼ 〈J12, P0〉, ∼ 〈P0, P1, P2〉, 〈P0, G1, P1〉, 〈P0, G1 + αP2, P1〉, 〈G1 + αP0, G2 +
βP1, P2〉, 〈G1 +αP0, G2, P2〉, 〈G1 +αP0, P1, P2〉, 〈G1, P1, P2〉, 〈G1, G2, P1〉, 〈G2, G1 +
αP2, P1〉, ∼ 〈J12, P1, P2〉, ∼ 〈J12 +αP0, P1, P2〉, ∼ 〈J12, G1, G2〉, 〈J12, G1 +αP2, G2 −
αP1〉, 〈G1 + αP0, G2, P1, P2〉, 〈G1, P0, P1, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2〉, ∼ 〈J12, P0, P1, P2〉,
〈G1, G2, P0, P1, P2〉, 〈J12, G1, G2, P1, P2〉, 〈J12 +αP0, G1, G2, P1, P2〉, 〈J12, G1, G2, P0,
P1, P2〉.

Записанные алгебры не сопряжены относительно группы G(2).

Доказательство. Если L — подалгебра алгебры LG(2) и π(L) �= 0, то L содержит
элемент J12 + wP0. Допустим, чтo (π1 + π2)(L) �= 0 и w �= 0. Тогда L = M +⊃
〈J12 + wP0〉 или L = M +⊃ 〈J12, P0〉, где M — подпространство 〈G1, G2, P1, P2〉,
инвариантное относительно J12, P0. Если π0(L) = 0, то L = M +⊃ 〈J12〉, где
M ⊂ 〈G1, G2, P1, P2〉. В первых двух случаях M сопряжено с одним из про-
странств: 〈P1, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2〉. В третьем случае M сопряжено с одним из
таких пространств: 〈G1, G2〉, 〈P1, P2〉, 〈G1 + αP2, G2 − αP1〉 (α > 0).

Классификацию подалгебр L алгебры LG(2) с условием π(L) = 0 проводим по
схеме, изложенной в § 3 с использованием лемм 5.2–5.6.

Теорема 5.2. Подалгебры алгебры LG̃(2) исчерпываются относительно G̃(2)-
сопряженности алгебрами, отмеченными в теореме 5.1 знаком ∼, полными
пробразами подалгебр алгебры LG(2) при гомоморфизме LG(2) на LG(2) с
ядром 〈M〉 и такими алгебрами:

〈P0 + γM〉, 〈J12 + αM〉, 〈J12 + αP0 + γM〉;
〈P0 + γM,P1〉, 〈J12 + αM,P0 + γM〉, 〈J12 + αM,P0〉, 〈J12, P0 + γM〉;
〈P0 + γM,P1, P2〉, 〈J12 + αM,P1, P2〉, 〈J12 + αM,G1, G2〉;
〈J12+αM,P0+γM,P1, P2〉, 〈J12+αM,P0, P1, P2〉, 〈J12, P0+γM,P1, P2〉 (α ∈ R+,

γ �= 0).

Доказательство. Достаточно исследовать на сопряженность те подалгебры алге-
бры LG̃(2), которые не содержат M . Если L — такая подалгебра и π(L) �= 0, то
L = M +⊃ f , где M ⊂ 〈G1, G2, P1, P2〉, а f — подалгебра алгебры 〈J12, P0,M〉.
Относительно G̃(2)-сопряженности алгебра f совпадает с одной из алгебр: 〈J12 +

∗∼ стоит перед алгебрами, являющимися также подалгебрами LG̃(2).
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αM,P0+γM〉, 〈J12+αM,P0〉, 〈J12, P0+γM〉, 〈J12+αM〉, 〈J12+αP0+γM〉 (α > 0,
γ �= 0).

Допустим, что π(L) = 0. Если π1(L) = 0, то в силу равенства exp(tGa)(Pa +
tM) = Pa алгебра L сопряжена одной из алгебр: 〈P0 + γM〉, 〈P0 + γM,P1〉, 〈P0 +
γM,P1, P2〉. Пусть π1(L) �= 0. Если G1 + αP0 + λM ∈ L, то exp(λP1)(L) содержит
G1 + αP0. Значит, проекция L на 〈M〉 равна нулю и мы получаем одну из алгебр,
отмеченных в теореме 5.1 знаком ∼. Теорема доказана.
Теорема 5.3. Пусть α, β,w ∈ R+, γ �= 0. Подалгебры алгебры LG(3) исчерпы-
ваются относительно G(3)-сопряженности подалгебрами алгебры LG(2) и та-
кими алгебрами∗:

〈J12, J13, J23〉: ∼ O, ∼ 〈P0〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, ∼ 〈G1, G2, G3〉, ∼ 〈P0, P1, P2, P3〉,
〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P0, P1, P2, P3〉;

〈J12〉: ∼ 〈P3〉, ∼ 〈G3〉, ∼ 〈G3 + αP0〉, ∼ 〈P0, P3〉, 〈G3, P3〉, 〈G3 + αP0, P3〉,
〈G3, P0, P3〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, ∼ 〈P1, P2, G3〉, ∼ 〈P1, P2, G3 + αP0〉, ∼ 〈G1, G2, P3〉,
∼ 〈G1, G2, G3〉, ∼ 〈G1, G2, G3 + γP3〉, 〈G1 + αP2, G2 − αP1, P3〉, 〈G1 + αP2, G2 −
αP1, G3〉, 〈G1+αP2, G2−αP1, G3+γP3〉, ∼ 〈P0, P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, P3, G3〉, 〈P1, P2,
P3, G3 + αP0〉, 〈G1, G2, G3, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3 + αP0, P1, P2〉, 〈P0,
G1, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3+αP0, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3,
P0, P1, P2, P3〉;

〈J12+αP0〉: ∼ 〈P3〉, 〈G3, P3〉, 〈G3+βP0, P3〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, 〈G3, P1, P2, P3〉, 〈G3+
βP0, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3 + βP0, P1,
P2, P3〉;

〈J12 + αP0 + βG3〉: ∼ O, ∼ 〈P3〉, ∼ 〈P1, P2〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2〉,
〈G1, G2, P1, P2, P3〉;

〈J12 + αG3〉: ∼ O, ∼ 〈P3〉, ∼ 〈P0, P3〉, ∼ 〈P1, P2〉, ∼ 〈G1, G2〉, 〈G1 + βP2, G2 −
βP1〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P3〉, 〈G1, G2, G3 + γP3〉, 〈G1 + βP2, G2 − βP1, P3〉, 〈G1 +
βP2, G2 − βP1, G3 + γP3〉, 〈P0, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2, P3P3〉,
〈G1, G2, P0, P1, P2, P3〉;

〈J12 + αP3〉: ∼ O, ∼ 〈P0〉, 〈G3〉, 〈G3 + βP0〉, ∼ 〈P1, P2〉, ∼ 〈G1, G2〉, 〈G1 +
βP2, G2 − βP1〉, ∼ 〈P0, P1, P2〉, 〈P1, P2, G3〉, 〈G3 + βP0, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3〉, 〈G1 +
βP2, G2 − βP1, G3〉, 〈G1, G2, P1, P2〉, 〈G1, G2, P0, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2〉, 〈G1,
G2, G3 + βP0, P1, P2〉;

〈O〉: ∼ 〈G1 + αP2, P3〉, ∼ 〈G2, G1 + αP3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2 + αP3〉, ∼ 〈G2, G1 +
γP1+βP3〉, ∼ 〈G1+γP1+βG2, G2+αP3〉, 〈G1, P1+αG2+βP3〉, 〈P1+αG2, G1+βP3〉,
〈P1 + αG2 + γG1, G1 + βP3〉, 〈G1 + γP1, P1 + αG2 + βP3〉, 〈P1 + αG2, G1 + γP1 +
βP3〉, 〈G1 + γP1 + σP3, P1 + αG2 + βP3〉, 〈G1 + αG2, P1 + βP3〉, 〈G1 + αP2, G2 +
γP1 + ρP2 + βP3〉, ∼ 〈P1, P2, P3〉, ∼ 〈G1, P2, P3〉, 〈G1, P1 + αP2, P3〉, 〈P1, G1 +
αP2, P3〉, ∼ 〈G1, G2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2, P3〉, 〈G1, P1 + αG2, P3〉, 〈G1 + γP1, P1 +
αG2, P3〉, 〈G1+γP1, G2+δP1, P1+αP3〉, 〈G2, P1, G1+αP3〉, 〈G1+αP2, G2−αP1, P3〉,
〈G1 + αP2, G2 − αP1 + βP2, P3〉, 〈G2 + λP1, G1 + αP2 + µP1, P1 + βP3〉, 〈G2 +
ρP3, P1, G1+αP2+βP3〉, 〈G1+αP2, P1, G2+βP3〉, ∼ 〈G1, G2, G3〉, 〈G1, P1+αG2, G3〉,
〈G1 + γP1, P1 + αG2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2, G3〉, 〈G1 + λP1 + αP2, G2 − αP1 +
(λ + β)P2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2 + (γ + β)P2, G3〉, ∼ 〈G1 + γP1, G2 + γP2, G3〉,
〈G1 + λP1 + αP2, G2 − αP1 + λP2, G3〉, 〈G2 + λP2, G1 + γP1 + µP2, P2 + αG3〉,
〈G2 + λP1, G1 + αP2 + µP1, P1 + βG3〉, 〈P1 + γP2 + λG2, G1 + αP2 + µG2, G2 +

∗∼ стоит перед алгебрами, являющимися также подалгебрами алгебры LG̃(3).
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βG3〉, 〈P1 + γP2 + λG3, G2, G1 + αP2 + βG3〉, 〈G1 + αP2, G2, P1 + γP2 + βG3〉,
〈G1 + αP2, G2 +

3∑
1
βiPi, G3 + λ1G1 + λ2G2 + γP1〉 (β3 > 0), ∼ 〈G1 + αP0, P2, P3〉,

〈G1 +αP0, P1 +βP2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2 +βP3, P2〉, 〈G1 +αP0, G2 +βP1 +wP3, P2〉,
〈G1, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P1, P3〉, 〈G2, G1+αP2, P1, P3〉, 〈G1, G2, P1, P2+αP3〉, 〈G1+
αP2, G2, P1, P2+βP3〉, 〈G1+αP3, G2, P1, P2〉, 〈G1, G2, G3, P1〉, 〈G1+γP1, G2, G3, P2〉,
〈G1 + αP2, G2, G3, P1〉, 〈G1 + αP2, G2, G3, P1 + γP2〉, 〈G1 + λP1, G2, P2, P1 + αG3〉,
〈G1 + λP1, G2 + βP1, P2, P1 + αG3〉, 〈G3, G1 + αP2, G2 − αP1 + βP2, P3〉, 〈G3, G1 +
αP2, G2−αP1, P3〉, 〈G3, G1 +λP1 +αP2, G2 +µG1 +γP1, P3 +βP2〉, 〈G1 +γ1P1, G2 +
βG1 + γ2P2, G3, P3 + αP2〉, 〈G1 + γ1P1, G2 + βG1 + γ2P2, G3, P3 + αP2〉 (γ1 �= 0,
γ2 �= 0), 〈G1+λP1+αP3, G2+µG1+βP1, G3, P2〉, 〈G1+γP1, G2+λG1+αP3, G3, P2〉,
∼ 〈P0, P1, P2, P3〉, 〈P0, G1+αP2, P1, P3〉, 〈G1+αP0, P1, P2, P3〉, 〈G1+αP0, G2, P2, P3〉,
〈G1 +αP0, G2 +βP1, P2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2, P2, P1 +βP3〉, 〈G1 +αP0, G2 +wP3, P1 +
βP3, P2〉, 〈G1, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P1, P2〉, 〈G1 + γP1, G2, G3, P1 + βP3, P2〉,
〈G1 +αP2, G2, G3, P1, P3〉, 〈G1, P0, P1, P2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2, P1, P2, P3〉, 〈G1 +αP3,
G2, P0, P1, P2〉, 〈G1 +αP0, G2, G3, P2, P3〉, 〈G1 +αP0, G2 +βP1, G3, P2, P3〉, 〈G1, G2,
G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, P0, P1, P2, P3〉, 〈G1+αP0, G2, G3, P1, P2, P3〉, 〈G1, G2, G3, P0,
P1, P2, P3〉.
Доказательство. Поскольку LO(3) — простая алгебра, то всякая подалгебра L
алгебры LG(3) с условием π(L) = LO(3) является расщепимой. Пусть R(3) —
радикал LG(3) и M = L ∩ R(3). Если π1(M) = 0, то в силу леммы 1.2 и того,
что LO(3) действует неприводимо на 〈P1, P2, P3〉, заключаем, что M совпадает с
одним из пространств: O, 〈P0〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P0, P1, P2, P3〉. Если π2(M) = 0, то M
сопряжено одному из пространств: O, 〈P0〉, 〈G1, G2, G3〉.

Допустим, что π1(M) �= 0, π2(M) �= 0. На основании леммы 3.1 M содержит
G1 +µP1. Так как exp(µP0)(G1 +µP1) = G1, то можно предполагать, что G1 ∈ M.
Но в таком случае M совпадает с 〈G1, G2, G3, P1, P2, P3〉 ⊕ s〈P0〉, где s ∈ {0, 1}.

Если L — подалгебра LG(3) и π(L) = 〈J12〉, то в силу леммы 3.1 L = M +⊃ f ,
где f — подалгебра 〈J12, P0〉, a M — подалгебра R(3) и M = [J12,M] ⊕ M′,
где M′ ⊂ 〈G3, P0, P3〉. Алгебра M′ сопряжена с одной из алгебр, выписанных в
лемме 5.1. При [P0, [J12,M]] = 0 следует считать, что M′ �= 〈G3 + γP3〉 (γ �= 0).
Алгебра [J12,M] сопряжена с одной из алгебр: O, 〈P1, P2〉, 〈G1, G2〉, 〈G1+αP2, G2−
αP1〉, 〈G1, G2, P1, P2〉 (α > 0).

Случаи, когда π(L) = 0, исследуются методом Ли–Гурса с использованием
лемм 5.2–5.6. Проиллюстрируем это на примерах двух случаев.

Пусть π0(L) = 0, π1(L) = 〈G1〉, π2(L) = 〈P2, P3〉. В этом случае мы проводим
классификацию алгебр L относительно группы матриц вида(

1 0
0 A

)
,

где A ∈ O(2). Taк как каждый одномерный идеал алгебры 〈P2, P3〉 сопряжен с
〈P3〉, то L сопряжена с 〈G1, P2, P3〉 или с 〈G1 + αP2, P3〉 (α > 0).

Пусть π0(L) = 0, π1(L) = 〈G1, G2〉, π2(L) = 〈P1, P2, P3〉. Будем предполагать,
что L не сопряжена алгебре L′ с проекциями π1(L′), π2(L′), отличными от π1(L),
π2(L). Согласно теореме 5.1 подалгебры алгебры 〈G1, G2, P1, P2〉 исчерпываются
относительно G(2)-сопряженности алгебрами:

〈G1 + αP2, G2 − αP1 + µP2〉 (α > 0, µ ≥ 0);
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〈G2, G1 + αP2, P1〉 (α > 0); (5.5)
〈G1, G2, P1, P0〉.

Для каждой алгебры M вида (5.5) классифицируем подалгебры алгебры M ⊕
〈P3〉. С этой целью в M находим идеалы U, для которых dim M|U = 1, а затем
классифицируем эти идеалы относительно нормализатора M в G(2). Подалгебры
алгебры M⊕ 〈P3〉, отличные от M⊕ 〈P3〉, сопряжены алгебрам U⊕ 〈X + λP3〉, где
X ∈ M, X �∈ U. Применяя автоморфизм алгебры LG(3), соответствующий матрице
diag {1, 1,−1}, получаем, что λ > 0. Следовательно, L сопряжена одной из алгебр:

〈G1 + αP2, G2 − αP1 + µP2, P3〉 (α > 0, µ ≥ 0);
〈G1 + αP2, G2 + δP1 + µP2 + βP3〉 (α > 0, β > 0, δ �= 0);
〈G2, G1 + αP2, P1, P3〉 (α > 0);
〈G2 + λP1, G1 + αP2 + µP1, P1 + βP3〉 (α > 0, β > 0, λ, µ ∈ R);
〈G2 + λP3, P1, G1 + αP2 + βP3〉 (α > 0, β > 0, λ ∈ R);
〈G1 + αP2, P1, G2 + βP3〉 (α > 0, β > 0);
〈G1 + λP2, G2, P1, P2 + αP3〉 (α > 0, λ ≥ 0);
〈G2, P1, P2, G1 + αP3〉 (α > 0);
〈G1, G2, P1, P2, P3〉.
Теорема доказана.

Теорема 5.4. Подалгебры алгебры LG̃(3) исчерпываются относительно G̃(3)-
сопряженности подалгебрами алгебры LG̃(2), алгебрами, отмеченными в тeo-
peмe 5.3 знаком ∼, полными прообразами подалгебр алгебры LG(3) при гомо-
морфизме LG̃(3) нa LG(3) с ядром 〈M〉 и такими алгебрами:

〈J12, J13, J23, P0 + γM〉 (γ �= 0);
〈J12, J13, J23, P0 + γM,P1, P2, P3〉 (γ �= 0);
〈J12+βM〉: O, 〈P3〉, 〈G3〉, 〈G3+αP0〉, 〈P0, P3〉, 〈P1, P2, P3〉, 〈P1, P2, G3〉, 〈P1, P2,

G3 + αP0〉, 〈G1, G2, P3〉, 〈G1, G2, G3〉, 〈G1, G2, G3 + γP3〉, 〈P0, P1, P2, P3〉 (α > 0,
β > 0, γ �= 0);

〈J12 + αM,P0 + γM,P3〉 (α > 0, γ �= 0); 〈J12, P0 + γM,P3〉 (γ �= 0);
〈J12, P0 + γM,P1, P2, P3〉; 〈J12 + αM,P0 + γM,P1, P2, P3〉 (α > 0, γ �= 0);
〈J12 + αP0 + γM〉: 〈P3〉, 〈P1, P2, P3〉 (α > 0, γ �= 0);
〈J12 + αP3 + βM〉: 〈P0 + λM〉, 〈P0 + λM,P1, P2〉 (α > 0, β > 0, λ ∈ R);
〈G1 + αP2, G2 + αP1 + λP2 + βP3〉 (α > 0, β > 0, λ ∈ R);
〈G1 +αP2, G2 +αP1 +µP2 +(αλ+α−1γµ)P3, G3 +λG1 +α−1γG2 +γP1〉 (α > 0,

γ �= 0, λ, µ ∈ R, λ �= −α−2γµ).
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Continuous subgroups
of the Poincaré group P (1, 4)

W.I. FUSHCHYCH, A.F. BARANNIK, L.F. BARANNIK, V.M. FEDORCHUK

An exhaustive description of the non-splitting subalgebras of the LP (1, 4) algebra with
respect to P (1, 4) conjugation is presented.

1. Introduction
The generalised Poincaré group P (1, 4) is the group of inhomogeneous pseudoor-

thogonal transformations of the five-dimensional pseudo-Euclidean space with the
scalar product (X,Y ) = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4. The P (1, 4) group is the
simplest one which contains the Poincaré group P (1, 3) as a subgroup. Fushchych
and Krivsky [11, 12] and Fushchych [10] have used the P (1, 4) group and its unitary
representations to describe particles with variable mass and spin. An arbitrary partial
differential equation which is invariant under the P (1, 4) group is also invariant under
the P (1, 3) group as well as under the extended Galilei group G̃(1, 3) since G̃(1, 3) ⊂
P (1, 4) (Fushchych and Nikitin [13]). The papers of Aghassi et al [1, 2] deal with
irreducible representations of P (1, 4) and C(1, 4), using the latter in the theory of
elementary particles. Kadyshevsky [16] proposed using the P (1, 4) group in field
theory with the fundamental length. The P (1, 4) group is the invariance group of the
relativistic Hamilton–Jacobi equation (Fushchych and Serov [14]) and the Monge–
Ampere equation (Fushchych and Serov [15]). These nonlinear equations are invariant
under transformations of the P (1, 4) group with the fifth coordinate as x4 ≡ u, where
u = u(x0, x1, x2, x3). So it is important to investigate the subgroup structure of the
P (1, 4) group. In particular, these results can be used in the separation of variables
of many important partial differential equations.

The splitting subalgebras of LP (1, 4) were described by Fedorchuk [6, 7]. Some
high-dimension non-splitting subalgebras of LP (1, 4) were listed by Fedorchuk and
Fushchych [9] and Fedorchuk [8]. In this paper we list all the non-splitting subal-
gebras of the LP (1, 4) algebra with respect to P (1, 4) conjugation. In the papers of
Lassner [17], Bacry et al [3, 4, 5] and Patera et al [18] all the subalgebras of LP (1, 3)
are classified with respect to P (1, 3) conjugation, so we consider such subalgebras of
LP (1, 4) which are non-conjugate to the subalgebras of LP (1, 3). In our paper we use
the method due to Patera et al [16].

2. Some auxiliary remarks
The LP (1, 4) algebra is defined by the following computation relations:

[Jαβ , Jγδ] = gαδJβγ + gβγJαδ − gαγJβδ − gβδJαγ ,

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ , Jβα = −Jαβ , [Pα, Pβ ] = 0,

where g00 = −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gαβ = 0 if α �= β (α, β = 0, 1, 2, 3, 4).

J. Phys. A: Math. Gen., 1985, 18, P. 2893–2899.
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Below we shall use the following notation: Ka = J0a − Ja4 (a = 1, 2, 3); W =
〈X1, . . . , Xs〉 is a space or Lie algebra over the real number field R with the generating
elements X1, . . . , Xs; V = 〈P0, P1, P2, P3, P4〉; π is a projection LP (1, 4) on LO(1, 4);
πa,...,q is a projection LP (1, 4) on 〈Pa, . . . , Pq〉.
Lemma 1. Let W be a subspace of V invariant under Ad Jab (1 ≤ a < b ≤ 4). If
πa,b(W ) �= 0 then Pa, Pb ∈W .
Proof. Let X =

∑
xαPα ∈W and πab(X) �= 0. Obviously,

[Jab,X] = xaPb − xbPa, [Jab, [Jab,X]] = −xaPa − xbPb.

Since the vectors obtained are linearly independent, so Pa, Pb ∈ W and this proves
the lemma.

Lemma 2. If W ⊂ V and [J0a,W ] ⊂ W and if π0,a(W ) �= 0, then the subspace W
contains P0 + Pa or P0 − Pa.
Corollary. Let W ⊂ V and [J0a,W ] ⊂W . If π0,a(W ) �= 0, then within the conjugati-
on corresponding to the element

diag (1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
a+1

, . . . , 1)

from O(1, 4) group W contains P0 + Pa.
Lemma 3. Let W be a subspace of V invariant under Ad (J0a+γJcd), where γ ∈ R,
γ �= 0, 0, a, c, d are mutually different. Then W = π0,a(W ) ⊕ s〈Pb〉, where s ∈ {0, 1},
b �∈ {0, a, c, d}.
Proof. If

X =
4∑
0

αjPj ∈W

then W contains the elements

X1 = [J0a + γJcd,X] = −α0Pa − αaP0 + γ(αcPd − αdPc),
X2 = [J0a + γJcd,X1] = α0Pa + αaP0 + γ2(−αcPc − αdPd),
X3 = [J0a + γJcd,X2] = −α0Pa − αaP0 + γ3(−αcPd + αdPc).

Since X1 −X3 = (γ + γ3)(αcPd − αdPc) and γ �= 0, then αcPd − αdPc ∈ W whence
πc,d(X), π0,a(X) ∈W . Thus, this lemma is proved.

Lemma 4. Let W be a subspace of V invariant under AdKa. If π0,4(W ) �⊂ 〈P0 +P4〉
then P0 + P4, Pa ∈W . If πa(W ) �= 0 then P0 + P4 ∈W .
Proof. LetW contains the vector X =

∑
αjPj , thenW also contains X1 = [X,Ka] =

αa(P0 +P4) + (α0 −α4)Pa, X2 = [X1,Ka] = (α0 −α4)(P0 +P4). If α0 −α4 �= 0 then
P0 + P4, Pa ∈ W . If α0 − α4 = 0, αa �= 0 then P0 + P4 ∈ W . Thus this lemma is
proved.

Lemma 5. LetW be a subspace of V invariant under Ad (Ka−Jbc), where {a, b, c} =
{1, 2, 3}. Then W is invariant under AdKa and Ad Jbc.
Proof. Let X = Ka−Jbc, Y ∈W . Since [X, [X, [X,Y ]]] = [Jbc, Y ], then [Jbc,W ] ⊂W ,
[Ka,W ] ⊂W . Thus, the lemma is proved.
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Lemma 6. Let F be a subalgebra of LO(1, 4) with the generators J04 and Ka,
where a covers a subset I of the set {1, 2, 3}. If A is a subalgebra of LP (1, 4) and
π(A) = F , then within the conjugation with respect to the group of translations A
contains elements Ka (a ∈ I) and J04 + δ1P1 + δ2P2 + δ3P3.
Proof. Let Xa = Ka +

∑
αiPi, Y = J04 +

∑
δiPi (i = 0, 1, 2, 3, 4). By the automor-

phism exp(t1P0 + t2P4) the coefficients δ0, δ4 can be made zero. Since [Y,Xa] =
−Ka + δa(P0 +P4)−α0P4 −α4P0, one can therefore consider Xa = Ka + γP0 within
the automorphism exp(tPa). Evidently [Y,Xa]+Xa = (δa+γ)P0+(δa−γ)P4. If γ �= 0
then P0 + P4 ∈ A by lemma 4. Therefore we have P0, P4 ∈ A and hence γ = 0 within
the conjugation. Thus, this lemma is proved.

Lemma 7. Let A be a subalgebra of LP (1, 4), X = J12+cJ04+βP3, Y = K3+
∑
γiPi

(i = 1, 2, 3, 4; c > 0). If X,Y ∈ A, then A contains K3.
Proof. It is easy to obtain

cY − [X,Y ] = (β − cγ4)P0 + (cγ1 − γ2)P1 + (cγ2 + γ1)P2 + cγ3P3 + (cγ4 + β)P4.

According to lemma 3 (β − cγ4)P0 + (cγ4 + β)P4, (cγ1 − γ2)P1 + (cγ2 + γ1)P2 ∈ A. If
γ4 �= 0 then lemma 4 yields P0, P4 ∈ A. If cγ1−γ2 = 0, cγ2+γ1 = 0 then γ1 = γ2 = 0.
Thereafter using lemma 1 we can put γ1 = γ2 = 0. Since cγ3P3 ∈ A one can admit
that γ3 = 0. Thus the lemma is proved.
Lemma 8. Let A be a subalgebra of LP (1, 4), ϕ = exp(−ωKb) (ω ∈ R, ω �= 0). If
P0 + P4, Pb + ω−1P4 ∈ A (1 ≤ b ≤ 3) then the algebra ϕ(A) contains P0 and P4.
Proof. According to the Campbell–Hausdorff formula we have

ϕ(P0 + P4) = P0 + P4, ϕ(P0 + ω−1P4) = ω−1P4 +
1
2
ω(P0 + P4).

This gives that P0 + P4, P4 ∈ ϕ(A), therefore P0, P4 ∈ ϕ(A). Thus this lemma is
proved.

3. The non-splitting subalgebras of the LP (1, 4) algebra
Let F̃ be an subalgebra of LP (1, 4) such that π(F̃ ) = F . An expression F̃ + W

means that [F,W ] ⊂ W and F̃ ∩ V ⊂ W . As concerns the non-splitting algebras
F̃ +W1, . . . , F̃ +Ws we will use the notation F̃ : W1, . . . ,Ws.

Theorem. Let α, β, δ, µ, ω ∈ R, α > 0, ω > 0, µ ≥ 0 and this takes place for
all labelling variables. The non-splitting subalgebras of the LP (1, 4) algebra are
exhausted by the non-splitting subalgebras of the LP (1, 3) algebra and the following
subalgebras:

〈J12 + αP0〉: 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉;
〈J12 + P0 + P3〉: 〈P4〉, 〈P1, P2, P4〉;
〈J12+αP3〉: 〈P4〉, 〈P0+P4〉, 〈P0, P4〉, 〈P1, P2, P4〉, 〈P0+P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉;
〈J12 + P0〉: 〈P0 + P4, P3〉, 〈P0 + P4, P1, P2, P3〉;
〈J12 + J34 + αP0〉: 0, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉;
〈J12 + cJ34 + αP0〉: 0, 〈P1, P2〉, 〈P3, P4〉, 〈P1, P2, P3, P4〉 (0 < c < 1);
〈J04 + αP3〉: 〈P1, P2〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉;
〈J12+cJ04+αP3〉: 0, 〈P0+P2〉, 〈P0, P4〉, 〈P1, P2〉, 〈P0+P4, P1, P4〉, 〈P0, P1, P2, P4〉

(c > 0);
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〈K3+P2〉: 〈P1〉, 〈P0+P4, P1〉, 〈P0+P4, P1+ωP3〉, 〈P0+P4, P1, P3〉, 〈P0, P1, P3, P4〉;
〈K3 +P4〉: 〈P1, P2〉, 〈P0 +P4, P1 +ωP3, P2〉, 〈P0 +P4, P1, P2〉, 〈P0 +P4, P1, P2, P3〉;
〈K3 − J12 + αP4〉: 0, 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P3〉, 〈P1, P2〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉, 〈P0 +

P4, P1, P2, P3〉;
〈J12 + αP0, J34 + µP0〉: 0, 〈P1, P2〉, 〈P1, P2, P3, P4〉; 〈J12, J34 + αP0, P1, P2〉;
〈J04 + αP3, J12 + µP3〉: 0, 〈P0 + P4〉, 〈P0, P4〉, 〈P1, P2〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉, 〈P0, P1,

P2, P4〉;
〈J04, J12 +αP3〉: 0, 〈P0 +P4〉, 〈P0, P4〉, 〈P1, P2〉, 〈P0 +P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉;
〈J12 + P0 + P4,K3 + µP4〉; 〈J12,K3 + P4〉;
〈J12 + µP3,K3 + P4, P0 + P4〉; 〈J12 + αP3,K3, P0 + P4〉;
〈J12 + P0 + P4,K3 + µP4, P1, P2〉; 〈J12,K3 + P4, P1, P2〉;
〈J12 + µP4,K3 + P4, P0 + P4, P3〉; 〈J12 + P4,K3, P0 + P4, P3〉;
〈J12 + µP3,K3 + P4, P0 + P4, P1, P2〉; 〈J12 + αP3,K3, P0 + P4, P1, P2〉;
〈J12 + µP4,K3 + P4, P0 + P4, P1, P2, P3〉; 〈J12 + P4,K3, P0 + P4, P1, P2, P3〉;
〈K1 + µP2 + P3,K2 + µP1 + βP2〉; 〈K1,K1 ± P2, P3〉;
〈K1 + P2,K2 + P1 + βP2, P3〉; 〈K1 + αP2 + P3,K2 + β1P1 + β2P2, P0 + P4〉;
〈K1 + P3,K2 + µP1 + βP2, P0 + P4〉; 〈K1 + µ2P2 + µ3P3,K2 + P4, P0 + P4, P1〉;
〈K1 + P2 + αP3,K2 + βP3, P0 + P4, P1〉; 〈K1 + P2,K2 + αP3, P0 + P4, P1〉;
〈K1 + P3,K2 + µP3, P0 + P4, P1〉; 〈K1,K2 + P3, P0 + P4, P1〉;
〈K1 + P2,K2 + β1P1 + β2P2, P0 + P4, P3〉; 〈K1,K2 ± P2, P0 + P4, P3〉;
〈K1 + P2 + βP3,K2 + δP3, P0 + P4, P1 + ωP3〉;
〈K1 + P3,K2 + µP3, P0 + P4, P1 + ωP3〉; 〈K1,K2 + P3, P0 + P4, P1 + ωP3〉;
〈K1 + P3,K2, P0 + P4, P1, P2〉; 〈K1 + P4,K2 + αP3, P0 + P4, P1, P2〉;
〈K1 + P2,K2, P0 + P4, P1, P3〉; 〈K1 + P2,K2 + αP4, P0 + P4, P1, P3〉;
〈K1,K2 + P4, P0 + P4, P1, P3〉; 〈K1,K2 + P3, P0 + P4, P1 + ωP3, P2〉;
〈K1 + P4,K2 + µP3, P0 + P4, P1 + ωP3, P2〉; 〈K1 + P3,K2, P0, P1, P2, P4〉;
〈K1 + P4,K2, P0 + P4, P1, P2, P3〉; 〈K3, J04 + αP1, P0 + P4, P1 + ωP3, P2〉;
〈K3, J04 +αP2〉: 〈P1〉, 〈P0 +P4, P1〉, 〈P0 +P4, P1 +ωP3〉, 〈P0 +P4, P1, P3〉, 〈P0, P1,

P3, P4〉;
〈K3, J04 + αP3, P0 + P4, P1, P2〉; 〈K3, J04 + α1P1 + α2P2, P0 + P4, P1 + ωP3〉;
〈K3, J04 + α2P2 + α3P3, P0 + P4, P1〉;
〈K3, J12 + cJ04 + αP3〉: 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉 (c > 0);
〈K3, J04 + µ1P3, J12 + µ2P3〉: 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉 (µ2

1 + µ2
2 > 0);

〈K1,K2, J12 + αP3〉; 〈K1,K2, J12 + P0 + P4, P3〉; 〈K1,K2, J12 + αP3, P0 + P4〉;
〈K1 + P2,K2 − P1, J12 + αP3, P0 + P4〉; 〈K1 + P2,K2 − P1, J12, P0 + P4, P3〉;
〈K1,K2, J12 + αP3, P0 + P4, P1, P2〉; 〈K1,K2, J12 + αP3, P0, P1, P2, P4〉;
〈K1,K2, J12 + P4, P0 + P4, P1, P2, P3〉;
〈K1,K2, J04 + αP1〉: 〈P0 + P4, P3〉, 〈P0 + P4, P1 + ωP3〉, 〈P0 + P4, P1 + ωP3, P2〉;
〈K1,K2, J04 + αP2〉: 〈P0 + P4, P1 + ωP3〉, 〈P0 + P4, P1, P3〉;
〈K1,K2, J04 +αP3〉: 0, 〈P0 +P4〉, 〈P0 +P4, P1〉, 〈P0 +P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉;
〈K1,K2, J04 + α1P1 + α2P2, P0 + P4, P1 + ωP3〉;
〈K1,K2, J04 + α1P1 + α3P3, P0 + P4〉; 〈K1,K2, J04 + α2P2 + α3P3, P0 + P4, P1〉;
〈K1,K2, J12 + cJ04 +αP3〉: 0, 〈P0 +P4〉, 〈P0 +P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉 (c > 0);
〈K1 + P2,K2 + P1 + βP2 + µP3,K3 + µP2 + δP3〉; 〈K1,K2 ± P2,K3 + βP3〉;
〈K1 + P2,K2 + β1P1 + β2P2 + αP3,K3 + δ1P1 + δ2P2 + δ3P3, P0 + P4〉;
〈K1 + P2,K2 + β1P1 + β2P2,K3 + αP1 + δ2P2 + δ3P3, P0 + P4〉;
〈K1 + P2,K2 + β1P1 + β2P2,K2 + µP2 + δP2, P0 + P4〉;
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〈K1,K2±P2,K3 +βP3, P0 +P4〉; 〈K1 +P2,K2 +αP3,K3 +βP2 +δP3, P0 +P4, P1〉;
〈K1 + P2,K2,K3 + µP2 + βP3, P0 + P4, P1〉;
〈K1,K2 + P3,K3 + βP2 + δP3, P0 + P4, P1〉; 〈K1,K2,K3 ± P3, P0 + P4, P1〉;
〈K1 + P3,K2,K3, P0 + P4, P1, P2〉; 〈K1,K2,K3 + P4, P0 + P4, P1, P2〉;
〈K1 + αP3,K2,K3 + P4, P0 + P4, P1, P2〉; 〈K1 + P4,K2,K3, P0 + P4, P1, P2, P3〉;
〈K1 ± αP1,K2 ± αP2, J12 −K3〉;
〈K1 + βP1 + µP2,K2 − µP1 + βP2, J12 −K3, P0 + P4〉 (β2 + µ2 > 0);
〈K1 + αP2,K2 − αP1, J12 −K3, P0 + P4, P3〉;
〈K1,K2, J12 −K3 + αP4, P0 + P4, P1, P2, sP3〉 (s = 0, 1);
〈J12 + J34, J12 − J24, J23 + J14, J34 + αP0〉: 0, 〈P1, P2, P3, P4〉;
〈K1,K2, J04 + αP3, J12 + µP3〉: 0, 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉;
〈K1,K2, J04, J12 + αP3〉: 0, 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉, 〈P0, P1, P2, P4〉;
〈K1,K2,K3 ± P3, J12〉; 〈K1,K2,K3 + βP3, J12 + P0 + P4〉;
〈K1 + P2,K2 − P1,K3 + βP3, J12 + µP3, P0 + P4〉;
〈K1,K2,K3 ± P3, J12 + µP3, P0 + P4〉; 〈K1,K2,K3, J12 + αP3, P0 + P4〉;
〈K1+P2,K2−P1,K3, J12, P0+P4, P3〉; 〈K1,K2,K3+P4, J12+µP3, P0+P4, P1, P2〉;
〈K1,K2,K3, J12 + αP3, P0 + P4, P1, P2〉;
〈K1,K2,K3 + P4, J12 + µP4, P0 + P4, P1, P2, P3〉;
〈K1,K2,K3, J12 + P4, P0 + P4, P1, P2, P3〉; 〈K1,K2,K3, J04 + αP1, P0 + P4〉;
〈K1,K2,K3, J04 + αP2, P0 + P4, P1〉; 〈K1,K2,K3, J04 + αP3, P0 + P4, P1, P2〉;
〈K1,K2,K3, J12 + cJ01 + αP3〉: 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉 (c > 0);
〈K1,K2,K3, J04 + µ1P3, J12 + µ2P3〉: 〈P0 + P4〉, 〈P0 + P4, P1, P2〉 (µ2

1 + µ2
2 > 0).

Proof. The subalgebras of LO(1, 4) are classified by Patera et at [19]. For every
algebra Fedorchuk [6, 7] has found invariant subspaces of the space V . Using these
results together with lemmas 1–8, we will find the non-splitting subalgebras of the
LP (1, 4) algebra. Below we consider some examples in detail.

Let A be a subalgebra LP (1, 4), W = A ∩ V .
Suppose that π(A) = 〈J12〉. Within the automorphism exp(t1P1+t2P2) the algebra

A contains the element X = J12 + λP0 + ρP3 + σP4 (λ, ρ, σ ∈ R). Since

exp(tJ04)(λP0σP4) = (λ cosh t− σ sinh t)P0 + (σ cosh t− λ sinh t)P4

then if P0+P4 ∈W one can write X = J12+et(λ−σ)P0+ρP3. Since exp(πJ13)(X) =
−J12 + et(λ − σ)P0 − ρP3, we consider λ − σ ≥ 0. If λ − σ > 0 then putting t =
− ln(λ−σ), we obtain the algebra W +⊃ 〈J12+P0+ρP3〉. Applying the automorphism
exp(tK3), one can put ρ = 0. If λ− σ = 0 then A = W +⊃ 〈J12 + ρP3〉, ρ �= 0.

Let P0 + P4 �∈ W . If P3, P4 ∈ W then λ > 0, ρ = σ = 0. If W = 〈P4〉 or
W = 〈P1, P2, P4〉 then σ = 0. Applying the automorphism exp(tJ03) we reduce this
case to the following ones λ = ρ = 1 or λ = 0, ρ > 0.

Suppose that π(A) = 〈K1,K2, J12 + cJ04〉 (c > 0) one can suppose that A contains
the elements

X1 = K1 +
4∑
0

λiPi, X2 = K2 +
4∑
0

ρiPi, X3 = J12 + cJ04 + σP3.

Obviously, [X1,X2] = (λ2 − ρ1)(P0 + P4) + (λ0 − λ4)P2 − (ρ0 − ρ4)P1. If λ0 − λ4 �= 0
or ρ0 − ρ4 �= 0 then using lemma 1, we obtain P1, P2,∈ A. Therefore P0 + P4 ∈ A
and one can put λi = ρi = 0 for i = 0, 1, 2. Later, [X3,X1] = K2 − cK1 − cλ4P0,
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[X3,X2] = −K1 − cK2 − cρ4P0. Therefore λ3 = ρ3 = 0, λ4P4 + cρ4(P4 −P0),−ρ4P4 +
cλ4(P4 − P0) ∈ A. The determinant constructed by the coefficients of P4, P4 − P0 is
equal to c(λ2

4 + ρ2
4). If λ

2
4 + ρ2

4 �= 0 then P4, P4 − P0 ∈ A. So we have the algebra
〈K1,K2, J12 + cJ04 + σP3, P0 + P4, P1, P2, sP0〉 (s = 0, 1).

Let λ0 − λ4 = 0, ρ0 − ρ4 = 0, λ3 = ρ3 = 0. Obviously,

[X3,X1] = K2 − cK1 + λ1P2 + λ2P1 − cλ0(P0 + P4),
[X3,X2] = −K1 − cK2 + ρ1P2 − ρ2P1 − cρ0(P0 + P4),
[X3,X1] + cX1 −X2 = (cλ1 − λ2 − ρ1)P1 + (cλ2 + λ1 − ρ2)P2 − ρ0(P0 + P4),
[X3,X2] +X1 + cX2 = (λ1 + cρ1 − ρ2)P1 + (λ2 + cρ2 + ρ1)P2 + λ0(P0 + P4).

If on the right-hand side of one of the last two equalities some coefficients of P1,
P2 are non-zero, so by lemmas 1 and 3 P1, P2, P0 + P4 ∈ A. Let cλ1 − λ2 − ρ1 = 0,
cλ2 +λ1−ρ2 = 0, λ1 +cρ1−ρ2 = 0, λ2 +cρ2 +ρ1 = 0. The determinant formed by the
coefficients of λ1, λ2, ρ1, ρ2 is equal c2(4 + c2). We obtain λ1 = λ2 = 0, ρ1 = ρ2 = 0,
λ0(P0 + P4), ρ0(P0 + P4) ∈ A and therefore

A = W + 〈K1,K2, J12 + cJ04 + σP3〉, W ⊂ V.

Let π(A) = 〈J12, J13, J23, J04〉. Because of the simplicity of the algebra 〈J12, J13,
J23〉 one can assume that A contains the elements J12, J13, J23, X = J04 +

∑
γiPi

(i = 1, 2, 3). Applying lemma 1 to [J12,X], [J13,X], we conclude that
∑
γiPi ∈ A,

i.e. A is a splitting algebra.
When the algebra π(A) coincides with one of the following algebras: 〈K3, J04〉,

〈K1,K2, J04〉, 〈K1,K2,K3, J04〉, one has to apply lemma 6. If π(A) contains J12+cJ04,
Ka, where a ∈ I ⊂ {1, 2, 3}, then we apply lemma 7. Thus, this theorem is proved.
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The Galilean relativistic principle
and nonlinear partial differential equation
W.I. FUSHCHYCH, R.M. CHERNIHA

The second-order partial differential equations invariant under transformations of Galilei,
rotation, scale and projection are described.

1. Introduction
From the mathematical point of view the Galilean relativistic principle (in a restri-

cted sense) is nothing other than the requirement of the equations of motion to be
invariant under the linear transformations

t→ t′ = t, xa → x′a = xa + vat, a = 1, 2, 3,

va being transformation parameters (the inertial reference system velocity v compo-
nent). These transformations form a three-parameter Lie group. In order to construct
linear and nonlinear partial differential equations (PDE)

LU(t,x) = 0, x = (x1, . . . , xn)

(where L is a linear or nonlinear operator, which is invariant under the Galilean
transformations) it is also necessary to give the law of transformation for the depen-
dent variable of U(t,x). Under different transformation laws of the function U(t,x)
we obtain different classes of PDE.

As is well known, the linear heat equation in the (n+ 1)-dimensional space

∆U = λU0, ∆ = ∂2/∂x2
1 + · · · + ∂2/∂x2

n, U = U(t,x),
U0 = Ut = ∂U/∂t, λ = const

(1.1)

is invariant under the following transformations:

t→ t′ = t, xa → x′a = xa + vat, a = 1, n, (1.2)

U → U ′ = exp
[
−1

2
va

(
xa +

1
2
vat

)]
, (1.3)

va being the transformation parameters.
(1.3) defines the transformation law for the dependent function U(t,x) under the

Galilean transformations (1.2).
The 1

2 (n2 + 3n+ 6)-dimensional algebra with basic elements

Ga = t∂a − 1
2
λxaU∂U , ∂a = ∂/∂xa, ∂U = ∂/∂U, a = 1, n, (1.4a)

Jab = xa∂b − xb∂a, a �= b, a, b �= 1, n, (1.4b)

J. Phys. A: Math. Gen., 1985, 18, P. 3491–3503.
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Π = t2∂t + txa∂a −
(

1
4
λ|x|2 +

1
2
nt

)
U∂U , |x|2 = xaxa, (1.4c)

D = 2t∂t + xa∂a + kU∂U , k = constant, (1.4d)

P0 = ∂t, Pa = ∂a (1.4e)

(where the repeated indices imply summation) is maximal in the Lie restriction invari-
ance algebra (IA) of (1.1).

The set of operators (1.4) forms a Lie algebra, which will be noted by the symbol
SLi(1, n), i.e. the special Lie algebra. This name is natural because in the previ-
ous century Lie [10] (see also Ovsyannikov [13]) was the first to calculate the
maximal IA of the two-dimensional U(t, xa) heat equation. The maximal IA of the
(3 + 1)-dimensional Schrödinger equation, which coincides with (1.1) (differing only
by constant coefficients), was calculated by Niederer [11]. For some more details on
this, see, for example, Fushchych and Nikitin [6, 7].

From the group-theoretical point of view (1.3) defines the projective representation
of the group (1.2). Apart from the projective representation (1.3) the group (1.2) has
another representation, the infinitesimal operator of which

G̃a = t∂a, a = 1, n (1.5)

being different from the Ga operators (1.4a).
The operators (1.5) generate the following transformations:

t→ t′ = t, xa → x′a = xa + vat, U → U ′ = U. (1.6)

We call (1.2) and (1.3) the projective Galilean transformations (PGT) and (1.6) the
Galilean transformations (GT).

Equation (1.1) admits operators (1.4a) but does not admit operators (1.5).
In § 2 we describe the nonlinear second-order PDE

F (t, x, U, U0, U
I
, U
II

) ≡ −∆U +A(t, x, U)Ut +B(t, x, U, U
I
) = 0, (1.7)

where

U
I

= (U1, . . . , Un), U
II

= (U11, U12, . . . , Unn),

Ua = ∂U/∂xa, Uab = ∂2U/∂xa∂xb, a, b = 1, n,

F , A, B being arbitrary differentiable functions, invariant under the PGT (1.2) and
(1.3) as well as projective and scale transformations generated by operators (1.4c) and
(1.4d).

In § 3 we construct the most general nonlinear PDE of the form

F (t, x, U, U0, U
I
, U00, U01, . . . , U0n, U

II
) = 0, ∂2U/∂t∂xa = U0a (1.8)

which are invariant under the GT (1.6) and the translation group generated by the
operators (1.4e). In particular, it is established that a set of equations of the form
(1.8) does not contain linear equations (except, obviously U0 = 0, U00 = 0) invariant
under the GT (1.6) and the group of time and space translations.
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In the final part of § 3 we give several examples of Galilei invariant equations in
independent variables (t, x1) space, for which general solutions are constructed.

It is to be noted that equations of the class (1.7) are widely used to describe nonli-
near diffusion, heat and other processes. In particular, this class includes diffusion
equation of the form

∂U

∂t
=

∂

∂xa

(
C(U)

∂U

∂xa

)
(1.9)

as well as nonlinear Schödinger equations (if U is a complex function) and Hamilton–
Jacobi equations. The group classification of (1.9) for the one-dimensional case was
carried out by Ovsyannikov [12] and for the three-dimensional case by Dorodnitsyn
et al [3] and Fushchych [4].

2. Equation invariant under the projective Galilean transformations
First of all in this section we are going to find the conditions to be imposed on

the functions A and B under which (1.7) is invariant under the PGT (1.2) and (1.3).
The complete solution of this problem is given by the following theorem.

Theorem 1. Equation (1.7) is invariant under the PGT if and only if

A(t, x, U) = f(t, w), (2.1)

B(t, x, U, U
I
) = Ug(t, w,w1, . . . , wn) + (f(t, w) − λ)

(
xaUa
t

+
λ|x|2
4t2

U

)
, (2.2)

where

w = U exp
(
λ|x|2
4t

)
, |x|2 = xaxa, (2.3)

wa =
(
Ua +

1
2
λ
xa
t
U

)
exp
(
λ|x|2
4t

)
, a = 1, n, (2.4)

and f , g are arbitrary differentiable functions.
Proof. To prove the theorem let us use the Lie method (for a modern account,
see Bluman and Cole [1] and Ibragimov [13]). According to Lie’s approach, (1.7) is
considered as a manifold in the space of the following variables: t, x, U , U

I
, U
II
. (1.7)

is invariant under the transformations generated by an infinitesimal operator

X = ξµ(t, x, U)
∂

∂xµ
+ η(t, x, U)

∂

∂U
, µ = 0, n

when the following invariance condition is fulfilled:

2

XF =
2

X(−∆U +AUt +B)|F=0 = 0, (2.5)

where
2

X is the second prolongation of the infinitesimal operator X, i.e.

2

X = X + ρµ(t, x, U)
∂

∂Uµ
+ σµν(t, x, U)

∂

∂Uµν
, µ, ν = 0, n, (2.6)
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ρµ = ηµ + UµηU − Ui(ξiµ + Uµξ
i
U ), i = 0, n,

σµν = ηµν + UνηµU + UµηνU + UµUνηUU + UµνηU − Ui(ξiµν + Uνξ
i
µU )−

−UµUi(ξiνU + Uνξ
i
UU ) − Uµi(ξiν + Uνξ

i
U )−

−Uiν(ξiµ + Uµξ
i
U ) − UµνUiξ

i
U , i = 0, n.

Substituting (2.6) into (2.5), we obtain[
−(σ11 + . . .+ σnn) + ξµ

(
∂A

∂xµ
U0 +

∂B

∂xµ

)
+ η

(
∂A

∂U
U0 +

∂B

∂U

)
+

+ρ0A+ ρa
∂B

∂xa

]∣∣∣∣∣
F=0

= 0, a = 1, n.
(2.7)

After explicit expressions for ρµ, σµν have been substituted into (2.7) and the
obtained relation being split into separate parts for coefficients at U0a and Uab, a �= b,
the conditions for ξµ are found:

ξ0a ≡ ∂ξ0/∂xa = 0, ξµU ≡ ∂ξµ/∂U = 0, ξab + ξba = 0,
a �= b, a, b = 1, n, µ = 0, n.

(2.8)

After taking into account (2.8) the invariance condition, written in its complete
form, is given by[

ξµ
(
∂A

∂xµ
U0 +

∂B

∂xµ

)
+ η

(
∂A

∂U
U0 +

∂B

∂U

)
+ (η0 + ηUU0 − Uµξ

µ
0 )A+

+(ηa + ηUUa − Ubξ
b
a)
∂U

∂Ua
− ∆η − UaUaηUU−

−2UaηaU − ηu∆U + 2Uaaξaa + Ua∆ξµ
]∣∣∣∣∣
F=0

= 0.

(2.9)

In our case, taking into consideration the explicit form of the operators (1.4a) the
coefficient functions ξµ, η of the operator X are written in the form

ξ0 = 0, ξa = gat, η = −1
2
λgaxaU,

where ga, a = 1, n are arbitrary parameters.
Having used the explicit form of ξµ and η as well as the arbitrary nature and

independence of the parameters ga (2.9) is reduced to the following linear differential
equation system, which enables one to find the functions A(t, x, U) and B(t, x, U, U

I
):

t
∂A

∂xa
− 1

2
λxaU

∂A

∂U
= 0, a = 1, n, (2.10)

2
λ
t
∂B

∂xa
− xaU

∂B

∂U
− U

∂B

∂Ua
− xaU1

∂B

∂U1
− · · · − xaUn

∂B

∂Un
+

+xaB − 2
λ
Ua(A− λ) = 0, a = 1, n.

(2.11)
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Thus, the proof of the theorem is reduced to the construction of the general
solution of the strongly overdetermined system (2.10) and (2.11) consisting of 2n
equations for the functions A and B.

Now let us proceed in using the standard method to find the solutions of the
first-order PDE (see, e.g., Courant and Hilbert [2]).

Let us write the system of characteristic ordinary differential equations (ODE)
corresponding to the system (2.10)

dxa
t

=
dU

− 1
2λxaU

, a = 1, n. (2.12)

From (2.12) we obtain two invariants necessary for the construction of the general
solution of the system (2.10):

w = U exp
(
λ|x|2
4t

)
, w0 = t. (2.13)

Consequently, the general solution of (2.10) is determined by invariants (2.13) and has
the form

A(t, x, U) = f(w,w0), (2.14)

where f is an arbitrary differentiable function.
Now let us write the characteristic system of ODE (2.11):

− dxa
(2/λ)t

=
dU

xaU
=

dUa
U + xaUa

=
dU1

xaU1
= · · · =

dUa−1

xaUa−1
=

=
dUa+1

xaUa+1
= · · · =

dUn
xaUn

=
dB

xaB + (2/λ)(λ− f(w,w0))
, a = 1, n.

(2.15)

In (2.15), contrary to all the previous ones, the repeated indices do not mean summa-
tion.

Having solved the system (2.15) we obtain the following system of invariants
necessary for the determination of the function B:

w = U exp
(
λ|x|2
4t

)
, w0 = t,

wa =
(
Ua +

λxa
2t

U

)
exp
(
λ|x|2
4t

)
, a = 1, n,

I =
[
B + (λ− f(w,w0))

(
xaUa
t

+
λ|x|2
4t2

U

)]
exp
(
λ|x|2
4t

)
.

(2.16)

The function B is, consequently, determined from the functional equation

φ(w,w0, w1, . . . , wn, I) = 0 (2.17)

which gives us the general solution of (2.11):

B = Ug(w,w0, w1, . . . , wn) + (f(w,w0) − λ)
(
xaUa
t

+
λ|x|2
4t2

U

)
, (2.18)

where g is an arbitrary differentiable function.
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Thus, we are able to construct all the equations of the form (1.7), which are
invariant under pot, completing by this the proof of the theorem.

Consequence 1. If one supposes the coefficient B in (1.7) to be independent of the
derivatives U

I
, then

∆U = λU0 + Ug(w, t) (2.19)

is the most general equation, invariant under the PGT, g being here an arbitrary
differentiable function.

A class of equations (1.7) with coefficients (2.1) and (2.2) contains as a subclass a
set of equations which are invariant under the operators (1.4b) of the rotation group.
The complete description of (1.7) which admits both operators (1.4a) and (1.4b) is
given by the following theorem.

Theorem 2. Equations from the class (1.7) are invariant under the operators (1.4a)
and (1.4b) if and only if they have the form

∆U = f(w, t)Ut + Ug(w,wawa, t) + (f(w, t) − λ)
(
xaUa
t

+
λ|x|2
4t2

U

)
, (2.20)

where

wawa =

[
UaUa + λxaUa

U

t
+
(
λ|x|U

2t

)2
]

exp
(
λ|x|2
2t

)
.

This theorem is proved in the same way as the first one. The only difference is
that one should substitute into the invariance condition (2.9) the coefficients A and B
from (2.1) and (2.2) and the values of ξµ, η from (1.4b).

It should be noted that equations of the form (2.19) are obtained as a particular
case of (2.20), i.e. when the function B in (1.7) is independent on the derivatives U

I
.

Invariance under PGT automatically implies invariance under the rotation group.
The further restriction of the class of equations (2.19) is achieved by the require-

ment for the equations to be invariant under the projective operator Π (1.4c) and the
operator of scale transformations D (1.4d). The two following theorems are proved in
quite a similar way to the ones above.

Theorem 3. Among equations (2.19) only equations

∆U = λUt +
U

t2
g
(
tn/2w

)
, (2.21)

where g is an arbitrary differentiable function, admit the operator Π (1.4c).
Theorem 4. Among equations (2.19) only equations

∆U = λU1 + λ1
U

t2

(
U

ε(t, x)

)β
, tn/2w =

U

ε
× constant,

λ1 = constant, β = constant,

(2.22)

where

ε(t, x) =

[
1
2

(
λ

πt

)1/2
]n

exp
(
−λ|x|

2

4t

)
(2.23)
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is a fundamental solution of (1.1), admit the operator Π (1.4c) and the operator

D = 2t∂t + xa∂xa
+ (2/β − n)U∂U . (2.24)

Note 1. If one implies β = 0 in (2.22), the obtained equation has the form

∆U = λUt + λ1U/t
2 (2.25)

which may be reduced to (1.1) by means of the local substitution

U = W (t, x) exp(λ1/λt) λ �= 0.

Note 2. The coefficients of all classes of equations constructed above contain (expli-
citly or implicitly) the fundamental solution ε(t, x) of (1.1). This is apparently due to
the fact that ε(t, x) (with an approximation to an arbitrary constant) is the complete
solution of the system

∆ = λU0,

Ga(U) ≡ tUa + 1
2λxaU = 0, a = 1, n.

(2.26)

Note 3. The above theorems may be generalised for the systems of equations of the
form

∆U (k) = A(k)
(
t, x, U (1), . . . , U (m)

)
+

+B(k)
(
t, x, U (1), . . . , U (m)

)
, k = 1, 2, . . . ,m.

(2.27)

In particular, amongst the equations (2.27) only equations

∆U (k) = λU
(k)
0 + U (k)g(k)

(
t, w(1), . . . , w(m)

)
, k = 1, 2, . . . ,m,

where w(k) = U (k) exp
(
λ|x|2/4t), g(k) are arbitrary differentiable functions, are inva-

riant under the Galilean transformations with the infinitesimal operators

Ga = t
∂

∂xa
− 1

2
λxa

(
U (1) ∂

∂U (1)
+ · · · + U (m) ∂

∂U (m)

)
, a = 1, n.

3. The second-order equations,
invariant under the Galilean transformations

In this section we shall construct all the equations of the form

Ut = C(t, x, U)∆U +K(t, x, U, U
I
), (3.1)

where C(t, x, U), K(t, x, U, U
I
) are arbitrary differentiable functions, invariant under

the operators G̃a (1.5), generating the GT (1.6). Also we shall distinguish all the
second-order equations of the form (1.8) which admit the following operators:

G̃a = tPa, Pa = ∂a, P0 = ∂t, a = 1, n. (3.2)

These operators satisfy the commutational relations

[G̃a, Pb] = 0, [Pµ, Pν ] = 0, [G̃a, P0] = −Pa. (3.3)
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It turns out that the class of such equations is rather broad. In particular, it contains
the many-dimensional Monge–Ampère equation (see Fushchych and Serov [8]) and
the non-relativistic analogue of the latter. All these equations are considerably nonli-
near, and as a rule they cannot be reduced to the form containing a linear plus a
nonlinear term.

The following statement gives the solution of the first problem, which was posed
at the beginning of this section.

Theorem 5. (3.1) is invariant under the GT (1.6) if and only if

C(t, x, U) = f(t, U), (3.4)

K(t, x, U, U
I
) = g(t, U, U

I
) − xaUa/t, (3.5)

where f , g are arbitrary differentiable functions.
To prove this theorem one should repeat the same procedures used in proving

theorem 1, with the only obvious difference that the coefficient functions of the G̃a
operator, i.e.

ξ0 = 0, ξa = gat, a = 1, n, η = 0

should be substituted into (2.9).
Now let us formulate several more statements, giving the complete description of

the equations of class (3.1), invariant under G̃a, Jab and the operators

Π̃ = t2∂t + txa∂xa
, (3.6)

D̃ = 2t∂t + xa∂xa
. (3.7)

Theorem 6. Among the set of equations (3.1) only the equations given by

Ut = f(t, U)∆U + g(t, U,wn+1) − xaUa/t,

wn+1 = UaUa, Ua = ∂U/∂xa
(3.8)

are invariant under the operators G̃a and Jab, a, b = 1, n.
Theorem 7. (3.8) is invariant under the projective transformations generated by the
operator (3.6) if and only if

f(t, U) = f̃(U), g(t, U,wn+1) = t−2g̃(U, t2wn+1), (3.9)

where f̃ , g̃ are arbitrary differentiable functions.
Theorem 8. Amongst equations of the form (3.8) only equations

Ut = f̃(U)∆U + UaUag̃(U) − xaUa/t (3.10)

are invariant under the projective and scale transformations generated by the
operators (3.6) and (3.7).
Theorem 9. The maximal IA of the simplest linear equation from the class (3.10):

Ut = λ∆U − xaUa/t, λ = constant (3.11)
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is an algebra SLi(1, n) with basic operators:

G̃a = t∂a, Jab = xa∂b − xb∂a, Π̃ = t2∂t + txa∂xa
, I = U∂U ,

D̃ = 2t∂t + xa∂xa
, P̃a = ∂xa

+
xa
2λt

I, P̃t = ∂t +
(
n

2t
− |x|2

4λt2

)
I.

Note 4. (3.11), by means of the local substitution

U = W (t, x)tn/2 exp
(
λ|x|2
4t

)
or, in the equivalent notation,

U =
W (t, x)
ε(t, x)

, ε(t, x) =

[
1
2

(
λ

πt

)1/2
]n

exp
(
−λ|x|

2

4t

)
may be reduced to (1.1) for the function W (t, x).

Note 5. The classes of equations given in theorems 5 and 6 can be obtained from the
equations given in theorems 1 and 2. For this purpose it would be enough to apply
the above substitution from note 4.

Note 6. Equations invariant under GT (1.6) (see theorem 5) can be transformed by
means of the substitution of the independent variables

t = θ(t′),

xa = θ(t′)xa + θ(a)(t′), a = 1, n,

where θ(t′) �= constant, θ(a), a = 1, n being arbitrary differentiable functions, to the
equations given by

U ′
t′ = f ′(t′, U ′)∆U ′ + g′(t′, U ′, U

I

′),

where

U ′(t′, x′) = U(t, x),

f ′(t′, U ′) =
dθ

dt′
(θ(t′))−2f(θ(t′), U ′),

g′(t, , U ′, U
I

′) =
dθ

dt′
g(θ(t′), U ′, U

I

′(θ(t′))−1)+

+
(
dθ(a)(t′)
dt′

(θ(t′))−1 − dθ

dt′
θ(a)(t′)(θ(t′))−2

)
U ′
a.

In particular if

θ(t′) = t′, θ(a)(t′) = 0, a = 1, n

one obtains the equations

U ′
t′ = t′−2f(t′, U ′)∆U ′ + g(t′, U ′, U

I

′t−1).
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Consequence 2. It follows from the theorems given in §§ 2 and 3 that the nonlinear
diffusion equation (1.9) is invariant neither under PGT (1.2) and (1.3), nor under
GT (1.6). It means that the Galilean principle of invariance is not satisfied by (1.9).
Nonlinear equations, invariant under PGT and x and t translations, are obtained by
Fushchych [5].

Now let us proceed in solving the second problem: to describe all the second-order
equations

F (x0, x1, U, U0, U1, U00, U01, U11) = 0 (3.12)

in the two-dimensional space (x0, x1), which are invariant under GT and translations
generated by operators (3.2).

Theorem 10. Amongst the set of equations (3.12) only the equations given by

F1(w(I), w(II), U, U1, U11) = 0 (3.13)

are invariant under ot (1.6) and translations.
(3.13) contains the following notation:

w(I) = det
(

U0 U1

U01 U11

)
, w(II) = det

(
U00 U01

U10 U11

)
(3.14)

of the determinant of matrices, the elements of which are the first- and second-order
derivatives of the function U . Here F1 is an arbitrary differentiable function.

Proof. The invariance of (3.12) under translations, i.e. operators P0, P1, is equivalent
to the requirement

∂F

∂x0
=
∂F

∂x1
= 0. (3.15)

Taking into account (3.15) we obtain the following expression for the action of the

twice prolonged operator
2

X on the manifold (3.12) (see (2.6))(
η
∂F

∂U
+ ρµ

∂F

∂Uµ
+ σµν

∂F

∂Uµν

)∣∣∣∣∣
F=0

= 0, µ, ν = 0, 1. (3.16)

The coefficient functions of operators {Ga} are given by

ξ0 = η = 0, ξ1 = t. (3.17)

The coefficient functions {ρµ} = {ρ0, ρ1}, {σµν} = {σ00, σ01, σ10, σ11} are determined
from the formulae given in § 2. Taking into account (3.17) we obtain

ρ0 = −U1, ρ1 = 0,
σ00 = −2U01, σ01 = σ10 = −U11, σ11 = 0.

(3.18)

With the help of formulae (3.17) and (3.18) the invariance condition (3.16) can
easily be reduced to the following linear pde for the function F :

U1
∂F

∂U0
+ 2U01

∂F

∂U00
+ U11

∂F

∂U01
= 0 (3.19)
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which can be readily solved. The general solution of (3.19) is an arbitrary differentiable
function

F = F1(w(I), w(II), U, U1, U11)

which depends on five variables. The theorem is proved.

Theorem 10, without any substantial complications, is generalised for the case of
(n+ 1)-dimensional space

F (x0, x1, . . . , xn, U, U0, U
I
, U00, U01, . . . , U0n, U

II
) = 0,

U
I

= (U1, . . . , Un), U
II

= (U11, U12, . . . , Unn)
(3.20)

i.e. we have the following theorem.

Theorem 11. Amongst equations of the class (3.20) only equations given by

F1(w(I), w(II), U, U
I
, U
II

) = 0 (3.21)

are invariant under GT (1.6) and x0, x1, . . . , xn coordinate translations, where

w(I) = det


U0 U1 · · · Un
U10 U11 · · · U1n

· · · · · · · · · · · ·
Un0 Un1 · · · Unn

 ,

w(II) = det


U00 U01 · · · U0n

U10 U11 · · · U1n

· · · · · · · · · · · ·
Un0 Un1 · · · Unn

 .

(3.22)

Note 7. In the specific case when

F1 ≡ w(II) = det(Uµν) = 0, Uµν = ∂2U/∂xµ∂xν

a many-dimensional Monge–Ampère equation is obtained, the group properties of
which have been studied by Fushchych and Serov [8].

Note 8. In the case

F1 = w(I) − λ = 0, λ = constant (3.23)

the maximal IA of this equation is generated by an operator

X = ξµ
∂

∂xµ
+ η

∂

∂U
,

ξ0 = C00t+ d0, ξa = Cabxb + fa(t), a, b = 1, n,

η = CU + d, C =
C00 + 2(C11 + · · · + Cnn)

n+ 1
,

(3.24)

where C00, Cab, d0, d are arbitrary constants, and fa(t), a = 1, n are arbitrary
differentiable functions.
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It means that the maximal IA of (3.23) is infinitely dimensional. In particular, this
algebra contains operators of the form

∂x0 , ∂xa
, ∂U , xb∂xa

, a �= b, a, b = 1, n, (3.25a)

D0 = x0∂x0 +
U

n+ 1
∂U ,

D1 = x1∂x1 +
2U
n+ 1

∂U , . . . , Dn = xn∂xn
+

2U
n+ 1

∂U ,

(3.25b)

X1 = f1(t)∂x1 , . . . , Xn = fn(t)∂xn
. (3.25c)

Note 9. It is possible to construct a general solution for the two-dimensional equation

w(I) = det
(

U0 U1

U01 U11

)
= 0. (3.26)

To prove this, we represent (3.26) as follows:

∂

∂x1

(
U1

U0

)
= 0, U1 =

∂U

∂x1
, U0 =

∂U

∂x0

and then we obtain the general solution

U = F (x1 +G(x0)),

where F and G are arbitrary differentiable functions. Direct verification shows that

U = F (Laxa +G(x0)), a = 1, n, La = constant

is a particular solution of (n+ 1)-dimensional equation (3.23) under λ = 0.

Note 10. Equations

w(I) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
U0 · · · Un
U10 · · · U1n

· · · · · · · · ·
Un0 · · · Unn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = F (U), (3.27)

where F (U) is an arbitrary twice differentiable function, can be reduced to (3.23) at
λ = 1 for the function W (x0, . . . , xn) by the substitution

W =
∫

[F (U)]−1/(n+1)dU.

Note 11. Maximal IA of the equation

w(I) = F (UaUa), UaUa = U2
1 + · · · + U2

n (3.28)

is generated by the basis operators (3.25c) and

∂x0 , ∂xa
, ∂U , xa∂xb

− xb∂xa
, a �= b, a, b = 1, n,

D = (1 − n)∂x0 + xa∂xa
+ U∂U .
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In particular, in the case of n = 1 for equations of the class (3.28)∣∣∣∣ U0 U1

U10 U11

∣∣∣∣ = U2
1 , (3.29)

∣∣∣∣ U0 U1

U10 U11

∣∣∣∣ = U3
1 (3.30)

one can obtain the general solutions, namely U = F (x1e
−x0 + G(x0)) is the general

solution of (3.29) and φ(U, x0U + G(x0) − x1) = 0 is the general solution of (3.30)
written in an implicit form, F , G, φ being arbitrary differentiable functions.

In conclusion, we note that among the Galilei invariant equations (3.21) one can
distinguish a class of equations

U0 = λ(U,U
I
)∆U +Q(U,U

I
) − w(III)/w(II), (3.31)

w(III) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 U1 · · · Un
U10 U11 · · · U1n

· · · · · · · · · · · ·
Un0 Un1 · · · Unn

∣∣∣∣∣∣∣∣ , w(II) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
U11 · · · U1n

U21 · · · U2n

· · · · · · · · ·
Un1 · · · Unn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
λ, Q being arbitrary functions.

As to the structure, equations of the form (3.31) are diffusive type nonlinear
equations with a strongly nonlinear addition. The properties of (3.31) will be studied
by us in a further paper.
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Реализация на ЭВМ алгоритма вычисления
нелокальных симметрий для уравнений
типа Дирака
В.И. ФУЩИЧ, В.В. КОРНЯК

Нелиевский алгоритм вычисления алгебр инвариантности систем дифференциаль-
ных уравнений в частных производных реализован в виде программ для ЭВМ. Про-
грамма написана на языке символьных вычислений РL/I–FORMAC. На ЭВМ вычи-
слена новая восьмимерная алгебра инвариантности для системы уравнений Дирака.

The non-Lie algorithm of calculation of invariance algebras of systems of partial di-
fferential equations is realized on computer. The program is written in the symbol
language PL/I–FORMAC and the new 8-dimensional invariance algebra of Dirac equati-
on is computed.

В [1–3] предложен новый метод исследования теоретико-алгебраических свойств
систем дифференциальных уравнений в частных производных, позволяющий уста-
навливать симметрии, которые не могут быть в принципе вычислены с помощью
классического метода C. Ли. Этот метод дал возможность обнаружить неизвестные
ранее нелокальные симметрии основных уравнений релятивистской квантовой те-
ории [1–4]: Максвелла, Дирака, Кеммера–Деффина, Рариты–Швингера и т.д.

Применение нелиевскогo алгоритма [1–3] к конкретным системам уравнений
требует, как известно, проведения большого объема аналитических вычислений,
для выполнения которых целесообразно использовать ЭВМ. Эта статья посвящена
реализации алгоритма [1–3] в виде программ для ЭBM. Программа написана на
языке символьных вычислений PL/I–РОКМАС [5].

1. Описание алгоритмов
Ключевая идея нелиевского алгоритма [1–3] для вычисления алгебры инвари-

антности систем дифференциальных уравнений (ДУ) состоит в приведении их, с
помощью невырожденного преобразования, к максимально расщепленным незави-
симым подсистемам. После такого расщепления обычно бывает нетрудно найти
алгебру инвариантности преобразований Фурье, задачу можно свести к проблеме
приведения символьной матрицы к каноническому жорданову виду.

Приведение матрицы к жорданову виду, включает в себя в виде подзадачи
проблему собственных значений, является одной из наиболее технически трудных
задач линейной алгебры. Для численных матриц только в недавнее время были ра-
зработаны так называемые QR-алгоритмы [6], признанные удовлетворительными.
Эти алгоритмы являются итерационными и поэтому совершенно непригодны для
символьных матриц, для которых отсутствует понятие сходимости. Поэтому мы
использовали более прямые методы. Алгоритм состоит из двух основных частей
и реализован в виде двух отдельных программ на языке FORMAC. Первая часть

Препринт 85.20, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 18 c.



Реализация на ЭВМ алгоритма вычисления нелокальных симметрий 499

алгоритма служит для получения характеристических полиномов матрицы и в тех
случаях, когда степень полинома не превышает четырех — вычисляются корни.
Мы воспользовались здесь методом Данилевского [7] приведения матрицы к ка-
нонической форме Фробениуса:

F =


−α1 −α2 · · · −αn−1 −αn

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
· · · · · · ·
0 0 · · · 0 0

 .

Характеристический полином матрицы Фробениуса равен

f(λ) = λn + α1λ
n−1 + · · · + αn,

а любая матрица приводится к форме Фробениуса (точнее к блочно-треугольной
форме с фробениусовыми матрицами на диагонали) с помощью элементарных пре-
образований, не требующих знаний собственных значений.

Пусть имеется матрица

A = A0 =

 a0
11 a0

12 · · · a0
1,n−1 a0

1,n

· · · · · · ·
a0
n,1 a0

n,2 · · · a0
n,n−1 a0

n,n

 .

Здесь и ниже верхний индекс нумерует последовательность матриц, возникающих
в процессе вычислений.

Алгоритм приведения включает следующие действия:
1) Начинаем с предпоследнего элемента нижней строки a0

n,n−1. Если этот эле-
мент не равен нулю — делим на него все элементы столбца, а из остальных
столбцов вычитаем (n − 1)-й столбец, умноженный на такие величины, чтобы в
нижней строке получались нули. В результате получаем матрицу вида

B =

 b11 b12 · · · b1,n−1 b1,n
· · · · · · ·
0 0 · · · 1 0

 .

Эта матрица не подобна матрице A0. Чтобы восстановить подобие, нужно еще
выполнить некоторое, также элементарное, преобразование, эквивалентное умно-
жению слева на матрицу

M =


1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
· · · · · · ·

a0
n,1 a0

n,2 · · · a0
n,n−1 a0

n,n

0 0 · · · 0 1

 .

Это преобразование изменяет лишь (n − 1)-ю строку матрицы B. Возникшая ма-
трица

A1 = MB =

 a1
11 a1

12 · · · a1
1,n−1 a1

1,n

· · · · · · ·
0 0 · · · 1 0
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уже будет подобна матрице A0. После этого переходим к (n− 1)-й строке и повто-
ряем операцию с элементом, расположенным в позиции (n− 1, n− 2).

2) Если очередной элемент в позиции (n−k, n−k−1) оказался равным нулю —
ищем слева от него в (n−k)-й строке ненулевой элемент. Допустим, что он распо-
ложен в l-м столбце, — переставляем (n− k − 1)-й и l-й столбец и одновременно,
для сохранения подобия, (n− k − 1)-ю и l-ю строки.

3) Если ненулевой элемент в (n− k)-й строке не найден, то матрица Ak прио-
бретает блочно-треугольный вид

Ak =
(
C D
0 F

)
,

где

F =


akn−k,n−k · · · akn−k,n−1 akn−k,n

1 · · · 0 0
· · · · · ·
0 · · · 1 0

 ,

т.е. F имеет фробениусову форму.
Поскольку

det(A− λE) = det(Ak − λE) = det(C − λE) det(F − λE),

сразу можно выделить det(F − λE) как сомножитель характеpистического поли-
нома и далее применить алгоритм к матрице C.

В соответствии с этим алгоритмом была написана программа NLP. Эта про-
грамма вычисляет и корни полиномов, если их степень оказывается меньше пяти.
Для более экономного представления разреженных матриц в памяти ЭВМ мы при-
меняем представление строк матрицы в виде сумм, слагаемыми которых является
произведения элементов матрицы на координаты “пробного” вектора. Ниже будет
приведен поясняющий пример.

После определения собственных чисел матрицы A и их алгебраических кратно-
стей необходимо найти жорданову форму J и матрицу преобразования W , такую,
что

WAW−1 = J.

Для этих целей была написана программа NLJW. Алгоритм работает следующим
образом:

Выполняется цикл последовательного перебора корней. Выбрав определенный
корень, мы должны установить структуру жорданова блока, соответствующего
этому корню. Жордановым блоком мы здесь будем называть совокупность всех
жордановых клеток с данным корнем λ. Жордановой клеткой порядка p называют
матрицу размера p× p вида

λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ

 .
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В частности, диагональному случаю соответствуют жордановы клетки порядка 1.
Существует общая формула, позволяющая найти число np жордановых клеток
порядка p в блоке с собственным числом λ, именно

np = rank (A− λE)p−1 − 2 rank (A− λE)p + rank (A− λE)p+1.

По определению полагается rank (A− λE)0 = N , где N — размер матрицы A. Не-
посредственное использование этой формулы может привести к излишним вычи-
слениям. Во многих случаях (на практике — в большинстве) для определения
числа np нет необходимости вычислять rank (A − λE)p+1. Вычисление высоких
степеней матрицы A − λE является самым узким местом алгоритма. Например,
если A − λE — разреженная матрица, то уже (A − λE)2 как правило не будет
разреженной. Поэтому важно минимизировать количество вычислений степеней
матриц. Мы получим некоторые соотношения, позволяющие достичь этого.

Поскольку все рассматриваемые ниже величины не зависят от выбора системы
координат, рассмотрим матрицу A − λE в жордановом базисе. Она будет иметь
вид

A− λE =



0
. . .

n1

0

0 1
0 0

. . .


n2

0 1
0 0

. . .

B



,

здесь B — матрица полного ранга rank B = N − kalg, kalg = n1 + 2n2 + · · · +
mnm — алгебраическая кратность корня λ. Последовательно возведение в степень
нильпотентной матрицы вида

0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 . . . 0 0

 .

приводит к сдвигам на 1 позицию вправо диагонали из единиц и уменьшению ран-
га на 1. Исхода из этого, рассматривая последовательно ранги степеней матрицы
A− λE можно получить необходимые нам величины. Допустим, что уже найдены
числа n1, n2, . . . , np−1 и вычислен rank (A− λE)p, тогда нам известны величины

a = pnp + (p+ 1)np+1 + · · · +mnm = kalg − [n1 + 2n2 + · · · + (p− 1)np−1],
b = np+1 + 2np+2 + · · · + (m− p)nm = kalg −N + rank (A− λE)p.

Поскольку a, b, nl — неотрицательные числа, то в случаях когда b = 0 или
b = 1 величины np, np+1, . . . определяются однозначно. Именно, если b = 0, то
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np = a/p, np+1 = 0, . . .; если b = 1, то np = (a − p − 1)/p, np+1 = 0, . . . (Можно
объединить формулу вычисления np для обоих случаев b = 0 и b = 1: np = [a−b(p+
1)]/p). При p = 1, например, случай b = 0 соответствует равенству геометрической
кратности алгебраической, что приводит к диагонализации блока, а равенство b =
1 означает, что геометрическая кратность на единицу меньше алгебраической, что
указывает на наличие в жордановом блоке диагональной части длины kalg − 2 и
одной жордановой клетки вида(

λ 1
0 λ

)
.

Таким образом, в подобных случаях для определения np достаточно знать только
rank (A− λE)p. Отдельно необходимо выделить случай алгебраической кратности
равной единице — этот случай вообще не требует вычисления рангов.

В процессе определения жордановой структуры матрицы можно по частям ре-
шать матричное уравнение WA− JW = 0 для матрицы преобразования W . Имен-
но, можно показать, что каждой жордановой метке соответствует автономная си-
стема линейных уравнений, содержащая только те элементы матрицы W , которые
входят в строки W , расположенные против соответствующих строк жордановой
клетки. Более того, если в блоке имеется несколько жордановых клеток одного
размера, то им соответствуют системы уравнений одинаковой структуры. Поэтому
достаточно решать систему уравнений один раз и, заменив переменные, получить
для всех клеток данного размера решения. Проиллюстрируем это примером для
матриц размера 2 × 2. Пусть матрица J имеет вид

J =
(
λ 0
0 λ

)
,

тогда уравнение WA− JW = 0 будет иметь вид(
w11 w12

w21 w22

)(
a11 a12

a21 a22

)
−
(
λ 0
0 λ

)(
w11 w12

w21 w22

)
= 0.

Для верхней строки матрицы W получаем систему уравнений:

w11(a11 − λ) + w12a21 = 0,
w11a12 + w12(a22 − λ) = 0,

для нижней — систему

w21(a11 − λ) + w22a21 = 0,
w21a12 + w22(a22 − λ) = 0.

Мы видим, что эти системы одинаковы с точностью до замены неизвестных. Ана-
логичная ситуация и в случае жордановых клеток общего вида.

Таким образом алгоритм производит следующие действия:
1) Выполняется цикл по различным корням.
2) После выбора корня выполняется цикл по размерам жордановых клеток. Для

каждого размера определяется количество клеток, и, если оно не равно нулю —
методом Гаусса решается уравнение для определения соответствующих элементов
матрицы свободными параметрами, а остальные выражаются через них.
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3) Последовательно выводятся на печать по клеткам строки матриц J и W .
Производится подсчет числа произвольных параметров.

Такая последовательная организация вычислений может оказаться полезной
в случае, если известны не все корни. В таком случае мы получим частичное
приведение матрицы к жорданову виду, что может дать некоторую информацию о
симметриях системы уравнений.

В конце работы программа печатает число параметров матрицы преобразова-
ния. Параметры должны удовлетворять условиям невырожденности матрицы. Не-
вырожденность матрицы соответствует случаю общего положения, т.е. из любой
вырожденной матрицы малым изменением параметров можно получить невыро-
жденную.

Мы не вычисляем здесь обратную матрицу W−1 по следующим причинам:
1) Элементы обратной матрицы будут слишком громоздкими, т.к. они представ-

ляют собой сложные нелинейные функции параметров.
2) Даже в численной математике непосредственное вычисление любого объе-

кта, получаемого с помощью обратных матриц требует в 3 раза меньше времени
и в 2 раза меньше памяти, чем обращение матрицы. Поэтому с вычислительной
точки зрения обратные матрицы бесполезны.

Для получения выражений, содержащих обратные матрицы целесообразней на-
писать программу, вычисляющую эти выражения непосредственно, например, ме-
тодом Гаусса.

2. Примеры применения программ
Приведем примеры, иллюстрирующие работу программ NLP и NLJW. Все

вычисления проводились на ЭВМ ЕС–1022 с доступной оперативной памятью 390
килобайтов.

Рассмотрим вначале систему уравнений с минимальным нетривиальным разме-
ром матрицы:

∂u

∂t
− ∂v

∂x
= 0,

−∂u
∂x

+
∂v

∂t
= 0.

Эта система получается в результате факторизации волнового уравнения

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0.

У этой системы нет нетривиальных нелокальных симметрий рассматриваемо-
го нами типа. Мы выбрали ее только из-за краткости ввода и вывода. Символ
оператора системы имеет вид(

p0 p1

p1 p0

)
, где p0 = i

∂

∂t
, p1 = −i ∂

∂x
.

Ниже слева приведена информация в том виде, в котором она представлена на
вводе и выводе — справа — эквивалент в обычных математических обозначениях
или пояснение.

Для работы программы NLP необходимо ввести следующую информацию:
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СИСТЕМА UT – VX =0, –UX – VT=0
— пояснительная информация.

’P0*#1+P1*#2’ — в таком виде вводится матрица. Здесь
“пробный” вектор с координатами #1, #2

’P1*#1+P0*#2’ служит для представления строк матрицы
в виде сумм.

На выходе будет напечатано:
ВХОДНЫЕ ДАННЫЕ
СИСТЕМА UT – VX =0, -UX – VT=0
МАТРИЦА

P0*#1+P1*#2
P1*#1+P0*#2

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ПОЛИНОМ
CHP(1)=–2L#P0+L#2+P02–P12, L# — обозначение для

собственного числа.
КОРНИ

L#=P0+P1
L#=P0–P1

Для работы программы NLJW нужно ввести следующую информацию:
СИСТЕМА UT – VX =0, -UX – VT=0
2 — число различных корней
’P0+P1’ 1 — корни и их алгебраические
’P0–P1’ 1 кратности
’P0*#1+P1*#2’ – исходная матрица
’P1*#1+P0*#2’

На выходе будет напечатано:
ВХОДНЫЕ ДАННЫЕ
СИСТЕМА UT – VX =0, -UX – VT=0
ЧИСЛО РАЗЛИЧНЫХ КОРНЕЙ 2
СОБСТВЕННЫЕ ЧИСЛА И ИХ КРАТНОСТЬ

P0+P1 1
P0–P1 1

СТРОКИ ИСХОДНОЙ МАТРИЦЫ
P0*#1+P1*#2
P1*#1+P0*#2

ПЕЧАТЬ СТРОК МАТРИЦЫ ПО ЖОРДАНОВЫМ КЛЕТКАМ
КОРЕНЬ АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ КРАТНОСТИ 1

L#(1)=P0+P1
ЖОРДАНОВА КЛЕТКА ПОРЯДКА 1

J#(1)=#1(P0+P1) — первая строка (p0 + p1, 0)
жордановой матрицы J .

СОТВЕТСТВУЯЩАЯ ЧАСТЬ МАТРИЦЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
W#(1)=T#1#1+T#1#2 — первая строка (t1, t1)

матрицы W . Здесь T#1 —
обозначение для произвольного
параметра t1.

КОРЕНЬ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КРАТНОСТИ 1
L#(1)=P0–P1
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ЖОРДАНОВА КЛЕТКА ПОРЯДКА 1
J#(2)=#2(P0–P1) — вторая строка (0, p0 − p1)

матрицы J .
СООТВЕТСТВУЮЩАЯ ЧАСТЬ МАТРИЦЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

W#(2)=–T#2#1+T#2#2 — вторая строка (−t2, t2)
матрицы W .

МАТРИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 2-ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ

Приведем результаты применения программ к уравнению Дирака и уравнению
Kеммера–Дефина–Петье в 4-мерном пространстве–времени для 10-компонентной
волновой функции.

Символ оператора Дирака имеет вид
p0 −m 0 −p3 −p1 + ip2

0 p0 −m −p1 − ip2 p3

p3 p1 − ip2 −p0 −m 0
p1 + ip2 −p3 0 −p0 −m

 .

С помощью программы NLP получаем 2 корня

λ1,2 = −m± P, P =
√
pµpµ.

Каждый из этих корней имеет алгебраическую кратность равную двум.
В результате работы программы NLJW получаем диагональную жорданову ма-

трицу

J =


−m+ P

−m+ P
−m+ P

−m+ P


и 8-параметрическую матрицу преобразования

W =



−t1p3 − t2(p1 + ip2)
p0 − P

−t1(p1 − ip2) + t2p3

p0 − P t1 t2

−t3p3 − t4(p1 + ip2)
p0 − P

−t3(p1 − ip2) + t4p3

p0 − P t3 t4

−t5p3 − t6(p1 + ip2)
p0 + P

−t5(p1 − ip2) + t6p3

p0 + P t5 t6

−t7p3 − t8(p1 + ip2)
p0 + P

−t7(p1 − ip2) + t8p3

p0 + P t7 t8


. (1)

Теперь видно, что символ оператора Дирака инвариантен по отношению к линей-
ным преобразованиям из 8-мерой группы GL(2)⊗GL(2). При переходе с помощью
преобразования Фурье от символов к операторам, матрицы групп инвариантности
станут интегродифференциальными операторами.

Непосредственное обращение матрицы W можно выполнить с помощью ЭВМ,
но это приводит к громоздким и плохо отражающим структуру выражениям. По-
этому лучше воспользоваться факторизованным представлением матрицыW , пре-
дложенным в [3]

W = GW0. (2)
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Здесь W0 — значение матрицы (1) при каком-нибудь фиксированном наборе пара-
метров t1—t8, G — произвольная матрица из GL(2)⊗GL(2). При таком представ-
лении обратная матрица выражается формулой

W−1 = W−1
0 G−1.

При выборе конкретных значений параметров t1—t8 потребуем, чтобы матрица
W0 не вырождалась при обращении в нуль пространственных компонент p1, p2,
p3 4-вектора импульса. Легко найти набор параметров, удовлетворяющих этому
требованию. Например, можно выбрать:

t1 = − p3

p0 + P , t2 = −p1 − ip2

p0 + P , t3 = −p1 + ip2

p0 + P ,

t4 =
p3

p0 + P , t5 = t8 = 1, t6 = t7 = 0.

При этих значениях параметров матрица (1) примет вид

W0 =



1 0 − p3

p0 + P −p1 − ip2

p0 + P
0 1 −p1 + ip2

p0 + P
p3

p0 + P
− p3

p0 + P −p1 − ip2

p0 + P 1 0

−p1 + ip2

p0 + P
p3

p0 + P 0 1


= 1 − γ0γipi

p0 + P .

Матрицу, обратную к W0, естественно искать в виде

W−1
0 = a

(
1 +

γ0γipi
p0 + P

)
.

Коэффициент a находится из соотношения

W0W
−1
0 = a

{
1 − γ0γipiγ0γjpj

(p0 + P)2

}
= a

{
1 − p2

1 + p2
2 + p2

3

(p0 + P)2

}
= 1.

Таким образом

a = 1 +
p2
1 + p2

2 + p2
3

(p0 + P)2 − p2
1 − p2

2 − p2
3

.

Если матрица G имеет следующую параметризацию

G =


a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
0 0 b11 b12
0 0 b12 b22

 ,

то обратная к ней матрица примет вид

G−1 =


1

∆1

(
a22 −a12

−a21 a11

)
1

∆2

(
b22 −b12
−b21 b11

)
 .
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Здесь aij , bij —произвольные параметры, удовлетворяющие условиям

∆1 = a11a22 − a21a12 �= 0,
∆2 = b11b22 − b21b12 �= 0.

Рассмотрим теперь символ оператора Гамильтона для уравнения Дирака

γ0γipi + γ0m =


m 0 p3 p1 − ip2

0 m p1 + ip2 −p3

p3 p1 − ip2 −m 0
p1 + ip2 −p3 0 −m

 .

В результате применения вычислительных программ получаем жорданову форму

J =


E

E
0

0
−E

−E


и 8-параметрискую матрицу преобразования

W =


(m+ E)[t1p3 + t2(p1 + ip2) (m+ E)[t1(p1 − ip2) − t2p3] t1(p

2
1 + p22 + p23) t2(p

2
1 + p22 + p23)

(m+ E)[t3p3 + t4(p1 + ip2) (m+ E)[t3(p1 − ip2) − t4p3] t3(p
2
1 + p22 + p23) t4(p

2
1 + p22 + p23)

(m− E)[t5p3 + t6(p1 + ip2) (m− E)[t5(p1 − ip2) − t6p3] t5(p
2
1 + p22 + p23) t6(p

2
1 + p22 + p23)

(m− E)[t7p3 + t8(p1 + ip2) (m− E)[t7(p1 − ip2) − t8p3] t7(p
2
1 + p22 + p23) t8(p

2
1 + p22 + p23)

.(3)

Здесь E =
√
p2
1 + p2

2 + p2
3 +m.

Выбирая для матрицы (3) набор параметров аналогично предыдущему случаю

t1 =
p3

p0 + E
, t2 =

p1 − ip2

p0 + E
, t3 =

p1 + ip2

p0 + E
,

t4 = − p3

p0 + E
, t5 = t8 = 1, t6 = t7 = 0

получим матрицу

W0 =



1 0
p3

m+ E

p1 − ip2

m+ E

0 1
p1 + ip2

m+ E
− p3

m+ E

− p3

m+ E
−p1 − ip2

m+ E
1 0

−p1 + ip2

m+ E

p3

m+ E
0 1


.

Матрица, обратная к W0, имеет вид

W−1
0 =

{
1 − p2

1 + p2
2 + p2

3

(m+ E)2 + p2
1 + p2

2 + p2
3

}(
1 − γipi

m+ E

)
.

Используя формулу (2) получим общий вид обратной матрицы к матрице преобра-
зования (3).
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Рассмотрим теперь уравнение Кеммера–Деффина–Петье

(βµpµ −m)Ψ = 0, µ = 0, 3.

Матрицы βµ удовлетворяют алгебре

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gνλβµ,

gµν = diag (1,−1,−1,−1) — метрический тензор.
Матрицы βµ можно реализовать в виде

β0 = i


0̂ 0̂ −1̂ 0
0̂ 0̂ 0̂ 0
1̂ 0̂ 0̂ 0
0 0 0 0

 , βa =


0̂ 0̂ 0̂ λa
0̂ 0̂ −Ŝa 0
0̂ Ŝa 0̂ 0

−λ+
a 0 0 0

 , a = 1, 3.

Здесь

Ŝ1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Ŝ2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , Ŝ3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ,

λ1 =

 i
0
0

 , λ2 =

 0
i
0

 , λ1 =

 0
0
i

 ,

0̂ и 1̂ — нулевые и единичные матрицы размера 3 × 3, 0 — 3-х компонентные
нулевые столбцы или строки.

Применение программы NLP к символу оператора КДП дает следующие корни
и алгебраические кратности:

λ1 = −m — кратность =4,
λ2 = −m+ P — кратность =3,
λ3 = −m− P — кратность =3.
С помощью программы NLJW символ оператора КДП приводится к диагональ-

ному виду, т.е. алгебраические кратности совпадают с геометрическими. При этом
вычисляется 34-параметрическая матрица преобразованияW , которую мы для эко-
номии места не приводим. Таким образом уравнение Кеммера–Деффина–Петье
инвариантно относительно 34-параметрической группы GL(4) ⊗GL(3) ⊗GL(3).
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Relativistic particle of arbitrary spin
in the Coulomb and magnetic-monopole field
W.I. FUSHCHYCH, A.G. NIKITIN, W.M. SUSLOPAROW

Exact solutions of relativistic wave equations for any spin charged particle in the
Coulomb and magnetic-monopole fields are found.

1. Introduction
The description of interaction of charged spinning particle with external field is

important problem of quantum mechanics. The interest in such problems is stimulated
by the research of quark models with effective potential (see, e.q., [1]).

The experimental discovery of the relatively stable resonances with spins s > 1
2

and searches of the exotic atoms, in which these resonances play the role of an orbital
particles [2, 3] lead to the necessity of description of high-spin particle motion in
an external field. At the same time relativistic wave equations for such particles lead
to contradictions of principle — such as the absence of stable solutions in Coulomb
field [4], the causality violation [5], etc. (see, e.q., [6]).

In papers [7, 8] Poincaré-invariant wave equations for particles of arbitrary spin
are proposed which allow us to avoid many of these difficulties. By using these
equations the solutions of many problems connected with any spin particle motion
in an external field have been found for homogeneous magnetic field, Coulomb one
and also for Redmond field — i.e. the combination of plane wave and homogeneous
magnetic, field [9, 10]. In [11] the alternative possibility, of describing the spinning
particle in the Coulomb field is considered, one that makes use of Galilei-invariant
wave equations.

In present paper the problem of interaction of any spin relativistic particle with
magnetic-monopole field is solved, using the equations proposed in [7, 8]. Such a
problem for spinless particle was first considered by Dirac [12] and Tamm [13].
Harish-Chandra [14] obtained the exact solution of Dirac equation for electron in-
teracting with magnetic-monopole field. A number of publications, devoted to the
description of the motion of a charge in monopole field has appeared last time (see,
e.g., [15–18]), but the case of a particle of any spin was not yet considered.

Besides we obtain the exact solutions of Poincaré-invariant equations for particles
with arbitrary spin, interacting with the combination of the Coulomb and magnetic-
pole fields.

2. Poincaré-invariant equations for particles of arbitrary spin
We will start from the following equations, describing the relativistic particle of

spin s in an external electromagnetic field [7, 8]:[
Γµπµ −m+

e

4m
(1 − iΓ4)

(
1
s
Sµν − iΓµΓν

)
Fµν
]

Ψ = 0,

(Γµπµ +m)(1 − iΓ4)[SµνSµν − 2s(s− 1)]Ψ = 16msΨ,
(2.1)

Nuovo Cimento A, 1985, 87, № 4, P. 415–424.
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where Ψ = Ψ(x) is the 8s-component wave function, x = (x0, x1, x2, x3), πµ =
−i(∂/∂xµ)− eAµ, Aµ is the vector potential, Fµν is the electromagnetic-field tensor,
Γµ are (8s× 8s)-dimensional matrices satisfying the Clifford algebra

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2gµν , (2.2)

Γ4 = Γ0Γ1Γ2Γ3, Sµν are the generators of the representation
[
D
(

1
2 , 0
)⊗D

(
0, 1

2

)]⊗
D
(
s− 1

2 , 0
)
of Lorentz group.

In the case s = 1
2 the system (2.1) is reduced to Dirac equation for electron. If

s is arbitrary integer or half-integer, this system describes the causal motion of the
charged particle of spin s in an external electromagnetic field [7, 8].

To solve the above-mentioned problems it is convenient to pass from eqs.(2.1) to
the system of second-order equations. Multiplying eqs.(2.1) from the left by 1

2 (1±iΓ4)
and expressing Ψ+ = 1

2 (1 + iΓ4)Ψ via Ψ− = 1
2 (1 − iΓ4)Ψ we obtain(

πµπ
µ −m2 − e

2s
SµνF

µν
)

Ψ− = 0, (2.3a)

[SµνSµν − 4s(s+ 1)]Ψ− = 0, (2.3b)

Ψ+ =
1
m

ΓµπµΨ−. (2.3c)

According to (2.3), solving of eqs.(2.1) is reduced to finding of the function Ψ−,
satisfying (2.3a), (2.3b) inasmuch as general solution of eqs.(2.1) may be presented
as Ψ ≡ Ψ+ + Ψ−, and Ψ− is expressed via Ψ+ in accordance with (2.3c).

It follows from (2.3b) that the function Ψ− has only 2s + 1 nonzero components
and is spinor from the space of D(s, 0) representation of the Lorentz group. On the
set of such functions the matrices Sµν are reduced to (2s+ 1)× (2s+ 1)-dimensional
generators of the irreducible representation D(s) of O3 group (indicated below as
S = (S1, S2, S3)), and eq.(2.3a) comes to the following form:[

πµπ
µ −m2 − e

m
S(H − iE)

]
Φs = 0, (2.4)

where Φs is (2s + 1)-component function (including nonzero components of Ψ−), E
and H are the vectors of electric and magnetic fields, respectively. For s = 1

2 eq.(2.4)
coincides with well-known Zaiteev–Feynman–Gell-Mann equation [19, 20].

3. Arbitrary-spin particle in the magnetic-monopole field
In the spherical co-ordinates the vector potential and the corresponding vectors of

the electric and magnetic-field strength created by the magnetic monopole are [14]

A0 = Ar = Aθ = 0, Aϕ =
n

2c
(1 − cos θ),

E = 0, H =
n

2e
· r
r3
,

(3.1)

where n is integer, r = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ).
Writing eqs.(2.4), (3.1) in the spherical co-ordinates one obtains

1
r2

∂

∂r
r2
∂

∂r
Φ +

1
r2

∆∗Φ + (ε2 −m2)Φ =
n

2s
S · r
r3

Φ, (3.2)
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where ε is the stationary-state energy,

∆∗ =
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

in

1 + cos θ
∂

∂θ
− n2

4
1 − cos θ
1 + cos θ

.

Equation (3.2) may be solved by separation of variables for any value of spin s.
With the help of the unitary transformation Ψ → Ω = VΨ, where

V = exp[−iL3ϕ] exp[i(S2 cosϕ− S1 sinϕ)θ], L3 = −i ∂
∂ϕ

, (3.3)

eq.(3.2) comet to such a form, in which the matrix S · r/r3 on the r.h.s. is diagonal
and equal to S3/r

2:

1
r2

∂

∂r
r2
∂

∂r
Ω +

1
r2

∆′∗Ω + (ε2 −m2)Ω =
n

2s
1
r2
S3Ω. (3.4)

Here

∆′∗ = K2 − S2 − 2S2
3 + nS2 +

n2

4
+ 2iS2(1 − w2)1/2

d

dw
−

−2S1
1

(1 − w2)1/2

[
L3 +

(n
2

+ S3

)
−
(n

2
+ S3

)
w
]
,

(3.5)

where

K2 = (1 − w2)
d2

dw2
− 2w

d

dw
−

− [L3 + (n/2 + S3) − (n/2 + S3)w]2

1 − w2
−
(n

2
+ S3

)2

,

w = cos θ.

(3.6)

The solutions of eq.(3.4) can be represented as an expansion in Jacobi polino-
mials [14] and eigenfunctions of the operator L3

Ω =
∑
σ

Fσ(r)P kn/2+j,n/2+σ(w) exp[−i(j − σ)ϕ], (3.7)

where P kn/2+j,n/2+σ is the complete set of the normalized eigenfunctions of the
commuting operators J3 = L3 + S3, S3 and K2 (3.6) which correspond to the ei-
genvalues j, σ and −k(k + 1), respectively, moreover

k ≥ ∣∣n2 + σ
∣∣ , ∣∣n

2 + j
∣∣ and k − (n2 + σ

)
are integers,

σ = −nsk,−nsk + 1, . . . , nsk, nsk = min(s, k).
(3.8)

Using recurrent relations [14]{
(1 − w2)1/2

d

dw
+

ν′ − µ′w
(1 − w2)1/2

}
P kν′µ′(w) =

= [(k + µ′)(k − µ′ + 1)]1/2P kν′µ′−1(w),
(3.9a)
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(1 − w2)1/2

d

dw
− ν′ − µ′w

(1 − w2)1/2

}
P kν′µ′(w) =

= −[(k − µ′)(k + µ′ + 1)]1/2P kν′µ′+1(w),
(3.9b)

and formulae for the matrices S1 and S2 in Gel’fand–Zeytlin basis [21], we come to
the following equations for radial function Fσ(w):

DFσ(r) = r−2Aσσ′Fσ′(r), (3.10)

where

D = (ε2 −m2) +
d2

dr2
+

2
r

d

dr
− k(k + 1) − n2/4

r2
, (3.11)

Aσσ′ =
[
s(s+ 1) − 2σ2 +

1 − 2s
2s

nσ

]
δσσ′ − Λσσ′ ,

Λσσ′ = 0, σ′ �= σ ± 1,

Λσσ−1 = Λσ−1σ = −
[
(s+ σ)(s− σ + 1)

(
k +

n

2
+ σ
)(

k − n

2
− σ + 1

)]1/2
.

(3.12)

Since the matrix Aσσ′ is diagonalizable, system (3.10) can be reduced to the
system of noncoupled equations

DF̂σ(r) = r−2Bskσ F̂σ(r), F̂σ = uσσ′Fσ′ , (3.13)

where Bskσ are the matrix Aσσ′ eigenvalues, which coincide with the roots of the
characteristic equation

det ‖Aσσ′ −Bskσ δσσ′‖ = 0, (3.14)

uσσ′ is the operator diagonalizing the matrix Aσσ′ .
Each of eqs.(3.13) by the replacement of the variable ρ = (ε2 −m2)1/2r reduces to

the wen-known one [14]

d2F̂

dρ2
+

2
ρ

dF̂

dρ
+
[
1 − k(k + 1) − n2/4 +Bskσ

ρ2

]
F̂ = 0, (3.15)

the solution of which (limited at the point ρ = 0) is expressed via Веssеl’s function

F̂ =
1√
ρ
J√

(k+n/2+1/2)(k−n/2+1/2)+Bsk
σ

(ρ), (3.16)

where k satisfies of the conditions (3.8).
One can make sure by the direct verification that at least for s < 3

2 , (k + n/2 +
1/2)(k − n/2 + 1/2) + Bskσ > 0. This means that ε > m, and so particle with spin
s < 3

2 in magnetic-pole field has continuous energy spectrum and has not coupled
states. In the саses s = 0 and s = 1

2 the absence of coupled states was demonstrated
by Dirac [12] and Harish-Chandra [14].
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According to the above the explicit solution of the wave eq.(2.4) for the case in
which the external field source is a magnetic monopole has the form

Φs(t, r) =
N√

(ε2 −m2)1/2r
exp[−iεt] exp[i(S2 cosϕ− S1 sinϕ)θ]×

× exp[−i(j − σ)ϕ]u−1
σσP

k
n/2+j,n/2+σ′(θ)J√(k+n/2+1/2)(k−n/2+1/2)+Bsk

σ′
(
√
ε2 −m2 · r),

(3.17)

where N is the normalization constant. Solutions of the starting system (2.1) may be
expressed through the function (3.17) with the help of the relations (2.3c).

Let us give the explicit expressions for Bskσ and uskσσ′ , if s ≤ 1:

B
1
2k

± 1
2

=
1
4
±
[(
k +

n

2
+

1
2

)(
k − n

2
+

1
2

)]1/2
,

B1k
σ = 2

√
−p/3 cos[(γ + σπ)/3],

cos γ =
q

2
√−(p/3)2

, p = −(2k + 1)2 +
3
4
n2 − 1

3
,

q = −8
3
k(k + 1) − 16

27
, σ = 0,±1;

u
1
2k

σσ′ =
(
c1 −c1
c2 c2

)
, σ, σ′ = ±1

2
;

u1k
σσ′ =



p1

n/2 +B1k
1

β1 β1
p2

B1k
1 − n/2

β1

p1

n/2 +B1k
0

β2 β2
p2

B1k
0 − n/2

β2

p1

n/2 +B1k
−1

β3 β3
p2

B1k
−1 − n/2

β3

 , σ, σ′ = 0,±1;

p1 = −
[
2
(
k − n

2

)(
k +

n

2
+

1
2

)]1/2
, p2 = −

[
2
(
k +

n

2

)(
k − n

2
+

1
2

)]1/2
.

Нere c1, c2, β1, β2, β3 are arbitrary nonzero constants.

4. Arbitrary spin particle in the Coulomb field
In the case of Coulomb potential A0 = Ze/r, A = 0, eq.(2.4) in spherical co-

ordinates takes the following form:

1
r2

∂

∂r
r2
∂

∂r
Φ +

1
r2

∆Φ +
[(
ε+

α

r

)2

−m2

]
Φ = − iα

sr3
(S · r)Φ, (4.1)

where α = Ze2, ∆ is an angular part of Laplace operator.
Equation (4.l), as eq.(3.2), has exact solutions in separated variables. In [9] eq.(4.1)

is solved by using of the spherical spinor basis. Here we shall obtain the expressions
of eq.(4.1) solutions through Jacobi polinomials which are more convenient basis in
more general case of combination of the Coulomb and magnetic-pole potentials.
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In such a way, as was done in previous section, we shall pass to the representation,
in which the matrix S · r/r3 is diagonal. Using for this purpose the transformation
operator (3.3), we obtain

1
r2

∂

∂r
r2
∂

∂r
Ω +

1
r2

∆′∗
n=0Ω +

[(
ε+

α

r

)2

−m2

]
Ω = − iα

sr2
S3Ω, (4.2)

where ∆′∗
n=0 is the operator (3.5) with n = 0.

Representing the solutions of eq.(4.2) in the form (3.7) one comes to eq.(3.10) for
the radial wave function, where

D =
(
ε+

α

r

)2

−m2 +
d2

dr2
+

2
r

d

dr
− k(k + 1)

r2
, (4.3)

A∗
σσ′ =

[
s(s+ 1) − 2σ2 − iα

s
σ

]
δσσ′ − Λ∗

σσ′ , (4.4)

Λ∗
σσ′ is the matrix (3.12) corresponding to n = 0.
The matrix A∗

σσ′ is diagonalizable, so the system of equations (3.10), (4.3), (4.4) is
equivalent to noncoupled eqs.(3.13), (4.3), where Bskσ are the roots of the matrix (4.4)
characteristic equation (for explicit expressions for the coefficients Bskσ see [9]). Each
of these equations in its turn is reduced to the well-known equation of the for [22]

z
d2y

dz2
+
dy

dz
+
(
δ − z

4
− l2

4z

)
y = 0, (4.5)

where

z = 2(m2 − ε2)1/2r, y =
1
2

(
z

m2 − ε2

)1/2

F̂ ,

δ =
εα

(m2 − ε2)1/2
, l2 = (2k + 1)2 + 4(Bskσ )2 − 4α2.

(4.6)

In the case ε2 −m2 < 0 (boundary states) the allowed values of δ are

δ = (l + 1)/2 + n′, n′ = 0, 1, 2, . . . ,

hence

ε = m

1 +
α2(

n′ + 1
2 +
[(
k + 1

2

)2 − α2 +Bskσ

]1/2)2


−1/2

(4.7)

and the solutions of eq.(4.5) are

y = exp[−z/2]zl/2Qln′(z), (4.8)

where Qln′ are Laguerre polynomials [22].
For the continuous spectrum ε2 −m2 > 0 the solution of eq.(4.5) limited at the

point z = 0 has the form

y = exp[−iτ/2]τ l/2F
(
l + 1

2
+ iγ, l + 1, iτ

)
, (4.9)

where F is a degenerated hypergeometric function, τ = −iz, γ = iδ.
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So we have obtained the solution of Kepler problem for quantum-mechanical parti-
cle of any spin. The energy spectrum of such a particle is determined by formula (4.7)
(for coupled states), and radial wave function in representation, where matrix A∗

σσ′ is
diagonal, has the form (4.8) or (4.9). The discussion of the spectrum (4.7) is given
in [9].

5. Arbitrary spin particle in the combined field
Now we shall consider the motion of a charged particle in central field which is

the combination of Coulomb and magnetic monopole ones, when

A0 =
ze

r
, A = − n

2e
r × n

r(r + r · n)
,

E = −αr
r3
, H =

n

2e
r

r3
.

(5.1)

Writing down the corresponding eq.(2.4) in spherical co-ordinates and representing
the solution in the form (3.7), one comes to the radial equation in the form (3.10),
where

D =
(
ε+

α

r

)2

−m2 +
d2

dr2
+

2
r

d

dr
− k(k + 1) − n2/4

r2
,

Aσσ′ =
[
s(s+ 1) − 2σ2 +

1 − 2s
2s

− iα

s
σ

]
δσσ′ − Λσσ′ ,

(5.2)

and the matrix elements Λσσ′ are defined by eq.(3.12).
The system (3.10), (5.2) in its turn is reduced to the set of noncoupled eqs.(3.13),

where Bskσ are the matrix (5.2) eigenvalues. So the energy values, corresponding to
the coupled states, are

ε = m

1 +
α2(

n′ + 1
2 +
[(
k + 1

2

)2 + n2/4 − α2 +Bskσ

]1/2)2


−1/2

, (5.3)

where n′ = 0, 1, 2, . . ., n = 0, 1, 2, . . ., and possible values of k are given in (3.8).
Formula (5.3) generalizes the relation, obtained in [15] for s = 1

2 , for the case of
any spin values. For n = 0 the spectrum (5.3) is reduced to the one for a particle of
any spin in Coulomb field (see (4.7)). We see that an arbitrary-spin particle as well
as a spin- 12 one has the coupled states in the considered combined field.

So we have obtained exact solutions of relativistic wave equations, describing
the motion of any spin particle in some central external fields. Such solutions may
be useful, e.q. in investigations connected with scarches of coupled states of exited
atomic nucleus in magnetic-pole field and so on.
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Конформная симметрия и точные решения
нелинейных полевых уравнений

В.И. ФУЩИЧ, В.М. ШТЕЛЕНЬ

Conformally and translationally invariant solutions are obtained for the systems of
partially differential equations describing interaction of scalar, spinor and vector fields.
Formulas of generating new solutions from the known ones are presented.

1. Построение точных решений нелинейных дифференциальных уравнений в
частных производных (НДУЧП) является важной и, как правило, трудной за-
дачей. Особый интерес представляют многомерные уравнения, поскольку реаль-
ные физические процессы происходят в трех- или четырехмерном пространстве–
времени. Известный метод обратной задачи теории рассеяния эффективно приме-
няется только к двумерным уравнениям, а его обобщение на многомерные случаи
связано с принципиальными трудностями, которые до настоящего времени не пре-
одолены.

В данной работе для получения точных решений используются симметрийные
свойства многомерных систем НДУЧП, аналогично [1–6].

2. Рассмотрим следующие системы НДУЧП:[
iγ∂ − λ1(Ψ̄Ψ)1/3 − λ2ϕ

]
Ψ = 0, �ϕ = λ3ϕ

3 − λ2Ψ̄Ψ, (1)

{
iγ∂ − λ(Ψ̄Ψ)1/3 − µ

[
(γ∂Ψ)(γ∂Ψ)

]1/5}
Ψ = 0, (2)

�Aµ − ∂µ(∂νAν) = λAµA
νAν , (3)

где ϕ = ϕ(x) — скалярное поле, x = (x0, x1, x2, x3), Ψ = Ψ(x) — четырехкомпо-
нентный спинор, Ψ̄ = Ψ†γ0, Aµ = Aµ(x) — векторное поле, µ, ν = 0, 1, 2, 3, γµ —
матрицы Дирака [7], γ∂ ≡ γν∂ν , ∂ν = ∂/∂xν .

Для системы уравнений (1) в [8, 9] с помощью анзатца Гейзенберга [10] получе-
ны некоторые точные решения. Отметим, что решение, приведенное в [9], получа-
ется из решения, указанного в [8], с помощью процедуры группового размножения
[2, 3] с использованием инвариантности системы (1) относительно трансляций и
масштабных преобразований.

Уравнение (2) представляет собой конформно инвариантное обобщение урав-
нения Дирака с нелинейностью Гюрши, а система (3) — обобщение уравнений
Максвелла для вектора-потенциала Aµ.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что системы (1)–(3) инвариан-
тны относительно пятнадцатипараметрической конформной группы C(1, 3).

Украинский физический журнал, 1985, 30, № 5, С. 787–789.
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Чисто конформные преобразования имеют вид

x′µ = (xµ − cµx
2)/σ(x), σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2, cx ≡ cνxν ,

c2 ≡ cνcν , ϕ′(x′) = σ(x)ϕ(x), Ψ′(x′) = σ(x)(1 − γcγx)Ψ(x),

A′
µ(x

′) =
[
σ(x)gµν + 2(xµcν − xνcµ + 2cxcµxν − x2cµcν − c2xµxν)

]
Aν(x),

(4)

где cµ — произвольные постоянные, gµν = diag {1,−1,−1,−1}.
Решения систем (1)–(3) ищем в виде [1]

ϕ(x) = f(x)u(ω), Ψ(x) = M(x)Φ(ω), Aµ(x) = aµν(x)bν(ω). (5)

Скалярную функцию f(x), матрицы 4 × 4 M(x), â(x) = {aµν(x)} и новые
переменные ω = ω(x) определим из условий [2, 3]

Qconf

 f
M
â

 = 0, (6)

где

Qconf = 2(cx)x∂ − x2c∂ +

 2cx 0 0
0 2cx+ γcγx 0
0 0 2(cx+ Sµνc

µxν)

 , (7)

Sµν = −Sνµ — матрицы 4 × 4, реализующие неприводимое представление
D(1/2, 1/2) алгебры Ли группы SO(1, 3) [6].

Можно убедиться, что условия (6) удовлетворяются следующими функциями:

f(x) =
1

xνxν
, M(x) =

γx

(xνxν)2
, aµν =

gµν
xαxα

− 2
xµxν

(xαxα)2
,

ω =
βx

xνxν
, βν = const.

(8)

Подстановка конформно инвариантных анзатцов (5), (8) в системы (1)–(3) при-
водит к следующим системам обыкновенных дифференциальных уравнений соо-
тветственно:

Φ̇ = i
[
λ1(Φ̄Φ)1/3 + λ2u

]
(βνβν)−1γβΦ, ü = (βνβν)−1

(
λ3u

3 − λ2Φ̄Φ
)
, (9)

Φ̇ = i(βνβν)−1(γβ)
[
λ(Φ̄Φ)1/3 + µ( ˙̄ΦΦ̇βνβν)1/5

]
Φ, (10)

βνβν b̈µ − βµ(βν b̈ν) = λbµb
νbν , (11)

где дифференцирование произведено по ω.
Простейшими решениями этих систем будут соответственно функции

u = c = const, Φ = exp{iκ(γβ)ω}χ,
κ = (βνβν)−1

[
λ1(χ̄χ)1/3 + λ2c

]
, λ3c

3 = λ2χ̄χ,
(12)

Φ = exp{iκ(γβ)ω}χ, κ = (βνβν)−1
[
λ[χ̄χ)1/3 + µ(κ2(βνβν)2χ̄χ)1/5

]
, (13)
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bµ = αµg(ω), αµ = const, g̈ = κg3, αβ = 0 (14)

(κ — постоянная, χ — постоянный спинор).
Таким образом, получаем конформно инвариантные решения систем (1)–(3):

Ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp{iκ(γβ)ω}χ, ω =

βx

xνxν
, ϕ(x) =

c

xνxν
,

κ = (βνβν)−1
[
λ1(χ̄χ)1/3 + λ2c

]
, λ3c

3 = λ2χ̄χ,

(15)

Ψ(x) =
γx

(xνxν)2
exp{iκ(γβ)ω}χ,

κ = (βνβν)−1
[
λ[χ̄χ)1/3 + µ(κ2(βνβν)2χ̄χ)1/5

]
,

(16)

Aµ(x) =
(

αµ
xνxν

− 2xµ
αx

(xνxν)2

)
g(ω), αβ = 0, g̈ = κg3, (17)

g(ω) — эллиптические функции.
Аналогичным образом, получаются трансляционно инвариантные решения си-

стем (1)–(3). Они имеют вид соответственно

Ψ(x) = exp{−iκ(γk)(kx)}χ, ϕ(x) = c,

κ = (kνkν)−1
[
λ1(χ̄χ)1/3 + λ2c

]
, λ3c

3 = λ2χ̄χ,
(18)

Ψ(x) = exp{−iκ(γk)(kx)}χ,
κ = (kνkν)−1

{
λ[χ̄χ)1/3 + µ

[
κ

2(kνkν)2(χ̄χ)1/5
]}

,
(19)

Aµ(x) = αµg(kx), αk = 0, g̈ = κg3. (20)

Решения (18)–(20) можно использовать для получения других семейств решений
систем (1)–(3) по формулам [2, 3].

Для конформных преобразований (4) формулы генерирования новых решений
имеют вид

ϕн(x) =
ϕc(x′)
σ(x)

, x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2,

Ψн(x) =
1 − γxγc

σ(x)
Ψc(x′), Aн

µ(x) =
{
gµν/σ(x) + 2/σ2(x)[cµxν − cνxµ+

+2cxxµcν − c2xµxν − x2cµcν)
}
Aµc (x′).

(21)

В заключение отметим, что с помощью использованного здесь метода найдены
многопараметрические семейства точных решений нелинейного уравнения Дирака
[2, 3], эйконала [4], Янга–Миллса [5], уравнений квантовой электродинамики с
самодействием электромагнитного поля [6].
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On nonlocal transformations
W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN

A procedure of finding finite transformations generated by a linear arbitrary-order di-
fferential operators is presented. Dirac equation is shown to be Galilei invariant with
the nonlocal law of transformation of the Ψ-function.

At the present time special interest in the study of the invariance properties
of partial differential equations (PDE) excite nonlocal symmetries such as contact,
Lie–Bäcklund [1] non-Lie [2, 3]. Recently it was shown [3] that many fundamental
equations of theoretic physics possess an additional (non-Lie) invariance. The basis
elements of such invariance algebras are arbitrary order differential operators even
pseudo-differential, while the Lie symmetry is generated by first-order differential
operators only. It will be noted that for systems of linear PDE non-Lie symmetry
generated by finite-order differential operators can be obtained by the Lie–Bäcklund
approach [1], but with more formidable calculations. In other words, the non-Lie
method [2, 3] applicable to systems of linear PDE gives the same results as Lie–
Bäcklund approach does, but more reliable and easy.

In this note we solve the problem of finding finite transformations generated by
non-Lie operators, and show that any such operator leads to a one-parametrical group
of transformations.

Formulae of finite transformations discussed here can be used for generating new
solutions of equations in question by analogy with that done in the local case [4–8].

Any linear arbitrary-order differential operator Q acting in the space of r-compo-
nent ψ-function (ψ = ψ(x), x = {x0, x1, . . . , xn}) can be written down in the form

Q(x, ∂) = ξµ∂µ + η(x, ∂), (1)

where ξµ(x) are scalar functions, µ = 0, 1, . . . , n; ∂ = {∂ν = ∂/∂xν}, η(x, ∂) is a
matrix (r × r), the differential operator does not contain terms like ξµ(x)∂µ.
Definition. A linear system of PDE

L(x, ∂)ψ(x) = 0 (2)

is invariant under the transformations

x→ x′ = f(x, θ), ψ(x) → ψ′(x′) = R(x, ∂, θ)ψ(x), (3)

if

L(x′, ∂′)ψ′(x′) = 0. (4)

Theorem. Operator Q (1) will be an operator of symmetry of eq.(2), if on the
manifold of solutions of eq.(1) the following condition holds true:

LQψ = 0 or [L,Q]ψ ≡ (LQ−QL)ψ = 0, (5)

Lettere al Nuovo Cimento, 1985, 44, № 1, P. 40–42.
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the transformations generated by Q having the form

x′ν = exp[θξ · ∂]xν exp[−θξ∂], ψ′(x′) = exp[θξ · ∂] exp[−θQ]ψ(x). (6)

Proof. As a result of transformations (6) operator L(x, ∂) of eq.(2) will be rewritten
in such a manner

L(x, ∂) → L(x′, ∂′) = exp[θξ · ∂]L(x, ∂) exp[−θξ · ∂]. (7)

Hence, we have

L(x′, ∂′)ψ′(x′) = exp[θξ · ∂]L(x′, ∂) exp[−θξ · ∂] exp[θξ∂] exp[−θQ]ψ(x) =
= exp[θξ∂]L(x, ∂) exp[−θQ]ψ(x) = 0,

since eq.(5) takes place. According to (4) it proves our theorem.

Remark 1. If Q is a first-order differential operator (case of Lie symmetry), that
is η(x, ∂) = η(x), then formulae (6) give the same result as does integration of
corresponding Lie equations.

Remark 2. Transformations (6) form a one-dimensional group. Indeed,

x′′ν = exp[βξ · ∂]x′ν exp[−βξ · ∂] = exp[βξ · ∂] exp[θξ · ∂]xν×
× exp[−θξ∂] exp[−βξ · ∂] = exp[(θ + β)ξ · ∂]xν exp[−(θ + β)ξ · ∂].

As far as the transformation of ψ(x) is concerned, let us rewrite it in this way

ψ′(x′) = exp[θξ · ∂] exp[−θQ]ψ(x) = exp[θR]ψ(x).

To do it, we have used the Campbell–Baker–Hausdorff formula. R = R(x, ∂) is an
operator constructed from ξ · ∂ and Q and their various commutators. So we have

ψ′′(x′′) = exp[βR]ψ′(x′) = exp[βR] exp[θR]ψ(x) = exp[(θ + β)R]ψ(x).

This proves our statement.
In ref. [2, 3] it is shown that Dirac equation is the sense of condition (5), under

the set operators satisfying the commutation relations of the Poincaré algebra

P0 = i∂0, Pa = −i∂a, a = 1, 2, 3,

Jab = xaPb − xbPa − i

2
γaγb,

J0a = tPa − 1
2
(Hxa + xaH), H = γ0γaPa + γ0m.

But now operator J0a does not generate Lorentz transformations. In accordance with
formulae (6) we get

x′0 = x0, x′a = xa + vax0,

which are the well-known Galilei transformations;

ψ′(x′) = exp[ix0vapa] exp
[
−ix0vapa +

i

2
(Hxa + xaH)

]
ψ(x)

and it is a nonlocal law of transformation.
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On the new conformally invariant equations
for spinor fields and their exact solutions

W.I. FUSHCHYCH, W.M. SHTELEN, R.Z. ZHDANOV

The Poincaré and conformally invariant nonlinear generalizations of the Dirac equati-
on are discussed and, in particular, the conformally invariant version of the Dirac–
Heisenberg equation is obtained. For the latter equation some exact solutions are found
and among them there is a family which is invariant under the full 15-parameter
conformal group.

Consider the following Poincaré invariant nonlinear generalization of the Dirac
equation

γµ[i∂µ + F1ψ̄γµψ + F2ψ̄γ4γµψ + F3(ψ̄γµψ)γ4 + F4(ψ̄γ4γµψ)γ4]ψ+

+F5(ψ̄σµνψ)σµνψ + F6(ψ̄σµνψ)γ4σ
µνψ = (F7 + F8γ4)ψ,

(1)

where F1, . . . , F8 are arbitrary functions of ψ̄ψ and ψ̄γ4ψ,

γ4 = iγ0γ1γ2γ3, σµν =
1
4
i(γµγν − γνγµ).

The well-known Dirac–Heisenberg [1] and Dirac–Gürsey [2] equations belong to this
class.

We shall choose from (1) such equations which are invariant under the scale
transformation

x′µ = eθxµ, ψ′(x′) = ekθψ(x), k, θ = const. (2)

and under the conformal ones (see e.g. ref. [3])

x′µ =
xµ − cµx

2

σ(x)
, ψ′(x′) = σ(x)(1 − γcγx)ψ(x),

σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2, cx ≡ cνxν , c2 ≡ cνcν , ν = 0, 1, 2, 3.
(3)

Theorem 1. Eq.(1) is invariant under the scale transformation (2) if and only if

F1 = φ1

[
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ)

]−(1+2k)/4k
, F2 = φ2

[
(ψ̄γ4γµψ)(ψ̄γ4γ

µψ)
]−(1+2k)/4k

,

F3 = φ3

[
(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ)

]−(1+2k)/4k
, F4 = φ4

[
(ψ̄γ4γµψ)ψ̄γ4γ

µψ
]−(1+2k)/4k

,

F5 = φ5

[
(ψ̄σµνψ)ψ̄σµνψ

]−(1+2k)/4k
, F6 = φ6

[
(ψ̄σµνψ)ψ̄σµνψ

]−(1+2k)/4k
,

F7 = φ7(ψ̄ψ)−1/2k, F8 = φ8(ψ̄ψ)−1/2k,

(4)

where φ1, . . . , φ8 are arbitrary functions of ψ̄ψ/ψ̄γ4ψ.

Physics Letters B, 1985, 159, № 2/3, P. 189–191.
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Proof. It is easy to see that transformations (2) leave eq.(1) invariant if

eθ(2k+1)FB
(
ψ̄ψe2kθ, ψ̄γ4ψe

2kθ
)

= FB
(
ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ

)
, B = 1, 2, . . . , 6,

eθ(k+1)FC
(
ψ̄ψe2kθ, ψ̄γ4ψe

2kθ
)

= FC
(
ψ̄ψ, ψ̄γ4ψ

)
, C = 7, 8.

(5)

Taking into account the well-known identities [4]

(ψ̄ψ)2 + (ψ̄γ4ψ)2 − (ψ̄σµνψ)ψ̄σµνψ = 0,
(ψ̄ψ)2 − (ψ̄γ4ψ)2 − (ψ̄γ4γµψ)ψ̄γ4γµψ = 0,
(ψ̄γµψ)ψ̄γµψ − (ψ̄γ4γµψ)ψ̄γ4γ

µψ = 0,
(6)

the general solution of (5) can be written as (4). One can directly verify that eq.(1)
with functions (4) is invariant under transformations (2).

Theorem 2. Eq.(1) is invariant under the conformal group C(1, 3) if and only if
functions F1, . . . , F8 have the form (4) with k = −3/2.
Proof. Since the conformal group C(1, 3) contains the extended Poincaré group
P̃ (1, 3) = {P (1, 3),D}, we can use the result of theorem 1. Then one can make
sure that transformations (3) leave eq.(1) with functions (4) invariant when k = −3/2
and this proves the theorem.

Corollary. If F7 = λ(ψ̄ψ)1/3 and FA = 0, A = 1, . . . , 6, 8 then eq.(1) coincides with
the Dirac–Gürsey (2) one:[

iγ∂ − λ(ψ̄ψ)1/3
]
ψ = 0, λ = const. (7)

In another case when F4 = λ[(ψ̄γµψ)ψ̄γµψ]−1/3, FB = 0, B = 1, 2, 3, 5, . . . , 8, we
obtain a conformally invariant version of the Dirac–Heisenberg equation{

iγ∂ + λ(ψ̄γµψ)γµ/[(ψ̄γνψ)ψ̄γνψ]1/3
}
ψ = 0. (8)

As is well known the original Dirac–Heisenberger equation (1) is not invariant under
the conformal transformations.

Now we use the symmetry properties of eq.(8) to construct its exact solutions.
Following refs. [5, 3] we take the anzatze

ψ = ϕ(βx), βx ≡ βνxν , βν = const, (9)

ψ =
[
γx/(xνxν)2

]
φ(βx/xνxν), (10)

which are translationally and conformally invariant respectively. The substitution of
(9), (10) into (8) gives rise to the following system of ordinary differential equations

iγβdu/dω + ν(ūγµu)γµu/[(ūγνu)ūγνu]1/3 = 0, (11)

where u = {ϕ(ω), ω = βx or φ(ω) = βx/xνxν}, ν = λ for ϕ and ν = −λ for
φ. Depending on ν, there are three different cases (χ is a constant spinor, βµ =
χ̄γµχ/[(χ̄γνχ)χ̄γνχ]1/3)

(a) Im v = 0, u = eivωχ,

(b) Re v = 0, u =
(
c+ 2

3zω
)−3/2

χ, z = Im v,
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(c) Im v Re v �= 0, u = (f1 + if2)χ, v = v1 + iv2,

f1 = ± [(w − 2v)1/2 + (w + 2v)1/2
]
,

f2 = ∓ [(w − 2v)1/2 − (w + 2v)1/2
]
,∫

dv

[c1 − 2(v2/v1)v2]2/3
= 2v1ω + c2, w =

[
c1 − 2(v2/v1)v2

]1/2
.

(12)

Remark. Let us show that the conformally invariant ansatz (10) can be obtained
from (9) by applying the procedure of generation of solutions if one uses the conformal
transformations (3). As is shown in ref. [3] the formula of generating solutions in this
case has the form

ψnew(x) =
[
(1 − γxγc)/σ2(x)

]
ψold(x′),

x′µ = (xµ − cµx
2)/σ(x), σ(x) = 1 − 2cx+ c2x2.

(13)

Applying (13) with c0 = 1, c1 = c2 = c3 = 0 to (9) and then changing x0 in x0 + 1 at
the expense of translation invariance we obtain the ansatz (10).

Now let us use the procedure of generating solutions to the conformally invariant
one (10), for the case (12a),

ψ(x) =
[
γx/(xνxν)2

]
exp(−iλβx/xνxν)χ,

βµ = χ̄γµχ/[(χ̄γνχ)χ̄γνχ]1/3.
(14)

Having done transformations of translations we obtain from (14) another family of
solutions of eq.(8)

ψ(x) =
[
(γx+ γa)/

(
x2 + 2ax+ a2

)]
exp
[−iλ(βx+ βa)/

(
x2 + 2ax+ a2

)]
,

βµ = χ̄γµχ/[(χ̄γνχ)χ̄γνχ]1/3.
(15)

It is a remarkable family of solutions, because it is invariant within the transformati-
ons of the parameters under the full 15-parameter conformal group. Indeed, it is
obvious that (15) is invariant under displacements. Let us also show that it cannot be
generated by the procedure (13). Applying (13) to the solution (15) we obtain

ψ(x) =
1 − γxγc

σ2(x)

(
γx− γcx2

)
/σ(x) + γa

[a2 + 2 (ax− acx2 + x2) /σ(x)]2
×

× exp

[
−iλ

(
βx− βcx2

)
/σ(x) + βa

a2 + 2 (ax− acx2 + x2) /σ(x)

]
χ.

(16)

One can make sure that (16) can be rewritten in the form (15) only with the new
parameters

aµ → ãµ = − (aµ − cµa
2
)
/σ(a, c), χ→ χ̃ = (1 − γcγa)/σ2(a, c),

βµ → β̃µ = ¯̃χγµχ̃
/

[(¯̃χγν χ̃)(¯̃χγν χ̃)]1/3 .
(17)

It is also clear that (15) cannot be generated by the remaining transformations of the
conformal group.

In conclusion let us note that we have used symmetry to obtain exact solutions
of nonlinear Dirac equation [3], nonlinear equations of quantum electrodynamics [6],
Yang–Mills equations [7] and some scalar nonlinear equations [8, 9].



On the new conformally invariant equations for spinor fields 527

1. Heisenberg W., Introduction to the unified field theory of elementary particles, London, Interscience,
1966.

2. Gürsey F., Nuovo Cimento, 1956, 3, 988.

3. Fushchych W.I., Shtelen W.M., J. Phys. A, 1983, 16, 271.

4. Finkelstein R., Fronsdal C., Kaust P., Phys. Rev., 1956, 103, 5.

5. Fushchych W.I., in: Algebraic-theoretical studies in mathematical physics, Kiev, Mathematical Insti-
tute, 1981, 6.

6. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Phys. Lett. B, 1983, 128, 215.

7. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Lett. Nuovo Cimento, 1983, 38, 37.

8. Fushchych W.I., Shtelen W.M., Lett. Nuovo Cimento, 1982, 34, 498.

9. Fushchych W.I., Serov N.I., J. Phys. A, 1983, 16, 3645.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2000, Vol. 2, 528–537.

О симметрии нелинейных уравнений
электродинамики
В.И. ФУЩИЧ, И.М. ЦИФРА

Выведены конформно-инвариантные и пуанкаре-инвариантные нелинейные урав-
нения электродинамики. Построены нелинейные конформно-инвариантные уравне-
ния для векторного и спинорного полей.

Conformal-invariant and Poincaré-invariant nonlinear electrodynamics equations are
derived. Nonlinear conformal-invariant equations for vector and spinor fields are also
constructed.

Введение
Известно, что одних уравнений Максвелла

L1 =
∂Fµν
∂xα

+
∂Fνα
∂xµ

+
∂Fαµ
∂xν

= 0,

L2 =
∂H̃µν

∂xα
+
∂H̃να

∂xµ
+
∂H̃αµ

∂xν
= 0

(0.1)

недостаточно, чтобы определить электромагнитное поле в различных средах. Урав-
нения (0.1) записаны в общепринятых обозначениях, т.е. H̃µν = − 1

2εµναβH
αβ ,

F̃µν = − 1
2εµναβF

αβ ,

(Fµν) =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0

 ,

(Hµν) =


0 −D1 −D2 −D3

D1 0 −H3 H2

D2 H3 0 −H1

D3 −H2 H1 0

 .

(0.2)

Система (0.1) в терминах напряженностей E, H и индукции D, B имеет вид

∂D

∂t
= rotH,

∂B

∂t
= −rotE, divD = 0, divB = 0.

Для описания электромагнитного поля в конкретных средах к уравнениям (0.1)
добавляют дополнительные соотношения (условия), которые называются матери-
альными уравнениями или уравнениями связи (см., например, [1]). Эти дополни-
тельные условия чаще всего являются линейными или нелинейными соотношени-
ями на D, B, E и H. Явный вид этих соотношений зависит от свойств среды
и, как правило, слишком произвольный. Как будет показано ниже, явный вид
материальных уравнений может быть существенно ограничен, если использовать

Теоретическая и математическая физика, 1985, 64, № 1, С. 41–50.
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принцип симметрии в качестве правила отбора этих дополнительных соотноше-
ний. Так, например, требование конформной инвариантности сильно сужает класс
допустимых материальных уравнений.

Симметрийные свойства уравнений Максвелла в вакууме подробно исследова-
ны Лоренцем, Пуанкаре, Эйнштейном, Канингхемом и Бейтменом.

Максимальной в смысле Ли [2] локальной группой инвариантности линейных
уравнений для электромагнитного поля в вакууме при отсутствии зарядов явля-
ется 16-параметрическая группа, содержащая в качестве подгруппы 15-парамет-
рическую конформную группу C(1, 3) (современное изложение этого вопроса см.,
например, в [3]).

Симметрийные свойства уравнений (0.1) совместно с нелинейными материаль-
ными уравнениями совершенно не изучены [4]. Этой задаче посвящена настоящая
работа. В частности, описаны нелинейные дополнительные условия наD, B, E H,
при которых система (0.1) совместно с материальными уравнениями инвариантна
относительно группы Пуанкаре P (1, 3) и конформной группы C(1, 3). Предложе-
ны нелинейные конформно-инвариантные уравнения для векторного и спинорно-
го полей. Получено новое нелинейное конформно-инвариантное дополнительное
условие типа Лоренца на вектор-потенциал.

1. Симметрия уравнений (0.1)
Существенным отличием (0.1) от уравнений Максвелла в вакууме является то,

что (0.1) — сильно недоопределенная система уравнений первого порядка для че-
тырех векторов D, B, E и H. По этой причине следует ожидать, что система
(0.1) будет иметь более широкую симметрию, чем уравнения Максвелла в вакуу-
ме. Для сравнения напомним, что уравнения Максвелла в вакууме представляют
собой переопределенную систему восьми уравнений из двух векторов E и H.

Симметрийные свойства уравнений (0.1) устанавливаются следующим утвер-
ждением.

Теорема 1. Алгеброй инвариантности системы (0.1) является бесконечномер-
ная алгебра, любой элемент которой задается операторами (или их линей-
ными комбинациями)

X1 = ξµ(x)
∂

∂xµ
+ ηFµν

∂

∂Fµν
+ ηH̃µν

∂

∂H̃µν

, (1.1)

X2 = Fµν
∂

∂Fµν
≡ F01

∂

∂F01
+ F02

∂

∂F02
+ F03

∂

∂F03
+

+F12
∂

∂F12
+ F13

∂

∂F13
+ F23

∂

∂F23
,

(1.2)

X3 = H̃µν
∂

∂H̃µν

≡ H̃01
∂

∂H̃01

+ H̃02
∂

∂H̃02

+ H̃03
∂

∂H̃03

+

+H̃12
∂

∂H̃12

+ H̃13
∂

∂H̃13

+ H̃23
∂

∂H̃23

,

(1.3)
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X4 = Fµν
∂

∂H̃µν

≡ F01
∂

∂H̃01

+ F02
∂

∂H̃02

+ F03
∂

∂H̃03

+

+F12
∂

∂H̃12

+ F13
∂

∂H̃13

+ F23
∂

∂H̃23

,

(1.4)

X5 = H̃µν
∂

∂Fµν
≡ H̃01

∂

∂F01
+ H̃02

∂

∂F02
+ H̃03

∂

∂F03
+

+H̃12
∂

∂F12
+ H̃13

∂

∂F13
+ H̃23

∂

∂F23
,

(1.5)

где ξµ(x) — произвольные дифференцируемые функции, x = (x0 = t, x1, x2, x3),
µ, ν = 0, 3;

ηFµν
= −Fµαξαν − Fανξ

α
µ + uµν , (1.6)

ηH̃µν
= −H̃µαξ

α
ν − H̃ανξ

α
µ + ṽµν , (1.7)

ξαµ ≡ ∂ξα

∂xµ
, uµν , ṽµν — произвольные решения системы (0.1).

Доказательство. Следуя подходу Ли, векторы D, B, E, H, а значит, и компонен-
ты тензоров Fµν и H̃µν рассматриваем как независимые величины. Доказательство
теоремы сводится к применению алгоритма Ли к системе (0.1). Алгоритм Ли по-
дробно описан, например в [2], и состоит в построении всех дифференциальных
операторов первого порядка

X̃ = X + σµνi
∂

∂rµνi
+ σ̃µνi

∂

∂r̃µνi
,

σµνi = Di(ηFµν
) − rµνj Di(ξj),

σ̃µνi = Di(ηH̃µν
) − r̃µνj Di(ξj),

где Di — оператор полного дифференцирования [2],

rλµν ≡ ∂Fλµ
∂xν

, r̃λµν ≡ ∂H̃λµ

∂xν
,

удовлетворяющих условиям:

X̃

(
∂Fλµ
∂xν

+
∂Fµν
∂xλ

+
∂Fνλ
∂xµ

)∣∣∣∣∣L1 = 0
L2 = 0

= 0,

X̃

(
∂H̃λµ

∂xν
+
∂H̃µν

∂xλ
+
∂H̃νλ

∂xµ

)∣∣∣∣∣L1 = 0
L2 = 0

= 0.

(1.8)

Соотношения (1.8) являются, как известно, необходимым и достаточным условием
инвариантности системы (0.1).
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Из (1.8) получаем для координат ξµ(x, Fαβ , H̃αβ), η(x, Fαβ , H̃αβ) инфинитези-
мального оператора X систему линейных дифференциальных уравнений вида

∂ξµ

∂Fαβ
=

∂ξµ

∂H̃ik

= 0,

∂ηFµν

∂xα
+
∂ηFνα

∂xµ
+
∂ηFαµ

∂xν
= 0,

∂ηH̃µν

∂xα
+
∂ηH̃να

∂xµ
+
∂ηH̃αµ

∂xν
= 0,

∂ηFµν

∂Fik
=
∂ηH̃µν

∂H̃ik

= ξiνδµk − ξkν δµi + ξkµδνi − ξiµδνk,

∂ηH̃µν

∂H̃µν

= C1,
∂ηFµν

∂Fµν
= C2,

∂ηFµν

∂H̃µν

= C3,
∂ηH̃µν

∂Fµν
= C4,

(1.9)

где C1, C2, C3, C4 — константы.
Непосредственной проверкой убеждаемся, что произвольные функции ξµ(x), не

зависящие от Fαβ , H̃αβ и ηFµν
и ηH̃µν

вида (1.6), (1.7), удовлетворяют уравнениям
(1.9). Теорема доказана.

Из теоремы 1 получаем важное для дальнейшего следствие.

Теорема 2. Система (0.1) инвариантна относительно 20-мерной алгебры Ли
группы IGL(4, R), содержащей в качестве подалгебры алгебры Пуанкаре P (1, 3)
и алгебры Галилея G(1, 3).
Доказательство. Поскольку в теореме 1 ξµ(x) может быть произвольной функцией
от x, достаточно положить в формуле (1.1) ξµ(x) = cµνxν + aµ, uµν = ṽµν = 0,
где cµν , aµ — произвольные константы. Если cµν = −cµν , то из операторов (1.1)
получаем базисные элементы алгебры Пуанкаре P (1, 3) в виде

Pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµPν − xνPµ + (SµνΨ)n

∂

∂Ψn
, (1.10)

где по n подразумевается суммирование от 1 до 12, т.е. n = 1, 12, Ψ — столбец
(E,B,D,H), матрицы Sµν имеют вид

Sab =


Ŝab 0̂ 0̂ 0̂
0̂ Ŝab 0̂ 0̂
0̂ 0̂ Ŝab 0̂
0̂ 0̂ 0̂ Ŝab

 , S0a =
1
2
εabc


0̂ 0̂ 0̂ Ŝbc
0̂ 0̂ −Ŝbc 0̂
0̂ Ŝbc 0̂ 0̂

−Ŝbc 0̂ 0̂ 0̂

 ,

Ŝ12 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , Ŝ23 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Ŝ31 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 ,

(1.11)

0 — нулевые 3 × 3-матрицы.
Если положить c0µ = 0, cab = −cba, то из (1.1) получим базисные элементы

алгебры Ли группы Галилея:
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P0 = i
∂

∂x0
, Pa = −i ∂

∂xa
, a = 1, 2, 3,

Jab = xaPb − xbPa + SabΨ)n
∂

∂Ψn
,

Ga = tPa + (MΨ)n
∂

∂Ψn
,

(1.12)

где

M =
1
2
εabc


0̂ Ŝbc 0̂ 0̂
0̂ 0̂ 0̂ 0̂
0̂ 0̂ 0̂ 0̂
0̂ 0̂ Ŝbc 0̂

 .

Аналогичным образом доказывается, что среди множества операторов вида (1.1)
содержится алгебра Ли конформной группы C(1, 3) и алгебры Ли группы Шре-
дингера Sch(1, 3).

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что совокупность генерато-
ров (1.10) и операторов

D = xνP
ν + 2iΨn

∂

∂Ψn
,

Kµ = 2xµD − (xνxν)Pµ + 2(xνSµνΨ)n
∂

∂Ψn

(1.13)

образует базис конформной алгебры C(1, 3).
Операторы (1.12) вместе с операторами

D = 2x0P0 − xP + (λ0Ψ)n
∂

∂Ψn
,

A = x2
0P0 + x0(λ0Ψ)n

∂

∂Ψn
− xG,

(1.14)

где

λ0 = i


3Î 0̂ 0̂ 0̂
0̂ 2Î 0̂ 0̂
0̂ 0̂ 2Î 0̂
0̂ 0̂ 0̂ 3Î

 ,

Î — единичная 3 × 3-матрица, образуют базис алгебры Sch(1, 3).
Таким образом, мы установили, что для системы (0.1) без материальных

уравнений выполняется как принцип относительности Лоренца–Пуанкаре–Эн-
штейна, так и принцип относительности Галилея.

Аналогичным свойством, как это отмечено в [5], обладает нелинейная система
уравнений Эйлера для идеальной жидкости.

Замечание. Векторы D, B, E, H при преобразованиях Галилея x′0 = x0, x′a =
xa + xax0, преобразуются следующим образом:

D′ = D, H ′ = H + [v ×D], B′ = B, E′ = E − [v ×B]. (1.15)
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Преобразования (1.15) задают правила пересчета величин D, B, E, H для наблю-
дателя, движущегося в инерциальной системе отсчета со скоростью v.

2. Пуанкаре-инвариантные и конформно-инвариантные
нелинейные материальные уравнения

1. Рассмотрим материальные уравнения в следующем виде:

Hµν = Φµν(F01, F02, F03, . . . , F23) ≡ Φµν(F ), (2.1)

где Φµν — произвольные гладкие функции компонент тензора Fµν , удовлетворяю-
щие условию Φµν = −Φνµ, Φµµ = 0.
Теорема 3. Система уравнений (0.1), (0.2) инвариантна относительно группы
Пуанкаре тогда и только тогда, когда

Hµν = MFµν +NF̃µν , (2.2)

где M = M(C1, C2), N = N(C1, C2) — произвольные дифференцируемые фун-
кции от инвариантов электромагнитного поля

C1 = −1
4
FµνF

µν = E2 −B2, C2 = −1
4
εαβµνF

αβFµν = B ·E.
Доказательство. Поскольку в систему (0.1) входят только производные от Fµν
и H̃αβ , а в материальные уравнения (2.1) не входят производные от полей, то
для доказательства теоремы достаточно найти условия на Φµν , при которых (2.1)
инвариантно относительно базисных элементов алгебры P (1, 3) (1.10).

Уравнение (2.1) будет пуанкаре-инвариантным, если

Pµ{Hαβ − Φαβ(F )}|Hαβ=Φαβ(F ) = 0, (2.3)

Jµν{Hαβ − Φαβ(F )}|Hαβ=Φαβ(F ) = 0. (2.4)

Используя формулы (1.10), условия инвариантности (2.3), (2.4) запишем, в виде
системы дифференциальных уравнений первого порядка для функции Φµν

(SµνΨ)n
∂

∂Ψn
{Hαβ − Φαβ}|Hαβ=Φαβ

= 0. (2.5)

B развернутой записи система (2.5) для µ = 1, ν = 2 выглядит так:

F01
∂Φ01

∂F02
− F02

∂Φ01

∂F01
+ F13

∂Φ01

∂F32
− F32

∂Φ01

∂F13
= −Φ02,

F01
∂Φ02

∂F02
− F02

∂Φ02

∂F01
+ F13

∂Φ02

∂F32
− F32

∂Φ02

∂F13
= −Φ01,

F01
∂Φ03

∂F02
− F02

∂Φ03

∂F01
+ F13

∂Φ03

∂F32
− F32

∂Φ03

∂F13
= 0,

F01
∂Φ23

∂F02
− F02

∂Φ23

∂F01
+ F13

∂Φ23

∂F32
− F32

∂Φ23

∂F13
= −Φ31,

F01
∂Φ31

∂F02
− F02

∂Φ31

∂F01
+ F13

∂Φ31

∂F32
− F32

∂Φ31

∂F13
= Φ23,

F01
∂Φ12

∂F02
− F02

∂Φ12

∂F01
+ F13

∂Φ12

∂F32
− F32

∂Φ12

∂F13
= 0.
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Аналогичную структуру имеет система (2.5) для других µ и ν. Ради экономии
места мы не приводим здесь подробную запись системы (2.5). Детальный ана-
лиз системы (2.5) дает возможность найти ее общее решение, которое задается
формулой (2.2). Теорема доказана.

В терминах B, D, E, H формула (2.2) имеет вид

D = ME +NB, H = MB −NE. (2.6)

Если в (2.6) M = ε = const, N = µ = const, то (2.6) совместно с (0.1) совпадает с
линейными уравнениями Максвелла.

Если в (2.6) положить M = 1/L, N = BE/L,

L =
√

1 +
(
B2 −E2

)− (BE)2, (2.7)

то система (0.1) совместно с (2.6) совпадает с нелинейными уравнениями для
электромагнитного поля, предложенными Борном [6] и известными в литературе
как уравнения Борна–Инфельда.

Приведем еще один конкретный пример материальных уравнений. Если поло-
жить в (2.6) M = ε, N = −µBE, ε, µ = const, то явная структура нелинейных
материальных уравнений выглядит следующим образом:

D = ε

{
1 +

µ2(EH)2

ε2
(
ε+ µE2

)}E − µ(EH)
ε
(
ε+ µE2

)H,

B =
H

ε
− µ

EH

ε
(
ε+ µE2

)E.
Рассмотрим материальные уравнения такого частного вида:

D = ε(E,H)E, B = µ(E,H)H. (2.8)

Структура материальных уравнений вида (2.8) широко используется для описания
распространения электромагнитного поля в реальных средах. Из теоремы 3 выте-
кает такое утверждение (используется система единиц, в которой скорость света
в вакууме c = 1).

Следствие 1. Система уравнений (0.1), (2.8) будет пуанкаре-инвариантна то-
лько тогда, когда

ε(E,H) · µ(E,H) = 1. (2.9)

Следствие 2. Если B = ϕ(H), D = f(E,H), то в силу теоремы 3 B и D могут
быть только линейными функциями H и E, т.е.

D = µE, B =
1
µ
H (µ = const). (2.10)

2. Выясним теперь вопрос о том, какие ограничения накладывает на матери-
альные уравнения (2.2) требование конформной инвариантности. Ответ на этот
вопрос дает
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Теорема 4. Система уравнений (0.1), (2.2) инвариантна относительно кон-
формной группы C(1, 3), если

M = M(C1/C2), N = N(C1/C2), (2.11)

где M , N — произвольные дифференцируемые функции, зависящие только от
отношения инвариантов C1 и C2.
Доказательство. Требование инвариантности материальных уравнений (2.2) отно-
сительно масштабных преобразований, порождаемых оператором D (1.13), приво-
дит к тому, что функции M и N в (2.2) могут зависеть только от отношения
C1/C2 = k. Таким образом, материальные уравнения

Hµν = M(k)Fµν +N(k)F̃µν (2.12)

инвариантны относительно масштабных преобразований. Воспользовавшись яв-
ным видом (1.13) операторов Kµ, легко убедиться, что условие

Kµ{Hαβ − Φαβ(F )}|Hαβ=Φαβ(F ) = 0,

выполняется, если имеет место (2.12). Теорема доказана.

Приведем явный вид конформно-инвариантных материальных уравнений. По-
ложим в (2.12) M = µ

(
E2 −B2

)
/BE, N = 0, тогда конформно-инвариантные

материальные уравнения запишутся в виде

D =

√
µH2

µE2 −EHE, B =

√
µE2 −EH

µH2 H.

Следствие 3. Нелинейные уравнения Борна–Инфельда не инвариантны отно-
сительно конформной группы C(1, 3).

3. Конформно-инвариантные нелинейные уравнения
для векторного и спиноорного полей

Хорошо известно, что линейные уравнения для векторного и спинорного полей

�Aµ − ∂µ(∂νAν) = 0, (3.1)

γµP
µΨ = 0, (3.2)

где γµ — матрицы Дирака, Ψ — четырехкомпонентный спинор, инвариантны отно-
сительно конформной группы C(1, 3).

Уравнение (3.1) инвариантно еще и относительно градиентных преобразований

A′
µ = Aµ +

∂ϕ

∂xµ
. (3.3)

Если на поле Aµ наложить условие Лоренца

PµAµ = 0, (3.4)

то система (3.1), (3.2) не будет инвариантна относительно конформных преобра-
зований. Поэтому представляет интерес описать дополнительные условия (типа
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Лоренца), нелинейные добавки к уравнениям (3.1), (3.2), при которых уравнения
для полей Aµ и Ψ инвариантны относительно группы C(1, 3).

Базисные элементы конформной алгебры инвариантности уравнения (3.1)
имеют вид

Pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµPν − xνPµ +AµPAν

−AνPAµ
,

D = xνP
ν −AνP

Aν , PAµ
= igµν

∂

∂Aν
,

(3.5)

Kµ = 2xµD − (xνxν)Pµ + 2xν(AµPAν
−AνPAµ

). (3.6)

Рассмотрим нелинейное уравнение

�Aµ − ∂µ(∂νAν) = F (AνAν)Aµ, (3.7)

где F (AνAν) — произвольная дифференцируемая функция от свертки AνAν . Спра-
ведлива следующая теорема.

Теорема 5. Система (3.7) инвариантна относительно конформной алгебры
(3.5), (3.6) только тогда, когда

F = λAνA
ν , λ = const. (3.8)

Доказательство. Релятивистская инвариантность уравнения (3.7) очевидна. Рас-
смотрим вопрос, при каких F уравнение (3.7) конформно-инвариантно. Сделаем
бесконечно малые конформные преобразования xµ, Aν :

x′µ = [gµν(1 − 2Cx) − xνCµ]xν , (3.9)

A′
µ = [gµν(1 − 2Cx) + 2(xµCν − xνCµ)]Aν . (3.10)

Тогда уравнение (3.7) переходит в

{gµν(1 − 6Cx) + 2(xµCν − xνCµ)}{�Aν − ∂ν(∂kAk)}+

+F
[
gµν

(
1 −
(

2Cx+
∂F

∂u
4Cx

))
+ 2(xµCν − xνCµ)

]
Aν = 0.

(3.11)

Из (3.11) получаем, что для инвариантности уравнения (3.7) должно выполняться
следующее уравнение: (∂F/∂u)u = F , u = AνA

ν , т.е. F = λu = λAνA
ν .

С помощью алгоритма Ли [2] нами доказаны следующие утверждения.

Теорема 6. Система уравнений

πµA
µ = (Pµ − eAµ)Aµ = 0,

�Aµ − ∂µ(∂νAν) = 0
(3.12)

инвариантна относительно конформной алгебры с базисными элементами, за-
даваемыми формулами (3.5), и операторами

K ′
µ = Kµ − 2i

e
PAµ

, (3.13)

где e — заряд частицы.
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Теорема 7. Нелинейное уравнение Дирака

γµπ
µΨ + F1(Ψ̄,Ψ)Ψ = 0 (3.14)

инвариантно относительно конформной группы, если

F1 = λ1(Ψ̄ · Ψ)1/(3+κ), κ = const �= −3, λ1 = const,

причем генераторы группы C(1, 3) имеют вид

Pµ = igµν
∂

∂xν
, Jµν = xµPν − xνPµ +AµPAν

−AνPAµ
+ Sµν ,

D = xνP
ν −AνP

Aν +
3 + κ

2
i,

K ′
µ = 2xµD − (xνxν)Pµ + 2xν(AµPAν

−AνPAµ
) + 2xνSµν − 2i

e
PAµ

,

(3.15)

где Sµν = i
4 [γµ, γν ].

Уравнения (3.7) сами по себе и с системой (3.1) инвариантны относительно
калибровочных преобразований

Ψ′ = eiaϕ(x)Ψ, A′
µ = Aµ − ia

e

∂ϕ

∂xµ
. (3.16)

Замечание. Нелинейная калибровка (3.12) не инвариантна относительно хоро-
шо известного представления конформной алгебры, задаваемого формулами (3.5),
(3.6). Она инвариантна относительно представления конформной алгебры, зада-
ваемого формулами (3.15). Такие представления для конформной алгебры до сих
пор не были обнаружены. Видимо, по этой причине в литературе рассматривались
более сложные нелинейные калибровки [7]

Pµ(AµAνAν) = 0. (3.17)

Калибровка Флато–Баена (3.17) не инвариантна относительно конформных опе-
раторов K ′

µ (3.13). Она инвариантна относительно конформных операторов Kµ,
но не инвариантна относительно градиентных преобразований (3.3). Линейное
конформно-инвариантное и калибровочно-инвариантное дополнительное условие
к уравнениям (3.1) имеет вид

Pµ(PµPνAν) = 0.

Вопрос о построении нелинейных уравнений, инвариантных относительно кон-
формных и градиентных преобразований, будет обсужден в другой работе.
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Нелокальная линеаризация и точные
решения некоторых уравнений
Монжа-Ампера, Дирака
В.И. ФУЩИЧ, В.А. ТЫЧИНИН, Р.З. ЖДАНОВ

Методом нелокальных преобразований линеаризованы уравнения типа Монжа–
Ампера и Дирака–Гейзенберга–Тирринга. Построены в явном виде семейства точных
решений таких уравнений. Получено общее решение двумерной нелинейной систе-
мы четырех уравнений Дирака–Гейзенберга–Тирринга. Построено общее решение
двумерно нелинейной системы Дирака–Максвелла.

Методом нелокальных преобразований [1–3] проведена линеаризация нелиней-
ных дифференциальных уравнений в частных производных типа Монжа–Ампера,
Борна–Инфельда и Дирака–Гейзенберга–Тирринга. Исследована локальная и не-
локальная симметрии двумерной нелинейной системы четырех уравнений типа
Дирака–Гейзенберга–Тирринга, построено общее решение этого уравнения. Для
двумерных уравнений квантовой электродинамики найдено общее решение.

§ 1. Введение
Уравнения Монжа–Ампера, Борна–Инфельда, Дирака–Гейзенберга–Тирринга,

Максвелла–Дирака играют важную роль в геометрии, математической и теорети-
ческой физике. Простейшее двумерное уравнение Монжа–Ампера вида

|uij | ≡ uxxuyy − u2
xy = φ(x, y, u, u

1
), (i, j = x, y)

широко используется при изучении свойств выпуклых поверхностей [4, 5], при ре-
шении многомерной проблемы Минковского [6], в вариационных задачах, в кван-
товой теории.

С уравнениями Монжа–Ампера часто встречаются при решении прикладных
задач, в частности, при интегрировании уравнений течения политропного газа [2]
приходится рассматривать уравнение вида

|ξij | ≡ ξψψξpp − ξ2ψp = −Γ2(ψ)P 2(p), (i, j = ψ, p). (1)

Уравнения Монжа–Ампера оказываются полезными при решении задач, связанных
с уравнениями минимальных поверхностей (Эйлера–Лагранжа), Борна–Инфельда
и другими. Уравнения вида

|uij | ≡ uxxuyy − u2
xy = f(x, y)φ(ux, uy), (i, j = x, y) (2)

представляют самостоятельный интерес [4, 5], т.к. известные свойства решений
(2) позволяют судить о свойствах сильно эллиптических уравнений Монжа–Ам-
пера

|zij | = A(x, y, z, z
1
)zxx + 2B(x, y, z, z

1
)zxy + C(x, y, z, z

1
)zyy +D(x, y, z, z

1
). (3)

Препринт № 85.88, Киев, Институт математики АН УССР, 1985, 28 c.
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Несмотря на обширную область приложений уравнений Монжа–Ампера, точные
решения для них найдены лишь в некоторых частных случаях. Наиболее изве-
стным методом получения общих интегралов уравнений Монжа–Ампера является
метод промежуточного интеграла в форме Монжа (Моnge) или Булла (Boole) [1].

В последние года находит распространение использование групповых свойств
уравнений для построения их точных решений [7]. Этим методом в работе [8]
получены новые точные решения уравнения

|uµν | = 0, (µ, ν = 1, n) (4)

с n независимыми переменными – обобщением уравнения развертывающихся по-
верхностей

uxxuyy − u2
xy = 0, (n = 2). (5)

В работе [8] установлено также, что уравнение

|uµν | = λu−(n+2), (λ = const) (6)

обладает нетривиальной группой симметрии и, следовательно, решение может
представлять определений интерес для прикладных исследований.

Систематическое использование метода нелокальных преобразований [3] по-
зволило получить некоторые интегрируемые уравнения Монжа–Ампера и в ряде
случаев построить их точные решения. Настоящая работа посвящена изложению
полученных результатов.

§ 2. Нелокальная линеаризация уравнений
с двумя независимыми переменными

Метод промежуточного интеграла для уравнений Монжа–Ампера опирается
на предположение, что существует произвольная функция f , связывающая между
собой дифференциальные выражения u(x, y, z, z

1
) и v(x, y, z, z

1
). С одной стороны,

u и v должны допускаться данным уравнением Монжа–Ампера, с другой — u и
v должны быть решениями некоторых дифференциальных уравнений с частными
производными первого порядка. Методу может быть дана интерпретация в терми-
нах нелокальных преобразований.

Рассмотрим функцию u(x, y), удовлетворяющую уравнению

F (x, y, u, u
1
) = 0. (7)

Уравнение (7) назовем исходным. Выполним нелокальное преобразование первого
порядка зависимой переменной [3]

τ : u = f(v) = f [v(x, y, z, z
1
)],

τF (u) = F [f(v(x, y, z, z
1
))] = Ω(x, y, z, z

1
, z
2
).

(8)

Если в результате преобразования (8) уравнения (7) приходим к заданному урав-
нению Монжа–Ампера Ω, то имеет место сведение уравнения Ω к (7) нелокальным
преобразованием (8), т.е.

τ(7)
∣∣∣
Ω
≡ 0. (9)
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Указанный подход позволяет обобщить метод промежуточного интеграла, рассма-
тривая нелокальные преобразования независимых и зависимой переменных.

Выполним преобразование переменных

τ :

x′ = εx(x, y, u, u
1
),

y′ = εy(x, y, u, u
1
),

u′ = ε0(x, y, u, u
1
)

(10)

уравнения

βµ(x′, y′, u′)u′µ + β0(x′, y′, u′) = 0, (µ = x, y). (11)

Полученное уравнение имеет вид

a|uij | + buxx + duxy + cuyy + f = 0, (i, j = x, y). (12)

Коэффициенты уравнения (12) определяются подстановкой (10) и могут быть вычи-
слены по формулам

a = −βx[ε0, εy]∂q,∂p + βy[ε0, εx]∂q,∂p − β0[εx, εy]∂q,∂p;
b = βx[ε0, εy]∂p,D1

y
+ βy[εx, ε0]∂p,D1

y
+ β0[εx, εy]∂p,D1

y
;

c = βx[ε0, εy]D1
x,∂q

− βy[ε0, εx]D1
x,∂q

+ β0[εx, εy]D1
x,∂q

;

d = βx
{

[ε0, εy]D1
y,∂q

− [ε0, εy]∂p,D1
x

}
− βy

{
[ε0, εx]∂q,D1

y
− [ε0, εx]∂p,D1

x

}
+

+β0
{

[εx, εy]∂q,D1
y
− [εx, εy]∂p,D1

x

}
;

f = βx
{
[ε0, εy]∂y,D1

x
− uy[ε0, εy]∂u,∂x

}− βy
{
[εx, ε0]∂y,D1

x
− uy[ε0, εx]∂u,∂x]

}
+

+β0
{
[εx, εy]D1

x,∂y
− uy[εx, εy]∂u,∂x

}
;

[εα, εβ ]∂µ,∂ν ≡ εαµε
β
ν − εαν ε

β
µ; D1

µ ≡ ∂µ + uµ∂u;
[εα, εβ ]∂µ,D1

ν
≡ εαµD

1
νε
β −D1

νε
α · εβµ; q ≡ uy, p ≡ ux.

(13)

Найдем нелокальное преобразование переменных первого порядка линейное по
всем переменным

τ : xi′ = ε(x, y, u, u
1
) = αiµuµ + βijx

j , i, j = 0, 1, 2;

x0 ≡ u, µ = 1, 2, αiµ, βij = const,
(14)

которое осуществляет приведение уравнения

u′x′ + u′y′ = 0 (15)

к уравнению Монжа–Ампера (5). Определитель преобразования (14) имеет вид

δ =

∣∣∣∣∣ Dxε
x Dxε

y

Dyε
x Dyε

y

∣∣∣∣∣ = [εx, εy]Dx,Dy
�= 0,

δ = (uxµα1µ + β1
0ux + β1

x)(uyµα
2µ + β2

0uy + β2
y)−

−(uxµα2µ + β2
0ux + β2

x)(uyµα
1µ + β1

0uy + β1
y),
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а производные u
1

′ вычисляем по формулам

u′x′ =
[ε0, εy]Dx,Dy

[εx, εy]Dx,Dy

, u′y′ =
[εx, ε0]Dx,Dy

[εx, εy]Dx,Dy

.

Уравнение (15) в новых обозначениях может быть записано следующим образом:∣∣∣∣∣ Dxε
0 Dxε

y

Dyε
0 Dyε

y

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ Dxε

x Dxε
0

Dyε
x Dyε

0

∣∣∣∣∣ = 0. (16)

Условия для коэффициентов преобразования τ найдем, потребовав, чтобы в ре-
зультате получалось уравнение (5), т.е. решая определяющее соотношение

τ(15)
∣∣∣
(5)

= (16)
∣∣∣
(5)

≡ 0. (17)

Запишем уравнение (16) иначе

[ε0, εy]Dx,Dy
− [ε0, εx]Dx,Dy

= [ε0, εy − εx]Dx,Dy
= 0.

Теперь уравнение (17) принимает вид

[ε0, εy − εx]Dx,Dy

∣∣∣
uxxuyy=u2

xy

≡ 0. (18)

Расщепляя (18) по степеням производных второго порядка, получаем недоопреде-
ленную систему уравнений для пятнадцати коэффициентов

α0x(βy0 − βx0 ) = β0
0(αyx − αxx),

α0x(βyy − βxy ) = β0
y(α

yx − αxx),
β0
x(α

yx − αxx) + α0y(βyy − βxy ) = β0
y(α

yy − αxy) + α0x(βyx − βxx),
α0y(βy0 − βx0 ) = β0

0(αyy − αxy),
β0
x(β

y
0 − βx0 ) = β0

0(βyx − βxx),
β0
x(β

y
y − βxy ) = βy0 (βyx − βxx).

(A)

Полагая k = αyx − αxx, α0x �= 0, α0y �= 0, β0
0 , β

0
y �= 0, приходим к соотношениям

β0
y − βx0 = kβ0

0(α0x)−1, βyy − βxy = kβ0
y(α

0x)−1,

αyy − αxy = kα0y(α0x)−1, βyx − βxx = kβ0
x(α

0x)−1.

Решению исходного уравнения (15) u′ = φ(x′ − y′), (φ — произвольная функция),
отвечает уравнение

α0xux + α0yuy + β0
0u+ β0

xx+ β0
yy = φ [(αxx − αxy)ux+

+(αxy − αyy)uy + (βx0 − βy0 )u+ (βxx − βyx)x+ (βxy − βxy )y
]
.

Таким образом всякое решение последнего уравнения, коэффициенты которого
удовлетворяют системе (А), является в то же время решением уравнения Монжа–
Ампера (5).

Если в исходном уравнении (15) оставить одно слагаемое, т.е. положить

u′y′ = 0,
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то соответствующую систему уравнений для коэффициентов преобразования τ ,
обеспечивающих получение уравнения (5), найдем из (A) при εy = 0, (αyµ = 0,
βyj = 0)

α0xβx0 = β0
0α

xx, α0xβxy = β0
yα

xx,

β0
xα

xx + α0yβxy = β0
yα

xy + α0xβxx ,

α0yβx0 = β0
0α

xy, β0
xβ

x
0 = β0

0β
x
x , β0

xβ
x
y = β0

yβ
x
x .

(Б)

При α0x = 1, βyx = 1, αyx = 1 и остальных нулевых значениях коэффициентов
получаем подстановку, удовлетворяющую системе (Б). К найденной только что
подстановке вернемся несколько позднее.

Замечание. Некоторые решения уравнения (5) можем найти методом разделения
переменных, полагая u = φ(x)ψ(y). При этом получаем два обыкновенных диффе-
ренциальных уравнения, определяющих φ и ψ:

φ′′φ
(φ′)2

=
(ψ′)2

ψ′′ψ
= ν2.

В случае ν = ±1 находим решение

u = c3c4 exp[c1x+ c2y], (ci = const, i = 1, 4).

При ν �= ±1 решение имеет вид

u =
ν2 − 1
ν2

[c3y + c4]
{
−ν−2 c3y + c4

c1x+ c2

}1/(ν2−1)

.

Рассмотрим уравнение

u′y′ = φ(x′, y′, u′, u′x′). (19)

Это соответствует уравнению (11) с βy = 1, βx = φp = 0, β0 = φ. Полученное на
стр. 9 нелокальное преобразование переменных

τ : x′ = uy, y′ = x, u′ = ux (20)

выполним в уравнении (19). Это дает следующее уравнение Монжа–Ампера:

|uij | = uyyφ(uy, x, ux, uxy · u−1
yy ) (i, j = x, y). (21)

Рассмотрим несколько частных случаев уравнения (21).
1) Полагая в (19) φ ≡ 0, приходим к уравнению развертывающихся поверхно-

стей (5)

|uij | = 0, (i, j = x, y). (5)

Уравнение (19) u′y′ = 0 имеет решением произвольную функцию переменной x′:
u′ = f(x′). Соответствующее решение уравнения (5) находим, заменяя в последнем
переменные в соответствии с (20). Это дает уравнение первого порядка

ux = f(uy),

в котором f — произвольная функция.
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Таким образом всякое ДУЧП первого порядка, не содержащею явно независи-
мых переменных, имеет решения, удовлетворяющие (5).

Приведем несколько примеров таких решений.
Известно [10], что одним из решений уравнения

u2
x + u2

y = 1

является функция

u = φ
(
α · x+

√
1 − α2 · y + β

)
, (α, β = const),

где φ — произвольная функция. Проверка показывает, что эта функция u удовле-
творяет уравнению (5).

Решение u = 2
√
xy уравнения

uxuy = 1 (22)

также удовлетворяет (5).
Уравнение

ux =
[
a−1
(
c− bu2

y

)]1/2
имеет решением функцию [9]

u = c1/2
[
a−1(x−A)2 + b−1(y −B)2

]1/2
.

A, B, a, b, c — произвольные постоянные. Эта функция также удовлетворяет
уравнению (5). Можно привести много других примеров подобного рода.

2) Значению φ = 1 соответствует уравнение

|uij | = uyy, (i, j = x, y) (23)

(оно получается из u′y′ = 1 подстановкой (20)). Решение исходного уравнения
известно

u′ = y′ + f(x′).

Здесь f — произвольная функция. Таким образом всякое решение уравнения

ux = x+ f(uy)

в то же время является решением уравнения (23).
3) При φ = u′x′ в (19) получаем уравнение u′y′ −u′x′ = 0. Его решением является

функция u′ = f(x′ − y′). Решения уравнения

|uij | = uxy, (i, j = x, y) (24)

находим, интегрируя уравнение первого порядка

ux = f(uy − x).

4) Полагая φ = (u′x′)−1, получаем уравнение

|uij | = u2
yyu

−1
xy , (uxy �= 0, uyy �= 0), (25)
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что соответствует исходному уравнению

u′x′ · u′y′ = 1. (22)

Решения последнего могут быть получены методом, описанным в [10], и опреде-
ляются соотношениями

x′ =
1
2
µ2ν2, y′ =

1
2
µ2 + ψ′(ν),

u′ = µ2ν + νψ′(ν) − ψ(ν).

Заменяя в последних переменные x′, y′, u′ на uy, x, ux, соответственно, и исклю-
чая параметры µ и ν, приходим к решениям уравнения (25).

5) Отметим, что исходное уравнение u′y′ = φ(x′, u′) подстановка (20) приводит
к виду

|uij | = uyyφ(ux, uy). (26)

Перечень примеров можно продолжить.
Преобразование (20), как следует из (19) и (21), меняет порядок производных.

Вместе с тем, по виду оно напоминает известное преобразование Эйлера [9]:

τ :
x′ = ωξ,
y′ = y, (ωξξ �= 0),
u′ = ξωξ − ω,

(27)

относящееся к контактным преобразованиям. При преобразовании (27) произво-
дные изменяются по закону

u′x′ = ξ, u′y′ = −ωy, u′x′x′ = ω−1
ξξ ,

u′x′y′ = −ωξyω−1ξξ, u′y′y′ = −|ωµν |ω−1
ξξ , (µν = ξ, y).

(28)

Это позволяет установить соответствие для некоторых уравнений второго порядка
и их решений.

1) Для исходного волнового уравнения u′x′x′ − uy′y′ = 0 получаем уравнение
Монжа–Ампера

|ωµν | = −1, (µ, ν = ξ, y). (29)

Решению исходного u′ = φ(x′ + y′) + ψ(x′ − y′) при этом отвечает решение, опре-
деляемое системой

y = y, ξ = φ′(x+ y) + ψ′(x− y),
ω = x [φ′(x+ y) + ψ′(x− y)] − φ(x+ y) − ψ(x− y),

в которой функции φ и ψ произвольны. Решение уравнения (29) получаем исклю-
чив из уравнений системы x.

2) Исходя из уравнений

uyy = f(y, ux)uxx, (30а)

uyy = f(y, uy)uxx, (30б)
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получаем соответственно уравнения

−|ωµν | = f(y, ξ), (µ, ν = ξ, y), (31a)

−|ωµν | = f(ωξ,−ωy). (31б)

Преобразованием Лежандра [10]

τ :
ξ = zµ, y = zν ,

ω = µzµ + νzν − z,

ωξ = µ, ωy = ν, δ ≡ |zkl| �= 0, (l, k = µ, ν),
ωξξ = δ−1zνν , ωξy = −δ−1zµν , ωyy = δ−1zµµ.

уравнений (31а), (31б) получаем соответственно

−|zkl| = f−1(zµ, zν), (32a)

−|zkl| = f−1(µ,−ν). (32б)

3) Преобразование Эйлера уравнения

uyy = f(x, u, ux)uxx

дает уравнение

−|ωµν | = f(ωξ, ξωξ − ω, ξ), (µ, ν = ξ, y).

В частности, из уравнения

uyy = f(xux − u)uxx

получаем следующее уравнение Монжа–Ампера:

−|ωµν | = f(ω).

Если же исходить из линейного уравнения

uyy = f(x, y)uxx + αφ(x, y),

находим

|ωµν | = α.

Замечание. К числу уравнений (30а), (30б) относятся многие широко известные
уравнения: Чаплыгина [11], [12]

uyy = −K(y)uxx,

уравнение колебаний нелинейной струны [2]

uyy = F 2(ux)uxx.

Преобразование Лежандра преобразует последнее в линейное, а преобразование
Эйлера связывает с уравнением Монжа–Ампера

−|ωµν | = F 2(ξ).
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Уравнение

uyy = −yuxx
подробно исследовано в книге [12].

Известные решения перечисленных уравнений позволяют с помощью преобра-
зования Лежандра построить решения соответствующих уравнений Монжа–Ам-
пера (см. табл. 1).

Значительный интерес для приложений представляет уравнение

ωξξωyy − ω2
ξy =

(
1 + ω2

ξ + ω2
y

)2
. (33)

Особенно часто оно встречается в теории выпуклых поверхностей. Преобразование
Эйлера связывает (33) с исходным уравнением

−uyy =
(
1 + x2 + u2

y

)2
uxx. (34)

Алгебру Ли инвариантности уравнения (34) определяем обычным методом
С. Ли [11]. Полный набор операторов алгебры симметрии имеет вид

X1 =
(
1 + x2

)
∂x + xu∂u,

X2 = ∂y, X3 = x∂u, X4 = ∂u.
(35)

Инвариант преобразования, соответствующий оператору X1,

J =
(
1 + x2

)1/2
u−1,

позволяет указать, например, решение (34)

u = iy
(
1 + x2

)1/2
+ φ(x), (i =

√−1), (36)

где φ — произвольная функция. Кроме того, очевидно, решением (34) является
функция

u = Axy +Bx+ Cy +D, (37)

A, B, C, D — произвольные постоянные. Преобразование Эйлера этих решений
дает следующие промежуточные интегралы уранения (33)

ξωξ − ω = iy
√

1 + ω2
ξ + φ(ωξ), (38)

ξωξ − ω = Ayωξ +Bωξ + Cy +D (39)

и позволяет найти некоторые решения уравнения (33).
Положим, в частности, в (38) φ ≡ 0. Тогда при ωξ = 0 находим решение

ω = −iy, при ωξ = 1 решение имеет вид

ω = ξ + i
√

2y.

При ωξ = y функция

ω = ξy − iy
√

1 + y2

также удовлетворяет уравнению (33).
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С другой стороны, для уравнения (33) известно решение [1]

ω =
[
1 − (ξ − a)2 − (y − b)2

]1/2
+ c.

Так как преобразование Эйлера связывает уравнения (33) и (34), то решение по-
следнего может быть найдено из соотношений

x = (ξ − a)
{[

1 − (ξ − a)2 − (y − b)2
]1/2 + c

}−1

,

y = y, u = ξx.

После исключения ξ находим следующее решение, заданное в неявной форме:

(
x2 − 1

)−1
(xu− a) − a = x


[
1 −
(
xu− a

x2 − 1
− a

)2

− (y − b)2
]1/2

+ c

 .

4) Преобразованием Эйлера уравнения

uyy = f(x, y, u, ux, uy)uxx (40)

получаем уравнение Монжа–Ампера

−|ωµν | = f(ωξ, y, ξωξ − ω, ξ,−ωy). (41)

Таким образом, для построения точных решений уравнений типа (41) следует
найти точные решения соответствующих уравнений (40) и обратно.

5) Выполняя преобразование Эйлера уравнения

u′y′y′ = φ(x′, y′, u′, u′x′ , u′y′)

получаем

−|ωµν | = ωξξφ(ωξ, y, ξωξ − ω, ξ,−ωy).
6) Уравнение

u′y′y′ = φ(x′, y′, u′, u′x′ , u′y′)ux′y′

это же преобразование ставит в соответствие уравнение

|ωµν | = ωξyφ.

7) Исходя из уравнения

uyy = φ(x, y, u, u
1
)uxx + αψ(x, y, u, u

1
),

где α — произвольный параметр, находим уравнение

−|ωµν | = αωξξψ + φ.

8) Выполним преобразование Эйлера (27) уравнения Борна–Инфельда [3], [10](
1 − u2

y

)
uxx + 2uxuyuxy −

(
1 + u2

x

)
uyy = 0. (Б–И)
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Ему отвечает такое уравнение Монжа–Ампера:(
1 + ξ2

) |ωµν | = 2ξωyωξy − ω2
y + 1. (42)

Некоторые решения уравнения Борна–Инфельда известны, известно также, что
преобразование Лежандра сводит (Б–И) к линейному [10]. Из сказанного ясен
метод получения решений уравнения (42) по соответствующим решениям уравне-
ния (Б–И).

Нелокальную линеаризацию можно осуществлять исходя из исследуемого не-
линейного уравнения [3].

Пусть дано уравнение [3]

zxy − |zij | = 0, (i, j = x, y). (24)

Найдем нелокальную подстановку τ , сводящую (24) к волновому

uξη = 0, (43)

τ(24)
∣∣∣
(43)

≡ 0, (44)

т.е. многообразие задано уравнением (43) и его дифференциальными следствиями.
Искомую подстановку разыскиваем среди преобразований, линейных по u и u

1
:

τ : xi
′
= εi(ξ, η, u, u

1
) = αiµuµ + βiu+ γi,

(x0 ≡ u, x1 ≡ x, x2 ≡ y, µ = ξ, η, i = 0, 1, 2).
(45)

Решение поставленной задачи нелокальной линеаризации [3] обеспечивает под-
становка

τ :
z = ξη + ξuξ + ηuη − u+ c1,
x = uξ + η + c2, (ci = const),
y = uη + ξ + c3, (i = 1, 3).

(45а)

При этом значения производных на многообразии вычисляем по формулам

zx = ξ, zy = η, δ ≡ uξξuηη − 1 �= 0,
zxx = δ−1uηη, zxy = δ−1, zyy = δ−1uξξ.

(45б)

Решение волнового уравнения u = φ(ξ)+ψ(η) позволяет указать соответствующее
решение уравнения (24), которое находим, исключая ξ и η из соотношений

z = ξη + ξφ′ + ηψ′ − φ− ψ + c1,
x = φ′ + η + c2,
y = ψ′ + ξ + c3.

Уравнение

|zij | + y−1zyzxx + zyy + y−1(zx + x)zxy + y−1zy = 0 (46)

также может быть приведено к линейному [3]

wyy + ξy−1wξy + y−1wy = 0. (47)
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Преобразование τ получаем, решая определяющее соотношение

τ(46)
∣∣∣
(47)

≡ 0. (48)

Линеаризующая подстановка оказывается следующей [3]:

τ :
z = −ξwξ − 1

2
w2
ξ + w + c1,

x = −wξ, y = y.
(49)

В отличие от преобразований Эйлера и Лежандра рассмотренные преобразования
(45а) и (49) повышают порядок производных. Уравнение (47) точечной заменой
переменных

η = ξy−1, ξ = ξ, u = w (50)

преобразуем к волновому уравнению (43)

uξη = 0, (51)

решение которого известно

u = φ(ξ) + ψ(η). (52)

Теперь решение уравнения (46) получаем из (49)–(51), исключая ξ из соотношений

z = −ξx− 1
2
x2 + φ− ψ(ξy−1) + c1,

x = −φ′ + y−1ψ′.
(53)

§ 3. Некоторые уравнения Монжа–Ампера
с тремя независимыми переменными

Успешное применение преобразований Эйлера, Лежандра и других при лине-
аризации некоторых уравнений Монжа–Ампера с двумя независимыми перемен-
ными позволяет надеяться на положительный эффект в случае большего числа
независимых переменных.

Рассмотрим преобразование, полученное из (20) введением дополнительной не-
зависимой переменной z′ следующим образом:

τ :
x′ = εx = uy, y′ = εy = x,

z′ = εz = uz, u′ = ε0 = ux.
(54)

В соответствии с обозначениями, принятыми в работе [3], находим

d = −(uzzuyy − u2
zy) = −δ,

dy = −|uij |, u′y′ = δ−1|uij |, (i, j = x, y, z),

u′x′ = δ−1(uzzuxy − uxzuzy),
u′z′ = δ−1(uyyuxz − uyzuxy).

(55)

1) Преобразование (54), (55) позволяет линейному уравнению

u′y′ = 0, (u′ = f(x′, z′)) (56)
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поставить в соответствие уравнение

|uij | = 0, (i, j = x, y, z). (57)

Следовательно, решением последнего является всякое решение уравнения

ux = f(uy, uz),

в котором f — произвольная функция.
2) Уравнению

u′y′ = φ(x′, y′, z′, u′, u′x′ , u′z′) (58)

при подстановке (54) отвечает уравнение

|uij | =
(
uzzuyy − u2

zy

)×
×φ
(
uy, x, uz, ux,

uzzuxy − uxzuzy
uzzuyy − u2

zy

,
uyyuxz − uyzuxy
uzzuyy − u2

zy

)
.

(58а)

Можно построить несколько в равной степени полезных вариантов обобщения
преобразования Эйлера (27) на три независимые переменные x, y, z. Основными
требованиями к преобразованиям являются при этом неизменность порядка прои-
зводных и относительная неизменность формы записи преобразования в сравнении
с (27). Рассмотрим два возможных случая.

Пусть преобразование имеет вид

τ1 :
x′ = εx = ωξ, y′ = εy = y,

z′ = εz = z, u′ = ε0 = ξωξ − ω.
(59)

Определитель этого преобразования δ = ωξξ �= 0 совпадает с определителем пре-
образования (27). По формулам, данным в [3], находим закон преобразования
производных для (59)

u′x′ = ξ, u′y′ = −ωy, u′z′ = −ωz,
u′x′x′ = ω−1

ξξ , u′y′y′ = −ω−1
ξξ (ωξξωyy − ω2

ξy),

u′x′y′ = −ω−1
ξξ ωξy, u′z′z′ = −ω−1

ξξ (ωzzωξξ − ω2
zξ),

u′x′z′ = −ω−1
ξξ ωξz, u′y′z′ = ω−1

ξξ (ωξzωξy − ωξξωyz).

(60)

Из (60) ясно, что преобразование (59) — есть контактное преобразование.
Выполним преобразование (59) уравнения

αuxx + βuyy + γuzz = φ(x, y, z, u, u
1
), (61)

α, β, γ — произвольные постоянные. Приходим к уравнению

α− β(ωξξωyy − ω2
ξy) − γ(ωzzωξξ − ω2

zξ) =

= ωξξφ(ωξ, y, z, ξωξ − ω, ξ,−ωy,−ωz).
(62)
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§ 4. О линеаризации и общем решении системы
типа Дирака–Гейзенберга–Тирринга

В этом параграфе с помощью нелокальной линеаризации найдено общее реше-
ние нелинейной системы дифференциальных уравнений типа Дирака–Гейзенбер-
га–Тирринга

iγµ
∂ψ

∂xµ
= λ(ψ̄γµψ)γµψ, µ = 0, 1, (63)

где ψ = ψ(x) — четырехкомпонентный спинор,

γ0 =
(

0 iσ2

iσ2 0

)
, γ1 =

(
0 σ3

σ3 0

)
.

Вводя обычным образом вместо Ψ =
(
ϕ
χ

)
двухкомпонентные спиноры ϕ, χ,

перепишем систему (63) в следующем виде

i

(
iσ2

∂ϕ

∂x0
+ σ3

∂ϕ

∂x1

)
=

= λ
{
i
(|ϕ|2 + |χ|2)σ2 − i

(
ϕ+σ2σ3ϕ+ χ+σ2σ3χ

)
σ3

}
ϕ,

i

(
iσ2

∂χ

∂x0
+ σ3

∂χ

∂x1

)
=

= λ
{
i
(|ϕ|2 + |χ|2)σ2 − i

(
ϕ+σ2σ3ϕ+ χ+σ2σ3χ

)
σ3

}
χ.

(64)

В конусных переменных

ξ = x0 − x1, η = x0 + x1

система (64) запишется в виде

iϕ0
ξ = −λ (|χ1|2 + |ϕ1|2)ϕ0,

iϕ1
η = λ

(|χ0|2 + |ϕ0|2)ϕ1,
(65)

iχ0
ξ = −λ (|χ1|2 + |ϕ1|2)χ0,

iχ1
η = λ

(|χ0|2 + |ϕ0|2)χ1.
(66)

Система уравнений (65), (66) с помощью нелокальной обратимой замены

ϕ0 = v0(ξ, η) exp
{
iλ

∫ (|u1|2 + |v1|2) dξ} ,
ϕ1 = v1(ξ, η) exp

{
−iλ

∫ (|u0|2 + |v0|2) dη} ,
χ0 = u0(ξ, η) exp

{
iλ

∫ (|u1|2 + |v1|2) dξ} ,
χ1 = u1(ξ, η) exp

{
−iλ

∫ (|u0|2 + |v0|2) dη}
(67)
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приводится к линейной системе дифференциальных уравнений

v0
ξ = 0, u0

ξ = 0, v1
η = 0, u1

η = 0. (68)

Подставляя (67) в (65), (66), убеждаемся, что u0, u1, v0, v1 удовлетворяют
уравнениям (68).

Таким образом, проблема нахождения общего решения исходного уравнения
сведена к задаче интегрирования незацепленной системы уравнений (68). Инте-
грируя последние, получаем

u0 = F 0(η), u1 = F 1(ξ), v0 = G0(η), v1 = G1(ξ). (69)

Подставляя (69) в формулы, находим общее решение системы (66)

ϕ0 = F 0(x0 + x1) exp

iλ
x0−x1∫ (|F 1|2 + |G1|2) dξ

 ,

ϕ1 = F 1(x0 − x1) exp

−iλ
x0+x1∫ (|F 0|2 + |G0|2) dη

 ,

χ0 = G0(x0 + x1) exp

iλ
x0−x1∫ (|F 1|2 + |G1|2) dξ

 ,

χ1 = G1(x0 − x1) exp

−iλ
x0+x1∫ (|F 0|2 + |G0|2) dη

 ,

(70)

где F 0, F 1, G0, G1 — произвольные комплексные дифференцируемые функции
своих аргументов.

Замечание. Возможность линеаризации двумерной системы типа Дирака–Гейзен-
берга–Тирринга связана с бесконечномерной локальной симметрией, допускаемой
этой системой. Более того, общее решение (70) может быть получено из чисто
теоретико-групповых соображений. Для этого необходимо найти частное решение
и применить к нему операцию размножения решений с помощью преобразований
из группы симметрии уравнения. Отметим также тот замечательный факт, что
нелинейная система (64) допускает нелокальную группу преобразований

χ0′
= aχ0 exp

{
iλ

∫ [(|b|2 − 1
) |χ1|2 +

(|d|2 − 1
) |ϕ1|2] dξ} ,

χ1′
= bχ1 exp

{
−iλ

∫ [(|a|2 − 1
) |χ0|2 +

(|c|2 − 1
) |ϕ0|2] dη} ,

ϕ0′
= cϕ0 exp

{
iλ

∫ [(|b|2 − 1
) |χ1|2 +

(|d|2 − 1
) |ϕ1|2] dξ} ,

ϕ1′
= dϕ1 exp

{
−iλ

∫ [(|a|2 − 1
) |χ0|2 +

(|c|2 − 1
) |ϕ0|2] dη} ,

где a, b, c, d — произвольные комплексные числа.
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В заключение отметим, что максимальной локальной группой инвариантности
уравнений (64) является

G = O(4) ×O(4) ×A∞,

где A∞ — бесконечномерная группа Ли преобразований вида

x′0 =
1
2

 x0−x1∫
f−2
1 (ξ)dξ +

x0+x1∫
f−2
0 (η)dη

 ,
x′1 =

1
2

 x0+x1∫
f−2
0 (η)dη −

x0−x1∫
f−2
1 (ξ)dξ

 ,
f0, f1 — произвольные действительные функции,

ϕ0′
= f0(x0 + x1)ϕ0, ϕ1′

= f1(x0 − x1)ϕ1,

χ0′
= f0(x0 + x1)χ0, χ1′

= f1(x0 − x1)χ1.

§ 5. О линеаризации и общем решении нелинейных
двумерных уравнений электродинамики

Метод нелокальных преобразований оказывается эффективным и для нахожде-
ния общего решения двумерных уравнений квантовой электродинамики, получа-
ющихся из лагранжиана

L =
i

2
(ψ̄γµψµ − ψ̄µγµψ) + eψ̄γµψA

µ+

+
1
2
(AµνA

µ
ν −AµνA

ν
µ) +

1
2
λ(ψ̄γµψ)(ψ̄γµψ), µ, ν = 0, 1,

где e, λ — постоянные величины, Aµ — векторный потенциал электромагнитного
поля.

Соответствующие уравнения движения имеют вид

[iγµ∂µ + eγµA
µ + λψ̄γµψγ

µ]ψ = 0,

�Aµ − ∂µ∂νA
ν = −eψ̄γµψ, µ = 0, 1.

(71)

Расписывая систему (71) покомпонентно и переходя к конусным переменным

ξ = x0 − x1, η = x0 + x1,

получаем

iψ0
ξ = −

[
1
2
e(A1 −A0) + λ(|ψ1|2 + |ψ3|2)

]
ψ0,

iψ1
η =

[
1
2
e(A1 +A0) + λ(|ψ0|2 + |ψ2|2)

]
ψ1,

iψ2
ξ = −

[
1
2
e(A1 −A0) + λ(|ψ1|2 + |ψ3|2)

]
ψ2,

iψ3
η =

[
1
2
e(A1 +A0) + λ(|ψ0|2 + |ψ2|2)

]
ψ3,

(72)
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∂

∂ξ
− ∂

∂η

)
(A0

η +A0
ξ +A1

η +A1
ξ) = e

(|ψ0|2 + |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2) ,(
∂

∂ξ
+

∂

∂η

)
(A0

η −A0
ξ +A1

η +A1
ξ) = e

(−|ψ0|2 + |ψ1|2 − |ψ2|2 + |ψ3|2) .
Система уравнений (72) линеаризуется с помощью следующей нелокальной обра-
тимой замены переменных

ψ0 = u0(ξ, η) exp
{
iλ

∫ (|u1|2 + |u3|2) dξ +
i

2
e

∫
(A1 −A0)dξ

}
,

ψ1 = u1(ξ, η) exp
{
−iλ

∫ (|u0|2 + |u2|2) dη − i

2
e

∫
(A1 +A0)dη

}
,

ψ2 = u2(ξ, η) exp
{
iλ

∫ (|u1|2 + |u3|2) dξ +
i

2
e

∫
(A1 −A0)dξ

}
,

ψ3 = u3(ξ, η) exp
{
−iλ

∫ (|u0|2 + |u2|2) dη − i

2
e

∫
(A1 +A0)dη

}
.

(73)

Подставляя (73) в (72), получаем систему для нахождения функций u0, . . ., u3,
A0, A1:

u0
ξ = 0, u1

η = 0, u2
ξ = 0, u3

η = 0,(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

)
(A0

η +A0
ξ +A1

η +A1
ξ) = e

(|u0|2 + |u1|2 + |u2|2 + |u3|2) ,(
∂

∂ξ
+

∂

∂η

)
(A0

η −A0
ξ +A1

η +A1
ξ) = e

(−|u0|2 + |u1|2 − |u2|2 + |u3|2) .
(74)

Интегрируя уравнений (74) и подставляя полученный результат в формулы (73),
находим общее решение исходной системы (71)

A0 = e

x0+x1∫ z∫ (|u0|2 + |u2|2) dηdz +
∂f

∂x0
,

A1 = −e
x0−x1∫ z∫ (|u1|2 + |u3|2) dξdz − ∂f

∂x1
,

ψ0 = u0(x0 + x1) exp

i
x0−x1∫ [

λ
(|u1|2 + |u3|2)+

1
2
e(A1 −A0)

]
dξ

 ,

ψ1 = u1(x0 − x1) exp

−i
x0+x1∫ [

λ
(|u0|2 + |u2|2)+

1
2
e(A1 +A0)

]
dη

 ,

ψ2 = u2(x0 + x1) exp

i
x0−x1∫ [

λ
(|u1|2 + |u3|2)+

1
2
e(A1 −A0)

]
dξ

 ,

ψ3 = u3(x0 − x1) exp

−i
x0+x1∫ [

λ
(|u0|2 + |u2|2)+

1
2
e(A1 +A0)

]
dη

 ,
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где u0, . . . , u3 — произвольные комплексные функции, а f = f(x0, x1) — прои-
звольная действительная функция.
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Точные решения нелинейных
дифференциальных уравнений
для спинорного и векторного поля
В.И. ФУЩИЧ, Р.З. ЖДАНОВ

Построены новые многопараметрические семейства точных решений нелинейного
уравнения Дирака и уравнений для взаимодействующих спинорного и векторного
полей.

Введение.
В настоящей работе построены широкие классы точных решений нелинейной

системы уравнений Дирака[
γµpµ + λ(ψ̄ψ)1/2k

]
ψ(x) = 0, k �= 0, (1)

γµ — 4 × 4 матрицы Дирака, pµ = igµν
∂
∂xν

, ψ̄ = ψ+γ0, x = (x0, x1, x2, x3), ψ —
четырехкомпонентный спинор, k, λ — параметры и системы восьми нелинейных
уравнений

[γµpµ + λ1γ
µAµ +m1]ψ(x) = 0,

pνpνA
µ − pµpνA

ν = eψ̄γµψ +m2A
m + λ2A

µAνA
ν ,

(2)

Aµ — вектор-потенциал электромагнитного поля, λ1, λ2, m1, m2, e — константы.
Если в системе (2) положить m2 = λ2 = 0, то она совпадает с уpaнeниями клас-
сической электродинамики, описывающими взаимодействие электромагнитного и
спинорного полей.

Для построения многопараметрических семейств точных решений (1), (2) су-
щественно используются симметрийные свойства уравнений и анзатц

ψ(x) = A(x)ϕ(ω) +B(x), (3)

предложенный в [1, 2] и эффективно реализованный в [3–6] для ряда нелиней-
ных волновых уравнений. A(x) — 4 × 4-матрица, B(x) — четырехкомпонентный
спинор, алгоритм построения которых приводится ниже; ϕ(ω) — вектор-столбец,
компоненты которого в общем случае зависят от трех инвариантных переменных
ω = {ω1, ω2, ω3} (более подробно об этом см. [1, 2]).

Далее рассматривается анзатц (3) при B(x) = 0.
Используя конечные преобразования, устанавливаем, что уравнение (1) инвари-

антно относительно расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3), т.е. группы Пуанкаре
P (1, 3), дополненной гpyппой масштабных преобразований. Базисные элементы
алгебры Ли AP̃ (1, 3) группы P̃ (1, 3) имеют вид

Pµ = pµ, Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν ,

D = xµp
µ − ik, Sµν =

i

4
(γµγν − γνγµ).

(4)

Теоретико-групповые исследования уравнений математической физики, Киев, Институт математики
АН УССР, 1985, C. 20–30.
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Общая схема построения решений уравнения (1) (аналогично строятся решения
системы (2)) такова. Ищем решения уравнения (1), инвариантные относительно
подгруппы группы P̃ (1, 3), порождаемой линейной комбинацией всех базисных
элeлeнтoв AP̃ (1, 3),

Q = CµνJµν + C00D + CµPµ, (5)

где Cµν , C00, Cµ — константы, Cµν = −Cνµ, 0 ≤ µ, ν ≤ 3. Матрица A(x) ищется
из условия

QA(x) = 0. (6)

Инвариантные переменные являются первыми интегралами системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ) Эйлера–Лагранжа

dx0

ξ0(x)
=

dxa
ξa(x)

, a = 1, 3, (7)

где ξµ = Cµνxν + C00xµ + Cµ.
Если построить явный вид матриц A(x), удовлетворяющих уравнению (7), то

для спинора ϕ(ω) получим уравнение, зависящее только от трех инвариантных
переменных {ω1, ω2, ω3}, т.е. анзатц (3) с матрицами A(x), удовлетворяющими
условию (7), приведет к “разделению” переменных в уравнении (1). Решения соо-
тветствующего уравнения для ϕ(ω), будучи подставленными в (3), дают решения
исходного уравнения (1).

Для реализации этой схемы прежде всего нужно построить в явном виде ма-
трицы A(x), удовлетворяющие уравнению (7), т.е. найти частное решение линей-
ной системы 16 дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП)
первого порядка с переменными коэффициентами. Решить эту систему ДУЧП
стандартными методами непросто. Поэтому решаем ее таким образом. Оператор
Q преобразуем с помощью обратимого оператора

W (x, p) = exp{θΣ}, W−1(x, p) = exp{−θΣ} (8)

к виду

Q′ = WQW−1, (9)

где

Σ = θµνJµν + θ00D + θµPµ. (10)

Преобразование W выбирается таким, чтобы оператор Q′ имел максимально
простой вид. Этого всегда можно достичь, поскольку уравнение (1) инвариантно
относительно преобразований Лоренца. На физическом языке это означает, что
нелинейная система уравнений Дирака решается в фиксированной системе отсче-
та, а затем с помощью процедуры группового размножения строятся решения,
которые не зависят от использованной системы отсчета.
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§ 1. Точные решения нелинейного уравнения Дирака (1)
Приводим многопараметрические, неразмножаемые семейства решений уравне-

ния (1). Неразмножаемость означает, что рассматриваемые семейства инвариан-
тны по отношению к операции размножения размножения решений с помощью
конечных преобразований из группы инвариантности уравнения (1). Указываются
только те решения, которые являются существенно новыми.

1. k ∈ R1, k �= 0,

ψ(x) = exp
{
θ

2
(γ · a)(γ · b)b · z)

}
exp
{
− iλ

2
(χ̄χ)1/2k(γ · a)2a · z + θ(b · z)2

}
χ,

γ · a ≡ γµaµ, a · z ≡ aµzµ, zµ = xµ + θµ,

(1.1)

χ — произвольный постоянный спинор, θ, θµ, aµ, bµ — npoизвольные константы,
удовлетворяющие условиям:

aµa
µ = −1, bµb

µ = 0, aνb
ν = 0. (1.2)

Неразмножаемость семейства (1.1) с помощью преобразований из группы сдвигов и
группы масштабных преобразований вполне очевидна. Докажем, что это свойство
выполнено, и для группы преобразований, порождаемой оператором J01, имеет
вид:

ψ2(x) = exp
{

1
2
γ0γ1α

}
ψ1(x′),

x′0 = x0 chα+ x1 shα, x′1 = x1 chα− x0 shα, x′2 = x2, x′3 = x3

Применяя эту формулу, взяв в качестве ψ1(x) решение (1.1), после несложных
преобразований получаем новое решение

ψ2(x) = exp
{
θ′

2
(γ · a′)(γ · b′)b′ · z)

}
×

× exp
{
− iλ

2
(χ̄′χ′)1/2k(γ · a′) [2a′ · z + θ′(b′ · z)2]}χ′,

где

a′0 = a0 chα+ a1 shα, a′1 = a1 chα− a0 shα, a′2 = a2, a′3 = a3,

b′0 = b0 chα+ b1 shα, b′1 = b1 chα− b0 shα, b′2 = b2, b′3 = b3,

θ′ = θ, χ′ = exp
{α

2
γ0γ1

}
χ.

Нетрудно убедиться, что параметры a′µ, b
′
µ, θ

′ удовлетворяют условиям (1.2), т.е.
решение ψ2(x) вновь принадлежит семейству (1.1), что и требовалось доказать.
Инвариантность семейства (1.1) относительно остальных преобразований из груп-
пы O(1, 3) проверяется совершенно аналогично.

2. k ∈ R1, k �= 1/2,

ψ(x) =
[
(a · z)2 + (b · z)2](k−1)/2

exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) arctg a · z

b · z
}
×

× exp
{
−i(γ · b) 2kλ

1 − 2k
(χ̄χ)1/2k

[
(a · z)2 + (b · z)2](1−2k)/(4k)

}
χ,

(1.3)
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причем

aµa
µ = bµb

µ = −1, aνb
ν = 0, (1.4)

zµ = xµ + θµ, θµ — произвольные постоянные, χ — произвольный постоянный
спинор.

3. k = 1/2

ψ(x) =
[
(a · z)2 + (b · z)2]−1/4

exp
{
−1

2
(γ · a)(γ · b) arctg a · z

b · z
}
×

× exp
{
−iλ χ̄χ

2(1 + θ2)
(γ · b+ θγ · a)

[
ln
[
(a · z)2 + (b · z)2]+ 2θ arctg

a · z
b · z

]}
χ,

(1.5)

zµ = xµ + θµ; aµ, bµ, θ, θµ — произвольные константы, удовлетворяющие условию
(1.4).

ψ(x) = exp
{

1
4
(γ · c)(γ · b)b · z

}[
(γ · a+ βγ · b)(a · z + βb · z)+

+
1
4
γ · c (c · z + (b · z)2)]ω−1 exp

{
−i λχ̄χ

β2
1 + β2

2

(β1(γ · a+ βγ · b)+

+
1
2
β2γ · c)

[
β1(a · z + βb · z) +

1
2
β2

(
c · z + (b · z)2)]ω−1

}
χ,

ω = (a · z + βb · z)2 +
1
4
(
c · z + (b · z)2)2 , zµ = xµ + θµ,

(1.6)

θµ, aµ, bµ, cµ, β, βi — произвольные константы, удовлетворяющие условиям:

aµbµ = bµcµ = cµaµ = bνbν = 0, aµa
µ = −1, cµc

µ = −4. (1.7)

4. k < 0

ψ(x) = exp
{

1
4
(γ · c)(γ · b)b · z

}
×

×
{[

(γ · a+ βγ · b)(a · z + βb · z) +
1
4
(γ · c)(c · z + (b · z)2)

]
+ ig(ω)

}
χ,

g(ω) = ∓
√

1 + |k|
|k| ω1/2f(ω) = ∓

√
1 + |k|
|k|

{
∓
√
k2 + |k|

2λ(χ̄χ)k

}2k

ω−k/2,

ω = (a · z + βb · z)2 +
1
4
(c · z + (b · z)2)2, zµ = xµ + θµ,

(1.8)

причем параметры aµ, bµ, cµ, θ, β удовлетворяют условию (1.6), χ — произвольный
постоянный спинор.

В заключение этого параграфа рассмотрим случай k = 1/3. Уравнение (1)
в этом случае инвариантно относительно конформной группы C(1, 3) (см. [7])
и поэтому, используя операцию размножения с помощью группы специальных
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конформных преобразораний, можно получить более широкое семейство решений
уравнения (1) при k = 3/2. Соответствующие формулы имеют вид ([4]):

ψ2(x) =
1 − (γ · x)(γ · θ)

σ2(x)
ψ1(x′)

x′µ =
xµ − θµx

2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2θ · x+ θ2x2, θ2 = θνθν , x2 = xνxν .

(1.9)

Используя в качестве ψ1(x) решения (1.1), (1.3) при k = 3/2, получаем решения
конформно-инвариантного уравнения Дирака

ψ(x) =
1 − (γ · x)(γ · θ)

σ2(x)
exp =

{
θ̃

2
(γ · a)(γ · b)b · x− b · θx2

σ(x)

}
×

× exp

{
−iλ

2
(χ̄χ)1/3(γ · a)2(a · x− a · θx2)σ(x) + θ̃(b · x− b · θx2)2

σ2(x)

}
χ,

(1.10)

aµa
µ = −1, bµbµ = 0, aµbµ = 0; θµ, θ̃ — произвольные константы, χ — произволь-

ный постоянный спинор.

ψ(x) =
1 − (γ · x)(γ · θ)

σ3/2(x)
[
((a · x) − a · θx2)2 + (b · x− b · θx2)

]1/4 ×
× exp

{
−1

2
(γ · a)(γ · b) arctg

(
a · x− a · θx2

b · x− b · θx2

)}
×

× exp

{
−iγ · b3λ

2

[
(a · x− a · θx2)2 + (b · x− b · θx2)2

σ2(x)

]−1/3

(χ̄χ)1/3
}
χ,

(1.11)

aµa
µ = bνb

ν = −1, aνbν = 0, θµ — произвольные постоянные, χ — произвольный
постоянный спинор.

§ 2. Точные решения системы управления (2)
Будем искать решения системы (2) при m1 = m2 = 0. Нам удалосъ noлучить

три класса точных решений:
1. λ > 0, c1 �= 0

ψ(x) = γ · b · exp

{
−iλ1λ

−1/2
2 arctg

[
λ

1/2
2

k
(c1a · x+ c2)

]}
χ,

Aµ(x) = ±bµc−1/2
1

[
(c1a · x+ c2)2 − k2

λ2

]1/2
− aµ

kc1
λ2

[
(c1a · x+ c2)2 − k2

λ2

]−1

.

(2.1)

2. λ2 < 0, c1 �= 0

ψ(x) = γ · b exp
{
i

λ1

2|λ2|1/2 ln
∣∣∣∣ |λ2|1/2(c1a · x+ c2) − k

|λ2|1/2(c1a · x+ c2) + k

∣∣∣∣}χ,
Aµ(x) = ±bµc−1/2

1

[
(c1a · x+ c2)2− k2

λ2

]1/2
− aµ

kc1
λ2

[
(c1a · x+ c2)2− k2

λ2

]−1

.

(2.2)
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3. λ2 < 0

ψ(x) = γ · b exp
{
−iλ1|λ2|−1/2 ln

(
2k|λ2|−1/2a · x+ c3

)}
χ,

Aµ(x) = ±bµ
(
2k|λ2|−1/2a · x+ c3

)1/2

− aµ
k

|λ2|
(
2k|λ2|−1/2a · x+ c3

)−1

.
(2.3)

Здесь: k = ebµχ̄γµχ/(aνbν), c1, c2, c3 — произвольные постоянные, χ — произволь-
ный постоянный спинор

bµb
µ = aµa

ν = 0, bµa
µ �= 0. (2.4)

Отметим, что полученные решения зависят от параметров λ1, e аналитически,
в то время как параметр λ2 входит в решение сингулярно. Это означает, что
решения (2.1)–(2.3) не могут быть получены в рамках теории возмущений путем
разложения в ряд по малому параметру λ2.

Вводя обычным образом тензор электромагнитного поля Fµν = ∂µA
ν − ∂νA

µ,
для найденных решений получаем:

Fµν = ±(bµaν − bνaµ)c
1/2
1 (c1a · x+ c2)

[
c1a · x+ c2)2 − k2

λ2

]−1/2

, (2.5)

Fµν = ±(bµaν − bνaµ)c
1/2
1 (c1a · x+ c2)

[
c1a · x+ c2)2 − k2

λ2

]−1/2

, (2.6)

Fµν = ±(bµaν − bνaµ)kλ−1
2 (2kλ2a · x+ c2)−1/2. (2.7)

Для получения новых семейств решений системы уравнений (2) воспользуемся тем
фактом, что она инвариантна относительно конформной группы C(1, 3) (см. [6]).
Легко убедиться, что решения (2.1)–(2.3) неразмножимы с помощью преобразова-
ний из расширенной группы Пуанкаре P̃ (1, 3) ⊂ C(1, 3). Поэтому для получения
неразмножимых относительно группы C(1, 3) решений системы (2) достаточно
размножить полученные решения с помощью группы специальных конформных
преобразований. Как было показано в [8], формула размножения решений в этом
случае имеет вид

ψ2(x) =
1 − (γ · x)(γ · c)

σ2(x)
ψ1(x′).

4. A(2)
µ (x) = σ−2(x){gµνσ(x) + 2(θµxν − θνxµ + 2θxxµθν−
−x2θµθν − θ2xµxν)}Aν(1)(x′),

x′µ =
xµ − θµx

2

σ(x)
, σ(x) = 1 − 2θ · x+ θ2x2.

(2.8)

Подставляя в формулу (2.8) вместо ψ, Aµ(1) решения (2.1)–( 2.3), получаем следу-
ющие семейства решений:
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5. λ2 > 0, c1 �= 0

ψ(x) =
1 − (γ · x)(γ · c)

σ2(x)
γ · b×

× exp

{
−iλ1λ

−1/2
2 arctg

[
λ

1/2
2

k

(
c1
a · x− a · θx2

σ(x)
+ c2

)]}
χ,

Aµ(x) = ±c−1/2
1

[(
c1
a · x− a · θx2

σ(x)
+ c2

)2

− k2

λ2

]1/2

σ−2(x)×

×{bµσ(x) + 2
[
θµb · x− xµb · θ + 2xµθ · xθ · b− θµx

2θ · b− xµθ
2b · x]}−

−kc1
λ2

[(
c1
a · x− a · θx2

σ(x)
+ c2

)2

− k2

λ2

]−1

σ−2(x)×

×{aµσ(x) + 2
[
θµa · x− xµa · θ + 2xµθ · x · θ · a− θµx

2θ · a− xµθ
2a · x]} .

(2.9)

6. λ2 < 0, c1 �= 0

ψ(x) =
1 − (γ · x)(γ · θ)

σ2(x)
γ · b×

× exp

i λ1

2|λ2|1/2 ln

∣∣∣∣∣∣
|λ2|1/2

(
c1
a·x−a·θx2

σ(x) + c2

)
− k

|λ2|1/2
(
c1
a·x−a·θx2

σ(x) + c2

)
+ k

∣∣∣∣∣∣
χ,

Aµ(x) = ±c−1/2
1

[(
a · x− a · θx2

σ(x)
+ c2

)2

− k2

λ2

]1/2

σ−2(x)×

×{bµσ(x) + 2
[
θµb · x− xµb · θ + 2θx · bxµ − θµx

2θ · b− xµθ
2b · x]}−

−kc1
λ2

[(
c1
a · x− a · θx2

σ(x)
+ c2

)2

− k2

λ2

]−1

σ−2(x)×

×{aµσ(x) + 2
[
θµa · x− xµa · θ + 2xµθ · xθ · a− θµx

2θ · a− xµθ
2a · x]} .

(2.10)

7. λ2 < 0

ψ(x) =
1 − (γ · x)(γ · θ)

σ2(x)
γ · b×

× exp
{
−iλ1|λ2|−1/2 ln

(
2k|λ2|−1/2 a · x− a · θx2

σ(x)
+ c3

)}
χ,

Aµ(x) = ±
(

2k|λ2|−1/2 a · x− a · θx2

σ(x)
+ c3

)1/2

σ−2(x)×

×{bµσ(x) + 2
(
θµb · x− xµb · θ + 2xµθ · xθ · b− θµx

2θ · b− xµθ
2b · x)}−

−k|λ2|−1

(
2k|λ2|−1/2 a · x− a · θx2

σ(x)
+ c3

)−1

σ−2(x)×

×{aµσ(x) + 2
[
θµa · x− xµa · θ + 2xµθ · xθ · a− θµx

2θ · a− xµθ
2a · x]} .

(2.11)
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Выражения для тензора Fµν , соответствующие решениям (2.9)–(2.11), очень гро-
моздки и их опускаем. По этой же причине не приводим доказательство нераз-
множаемости этих решений с помощью преобразований из группы C(1, 3).

§ 3. Точные решения уравнений для спинорного и скалярного полей
Подход, изложенный во введении, мoжeт быть применен к системе нелинейных

дифференциальных уравнений вида

γµp
µψ =

[
λ1u+ λ2(ψ̄ψ)1/3

]
ψ,

pµp
µu =

[
µ1u+ µ2(ψ̄ψ)1/3

]
u,

(3.1)

где u = u1(x) + iu2(x) — комплекснозначная скалярная функция, λi, µi — дей-
ствительные константы.

Для нахождения точных решений системы (3.1) используем анзатц

ψ(x) =
(
γµ

∂ω

∂xµ
f(ω) + ig(ω)

)
χ,

u(x) = φ1(ω) + iφ2(ω),
(3.2)

где ω = ω(x) — неизвестная дифференцируемая функция, χ — пpoизвoльный
постоянный спинор, f , g, φi — функции, подлежащие определению. Подставляя
(3.2) в (3.1), получаем редуцированную систему уравнений

pµp
µω +A(ω) = 0, (pµω)(pµω) +B(ω) = 0,

A(ω)φ̇i +B(ω)φ̈i +
[
µ1|φ| + µ2(χ̄χ)1/3

(
g2 +B(ω)f2

)1/3]
φi = 0, i = 1, 2,

ġ −
[
λ1|φ| + λ2(χ̄χ)1/3

(
g2 +B(ω)f2

)1/3]
f = 0,

A(ω)f +B(ω)ḟ −
[
λ1|φ| + λ2(χ̄χ)1/3

(
g2 +B(ω)f2

)1/3]
g = 0.

(3.3)

Здесь точка обозначает дифференцирование по ω.
Подробный анализ уравнений (3.3) будет проведет позже. Здесь приведем не-

которые классы точных решений системы (3.1), полученные из (3.3):

1. ψ(x) = ±√
c1

1 − (γ · x)(γ · θ)
σ2(x)

×

×
{
γ · a sin

[(
λ1c+ λ2(χ̄χ)1/3c1/31

) a · x− a · θx2

σ(x)
+ c2

]
+

+i cos
[(
λ1c+ λ2(χ̄χ)1/3c1/31

) a · x− a · θx2

σ(x)
+ c3

]}
χ,

u(x) = ± c

σ(x)
exp
{
±i
(
µ1c+ µ2c

1/3(χ̄χ)1/3
) a · x− a · θx2

σ(x)
+ iC3

]
,

(3.4)

θµ, aµ, c1, c2, c3 — произвольные постоянные.

2. ψ(x) = q1
(
x2 + 2θ · x+ θ2

)−3/4
(

γ · x+ γ · θ√
x2 + 2θ · x+ θ2

± i

)
χ,

u(x) = q2

(
λ1q2 + λ2(χ̄χ)1/3

)−1 (
x2 + 2θ · x+ θ2

)−1
exp{ic},

(3.5)
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где q1 =
[±3 · 2−4/3

(
λ1q2 + λ2(χ̄χ)1/3

)]3/2
, C— постоянная, χ — произвольный

постоянный спинор и выполнено условие[
µ1q2 + µ2(χ̄χ)1/3

λ1q2 + λ2(χ̄χ)1/3

]2
=

4
9
.

Можно доказать, что семейства решений (3.4), (3.5) являются неразмножаемыми
относительно конформной группы C(1, 3), которая является максимальной ло-
кальной группой инвариантности уравнения (3.1), но из-за большой громоздкости
выкладок мы опускаем доказательство.

1. Фущич В.И., Симметрия в задачах математической физики, В кн.: Теоретико-алгебраические
исследования в математической физике, Киев, Ин-т математики АН УССР, 1981, 6–28.

2. Фущич В.И., О симметрии и частных решениях некоторых многомерных уравнений математиче-
ской физики, В кн.: Теоретико-алгебраические методы в задачах математической физики, Киев,
Ин-т математики АН УССР, 1983, 4–23.

3. Фущич В.И., Штелень В.М., Об инвариантных решениях нелинейного уравнения Дирака, Докл.
АН СССР, 1983, 269, № 1, 88–92.

4. Fushchych W.I., Shtelen W.M., On some exact solutions of the nonlinear Dirac equation, J. Phys.
A: Math. Gen., 1983, 16, № 2, 271–277.

5. Фущич В.И., Серов Н.И., Симметрия и точные решения многомерного уравнения Монжа–
Ампера, Докл. АН СССР, 1983, 273, № 3, 543–546.

6. Фущич В.И., Цифра И.М., О симметрии нелинейных уравнений электродинамики, Теор. и мат.
физика, 1985, 64, № 1, 41–50.

7. Gürsey F., On conformal-invariant spinor wave equation, Nuovo Cim., 1956, 111, № 5, 980–997.

8. Fushchych W.I., Shtelen W.M., On some exact solutions of the nonlinear equations of quantum
electrodynamics, Phys. Lett. B, 1983, 128, № 3–4, 215–217.



W.I. Fushchych, Scientific Works 2000, Vol. 2, 566–571.

О симметрии, интеграле движения
и некоторых частных решениях
пространственной задачи трех тел
Ю.А. МИТРОПОЛЬСКИЙ, И.В. РЕВЕНКО, В.И. ФУЩИЧ

Еще Лагранжу были известны 10 интегралов движения пространственной за-
дачи трех тел

miẍi = − ∂U

∂xi
, miÿi = −∂U

∂yi
, miz̈i = −∂U

∂zi
, i = 1, 2, 3, (1)

где

U = −m1m2F
(
r212
)−m2m3F

(
r223
)−m3m1F

(
r231
)
, mi = 1, i = 1, 2, 3,

(xk, yk, zk) — координаты k-ro тела, k = 1, 2, 3, F (r2) — произвольная достаточная

гладкая функция, rij =
[
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2

]1/2
.

С теоретико-групповой точки зрения это значит, что лагранжиан и соответству-
ющие уравнения движения инвариантны относительно 10-параметрической группы
Галилея G(1, 3). Базисные элементы алгебры Ли этой группы имеют вид

X0 =
∂

∂t
, X1 =

∂

∂x1
+

∂

∂x2
+

∂

∂x3
, X2 =

∂

∂y1
+

∂

∂y2
+

∂

y3
,

X3 =
∂

∂z1
+

∂

∂z2
+

∂

∂z3
, X4 = t

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+

∂

∂x3

)
,

X5 = t

(
∂

∂y1
+

∂

∂y2
+

∂

y3

)
, X6 = t

(
∂

∂z1
+

∂

∂z2
+

∂

∂z3

)
,

X7 = yk
∂

∂zk
− zk

∂

∂yk
, X8 = zk

∂

∂xk
− xk

∂

∂zk
,

Xp = xk
∂

∂yk
− yk

∂

∂xk
.

(2)

В данной работе проведена теоретико-групповая классификация потенциалов в
уравнении (1), в результате которой установлено, что при некоторых специальных
видах U , например

U(r2) = λ1r
4 + λ2r

2, (3)

уравнение (1) обладает более широкой группой инвариантности, чем группа Га-
лилея G(1, 3). Для уравнения (1) с потенциалом (3) найден интеграл движения и
построены частные решения.

1. Полную информацию о локальных симметрийных свойствах уравнения (1)
дает

Доклады академии наук СССР, 1985, 280, № 4, С. 799–804.
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Теорема 1. Уравнение (1) имеет дополнительную локальную группу симметрии
только в таких случаях:

F
(
r2
)

= λ1r
4 + λ2r

2, (4.1)

F
(
r2
)

= λ3r
2, (4.2)

F
(
r2
)

= λr−2, (4.3)

F
(
r2
)

= λ5

(
r2
)β
, β = const, F

(
r2
)

= λ5 ln
(
r2
)
, (4.4)

где λi = const, i = 1, 2, 3, 4, 5.
Теорема 2. Уравнения (1) с потенциалами (4.1)–(4.2) допускают следующие
алгебры инвариантности

а) F
(
r2
)

= λ1r
4 + λ2r

2,

B = {X0,X1, . . . , X9,X10}, (5)

где

X10 =
1
2
εabc

{
(xa − xb)

∂

∂xc
+ (ya − yb)

∂

∂yc
+ (za − zb)

∂

∂zc

}
; (6)

б) F
(
r2
)

= λ3r
2,

B = {X0,X1, . . . , X6, Y
ij
k }, k = 1, 2, . . . , 6, j = 1, 2, 3, (7)

где

Y ij1 = vi1
∂

∂vj1
+ vi2

∂

∂vj2
+ vi3

∂

∂vj3
, Y ij2 = vi1

∂

∂vj1
+ vi3

∂

∂vj2
+ vi2

∂

∂vj3
,

Y ij3 = vi2
∂

∂vj1
+ vi1

∂

∂vj2
+ vi3

∂

∂vj3
, Y ij4 = vi3

∂

∂vj1
+ vi2

∂

∂vj2
+ vi1

∂

∂vj3
,

Y ij5 = vi2
∂

∂vj1
+ vi3

∂

∂vj2
+ vi1

∂

∂vj3
, Y ij6 = vi3

∂

∂vj1
+ vi1

∂

∂vj2
+ vi2

∂

∂vj3
,

(8)

где

v1j = xj , v2j = yj , v3j = zj , j = 1, 2, 3;

в) F
(
r2
)

= λ4r
−2,

B = {X0,X1, . . . , X9, A,D1}, (9)

где

A = t2
∂

∂t
+ txk

∂

∂xk
+ tyk

∂

∂yk
+ tzk

∂

∂zk
, (10)

D1 = 2t
∂

∂t
+ xk

∂

∂xk
+ yk

∂

∂yk
+ zk

∂

∂zk
; (11)

г) F
(
r2
)

= λ5

(
r2
)β, F (r2) = λ5 ln

(
r2
)
, β = 0,

B = {X0,X1, . . . , X9,D2}, (12)
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где

D2 = (1 − β)t
∂

∂t
+ xk

∂

∂xk
+ yk

∂

∂yk
+ zk

∂

∂zk
. (13)

Следствие. Оператор (6) порождает следующие преобразования координат:

x′k =
(
xk − x1 + x2 + x3

3

)
cos

√
3a+

+
1

2
√

3
εkmn(xm − xn) sin

√
3a+

x1 + x2 + x3

3
,

y′k =
(
yk − y1 + y2 + y3

3

)
cos

√
3a+

+
1

2
√

3
εkmn(ym − yn) sin

√
3a+

y1 + y2 + y3
3

,

z′k =
(
zk − z1 + z2 + z3

3

)
cos

√
3a+

+
1

2
√

3
εkmn(zm − zn) sin

√
3a+

z1 + z2 + z3
3

, k = 1, 2, 3.

(14)

Доказательство теоремы 1. Для доказательства воспользуемся методом С. Ли,
современное изложение которого приведено в [3]. Условие инвариантности урав-
нения (1) относительно преобразований, порождаемых инфинитезимальным опе-
ратором

X = ξ
∂

∂t
+ ηxi

∂

∂xi
+ ηyi

∂

∂yi
+ ηzi

∂

∂zi
, (15)

где ξ, ηxi , ηyi , ηzi — функция от t, xj , yj , zj , j = 1, 2, 3, имеет вид
≈
XΦ|Φ=0 = 0, (16)

где
≈
X — второе продолжение оператора (15), Φ — многообразие, определяемое

уравнением (1).
Решая уравнение (16), получаем условия на ξ, ηxi , ηyi , ηzi :

Uxk
ηxi
xk

+ Uyk
ηxi
yk

+ Uzk
ηxi
zk

− 2Uxi
ξt = (ηxi − ηxj )Ḟij+

+(ηxi − ηxk)Ḟik + (xi − xj)F̈ijX(r2ij) + (xi − xk)F̈ikX(r2ik),

Uxk
ηyi
xk

+ Uyk
ηyi
yk

+ Uzk
ηyi
zk

− 2Uyi
ξt = (ηyi − ηyj )Ḟij+

+(ηyi − ηyk)Ḟik + (yi − yj)F̈ijX(r2ij) + (yi − yk)F̈ikX(r2ik),

Uxk
ηzi
xk

+ Uyk
ηzi
yk

+ Uzk
ηzi
zk

− 2Uzi
ξt = (ηzi − ηzj )Ḟij+

+(ηzi − ηzk)Ḟik + (zi − zj)F̈ijX(r2ij) + (zi − zk)F̈ikX(r2ik),

(17.1)

ξ = b0t
2 + γt+ d,

ηxi = b0xit+ aixjxj + aiyjyj + aizjzj + ai0t+ dxi ,

ηyi = b0yit+ cixjxj + ciyjyj + cizjzj + ci0t+ dyi ,

ηzi = b0zit+ eixjxj + eiyjyj + eizjzj + ei0t+ dzi ,

(17.2)
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где

Ḟik =
dF
(
r2ik
)

d(rik)2
, i �= j �= k, i, j, k = 1, 2, 3;

b0, γ, d, aixj , aiyj , aizj , ai0, dxi , cixj , ciyj , cizj , ci0, dyi , eixj , eiyj , eizj , ei0, dzi —
групповые постоянные;

X
(
r2ij
)

= 2(xi−xj)(ηxi −ηxj )+2(yi−yj)(ηyi −ηyj )+2(zi− zj)(ηzi −ηzj ).(18)

Изучение уравнений (17.1), (17.2) распадается на несколько случаев.
а) Пусть уравнение (1) инвариантно относительно оператора (10) . Расщепляя

уравнения (17.1) по xj , yj , zj , получаем

−2Ḟ
(
r2
)

= F̈
(
r2
)
r2. (19)

Решением уравнения (19) является функция (4.3).
б) Пусть в уравнении (17.1) X

(
r2ik
)

= 0. Тогда уравнение (1) инвариантно
относительно 10-мерной алгебры (3) для любой достаточно гладкой функции F .

в) Если F̈ij = 0, то F
(
r2
)

= λ3r
2+δ. Применяя алгоритм С. Ли [3] к уравнению

(1) с потенциалом (4.2), устанавливаем максимальную алгебру инвариантности (7).
г) X

(
r2ik
)

= f
(
r212, r

2
23, r

2
31

)
. Так как ηxi , ηyi , ηzi линейны по xj , yj , zj , то

X
(
r2ik
)

= 2ḣik
(
r2ik
)

+ 2hj
(
r2ij − r2kj

)
, hik, hj = const. (20)

Если hj = 0, то ξ = (1 − β)t, ηxi = xi, ηyi = yi, ηzi = zi, т.е. уравнение (1)
инвариантно относительно оператора (13).

Уравнение для функции F
(
r2
)
имеет вид

F̈
(
r2
)
r2 = Ḟ

(
r2
)
(β − 1). (21)

Решением уравнения (21) является функция (4.4).
Если hik = 0, то ηv

jk

= 1
2εkmn(v

jm − vjn), т.е. уравнение (1) инвариантно
относительно оператора (6). В таком случае функция F

(
r2
)
должна удовлетворять

уравнению

F̈
(
r2
)

= λ1, (22)

решением которого является функция (4.1).

Доказательство теоремы 2 проводится непосредственным применением алгори-
тма С. Ли [3] к уравнению (1) с потенциалами (4.1)–(4.4).

2. Интегралы движения. Для уравнения (1) с потенциалом (4.1) возникает
интеграл движения

J =
1
2
εabc[(xa − xb)ẋc + (ya − yb)ẏc + (za − zb)żc]. (23)

Его существование обусловлено инвариантностью соответствующего лагранжиана
относительно оператора (6). Отметим, что в случае ya = za = 0, a = 1, 2, 3 из
формулы (23) получаем первый интеграл для одномерной задачи трех тел, впер-
вые обнаруженный Ю.Д. Соколовым [1], а при za = 0 — интеграл движения для
плоской задачи трех тел, найденный в [2]. Интеграл (23) без использования сим-
метрийных свойств найден в [4].



570 Ю.А. Митропольский, И.В. Ревенко, В.И. Фущич

3. Частные решения. Для построения решений уравнения (1) совместим центр
тяжести системы трех тел с полюсами системы координат и сделаем следующую
замену переменных:

3xk = S1 cos
(
α1 +

2π(k − 1)
3

)
+ S2 cos

(
α2 − 2π(k − 1)

3

)
+

+S3 cos
(
α1 − α2

2
+

2π(k − 1)
3

)
+ S4 sin

(
α1 − α2

2
+

2π(k − 1)
3

)
,

3yk = S1 cos
(
α1 +

2πk
3

)
+ S2 cos

(
α2 − 2π(k + 1)

3

)
+

+S3 cos
(
α1 − α2

2
+

2π(k − 1)
3

)
+ S4 sin

(
α1 − α2

2
+

2π(k − 1)
3

)
,

3zk = S1 cos
(
α1 +

2π(k + 1)
3

)
+ S2 cos

(
α2 − 2πk

3

)
+

+S3 cos
(
α1 − α2

2
+

2π(k − 1)
3

)
+ S4 sin

(
α1 − α2

2
+

2π(k − 1)
3

)
.

(24)

В новых переменных {S1, S2, S3, S4, α1, α2} выражение для кинетической энергии
принимает вид

T =
1
2

3∑
i=1

(
ẋ2
i + ẏ2

i + ż2
i

)
=

1
4

[
Ṡ2

1 + Ṡ2
2 + Ṡ2

3 + Ṡ2
4 + (S1α̇1)2 + (S2α̇2)2+

+
(
S2

3 + S2
4

)( α̇1 − α̇2

2

)2

+ (Ṡ3S4 − S3Ṡ4)(α̇1 − α̇2)

]
.

(25)

Потенциал взаимодействия (3) зависит только от Si, i = 1, 2, 3, 4:

U = λ1

[
r412 + r423 + r431

]
+ λ2

[
r212 + r223 + r231

]
=

3
2
λ2

[
S2

1 + S2
2 + S2

3 + S2
4

]
+

+λ1

[
3
4
(
S2

1 + S2
2 + S2

3 + S2
4

)2
+

3
8
(
S2

4 − S2
3 − 2S1S2

)2
+

3
2
(S3S4)2

]
.

(26)

Уравнения Лагранжа в новых переменных имеют вид

1
2
S̈1 − 1

2
S1α̇

2
1 = − ∂U

∂S1
,

1
2
S̈2 − 1

2
S2α̇

2
2 = − ∂U

∂S2
,

d

dt

[
1
2
Ṡ3 +

1
4
S4(α̇1 − α̇2)

]
− 1

2
S3

(
α̇1 − α̇2

2

)2

+
1
4
Ṡ4(α̇1 − α̇2) = − ∂U

∂S3
,

d

dt

[
1
2
Ṡ4 +

1
4
S3(α̇2 − α̇1)

]
− 1

2
S4

(
α̇1 − α̇2

2

)2

+
1
4
Ṡ3(α̇2 − α̇1) = − ∂U

∂S4
,

d

dt

[
S2

1 α̇1 +
1
4
(
S2

3 + S2
4

)
(α̇1 − α̇2) +

1
2
(Ṡ3S4 − S3Ṡ4)

]
= 0,

d

dt

[
S2

2 α̇1 +
1
4
(
S2

3 + S2
4

)
(α̇2 − α̇1) +

1
2
(S3Ṡ4 − Ṡ3S4)

]
= 0.

(27)
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Отметим, что если положить в уравнениях (27) S3 = S4 = 0, то приходим к
уравнениям, полученным в [2] для плоской задачи трех тел.

Если предположить, что S1, S2, S3, S4, α̇1, α̇2 постоянны, то в этом случае
система дифференциальных уравнений (27) сводится к системе алгебраических
уравнений

S1α̇
2
1 = λ1

[
3
(
S2

1 + S2
2 + S2

3 + S2
4

)
S1 +

3
2
(
2S1S2 + S2

3 − S2
4

)
S2

]
+ 3λ2S1,

S2α̇
2
2 = λ1

[
3
(
S2

1 + S2
2 + S2

3 + S2
4

)
S2 +

3
2
(
2S1S2 + S2

3 − S2
4

)
S1

]
+ 3λ2S2,

S3(α̇1 − α̇2)2 = 8λ1

[
3
(
S2

1 + S2
2 + S2

3 + S2
4

)
S3+

+
3
2
(
2S1S2 + S2

3 − S2
4

)
S3 + 3S3S

2
4

]
+ 24λ2S3,

S4(α̇1 − α̇2)2 = 8λ1

[
3
(
S2

1 + S2
2 + S2

3 + S2
4

)
S4+

+
3
2
(
S2

4 − S2
3 − 2S1S2

)
S4 + 3S2

3S4

]
+ 24λ2S4,

S2
1 α̇1 +

1
4
(
S2

3 + S2
4

)
(α̇1 − α̇2) = C1, S2

2 α̇2 +
1
4
(
S2

3 + S2
4

)
(α̇2 − α̇1) = C2,

(28)

где C1, C2 — постоянные интегрирования.
Разрешая систему (28), получаем частные решения уравнения (32), а значит, и

пространственной задачи трех тел (1).
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4. Газархи Л.А., Укр. мат. журн., 1956, 8, № 1, 5–11.
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New symmetries and conservation laws
for electromagnetic fields
A.G. NIKITIN, W.I. FUSHCHYCH, V.A. VLADIMIROV

It is well known that classical conservation laws of energy, momentum, angular
momentum and center-of-energy movement of the electromagnetic field are the conse-
quences of the Maxwell equations invariance with respect to Poincare transformati-
ons. However, the relativistic invariance does not exhaust all symmetry properties of
these equations. A natural question arises whether there exist any other conservation
laws for electromagnetic fields different from those above. One could expect a positive
answer to this question to be obtained provided that Maxwell equations possess an
additional symmetry different from the relativistic and conformal invariances, because
the symmetry under the proper conformal transformations does not lead to any
new conserved quantities [1]. We will show in this paper that electromagnetic fi-
eld equations do possess an additional (nongeometric) symmetry with respect to the
GL(2) ⊗GL(2) group, which gives rise to new conservation laws.

1. It is well known [2] that the maximal symmetry group of Maxwell equations

∂E

∂t
= rotH,

∂H

∂t
= −rot E, div E = divH = 0 (1)

in the class of local transformations is the C(1, 3) ⊗ H Lie group where C(1, 3) is
a 15-parameter conformal group [3, 4] and H is one-parameter Larmore–Heaviside–
Rainich transformation group [5–7]:

E → E cosϕ+H sinϕ,
H →H cosϕ−E sinϕ.

(2)

In 1970 a method was proposed (hereafter cited as the non-Lie method) in which no
restrictions are imposed on the order of operators available by systems of differential
equations under consideration [8, 9]. By means of this method the existence of ad-
ditional invariances was established for many important equations of relativistic and
nonrelativistic physics [10–16]. As for the electromagnetic field equations, the results
of the investigations of their symmetry properties obtained within the framework of
the non-Lie method are formulated below in Theorems 1 and 2.

Let us rewrite Eqs.(1) in matrix form:

L1ψ = 0, L1 = i
∂

∂t
+ σ2S · p,

L2 = 0, L2 = p1 − S · pS1, ψ =
(
E
H

)
,

(3)

where

Sa =
(
Ŝa 0̂
0̂ Ŝa

)
, σ2 = i

(
0̂ −1̂
1̂ 0̂

)
, a = 1, 2, 3, (4)

in Group-Theoretical Methods in Physics, Harwood, Harwood Academic Publishers, 1985, P. 497–505.
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1̂ and 0̂ are three-dimensional units and zero matrices, respectively, Sa are spin
matrices which correspond to spin s = 1, (Ŝa)bc = iεabc. Let us denote the set of
basic elements of a finite-dimensional Lie algebra by {QA}, A = 1, 2, . . . , j. The
{QA} form the invariance algebra (IA) of Maxwell equations if for every A = 1, . . . , j
operator QA is defined on the set of solutions of Eq.(3) and transforms this set into
itself, i.e., the following equations hold:

L1QAΨ = 0, L2QAΨ = 0, (5)

where Ψ is any solution of system (3). As an example of symmetry algebra of Eq.(3)
we have the well-known 16-dimensional Lie algebra of the C(1, 3) ⊗ H group. Yet
the Maxwell equations possess certain additional symmetry stated by the following
theorem.

Theorem 1. The Maxwell equations are invariant under the nine-dimensional Lie
algebra A8, basic elements of which have the form

Q1 = σ3S · p̂D, Q2 = iσ2, Q3 = σ1S · p̂D,
Q3+a = iσ2S · p̂Qa, Q7 = 1, Q8 = iσ2S · p̂, a = 1, 2, 3,

(6)

where

D =
∑
a�=b �=c

[(
p2
ap

2
b + p2

ap
2
c − p2

bp
2
c

)
(1 − Sa) + p1p2p3SaSbpc

]
ϕ−1, (7)

ϕ =
1√
2

[
p4
1

(
p2
2 − p2

3

)
+ p4

2

(
p2
1 − p2

3

)
+ p4

3

(
p2
1 − p2

2

)]1/2
, (8)

and σa are the Pauli matrices commuting with Ŝa, p̂a = pa/p, p =
√
p2. Operators

(6) satisfy the following relations:

[Qa, Qb] = −[Q3+a, Q3+b] = −εabcQc, a, b, c = 1, 2, 3,

[Q3+a, Qb] = εabcQ3+c, [Q7, QA] = [Q8, QA] = 0, A = 1, 2, . . . , 8
(9)

forming an algebra isomorphic to Lie algebra of the GL(2) ⊗GL(2) group.

Proof. One can convince oneself that the statements of Theorem 1 are true by strai-
ghtforward calculation making use of the following relations:

Dσa = σaD, DS · p̂ = −S · p̂D,
D(S · p̂)2 = D − f(p1 + ip2S3 − ip3S2)S2, f = p2

1p
2
2 + p2

1p
2
3 + p2

3p
2
2,

D2S · p̂ = S · p̂, L2S · p̂ = 0, [D,L2] = −p2
2p

2
3L2.

(10)

It is obvious that the additional symmetry algebra of Eq.(3) could not be obtained
within the framework of the classical Lie method, which is based on the infinitesimal
approach.

Since QA in (6) are integro-differential operators, we give the corresponding finite
transformations for the Fourier components of E and H. From the relation

ψ̃ → ψ̃′ = exp(θAQA)ψ̃, ψ̃ = (2π)−3/2

∫
ψ(x) exp(−ip · x)d3x (11)
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we have

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ1 + iεabcp̂bDcdẼd sin θ1,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ1 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ1,

(12a)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ2 + H̃a sin θ2,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ2 − Ẽa sin θ2,

(12b)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ3 − iεabcp̂bDcdH̃d sin θ3,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ3 − iεabcp̂bDcdẼd sin θ3,

(12c)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cosh θ4 −DabH̃b sinh θ4,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cosh θ4 −DabẼb sinh θ4,

(12d)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cosh θ5 + iεabcp̂bẼc sinh θ5,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cosh θ5 + iεabcp̂bH̃c sinh θ5,

(12e)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cosh θ6 −DabẼb sinh θ6,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cosh θ6 +DabH̃b sinh θ6,

(12f)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa exp θ7,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a exp θ7,

(12g)

Ẽa → Ẽ′
a = Ẽa cos θ8 + iεabcp̂bH̃c sin θ8,

H̃a → H̃ ′
a = H̃a cos θ8 − iεabcp̂bẼc sin θ8,

(12h)

where θA (A = 1, 2, . . . , 8) are real parameters,

Dab =
[
δab
(
p2
ap

2
d + p2

ap
2
e − p2

dp
2
e

)
+ p1p2p3pc

]
ϕ−1,

c �= d �= e, c �= e, c �= a, b.
(13)

Using the inverse Fourier transformation one can obtain the finite transformations
generated by (6) in the basic representation:

H ′
a(t,x) = (2π)−3/2

∫
H̃ ′
a exp(ipx)d3p,

E′
a(t,x) = (2π)−3/2

∫
Ẽ′
a exp(ipx)d3p.

(14)

Transformations (12a)–(12h) form the representation of the GL(2) ⊗ GL(2) group
which includes the one-parameter HLR group (2).

2. Recently [16] within the framework of the non-Lie approach, group properties
of the equations for vector-potential of the electromagnetic field,

�Aµ = 0,
∂µA

µ = 0, µ = 0, 1, 2, 3,
(15)
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were investigated. The additional symmetry of Eqs.(15) proved to be even higher than
that of the Maxwell equations.

Theorem 2. Equations (15) are invariant under the Lie algebra of the GL(3) group.
Basic elements of this symmetry algebra on the set of solutions of Eqs.(15) have the
form

(FabA)µ =
1
p2

(
gµ0 p0pa − gµap

2
0

)
Ab, a, b = 1, 2, 3, (16)

where gµν is the metric tensor of the Minowski space and gνν = (1,−1,−1,−1); 1/p2

is the integral operator defined as

1
p2
f(t,x) =

∫
f(t,x′)
|x− x′|d

3x′. (17)

The proof of this theorem is given in Ref. [16]. Obviously, the additional symmetry
algebra of Eqs.(15) generated by nonlocal operators (16) cannot be obtained in the
classical Lie approach.

3. What conservation laws correspond to the symmetries stated by Theorems 1
and 2? Since basic elements of the additional symmetry algebras are nonlocal ope-
rators the traditional method for construction of conserved quantities based on the
Noether theorem is of no use. Another possibility of building up the conserved quan-
tities is to put every element of the invariance algebra of Maxwell equations into
correspondence with a four-vector:

JA0 = ψ+MQAψ, JAa = −ψ+Mσ2SaQ
Aψ (18)

satisfying the continuity equation

∂µ(JA)µ = 0, (19)

where ψ is vector-function from (3), σ2, Sa are matrices introduced in (4), M is an
operator which satisfies the following equation[

i
∂

∂t
+ σ2S · p,M

]
ψ = 0. (20)

Employing the Gauss–Ostrogradsky theorem we can conclude from (19) and (20) that
the integrals

〈QA〉 =
∫
d3xJ0

A =
∫
d3xψ+MQAψ (21)

are independent of time. In this way it is possible to obtain all classical conserved
quantities as well as new conserved quantities which correspond to the non-Lie sym-
metry of Maxwell equations. Operator M must be chosen in accordance with the
demand for integrals (21) to have a clear physical interpretation. The following opera-
tor does satisfy this requirement:

M =
p0

p
= −σ2S · p

p2
, (22)

where 1/p2 is the integral operator defined in (17). As a matter of fact, substituting
(22) into (21) and choosing QA = {Pµ, Jµν}, where Pµ and Jµν are basic elements of
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the Poincaré algebra, we obtain classical expressions for energy, momentum, angular
momentum and center-of-energy of the electromagnetic field. Inserting (6) into (21)
one obtains

〈Q1〉 =
∫
d3p

ϕp

{
fẼ(t,−p) · H̃(t,p) +

∑
a

p2
a

˙̃Ea(t,−p) ˙̃Ha(t,p)

}
, (23a)

〈Q2〉 =
∫
d3p

2p2

{
p ·
[
Ẽ(t,−p) × Ẽ(t,p) + H̃(t,p) × H̃(t,p)

]}
, (23b)

〈Q3〉 =
∫

d3p

2ϕp

{∑
a

f
[
H̃a(t,p)H̃a(t,−p) − Ẽa(t,p)Ẽa(t,−p)

]
+

+
∑
a

p2
a

[
˙̃Ha(t,p)

˙̃Ha(t,−p) − ˙̃Ea(t,p)
˙̃Ea(t,−p)

]}
,

(23c)

〈Q8〉 =
∫
d3p

2p

[
Ẽ(t,p) · Ẽ(t,−p) + H̃(t,p) · H̃(t,−p)

]
, (23d)

〈Q4〉 = 〈Q5〉 = 〈Q6〉 = 〈Q7〉 = 0, Ȧ =
∂A

∂t
. (23e)

Thus, the existence of additional symmetry algebras for the electromagnetic field
equations gives rise to the new conserved quantities independent of classical ones.

In a similar way we can show that the additional symmetry (16) of Eqs.(15) leads
us to the following conserved quantities:

S̃a =
i

2
εabc

∫
Ab(t,x)

↔
p0Ac(t,x)d3x, a, b, c = 1, 2, 3, (24a)

Σ̃ab =
1
2

∫ {
Aa(t,x)

↔
p0

[
p0

p
Ab(t,x)

]
+Ab(t,x)

↔
p0

[
p0

p
Aa(t,x)

]}
d3x. (24b)

Formulas (24a) express the spin of the vector field [17]. The time independence of
spin components (24a) was originally derived by consideration of properties of energy-
momentum tensor of the vector fields having nothing to do with their symmetry
properties. Now we see that conservation of (24a) as well as the existence of six new
conserved quantities (24b) are the consequences of the non-Lie symmetry of Eqs.(15).

In conclusion we discuss briefly a physical meaning of the new conserved quanti-
ties (23) and (24). It is readily shown that if a monochromatic wave solution of Eq.(1)
is substituted into the following expression

Ka =
〈Qa〉
〈Q8〉 , a = 1, 2, 3, (25)

the Stokes parameters describing polarization of this wave are obtained. In general
integrals (23a)–(23d) can be regarded as a generalization of these parameters for
arbitrary solutions of Maxwell equations. Equations (24) can be reduced to matrix
elements of the polarization density matrix for the field with nonzero spin provided
that (Aµ) is the solution of (15) corresponding to a monochromatic wave.
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Thus, the non-Lie symmetry of the equations of motion can be employed to descri-
be the polarization properties of the electromagnetic field. The analogous statement
holds in the case of any relativistic equation for particles with non-zero mass and
arbitrary spin, e.g., the additional symmetry of the Dirac equation [8, 9] was used in
Ref. [18] to describe polarization of the electron. More extended discussion of non-Lie
symmetry of Maxwell equations is given in Refs. [19, 20].
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subgroups of the Poincaré group P (1, 4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479



W.I. Fushchych, R.M. Cherniha, The Galilean relativistic principle
and nonlinear partial differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485

В.И. Фущич, В.В. Корняк, Реализация на ЭВМ алгоритма вычисления
нелокальных симметрий для уравнений типа Дирака . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 498

W.I. Fushchych, A.G. Nikitin, W.M. Susloparow, Relativistic particle
of arbitrary spin in the Coulomb and magnetic-monopole field . . . . . . . . . . . . . . . 509

В.И. Фущич, В.М. Штелень, Конформная симметрия и точные решения
нелинейных полевых уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .517

W.I. Fushchych, W.M. Shtelen, On nonlocal transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 521

W.I. Fushchych, W.M. Shtelen, R.Z. Zhdanov, On the new conformally
invariant equations for spinor fields and their exact solutions . . . . . . . . . . . . . . . . 524

В.И. Фущич, И.М. Цифра, О симметрии нелинейных уравнений
электродинамики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 528

В.И. Фущич, В.А. Тычинин, Р.З. Жданов, Нелокальная линеаризация
и точные решения некоторых уравнений Монжа–Ампера, Дирака . . . . . . . . . 538

В.И. Фущич, Р.З. Жданов, Точные решения нелинейных дифференциальных
уравнений для спинорного и векторного поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .557

Ю.А. Митропольский, И.В. Ревенко, В.И. Фущич, О симметрии, интеграле
движения и некоторых частных решениях пространственной
задачи трех тел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566

A.G. Nikitin, W.I. Fushchych, V.A. Vladimirov, New symmetries
and conservation laws for electromagnetic fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .572


