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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Gegenstand der numerischen Mathematik (oder einfach Numerik) oder auch prak-
tischen Mathematik ist die ndherungsweise Losung mathematischer Probleme
durch Zahlenwerte. Die Losungsberechnung erfolgt dabei durch einen Algorith-
mus, d.h. durch eine Folge von elementaren Anweisungen und Rechenoperationen,
die sich auf einem Computer ausfithren lassen. Ein solcher Algorithmus stiitzt
sich oft auf Ergebnisse der reinen Mathematik und reflektiert mathematische Ei-
genschaften des Problems. Die zu behandelnden Probleme stammen oft aus den
Ingenieur— und Naturwissenschaften.

Beispiel 1.1. Als ein erstes praktisches Beispiel sei der Landeanflug eines Ver-
kehrsflugzeuges bei Scherwinden benannt, bei dem es zu 2-3 Unfillen pro Jahr
kommt (bereits > 500 Tote), vgl. Abbildung 1.1.

Abbildung 1.1: Scherwinde beim Landeanflug.
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Aufgrund der Fallwinde wdre eine sichere Vorgehensweise, den Landeanflug ab-
zubrechen, was aber ist hierzu die sicherste Vorgehensweise? Ein sehr sicherer
Weg ist die wihrend des Durchfluges durch den Scherwind angenommene min-
male Hohe zu mazimieren, vgl. Abbildung 1.2; wie aber kann das erreicht werden?

A
Hohe

hmin

Reichweite

Abbildung 1.2: Maximierung der minimalen Hohe.

Da die physikalischen Vorgdnge sehr gut bekannt sind kann zundchst ein sehr rea-
litdtsnahes mathematisches Modell erstellt werden.

Die Mathematik kommt dann intensiv bei der Losung des Problems zur An-
wendung. Hierzu mufl zundchst eine theoretische Aufarbeitung der zu verwen-
denden Ldsungsmechanismen vorgenommen werden, bzw. neu entwickelt wer-
den. Fir unser Beispiel greifen wir auf die sogenannte Variationsrechnung bzw.
Optimale Steuerung zuriick. Die hierzu angebotenen Losungsmethoden sind je-
doch nicht mehr analytisch auf unser Flugmodell anwendbar und wir werden eine
numerische Losung auf einem Computer bemiihen miissen. Zur Anwendung kom-
men numerische Verfahren fiir Differentialgleichungen oder lineare und nichtli-
neare Gleichungssystemloser.

Ziel der Veranstaltung ist die Einfithrung in verschiedenen Gebiete der numeri-
schen Mathematik, wie z.B.:

e Lineare Gleichungssysteme,

Interpolation,

e numerische Integration,

nichtlineare Gleichungssysteme,

Numerik der Differentialgleichungen.
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Klassischerweise werden in den Vorlesungen Numerische Mathematik 1 und Nu-
merische Mathematik 2 einfache Vorkenntnisse vermittelt, wiahrend in den Vor-
lesungen Numerische Mathematik 3, 4 (die hdufig auch anders genannt werden)
Spezialisierungen, Vertiefungen und Erweiterungen behandelt werden. Wichtig
fiir alle Vorlesungen zur Numerik sind immer hinreichende Programmierkennt-
nisse!

1.2 Literatur

In der Numerik gibt es eine Fiille ausgezeichneter Biicher, die die verschiedenen
angesprochenen Thematiken umfangreich beleuchten und dariiberhinaus ergénzen-
den Stoff vermitteln. Stellvertretend fiir andere seien die nachfolgenden Biicher
erwiahnt:

e Deuflhard /Hohmann: Numerische Mathematik I, Verlag Walter de Gruyter

Hémmerlin/Hoffmann: Numerische Mathematik, Springer Verlag

Schwarz: Numerische Mathematik, Teubner Verlag

Stoer: Numerische Mathematik I, Springer Verlag

Stoer, Bulirsch: Numerische Mathematik II, Springer Verlag

Werner: Numerische Mathematik, Vieweg Verlag
e u.v.a.

Es sei erneut erwéhnt, dass es sich bei allen Biichern um ausgezeichnete Zusam-
menstellungen zur Numerik handelt. Das hier zusammengestellte Skript orientiert
sich an mehrerern Biichern und es ist daher keines im besonderen Mafle hervor-
zuheben.

1.3 Ein kurzer geschichtlicher Riickblick

Ausgangspunkt fiir numerische Fragestellungen war eine Belebung der Mathema-
tik durch konkrete Fragestellungen aus den Anwendungen. Nicht nur die Existenz,
sondern auch die Bestimmung der Losung, z.B. wie bei der Vorhersage von Him-
melserscheinungen, traten in das Zentrum mathematischer Fragestellungen.

Ein aus historischer Sicht vorldufiger Hohepunkt der Numerik im weitesten
Sinne wurde von Leonhard Euler (1707/Basel-1781/Petersburg) geschaffen. Euler
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untersuchte giinstige Verteilungen von Masten auf Segelschiffen. Fiir diese Arbei-
ten erhielt er den Preis der Pariser Akademie der Wissenschaften im Alter von
nur 20 Jahren; und dies bevor er je den Ozean sah.

In diese Epoche féllt auch der erste Entwurf einer Rechenmaschine (1672),
von Gottfried Wilhelm Leibniz, die er bereits ein Jahr spéter der Royal Society
in London vorfithrte und die alle vier Grundrechenarten bewéltigte.

Gottfried Wilhelm Leibniz:

Erfinder: Differential— und Integralrechnung
Infinitesimalrechnung, Rechenmaschine (1672)

Genie: Psychologe, Ingenieur, Mediziner
Nachlass: 75.000 Seiten

Vollaire: Leibniz hat Kdnige gelehrt, Weise
erleuchtet, weiser als sie, wusste er um
den Zweifel.

Abbildung 1.3: Gottfried Wilhelm Leibniz und die erste Rechenmaschine.

Die Zeit fiir die Numerik war jedoch noch nicht reif und kritisch betrachtet, konnte
man sagen, dass die Numerik iiber viele Jahrzehnte hinweg nicht der Durchbruch
gelang. Die angewendeten Beweistechniken waren bis ca. 1900 motiviert durch
die praktischen Anwendungen/Losungen meist konstruktiv, doch aus numerischer
Sicht nicht brauchbar. Als Folge ist daher (nicht iiberraschend) zu verzeichnen,
dass einer rein logischen Vorgehensweise der Vorzug gegeben wurde. Der beriihmte
Mathematiker Jacobi duflerte sogar:

"Die Mathematik dient einzig und alleine der Ehre des menschlichen Geistes.’

Heute wissen wir, dass diese Aussage nicht richtig ist!

Der eigentliche Aufstieg/Durchbruch der numerischen Mathematik gelang dann
mit dem Aufkommen (moderner) Rechenanlagen. Wahrend der Anstieg der Re-
chengeschwindigkeit bis ca. 1940 um lediglich den Faktor 10 (durch Tricks) gelang,
liegt er heute bei 10'® (Stand 2004) oder héher.
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1.4 Was ist Numerik?

Wir erinnern an das Scherwindbeispiel und stellen einige Dinge fest:

Die Anwendung mathematischer Losungsmethoden auf realistische Aufgabenstel-
lungen der Praxis erfordert fast immer den Einsatz eines Rechners. Die Anforde-
rungen an die Numerik sind dabei vielschichtig:

e Entwicklung von Verfahren zur Konstruktion von Lésungen, meist Ndihe-
rungslosungen mathematischer Aufgabenstellungen

e Effiziente Implementierung auf Rechenanlagen
e Auswahl geeigneter Verfahren
e Aussagen iiber Giite der Approximation

In diesem Zusammenhang ist die Kette

Problemstellung — Physikalisches Modell — Mathematisches Modell —
Mathematische /numerische Losung — Diskussion der Ergebnisse

wichtig, die i.A. mehrfach durchlaufen werden muf.
Aus praktischer Sicht hat man hierbei insbesondere das schwierige Problem,
dass mathematische Modell méglichst gut an die Realitét anzupassen:

Modell ~ Realitat

In dieser Vorlesung werden wir uns genau mit den oben genannten Punkten
beschéftigen.

1.5 Motivationsbeispiel

Wir wollen nachfolgend ein konkretes Problem betrachten und gleichzeitig auf
eine besondere Problematik aufmerksam machen.

Beispiel 1.2. Es soll das Integral

1

ITL

In—/x+5dx, neNU{0} =N,
0

firi=0,1,2,...,20 berechnet werden. Wir stellen fest:

e FLlementare Integration versagt
(dennoch: analytische Methoden stets zuerst versuchen!)



14 Einleitung

e numerische Quadraturverfahren nicht geeignet, da zu aufwendig fiir das spe-
zielle Problem (— Auswahl geeigneter Verfahren)

o Losung: Kombination von analytischer Vorarbeit und numerischer Durchfiihrung

Fiir die Zahlen I,, kann schnell eine Rekursionsvorschrift angegeben werden:

1
dzx 1 6
Io = / = = [info +5[)) = In 2 ~ 0.182321556...
0

1

1
11:/ v da::/ TES 5 Ngp—1-51,
T +5 r+5 x+5
0

0

Allgemeiner erhalten wir fiirn — n+ 1:

1 1 1

" x"
Ini1 = 5—5)dr = "dr —5 d
11 /I+5(x+ )dx /x x /x+5x

0 0 0

1
1.1 Ly = —— =51,
(1.1) =

Ausgehend von Iy = lng kénnen wir somit theoretisch alle Werte I,, berechnen.
In der rechentechnischen Realisierung erhalten wir jedoch bereits nach wenigen
Schritten unbrauchbare Ergebnisse. Mit einem Taschenrechner ergibt sich dann
etwa (taschenrechnerspezifisch) folgendes Bild:

I; = 0.08839... I;; = 0.01377...
I, = 0.05803... L = 0.01445...  (Widerspruch zur Monotonie)
I, = 0.01542... Iy, = 0.04814...

Iis = —0.17404... (Widerspruch zum Vorzeichen)

Wir wollen die Giite der berechneten Ldosung etwas genauer analysieren und stel-
len fest:

1. Firzel0,1]: £ >0=Vn:1I, > 0.

n+1 n
<t = I, <1,

) ol
2. Firz €]0,1] 12" < 2" = T = < 1=

Somit ist (I,), n € INy streng monton fallend und wegen I, > 0 nach unten
beschrdnkt, also konvergent. Wegen

1

1
I, < /x”_ldx =—, Vn > 1
n
0
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folgt
lim 7, =0,

n—o0

was sich leider mit unseren numerischen Erfahrungen nicht deckt.

Wir wagen einen weiteren Versuch und gehen das Problem von hinten an (Rickwdirts-

rekursion):
Es st
I+5]—1:>I—15I< 51 :>]<1
10 "= 10 0= 70 "< 1o 10 10< 55
1 1 1 1 1
Iy=——lp>——=-1y = Iy>—
750 5750 5° ’ 760
Werten wir nun die Rickwdrtsrekursion
1 1
1.2 I,y =——-1I,
(12) "5 5
aus, so erhalten wir:
I =%
Is = 0.01888...
I3 =0.04313...
I, = 0.05803...
I, = 0.08839...

Iy = 0.182321556... alle Stellen richtig!

Bei der Vorwdrtsberechnung in (1.1) wird ein Fehler, den wir in I, z.B. durch
Rundung erhalten haben, mit dem Faktor 5 multipliziert und geht so verstirkt in
I41 ein. In der Rickwdrtsberechnung (1.2) hingegen, reduziert sich der Fehler
um den Faktor %, so dass die Genauigkeit der Losung mit jedem weiteren Schritt
wdchst.

FEine detailliertere Klarung der Situation werden wir spdter angeben.

1.6 Vorliufiges Fazit

Viele Probleme der Mathematik lassen sich nicht analytisch lsen (es gibt kei-
ne explizite Darstellung der Losung) oder nur sehr schwer lsen (z.B. zu kom-
plex), wiahrend eine Losungsberechnung mit numerischen Verfahren jedoch haufig
moglich ist.

Bei numerischen Verfahren konnen weitere Fehler auftreten, die bei der Ana-
lyse der berechneten Losung zu beachten sind. Hierbei bedeutet Fehler nicht, daf3
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man etwas falsch gemacht hat. Vielmehr konnen unvermeidbare Abweichungen
vom exakten, d.h. realitdtsgenauen Ergebnis, auftreten.

Beispiel 1.3. Wir kommen zuriick auf unser Scherwindproblem, die Losung des
Problems kann nur noch numerisch berechnet werden, da eine analytische Losung
nicht existiert. Ihr Lésungsansatz fihrt auf ein Anfangswertproblem mit einer
gewohnlichen Differentialgleichung. Es kénnen verschiedenen Fehler auftreten:
Modellfehler: Die Modellierung ist ungenau, z.B. sind die Windbedingungen
nicht beliebig genau modellierbar.

Datenfehler: Parameter des DGL-Systems oder Anfangswerte sind nur unge-
nau angebbar.

Verfahrensfehler: Das numerische Verfahren zur Losung der DGL berechnet
nur eine gendherte Lisung.

Rundungsfehler: Der Computer kann nicht mit beliebig vielen Nachkommastel-
len rechnen (ein Computer hat nur endlich vielen Speicher), z.B. wird 7 in der
Regel mit nur 16 oder 32 Nachkommastellen beriicksichtigt.

Verfahrensfehler und Rundungsfehler sind Fehler, die aufgrund des Losungs-
ansatzes durch Numerik auftreten, sie sind innerhalb dieser Vorlesung genauer zu
analysieren.

Bemerkung 1.4. Numerik ist somit nicht nur die Entwicklung von Algorithmen
oder Verfahren. Auch die Analyse und die Effizienz der Verfahren sind wesentliche
Bestandteile.
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Fehleranalyse

Wie bereits festgestellt, konnen bei der Anwendung mathematischer /numerischer
Methoden Fehler z.B. bei der Modellbildung, bei den Eingabeparametern, bei der
Approximation oder durch Rundung auftreten. Die beiden letztgenannten wollen
wir genauer untersuchen. Hierzu ist es erforderlich die Struktur der Zahlendar-
stellung auf einem Computer zu untersuchen.

2.1 Maschinenzahlen

Die mit einer bestimmten Codierung darstellbaren Zahlen bezeichnen wir als
Menge der Maschinenzahlen. Gebrauchlichste Codierungsform ist dabei die soge-
nannte Gleitpunkt-Darstellung: Die Zahl

= Vi (dip " Hdop™4. . Adip)pP mit E = V(e Heap" 2 +. . 4en_1pten)

wird codiert durch
deldQ . dL | yEeleg R

Mantisse Exponent
Dabei ist
peIN, p>1, p fest Basis
dy€{0,1,....,p—1}, A=1,...,1 Ziffern der Mantisse
e, €4{0,1,....,p—1}, wv=1,...,n Ziffern des Exponenten
Vi, Ve € {+, -} Vorzeichen der Mantisse bzw. des Exponenten

Beispiel 2.1. p=10, [ =4, n=3

x=4711 — 44711+ 004 — 0.4711- 10"
r=—-175  — —1750[4+002 — —0.1750- 102
x = 0.008008 — +8008| — 002 — 0.8008- 1072

17
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Bemerkung 2.2. Fordert man d; # 0 fir x # 0 (normalisierte Gleitpunkt-
Darstellung), dann ist fir jede Maschinenzahl x # 0 die Gleitpunktdarstellung
eindeutig; lediglich beim Exponenten 0 bleibt Vi unbestimmd.

Definition 2.3 (Gleitpunktzahl). Sei

p>1 peN Basis; z. B.: p=2,10,16
D, E e’k Mantisse, Exponent
[>0.

Dann lautet die Menge der l-stelligen, normalisierten Gleitpunktzahlen zur Basis
b
G ={Dp" '|ID=0Vvp~! <[D| <p'}

Beispiel 2.4. j-stellige, normalisierte Zahlen zur Basis 10:
G={D-10°*D=0 v 10° < |D| < 10"}
Die iibliche Schreibweise lautet:

DpP~t =4 didy..., ... di_1d; 0...0
S Y=
|E| Stellen | —|E| Stellen

vor Komma nach Komma

Bezeichnungen:
M(p,1,n) oder IM: Menge der Maschinenzahlen

C
Offensichtlich ist diese Menge endlich und somit gilt: IM # IR.

Bemerkung 2.5.

1. Die Wahl der Basis p wird durch die Rechnerkonstruktion bestimmt.

Dualsystem: p=2 mit Ziffern 0,1
Hexadezimalsystem:  p=16 mit Ziffern 0,1,...,9,A,... . F

2. Der Ezponent ist in der Praxis durch den Speicherplatz eingeschrinkt.

Beispiel 2.6. Typische Situation auf PC’s fiir PASCAL, FORTRAN: real*}:

1 Real-Zahl benotigt 4 Byte Speicherplatz:

1 Byte fiir Vorzeichen, Exponent

3 Byte fiir Mantisse
Es stellt sich als ndchstes die Frage, welche Zahlen sich tiiberhaupt damit darstellen
lassen (1 Byte = 8 Bit, 1 Bit ist entweder 0 oder 1).
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i) Stellenzahl:
3 Byte = 24 Bit fiir die Mantisse, also 24-stellige Dualzahlen:

2 = 10" = 1 = log,, 2** = 24log,;2 ~ 24-0.3010 ~ 7.2 ..
d.h. 7-stellige Mantisse im 10er System
i1) Exponentenbereich

2 Bit fiir die beiden Vorzeichen, d.h. 6 Bit fiir den Exponenten: o < E < f3
mitB=—-a=63=1-241-241-2241-2241-2+.1.2°

Allgemein erkennen wir, dass es E; und FE, gibt mit
IM:{g €G|E1 S ESEQ}

Offensichtlich gibt es eine kleinste positive Maschinenzahl x,,;, und eine grofite
Maschinenzahl 2,4z

Beispiel 2.7. Aufgrund der Fiille verschiedenener Parametersetzungen gab es
1983 einen Standardisierungsversuch (IEEE) fir p = 2:

einfache Genauigkeit (32 Bits): | = 23; 8 Bit fir £
doppelte Genauigkeit (64 Bits): | =52; 11 Bit fir E
Register (80 Bits) [ =64; 15 Bit fir E

Bemerkung 2.8. Integer—Zahlen werden in vergleichbarer Weise codiert.

2.2 Maschinenzahlen auf der Zahlengerade

Wie festgestellt, existieren in IM eine kleinste positive Maschinenzahl z,;, und
eine grofite Maschinenzahl x,,,,. Die Maschinenzahlen dazwischen sind jedoch
nicht gleichméfig verteilt:

Verteilung auf der Zahlengeraden:

a) Innerhalb jeden Intervalls [pF~1, p*) liegen die Maschinenzahlen in gleichen
Absténden:

a-p"mita=pt=.00...00-p°

hierbei bezeichnet a die Einheit der letzten Mantissenstelle beim Expon-
denten 0.
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b) Die Maschinenzahlen sind nicht auf IRN |2 min, Tmax] gleichabstindig verteilt.
Der relative Abstand v
i+1 $27 z; 7& 0
T;
zweier aufeinanderfolgender Maschinenzahlen variiert hochstens um einen
Faktor p.

Beispiel 2.9. IM(2,3,2)

Verfiigbare positive Mantissen | Verfiighare Exponenten

+100 = 1/2 00 =10

+101 = 5/8 + 01 =%+ 1

+110 = 8// + 10 =%+ 2

+111 = 7/8 + 11 =+ 3

X min X max

0 I A | | | |
fmerererrer T | | | |
0 o4 o3 2 = ~0_1

Abbildung 2.1: Beispiel zur Verteilung der Maschinenzahlen auf dem Computer.

2.3 Rundung

Definition 2.10 (Rundung). Fine korrekte Rundung ist die Abbildung
rd : IR — M,
die jedem r € IR das ndchstgelegene x € IM zuordnet:
[rd(r) —r| < |z —r| Vo € M.
Bemerkung 2.11. Die Definition ist bis auf Ausnahmen eindeutig; dort mufs

eine Zusatzbedingung zur eindeutigen Behandlung eines Umschlagpunktes T an-
gegeben werden.

Ausfiithrung der korrekten Rundung;:
Bei der technischen Realisierung der korrekten Rundung mufl r nicht exakt be-
kannt sein, z.B. r = /2, 7. Offenbar reicht es, die (I + 1)ste Mantisse zu kennen:'

r = Z.didy...didpy ... p" (normalisiert)
.d1d2 c.. dl—ldl falls 0 < dl+1 < p/2
ro= didg .. di4(dp+ 1) falls p/2 < djqq, (Aufrunden in 7)

(evtl. Ubertrag)

'Eine Realisierung der korrekten Rundung 148t sich jedoch erst mit zwei Schutzziffern rea-
lisieren.
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rd(r) = sign(r) -’ - p”¥

Beispiel 2.12. [ =4,p =10
Td(0142842102) = 0.1428102

Td(014285100) = 0.1429100
rd(0.14997,9-1) = 0.150059-1

Schranken fiir den absoluten und den relativen Fehler:

Selr = :l:.dldg Ce dldl+1 .. pE (dl 7é 0)

1
(2.1) lrd(r) —r| < ng = EpE_l (a=p™ absoluter Fehler
d(r) —
(2.2) W < gp_l relativer Fehler
r
T
r| > 0.1p"

Wir erhalten

Satz 2.13. Fir alle r € R N ([—Zmazy —Tmin) U [Tmin, Tmaz)) gibt es ein e € IR,
2] < eps.

(2.3) eps = gp’l, (relative Maschinengenauigkeit),
so dass

(2.4) rd(r) =r(1+¢)

qgilt.

Es gibt einige Besonderheiten zu beriicksichtigen:
e Zwischenresultate konnen IM verlassen: z. B. bei ¢ = v/a? + b?

e Exponentenunterlauf: Fiir r ~ 0, d.h. r €] — Zpin, Tmin| gilt:

rd(r) := 0.

Fiir 7 €] — Zmin, Tmin[\{0} gilt: Der relative Fehler ist stets 1, wiahrend der
absolute Fehler klein, ndmlich < x,;, ist. In diesem Fall sollte eine Warnung

"underflow “ gesetzt werden; eventuell konnen massive Probleme auftreten,
z.B. bei ¢ = %
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e Exponenteniiberlauf: Fiir |r| > 2., gilt:

rd(r) := sign(r) - Tmax,

gleichzeitig sollte eine Warnung ” exponential overflow “ gesetzt werden; even-
tuell konnen auch hier massive Probleme auftreten, z.B. bei ¢ = 12, r — oo.
Hier ist der relative Fehler durch 1 beschréinkt, wahrend der absolute Fehler

beliebig grofl werden kann.

Bemerkung 2.14. Die Fehlerschranken (2.1) und (2.2) gelten nur solang kein
Exponentenunter- bzw. tiberlauf vorkommdt.

Bemerkung 2.15. Es gibt verschiedene Vereinbarungen an Umschlagpunkte, wie
2.B Aufrunden, Abrunden oder Abschneiden. Stets muf$ die Rundungsvorschrift
jedoch eine idempotente (¢ € M, = rd(c) = c¢) und monotone (c; < ¢y =
rd(cy) < rd(cy)) Abbildung sein.

Sondercodierungen: Fiir 0, +00, —00, 00, NAN (Not-A-Number;) hat man oft Son-
dercodierungen mit speziellen Rechenregeln, z. B.: # = 0,2 = NAN;00 — 00 =
NAN:; ...

Beispiel 2.16. Wir wollen nachfolgend die Rekursionsformel aus Beispiel 1.2
genauer untersuchen:

1 6
[n+5ln_1:ﬁ7 ]OZZHS¢M

Auswirkungen des Eingabefehlers in I :

Iy = I, + Al
. 1 . 1
= I, + AIn =1, = E — 51,1 = E — 5([71—1 + AIn—l) =1, — 5AIn_1
= AIn == —5Aln,1 - (-5)2AI7L,2 = ...= (-5)“AIO

Ist beispielsweise Aly = 1071°, dann ist bereits Al s = (—5)°1071% ~ —3.05. ..
Hierbei ist (—5)" oszillierend und stark anwachsend.
Umgekehrt tritt bei der Riickwdirtsrekursion Fehlerddmpfung auf:

Al = ——Al,

Mit beispielsweise Alis =1 folgt

= Al,=—-327...-107.
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2.4 Gleitpunkt-Arithmetik

Sind z,y € M, so braucht z - y mit - € {4+, —, X, /} nicht aus IM zu sein.

Beispiel 2.17. IM(10,5,2), mit x = 2568401, und y = .32791 192

r Xy = .842204044,9- ¢ M
x/y = .7832637004.. .10

Gleitpunkt-Operationen &, ©, ®, ©:
Die korrekte Rundung lautet

rOy :=rdx-y), - €{+ —, %/}
wobei wegen (2.4) gilt:

r@y=(x+y)(l+a)
roy=(z—y)(1+P)
r@y=(zxy)(l+7)
vy = (z/y)(1+9)

mit |al, |B], [7], [0] < eps (Maschinengenauigkeit).

Bemerkung 2.18. Es ist anzumerken, dass o, 3, v, 0 von x und y abhdngen,
nicht jedoch von ihrer Schranke (eps ist a priori bekannt). «, 3, 7, § sind die
relativen Fehler der Gleitpunkt-Operationen.

Bemerkung 2.19. Nur die Kommutativitit der Addition und der Multiplikation
bleiben auch bei der Gleitpunkt-Arithmetik erhalten. Assoziativ- und Distributiv-
gesetze gelten nicht mehr!

Beispiel 2.20. M(]_O, 8, 2), a = .233712581074, b= 33678429102, Cc = —33677811102 .

a® (bdc)=a® .618000000-3 = .641371264¢p-s
(a D b) Dc= 33678452102 Dc = 641000001073
a+b+c= = 641371258,y

Bemerkung 2.21. Die korrekt rundende Gleitpunkt-Arithmetik kann technisch
realisiert werden, wenn das Rechenwerk iber mindestens zwei Stellen mehr verfiigt
als die Mantissenlinge l. Es gibt jedoch nur wenige Anlagen, die korrekt runden!
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2.5 Fehlerfortpflanzung, Kondition

Wir hatten festgestellt, dass bei der Berechnung mit dem Computer verschiedene
Fehler auftreten konnen. Betrachten wir fir D C IR" und f : D — IR™ das
Problem der Berechnung

y:f(x), reD,

so bezeichnen wir mit x die Fingabedaten, wahrend y Ausgabe—oder Resultatdaten
genannt werden. Die Genauigkeit der Berechnung von y = f(z) wird durch die
Fehlertypen

e Fehler in den Eingabedaten,
e Abbrechfehler oder Diskretsierungsfehler,
e Rundungsfehler wiahrend der Rechnungen.
begrenzt. Anstelle einer exakten Rechnung y = f(z) wird man daher eine Appro-

ximation f(Z), mit
Z . Approximation fir z, z.B. durch = rd(zx)

f : Approximation fiir f
berechnen, vgl. Abbildung 2.2.

y=f(X)

> b3
o o.o&o oo&o o
< <R
”é A1
X R

Abbildung 2.2: Fehlereinfliisse.

Wir befassen uns zunédchst damit, wie sich Fehler in x auf das Ergebnis y = f(z)
auswirken. Sei ¥ eine Ndherung von x und sei
Ax =12 —x : der absolute Fehler,
% der relative Fehler, (i =1,...,n),
g = f(z) : der Ndherungswert fiir y = f(x).
Die Funktion f sei eine C''-Funktion. Die Taylor-Entwicklung erster Ordnung
liefert fiir den absoluten Fehler Ay = ¢ — y die Approximation

(2.5) Ay = fi(z + Ax) — fi(x) = ag—ix)Ax = ag—Z@ij,

=

1=1,...,m.
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Fir den relativen Fehler erhalt man dann

(2.6) _Nz(ag% o ))(Ajﬂ) z;,y; # 0.

J

Definition 2.22 (Kondition).
1. Die Zahlen

heiffen Verstarkungsfaktoren bzw. (relative) Konditionszahlen.

2. Das Problem 'Berechne y = f(x)’ heifit gut konditioniert, falls alle k;;(x)
die Griffenordnung 1 haben. Andernfalls heifst das Problem schlecht kondi-
tioniert.

Zuerst untersuchen wir damit die arithmetischen Operationen +, —, %, /.

Multiplikation: y = f(z1,%2) = x1 * X9
Es gilt k11 (z) = ki2(x) = 1: gutartig.

Division: y = f(z1,x2) = x1/x2
Es gilt ky1(z) = kio(z) = 1: gutartig.

Addition, Subtraktion: y = f(x1,25) = 21 + a9
Es gilt
T T2
ki1(x) = ,
11( ) Ty + X2 T+ X9
Das Problem ist schlecht konditioniert, falls 1 &~ —x5. Daher ist die Subtraktion
nahezu gleichgrofler Zahlen mit gleichen Vorzeichen schlecht konditioniert.

klg(l’) =

Dieses Phanomen heif3t Ausloschung.

Beispiel 2.23.

1.31 —1.25=0.06
1.32 —1.24 = 0.08 (Storrechnung)
Es qilt:
— (1.31,-1.25)
y=x1+ 22 = 0.06
Az = (0.01,0.01)
Azx;

Z;

kiu(z) <22, i=1,2

< 0.008, d.h. relativer Eingabefehler ca. 0.8%
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Der relative Fehler im Ergebnis ist ca. 40 mal (Summe) grifler als der relative
Fehler in den Daten.

Wurzel: y = f(z1) = /&1, 21 >0
Es gilt k(z) = 1/2: gutartig. (Ubung)

Bemerkung 2.24. Bei einigen Problemen kann die Ausloschung durch geeignete
Umformulierung vermieden werden, vgl. die nachfolgenden Beispiele.

2.6 Algorithmen

Ein Algorithmus zur Berechnung der Losung y = f(x) eines Problems ist eine
Sequenz von endlich vielen ’elementaren Operationen’ (+, —, *, /, cos(x),v/z, .. .).
Es gibt i.A. mehrere Anordnungen der Rechenschritte, welche zum gleichen Fr-
gebnis y = f(z) fithren. In jedem Rechenschritt fallen Rundungsfehler an. Dabei
kann der Fall auftreten, dafl bei der Losung eines an sich gut konditionierten
Problems eine ungiinstige Anordnung der Rechenschritte zum Aufschaukeln der
Rundungsfehler fiihrt. Der zugehorige Algorithmus ist numersich instabil.

Beispiel 2.25. Gesucht ist die betragskleinere Lisung von x* + 2px — g = 0 mit
p>>q.
Die exakte Lisung ist gegeben durch

(2.8) y=fpq)=-p+Vp*+q

Fiir die Konditionszahlen gilt: (Ubung)

(2.9) kp(pra) <1,  ko(pyq) <1, (wegenp>>q)

also ist die Aufgabe gut konditioniert fir ¢ > 0.
(Wiire jedoch etwa q ~ —p?*, wire das Problem schlecht konditioniert.)

Beispiel 2.26. Wir betrachten erneut die Aufgabenstellung aus Beispiel 2.25 und
untersuchen zwei Algorithmen:

Algorithmus 1: y = f(p,q) = —p+ /P> + ¢

S:=p%*p
t:=s54+¢q

=i

yi=—ptu
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Fir p >> q tritt in y = —p + u Ausloschung auf, der Algorithmus ist in
diesem Fall schlecht konditioniert, obgleich das Problem gut konditioniert ist.
Algorithmus 2: y = f(p,q) = 4

p/pta
S:=pxDp
t:=s5+¢q
wi=t
Vi=p+u
yi=q/v

Algorithmus 2 ist fiir p >> q gutartig.

Zahlenwerte: p = 6.0002, ¢ = 0.01 und einer Mantissenlinge von 5 erhalten wir
Algorithmus 1: 0.0008

Algorithmus 2: 0.00083326

exakte Losung: 0.00083325 (gerundet auf Mantissenlinge)

(Ubung: Nachrechnen)
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Kapitel 3

Lineare GGleichungssysteme

3.1 Einfiihrung und Aufgabenstellung

Algorithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme bilden die Basis fiir viele
Anwendungen der Numerik.

Aufgabenstellung: Sei A eine (m,n)-Matrix und sei b € R™. Gesucht ist ein
Vektor z € R", welcher das lineare Gleichungssystem (LGS)

(3.1) Az =b

16st.

In der Numerik unterscheidet man in direkte Methoden zur Losung von Ax = b,
bei der eine Losung x in endlich vielen Schritten berechnet wird und indirekte
Methoden, bei denen eine Néherungslosung x von Ax = b iterativ bestimmt wird.
In diesem Kapitel werden wir uns mit den direkten Methoden auseinandersetzen,
die indirekten Methoden sind dann Bestandteil der Numerik II.

Bemerkung 3.1. Abhdngig vom ”Aussehen “ der Koeffizientenmatriz A unter-
scheidet man in

kleine - grofie Systeme
symmetrische - nichtsymmetrische Matrizen
mat - ohne Bandstruktur
schwach - vollbesetzte Matrizen

Danach richtet sich auch die Auswahl der Verfahren.

Beispiel 3.2. Wir betrachten das Gleichstromnetzwerk in Abbildung 3.1.
Nach den KIRCHHOFFSCHEN (esetzen miissen sich zundchst an allen Knoten

29
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ING
Abbildung 3.1: Gleichstromnetzwerk.

die eingehenden und die ausgehenden Strome zu Null erginzen. Fiir Anfang und
Ende erhalten wir
L+L=1=1I,+I;,

fiir Oben und Unten
12:[3—|—I4 und Il+[3:[5.

Dariiberhinaus miissen sich die Spannungen in den beiden Dreiecken zu Null sum-
mieren, nach dem OHMschen Gesetz (U = R - 1) fihrt dies fir die bekannten
Widerstinde R; auf die beiden Gleichungen

RQIQ -+ R3]3 - R1]1 =0 und R313 + R5I5 - R4I4 =0

Wir erhalten somit nach Umsortierung ein lineares Gleichungssystem der Form
Ax =b:

I + I =1
L, + Iy =1

I, - I3 - Iy = 0

I + I3 - Iz =0
R, + Roly + Rsls = 0

—R3]3 + R4I4 — R5I5 =0

Waihrend man das letzte Beispiel sicher noch von Hand l6sen kann, werden
grofere Probleme am Computer gelost, vgl. Abbildung 3.2.
Bei der Losung linearer Gleichungssysteme sind verschiedene Falle moglich:

1. m =n:rang(A) = n, d.h. Az = bist eindeutig l6sbar. Da A invertierbar ist
folgt = A~'b. Fiir numerische Rechnungen ist diese Darstellung jedoch
nicht geeignet: auch die Cramersche Regel ist fiir n > 3 numerisch nicht
brauchbar.
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Abbildung 3.2: Eine eher kleine Platine.

2. m > n: Das LGS Ax = b heif$t iberbestimmt und hat im allgemeinen keine
Losung. Stattdessen wird ein Ersatzproblem gelost, vgl. Lineare Ausgleichs-
rechnung.

3. m < n: Das LGS Az = b heif3it unterbestimmt. Wenn eine Losung existiert,
dann hat der Losungsraum die Dimension n—rang(A). Anwendungen findet
man etwa in der Linearen Optimierung.

3.2 LR—-Zerlegung und Gaufl—Elimination

3.2.1 Idee der Gauf3—Elimination/LR—Zerlegung
Sei A = (a; ) eine (n,n)-Matrix und b € R". Zu l6sen sei das LGS

(3.2) Ax =b

Das Gauf$’sche—Eliminationsverfahren zur Losung von LGS haben sie bereits im
Rahmen ihres bisherigen Studiums kennengelernt. Es ist ein recht anschauliches
Verfahren, das sich zudem leicht implementieren 1a83t.

Wir betrachten zunéchst den vereinfachten Fall, dafl die Matrix A in oberer Drei-
ecksform vorliegt, d.h.

a1 Ti2 - Tin
0 22 -+ Ton

(3.3) A=R=
0 o0 Ton

Man spricht dann von einem gestaffelten Gleichungssystem, der Grund ist leicht
ersichtlich. In diesem Fall kann fiir 7;; # 0 leicht eine Losung von Rz = ¢ (hier
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mit ¢ := b) mittels der rekursiven Vorschrift

Cn
Ty = —),
Tnn
o Cn—1 — Tn—1nTn
Tn-1 = r )
—1n—-1
(3.4) n-1,
v . Cl —T12T2 — ... —T1plp
1 — )
1,1

beschrieben werden. In kompakter Form ergibt sich

1 n
(3.5) Z‘Z‘:—(Ci— E riﬁjxj>, t=nn—1,...,1
Tii

j=i+1
Idee der GauB-Elimination: Forme ein allgemeines Gleichungssystem Az = b in

ein Gleichungssystem Rx = ¢ um, so dass die Matrix R in oberer Dreiecksform
vorliegt.

3.2.2 Frobeniusmatrizen

Zur Durchfithrung der Gauf-Elimination werden sogenannte Frobeniusmatrizen
bzw. Elementarmatrizen L; benotigt:

1
0
L= 1 — j-te Zeile

—li1;

0
—lnj 1
T
j-te Spalte

Fiir diese Elementarmatrizen gelten die nachfolgend aufgefiihrten Rechenregeln.
Sei hierzu die Matrix

ai
A= mit ai:(aﬂ,...,am).

an
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gegeben. Fiir die Multiplikation einer Elementarmatrix mit einer Matrix gilt:

a1

aj

aj1 — ljv1 a4

Ay — ln,jaj

Die Inverse einer Elementarmatrix 148t sich einfach angeben:

1
) 1
(3.7) L;" =
Lt
ln; 1
Fiir die Multiplikation zweier invertierter Elementarmatrizen gilt die interessante
Beziehung;:
1
1

L1, —J

38)  Lj'-Ly'=
1
lkt1k -k
ln; Lok 1

—
—
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3.2.3 Gauf3—Elimination/LR—Zerlegung ohne Pivoting

Sei die Matrix

ay
A=
a(l,)l an1,21
gegeben.
1. Schritt: Sei aﬂ # 0
1
a&,i . &5,7)1
0 o) o)
LiA=| ‘ (vgl. (3.6) mit j = 1)
0 aff)z al)
mit
(1)
lil::%a 7;:2,...,71,,
arq
agi) = @gl? - lila&)a ,k=2...,n.

In Worten: Subtrahiere von der i-ten Zeile der Matrix A das [;;-fache der 1. Zeile,
1=2,...,n.

Allgemein sei nun unsere Ausgangssituation vor dem j-ten Schritt (j > 2) be-
kannt.

Ausgangsmatrix vor dem j-ten Schritt (j > 2):

(1) (1)
1

a, A1y

Lj—l [P LlA - ag‘;) L aﬁ‘il)
0 : :

o o af)

Mit diesem Wissen konnen wir den j-ten Schritt in Angriff nehmen:
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j-ter Schritt (7 > 2): Sei ‘é’? #+0

1 1
aﬂ ai,,’l
(4) (4)
a:r: “ .. “ e a:
Lij—l Ce LlA = I i1 J—’i-nl
0 e )
j+1 j+1)
0 a/flj,j-i-?l ain
mit
L o
Z]_m’ Z_j+ R (2
ajj
ali ™V = alf) — 105, ik=j+1,....n

Nach n — 1 Schritten erhalten wir dann das gewiinschte Resultat:

1 1

A W

(3.9) Ly . LiA= ' | = R=(ra)
0 ash

Wendet man die Matrizen L; direkt auf die erweiterte Matrix (A, b) an, so ergibt
sich

Loi...Li(Ab) = (R.c).

Das LGS Az = b ist dann dquivalent zu Rz = ¢ und kann gemif (3.5) gelost
werden (GauB-Elimination).

Aus (3.9) folgt mittels der Formeln (3.7)(3.8) die LR-Zerlegung der Matrix A:

(3.10) A=L7'...L;) R='LR
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L= R linke Dreiecksmatrix

T |
Bei gegebener LR-Zerlegung A = LR ist das LGS Ax = b dquivalent zu den
beiden leicht auflésbaren LGS

Lec=b, Rx=c.

Insbesondere folgt noch aus (3.10)
det(A) = det(L) det(R) = ﬁlrjj.
]:

Bei unseren bisherigen Uberlegungen hatten wir stets a%) # (0 voraussetzen
miissen und es stellt sich die Frage, wann dies gesichert anzunehmen ist.

Problem: Wann gilt a%-) # 07

Satz 3.3. Sei A eine (n,n)-Matriz, deren Hauptabschnittsmatrizen A; reguldr
sind. Dann gibt es eine eindeutige Zerlequng

A= LR,

L linke Dreiecksmatriz mit l;; = 1,7 =1,...n,

R regulire rechte Dreiecksmatrix.

Beweis: Vgl. Satz 3.9

3.2.4 Permutationsmatrizen

Zur Behandlung des Falles a%)

tionsmatrizen. Hierzu sei

= ( fiir ein 7 bendtigen wir sogenannte Permuta-

0

e; = — 1 der ¢ — te kanonische Einheitsvektor
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Eine Matrix P heifit Permutationsmatrix, wenn eine Permutation (i, . .., ,) von
(1,...,n) existiert mit
e
p=| :
el

Insbesondere haben Permutationsmatrizen die Eigenschaften: P? = I, also P~ =
P.

3.2.5 Gauf—Elimination/LR—Zerlegung mit Pivoting

Wir gehen davon aus, dass wir vielleicht bereits einige Schritte zur Gau3—Elimination
bzw. LR—Zerlegung durchgefiihrt haben und befinden uns im j—ten 5 > 1 Schritt.

j-ter Schritt (j > 1): Die Ausgangsmatrix sei

1 1
agl) ng)
0 : :

W) o o)

Wir fithren eine Spaltenpivot-Suche durch: Wéhle eine Zeile r mit

G _ ()
|arj | = 771712%@ |aij |

Wir haben verschiedenen Féalle zu unterscheiden:

1. Fall: ag.) = 0: A ist singulér, setze L; = I.

2. Fall: ag-) #£ 0: Vertausche die j-te Zeile mit der r-ten Zeile in AU). Dies entspricht
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einer Multiplikation von links mit der Permutationsmatrix

1

1

Damit erhalten wir im ungiinstigsten Fall (in jedem Schritt ist eine Vertauschung
von Zeilen notwendig) nach n — 1 Schritten

(3.12) Ly, 1P, 1...LoP, 1P A=R.
Dies fiihrt zu einer L R-Zerlegung mittels des folgenden Hilfssatzes.

Hilfssatz 3.4. Sei j < k. Die Permutationsmatriz Py, vertausche die Zeilen k
und r > k. Dann gilt
P.L; = L;-Pk,

wobei L aus L; dadurch hervorgeht, dass man in der j-ten Spalte das k-te und
r-te Element vertauscht.

Beweis:
1
! —j
L= —;kj 1 0| <k
Iy —r
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1
— ]
1
PL; =
o I 0 1 —k
i 1 0 -7

1
r

T —

= PL;P, = L, P:=1

o
Die Anwendung des Hilfssatzes auf (3.12) zeigen wir der Einfachheit halber fir
n=4:

L3P3L2P2L1P1A - R
= L3P3L2L/1P2P1A =R
54 L3L,2L,1/ PP P A =R

—_——

—:p(Permutationsmatrix)

& PA=LR, L:=L"{"L';'L;".

Die Anwendung der obigen Operationen auf die erweiterte Matrix (A, b) fiithrt auf
die Matrix (R,c). R ist reguldr, wenn A regulér ist, und das LGS Rz = ¢ kann
geméiB (3.5) gelost werden.

Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat:

Satz 3.5 (LR—Zerlegung und Gauf3-Elimination). Zu jeder (n,n)-Matriz A
qibt es eine Permutationsmatrixz P, eine linke Dreiecksmatriz L und eine rechte
Dreiecksmatriz R, so dass

Ist A regulir, so ist auch R regqulir und die Gauf$-Elimation liefert die eindeutige
Losung von Ax = b.

Bemerkung 3.6. Bei der praktischen Durchfiihrung der Gauf$-Elimination kann
man die wesentlichen Elemente von L, d.h. iy, © > k+ 1, k < j—1, auf den
Null-Elementen der Matriz AY) in 3.11 abspeichern.



40 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.7.

316 T 2
2 1 3 e | =1 7
111 T3 4

Die Pivot—Elemente in den erweiterten Matrizen werden durch einen Unterstrich
markiert.
1. Schritt:

— N W
e
_ W O
NN )

Anwendung von Lq:

2/3| 1/3 —1|17/3
1/3] 2/3 —1|10/3

2. Schritt:
Vertausche Zeile 2 und 3

1/3| 2/3 —1|10/3
2/3| 1/3 —1|17/3

Anwendung von L, :
3 1 6 2
/3| 2/3 -1 {10/3

2/3] |1/2] —=1/2] 4

1 0 0 3.1 6
= L=[13 1 o, R=[0 2/3 -1

2/3 1/2 1 0 0 —1/2

10 0 316
= P=|001], PA=|111

010 2 13

Somit gilt PA = LR

Wir erhalten das gestaffelte Gleichungssystem Rx = c¢:
3 1 6 T 2 x; =19
0 2/3 -1 xe | =1 10/3 |, 29 =-7
0 0 -—1/2 T3 4 r3 = —8
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Das Gaufi—Verfahren zur Losung von Ax = b untergliedert sich somit in drei
wesentliche Schritte:
GaufB-Elimination:

1. PA=LR
p = (p1,...,ps) Permutationsvektor

2. Lc= Pb
Vorwértseinsetzen: 1 = 1,...,n:
i—1
C; = bpi — E likck
k=1
3. Ry =¢
Riickwartseinsetzen: ¢ =n,n —1,...,1:
n
1
vi=—(ci— Y ray)
Tii ey
=i+1

3.2.6 Aufwandsbestimmung

Ein wichtiger Aspekt bei der Analyse numerischer Verfahren ist es zu untersu-
chen, wie lange diese Verfahren in der Regel benotigen, um zum gewiinschten
Ergebnis zu gelangen. Da sich die Rechenzeiten von Computer zu Computer un-
terscheiden, orientiert man sich nicht an der Rechenzeit, sondern an der Anzahl
der Rechenoperationen, die ein Algorithmus benétigt.

Das vorgestellte Gaufi—Verfahren liefert nach endlich vielen Schritten ein Ergeb-
nis, wobei die Anzahl der elementaren Rechenoperationen von der Dimension
n der Matrix A abhéngt. Multiplikationen und Divisionen sind sogenannte we-
sentliche Rechenoperationen. Die Auswertung einer wesentlichen Rechenoperation
war im Allgemeinen noch vor einigen Jahren deutlich ’teurer’ als eine Addition
oder Subtraktion (rechnerintern wird nicht in Addition und Subtraktion unter-
schieden). Die Unterschiede verschmelzen jedoch mehr und mehr mit moderenen
Rechnerarchitekturen.

Zur Aufwandsbestimmung zéhlen wir die Rechenoperationen einfach ab. Zuvor
erinnern wir uns an:

- 1
1 ]
;:12 2(n—|— n

und
n

}:ﬁ:émn+nmn+n.

i=1
Anzahl der Operationen: (ohne Additionen)
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1. PA=LR
(n—1)+ -1 +[n—-2)+n—2)"+...+[1+1%

= -5+ @=37I=gn(n—1+gn(n-12n-1)

2. Lc=Pb
1424...4+(n—1)=3i(n*—n)

3 _n)

3. Rt =c
1+2+...+n=3(n*+n)

Gesamtaufwand: 3n® + n? — 2n Multiplikationen. (Additionen: $n® + 3n* — 2n)

Bemerkung 3.8. Der Aufwand und damit die Rechenzeit steigt mit der dritten
Potenz der Zahl der Unbekannten an: O(n?).

3.2.7 Algorithmus

Wir formulieren abschliefend den Algorithmus.

Programm: PA = LR
firy = 1,...,n:
pj = J

fir;j = 1,....,n—1:

Pivotsuche:

max = [al, =]

firi=4541,...,n:

falls |a;j| > max :
max = |a;], r=i

falls max = 0 : STOP A singulér

Zeilentausch:
falls r > j:
firk=1,...,n:
hr = Qjk, Qjr = Qrk, Qrgp = hr
hi = pj, pj = Py Pr = Ny
Transformation:

firi = 7+1,...,n:
ai= aij/as;
firk=j54+1,...,n:

Qi = Qi — Qi5Qjk
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3.3 Matrizen mit speziellen Eigenschaften

Besitzen Matrizen spezielle Eigenschaften, so kann es sich lohnen diese Eigen-
schaften gewinnbringend bei der Implementierung zu beriicksichtigen.

3.3.1 Diagonaldominante Matrizen: Diagonalstrategie
Zunéchst geben wir Bedingungen an, die die Durchfiihrung der Gau-Elimination
ohne Pivotsuche ermoglichen (Diagonalstrategie).

Satz 3.9. Sei A eine (n,n)-Matriz, deren Hauptabschnittsmatrizen A; reguldr
sind. Dann gibt es eine eindeutige Zerlequng

A=LR
L : linke Dreiecksmatriz mit lj; =1, 7 =1,...,n,
R : reguldre rechte Dreiecksmatriz.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion iiber n gefiihrt.

IA: Fiir n = 1 ist die Beh. trivial.

IV: Die Beh. sei richtig fiir n — 1.

IS: Fiir eine (n,n)-Matrix ist die folgende Zerlegung zu zeigen.

A An,1 Cc Ln—l 0 Rn,1 r
B af faw )\ U |1 0 |ram )
Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Zerlegung

An—l = Ln—an—l-

Fiir die gesuchten [, € IR""*,r,, € R erhilt man die Gleichungen

(3.13) c= Ly qr

(3.14) "R, 1 =a" =Rl l=a

(3.15) Tr + 1o = apn.

Diese Gleichungen sind eindeutig auflésbar, da nach Voraussetzung L, 1, R,
regulér sind. o
Mit

D = diag(rj;) = diag(a%))
erhélt man somit die Zerlegung

[A=LDR|, =1, rj=1

Die Regularitdt der Hauptabschnittsmatrizen von A kann mit einer einfachen
Bedingung fiir die Elemente a;; von A nachgepriift werden.
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Definition 3.10 (Diagonaldominanz). Die Matriz A heifst diagonaldominant,

wenn
n

lail > lawl, (i=1,...,n).
k=1
ki

Satz 3.11. Bei einer diagonaldominanten Matriz A sind alle Hauptabschnitts-
matrizen requldr, also existiert die LR-Zerlegung A = LR.

Beweis: Fiir die j-te Abschnittsmatrix A; gelte
Ajx=0 fiir ein = € TR,
Zu zeigen ist dann x = 0. Wéire

|2,| = max || >0,

so betrachten wir die r-te Gleichung

J
E Ayl = 0.
=1

Zusammen mit .
J

|arr| > Z |ark’

k=1
k#r
ergibt sich hieraus ein Widerspruch:
J
|||z = | X2 arkwil
&
< 2 lan|2l
k#r
< O lamlz, | < lar||z.|.
k#r

o

Beispiel 3.12. Die bei der Berechnung von Spline-Funktionen (vgl. Kapitel zur
Interpolation) auftretende tridiagonale Matriz

4 1 0
1 4 1

1 4 1
0 1 4

st diagonal dominant und damit LR-zerlegbar.
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Bemerkung 3.13. Spezielle Matrizen, die das Kriterium in Satz 3.9 ertfiillen,
sind die positiv definiten Matrizen (vgl. ndchsten Abschnitt).

3.3.2 Positiv definite Matrizen: Cholesky—Verfahren
Definition 3.14. Eine (n,n)-Matriz A heifst symmetrisch, falls A = AT gilt.

Definition 3.15. Eine symmetrische (n,n)-Matriz A heifit positiv definit, falls
(3.16) 2T Az > 0, fiir alle x€IR", x #0
gilt.

Die positive Definitheit scheint sehr einschriankend zu sein, dennoch ist sie in
vielen Anwendungen erfiillt.

Bemerkung 3.16. Fir positiv definite Matrizen kann eine LR—Zerlequng ohne
Pivoting durchgefiihrt werden.

Satz 3.17. Sei A positiv definit.

1. Alle Hauptabschnitt-Matrizen von A sind positiv definit und requldr. Insbe-
sondere ist A requldr.

2. Es gibt genau eine linke Dreiecksmatriz L mit l;; > 0,4 =1,...,n, so dass

gilt

(Beachte: l;; = 1 wird nicht gefordert)

Beweis:
zu 1: Ubung
zu 2: Nach Satz 3.9 gibt es genau eine Zerlegung

A = UV

U = (ug) : linke Dreiecksmatrix, u; = 1,

V' = (vg) : regulire rechte Dreiecksmatrix
Sei

V11 0
D = T , Ui 7£ 0.
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Setze
R = D7 'V : rechte Dreiecksmatrix, r; = 1

= A = UDR, A=AT =RTDTUT = RTDUT.
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt:
R"=U, dh. A=UDU" = R"DR.

Behauptung: D ist positiv definit, d.h. v; > 0.
Fiir alle x # 0 gilt:

0 < 27Az=2"R"DRx = (Rz)" DRx
= 0 < yI'Dy fiir alle y # 0, da R regulir,

= D positiv definit.
Mit
A/ V11 0
D'? . L:=UDY?
0 Unn
gilt

o

Bemerkung 3.18. Ist L eine linke untere Dreiecksmatriz, so ist LT eine rech-
te obere Dreiecksmatriz, d.h. fir positiv definite Matrizen existiert eine LR-
Zerlegung mit R = LT. (Achtung: Hier sind die Diagonalelemente von L nicht
normiert. )

Bemerkung 3.19. Offensichtlich reicht es aufgrund von Satz 3.9 fiir eine Cholesky—
Zerlegung A = LLT die Matriz L zu bestimmen.

Leider ist das Cholesky—Verfahren nicht so anschaulich wie die Gaufi—Elimination.
Zur Bestimmung der Komponenten von L geht man induktiv Spaltenweise vor:
Sei L = (l;;) die linke untere (n,n)-Dreiecksmatrix mit A = LL”, die nach Satz
3.9 existiert und eindeutig ist. In Komponentenschreibweise ergibt sich

al,l te al,n ll,l O ll,l oo ln71
Qp1 " Apn ln,l e ln,n 0 ln,n

Offensichtlich gilt

(318) ail = 1171 . 11’1, also ll,l = 4/0a11,
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d.h. {11 148t sich einfach berechnen. Ebenso gilt

Qg1

(319) ;1 = li,l . l1,1, also li,l = 1= 2, Lo, ny

)
lia

womit die erste Spalte von L bekannt ist (Dieses war der Induktionsanfang). Seien
also die [; ;, fiir j < k — 1 bekannt (Induktionsvoraussetzung). Wir mochten als
néchstes die Elemente der k-ten Spalte berechnen. Aus (3.17) ergibt sich

(3.20) arg = laq + -+ lp g,

und somit aufgrund der Eindeutigkeit von L

(3.21) kg =

Ebenso ergibt sich aus (3.17)

k
(3.22) Qi1 = Z lz‘,jlk,j
j=1
und damit
1 k—1
(3.23) lig = o (M - ; zmzk,j> . i k+1

Auf diesem Wege kénnen wir die vollstdndige Matrix L bestimmen. Der Zusam-
menhang mit dem Ausgangsproblem ist durch

Ar=LLTz =Lce=10

gegeben. Eine Abschitzung des Aufwandes ergibt, daf§ aufler n Quadratwurzeln
noch

(3.24) én3 + O(n?)

Rechenoperationen durchgefiihrt werden miissen.

Bemerkung 3.20. Auch wenn Gaufi— und Cholesky—Verfahren beide die Ord-
nung O(n3) besitzen, so ist das Cholesky—Verfahren fiir grofie n dennoch etwa
doppelt so schnell wie das Gaufs—Verfahren, man vergleiche die jeweiligen Fakto-

ren vor n3.
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Die Losung des LGS Az = b nach der Metholde von Cholesky erfolgt in den drei
Schritten

1. A = LLT : Cholesky Zerlegung
(3.25) 2. Le = b . Vorwiértseinsetzen
3. LTs = ¢ . Riickwirtseinsetzen

Bei positiv definiten Matrizen A sind die Hauptdiagonalelemente a; = el Ae; >
0 d.h. positiv. Dariiberhinaus kann man leicht zeigen, dass diagonal-dominante
Matrizen (vgl. Definition 3.10) mit a; > 0, d.h.

aii>2]aik| (izl,...,n),
ki
positiv definit sind.

Fiir eine positiv definite Matrix A ist die Reduktion der quadratischen Form
2T Az auf eine Summe von Quadraten (im Kérper der reellen Zahlen) moglich:

rTAr = 2TLLTz = (L72)T(L"x)
= (3 lejwn).
i=1 k=j
Zusétzlich ergibt sich fiir die Hauptabschnittsmatrizen (Hauptmenoren):

app - Ak

n n i
detA:Hl?j:Ha%) >0, det :Hl?j>0.
j=1 Jj=1 =t

k1 - Qkk

Folgerung 3.21. FEine symmetrische Matriz A ist genau dann positiv definit,
wenn

det : : >0 firk=1,...,n.

Beispiel 3.22. Die bei der Diskretisierung von Randwertproblemen fiir Differen-
tialgleichungen auftretende Matrix
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1st positiv definit, denn mittels der Rekursion
det A, 11 = 2det A, —det A,,_4

erkennt man det A,, =n+1 > 0.

3.3.3 Bandmatrizen: Bandausnutzende Verfahren

In vielen Anwendungen spielen Bandmatrizen eine wichtige Rolle.

Definition 3.23. Unter der Bandbreite einer Matriz A versteht man die kleinste
natiirliche Zahl m < n, so dass gilt

agp =0 fur alle i und k mit |i — k| > m.

Beispiel 3.24. Die Matriz

hat die Bandbreite m = 2.
Ein Blick auf den Gaufi—Algorithmus zeigt leicht die folgende Aussage:

Satz 3.25. Besetzt die Matrix A mit der Bandbreite m eine LR-Zerlegung A =
LR, so haben L und R ebenfalls die Bandbreite m, denn es gilt

liw = 0 firik miti—k>m,

ra. = 0 firik mit k—1i>m.

Korollar 3.26. Die Linksdreiecksmatriz L der Cholesky-Zerlequng A = LLT ei-
ner positiv definiten Bandmatriz mit der Bandbreite m besitzt ebenfalls Bandbreite
m.
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Besonders einfach zu behandelnde LGS erhélt man fiir tridiagonale Matrizen A
der Bandbreite m = 1. Zu lésen sei das LGS Ax = d mit

a; b

Co Q2 by d;

Cp—1 Qp—1 bn—l dn

Cn Qn

Es existiere die LR-Zerlegung A = LR. Nach Satz 3.25 sind L und R bidiagonal
und konnen in der Form angesetzt werden

Die Ausmultiplikation A = LR fithrt auf die Beziehung r; = b;, i = 1,...,n und
den folgenden Algorithmus zur Losung von Ax = d :

A=LR
m; = ax
fiir 1=2,...,n:

l; = Ci/mi—l

m; = a; =l bi

Ly=d
(3.26) Y= di
fir 1=2,...,n
yi=di —li - yia
Rr =y
Tn = Yn/Mn
fir i=n—-1n-2,...,1:

i = (Yi — i - xip1) /My
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3.4 Fehleranalyse und Fehlerbehandlung

3.4.1 Fehlerabschitzungen

Wie in der Einleitung ausgefiihrt kénnen Computer nicht alle reellen Zahlen dar-
stellen, daher werden die meisten Zahlen intern gerundet. Als Konsequenz er-
geben sich Rundungsfehler. Selbst wenn Eingabedaten und das Ergebnis eines
Algorithmus frei von Rundungsfehlern wéren, konnen Zwischenergebnisse gerun-
det worden sein. Aus diesem Grund wird in der Regel nicht die Losung x des
Gleichungssystems Az = b berechnet, sondern die Losung & eines 'benachbarten’
oder ’gestorten’ Gleichungssystems

(3.27) (A+ ANA)Z=b+ Nb

Ab : Fehler im Vektor b (Residuum),
AA : Fehler in der Matrix A,
Az := T — x : Fehler der Naherungslosung

Um die nachfolgende Analyse durchzufiihren benttigen wir den Begriff der zuge-
ordneten Matrixnorm. Wir erinnern zunéchst an verschiedene Normen fiir Vek-
toren z € IR". In dieser Vorlesung verwenden wir iiblicherweise

|zl = VaTo = fo, (euklidische Norm oder 2-Norm)
i—1

welche wir meistens einfach mit ||.|| bezeichnen. Weitere Normen sind die

lzls =) fail,  (1-Norm)
i=1

oder die

|%]| 00 = max |z;|,  (Maximumsnorm oder oo—Norm).
1= n

.....

Fiir alle Vektornormen kann man eine zugeordnete Matrixnorm definieren.

Definition 3.27. Sei A eine (n,n)-Matriz und |.||, eine Vektornorm im IR".
Die Zahl

[All, = max [[Az]),
llzllp=1

heifit die der Vektor-Norm ||.||, zugeordnete Matrixnorm.

Bemerkung 3.28. Wir bezeichnen nachfolgend die Vektornormen und die thnen
zugeordneten Matrixnormen mit dem gleichen Symbol.



52 Lineare Gleichungssysteme

Sei nachfolgend A = (a; ;).

Beispiel 3.29.

n
| Ally == jgaxn Z |a; ;l, (Spaltensummennorm)
""" i=1

Beispiel 3.30.

n
| Ao = max Z la; ;| (Zeilensummennorm,)
..... —

Beispiel 3.31.
|All2 :== v/ p(AT A), (Spektralnorm,)
wobei p(B) den Betrag des betragsgrifsten Eigenwert einer symmetrischen Matrix

B bezeichnet.

Definition 3.32. Als Kondition von A bzgl. einer Matriznorm ||.||, bezeichnen
wir die Zahl
condy(A) i= [ A4l

Satz 3.33 (Fehleranalyse). Sei x die eindeutige Losung von Az = b, und AA,
Ab Storungen von A, b mit

|AA]

(3.28) q=cond(A)—— < 1.
Al

Dann ist auch das gestorte System

(3.29) (A+ AA)(z+ Ax)=b+ Ab

eindeutig losbar und es gilt

(3.30)

[Az| _ cond(A) (IIAAH HMH)

lzl = 1—q \ [Al " [l

Beweis: Sei © + Az Losung von (3.29). Nach Ausmultiplizieren ergibt sich
Ax + AAx + ANAx + AANx —b—Ab=0
und weiter wegen Arx —b =10

Alhx = Ab— AAx — AAAx
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und somit

Az =—A"" (=Ab+ AAz + AAAT) .

Fiir vertragliche Matriznormen folgt hieraus (Dreiecksungleichung)

| Azl AT - || — Ab+ AAz + AAAz||

<
< (AT (A6 + IAA] - =] + [AA] - [[Az]])

und weiter
(L=[A - 1AAL) [[Az] < [JATH ([A6) + TAA] - [|]])

Aufgrund der Voraussetzung (3.28) mit ¢ < 1 folgt

1A~

A < &
—q

([Ab] + [[AA] - [l=]))

als absolutem Fehler. Es ergibt sich weiter

-1
[Az]] _ [[AT] (IIAbII

(3.31) <
]| l1—gq

+ ||AA||) :

]
Aus [[b]] = [[Az| < [[A]| - [l folgt

1]
)] =
Al

und somit aus (3.31)

[Az] _ A - 1A (HN)H n HAAH)
ol 1Al

[z = 1—4
und hieraus die Behauptung. o
Die Zahl cond(A) hat also die Bedeutung eines Verstarkungsfaktors und mifit die

Empfindlichkeit der Losung x gegeniiber Storungen in A und b. Das LGS Ax = b
heiBt schlecht konditioniert, wenn cond(A) >> 1.

Beispiel 3.34. Auswirkung schlechter Kondition:

1 1 1 1
A= , b= , T =
1 0.99 1 0
0.01 0.01 0 200/101
AA = ,  Ab , T+ Ax =
0 —100/101

0 0
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Obwohl der Fehler in A bei 1% liegt, haben x,x + Ax nichts mehr miteinander zu
tun.
Erklirung:

-99 100

1Alle =2, AT =
100 —100

) A7 |e = 200,  conds(A) = 400!

Geometrisch: Die Zeilenvektoren aq, as von A haben beinahe die gleiche Richtung.

3.4.2 Skalierung

Die Kondition eines Problems kann ggf. durch Skalierung der Matrix A verbessert
werden. Unter Skalierung versteht man den Ubergang

dy 0
A—>DA, D = s dl#O,
0 dy,

d.h. die i-te Zeile von A wird mit d; multipliziert. Die optimale Wahl einer Dia-
gonalmatrix D, welche cond(DA) moglichst klein macht, erhélt man durch den
folgenden Satz (ohne Beweis):

Satz 3.35 (Van der Sluis). Fir A = (ay) sei

Z lag| =1, i=1,...,n (insbesondere ||A||x = 1).
k=1

Dann gilt fiir jede Diagonalmatriz D mit det D # 0

condo(DA) > cond(A).

Folgerung 3.36. Fiir eine beliebige requlire Matriz A = (a;x) ist mit der Ska-
lierung

N -1
D = diag(d;), d;:= (Z |aik|>
k=1

die Kondition cond..(DA) maglichst klein.
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3.4.3 Iterative Nachverbesserung

Unabhéngig von einer schlechten Kondition der Matrix A liefern numerische Ver-
fahren zur Losung linearer Gleichungssysteme nicht die exakte Losung. Wir erhal-
ten dann lediglich eine Naherungslosung, die unseren Anforderungen aber mogli-
cherweise nicht hinreichend gerecht wird. Mit einem kleinen Trick 148t sich die
berechnete Naherungslésung aber dennoch weiter verbessern:

r  sei exakte Losung von Ax = b
Z  sei irgendeine Nédherungslosung, z.B. aus Gauf-Algorithmus.

Verbesserung in drei Schritten:

1. Berechne r := b — Az " Residuum “
2. Bestimme Az aus AAx =r "Korrektur“
3. Berechne 2’ := 7 + Ax

Begriindung:

¥ = 1+Ar=2+Alr=3+AYb—- A1)

= I+tr—T=2x
In der praktischen Anwendung/Implementierung bewirken Rundungsfehler, dass

i.A. 2’ # x ist. Die Verbesserung kann wiederholt werden, solange Az nur mit
einer Stelle korrekt berechnet wird. In diesem Fall ist 2’ besser als .

Bei der algorithmischen Durchfithrung sind einige Dinge zu beachten:

e Wurde Z durch den Gauf-Algorithmus gewonnen, so erfiillt & das Glei-
chungssystem meist sehr gut, d. h.

b~ AT = r=0b— Ar ausloschungsgefdhrdet!

Um dem entgegenzuwirken berechnet man im Schritt 1. das Residuum mit
doppelter Genauigkeit.

e Bei der Auflésung von A - Az = r benutze man die bereits berechnete
LR — Zerlegung.

e Rundungsfehler im 3. Schritt begrenzen i.A. die erreichbare Genauigkeit.



56 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.37. Sechs Dezimalstellen; unterstrichene Stellen sind falsch

0.566012 0.765456] [xl ] B [0.395102]

0.389953 0.527611 T9 0.272744
exakt: x1 = — 2.20227459...
Ty = 2.14462470 . ..
Gaufs x; = — 2.19453
Ty = 2.13889
1. Nachverbesserung 2. Nachverbesserung
) = —2.20 226 x] = —2.20227
xh = 2.14461 xhy = 2.14462

Bemerkung 3.38. Meist reicht nur ein Schritt, um das Resultat deutlich zu
verbessern.

3.5 Die QR-Zerlegung einer Matrix, das Verfah-
ren von Householder

3.5.1 Einleitung und Motivation

Sei A eine (n,n)-Matrix (reell, nicht notwenig regulér).
Bei der LR-Zerlegung (ohne Pivotsuche) hatten wir das Ergebnis:

L: linke Dreiecksmatrix
R: rechte Dreiecksmatrix.

Bei der QR-Zerlegung suchen wir hingegen eine Zerlegung der Form:

Q: orthogonal, d. h. QTQ = I,
R: rechte Dreiecksmatrix.
Motivation zur QR-Zerlegung:

Zur Losung des LGS Ax = b erzeugt man bei der LR-Zerlegung und Gauf-
Elimination eine Sequenz

(A,0) = (AD,B0)) — ... = (AD,BV)) — .. — (A", 4") = (R, )
(AGHD pU+)) = L](A , b)),
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o7

Sei €¥) der Rundungsfehler bei der Berechnung von (AY) b)), Fiir irgendeine

Vektornorm ||z|| gilt nach Satz 3.33 die Abschétzung

| Azl
]

< Z eWeond(AY)).
j=1

Die GauB-Elimination ist daher nicht gutartig, falls
cond(AD) >> cond(AV) = cond(A).

Idee: Wahle Matrix @); mit Ubergang

(A(J"H)’ b(j+1)) — Qj(A(j), b(j)), cond(A(jH)) — cond(A(j)).

Dazu beschréanken wir uns auf die euklidische Norm
Izl = llzllz = («"2)2, ||A] = | Al
und notieren eine spéter zu benutzende Hilfsaussage:
Hilfssatz 3.39. Sei () orthogonal, dann gilt:
(1) [|Qll2 =1
(i) [|QAll2 = [|All2 fiir alle A
(11i) Wenn A regulir ist, gilt conds(QA) = condy(A).

Beweis: Ubung

3.5.2 Householdermatrizen

Sei w € IR™ mit wTw = 1 und sei die Householdermatriz Q definiert durch

Q=1 2uwuw’, ww? = (w; - wy).

Dann hat die so konstruierte Matrix () folgende Eigenschaften:
() ist symmetrisch:
QT =1 —2(ww")" =1 - 2wuw” =Q

T

( ist orthogonal wegen w'w =1 :

QTQ = (I - 2wwh)(I - 2ww")

= I —2ww” = 2ww” + dwwTww” =1
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Fiir z € IR" bedeutet
Qr = (I —2ww")r =2 — 2w 2)w
eine Spiegelung an der Hyperebene
H={zeR" w2 =0}:
r =y+ 2z mit w2z =0, (y aus dem orthogonalen Koplement)
=ow+z

= wle = awTw+wTz = «

= Qr=z—-2wlr)w=1r-20w=aw+2z—20w=—qw+z=—y+2

W

Iwi =1

H
Abbildung 3.3: Spiegelung an Hyperebene.

Problem: Sei z = (xy,...,2,)T # 0 vorgegeben. Bestimme w € R", wlw = 1,
mit
Qr = keq, k € R.

In diesem Fall ist () eine spezielle Spiegelung an einer Hyperebene, vgl. die nach-
folgende Abbildung:

)" | &

Abbildung 3.4: Spiegelung.
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Analytische Berechnung von Q: (Fiir Qx = ke;)

= [kl = Q] = ll=ll, k= =E[].
Qr = (I —2wwh)z =1z 2wlwlz)=ke
= w = 2’”@’;2}) = c(x — key) (w ist Vielfaches vom Vektor = — ke;)
flwll=1 _ x—ke
I =

An dieser Stelle ist lediglich das Vorzeichen von k = %||z|| noch unbekannt. Aus
Stabilitéitsgriinden (Vermeidung von Ausléschung) wihlen wir k in geeigneter

Weise. Es ist

|z — ker|| = (21 — k)> + 22 + ... +a2) "%

Keine Ausloschung tritt auf fiir

k= —sign(@)lzl, (21— k)2 = (1] + )2
= o = keal® = lall? + 2l || + 2ll? = 2z (o] + 1))

Insgesamt erhalten wir

_ . T 1 __ (z—keq)(xz—ke1)T
Q = I—-2ww =I-2"—50m—
= I — puu’
e _ 1
ko= —signl@)lel, 5 = s
(3:32) sign(a1)(jaal + ll2])
T3
u = x— ke =
Tn

Householder-Transformation

3.5.3 QR-Zerlegung/Verfahren von Householder

Zur Zerlegung der Matrix A bilden wir die Sequenz

A=AD 5 A® AW =R,
AUH) = Q; AU Q; orthogonal.
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j-ter Schritt (7 > 1): Sei

k... %k k... %k .
j—1
0 0 * * ... %
AU — : : /
0 : : n—j+1
() (4)
anj s s /
T = (a%), . ,aff})T e R,

1. Fall: 2 =0: A ist singuldr (Beweis!), setzt Q; = I
2. Fall: x#0: Bestimme nach (3.32) die orthogonale (n —j+1,n—j+1)—
Matrix (); mit

Q|  |=k|  |eR".
nj 0
Setzen wir nun jeweils

.1 O
Q; = ( ]O ! 5 > € IR™",  orthogonal, symmetrisch
J

so erhalten wir nach n Schritten

(3.33) R:=A™ =Q, 1Qn_s...Q:A.

Definieren wir die orthogonale Matrix

Q:=(Qun1-Q1) ' =Q1 - Qu1, (da Q; orthogonal, symmetrisch)
= A=QR

Satz 3.40 (Q R—Zerlegung). Zu jeder (n,n)-Matriz A existiert eine orthogonale
(n,n)-Matriz QQ und eine rechte Dreiecksmatriz R mit

A=QR.

Ist A reguldr, so ist R requldr.
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Bei einer regularen Matrix A bildet man zur Losung des LGS Az = b analog zu
(3.33) den Ausdruck

¢:= b = Quy - Qub

und 16st dann das gestaffelte LGS Rz = c.

%n?’ Jedoch sind keine zusatzlichen Permutations-

Anzahl der Operationen: |~

matrizen notwendig.

3.5.4 Erweiterungen

Die QR-Zerlegung kann unmittelbar auf nichtquadratische (m,n)-Matrizen A
(m > n) erweitert werden. Hier bildet man eine Sequenz

AG+HD) — QjA(j) (j>1), AL — A

(); orthogonale (m, m)-Matrix.

Wegen m > n erhélt man nach n Schritten

~ R }n
(n+1) _— - (=
A QA (0) }m—n

@n...Q1 orthogonal,

O
I

(3.34)

i1 o Tin

R = I obere Dreiecksmatrix

Praktische Durchfithrung mit (3.32)

—— ——
]j—l 0 }j—l
Q] < 0 Q]> }m—j+1
~—_———



62 Lineare Gleichungssysteme

wobei nach (3.32) gilt:

_ (4) UIN\T m—j+1
= (a;7,...,ay;)" € R"7T
= —sign((z;)1)llz;ll,
1
llz; I (|1 |+ll5 1)
= ZL’j — kjej-
A0) — ujs]T

5JUJTA(J)

m
dh (UjS?)Lk = aijﬁj Z aljalk
1=j

Programm QR(A,d)

Die u; stehen spaltenweise im linken Teil von A, R\diag(R) steht im rechten Teil

von A, diag(R) steht auf d =

fiir j

3.6
ximation

3.6.1

(dy, ... dy).

=1,...,n:

m 1/2
_ 2
Tnorm = a;

=7

falls xnorm=0: STOP
d; = —sign(aj;) - xnorm

beta = 1/(znorm(|a;;| + xnorm))

aj; = ajj — d;
firk=7+1,...,n:
m
s:betCL-Zaijaik
i=j
firi=y4,...,m:

Qi = Qi — Qg5 - S.

Lineare Ausgleichsrechnung, diskrete Appro-

Normalgleichung

Ausgleichrechnungen sind fiir viele praktische Zwecke besonders wichtig.

Beispiel 3.41. Wir haben bei einem Experiment fiir die Fingabewerte tq, ... t,

Messwerte sy, . .

., 8m erhalten. Aufgrund theoretischer Uberlegungen (etwa phy-

sikalische Gesetze) kennt man eine Funktion f(t), fir die f(t;) = s; gelten soll.
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Die Funktion f hdngt aber in der Regel von unbekannten Parametern x1,...,x,
ab; wir schreiben f(t;x) fir x = (x1,...,2,)T um dies zu betonen. Beispielsweise
kénnte f durch eine Parabel

(3.35) ft;2) = 21 + 2ot + 35t

gegeben sein. In der Regel hat man mehr Messwerte als Parameter (m > n) und
es liegen Messfehler vor, so dass der naheliegende Versuch durch Lésen des m
dimensionalen (i.A. nichtlinearen) Gleichungssystems

fltsz) = s
(3.36)
fltm;z) = sm
den n dimensionalen Losungsvektor zu bestimmen scheitern mufs.

In vielen praktischen Féllen ist das Gleichungssystem (3.36) linear, so z.B. auch
fir die obige Parabel und wir erhalten aus (3.36) ein tiberbestimmtes (i.A. nicht
losbares) LGS

Cr = s|

mit C € R™", m > nund s € R™.

Beispiel 3.42. Fiir unser Beispiel einer Parabel in (3.35) erhalten wir etwa

1 tl t% S1
C=1: und s =
1 t, t3 Sm

Anstelle also den (vermutlich vergeblichen Versuch) zu unternehmen, eine exakte
Losung x des Systems Cxz = s zu finden, begniigen wir uns damit, ein = zu
finden, so daB8 C'r ‘moglichst nahe’ bei s liegt. Als Ersatzproblem betrachtet man
das Optimierungsproblem

(3.37) min ||s — Cx||§
zelR"™

Um eine Losung von (3.37) zu bestimmen, bildet man die erste Ableitung, die in
einem Minimum zwangsweise gleich Null sein mu#f.

_Olls=Cally _0[(s=C)T(s=C)] _ ) 1o per,

0 ox ox
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Dies ergibt die Normalgleichung

(3.38) CTCx=CTs|,

die nach Definition von A := CTC und b := CTs dem LGS
Az =10

entspricht.

Fiir eine beliebige Matrix C ist die Losung von (3.38) nicht eindeutig und es gilt:

Satz 3.43. Das lineare Ausgleichsproblem (3.37) besitzt mindestens eine Lisung
xg, d.h. CTCxy = C7s.

Beweisidee: Bild(C)

Abbildung 3.5: Losung im Unterraum.

Nach linearer Algebra gilt die Zerlegung IR™ = Bild(C') @ Kern(CT). Daher kann
s € R™ zerlegt werden in

s=y+r, y=Cux, C'TT:O,

und es folgt

CTs =CTy = CTCuxy,
d.h. z; ist eine Losung des linearen Ausgleichsproblems. Wegen Kern(CTC) =
Kern(C) priift man nun leicht nach, dass

zo + Kern(C)
die Gesamtheit der Losungen ist:
CTC(zg+ Kern(C)) = CTs
& CTC(zo+w) = CTsmit Cw=0
CTCxy = CTs

(:



Lineare Ausgleichsrechnung 65

3.6.2 Numerische Lésung

Von nun an sei rang (C') = n < m: Die Matrix CTC' ist dann positiv definit, und
die Normalgleichung C? Cx = C*'s kann im Prinzip mit dem Cholesky—Verfahren
gelost werden. Dieses Verfahren hat jedoch zwei Nachteile:

(1) CTC ist schwierig auszurechnen, z. B.:

b 1+¢e2 1
9
C = e 0 1], cTo = .
1 1+ &2

£

Mit € = % eps ist auf der Maschine
e 11 S
rd(C*C) = - singulér.

(2) Die Kondition und damit die Empfindlichkeit gegeniiber Stérungen in Cy

betragt
cond(CTO).

Beide Nachteile konnen mit der Householder—Transformation vermieden werden.
Nach (3.34) gibt es eine QR-Zerlegung mit

R\ }n
QC:(O) }m—n
——

n

R obere regulére (n,n)-Dreiecksmatrix
@ orthogonale (m, m)-Matrix

h
Qs = ( ' ),hle]R”, hy € R™™"
ho
berechnet man
Is = Czll3 = [|Q(s — Cx)ll3
= ||y — R[5+ || o3 -

Dieser Ausdruck wird minimal fiir x € IR" mit Rx = hy. Die Losung des linearen
Ausgleichsproblems ist also

(339) xr = R_lhl, ”8 — CQ?HQ = th”g .

Die Kondition bei Anwendung der Householder-Transformation betréigt i.W. conds(R);
(vergleiche Stoer I, §4.8.3).
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3.6.3 Diskrete Approximation

Als eine Anwendung der linearen Ausgleichsrechnung betrachten wir die diskrete
Approximation.
Zu n + 1 Basisfunktionen

fO(t)> fl(t)a I fn(t)
und m > n + 2 MeSpunkten

(ti,Si), izl,...,m

wird eine Linearkombination
F&) =" afult)
k=0

gesucht, die die Werte s; in den Punkten ¢; moglichst gut annéhert. Dies fiihrt
(vergleichbar zu linearen Ausgleichsrechnung) auf das Optimierungsproblem

(Sz - Z xkfk(h))

also zu einem Problem der Form (3.37) mit

min

m
zeR™H!
=1

fo(t1) - fulty)

= : :
und z = (zg,...,2,)7, s = (s1,...,8,)". Fiir die Basisfunktionen fi(t) =
tF, =0,...,n,ist
1t ¢ &
C= :
| R

die Vandermonde-Matrix, fiir die gilt:
rang(C) =n+1, fallst; #t; fiiri # j.

Also ist CTC positiv definit und die Lésunge  ist eindeutig bestimmt.
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S

e f=xotxst

Abbildung 3.6: Ausgleichsgrade.

Beispiel 3.44. Der Fall n = 1: (Ausgleichsgerade)
Die Normalgleichungen fiir das Problem

Qgig};(si — (20 + 21t;))?

lauten . .
Tom + 2 Ztl = Zsi
i=1 i=1
m m m
SR ol T i
i=1 i=1 i=1

und konnen explizit nach xq,x1 aufgelost werden. In der Statistik spricht man
dabei von Regressionsrechnung.

Beispiel 3.45. Der Fall n = 2: (Ausgleichsparabel)
Zu den Mefpunkten:

i| 1 2 3 4 5 6 7
t; | 004 032 051 073 1.03 1.42 1.60
s; | 2.68 1.18 1.16 1.54 2.65 541 7.67

erhdlt man die Ausgleichsparabel (Schwarz, S.288)

f(t) = xo+ a1t + xot?,
rg = 2.749198
T, = —5.954657
Ty = 5.607247
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i | i

05 10 15

Abbildung 3.7: Ausgleichsparabel.



Kapitel 4

Nichtlineare Gleichungen und
Gleichungssysteme

4.1 Einfiihrung und Aufgabenstellung

Die Berechnung von Nullstellen nichtlinearer Gleichungssysteme bildet eine natiirli-
che Erweiterung der LGS aus dem vorhergehenden Kapitel. Nichtlineare Glei-

chungen und Gleichungssysteme miissen in vielen Anwendungen der Mathematik

gelost werden. Typischerweise werden die Losungen nichtlinearer Gleichungen

iiber die Nullstellen einer Funktion f : IR" — IR" definiert, fiir die dann ein

z* € R" mit

(4.1) @) =0

gesucht wird.

Beispiel 4.1.
1. Polynome:

f(r)=ag+ar+a2x®+ ... +a,2" =0, xR

Z.B. sind Eigenwerte von Matrizen Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms.

2. Bei der Berechnung der Schwingungen eines Balkens tritt das Problem
f(z) =z —tan(z) =0
auf. In den Intervallen ((k — 1/2)w, (k+ 1/2)7) liegen Nullstellen.
3. Bei der Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme.

4. Gleichgewichtslésungen chemischer Prozesse.

69
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4.2 Grundlagen

4.2.1 Fixpunkte

Fixpunktgleichungen lassen sich an vielen Stellen leichter analysieren als die Null-
stellen nichtlinearer Funktionen, tatséchlich sind aber beide Problemklassen in-
einander iiberfiihrbar.

Sei D C IR" und ¢g : D — IR". Gesucht sind die Losungen = € D der Gleichung

(4.2) r = g(x).
Ein Punkt 2* € D heiit Fizpunkt von g, wenn z* = g(x*) gilt.

Bemerkung 4.2. Durch Definition von f(z) := x — g(x) wird eine Fizpunktglei-
chung in eine Nullstellenberechnung tberfihrt. Ist umgekehrt A(x) eine requldre
(n,n)-Matriz (z.B. die Einheitsmatriz), x € D, dann ist die Nullstellenbestim-
mung

f(z) =0

dquivalent zur Fizpunktgleichung
7= g(x) =7+ A@@) f ().

Fiir gegebene Startwerte 2%, z',...,2°, s > 0 werden Fixpunkte mit Iterations-

verfahren der Form

(4.3) of = p(ak b= 2k ) k> s

bestimmt.
¥ heiflt Iterationsfunktion und hingt von g ab. Oft kann ¢ = g und s = 0 gewé&hlt
werden, so daf} die Iteration dann lautet

(4.4) ghtt = g(2%), k=1,2,3..., fiir gegebenes 2° € D.

Es stellen sich die folgenden Fragen:
1. Wie findet man eine passende Iterationsfunktion?
2. Wie findet man passende Anfangspunkte?
3. Wann konvergiert die Folge gegen einen Fixpunkt?

4. Wie schnell konvergiert die Folge?
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[
o

» XX

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung eines Fixpunktes.

4.2.2 Konvergenz

Der Begriftf der Konvergenzordnung erlaubt es, iterative Verfahren auf ihre Kon-
vergenzgeschwindigkeit hin zu untersuchen.

Iterationsverfahren liefern eine Folge {#*} C IR"™ approximativer Losungen, die
gegen die exakte Losung x* konvergieren. Die Konvergenzordnung gibt an, wie
schnell der Fehler ||z* — 2*|| gegen Null konvergiert.

Definition 4.3 (Konvergenzordnung). Sei ||.| eine Norm fir IR" und sei
{z¥} C R" eine aus einem Iterationsverfahren entstandene Folge mit

2* = lim z¥.
k—oo

1. Euxistiert eine Konstante ¢ € (0,1), so dafs

||:L,k+1 - $*||

(4.5) <ec¢, VY k=0,1,2,...

l* = =]

gilt, so heifit {*} linear konvergent. Das zugehdrige Iterationsverfahren
wird linear konvergent oder konvergent von der Ordnung 1 genannt.

2. Existieren Konstanten ¢ > 0 und p > 1, so daf

ka+1_$*H
WSC, \ k:0,1,2,...

(4.6)

gilt, so heifit {z*} konvergent von Grade p. Das zugehdrige Iterationsver-
fahren wird konvergent von der Ordnung p genannt. Im Sonderfall p = 2
spricht man auch von quadratischer Konvergenz.

Bemerkung 4.4. Aus der aus (4.6) hergeleiteten Schreibweise

=@ S ellat — P, ¥ k=012,
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ergibt sich fiir den Fehler ey, := ||z* — x*|| die Beziehung
ep+1 < cep,

d.h. es ist
epr1 = O(eh).

Dies verdeutlich nochmals den Begriff der Ordnung eines Verfahrens.

Bemerkung 4.5. Im Sonderfallp = 1 (lineare Konvergenz) erhdlt man aus (4.4)
die Abschdtzung

(4.7) erim < ey, m > 0.

{1} mit einem unteren Index k bezeichnet.

Beispiel 4.6. Fiir 0 < g <1 sei x der Abschnitt der geometrischen Reihe

k
T = qu7
i=0
mit =¥ = limz, = =,
k—o00 -4
lim 2 = ¢

= p=1: lineare Konvergenz.

4.3 Nichtlineare Gleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir den Sonderfall D = IR.

Hinweis: Zur Vermeidung von Mifiverstédndnissen werden reelle Folgen {z)} mit
einem unteren Index k bezeichnet.

4.3.1 Bisektionsverfahren

Wir suchen eine Nullstelle x* € IR einer reellen stetigen Funktion f : R —
IR, f(x*) = 0. Das Bisektionsverfahren wird auch Intervallhalbierungsverfahren
genannt. Der Name wird sofort aus dem Algorithmus ersichtlich.

Algorithmus 4.7. (Bisektionsverfahren) Gegeben sei eine stetige Funktion
[ IR — IR und Werte a < b mit f(a)- f(b) <0 (d.h. f(a) und f(b) haben unter-
schiedliches Vorzeichen und damit existiert eine Nullstelle von f(x) im Intervall
(a,b)). Die gewiinschte Genauigkeit sei durch ein € > 0 gegeben.

1. Setze k =0 (Zdhlindex) und ay = a, by = b.



Nichtlineare Gleichungen 73

2. Setze xy, = ay, + (by — ag)/2 (Intervallhalbierung).

3. Ist f(x) =0 oder (b — ax)/2 < e beende den Algorithmus.

k)
4. Ist f(zr)f(ar) <0, dann setze apy1 = ag, by = k.
Ist f(xy) f(ax) > 0, dann setze apy1 = Tk, b1 = by.
Setze k =k + 1 und gehe zu Schritt 2.

Man kann die Punkte a, und by als Intervallgrenzen der Intervalle [ay, bg| ver-
stehen, mit denen die Nullstelle durch immer weitere Halbierung eingeschachtelt
wird. Daher stammt der Name Bisektion (=Zweiteilung).

Die Auswahlbedingung der neuen Werte ayy1 und by, stellt sicher, daBl f(azy1)
und f(bg+1) unterschiedliches Vorzeichen haben, daher muf sich immer eine Null-
stelle zwischen den Werten befinden (daher auch die Voraussetzung der Stetig-
keit).

Vorteilig beim Bisektionsverfahren ist:

e Es funktioniert fiir allgemeine stetige Funktionen.

e Es liefert immer ein Ergebnis (globale Konvergenz), wenn man geeignete
Startwerte finden kann.

e Die Anzahl der Schritte bis zur gewiinschten Genauigkeit hdngt nur von a
und b ab, aber nicht von f.

Leider konvergiert das Verfahren (vgl. auch Beispiel) nur sehr langsam und wird
daher in der Praxis so gut wie nie eingesetzt.

Bemerkung 4.8. Wegen

1
|brr1 — argr| < 5 |br — ag
2

folgt aus (4.7) lineare Konvergenz.

Beispiel 4.9. Fiir f(x) = x—tan(z), berechnet man mit dem Bisektionsverfahren
eine Nullstelle von f:
a = 2, b = 4.6
fla) ~ 4.18, f(b) ~ —4.26

Damit
rs = 4.47812 , flzs) = 2.87-1071

Tog = 4493410 |  f(wym) = —151-107°
¥ = w00 = 4.49340946 | f(w100) —1.72294616 - 1010
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4.3.2 Newton—Verfahren

Wir betrachten ein weiteres Verfahren zur Nullstellenbestimmung einer gegebe-
nen Funktion f. Im Gegensatz zum Bisektionsverfahren benotigen wir nicht nur
die Funktion f sondern auch ihre erste Ableitung.

YA

{04 £(4)

X+ ﬁﬂ X X

Abbildung 4.2: Zur Motivation des Newton—Verfahrens.

Sei xj, eine Ndherung fiir *. ITm Punkt (xy, f(xy)) wird eine Tangente

T(x) = f(xx) + f(z)(x — 1)
an die Kurve y = f(z) konstruiert und x,; als Nullstelle von T" gew&hlt. Also

f(iCk)

Tpy1 = Tk — f/(l'k)

flap) + (@) (@i —a) =0 =

Eine Losung existiert nur fiir f/(xy) # 0. (Was bedeutet das anschaulich?)

Algorithmus 4.10. (Newton—Verfahren) Gegeben sei eine Funktion f : IR —
IR, ihre Ableitung f, ein Anfangswert xo und eine gewiinscht Genauigkeit € > 0.

1. Berechne 11 = v — %

2. Ist |xpi1 — zx| < €, beende den Algorithmus,
sonst setze k =k + 1 gehe zu 1.

Bemerkung 4.11. Das Newton—Verfahren ist eine Fixpunktiteration.

Satz 4.12 (Konvergenz des Newton—Verfahrens). Ist f zwei mal stetig dif-
ferenzierbar, f'(x) # 0 und xo hinreichend nahe bei x*, dann konvergiert das
Newton—Verfahren quadratisch.

Beweis: Spiter.
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Beispiel 4.13. Es sei f(z) = 22—2 (d.h. Berechnung von x* = /2 ~ 1.414213562373)
mit f'(x) = 2z. Die Iterationsvorschrift des Newton—Verfahrens ergibt hier
22-2 1 1

Tpy1 = Tk — = 5T+ —
237]@ 2 Tk

Wir starten mit xo = 1 und erhalten

k| zp Anzahl korrekter Dezimalstellen
010 1

1115 1

21417 3

3 11.414216 6

4 11.414213562 | 10

Die schnelle Konvergenz belegt das theoretische Resultat einer quadratischen Kon-
vergenz.

Anmerkung: Newton hatte bereits 1669 ein Verfahren zur Berechnung einer Wur-
zel einer kubischen Gleichung entwickelt, das auf einen iterativen Linearisierungs-
prozef§ hinauslduft. Er verdffentlichte sein Verfahren als Mittel zur Losung der

Keplerschen Gleichung:

2m
E=e-sin(E)+ —t1
e-sin(E) + i

zur Bahnbestimmung von Planeten. Gesucht ist die ’exzentrische Anomalie’ E bei
einer Umlaufzeit U, einer Zeit (in Tagen) t seit dem Periheldurchgang und einer
numerischen Exzentrizitit e der Bahnellipse. Joseph Raphson brachte um 1690
die Newtonschen Uberlegungen fiir Polynome auf eine Form, die der heutigen
Darstellung ndher kommt. Man spricht deshalb hdufig vom Newton—Raphson—
Verfahren.

Es ist unmittelbar einzusehen, dal das Newton—Verfahren nicht immer konver-
giert (vgl. Abbildung 4.3).

Bemerkung 4.14. Wesentlicher Nachteil des Newton—Verfahrens ist die Abhdngig-
keit von der Ableitung. Die Ableitung kann zwar auch numerisch berechnet wer-
den, ist dann jedoch hdufig anfillig gegeniiber Rundungsfehlern.

4.3.3 Sekanten—Verfahren

Zur Vermeidung von Ableitungen betrachten wir das Sekanten—Verfahren, hier
ergibt sich die neue Naherung x;; nicht nur aus x; sondern auch aus x;_;.
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[y

X=X %y X— X X T K TX

Abbildung 4.3: Keine Konvergenz beim Newton—Verfahren.

YA

XX X Xl X

Abbildung 4.4: Zur Motivation des Sekanten—Verfahrens.

Die Sekantenmethode ist eine Vereinfachung des Newton—Verfahrens, wobei die
Tangente durch die Sekante der letzten beiden Punkte ersetzt wird. Die Steigung
der Sekante ergibt sich zu

T — Tg—1

Fiir das Sekanten—Verfahren wird f’(xy) einfach durch (4.8) ersetzt.

Algorithmus 4.15. (Sekanten—Verfahren) Gegeben sei eine Funktion f :
R — R, Anfangswerte xq, x1 und eine gewiinscht Genauigkeit € > 0. Setze

k=1.

flar) (@ —2K—1)

1. Berechne xy11 = ) — F@n)—f(@p_1)

2. Ist |xpr1 — zx| < €, beende den Algorithmus,
sonst setze k =k + 1 gehe zu 1.

Bemerkung 4.16. Das Sekanten—Verfahren ist eine Fixpunktiteration.

Satz 4.17 (Konvergenz des Sekanten—Verfahrens). Ist f zwei mal stetig
differenzierbar, f'(x*) # 0 und xg, 1 hinreichend nahe bei x*, dann konvergiert
das Sekanten—Verfahren mit der Ordnung p = 5(1 + V5) =1.618....
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Beweis: Spiter.

Beispiel 4.18. Wir betrachten erneut f(x) = x* —2. Die Iterationsvorschrift des

Sekanten—Verfahrens ergibt hier
i —2
Tpp1 = Tp — ——
k+1 e

Wir starten mit o = 1, x1 = 2 und erhalten

k| xp Anzahl korrekter Dezimalstellen
010 1

1120 0

2113 1

31143 2

411414 4

5 11.414211 6

6 | 1.4142135627 | 10

Das Sekanten—Verfahren startet zwar in diesem Beispiel recht langsam aufgrund
der schlechten Startschdtzung fiir x1, konvergiert aber spdter entsprechend schnell.

4.4 Konvergenz von Iterationsverfahren

4.4.1 Kontraktion

Sei D C IR" und g : D — IR". Wir untersuchen die Frage, wann die Fixpunktite-
ration

(4.9) " = g(2%), k>0, 2°€ D gegeben,
wohl definiert ist und gegen einen Fixpunkt € D, konvergiert.
Definition 4.19. Die Abbildung g : D — IR" heif$t kontrahierend in D, falls es
eine Zahl 0 < q < 1 gibt mat
lg(x) =gl < qllz -yl Va,yeD.

Fiir differenzierbare Abbildungen ¢ kann ein einfaches Kriterium fiir die Kontrak-
tion mit der Ableitung

991 991
oz Y Oz
/
g (x) =
89n agn

Oy Bun



78 Nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme

gegeben werden. D heifit konvex, wenn fir z,y € D gilt

ar+(1—a)ye D  VYael0,1].

Abbildung 4.5: Konvexes Gebiet.
Satz 4.20. Set D konvez, g : D — IR" differenzierbar und sei
sup(| ¢'(z) flo < ¢ <1.
zeD

Dann ist g kontrahierend in D.

Beweis: Fiir zwei beliebige Punkte =,y € D betrachten wir ¢ : [0,1] — IR" :

p(A) = gAr+(1=XNy), Ael0,1],
p(1) = g(x), »(0)=g(y),
©'(A) = gAr+ (1= Ny)(r—y).

Aus dem Mittelwertsatz folgt:

| 0i(1) — @:(0)] < max|@i(N) ], i=1,...,n.

0<A<1

= lg(z) =gl = (1) = (0)[l

D2x [|£"(M) oo

— / —
= max|lg'(Az + (1= Ay)(z = y)lle

(
sup|lg'(2)[|oc |z — Yl -
zeD

IN

IA

Fiir n =1 ist D = [a, ] konvex und g € C'[a, b] kontrahierend, falls

max|g'(z)] =g <1

(Vgl. Graphik zum Fixpunkt).
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4.4.2 Fixpunktsatz von Banach

Satz 4.21 (Fixpunktsatz von Banach). Sei D abgeschlossen und g : D — IR"
kontrahierend in D mit g(D) C D. Dann konvergiert die Folge

2* = g(2F), k=0,1,2,..., 2% € D beliebig,
gegen den eindeutig bestimmten Fizpunkt T von g in D und es gilt:
. _ _ k
(i) 7 — 2] < 1L 2" — a1 < L2t — 2]
(ii) |7 — 2*|| < g7 — 2.
Beweis: Wir zeigen zunichst, dass {2*} eine Cauchy-Folge ist. Fiir k > 1 gilt
[t — 2| = [lg(2*) — g(a")|| < glla® — 27|
< @t = 2 < et -2
und damit fiir j > [
. Jj—1 Jj—1
|27 =2 = | 3@ —ab)|| < 32 [t —af|
k=l k=l

(4.10)

IN

j—1
> ¢tz =20
k=l

< ¢l -2 — o0

Die x* bilden damit eine Cauchy-Folge. Sei # € D der Grenzwert der Folge z*.

Dann gilt
9(T) = g(a*) =" — 7,
k—o0 k—oo

= ¢g(T) =7

In (4.10) ergibt der Grenzwert fiir j — oo :

l
|7 - 'l < T [l=" = a°]l.
- q

0 _ lL‘k_l

Mit [ = 1 folgt hieraus nach Ersetzen z

q

7 — 2 < ot — 2.

[

Damit ist (i) gezeigt; (ii) folgt aus der Kontraktionseigenschaft:

17— 2" = llg@) — g(=" Il < gllz — 2"
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Zu zeigen bleibt noch die Eindeutigkeit von 7.
Seien 7, x* Fixpunkte von g:

7 — 2" = llg(T) — g(=")|| < qllz— 2", ¢<1,

= |lz-a =o0.

Bemerkung 4.22. Wegen Teil (ii) konvergiert {z*} linear gegen T.

Bemerkung 4.23. Die Schwierigkeiten bei der Anwendung des Kontraktionssat-
zes auf ein konkretes Problem bestehen darin:

(a) man finde eine zugehirige kontrahierende Funktion g : D — R",
(b) man prife g(D) C D.

Beispiel 4.24. Gesucht ist die Losung T der Gleichung

T

r=e¢ " =:1g(x), zelR.

Auf das Intervall D = [0.5,0.69] trifft die Voraussetzung g(D) C D zu. Als
Kontraktionszahl q dient nach Satz 4.20 die Zahl

max 1§ (7)] = e %® = 0.606531 < 1.
Te

Zum Startwert 9 = 0.55 € D berechnet man die Iterierten:

k| 2% k () k k)

01 0.55000000 | 10| 0.56708394 | 20 | 0.56714309
1] 0.57694981 | 11| 0.56717695 | 21 | 0.56714340
2

3

0.56160877 | 12| 0.56712420 | 22 | 0.56714323
0.57029086 | 13 | 0.56715412 | 23 | 0.56714332
41 0.56536097 | 14 | 0.56713715 | 24 | 0.56714327

Mit der a priori Fehlerabschdtzung ||T — x®)|| < 1“’—_]ch31:(1) — 2O kann die Anzahl

k der Iteration geschitzt werden, die nétig sind, damit z. B. |[T—z®|| < e =107°
gilt. Man erhdlt

k> log (M) /logq = 22.3,

[t — 2]
eine gegentiber der Tabelle leichte Uberschitzung. Fiir den Wert 2% erhdlt man

die a posteriori Fehlerschranke

Hf—ﬂmngTiwﬂm—xmngng?
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Beispiel 4.25. Erneut greifen wir das Beispiel f(x) = x — tan(x) auf.
Die Nullstelle T wird in D = [r, 37| gesucht. Die Funktion g(x) = tanx ist nicht
kontrahierend wegen

1

() = > 1.
g(2) cos?x —

Umformulierung:

r = tanz = tan(x — ) < arctanx = x — 7.

Setze nun 5
g(z) = ™+ arctan x, D =m, §7r]
Offenbar gilt (D) C D und
¢ :=maxlg(z)| = ;5 ~0.092 <
g ist also kontrahierend in D nach (4.20).
Fiir T = 4.4934094 ist ¢'(Z) = 0.04719.
— T—ak
k xk Tl E e I o |f|—xk—|1[
0] 3.14159265 - -
1] 440421991 0.1351 0.0892 -
21 4.48911945 0.008918 0.0043  0.0672
3| 4.49320683 0.0004280 0.0002  0.0481
4| 4.4933999 - 0.0472

4.4.3 Konvergenzsitze

Satz 4.26 (Lokaler Konvergenzsatz). Sei g : R" — IR" mit g(T) = 7. Ist
g in einer Umgebung von T stetig differenzierbar und ||¢'(T)||s < 1, dann gibt es
eine Umgebung D von T, so dass das Iterationsverfahren

:L‘k+1 — g(‘rk)’ :L'O eD
gegen T konverg'éert.

Beweis: Sei D eine Kugel mit Radius 7 um 7 mit ||¢'(2)]|s < ¢ < 1 fiir x € D.
Fir z € D gilt

19(z) = Tlloo = llg(x) = 9(@)lloc < qllz = Tlloe <

= g(z) € D.
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Damit ist g kontrahierend in D und es gilt g(D) C D. Mit dem Fixpunktsatz
4.21 folgt die Behauptung. o

Als Anwendung erhélt man im Falle n = 1 einfache Kriterien dafiir, dass die
Fixpunkt-Iteration ein Verfahren p-ter Ordnung ist.

Satz 4.27. Sei g : R — R eine CP-Funktion mit p € IN,. Sei T ein Fizpunkt
von g mit

(o) lg(@)| <1 firp=1,

) ¢9@ =0 (i=1,...,p—1) firp>1.
Dann gibt es ein Intervall

[=[F-56T+0, 6>0,

so dass fiir alle xg € I die Iteration xp11 = g(zr),k = 0,1,2,... konvergent vom

Grade p st mat

li ’xk-l-l _f| o 1
11m

el 20 = 0 (7).

Beweis: Aus den Vor. (a),(b) folgt insbesondere |¢'(Z)| < 1. Der lokale Kon-
vergenzsatz 4.26 sichert dann die (mindestens) lineare Konvergenz der Folge
Tpr1 = g(xg) fir alle zg € I = [T — 6, T + 6], § > 0 geeignet.

Die Taylor-Entwicklung ergibt mit Vor. (b) und = = ¢(7) :

1
Tra1 = T+ H g(p)(i)(xk — f)p + 0(|l’k — f|p)

Hieraus folgt die Behauptung
- rga =71

lim =A< b = o) (7
Pl o e R (7)

4.4.4 Konvergenz des Newton—Verfahrens

Als Anwendung betrachten wir das Newton-Verfahren

f(xy)
[ (k)

Ist f eine C3-Funktion, so ist g eine C2-Funktion.

Tpr1 = g(Tg) = Tf —

1. Fall: 7 ist einfache Nullstelle von f, d.h. f/(Z) # 0 : man berechnet

g) = DD gm0
n= _ '@
9@ = -
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Also ist das Newton-Verfahren (mindestens) quadratisch konvergent mit der asym-
ptotischen Fehlerkonstanten

1@
2 fi(2)
2. Fall: T sei m-fache Nullstelle von f, d.h. f@(Z) =0 firi =0,...,m —1:

f(@) = (& =2)" folx), fo(T)#0

1

Fiir m > 1 ist daher ¢/(Z) # 0 und das Newton-Verfahren ist nur linear konver-
gent.
Fiir das modifizierte Newton-Verfahren

f(xy)
f'(z)

gilt jedoch ¢'(Z) = 0, also hat man quadratische Konvergenz.

Tpy1 = g(ag) ==z —m

4.5 Das Newton—Verfahren im R”

4.5.1 Herleitung des Newton—Verfahrens

Gegeben sei eine C*-Funktion f : D — IR". Gesucht ist eine Nullstelle 7 € D von
f. Das Newton-Verfahren zur Berechnung von 7 ist die folgende Fixpunktiterati-
on:

(4.11) ol =2k — (f(2*) 7 f(2¥), k>0, 2°€ D gegeben.

Das Newton-Verfahren im IR™ 1a83t sich auf verschiedene Weise erklaren:

(1) Verallgemeinerung des Newton—Verfahrens mittels Taylor-Entwicklung:
Es gilt

0= f(7) = f(2") + f'(") (@ — ") + o7 — =*|)).

Vernachliissigt man o(||7—2*||) und ersetzt den unbekannten Punkt Z durch
¥+ so erhilt man

0= fla*) + f/(a¥) (@ — ob)

und daraus (4.11).
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(2) Anwendung des lokalen Konvergenzsatzes 4.26:
f(@) = 0 gilt genau dann, wenn T Fixpunkt von

g(x) = x + A(z) f(x)

ist mit einer geeignet zu wihlenden reguldren (n,n) C*-Matrix A(x). Nach
Satz 4.26 ist g kontrahierend, falls ||¢'(T)||oc < 1 ist. Wegen f(Z) = 0 gilt

g@ =1+A@)[f (@)

Wahlen wir nun

so ist ¢'(Z) = 0. Da T unbekannt ist setzen wir

Alx) = —(f'()

d.h.
g(z) =z — (f'(2)" ().

Die Fixpunktiteration z**! = g(z*) ergibt gerade (4.11). Satz 4.26 sichert
wegen ¢'(T) = 0 die lokale Konvergenz.

Beispiel 4.28. Gesucht ist die Lisung des Systems

o A\ aftri—1)
“@‘<mw>‘< ” )‘O

Die Ableitung f'(x) ist gegeben durch

wodurch sich die Inverse zu

0 1
(f' (@)~ = ( R )

ergibt. Die Iterationsvorschrift lautet somit

k1l _ k_( 0 1 )((xlf)2+($§)2—1)
X =X 1 . L .
1 7 T
296’2“ x§ 1
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Mit 2° = (1,1) ergibt sich

k| ab | «b Maz. Anzahl korrekter Dezimalstellen
01 |1 0
110 |15 1
210 |1.08 2
310 | 1003 3
410 |1.000005 |6

4.5.2 Praktische Realisierung

Bemerkung 4.29. Praktisch benutzt man in héheren Dimensionen das Newton-
Verfahren in der Form

F(@®) (@™ =) = = f(a").

So muf$ anstatt der Invertierung von f'(x¥) (n3 Operation) nur noch ein LGS
gelost werden (%n3 Operationen).

Beispiel 4.30. f:IR? — IR?,

104£C1£C2 —1 , 10433'2 104331
F@={ enjem 1000 | TO={ e om |-

0 0 0 _1
v (1>’f<x):<0,36>’

- } 1.0981595 x 105
= 7 910614 '

o 9.1x 10* 0.11
ra@=1{ _; —11x 1074

1@l - (@) Hleo = O(10%).

Bei der Berechnung von fo(x) entsteht Auslésung; fo(x) laft sich in folgender
Gestalt besser berechnen:

Die Matrix

hat die Kondition

e 4 e —1.0001 = (e —1) 4 (e — 1074)
(=1 + (21)2/2) + (7™ = 107%).

Q
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4.5.3 Newton—Kantorovich

Zum Nachweis der lokalen quadratischen Konvergenz des Newton-Verfahrens (4.11)
bendtigen wir den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 4.31. Sei Dy C D konvex. Es gebe v > 0 mit
1) = Wl <Alle =yl fiir 2,y € Do.
Dann gilt
1f@) = F@) = F')e =)l < Slle =yl Y,y € Dy
Beweis: Definiere die differenzierbare Funktion ¢ : [0,1] — IR™ durch

e(t) = fly+tlx—vy)),  x,y€ Dy,
e't) = flyt+tr—y)(z—y) e R"

Mit der Voraussetzung folgt

1" (@) = (O = [I(f'(y +tx—y) = f' )z -yl
< gt =yl = —yll.

Es ist
A = f(z) = fly) = [y)(@—y)
= 1A] < fH ¢'(0)||dt

<9llz —yl? ft dt = 3|z —y|*.
0

Satz 4.32 (Newton-Kantorovich). Es sei eine offene Menge D C IR"™ gegeben,
ferner eine konvexe Menge Dy mit Dy C D und f : D — IR" sei eine fiir alle
x € Dy differenzierbare und fir alle x € D stetige Funktion.

Fiir ein 2° € Dy gebe es positive Konstanten r, o, 3,7, h mit:

Sp(2%) = A{x ||l =2 <r} C Dy,
h = afy/2 <1,
r = a/(1—h).

f(z) habe die Eigenschaften
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(a) [If'(x) = F'W)l < Alle =yl fir alle x,y € Do
(Lipschitz-Bedingung fir f'),

(b) f'(x)~! existiert und es gilt
I(f' ()~ < B fiir alle x € Dy,

(c) |(f'(*) " f @) < e
Dann gilt
(i) ausgehend von z° ist jedes
=2t — (f(@) (@), k>0

wohldefiniert und es gilt 2% € S,(z°) fiir alle k > 0.

k

(1) T = lim " existiert und es gilt

k—oo
T € S.(2%) und f(z) = 0.

k_yq

(iii) |T — 2| < o=y fiir alle k > 0.

_p2k
Wegen 0 < h < 1 ist also das Newton-Verfahren mindestens quadratisch konver-
gent.
Beweis: zu (i):
Zuniichst wird o € S,(2°), k > 0 induktiv gezeigt. Fiir k = 1 ist

=2~ f@") @) > o' -2 Sa< =
Seien 20,... 2% € S, (2°) :
I =2k = = @) EN < Bl EN]
= Bl f(a*) =f(a*) = f'@" ) (@" =2t
=0 na:c,h Def.

< 1B ||% — 2" !> nach Hilfssatz 4.31
Hiermit zeigen wir nun induktiv
(4.12) |kt — k|| < ah? 1.

Fiir £ = 0 ist dies bereits gezeigt (s.0.). Ist die Abschétzung fiir & > 0 richtig, so
(wegen h = safy) auch fiir k + 1, denn

ka+1 _ ka < %ka _ xk71H2 < %&2}12]“2 _ Oéh2k71.
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Nun folgt mit (4.12)

I e e IR P

a(l+h+h+h"+.. +r Y <a/(l—h)=r
und daher zF*1 € S, (29).

Zu (ii) und (iii):

{x*} ist eine Cauchy-Folge, denn fiir m > n hat man nach (4.12)

||z x

<
<

I [ R

< ah T+ AT+ (AT

2" -1
o <€

[z

A

fiir geniigend grofies n > N(e), da 0 < h < 1. Also existiert

lim 2% =: 7 € S,(29),
k—o0

und fiir m — oo ergibt sich die Abschétzung (iii). Zu zeigen ist noch f(Z) =0 :
Mit der Dreiecksungleichung und ||z —y|| < r folgt aus (a) fiir K := yr+ || f'(z°)||

1) = |1f/ (@) (@ = 2F)|| < K" = 2F|| — 0 fiir k — oo

= f(Z)=0, da fstetiginZ € D ist. o

Bemerkung 4.33. Sei T eine isolierte Nullstelle von f, so dass die Vor. (a),(b)
in einer Umgebung Dy von T erfiillt sind. Fiir 2° in einer geniigend kleinen Um-
gebung E (Einzugsbereich) von T ist dann o in Vor. (¢) hinreichend klein, so dass

die Vor. von Satz 4.32 erfiillt sind. Dann konvergiert {z*} quadratisch gegen T
fiir z° € E.

Bemerkung 4.34. Fiir eine C%-Funktion f ist die Lipschitz-Bedingung in Vor.
(a) erfiillt.

4.5.4 FErweiterungen
4.5.4.1 Approximation von f'(x) durch Differenzen

Die Berechnung von f’(x) kann sehr zeitraubend bzw. explizit nicht moglich sein.
Man kann f/(2*) z.B. numerisch approximieren, indem man f(x) in der Nihe von
x"¥ geeignet auswertet.

0fi(x) fi(a® + hej) — fi(a¥)

— 7 =~ h > 0 klei
o1, ) L ) ein

=T
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Bemerkung 4.35. Diese Methode erfordert n Berechnungen von f fiir jeden
Schritt des Newton-Verfahrens und dies ist fiir n groff ungtinstig.
4.5.4.2 \-Strategie, Modifiziertes Newton-Verfahren

Durch Einfiihrung eines konvergenzerzeugenden Faktors 0 < A < 1 kann der
Einzugsbereich des Newton—Verfahrens vergréflert werden. Sei

@ = (") f(ab) € R

Gewohnliches Newton-Verfahren:

Modifiziertes Newton-Verfahren:

(413) gkttt = gk — )\kdk 0< A\ <1

Zur Bestimmung der konvergenzerzeugenden Faktoren \; vergleiche man STOER,
§5.4.
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Kapitel 5

Interpolation

5.1 Einfiihrung und Aufgabenstellung

Héufig tritt die Situation auf, dafl statt einer Funktion nur einige diskrete Daten
(x, fj), 7 = 0,...,n gegeben sind (z.B. Messwerte eines Experimentes). Histo-
risch trat das Problem bei der Berechnung von zusétzlichen Funktionswerten
zwischen tabellierten Werten auf (z.B. fiir sin, cos, log). Heute ist es ein haufig
auftretendes Problem sowohl in der Mathematik als auch in vielen Anwendungen.

Gesucht ist eine Funktion ® : IR — IR, fiir die die Gleichungen

gelten. Sind z.B. f; = f(z;) Messdaten einer unbekannten Funktion f, so soll
® moglichst nahe an f liegen. Zudem soll ® leicht auswertbar sein. Ohne Ein-
schrankung verlangen wir xop < 1 < ... < x,.

Beispiel 5.1. (Lineare Interpolationsprobleme)

e [nterpolation durch Polynome
O(z) = Z a;a’,
5=0

o Trigonometrische Interpolation (Es gilt —1 = 1%, €' = cosz + isinz)

O(z) = Z a;e’" = ag+ Z ajcos(jz) +1 Z a;jsin(jz)
=0 j=1 =1

e Kubische Spline—Interpolation
®(z) € C?[zg, 2] und @(x) € CPay,mj44

91
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Beispiel 5.2. (Nichtlineare Interpolationsprobleme)

e Rationale Interpolation

d
a;T

-

0

O(r) =2

NgE

bjf]?-j
0

<.
Il

e [nterpolation durch Fxponentialsummen

n

O(x) = Z a;e”

J=0

In diesem Kapitel werden wir uns mit linearen Interpolationsproblemen beschéfti-
gen.

5.2 Polynominterpolation

5.2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Polynominterpola-
tion

Polynominterpolation ist eine einfache und effiziente Moglichkeit der Interpolati-
on. Es bezeichne I1,, die Menge aller reellen oder komplexen Polynome vom Grade
< n. Es gilt der

Satz 5.3 (Eindeutigkeit). Zu beliebigen n+1 Stitzstellen (x5, f;), 7 =0,...,n,
x; # xy fiir j # k gibt es genau ein Polynom P € 11,

P(z) =ap+ a1z + ...+ a,a”
mat
(52) P(l'j) :fj7 ] :O,,TL

Beweis: Die Zerlegung von (5.2) ergibt das LGS

n

Zakx;?:fj, Jj=0,...,n,

k=0

1z, -+ o} an, fn
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Die Determinante der sogenannten Vandermonde—Matriz in (5.3) ist
[T ( 1T ()
i=1 \j=i+1

und damit ungleich Null, wenn die x; paarweise verschieden sind. Also ist die
Matrix invertierbar und das Gleichungssystem eindeutig losbar. o

Bemerkung 5.4. Prinzipiell ist es somit maglich aus dem LGS die Koeffizienten
zu bestimmen, jedoch mit dem Wissen eines Aufwandes von O(n?®) Operationen
recht teuer.

Aus diesem Grund betrachten wir andere Techniken.

5.2.2 Interpolationsformel von Lagrange

Fiir die n + 1 Lagrange—Polynome vom Grad n

gilt offensichtlich
1, firi=j
Li(z;) = {

Damit ist unser gesuchtes Polynom gegeben durch

P(z) = Z fiLi(z), da P(z;) = ;.

Beispiel 5.5. Wir betrachten die Daten (3,68), (2,16), (5,352). Die Lagrange—
Polynome sind gegeben durch

 (z=2)(x=5) 1
L0($) - (3_2)<3_5> - —§(x—2)(x—5)
L) = Goggo = @-3e-9
L) = gy = @263

Damit erhalten wir
P(z) = —68-3(x—2)(x —5)+16-3(x —3)(x —5) + 352 ¢(x — 2)(z — 3)
= 3022 — 98z + 92
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Bemerkung 5.6. Fin Abzdihlen der notwendigen Operationen ergibt den Auf-
wand O(n?).

Die Lagrange—Darstellung ist praktisch, wenn man Messwerte f; nachtriglich
verdndern will, da diese explizit in der Polynomdarstellung auftauchen. Sie ist
aber i.A. unpraktisch, wenn man Datenpunkte hinzufiigen will, da man alle L;
neu berechnen muss.

5.2.3 Der Algorithmus von Aitken und Neville

Gesucht ist ein numerisch sparsamer Algorithmus zur Berechnung von P(x) an

einigen wenigen Stellen (z.B. nur einmalig) .
Fiir 4,...,i € {0,1,...,n} sei P, € II; das Interpolationspolynom zu
Tig, - - -, Tj, 5 insbesondere

Pi(z) = fi, Py n(x) = P(z).

----- i

5.2.3.1 Rekursionsformel von Aitken

Es gilt die Rekursionsformel von Aitken

(@=ig) Piy,....ip, (@)= (@—Ti) ) Py, ip_ 1 (T)
k Li —Tig

(5.4) P

Beweis: Das Polynom Q(x) € II; auf der rechten Seite von (5.4) erfiillt

Q('rio) Pio ,,,,, ik_1<xi0) = fio
Q(xlk) = P i <x1k> = fi
Qx,) = fij=1,... . k—1
Wegen der Eindeutigkeit der Polynom-Interpolation folgt dann (5.4). o

5.2.3.2 Variante von Neville

Es sei « fest. Erzeuge die Werte P, ;(x) (k <) nach dem Schema

-----

k=0 1 2 3
zo | fo= Po(w)
> Pou(x)
r1 | fi = Pi() > Po12(x)
> P1,2(9€) > Po,1,2,3(517)
zy | fo = Py(x) > Pyo3(x)
> Pys(x)
r3 | f3 = P3()
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Bei Hinzunahme von weiteren Stiitzstellen wird das Schema einfach erweitert,
ohne dass die bereits berechneten Ergebnisse ungiiltig werden.

Fiir festes x gilt mit der Bezeichnung
Py =Py, i(x) (k <i):

Startwerte: P := f, 1=0,...,n,

Rekursion:
P _ (i) Pir—1—(z—z)Pi 161
bk T Ti—Ti—k ’
Py 1—Pi1k-1 .
(55) = Pz‘,k—1+ﬁ, k= 1,...,1,
T—x;

(Durch die Umformulierung wird eine effiziente Berechnung ermdoglicht, da die
Berechnungen x; — x; ;. beim Hinzufiigen einer Stiitzstelle nicht mehr ausgewer-
tet werden miissen.) Resultat: P, , = P(z).

Das obige Schema lautet dann

xo | Jo= 1 0,0
Py
€ f1:P1,0 P2,2
Py >' P33
Ty | fa= P > Py
> Py
x3 | f3 =P 3.0
Diese Variante wird speziell fiir x = 0 bei sogenannten Extrapolationsalgorithmen
angewandt.

Wird der Wert von f bis zu einer bestimmten Genauigkeit gesucht, dann werden
einfach weitere Stiitzstellen solange hinzugefiigt, bis der berechnete Wert mit der
gewiinschten Genauigkeit {ibereinstimmt.

5.2.4 Die Newton’sche Interpolationsformel, Dividierte Dif-
ferenzen

Es sollen die Koeffizienten des Interpolationspolynoms P(z) berechnet werden.
Fir P = F, ., macht man den Ansatz

P(x) = ap+ ai(x —zp) + as(r — xo)(x — 1) + - - -

(56) —|—an(x — xO) . (SE — xnfl).
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Die Auswertung dieses Ausdrucks fiir festes x geschieht mit dem Horner-Schema:

P(x)=1[..(an(x —2p_1) + an_1)(® — Tp_2) + ... + a1](x — z0) + ag

d.h. rekursiv

b, = A,
bi == bi+1(a:—xi)+a,-, i:n—l,...,O,

folgt
( ) Qk( ) P01--~7k(x)7 k‘:O,...,n,
(b) ay ist Koeffizient von z* in Py, ().

Die Koeffizienten a; werden nicht mittels der Bedingung P(x;) = f; berechnet,
sondern mit Hilfe des Differenzenschemas:

zo | [fo]
s o )]
X1 [fl] > [f07f17f2]
gL gl
2 | [f2]
Die hier auftretenden ”Dividierten Differenzen® [f;, ..., fi| sind rekursiv definiert
durch
(a) [fi] = fi,
() .. f] = el
z.B.
Lfo, il = ﬁ f;
_  fufl-[fo.fi]
[an f17 f2] - %

Satz 5.7. Es gilt:

k i—1
Po..k(x) =Y fo. - fl[J(x = x).
1=0 7=0
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Beweis: Durch Induktion bzgl. k: Fiir £ = 0 ist die Behauptung offensichtlich
richtig: Die Aussage gelte fir k —1 > 0.

Po, w(x) =Py g1(x) +alx —x) - (x — xp—1).

Zu zeigen ist a=[fo,--, fxl-
Koeffizient von zF in Py _x(z) : «a
Koeffizient von z*=! in Py, 1(x) : [fo, -, fr1l
Koeffizient von z"*~!' in P _.(x) o f e S

(nach Induktionsvoraussetzung)
Nach der Formel von Aitken (5.4) ist

Der Koeffizient von z* auf der rechten Seite ist

. [f1, - Jx) = oy -+ froa] = [fo,- -, fil-

T — Xo

T
Definition o

Beispiel 5.8. (vgl. Lagrange-Form)
Das Differenzenschema lautet

[fo] = 68]
> [f()?fl] = 12%?,8 =
[fi] = 16 S [fo S, fo) = 222102 —

A, o) = 1632 112
[fa] = 352

Damit erhalten wir das Interpolationspolynom (vgl. (5.5))
P(x) = Pya(z) = 68 + 52(z — 3) + 30(z — 3)(z — 2) = 302 — 98z + 92
Satz 5.9. Fir eine beliebige Permutation ig,...,1, von 0,...,n gilt

[fioa cee 7fzn] = [an ce 7fn]

Bemerkung 5.10. Die Berechnung der dividierten Differenzen kann offensicht-
lich mit O(n®) Rechenoperationen erfolgen. Die Bestimmung des Polynoms P
hingegen bendtigt nur O(n) Operationen, wenn man zur Auswertung das Horner—
Schema verwendet.
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Mit dem Newton—Schema konnen leicht zusétzliche Datenpunkte mit in die In-
terpolation aufgenommen werden. Auflerdem erlaubt das Horner—Schema eine
effiziente Berechnung des Polynoms, wenn selbiges sehr oft fiir verschiedene x
auszuwerten ist.

5.2.5 Interpolationsfehler

Wir betrachten den Fehler f(x) — P(z) zwischen einer Funktion f und dem In-
terpolationspolynom P zu den Stiitzstellen (z;, f;), f; = f(z;), 7 =0,...,n. Es
gilt der

Satz 5.11. Sei f € C""Ya,b] und T, xg, - .., T, € [a,b]. Dann gibt es ein & € [a, ]
mat

(n+1)
(5.7) f(z)—P(z) = JEnTS!)L(E), L(z) = (z—x0)(x—2x1) ... (x—2y)

Beweis: Betrachte fiir  # z; die Funktion
f(@) - P(z)
F(x) := — P(z) — —F—~-—=
(@)= fl) = Plo) = TS
F hat die n+2 Nullstellen z, x, ..., z, in [a,b]. Nach dem Satz von Rolle (Zwi-

schen zwei Nullstellen einer Funktion F'(z) liegt (mindestens) eine Nullstelle ihrer
Ableitung F'(x)) hat F™+V(z) mindestens eine Nullstelle ¢ € [a, b]:

L(z) € C™*[a, ]

0= K = o) - LI P@ 1y

L(z)
= Behauptung. o
Bemerkung 5.12. Fir den Interpolationsfehler erhalten wir somit die Abschdtzung
(n+1)

55) ) = Pl < g | a ).
Bemerkung 5.13. Wegen |z — x;| < b — a folgt sofort
(5.9) (@) = Pla)] < max |+ )| C=2

y€Ela,b] (n+1)!

Beispiel 5.14. Es sei f(x) = sin(z) auf [0, 27]. Aus
(@) = cos(), FO() = —sin(z), FO(x) = — cos(a), . .
folgt | f®(y)| < 1, Yy € R. Mit den dquidistanten Stiitzstellen x; = 2mi/n folgt

aus (5.9)
(2)
- P < —.
(@) = Pl < oy
Man sieht leicht, daf bereits fiir kleine n eine sehr gqute Ubereinstimmung der
Funktionen erwartet werden kann.
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5.2.6 Konvergenz
Sei
A, = {a:xém) <m§m) <... <a77(1’:3 =b}, m=0,1,...,
eine Folge von Intervallteilungen von [a, b].
| Al = max |«f) — ™ .
Pa,, (z) bezeichne das interpolierende Polynom von f bzgl. A,,.
Problem: Gilt wlgéo P, (z) = f(x) fir
Jim 4, =0
Antwort: i.A. nicht richtig.
Beispiel 5.15. (Beipiel von Runge)
flz) = (1+252*)"" in [-1,1]
f(z) ist bzgl. x € C keine ganze Funktion: vgl. Satz 5.17.
f wird an den Stellen x; = —1+ %, 7 =20,...,n, interpoliert durch ein Polynom

L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4

L L L L L L
-0.2 0 02 04 06 08 1

Abbildung 5.1: Beispiel von Runge.

P,.
n | |If = Pallso
1 0.96
5 0.43
13 1.07
19 8.57
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Wir wdhlen nun die Knoten xq,...,, so, dass ||L|« = maxllL(a:)| mdglichst

klein wird, vgl. (5.8). Man erhdlt .
L(z)=2""T, (), xr € [-1,1],
wobei die Tschebyscheff-Polynome T,, wie folgt definiert sind:
T, (x) = cosnb, x = cosf, 0<0<2m.
Es gilt || Th]lco < 1 und die Nullstellen von L(x) = 27"T,1(x) sind
U +3)7

Tj = COS ——=—— , ) =0,...,n.
! n+1 J

Bei dieser Wahl der Knoten ergibt sich die Fehlerabschdtzung

1/ = Palloo
1 0.93
5 0.56
13 012
19 0.04

Die Verbesserung ist erheblich, die Approrimation aber immer noch unbefriedi-
gend.

Ohne Beweis geben wir noch an:

Satz 5.16. Zu jeder Folge {A,,} gibt es f € C|[a,b], so dass { Pa,, } nicht gleichmafsig
gegen [ konvergiert.

Satz 5.17. Sei f eine ganze Funktion. Dann gilt Pn,, — [ gleichmdfig fiir alle
{A;,} mit ||An]] — 0.

Bemerkung 5.18. P(z) = Py ,(x) oszilliert i.A. stark fir groffes n; die Inter-
polation ist dann unbrauchbar. Diese Schwierigkeiten werden bei der Spline-Interpolation
vermieden.

5.3 Trigonometrische Interpolation

5.3.1 Diskrete Fouriertransformation

Gegeben seien Stiitzstellen (zy, fi), £ =0,...,n — 1 mit

2
n
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Gesucht ist ein Trigonometrisches Polynom

n—1
P) = ple) = 3 et
k=0
mit
w = e = cos(x) +i - sin(x), i=+—1

so dass
p(&?k):fk, k:0,1,...7n—1.

Bemerkung 5.19. Ausdricke der Form ek heiffen n’te Einheitswurzeln k =
0,...,n—1. Sie liegen alle auf dem FEinheitskreis.

Abbildung 5.2: Einheitswurzeln, hier am Beispiel n = 8.
Nach Satz 5.3 ist die Interpolationsaufgabe
n—1 '
(5.10) P(wg) = Zﬁj(ﬂi = f, wp=e""* (Fourier-Synthese)
j=0

eindeutig 16sbar. Die Interpolationsaufgabe (5.10) ist schreibbar als

f=wp
mit
Jfo I wo wi ! Bo
f= - z
. S N I wp Wi R Bn-1
:Vf -0 =Vﬂ

Es gilt die Beziehung

(5.11) WW?T =nlI, mit W konjugiert komplexe Matrix zu W,
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da
n—1 n—1 n—1 n—1
:ij,@jzz(;g’ka ei’"u_ze%y(k D=N"¢
k l
j=0 j=0 =0 j=0

mit ¢ = e (5= Dies ist eine geometrische Reihe und wir erhalten weiter

"i LS, fallsg#1 gy [0, falls kAL
T n, falls g=1 | n, fallsk=1.

Damit ist die Inverse von W aus (5.11) einfach zu berechnen:

(5.12) Wtl=-wr =|3=1iWTf

SI'—‘

In Komponentenschreibweise:

(5.13) Z fpoe n Tk

Formel (5.13) wird Diskrete Fouriertransformation der Linge n genannt.

Bemerkung 5.20. Der Aufwand zur Berechnung aller Komponenten betrdgt of-
fensichtlich O(n?).

5.3.2 Trigonometrische Interpolation

Der Zusammenhang mit der Uberschrift dieses Abschnittes ergibt sich durch den
nachfolgenden Satz.

Satz 5.21 (Reelle Fouriertransformation). Definiert man

n—1 n—1

27k j 2 . [ 2mky :
.:_kacos( ), bj::—ka-&n(—), j=0,...,n—1.
n (et n

und setzt fiir ungerades n = 2m + 1

= 30 + Z a; cos(jx) + b;sin(jz))

7=1
bzw. fiir gerades n = 2m

m—1
+ (a; cos(jz) + b;sin(jzx)) + %n cos(mu)
7=1

U(z) = 50
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so gilt
\I/(;Uk):fk, k:O,...,n—l

mit x aus (5.3.1).

Beweis: Zunichst notieren wir einige interessante Beziehungen.
Wegen wj! = 1 folgt fiir die komplexen Koeffizienten:

n—1 n—1

1 o .

(5.14) Fnj = — > fre "= - > frwl.
k=0 k=0

Der Zusammenhang der reellen Fourierkoeffizienten mit den komplexen Koeffizi-
enten ergibt sich wegen (5.13) zu

1 , 1 :
(5.15) Gy =gla;—ib),  und By = S(ay+iby).

Hierraus folgt unmittelbar die Beziehung
(5.16) Bj Wl + Baj wi ™ = ajcos jay + b;sin jay.

Nach diesen Voriiberlegungen wenden wir uns nun dem eigentlichen Beweis zu.
Fiir gerades n = 2m ist

by =0, by, =0, wpt = cos(may),

und daher gilt (wegen f = W) mit (5.14)—(5.16)

n—1 . m—1 X .
fe=2 Bjw, = Bo + B w4 Bnjwy 7))+ Pmwy
5 0 S Gt ;
(%0 aj cos(jxy)+b; sin(jk) 2 cos(ma)
= w(ﬂik)
Ebenso folgt die Behauptung fiir ungerades n = 2m + 1. o

Bemerkung 5.22. Der Aufwand zur Berechnung aller Komponenten betrigt

O(n?).

5.3.3 Schnelle Fourier—Transformation (FFT)

Cooley—Tukey haben eine Moglichkeit gefunden die diskrete Fouriertransforma-
tion effizienter durchzufiihren. Sei hierzu ¢ = e " und n gerade, n = 2m, dann
ist (5.13) darstellbar als

(517) Ge= 3 f "
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n/2 —1.

.17) nach geraden und ungeraden Indizes auf.

Es gilt ¢" =1 und ¢
Idee: Spalte Summe in (

ot

m—1
B = %(lzoﬁ (0 +Zf211 2l+1>
1 1 = i lk
Y szﬂ qn—/22f21+1‘(Q)
1=0
= %(%-Fq )

Wegen ¢?> = en/? lassen sich g; und w;, als Fouriertransformation der Linge 5

berechnen. Weiterhin folgt durch einfaches Nachrechnen

Uk+m = Uk

und damit fiir k =0,1,...,m—1

1
(5.19) Br = B (gk +q Uk)
und
1 1
(5.20) Brtm = 3 (g + qk+muk) =5 (9r — qkuk) .

Bemerkung 5.23. Die g aus (5.19) konnen somit bei (5.20) direkt ohne zusdtz-
lichen Rechenaufwand wieder verwendet werden.

Anstelle von 1 mal n? hat man jetzt nur noch 2 mal (n/2)?, also 3n? als Aufwand.

Sei nun n = 2P. Die Idee ist es nun die zuvor dargestellte Berechnungsvorschrift
mehrfach anzuwenden, also auch g und wy, gemé8 (5.20) zu bestimmen. Sei M,
die Anzahl an Multiplikationen/Divisionen, die wir fir die FFT benttigen. Wir
vernachlissigen die Berechnung von ¢*. Es gilt

MO — 0
My = 2My + 5+ 5 = 2M, +2°
also
M,=2r"142.2""24 4+2.2. -zzp-zpflzl-p-zpzllo n-n
» 5 5 108
p—1 mal

Damit gilt der
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Satz 5.24 (Aufwand FFT). Eine Fouriertransformation der Ldnge n = 2P
kann mit O(n -logy,n) komplexen Multiplikationen berechnet werden.

Bemerkung 5.25. Die Anzahl an Additionen/Subtraktionen ergibt sich ebenfalls
zu O(n - logyn).

Bemerkung 5.26. Es gult:

O(n) < O(n -logyn) < O(n?).

5.3.4 Anwendungen

Die FT findet Thre Anwendung z.B. in der Signalverarbeitung. Eine wichtige An-
wendung ist die Frequenzanalyse, hier haben die Fourierkoeffizienten der trigono-
metrischen Polynome (im Gegensatz zu herkémmlichen Koeffizienten) eine klare
physikalische Bedeutung: Jeder der Fourierkoeffizienten a; bzw- by gehort zu ei-
ner bestimmten Frequenz im Sinus bzw. Kosinus. Die Anwendbarkeit der FT
ergibt sich z.B. wenn Signale durch Stérungen (Rauschen) beeinflu8t werden. Die
FT glattet und das Originalresultat kann héufig reproduziert werden, bzw. die
Hauptfrequenzen des Signals konnen besser identifiziert werden. Dies nutzt man
dann z.B. beim Filtern aus. Hat man einmal ein Signal zerlegt und stehen die
Fourierkoeffizienten (die eine bestimmte Frequenz beschreiben) zur Verfiigung
kann man durch Vergroflern oder Verkleinern der einzelnen Koeffizienten spe-
zielle Frequenzen unterschiedlich stark betonen oder sogar ganz herausnehmen
(Filtern). Weitere Anwendungen sind die Zerlegung eines Signals in verschiede-
nen Frequenzbereiche oder Datenkompression (Null-Setzen der Koeffizienten mit
geringem Betrag). Da die Anwendungen alle in Echtzeit durchgefithrt werden
miissen ist eine effiziente Implementierung im Sinne der FFT offensichtlich.

5.4 Spline—Interpolation

Spline-Funktionen, die sich stiickweise aus Polynomen zusammensetzen, verbin-
den den Vorteil einer glatten oszillationsfreien Interpolation mit denjenigen, die
der Umgang mit Polynomen niedrigen Grades mit sich bringt.

5.4.1 Polynom—Splines

Sei A ={a=1x9 <z <...<ux, =0b} eine Zerlegung des Intervalls [a,b] C IR
mit inneren Knoten x4,...,x,_1 und Randknoten x, x,.

Definition 5.27. Eine Funktion s : [a,b] — IR heifst Polynom-Spline vom Grad
[, 1=1(0,1,2,...) zur Zerlequng A, wenn sie folgende Figenschaften besitzt:
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(a) s € C'71a,b]
(b) sell; fir z; <z <z, j=0,1,...,n—1

Hierbei ist C~'[a,b] der Raum der auf [a,b] stickweise stetigen Funktionen. Die
Menge aller Polynom-Splines vom Grade [ zur Zerlegung A bezeichnen wir mit
Si(A). Fortan wird schlechthin von Splines gesprochen.

Beispiel 5.28. (Lineare Splines): Sind (n + 1) Punkte

(3:07 y0)7 (xl? y1)> R (xna yn)

gegeben, so stellt der Polygonzug durch diese Punkte einen Spline s € S1(A) dar.
A

.
e

Xo X1 X X3

Abbildung 5.3: Polynomspline vom Grade 1.

Beispiel 5.29. (Quadratische Splines): Bei dquidistanten Knoten x; = a+jh,
7=0,...,n, ist

, (z — ;) ) ST < Tj
8(1’) = 2_}12 h2 + Qh(I — l‘j-ﬁ-l) — Q(ZL‘ — l’j+1)2, Tj+1 S T < Tjt2

2
(Tj43 — )  Tjpo ST < Tjys

ein quadratischer B-Spline s € Sy(A).

yd

j-1 J+l J+2 J+3

Abbﬂdung 5.4: Polynomspline vom Grade 2.

s(x)

Xi+a
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Beispiel 5.30. Die Funktionen q;, : [a,b] — IR, j=0,1,...,n—1,

. {(x—xj)l , T >

q, () = (= 2;), =

sind Splines vom Grade | zu A. Man beachte, dass q; keine Polynome in |a,b]

sind.
A
q lo q Iy q Iy q Iy
| | | | | -
| [ [ [ [ o
X, X X

=X 3 X,=b
Abbildung 5.5: Splines vom Grade [.

Der Spline-Raum Sj(A) ist ein linearer Teilraum von C'~1(A). Der folgende Satz
gibt Auskunft {iber eine Basis von S;(A).

Satz 5.31. Die Menge S;(A) ist ein linearer Raum der Dimension n + l. Die
Elemente p;(z) = 2, (i = 0,...,1), qj(z) = (x—z;))L(j =1,...,n — 1) bilden
eine Basis von Sj(A).

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass es zu s € S;(A) eine eindeutige Darstellung

l n—1
s(x) = Z a;x’ + Z bi(w — ;). x € [a,b],
i=0 j=1

gibt. Dies erkennt man durch Induktion bzgl. des Index j der Zerlegung A. Im
Intervall I = [z, x,] ist s ein Polynom s(x) = ag + ayz + ... + a;2!, also gilt die
Darstellung

I k-1
s(z) = Zail‘i + ij(x — )k
i=0 j=1

fur k =1 auf I = [z, zx]. Wir betrachten nun
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Dann ist d € C'"Y([;41) und d(z) = 0 fiir * € I. AuBerdem ist d € II; in
[k, Tp11]. Also gentigt d auf [xy, x| der Differentialgleichung

A (z) =0, xp <2 < Ty
d(zy) =0, i=0,...,1—1

Die Losung dieser Anfangswertaufgabe ist
d(z) = by(x — 1), xp <z, b, € R.

Damit ist die Behauptung fiir den Index k + 1 gezeigt. Fiir £ = n bilden daher
die n + [ linear unabhéngigen Elemente

pi(r) =2, (i=0,...,1), q;j(x)=(x—z), (G=1,...,n—1)

eine Basis von S;(A). o
Wir untersuchen nun die folgende Interpolationsaufgabe:

Bestimme zu Stiitzwerten y;, j = 0, ..., n einen interpolierenden Spline s € S;(A)
mit

s(xj) = yj, j=0,...,n.

Die Stiitzwerte y; sind dabei als Funktionswerte y; = f(z;) einer hinreichend
glatten Funktion f aufzufassen. Wegen dim S;(A) = n + [ konnen iiber die n + 1
Interpolationsbedingungen hinaus noch

n+tl—(n+1)=10-1

freie Parameter bestimmt werden. Fiir ungerades [ = 2m — 1 ist dies eine gerade
Anzahl 2m — 2 von Parametern, welche sich symmetrisch in den Randknoten
Tg, T, anordnen lassen.

Wir beschranken uns nachfolgend auf den in der Praxis wichtigen Fall m = 2 der
kubischen Splines, d.h. Polynom—Splines mit [ = 3, der sich besonders héufig in
den Anwendungen wiederfindet.

5.4.2 Kubische Splines
5.4.2.1 Einfiihrung und Aufgabenstellung

Nach Definition ist ein Spline s € C?[zg,r,] auf jedem der Intervalle [x;_1, zx],
k=1,...,n durch

s(z) = sp(x) = ap + bp(z — 2p1) + cp(r — 2p_1)? + di(x — 2p_1)?
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gegeben. Neben den Interpolationsbedingungen

(5.21) s(xj) = f(z;), j=0,...,n

erfordert die Glattheit s € C?[zg, z,,] (an den Nahtstellen sollen keine Knicke auf-
treten und die Kriimmungen sollen stetig ineinander iibergehen) die zusétzlichen
Bedingungen

(5.22)  sp(zg) = spyq(ze) und  s)(zg) = i (za), k=1,...,n—1.

Die 2n — 2 linearen Gleichungen in (5.22) ergeben dann zusammen mit den 2n
linearen Gleichungen aus (5.21) zusammen 4n — 2 lineare Gleichungen fiir die
4n Unbekannten ay, bg, cx,di, K = 1,...,n. Das Problem ist somit zwar losbar,
jedoch existieren oo viele Losungen. Der Grund liegt in den Randpunkten zy und
Zn, in denen wir keine Glattheitseigenschaften fordern mufiten.

Um dennoch eine eindeutige Losung erhalten zu konnen, miissen wir zwei weitere
Bedingungen fordern, die iiblicherweise an den Randpunkten verlangt werden.
Hierzu gibt es verschiedenen Méglichkeiten:

(a) Natiirliche Endbedingungen:

s"(a) =0, s"(b) =0

(b) Hermite Endbedingungen:
s'(a)=f'(a),  s'(b)=[(b)

(5.23)

(¢) Periodische Endbedingungen:

s (a) = sO(b), 1=0,1,2,
falls f periodisch mit
fa) = fO®), =012

5.4.2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Man kann nun zeigen, dass die Interpolationsaufgabe (5.21) zusammen mit einer
der Bedingungen aus (5.23) eindeutig losbar ist. Zusitzlich erfiillt der interpolie-
rende Spline eine Minimum-Norm-Eigenschaft bzgl. der Norm in C?|a, b].

b 2

(5.24) 1]l = /(f”(x))2dx . feCal.

a
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Fiir diese Norm gilt

Iflla=0 < f'(x)=0 fir x € [a, b]
< f linear in [a, b].

Satz 5.32 (Existenz, Eindeutigkeit und Extremaleigenschaft von Spli-
nes). Sei f € C?[a,b]. Dann gibt es genau einen Spline s € S3(A), der (5.21)
und eine der Interpolationsbedingungen (5.23) erfiillt. Dieser interpolierende Spli-
ne geniigt der Minimum-Norm-Bedingung

0<|If = sllz=II£1Z— lIsll3-

Beweis: Mit einem Spline s € S5(A) berechnet man fiir die Abweichung
d(x) = f(x) — s(x) :

b

If =l = J(f"(x) = 5"(x))*dx

a

b
= fIE = lIsl3 = 2 J d"(z)s" (x)da.

Da nur s € C?|a, b] gilt, miissen wir fiir die partielle Integration aufspalten:

b n Zj
[ d"(z)s"(x)dz = ;1 fd”(x)s”(x)dm

n

- ¥ {[d’<x>s"<m>—d<x>s<3><x>ﬁ;i1+ / d<x>s<4><a:>dx}.

Jj=1 Tj—1
Nun ist s¥(z) = 0 auf [z;_;,2;]. Die Interpolationsforderungen (5.21), (5.23)
bewirken gerade, dass

n

Y [d(2)s" (@) = d(2)sP ()], = [d(2)s" (2) = d(x)s®) (2)]; = 0

j=1

in den Féllen (5.23)(a)-(c). Damit ist die Minimum-Norm-Bedingung

0<[If = sllz=II£15—lIsl3

gezeigt, mit der sich die Eindeutigkeit von s folgendermaflen ergibt:
Ist 5 ein weiterer interpolierender Spline, so kann man f = § in der letzten
Ungleichung nehmen:
= 2 112 2
0<I5—=slz=lslz = llsllz.
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Durch Vertauschung von s und § sieht man ||s — 5||s = 0. Also ist s — § linear.
Wegen s(z) — §(x) =0 fiir z = @ und x = b muss dann s = § gelten.

Zum Nachweis der Existenz greifen wir auf die Basis-Darstellung in Satz 5.31
zuriick. Die Interpolationsforderungen stellen ein LGS in (n + 3) Unbekannten
ag, - ..,as,by, ..., b,_1 dar. In den Féllen (5.23)(a)-(c) wird das System homogen,
wenn f = 0 zu interpolieren ist. Dann ist aber s = 0 interpolierender Spline und
nach den obigen Uberlegungen auch der einzige. o

5.4.2.3 Geometrische und mechanische Interpretation

Die Extremaleigenschaft des kubischen Splines

b b

[ @i < ez

a a

erlaubt die folgende geometrische und mechanische Interpretation:
Die Kriitmmung k(x) einer Kurve y = f(x) in der (x,y)-Ebene ist gegeben durch

f/l(x)
(14 (f'(x))2)*=

Unter der Annahme |f'(z)| < 1 wird die mittlere Gesamtkriimmung

k() =

b

TR / (" ()2

a

Der kubische Spline minimiert also die Norm ||k||2 unter allen interpolierenden
Funktionen.

Das Biegemoment M (x) eines homogenen, isotropen Stabes, dessen Biegelinie
durch y = f(x) beschrieben wird, ist M(x) = ¢1k(x), ¢; > 0. Die Biege-Energie
ist dann néherungsweise

b

B(f) = o /b M(x)2dz ~ c5 / (F"(2)2da.

a

Wird ein gebogener Stab durch Lager in ”Interpolationspunkten® fixiert, so wird
die minimale Biege-Energie durch einen kubischen Spline realisiert. Auflerhalb
von [a, b], wo der Stab nicht fixiert ist, nimmt er die spannungsfreie "natiirliche
Lage s”(z) = 0 an. In diesem Sinne sind die Endbedingungen s”(a) = 0, s”(b) =0
in (5.23)(a) als "natiirlich“ zu versehen.
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5.4.2.4 Die Berechnung von Spline-Funktionen

Zu berechnen sei die Spline-Funktion s(z) mit s(z;) = y;, 7 = 0,...,n, welche
zusitzlich eine der Eigenschaften (a),(b),(c) hat. Wir setzen
hj = Xy — Tj-1, jzl,...,n,
M; = §"(x;) j=0,...,n, (Momente).
Da s” linear in [z;_q, z;] ist, gilt
1

(@) = = (Mj( — 2j21) + My (2 — 7)), @ Se<a;

J

Durch Integration erhélt man fiir x € [x;_1, 2]
S(2) = g (Mj(x — i) = Mja(z; — 2)°) + a,
s(x) = g (Ml —2;20)° + Mja(x; — 2)°) + aj(2 — zj20) + b

mit a;,b; € R. Fiir die Koeffizienten a;, b; erhdlt man aus s(z;_1) = y;_1, s(x;) =
y; die Gleichungen

h?2
qugj—i- bj = yj-1,
32
MjEJ -+ Cljhj‘i‘ bj = yja
und daraus
h?
bj = yj-1— M]—IEJ7
T
a; = % =5 (M = M),
j
Damit ergibt sich
- 1 2 Yi —Yi-1 | hy hj
s'(ry) = Q_thjhj tag =T 5 Ms+ My,
o Yir1 =Y hin hjia
o= Ly YA ALY
S (x] ) h'j—i-l 3 J 6 J+1
Wegen s'(x}) = s'(z]) folgt dann
mit
. hy
YT Ay ) 1
N o= gl N\ = —
7 2+ ey TN TR
d. = 3 ?Jj+1—yj_yj—yj—1>
! hj + hjs1 hjt1 h;
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Fall (5.23)(a): (Natiirliche Endbedingungen)
Vorgegeben: Werte M, M,

Die "natiirliche“ Bedingung My = M,, = 0 ist darin enthalten. Dann stellt (5.25)
ein LGS fiir My, ..., M,_, dar:

1 )\1 Ml d1 — ,u1M0
2 1 )\2 M2 dQ
Mn—2 1 )\n—2 dn—2
fn—1 1 M, dn-1— Ap—1 My

Die Matrix ist tridiagonal und wegen p; + A; = % diagonal-dominant, also LR-
zerlegbar nach Satz 3.11. Das LGS kann daher mit Algorithmus (3.26) gelost
werden. Bei dquidistanten Knoten z; gilt p; = \; = }1, also ist die Matrix sym-
metrisch und damit positiv definit.

Fall (5.23)(b): (Hermite Endbedingungen)
Vorgegeben: s'(a) =y, s'(b) = y,.

Aus der Darstellung von s'(x) folgt

h h -
hglMo%-Eliﬂ = ylhlzoizé
M M = g -
Mit
)\OZ%, doy = ]%(ylh_lyo—y()),
anéa dy = h%(y;—%_h—j”_l)

erhalten wir ein LGS und den (n + 1) Unbekannten My, ..., M, :

pr 1 A

Hn—1 1 )\n—l
pn 1

Die Matrix ist ebenfalls tridiagonal und diagonal-dominant, also LR-zerlegbar.
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Beispiel 5.33. Fliir die nicht dquidistanten Knoten

Ti | Y M;

0 0 0.022181
8.2 | 0.5 -0.000665
14.7| 1.0 | -0.010253
17.0 | 1.1 | -0.006909
21.11 1.2 -0.000613
35.01 1.4 | -0.000691
b4.1| 1.5 | -0.000040
104 | 1.6 | -0.000014
357 | 1.7 0.000004

N A WS DS

yh = 0.0012566,
Y, = 0.0001

liefert Algorithmus (3.26) die angegebenen Werte M;.

Fall (5.23)(c): (Periodische Endbedingungen)
Hier ist

My= M, , das’(a) = $"(b)
Yo = Yn , da s(a) = s(b).

Die weitere Gleichung s'(a) = s'(b) ergibt eine Beziehung
ﬂ'nMn—l + Mn + )\nMn+1 - dna

wenn man setzt h, 1 = hy, M, 1 = My, Yyny1 = yp. Fir My, ..., M, ist das LGS
zu losen

1 >\1 M1 ]\41 dl
po 1 A2
Mn—1 1 )\n—l ) )

Die Matrix ist nicht mehr tridiagonal, aber immer noch diagonal-dominant, al-
so LR-zerlegbar. Bei symmetrischen Matrizen kann jedoch das CHOLESKY-
Verfahren (5.3) durch eine kleine zusétzliche Betrachtung modifiziert werden,
auf die wir hier jedoch nicht weiter eingehen.
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5.4.2.5 Konvergenzeigenschaften

Entgegen dem Grenzverhalten von Interpolations-Polynomen konvergieren Spline-
Funktionen gegen die Funktion, die sie interpolieren, bei Verfeinerung der Unter-
teilungen A. Sei

Am:{a:a:(()m)<w§m)<...<xf{z):b}

eine Folge von Unterteilungen des Intervalls [a, b]. Mit

||| = max(afy — ™)

gilt:

Satz 5.34. Sei f € C*a,b] mit L = ||[f¥| und sei A, eine Zerlegungsfolge
von |a,b] mit
Al

sup ———
2

< K < 400.

Seien s,, die zu f gehdrigen Spline-Funktionen mit

sm(€) = f(&§)  firg e An,
s (x) = f'(x) firz=a,b.

Dann gibt es von A, unabhingige Konstanten C; (< 2), so dass fir x € |a,b] gilt
[fO (@) = sp)(@)] < GLE[[ A", i=0,1,2,3.

Beweis: Sei
A=A, ={a=z1<... <z, =0}

eine feste Zerlegung. Fiir die Momente M; = s”(z;) einer Spline-Funktion s(z)
mit §'(z) = f'(x) fir x = g, z, gilt nach (5.25) die Gleichung

AM =d
mit
Ao = ,Un:%a
N = %ﬁ’ ,uj:%—)\j, j=1...,.n—1
o = ().
o - Lfri-esm

3 Yirt =Y Y~ Y1)
d; = z 1 _ 2 =) =1,....,n—1.
g hj+hj+1( Iy I J
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Man zeigt leicht (Ubung), dass die Matrix A die Eigenschaft hat
(5.26) 12]| o < 2[|A%|| 0 fir x € R™.

Fir die Vektoren

F = (f”(l’o),f”(xl),...,f”(l’n))T
r = d—AF =AM — F)

wird zunéchst gezeigt
3
(5.27) Irlloe < SLIAE

Beweis von (5.27):
Die Taylor-Entwicklung von f und f” um xzy ergibt

ro = do— f”(mo) - %f”(ﬂh)

3 _ 1
-3 (M - f’(%)) — f(x0) = 5" (x1)
2 2
— % (4)<7—1) h f(4 (7‘2) mit T, To € [ivo,xl]'
= i<l N

Analog erhalt man fiir

Tn = dn - %f”(mn1> - fll(xn)

die Abschétzung
3
ral < SL A

Entsprechend ergibt sich durch die Taylor-Entwicklung um z; fir j = 1,...,n—1:

ri = dj —pif(wj0) = f(x5) = N (wg40)

= S 1w = ) = =
J J
mit 7, ..., 7 € [Tj_1, Tj1).
Also 3
il < NG
8 h + hg+1 8
Insgesamt gilt

Irlloo < 5L A]?
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und damit wegen r = A(M — F') und (5.26)
3
(5.28) 1M = Flloo < 2fIrlloc < 7L IAIP,

Wir zeigen nun die Behauptung des Satzes fiir ¢ = 3:
Fir z € [x;_1,z;] ist

@) = [Or) = S )
M, = f"(x) M = ()
h; h;
L) = () = (M) = f7(2) £O(2)

h.

J

Taylor-Entwicklung um z ergibt mit der Abschitzung (5.28)

3. 1AI°  LIIA]®
®)(z) — FO)(g)] < 2 =
(5.29) e e R W Ry

J

< 2LK| Al

da [|A]|/h; < K nach Voraussetzung.

Die Behauptung fiir : = 2 folgt so:

Fiir z € [a,0] gibt es z; = z;(x) mit |z;(z) — 2| < 3| A].
Mit

f(@) = s"(z) = f(x;(x)) — s"(z;(2)) + / (fOt) = s (t))dt
zj(x)

erhdlt man wegen (5.29) und K > 1:

|[f"(z) = s"(2)] AL AP+ LK A2

LK A2

VARPVAN

Nun zeigen wir die Behauptung fiir i=1:
Es gilt
f(z;) = s(z;), j=0,...,n.

Aufler & = a, &,.1 := b gibt es daher nach dem Satz von Rolle n Punkte

fj S (xj_l,a:j) mit
FE) =45, j=0,...n+1
Zu jedem z € [a,b] kann man also &;(z) wihlen mit

1&i(x) — 2| < [IA].
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Damit erhilt man

T

(@) — §'(2)] = /u%w—f@Mts

5(2)

LE|A|F

]~

Anlalog zum Fall ¢ = 1 ergibt sich schlieffilich die Behauptung fiir ¢ = 0:

T

(@) - s(z)| = /Uﬁ%#@mts
()

LE|A|*

1 =3

5.5 Numerische Differentiation

Héaufig werden in Anwendungen Ableitungen benétigt, die nicht mehr oder nur
sehr aufwendig 'von Hand’ zu berechnen sind. Die Interpolation bietet eine ein-
fache Moglichkeit auf numerischem Wege die Ableitungen zu approximieren. An-
stelle die Funktion selber an einer Stelle x abzuleiten, approximieren wir die
Funktion um x durch geeignete Polynome und leiten dann einfach das so erhal-
tene Polynom an der Stelle x ab. Hierbei nutzen wir die leichte Ableitbarkeit von
Polynomen aus.

Beispiel 5.35. Gesucht sei f'(x1) an einer Stelle x; fiir eine gegebene Funktion
f:IR — IR. Sei h > 0 eine kleine Zahl und xo = x1 — h, xo = x1 + h. Mittels der
Interpolationsformel nach Lagrange erhalten wir ein Interpolationspolynom vom
Grad 2 mit f; = f(x;), i =0, 1,2, das nach leichter Umformung iibergeht in
o (¢ = a)(w = 22) _ filw = 20)(@ = 72) | folw = mo)(w = w1)
N ~ Jolr —x)(z — @9 filex —xo)(x —22)  folr —x0)(z — 21
f(@) ~ Plz) = e 2 212 * o2

Einmaliges Ableiten ergibt

(f2 = 2f1) (@ — x0) + (fo + fo)(x — 21) + (fo — 2/1) (2 — )

f(@) ~ P'() = -

Auswerten von P'(z) an der Stelle x; ergibt dann:

(5.31) fle) ~ Py = 220
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Beispiel 5.36. Soll auch noch die zweite Ableitung f"(x1) berechnet werden, so

leiten wir (5.30) erneut ab und erhalten:

(5.32)

f”(xl) ~ P”(l‘l)

_fa—=2fi+ fo
e

Natiirlich lassen sich auf diesem Wege eine Reihe weiterer Formeln herleiten. Be-
steht der Bedarf nach hoheren Ableitungen ist das Interpolationspolynom von
entsprechend hoherem Grad zu wéhlen. Es ist jedoch zu beachten, dass wir die
Interpolation durch Polynome von héherem Grade bereits als numerisch insta-
bil festgestellt hatten, so dass damit zu rechnen ist, dass auch die numerische
Differentiation dann instabil werden kann.
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Kapitel 6

Integration

6.1 Einfiihrung und Aufgabenstellung

Die Integration von Funktionen ist eine elementare mathematische Operation, die
in vielen Formeln benttigt wird. Im Gegensatz zur Ableitung, die fiir praktisch
alle mathematischen Funktionen explizit analytisch berechnet werden kann, gibt
es viele Funktionen, deren Integrale man nicht explizit angeben kann. Verfahren
zur numerischen Integration (man spricht auch von Quadratur) spielen daher eine
wichtige Rolle, sowohl als eigensténdige Algorithmen als auch als Basis fiir andere
Anwendungen.

Das Problem &8t sich hierbei sehr leicht beschreiben. Fiir eine Funktion f : IR —
IR soll das Integral

(6.1) I:= /bf(x) dx

auf einem Intervall [a, b] berechnet werden.

6.2 Newton—Cotes—Formeln

Die Stiitzstellen x; seien dquidistant und enthalten die Randpunkte des Intervalls,
d.h.
_b—a

(6.2) ri=a+1i-h, h= , 1=0,...,n.
n

Sei P, das interpolierende Polynom mit
a) Grad P, < n,

121
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b) Pulwi) = fi = f(zs), i =0,....m.

Als Approximation fiir [ nehmen wir den Ausdruck

b n
(6.3) [~ = / Pae) do = 3" af ()

In der Form von Lagrange lautet P,:

n n T —
Pu(z) =Y fili(x),  Li(x)=]] p—
i=0 koo 0 R
i
Damit folgt

I

I

=
s\
o

&
O

IS8

S

Die Koeffizienten in (6.3) ergeben sich daher zu

(6.4) ai:/abLi(x) dx:/abﬁx_xk iz

r; — X
PR k

s

Mit der Substitution = a+s-h, s € [0,n], dz = h-ds erhalten wir die Formeln
von Newton—Cotes:

n

I, = Zaif(mi)a fi=fla+i-h)

=0
(6.5) s —k
a; = h - ds =: hAl, AZ‘E
/0 !_[Oz—k @

ki

Beispiel 6.1. n =1 (Trapezregel): Es ist h =b—a, Ag = Ay = % und damait

L =

| S

(f(a) + f(b))

Beispiel 6.2. n = 2 (Simpsonregel): Es ist h = b*Ta, Ay =
und damait

[en]

h a+b

L= (5@ + 450+ )
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Bemerkung 6.3. Allgemein gilt:

(d.h. > ga; =1) und A; = A,_; (Symmetrie).

Die folgende Tabelle enthilt die Koeffizienten A; fiir n < 4:

n H Ay A Ay Az Ay ‘ Bezeichnung

1 % % Trapezregel

203 3 3 Simpson-Regel

3 %4 %4 %4 %4 y Ne.wton’sche %fRegel
4 e 5 5 5 P MllnefRegel

Bemerkung 6.4. Fir n > 8 konnen negative Gewichte A; auftreten und die
Formeln werden dann aufgrund von Rundungsfehlereinflufi unbrauchbar.

Es gilt der Fehler

(6.6) R.(f)=1—-1, :/ f(z) dz —/ P,(x) dz.

Offensichtlich ist R,(f) = 0, falls f Polynom vom Grade < n ist. Der folgende
Satz gibt eine Abschétzung fiir den Fehler

Satz 6.5 (Fehlerabschitzung).
1. Fir f € C"a,b] gilt

[Ba(£)] < B e, max | £ ()]

mit
1 /" "
Cp — ————— |s — @| ds.
n | H

2. Fiir n gerade und f € C""[a,b] gilt

[Bu(f)] < W50 max | (@), = e

[a "

Beweis: Wir beweisen nur den ersten Teil der Aussage: Nach der Restgliedformel
der Polynominterpolation (5.7) existiert ein £ € [a, b] mit

L(z)

FoE), L) = H(a: — ;).
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Hieraus folgt

(6.7) Ru(f)] < —— n+1 /\L ) o mase |79 ).

Mit der Substitution z = a+ s - h, s € [0,n] ergibt sich

b b n n n
/ |L(a:)|dx:/ H|x—xi|dm:h”+2/ H|s—i|ds.
a a =0 0 =0

Zusammen mit (6.7) erhélt man die Behauptung. o

Da das Maximum hoher Ableitungen von f sehr schwer zu bestimmen ist, sind
die Formeln zur praktischen Fehlerabschétzung i.a. unbrauchbar. Ihr Nutzen liegt
in der Information, mit welcher Potenz von h der Fehler abfallt.

Beispiel 6.6. n =1 (Trapezregel):

Beispiel 6.7. n =2 (Simpson—Regel):
h
[Ra(f)] <

Bemerkung 6.8. Bei geradem n gewinnt man durch den Ubergang zu n+1 keine
Potenz von h.

Beispiel 6.9. Essei [ = [ e"dr=e—1=1.7182...
I = -(1 +e) =1.8591.

IL=11+4e? 4 ¢) = 1. 7189

Iy = L(1 4+ 33 43623 te) = 17185 .

==

6.3 Zusammengesetzte Newton—Cotes—Formeln

Wie beschrieben kann man hohere Genauigkeiten nicht durch immer héhere Po-
lynomgrade erwirken. Es tauchen also die gleichen prinzipiellen Probleme auf,
wie bei der Interpolation durch Polynome. Dies ist nicht weiter verwunderlich,
da Interpolationspolynome ja den hier beschriebenen Verfahren zu Grunde lie-
gen. Formeln hoherer Genauigkeit kann man konstruieren, indem man (&hnlich
wie bei der Splineinterpolation) die oben angegebenen Regeln auf Teilintervalle
anwendet. Bei der Integration féllt jedoch der miithsame Weg der zusétzlichen
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Glattheitsbedingungen an den Nahtstellen weg, da wir ja nicht an einer schonen
Approximation der Funktion, sondern 'nur’ an einer guten Approximation des
Integrals interessiert sind.

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf die Herleitung der zusammenge-
setzten Trapezregel, eine Ubertragung auf die anderen Newton-Cotes Formeln
verlauft analog.

6.3.1 Zusammengesetzte Trapezregel

Wir betrachten wieder dquidistante Stiitzstellen (6.2). Die Anwendung der Tra-
pezregel auf das Teilintervall [z;, z;,1] ergibt die Approximation

Ti41 h
/ flao) do s (@) + flon)), =01, n—1

Durch Summation erhalten wir die zusammengesetzte Trapezregel:
(6.8)

[ @ ar=r Zg ) + flrin)

a xx . b x

Abbildung 6.1: Zusammengesetzte Trapezregel.

Der Gesamtfehler ergibt sich aus der Summation der Fehler (bzw. aus Beispiel

6.6) zu

- [

also ein Fehler in der GréBenordnung O(h?).

B3 h2
<n- —21[nax|f J(z)|=(b—a)- ETF%T(V ()],
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6.3.2 Verfeinerung der zusammengesetzten Trapezregel

Wir wollen in diesem Abschnitt einige weitere Besonderheiten aufweisen, wie aus
unscheinbaren Zusammenhingen numerisches Kapital geschlagen werden kann.

Eine ebenso anschauliche Approximation des Integrals (6.1), welche der Riemann-
schen Summe entspricht, bildet die Mittelpunktsumme

b n—1
(6.9) Fla) de~ M) =hS  f (IH ) . m=at <Z + 1) h.

Abbildung 6.2: Zusammengesetzte Mittelpunktregel.

M(h) stellt die Fliache unterhalb der Treppenkurve in Abbildung 6.2 dar und
ist von gleicher Fehlerordnung O(h?) wie die zusammengesetzte Trapezregel. Aus
(6.8) und (6.9) folgt unmittelbar die Relation

h

(6.10) T (5) _ % (T(h) + M(h)]

Bemerkung 6.10. Die Relation (6.10) erlaubt eine Verbesserung der zusammen-
gesetzten Trapezregel durch sukzessive Halbierung der Schrittlinge in der Weise,
daf$ zu bereits berechneten Niherungen T(h) auch noch M(h) berechnet wird.
Bei jeder Halbierung der Schrittweite h wird der Rechenaufwand (gemessen mit
der Anzahl der Funktionsauswertungen) etwa verdoppelt, doch werden die schon
berechneten Funktionswerte auf ékonomische Weise wieder verwendet. Die suk-
zesswe Halbierung kann etwa dann abgebrochen werden, wenn fiir eine gegebene
Fehlerschranke € > 0 |T'(h) — M(h)| < & gilt. Dann ist der Fehler |T(%) — I| im
allgemeinen héchstens gleich .
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6.4 Die Gauflsche Integrationsmethode

6.4.1 Orthogonalpolynome

Der Raum V' = Cla, b] mit dem inneren Produkt

(6.11) (f.9) = {f(x)g(x)w(x)dx,
we Cla,b), w(x) >0  fira<z<b,

ist ein sogenannter Pra-Hilbertraum. Wendet man das SCHMIDT ’sche Orthogo-
nalisierungsverfahren auf die Monome u,,(x) = z™ an, so erhélt man Orthogonal-
polynome mit Hochstkoeffizient a,, =1 :

- n—1
P €1, = {2"+ > qpa*} (n=0,1,2,...),
k=0
(Pi,pr) = 0 fiiri #k, (Pi, i) = 1 bei Orthonormalpolynomen
Die Polynome py . .., p, bilden eine Basis von IL,.

Dariiberhinaus gilt der bemerkenswerte

Satz 6.11 (Nullstellensatz). Das Orthogonalpolynom p, € I, hat in (a,b)
genau n einfache Nullstellen.

Beweis: Scien z;...,z, (m > 0) die Vorzeichenwechsel von p, in (a,b). Wir
zeigen, dass m = n gilt. Mit dem Polynom

m

q(z) = H(x —x;) €lIl,

i=1

hat das Polynom ¢ - p,, kontantes Vorzeichen. Fiir m < n wiirde folgen

also ¢ - p, = 0 in (a,b) : Widerspruch. o
Beispiel 6.12. (Legendre—Polynome): Es sei [a,b] = [—1,1], w = 1.
Man priift leicht nach, dass die Legendre—Polynome
- n! d"(z*—1)"
6.12 Ly(x)= =z"4+..., n>0
(6.12) (z) (2n)!  dam S "

ein Orthogonalsystem bilden mit

2n+1 1
2 (2nnl)2

<I~’n7 En> =
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Zum Beispiel ist

~ ~ 1 - 3
Liw) =, Lyx) =2* - 5, Ly(w) =2* — Cu.
Beispiel 6.13. (Tschebychev—Polynome): FEs sei [a,b] = [—1,1], w(z) =

1/vV1—a?:
Die Tschebychev-Polynome T,, € Il,, werden rekursiv definiert durch
Toi1(x) = 22T,(x) —T,1(z) (n=1,2,...),

Mit der Substitution
xr=cosf, 6=arcoszx

gelangt man zur Darstellung
T,(x) = cos(nb), 6= arcos z,
denn die Rekursionsformel
cos((n + 1)8) = 2 cos B cos(nh) — cos((n — 1)6)

entspricht gerade der Rekursion (6.13). Damit bestitigt man die Orthogonalitdt

bzgl. w(x) = 1/v/1 — 22:

1

J Ti(@)Ti(2) 7%

-1

= [ cos(if) cos(k6)=28dg
0

(6.14) 0 firi#k
=<7 firi=k=0
T firi=k#0.

Die Darstellung T, (x) = cos(nf) zeigt, dass T,,(x) die Nullstellen (Tschebychev—

Abszissen)
2k —1
xk:cos< z)E(—l,l), k=1,...,n,

n 2

und die Extremalstellen

k
l‘,g”—(?OS( 7T> (k:(),l,...,n),nzl,

mit
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besitzt. Z.B. liefert die Rekursion (6.13)

To(zx) = 222 —1, Ta(z)=42>-3,...,

To(z) = 27 tgn—... .

Zu normierten Polynomen Tvn € ﬁn gelangt man durch die Normierung

To(x) = 2n—1_1Tn(1:).

Weitere Orthogonalpolynome bzgl. anderer Gewichte w(z) finden sich in M. AB-
RAMOVITZ, F. STEGUN: Handbook of Mathematical Functions.

6.4.2 Gauflintegration

Sei f € Cla,b] und sei w € Cla,b] eine positive Gewichtsfunktion mit w(z) > 0
fir z € (a,b). Wir suchen eine Integrationsformel fiir das Integral

(6.15) I(f) = /w(x)f(x)d:c

Im folgenden benutzen wir die Bezeichnungen:

11, : Polynome vom Grade < j (7=0,1,2,...)
I: = {pell;|p(x)=2a"4a; 127" + ... +a}.

Eine Integrationsformel fiir I(f) der Form
(6.16) Gal(f) =D _ Aif(w:)
i=1

hat die 2n freien Parameter A; und z;. Die Formeln von Newton—Cotes (6.5) mit
dquidistanten Stiitzstellen sind exakt in II,,_;. Wir wollen nun fordern, dass

Gn(f) = [(f) fiir alle f € H2n717

d.h. G,,(f) ist exakt in Iy, ;. Dies ergibt gerade 2n Bedingungen fiir die 2n Pa-
rameter. Der folgende Satz zeigt, dass diese Forderung maximal ist.

Satz 6.14. Es gibt keine Formel G, (f) des Typs (6.16), die in Ils, exakt ist.
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b
Beweis: Annahme: G, (f) = [w(z)f(z)dz fir f € Ily,.
Mit ’

n

f= H(x —1;)? € Iy,

i=1

erhélt man einen Widerspruch wegen

Gn(f) =0# /w(x)f(x)dx > 0.

o

Zur Konstruktion einer in Ily, 1 exakten Formel G, (f) benutzt man die zur Ge-
wichtsfunktion w gehérenden Orthogonalpolynome p, bzgl. des Skalarproduktes

(vgl. (6.11))

(f.9) = / f@)g(@yw(x)dr,  fg € Clab.

Das Polynom §, € I, hat nach Satz 6.11 n Nullstellen 1, ..., z, € (a,b). Damit
gelangen wir zum Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 6.15. Seien x1,...,x, die Nullstellen des Orthogonalpolynoms p, und sei

n
r — Tk R
L"(x):Hx o i=1,...,n.
P i k
ki

Dann ist die Integrationsformel

n b
Gn(f):ZA,-f(xi), A = / w(z) Li(z)*da

exakt in Iy, 1 und es gilt
A; > 0.

Beweis: Nach der Interpolationsformel von Lagrange gilt
fl@) =Y Li(x)f(z;) fiiralle f € II,_;.
i=1

Daher ist
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exakt in II,,_;. Ein Polynom f € Il,,_; faktorisieren wir in

f:qﬁn—i_r mitq7r€Hn—1

b

= I(f) = fbw(a:)f(x)da: = /w(:ﬁ)q(x)ﬁn(x)dx—l—jizw(x)r(x)dx

a
(e J/

=0, (da qEanl)

Gn(r) (da r eIl,_4)
= Gn(r) + Gn(Q ﬁn)

Also ist G, (f) exakt in Iy, ; und die Formeln fiir die Gewichte A; folgen so:

Es ist L? € Iy, o, also

b
/w(m)Li(xfdx =Gu(L) = ZAkLi(xk)2 = ZAkdik = A,
. k=1 k=1

Beispiel 6.16. Sei [a,b] = [—1,1], w(z) =1,
_ n! d" n
pn(x):w%(x2_l) ) n=0,1,2,...,

n 1 i) T3 Al A2 A3
110 2

1 1
2| — /3 +4/3 11

3 3 5 8 5
Il =5 0 505 98 9

I = /e“dx = 2.350402.

-1
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Die Simpson-Regel liefert
I, = 2.362054.

Dagegen ist mat gleich vielen Funktionsauswertungen
G3 = 2.350337.

Fiir den Fehler der Gauf’schen Integrationsmethode gilt die folgende Abschétzung:
(vgl. Stoer I, S. 126).

Satz 6.17. Sei f € C?"[a,b] und sei G, (f) die in Satz 6.15 definierte Integrati-
onsformel, dann gilt

mit einem £ € (a,b).

Die GauB-Formeln liefern im Vergleich zu den Newton-Cotes-Formeln bzw. den
Extrapolationsverfahren die genauesten Resultate (gemessen an der Zahl der
Funktionsauswertungen). Im Gegensatz zu Extrapolationsverfahren kénnen je-
doch beim Ubergang von einem Index n zu n + 1 die bis dahin berechneten
Funktionswerte f(z;) nicht weiter verwendet werden. Daher sind in der Praxis
Extrapolationsverfahren vorzuziehen.

6.5 Integration und Extrapolation

6.5.1 FEuler-Maclaurin’sche Summenformel

Durch Anwendung der Extrapolation auf die zusammengesetzte Trapezregel woll-
ten wir nun Formeln konstruieren, deren Fehler mit einer hohen Potenz von h
abfillt. Grundlage dieser Extrapolationsverfahren ist die folgende asymptotische
Entwicklung von T'(h) nach Potenzen von h?.

Satz 6.18 (Euler-Maclaurin’sche Summenformel). Fir f € C?*™"2[a,b] gilt
die Entwicklung

T(h) = 10 + 1h? + mh* + .. 4+ 7, h®™ + g1 () R2mH2

mit
b

1. = [ f(z)d,

a
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_1\k+1
2. mp = CEB(FORDE) — O V(@) k=1,...,m

b
3. tmer(h) = Gty [ FO (0) Komga (%52 do
mit K2m+2 € 0[07 n] und

/bK2m+2 (‘C - “) dz = (—1)"Byir (b — a).

Hierbei sind By, die Bernoulli-Zahlen

1 1 1
Bi=- By=—, By3=—,....
1 6 ) 2 30 ) 3 49 ’
Beweis: Zum Beweis vergleiche man etwa Stoer 1. o

6.5.2 Anwendung der Extrapolation auf die Integration

Nach dem vorigen Satz gilt

T(h) = z'() + Tth + ...+ TthTri +Olm+1(h)h2m+2.

'

Polynom vom Grade m in h2

Es interessiert die Grofie
b
To = /f(x)dm = ;ng T(h).

Idee der Extrapolation: Zu m + 1 Schrittweiten

h h
ho =b—a, h12—07-~7hm=—0; n; < niy1 (n; € IN)
nq N

bestimme man Trapezsummen
ﬂo :T(h,z), 7::0,...,77’1,,
und dann durch Interpolation dasjenige Polynom in h?

(6.17) Tum(h) == ag + arh* + ... + a,h*™

mit

Dann ist
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Beispiel 6.19. hg =b—a, h; = b_T“ Dann ist
Tll = T11(0> = Lo(O)T(ho) + L1 (O)T(hl)

mit

1
Litr) = [[ =2, a =k, i=0,1L

k:oxl_xk
ki
Fir x = 0 erhdlt man
—h? 1 —h? 4
Lo(0) = —— =, Li(0) = 0 -
und daher
1b—a 4b—a [ f(a) a+b,  f(b)
T, = —= b)) 4=
w = @ s+ 5t (B g+ 4
=T(ho) :f(hl)
E a+b

- o (@) + a5+ 1)

und dies ist die Simpson-Regel!

Die Berechnung des Wertes T}y (0) = ag in (6.17) erfolgt mit dem Algorithmus von
Neville; vgl. (5.5). Dazu sei 1 < k < i < m und Tj(h) dasjenige Polynom in h?
mit

T;k(h]):T‘]O:T(h]) furj:z—k:, Z—k’+1,,l

Die Rekursion fiir T, := Tzk(O) ergibt sich aus dem Algorithmus von Neville mit
r;=h? =0, zu

Tip—1— Tim1 k-1 .
5 , 1<k<i<m.
h;

Die Berechnung des Tableaus mit den Gréflen Tj, erfolgt spaltenweise, z. B.

T = Tigp—1 +

hO TOO

hl TlO Tll

hg T20 - T21 T22

hs | Tso T34 Tz — T33
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1
Beispiel 6.20. [ = [e"dx = 1.718281828, m =3
0

hi T; T Tio T33

1] 1.859140914

L1 1758931092 1.718861151

L1 1727221904  1.718318841 1.718282687

L1 1720518792 1.718284155 1.718281842 1.718281828

In der Praxis haben sich zwei Schrittweitenfolgen bewéhrt:

Romberg-Folge: hqg=b—a, h; = %7
ho =b— a, h1:%7

__ h _ h
hy="1o hy=1to

ho
4 )

> .
w
I
>

Bulirsch-Folge:

Bemerkung 6.21. Die Bulirsch-Folge hat den Vorteil, dass bei thr die Rechenar-
beit fiir die Berechnung neuer T'(h;) nicht so rasch ansteigt wie bei der Romberg-
Folge. Bei der praktischen Durchfiihrung beachte man, dass bei der Berechnung
von T(hi1) auf die schon bei T'(h;) berechneten Funktionswerte zuriickgegriffen
wird, vgl. etwa die Verfeinerung der zusammengesetzten Trapezregel mittels der
Mittelpunktsumme.

6.5.3 Integrationsfehler
Im folgenden soll ein Ausdruck fiir den Fehler

b

Tmm—/f(m)dx

a

angegeben werden.

Hilfssatz 6.22. Seien x;, i =0, ..., m, paarweise verschiedene Zahlen und sei
- T — Tk
Li = ) - 07 . ’ .
(x) H p— i m
k=0
ki
Dann gilt
i 1 =
> alLi(0) = {0 S i=1...m
=0 (=D)™zg... 2y , j=m+1
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Beweis: Man setze x = 0 in den beiden folgenden Identitdten ein:

— fo[/l(m), j=0,...,m,
i=0
™ = S L(x) + (v — 20) (T — 11) . (T — T).

1=0

Die zweite Identitét folgt daraus, dass die rechte Seite gleich der linken Seite in
den Punkten z;, i = 0, ..., m, ist und die Koeffizieten von 2™*! auf beiden Seiten
tibereinstimmen; vgl. auch die Restgliedformel (5.7). o

Die Substitution x = k%, z; = h?, in Hilfssatz 6.22 ergibt die Beziehung

- , j=0
(6.18) > hPLi(0)=¢ 0 , J=1,...,m
=0 (—1)™h2 3 ... k2, j=m+1

Das Polynom T, (h) in (6.17) interpolierte die Werte T'(h;), i = 0,...,m. Also
gilt nach der Formel von Lagrange

m

(6.19) Tonm = T (0) = Y Li(0)T (hy).

i=0
Die asymptotische Entwicklung in Satz 6.18) von T'(h) ergab

b
T(h) = /f($)d$ + Tlh2 +...+ Tmhzm + Oéerl(h)th—i-Q7

a

b

1 _
Umy1(h) = m/f(2m+2)($)K2m+2(x h a)dx’
b
(6.20) / Koo = (1) B (b ).
Mit (6.18),(6.19) folgt dann
b b
(6.21) Toum = /f(x)dx + m/f(2m+2)($)f((fv)d%

a a
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(6.22) K(z) = zmj Li(0)h2™*2 Koy (I; “) .

=0

Man kann zeigen: Die Funktion K (x) hat gleiches Vorzeichen in [a,b] fir die
Romberg-Folge und die Bulirsch-Folge h;. Daher gilt

b

(/f2””) (2)da f””“%&{/fﬂ¢ﬁw, £ € [a,b],

a

und mit (6.18),(6.20) und (6.22) haben wir

b

[ K(z)dz = 53 L:(0)

a

) dx

.

— - nmh%ﬂ D B 0

Insgesamt ergibt sich dann aus (6.21) und den vorigen Beziehungen der Fehler

b
(6.23) T — [ f(x)dx = (b — a)hi. .. h? fmm—g feEm2) gy .
Bei Interpolation mit den Schrittweiten h;_g, .. ., h; erhélt man auf d&hnliche Weise
Bi11
24 " — Ydo = (b—a)h? ... h}——"_ fk+2)(¢),
624)  Ta l/f r= (b= @y B )

Fiir £ = 0 gewinnt man hieraus die Abschétzung fiir den Gesamtfehler der zu-

sammengesetzten Trapezregel zuriick wegen By = %.
Wegen (6.24) verhilt sich der Fehler von Tj,, in der (i + 1)-ten Spalte des Table-
aus wie h?™t? also wie der Fehler eines Verfahrens (2m + 2)-ter Ordnung. Aus

Griinden der Ausloschung geht man in der der Praxis nicht {iber m = 6 hinaus.
Man beendet die Rechnung, falls das erste Mal

Ti6 — Tiy16] <€-s

erfiillt ist, wobei
€ : gewiinschte realtive Genauigkeit,
b
s : grober Néherungswert von [ |f(z)|dz.

a
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