Partielle Differentialgleichungen

Prof. Dr. Karsten Urban

Universitat Ulm
Abteilung Numerik
Sommersemester 2004



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1 Einfiihrung und Beispiele
1.1 Wasist eine PDE? . . . . . . ...
1.2 Bezeichnungen . . . . . . . . . . ...
1.3 Einige Beispiele . . . . . . . . ..o
1.4 Kategorisierung von PDEs . . . . . ... ..o 00000

2 Die Laplace—Gleichung
2.1 Eine einfache Losungsformel . . . . . . . 0. 000000000

2.2 Green’sche Formel und harmonische Funktionen . . . . . . . . . . . . . ..
2.3 Das Dirichlet—Problem . . . . . . . . . ..

3 Elementare Losungsverfahren

3.1 Trennung der Variablen. . . . . . . .. ... ... 000
3.2 Homogenisierung . . . . . . . ... Lo
3.3 Variablentransformation

(am Beispiel der Wellengleichung) . . . . . . .. ... ... ... .. ....
3.4 Losung mittels Fourier-Transformation . . . . . . . .. ... .. ... ...
3.5 Die Laplace-Transformation . . . . . . . . ... ... ... ... ......
3.6 Das Superpositions—Prinzip . . . . ... ..o
3.7 Losung mit Hilfe der Green—Funktionen . . . . . . . . . .. ... ... ...
3.8 MAPLE . . . .

4 PDEs erster Ordnung und Charakterisikentheorie
4.1 Cauchy—Probleme . . . . . . . . ...
4.2 Autonome Systeme . . . . ... Lo
4.3 Gleichungen zweiter Ordnung . . . . . . . . .. .. . ... ...

5 Maximum—Prinzipien
5.1 Das schwache Maximumprinzip
fiir elliptische Probleme . . . . . . . . . . . ... oo
5.2 Das starke Maximum—Prinzip fiir elliptische Probleme . . . . . . . . . . ..

26
26
28

28
30
37
45
48
52

56
26
59
64

68



5.3 A-priori-Schranken . . . . ... ..o 73

5.4 Parabolische Operatoren . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 74
5.5 Nichtlineare Probleme . . . . . . . . ... ... 0oL 7
6 Differenzenverfahren 80
6.1 Diskretisierung . . . . . .. ..o 80
6.2 Diskretes Maximumprinzip . . . . . . . . .. ..o 83
6.3 Konvergenztheorie . . . . . . . . . ... 84
6.4 Randbedingungen héherer Art . . . . . . .. ..o 87
6.5 Parabolische Probleme . . . . . . . .. ... ... 88
7 Variationsformulierungen 91
7.1 Sobolev-Raume . . . . . . ... 91
7.2 Einbettungssitze . . . . . . ... 97
7.3 Variationsformulierung elliptischer RWP 2. Ordnung . . . . . .. ... .. 100
7.4 Der Existenzsatz . . . . . . . ... 102
7.5 Dualrdume von Sobolev—Réumen . . . . . . . ... ... 109
7.6 Regularititssétze . . . . . . . ... L o 113
T.7 Spursétze . . ... L 117
7.8 Parabolische Probleme . . . . . . . .. ... ... ... ... . 120
7.9 Losungsmethoden . . . . . . . . ..o o 124



Vorwort

Das vorliegende Skript ist eine leicht ausgearbeitete Fassung meines Vorlesungsmanuskrip-
tes zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen, die ich Sommersemester 2004 an der
Universitat Ulm fiir Studierende im Hauptstudium der Diplom—Studiengéinge Mathematik,
Wirtschaftsmathematik und Physik gehalten habe.

Dieses Skript soll in erster Linie denjenigen Studenten helfen, die eine Vorlesung Numerik
partieller Differentialgleichungen héren mochten, jedoch keine Vorlesung Partielle Diffe-
rentialgleichungen gehort haben. Sie finden die wesentlichen Grundlagen, vor allem {iber
Variationsformulierungen partieller Differentialgleichungen in diesem Skript.

Das Skript erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstéindigkeit und kann in keinem Fall das
eigene Literaturstudium ersetzen. Mittlerweile gibt es eine ganze Reihe von Lehrbiichern
(teilweise auch in Deutsch) iiber partielle Differentialgleichungen. Einige davon sind im
Literaturverzeichnis zusammengestellt.

Fiir Anregungen, Kommentare, Kritik oder Verbesserungen zu diesem Manuskript bin ich
jederzeit dankbar: karsten.urban@mathematik.uni-ulm.de. Weiteres Material zur Vorlesung
findet man unter:

http://www.mathematik.uni-ulm.de/numerik /teaching /ss04 /PartielleDgln/

AbschlieBend mochte ich Herrn Dr. Kai Bittner danken, der die Vorlesung als Assistent
begleitet hat und die Ubungen geleitet hat. Er hat eine Reihe von Anregungen und Kor-
rekturen gegeben, die allesamt sehr wertvoll waren. Den Studierenden der Vorlesung danke
ich sehr herzlich fiir die engagierte Teilnahme an der Vorlesung, fiir Zwischenfragen und
Kommentare, die auch in dieses Manuskript eingeflossen sind. Parallel zur Vorlesung hat es
ein Praktikum gegeben, dass Herr Dipl.-Math. oec. Michael Lehn organisiert und geleitet
hat. Hierfiir gilt ihm mein Dank. Schliellich wére dieses Manuskript nicht ohne die Arbeit
von Petra Hildebrand entstanden, die sich durch meine Handschrift gekimpft und das Ma-
nuskript in LaTeX geschrieben hat und vor allem meine teilweise gekritzelten Zeichnungen
in ein Computer-Format gebracht hat.

Ulm, den 4. Oktober 2004
Karsten Urban



Kapitel 1

Einfiihrung und Beispiele

Zahlreiche Problemstellungen fithren auf partielle Differentialgleichungen, z.B. aus den Be-
reichen

e Ingenieurwissenschaften
(Elastizitédtstheorie, Aerodynamik, Elektrotechnik, ...)

e Medizin
(Strahlungssimulation, Laser, Heilungsprozesse, ...)

o Wirtschaftswissenschaften
(Bewertung von Optionen, Lebensversicherungen, ...)

e Naturwissenschaften
(Planetenbahnen, Wérmeleitung, ...)

Es ist sicher nicht iibertrieben zu behaupten, dass viele Wissenschaftszweige ohne die
Losung von partiellen Differentialgleichungen nicht denkbar wéren. In dieser Vorlesung
wollen wir uns mit der mathematischen Untersuchung von Partiellen Differentialgleichun-
gen beschéftigen z. B.

e Losbarkeit

o Korrekt—Gestelltheit

o (Analytische) Losungsmethoden
e Numerische Ndherungsverfahren

Gerade in den Anwendungen ist das Zusammenspiel von mathematischer Modellierung,
mathematischer Analyse und entsprechender Losung bzw. Simulation von enormer Bedeu-
tung. Mit Modellierung ist die Darstellung eines physikalischen o.a. Vorgangs mit Hilfe
von mathematischen Formeln bzw. Gleichungen gemeint. Dies ist oftmals ein wesentlicher
und alles andere als trivialer Schritt, da hier sowohl das Wissen des jeweiligen Anwen-
dungsgebiets als auch fundierte mathematische Kenntnisse notwendig sind. Wir werden

4



uns hier vorwiegend mit der mathematischen Analyse und der Loésung von partiellen Dif-
ferentialgleichungen beschéftigen. Die Simulation von Vorgédngen, die durch partielle Dif-
ferentialgleichungen modelliert werden, beruht meist auf numerischen Methoden. Dies ist
Gegenstand der Numerik und wird in einer gesonderten Vorlesung betrachtet.

Auch wenn in der deutsch—sprachigen Literatur oftmals die Abkiirzung “PDG” fiir Partielle
Differentialgleichungen verwendet wird, bevorzuge ich die englische Abkiirzung “PDE”
(partial differential equations) und werde diese auch in diesem Manuskript durchgehend
verwenden.

1.1 Was ist eine PDE?

Ganz allgemein kann man sagen, dass eine PDE eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion
u: Q — R ist, wobei das Gebiet Q C RY, d > 2 offen ist (es kann ein Gebiet oder eine
nieder—dimensionale Mannigfaltigkeit sein), die (partielle) Ableitungen von u enthilt.
Wir stellen zunéichst einige Bezeichnungen und wichtige Beispiele zusammen, die Sie viel-
leicht schon aus anderen Vorlesungen kennen. Diese stammen zum grofiten Teil aus [4].

1.2 Bezeichnungen

o Mit z = (z1,...,24) € R? bezeichnen wir Vektoren im R?

e Partielle Ableitungen einer Funktion u : {2 — R bezeichnen wir mit

ou
Ui - ox; ’
T

i=1,....d

1.3 Einige Beispiele

1.3.1 Die Laplace—Gleichung

Die Laplace—Gleichung lautet Au = 0, oft betrachtet man etwas allgemeiner die Poisson—
Gleichung

Au=f
mit einer gegebenen Funktion f: (2 — R. Hier bezeichnet
d 4 g2
Au = ;uzz = 2 o2 u (1.1)

den Laplace—Operator.
Physikalisch beschreibt die Poisson—Gleichung die Auslenkung einer eingespannten Mem-
bran unter der dufleren Kraft-Einwirkung f. Die Laplace-Gleichung Au = 0 beschreibt
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einen Gleichgewichtszustand. Allgemeiner beschreibt der Laplace—Operator physikalisch
einen Diffusions—Vorgang. Daher ist dieser Differentialoperator auch ein wesentlicher Be-
standteil in vielen partiellen Differentialgleichungen, wie wir im Folgenden noch sehen
werden.

1.3.2 Die Wirmeleitungsgleichung

Die Funktion u : €2 — R sei neben der Abhéngigkeit von der Ortsvariablen x € €2 zusétzlich
zeitabhdngig, d.h.

u: QxRT =R, RF={tcR:t>0}, QCR
Wirme- und andere Ausbreitungsvorgéinge werden oft modelliert als
uy = Au

wobei Awu sich nur auf die Ortsvariable bezieht, d.h.

d
Au = g Ug,z, -
i=1

1.3.3 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung lautet
Ut = Au

und beschreibt Wellen- und Schwingungsphénomene.

1.3.4 Die Korteweg—de Vries—Gleichung (KdV—-Gleichung)

Diese Gleichung modelliert die Ausbreitung von Wellen auf der Oberfliche flacher Gewésser
und wird daher auch die ,,Flachwassergleichung“genannt. Sie lautet

Uy — O6UUL + Uggy = 0

und ist offenbar nicht-linear in w.

1.3.5 Die Monge—-Ampére—Gleichung

Im zweidimensionalen Fall (d = 2) lautet diese

U Uyy — uiy =f (21, 22) = (2,9)]

und fir d > 2
det(u:pimj)i,jzl ..... d = det(H(U)) = fa



mit der Hesse—Matrix

uxlxl e u:r:1xd
H(U) = (uxixj)iyj =

Ugye, = Ugyay

Die Monge-Ampére-Gleichung wird zur Bestimmung von Fldchen mit vorgeschriebener
Kriimmung verwendet.

1.3.6 Die Minimalflichen—Gleichung

Die Modellierung von Flichen im R?® mit minimaler Kriimmung geschieht iiber die Glei-
chung
(1 + w2y ) Uy — 2yt + (1 + u2)u,, = 0.

1.3.7 Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen sind die Grundgleichungen der Elektro-Magnetik. Dabei werden
folgende Symbole verwendet:

o E = (F\, B, E;): clektrische Feldstérke

e B = (B1, B2, B3): magnetische Feldstarke

—

E.B:Q xRt — R3 (zeitabhiingige Vektorfelder)

Fiir gegebene Konstanten p (die Ladungsdichte) und j (die magnetische Stromdichte) lau-
ten die Gleichungen:

div B =0 (magneto—statisches Gesetz)
B+ rot E=0 (magneto-dynamisches Gesetz)
div E = Amp (elektro—statisches Gesetz)

E; — rot B = —47j (elektro-dynamisches Gesetz)
Dabei ist fiir @ := (uy, ug, ug) wie iiblich

div @: =3 5o-u;, rot @: = | zo-u1— 5-us
i=1 9 s — 9w
:Vﬁ 6951 BZQ

=V xu

Ow1? w2 Dz
Dies ist ein lineares System von PDEs, da es in jeder der Unbekannten linear ist und ein
Gleichungssystem aus mehreren (gekoppelten) partiellen Differentialgleichungen besteht.

T
mit dem Nabla—Operator V = ( o0 0 9 ) definiert.



1.3.8 Die Navier—Stokes—Gleichungen

Dies sind die Grundgleichungen der Kontinuums-, Gas- und Stromungsmechanik. Zunéchst
fithren wir wiederum die physikalischen Groien ein. Es bezeichne p: Q x R™ — R die Dichte,
d.h. die Masse pro Volumeneinheit und @ = (uy, ug, u3)’: Q x RT — R3 das Geschwin-
digkeitsfeld. Dabei bedeutet u; die Komponente der Geschwindigkeit in die Koordinaten-
richtung ¢. Die Geschwindigkeit ist also eine gerichtete Grofle. Weiter ist pu: die Massen-
stromdichte, d.h. der Impuls pro Volumeneinheit. Weiterhin bezeichne e: Q x RT — R die
Energie und pe die Gesamtmenge pro Volumen (d.h. innere und kinetische Energie).
Damit gilt nun folgender Erhaltungssatz

3 3
. o - o -
i DR o R
,, Konvektion“ ,, Diffusion“

wobei die auftauchenden Groflien wie folgt definiert sind

U = [ppt pe": QxR - R®>  Zustandsvektor*

[ PUm gm = ((51,m7 52,ma 53,m)T
Fn, = pu; - U+ pdy, |,  m-ter Einheitsvektor
L um(p6+p> (51 = (170a0)T7"')
[ 0
- Ui Tm, 1 + qm-
L =1
Weiterhin sei 7,,,; 1= % + %“7’7> — 5l,m§,u div @, Tp = (Tmy)}, und p die dynamische

Zihigkeit, wobei wir das iibliche Kronecker—Symbol verwenden, d.h.

1,1l=m
Otm '_{ 0, sonst

Schliellich ist ¢ = (q1,¢2,43)" , ¢ = —A% der Vektor der Wdarmestrome, T die Tempe-
ratur und A\ die Warmeleitfahigkeit.

Offenbar handelt es sich hier um ein nicht-lineares System von PDEs mit einer quadrati-
schen Nichtlinearitat.

Falls p = const gilt, d.h. aufgrund des konstanten Druckes ist das Medium inkompressibel,
wird die 1. Komponente in (1.2), d.h.

pe + div (pu) =0 (Kontinuititsgleichung)
zu folgender Gleichung

divu=0. (1.3)



Man kann dann weiter nachrechnen, dass sich die iibrigen Gleichungen zu
pii; + pit - Vil — A+ Vp = f, (1.4)

vereinfachen, wobei

und der Laplace-Operator wird komponentenweise verstanden, d.h.
Al = (Aul, AU,Q, AU3)T.

Die Gleichungen (1.3,1.4) heiflen Navier—Stokes—Gleichungen fiir inkompressible Fluide.

1.3.9 Die Einstein’schen Feldgleichungen

Diese diirfen natiirlich in einer Vorlesung iiber PDEs in Ulm nicht fehlen. Diese sind ein
Bestandteil der allgemeinen Relativitétstheorie und geben die Kriimmung der Metrik (g;;)
des Raum—Zeit-Kontinuums an:

1
Rij = 5958 = KTy, 4,5 =0,1,2,3 (t=uw: Zeit),

wobel

e K die Feldkonstante ist,

3 3
_ a_ (k) d (k) (k) (k) (k) (k)
i Rij = Z {axkrij - erik +§) (Fl,k Fij - Fij Fz’k >}

k=0
1g ) ) )

e (g7):=(gi;;)"" (inverse Matrix)

mit

3
) R = Z ginij
i,j=0
(R und R;; sind Funktionen der ersten und zweiten Ableitungen der gesuchten Matrix
9is)-
1.3.10 Die Schrédinger—Gleichung
Die Schrédinger—Gleichung ist die Grundgleichung der Quantenmechanik und lautet

BQ

wobei die einzelnen Grolen gegeben sind durch
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i = +/—1 (imaginére Einheit),

h: die Planck’sche Konstante,
e m: Masse,
e V/: ein gegebenes Potential.

Der Faktor i fiihrt zu wesentlichen Unterschieden zur Warmeleitungsgleichung, obwohl
beide Gleichungen formal dhnliche Gestalt besitzen. Dies ist das erste Beispiel einer kom-
plexwertigen PDE.

1.3.11 Die Platten—Gleichung

Die Platten—Gleichung beschreibt Auslenkung einer eingespannten Platte, die im Gegensatz
zu einer Membran eine nicht zu vernachléssigende Dicke besitzt. Die Gleichung lautet

A%y = AAu = f,

und ist offenbar eine Gleichung vierter Ordnung, da sie Ableitungen der Unbekannten der
Ordnung vier beinhaltet.

1.3.12 Die Black—Scholes—Gleichung

Die Black—Scholes—Gleichung ist die von Merton, Black und Scholes hergeleitete, berithmte
Gleichung zur Bewertung von Finanzderivaten. Sie lautet (in der linearen Form)

1
Vi(S,t) + 50252%5(5, t) + (r — 8)SVs(S,t) — rV(S,t) = 0,

wobei
e V/: der gesuchte Wert eines Derivates ist,
e S: Kurs des Basis—-Wertes (z.B. ein Aktien- oder Wahrungskurs),

o?: Volatilitdt (Standard—Abweichung),

r: Zinsrate

0: Dividendenrate

10



1.4 Kategorisierung von PDEs

Wir haben nun eine ganze Reihe von PDEs kennen gelernt. Diese haben teilweise total ver-
schiedenen Eigenschaften. Zunéchst stellt sich die Frage nach einer einheitlichen Theorie fiir
diese verschiedenen Typen von PDEs. Es iiberrascht nicht, dass es eine solche universelle
Theorie nicht gibt. Unterschiedliche Eigenschaften von PDEs fiithren zu unterschiedlichem
mathematischen Eigenschaften und es wird sich zeigen, dass man die jeweiligen Eigenschaf-
ten auch fiir (numerische) Losungsverfahren ausnutzen kann und muss.

Wie kann man also PDEs klassifizieren und wie kann man die jeweiligen Eigenschaften fiir
Theorie und Losung von PDEs ausnutzen?

Man unterscheidet zunéchst folgende Kategorien

I) Typ der Gleichung (d.h. deren algebraische Eigenschaften)

)

IT) Ordnung (hochste auftretende Ableitung)

III) Typeneinteilung der PDE (fiir zweite Ordnung)
)

IV) Losbarkeit

Algebraische Eigenschaften. Beziiglich der algebraischen Eigenschaften unterscheidet
man

- lineare Gleichungen und

- nicht-lineare Gleichungen,
bei denen vor allem folgende Spezialfille ndher untersucht werden:

+ quasi-lineare Gleichungen
Diese sind linear in der hochsten auftretenden Ableitung. In unseren obigen
Beispielen sind alle Gleichungen auflier der Monge—Ampére—Gleichung quasi—
linear.

+ semi-lineare Gleichungen
Hier héngt der Term mit den hochsten auftretenden Ableitungen nicht mehr von
u und Ableitungen niedriger Ordnung ab. Zum Beispiel ist die Minimalflachen—
Gleichung quasi-linear, aber nicht semi-linear.

Die Ordnung einer PDE. Die Ordnung bestimmt sich aus dem Grad der hochsten
Ableitung. Dabei kann es vorkommen, dass man zwischen Orts- und Zeitableitungen un-
terscheidet. Unsere obigen Beispiele sind

7.) 1. Ordnung
1.),2.),3.).5.), 6., 8), 9., 10.), 12.) 2. Ordnung
4.) 3. Ordnung
11.) 4. Ordnung
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Typeinteilung von PDEs zweiter Ordnung. Fiir PDEs zweiter Ordnung kann man
eine Typeinteilung vornehmen, die auch wesentliche Aussagen iiber deren mathematische
Eigenschaften erlauben. Wir werden dies spéter im Detail untersuchen. Je nach den Eigen-
schaften der Koeffizienten einer PDE zweiter Ordnung der Form

F(z,u, Uy, Ugye;) = 0 (1.5)

erhélt man ein anderes Verhalten. Um dies zu beschreiben, betrachtet man allgemeine

F(x,u,q,p)
und betrachtet die Matrix
K () = K(us) i= (B, (2, (), ty, (1), g, (1)) (1.6)
fiir x € Q.
Definition 1.4.1 Die Gleichung (1.5) heifit dann
(a) elliptisch in x, falls K(z) positiv definit ist;

(b) hyperbolisch in x, falls K(x) genau einen negativen und (d — 1) positive Figenwerte
hat;

(¢) parabolisch in x, falls K(x) positiv semi—definit, aber nicht definit ist und der Rang
von (K (z), (Fy, (7, u(x), Uy, (T), Uga; ()):) gleich d ist.

Bemerkung 1.4.2:
(a) Man beachte, dass K auch von der unbekannten Funktion u abhéingen kann.
(b) Der Typ einer Gleichung kann gemischt sein, d.h. von x € €2 abhéngen.

(c) Eine Gleichung der Form
Uy = F(t7 Ty Uy Ug,, u:vi:vj)

mit elliptischen F' ist parabolisch.

Wir betrachten nun einige Beispiele.

Beispiel 1.4.3: Betrachte die Laplace- bzw. Poisson—Gleichung in 2D, also Au = u,, +
uy, = f. Offenbar gilt hier F(x,u,q,p) = p11 + p2e — f, d.h.

F(ﬂf, u? uxia u:l?iitj) = uxlacl + UCCQSCQ - f7
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also F,,(---) =1, Fp,(---) =1, und alle andere Ableitungen verschwinden. Damit gilt

KEK(Q;):<(1] (1))

und die Gleichung ist elliptisch in ganz €. O

Beispiel 1.4.4: Die Monge-Ampére-Gleichung in 2D lautet: ug,u,, — ugy — f=0. Falls
u e C*Q) gilt
2

UgylUyzy = UgyUgy = Ugy,

also F(x,u,q,p) = puipaz — p12p21 — f und

K(u;z) = ( Uyy(T)  —Uye(T) ) '

Uy (T) U ()

Nach dem Kriterium von Hurwitz ist die Gleichung also elliptisch, falls

® Uy, >0
¢ det K(u;z) = Uppllyy — UgylUyy = f >0
aufgrund der partiellen Differentialgleichung. O

Losbarkeit. Betrachte wiederum die allgemeine Form der Gleichung in (1.5). Bei ei-
ner gewohnlichen Differentialgleichung muss man Anfangsbedingungen stellen, um eine
eindeutige Losung zu sichern (nach dem Satz von Picard-Lindelof), hier stellt man Rand-
bedingungen an u oder Ableitungen von u auf dem Rand I' := 0f).

Daraus ergeben sich sofort folgende Fragen: Ist das Randwertproblem (RWP) (im Sinne
von Hadarmard) korrekt gestellt? Also hat man Fragen nach

e Existenz,
e Eindeutigkeit,

e Stabilitat, d.h. stetige Abhéngigkeit von den Daten,
zu beantworten, sowie die Frage

e welche Rand- bzw. Anfangsbedingungen man stellen kann

7zu untersuchen.

13



Kapitel 2

Die Laplace—Gleichung

Die vielleicht einfachste partielle Differentialgleichung ist die Laplace—Gleichung. Sie er-
laubt nicht nur eine weitreichende Analysis, sondern bietet auch eine Reihe von Losungsver-
fahren. So nannte Ronald DeVore (University of South Carolina at Columbia) die Laplace—
Gleichung “the fruit fly of numerical analysis”.

2.1 Eine einfache Losungsformel

Wir betrachten die Laplace—Gleichung in 2D
Upy + Uyy = 0, (2.1)

die auch Potential-Gleichung genannt wird. Auf dem Einheits—Kreis

Q={(z,y) eR?: 2> + 1> < 1} (2.2)
kann man (2.1) leicht in Polarkoordinaten transformieren

T =TCosSp, Yy = rsinp.
Dann rechnet man leicht nach, dass
¥ cos(ky), r¥sin(kyp), k=0,1,2,...

(2.1) erfiillen. Zusétzlich zur Differentialgleichung (2.1) stellt man Randbedingungen. In
Polarkoordinaten entspricht der Rand der Menge, fiir die » = 1 gilt. Wenn man nun
annimmt, dass die Rand—Funktion in eine Fourier—Reihe entwickeln lasst, d.h.

u(cos @, sin p) = ag + Z(ak cos(ky) + by sin(kyp)),
k=1

dann ldsst sich die Losung im Inneren des Kreises mit Hilfe von Koeffizientenvergleich
darstellen als

uw(z,y) = ag+ Z ¥ (ag cos(kg) + by, sin(kep)).
k=1
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2.2 Green’sche Formel und harmonische Funktionen
Zunéchst zur Erinnerung aus der Analysis 3 (oder aus der Hoheren Mathematik):

Satz 2.2.1 Sei Q C R? requlir und beschrinkt mit Oberfliche 092, die aus endlich vielen
geschlossenen, stiickweise requldren, orientierbaren Fldchen besteht, die sich hdchstens in
den Randpunkten treffen (regulir bedeutet Riemann—messbar mit Volumen Vol(€2) # 0).
Dann, gilt fiir jedes Vektorfeld V e C1(Q) N CO(Q).

/ div V(z) dx = / V(z)-ii(2) do(2) , (2.3)
Q o9
wobei 11 die duffere Normale an 0X2 und do das Oberflichenelement von 0S) ist.

Beweis: Findet man in jedem Buch iiber Analysis 3. [

Bemerkung 2.2.2: Falls 09 von der Klasse C! ist, sind die Voraussetzungen des Satzes
bzgl. Q erfiillt. Dabei ist eine Mannigfaltigkeit von der Klasse C*!, wenn sie Graph einer
stiickweisen C'-Funktion ist. O

Eine wichtige Vorbereitung ist folgendes Resultat:

Lemma 2.2.3 Fiir u,v € C?(Q) gelten:

(a) Erste Green’sche Formel:

/v(az)Au(az) dx + /Vu(x) -Vo(z) doe = /v(z)%u(z)do(z) (2.4)

Q Q o0N

(b) Zweite Green’sche Formel:

[v(z)Au(z) — u(z)Av(z) dz| dz = v(z)iu(z) —u(2)==v(2) ¢ do(z). (2.5)
/ /{ on on }

Q [%9]

Bemerkung 2.2.4: Die Formeln (2.4, 2.5) sind natiirliche Verallgemeinerungen der par-
tiellen Integration

b

b b
/v(m)u"(x) dr = — /v’(m)u’(x) dx +v(2)u'(2)|._,.
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Beweis von Lemma 2.2.3:

(a) Setze V(z) := v(z)Vu(z) = (v(x)u,, (2))i=123, also mit der Kettenregel

0
3 (V@ (x)

div V(z) =

= Vo(z) - Vu(z) +v(z) Vu(z),
und die Behauptung folgt aus Satz 2.2.1.

(b) Vertausche in (2.4) die Rollen von v und v und subtrahiere beide Gleichungen von-
einander. U

Definition 2.2.5 Fine Funktion u € C*(Q2) heifft harmonisch (in ), falls Au =0 in Q
gilt.

Beispiel 2.2.6:

i) Fiir Q = R? sind alle konstanten und affin-linearen Funktionen harmonisch.

(i)

(ii) Die Funktion u(z) := 23 — 23, x = (x1,...,74) € R? ist ein harmonisches Polynom
zweiter Ordnung.

(iii) Fundamental-Lésung der Laplace-Gleichung, d.h.:

Llogle —y fir d=2,
D(e.y) =z —y)): = {%1’ | (2.6)

M|Z’—y|2_d fiir d>27

fiir z # y, wobei wy das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel B;(0) C R? ist
(Ubung). Die Bezeichnung “Fundamental-Losung” wird spéter klar.

(iv) Das Vektorfeld W = (u,v)T € C" ist wirbel- und quellenfrei, d.h.

rot W =v, —u, =0 = 3 Potential U(z,y)
div i = uy +u, =0 mit U, =u, U, =,

also
AU = Uy + Uyy = uy + v, = div @ = 0,

daher der Name ,,Potentialgleichung”.
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(v) Es sei f = u + iv holomorph, dann sind « und v holomorph. Mit den Cauchy—

Riemann-Differentialgleichungen (CR) gilt: u, = v, , u, = —v, und damit folgt
sofort
CR
Au = Uy + Uyy = (ux)x + (uy>y (:) Vyg — Ugy = 0,
CR
Av = Uy + Vyy = (UI>$ + (Uy)y (:) —Uyz + Uy = 0.
O

Satz 2.2.7 Seiu:Q — R, Q < R2, einfach zusammenhdngend, dann gilt: u ist harmo-
nisch dann und nur dann, wenn eine holomorphe Funktion f existiert mit u = R(f).

Beweis:
,<=* Siehe Beispiel (v) oben.

,=“ Sei Au = 0 und betrachte @ = (wy, ws)? := (—u,,u,)’. Dann folgt wegen Au =
0 sofort (wy), = —uyy = Uy = (w2),, die sogenannte , Integrabilitétsbedingung®.
Also besitzt w ein Potential

(=) (z,y)
v(z,y) = / W dzr dy = / (—uy dx + uy, dy) (2.7)
(z0,90) (z0,30)
und v, = —u, sowie v, = u,, also die Cauchy-Riemann-Differentialgleichung fiir

f = u 4+ 1 und damit folgt, dass f holomorph ist. [

Bemerkung 2.2.8: Fiir f = u+iv nennt man die Funktion v zu u harmonisch konjugiert,

denn
Au=0 <= f=uwu+1ww ist holomorph

< if = —v+iu ist holomorph
— Av=A(-v)=0
und f heit komplezes Potential zu u. OJ

Satz 2.2.9 (Mittelpunktformel) FEs sei f holomorph in G C C, {z € C : |z — z| <
r} C G, dann gilt

f(z) = %/f(zo +re't) dt . (2.8)
0

Beweis: Analysis 4 (folgt direkt aus der Cauchy’schen Integralformel). O

17



Satz 2.2.10 (Mittelwerteigenschaft) FEs sei u auf

Br(xﬂ’yO) = {(xmy) € R2 : |(ZL’,y) - (x07y0)’ S T} , T > 0}
stetig und im Inneren B,(xq,yo) harmoninsch, dann gilt

2w

1
u(xo, Yo) = %/u(xo—l—rcost , Yo + rsint) dt .
0

Beweis: Betrachte die holomorphe Funktion f = u + v und wende Satz 2.2.9 auf zy =

To + 1Yo an
27
1 ,
= —/f(zo +re') dt
2
0

und bilde auf beiden Seiten den Realteil. OJ

Bemerkung 2.2.11: Die Stetigkeitsforderung an u kann durch die Forderung ersetzt
werden, dass u messbar und lokal in €2 integrierbar ist. O

Satz 2.2.12 (Maximumprinzip) Sei G C R? ein einfach zusammenhdngendes und be-
schrinktes Gebiet und uw : G — R (G := G U 0G) sei stetig und in G harmonisch. Dann
qgilt:

a) u nimmt sein Mazimum und Minimum auf dem Rand 0G an.

b) Besitzt w im Inneren (d.h. in G) ein lokales Maximum oder Minimum, so ist u
konstant.

Beweis: Wir beweisen zunéchst Teil b), danach a).

b) Betrachte f = w + 4v, v sei zu u harmonisch konjugiert. Dann ist F(z) = ef(*)
holomorph in G. Aus der Mittelpunktformel (2.8) folgt

2m
1
| F'(z0) 2—/ (20 +re™)| dt fiir alle 2z € G.
0

Falls nun z; ein lokales Minimum ist, d.h.
|F(20)] > |F(2)] V 2z mit |z— 2| >¢,
folgt also

1 .
o / |F (20 +re™)| dt < |F(z)| fiirr <e,
m
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also

27
F(z0)] = —/\F(zg rety] dt,
0
dh.
27
%/ ([F o+ re)] = 1F(0)]) de =0,
0 <0 , weil 2o Minimum ist

also ist F' konstant.
Betrachte nun |F(z)| = |e/(¥)| = €%, also hat u entweder kein Extremum in G oder u
ist konstant.

a) Da G beschrinkt ist, nimmt « nach dem Satz von Weierstrafl seine Extrema auf G
an. Falls U nicht konstant ist, kénnen diese nach b) nur auf 0G liegen. [

Korollar 2.2.13 (Eindeutigkeits- und Stabilititssatz) Unter den obigen Vorausset-
zungen von Satz 2.2.12 qilt:

a) Falls a <wu(x,y) <b V(x,y) € 0G, dann gilt a < u(x,y) <b V(x,y) € G

b) Ist h: G — R eine weitere stetige, in G harmonische Funktion, so gilt:
h=u auf 0G = h=u auf ganz G B
\h—ul <e auf 0G = |h—u| <e aufganz G (¢>0)

Beweis:

a) Nach Satz 2.2.12 a) werden Minimum m und Maximum M auf G angenommen.
Daraus folgt a <m < u(z,y) <M <b V(r,y) €G.

b) Fiir g := h — u gelten die Voraussetzungen von a) mit a = b =0 und fir g := h —u
gilt a) mit a = —¢, b=¢. O

2.3 Das Dirichlet—Problem

Nach den obigen Vorbereitungen kommen wir nun zu weiteren Losungsformeln.

Definition 2.3.1 Sei G C R? ein Gebiet mit stiickweise requlirem Rand 0G. Gegeben
sei eine Randfunktion Uy : 0G — R, die beschrinkt und mit Ausnahme einer endlichen
Punktmenge N C OG stetig ist. Das folgende Problem heifit Dirichlet- (oder Poisson-
)Problem:

Gesucht ist u : G — R mit

(1) Au=0 in G,
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(ii) u ist stetig in G\N und beschrinkt in G,
(i11) w(z,y) =uo(z,y) V (x,y) € IG\N.
Satz 2.3.2 (Dirichlet—Problem in der oberen Halbebene)
Das Dirichlet-Problem in G := R x Rt = {(z,y) € R? : y > 0} mit u(z,0) = p(x) (mit
auf R stetigem und beschrdinktem o) besitzt die eindeutige Losung

[e.9]

u(x,y):%/%dt, y>0. (2.9)

— 00

Diese Formel heifst auch Poisson—Integralformel, vgl. Abb. 2.1.

/

G

Abbildung 2.1: Dirichlet—Problem in der oberen Halbebene G: Randbedingungen ¢ werden
auf der x—Achse gestellt.

Fiir den Beweis betrachtet man zunéchst 2 Spezialfélle, auf die man dann den allgemeinen
Fall zuriickfiihrt.

Beispiel 2.3.3: [Potentialsprung] Betrachte das Dirichlet-Problem auf G = R x R" mit
den Randwerten

(oo s 20
vgl. Abb. 2.2. Dieses hat die Losung
u(x,y)z@—i—%(cl—cz) Arg (z—x1+1y), z#x1,y>0, (2.11)
also insbesondere
u(z,y) =co+ %(01 — ¢9) arccot (x _yml) , falls y>0. (2.12)

Denn: u ist als Realteil des komplexen Potentials
i
f(z)=co— ;(cl — o) In(z — xq)
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X
Cl 1 C2

Abbildung 2.2: Potentialsprung.

einer Zirkulationsstromung um den Punkt a = (z1,0) harmomisch.
Die Aquipotentiallinien u(z,y) = Arg (x —x;+1iy) = const sind die aus a herausgehenden
Halb—Geraden. Damit folgt fiir y = 0:

1 CQ"‘%(Cl_CQ)W:Cl . falls x < xq,
u(x,0) =co+ —(c1 — 2) Arg (z —x1) =

m 02+%(61—02)O:cl ,  falls x > x4,
und daher ist (2.10) erfiillt. Die Feldlinien In |z — x; = const sind Halbkreise um z;. [

Beispiel 2.3.4: Betrachtet man nun 2 Sprungstellen x; < x5 und die Randbedingung

e, xm <a <y,
u(z,0) = { 0. sonst, (2.13)
vgl. Abb. 2.3.
Xl (o X2
Abbildung 2.3: Zwei Spriinge.
Man erhilt die Losung durch Uberlagerung der Losungen aus Beispiel 2.3 mit ¢ = —c,

co =0 bzw. ¢c; = ¢, co =0, d.h.
& .
uy(z,y) = —— Arg (x4 iy — x1),

c .
us(z,y) = ;Arg (x4 iy — ),
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also
ulw,y) = = [ Arg (v +iy —a2) — Arg (o +iy —a)] (2.14)

O

Beweis von Satz 2.3.2: Unterteile R in Teilintervalle o < 21 < ... < z,, und betrachte
Randbedingungen

(o, e R
u(z,0) = { 0(&), x € |z, Tiv).

wobei & Zwischenpunkte aus dem Mittelwertsatz sind. Damit liefert die Uberlagerung (d.h.
Summation)

n— n—

[arccot T7 T arecot ﬂ] = Z o (&) ( Y Ax; (2.15)
) i

e(&) -
y —~ 1 (z-&)*+y

™

1
1=0

und die Grenziibergéinge xog — —o0, ,, — 00, Ax; — 0 fithren auf (2.9).
Die Eindeutigkeit folgt mit der Transformation von R x Rt auf den Einheitskreis und dem
Maximumsprinzip. [

Dirichlet—Problem in ,,beliebigen*“ Gebieten

Fiir ,realistische“ Anwendungen ist natiirlich die obere Halbebene nicht ausreichend, oft-
mals hat es sogar mit komplizierten Gebieten zu tun. Betrachte nun das allgemeine Problem

Ap=0 auf G, ¢=¢, auf 0G (2.16)

Idee: Transformiere G — falls moglich — auf ein ,,schénes* Gebiet 2 und l6se das
Dirichlet—Problem dort. Damit hat man folgende Schritte:

1.) Modell:
Wihle ©, 09 ,,schon® mit bekanntem Losungsverfahren (z.B. 2 =R x RT )

2.) Konforme Transformation: (,, Verpflanzung*)
Bestimme eine umkehrbare analytische Abbildung

w= f(z) =u(x,y) +v(z,y)

mit f(G) = Q, f(0G) = 09, f'(z) # 0, z € G. Dann werden die Randbedingungen
iibertragen:

Yo(u,v) = o(w) = go(fH(w)) , w=u+iv € N

3.) Losung des Modellproblems:
Bestimme ¢ mit Ay = 0 auf Q und ¢ = 1y auf 0S2.
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4.) Riicktransformation:
Die Funktion

o(x,y) = ¢(2) == (f(2)) = ¥(u(z, y),v(z,y))
16st (2.16).

Begriindung: Die Funktion ¢ ist harmonisch und daher ist F'(w) = ¢ (z) +iI'(w), w € Q
mit analytischem I' holomorph (¢ = Re(F)). Daher ist F(f(z)) = ¥(f(2)) + i['(f(2))
wegen der Kettenregel analytisch. Daher ist ¢ = Re(F o f) harmonisch in G, d.h. A¢ = 0.
Fiir z € 0G gilt ¢(2) = ¥(f(2)) = do(f7'(f(2))) = ¢o(z) und die Eindeutigkeit folgt aus

dem Maximumprinzip. [

Beispiel 2.3.5: Bestimme die stationdre Temperaturverteilung bei konstanter Temperatur
0° C auf dem unteren und 100° C auf dem oberen Halbkreis, vgl. Abb. 2.4. Hier haben wir:

100°

00

@
Abbildung 2.4: Kreis mit unterschiedlichen Temperaturen.

1.) Modell: 2 =R x R

2.) Mobius—Transformation: w = f(z) = %zﬁ mit der 6-Punkte-Formel

(—i—>—-1,1—0,i—1),

d.h. der untere (bzw. obere) Halbkreis wird auf die negative (bzw. positive) Achse
abgebildet und dies fiihrt auch entsprechend auf stiickweise konstante Randbedin-
gungen.

3.) Nach Beispiel 2.3 lautet die Losung des Modellproblems (mit ¢; = 0 , ¢y = 100)

100
P(w) =100 — — Arg (w).
7
4.) Die Riickverpflanzung liefert die Losung:

100 1 o+iy—1
100 — —2 Apg - LW
(@) T e Ty +1
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Daraus ergibt sich sofort folgendes Resultat.

Satz 2.3.6 (Poisson—Integralformel auf dem Kreis)
Die eindeutig bestimmte Losung des Dirichlet—Problems

Ap(z) =0 fir |z| <R und ¢(z) = ¢o(z) fir |z|=R

wird (in Polarkoordinaten) dargestellt durch die Poisson—Integralformel

2 .
R2 _ p2 / ¢O(R€zr)
27 R2 —2Rpcos(T —t) + p?

P(pe™) = dr (2.17)

0
(0<p<R,0<t<2n)

Beweis: (vgl. Beispiel 2.3, hier, der Einfachheit halber nur fir R = 1).
Betrachte die Mobius—Transformation w = f(z) = %:L—} mit der 6-Punkte-Formel (—i —
—1,1—0, ¢—1). Dann liefert Satz 2.3.2 und die Riicktransformation

o)

¢(u,v):%/%d8,v>0, (U,U)ERXR+.

—00

Fiir die Randwerte w = (u,0) € 92, @ = R x R* gilt f~!(w) = =% und damit

1+ s

o(5) = dol/ () = b0 ( - ) — Go(e)

mit p = e'" = =2 (f(p) = 5). Weiter gilt

eT(its)=i—s <= i(e”—1)=(=s)(1+e7)

_ sl—etT _ sin(r) T
= 8 =Uyer — 0 T 1+4-cos(T) _tan(§)’
also 7 = 2arctan(s) und 9L = 25 Fiir p = /" und z = f~'(w) = =2 ergibt sich
ptz _ Ptiow
R
w1 +ip+ 1)
w(p+1)+i(p—1)
1
= ...= e [0(1 4 8*) +i(u— s + s(u” + v*) — s*u)]

fiir w = u + iv, also mit der Substitution p = €'

v(1+5?) _RG(P“) I e e

w—sp+? " \p=z) " Jo—2P | —2F
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sowie fiir z = pe'™ (Iz| = p)

€™ —2|* = (cosT — pcost)® + (sinT — psint)?
= 1—2p(cosTcost +sinTsint) + p?
= 1-—2pcos(t —t) + p*,

schlieBlich also mit der Substitutionen s = tan(Z) = f(p) und @(s) = ¢o(f'(s)), also
p(f(p)) = ¢(p)

e = 2 | G
) 17 (1 p)60le)

1
7] 1—2pcos(t —t) + p?2 o

womit die Behauptung gezeigt ist. [
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Kapitel 3

Elementare Losungsverfahren

In diesem Kapitel stellen wir eine ganze Reihe von Loésungsverfahren zusammen, die bei
vielen Problemen bereits zum Ziel fithren. Wichtig dabei ist, welches Verfahren fiir welche
Art von Problemen eingesetzt werden kann.

3.1 Trennung der Variablen
Als Beispiel betrachten wir zunéchst
—Au=0 in Q, u=g auf 00 (3.1)

mit Q = {(z,y) € R*: 0 < x,y < 1}, d.h. dem Einheitsquadrat, und den Randbedingun-
gen:

u(0,y) =u(l,y) =0, 0<y<1, (3.2)
0)=0, 0<z<T1,
w(z,1)=g(z), O<zx<l,

vgl. Abb. 3.1.

u=g

u=0 u=0

u=0 X
0 1

Abbildung 3.1: Randbedingungen fiir das Laplace-Problem auf dem Einheitsquadrat.

Als Losungsansatz verwendet man folgenden Separationsansatz
Aufz,y) = X () Y(y),
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setzt dies in die PDE ein und erhélt
Au(z,y) = X"(2) Y (y) + X (2) Y"(y) = 0.
Falls X ()Y (y) = u(z,y) # 0 ergibt sich daraus

CX"(@) _Y"(y)
X(z)  Y(y)

(3.5)

Beachte nun, dass die linke Seite von (3.5) nicht von y abhéngt, die rechte Seite hingt
nicht von = ab, d.h. es muss eine x, y unabhéngige Konstante \ sein.
Damit erhalten wir fiir X folgendes Eigenwertproblem:

—X"z)=AX(z), 0<z<1, X(0)=X(1)=0, (3.6)

was aus (3.2)) folgt.
Da sich X in eine Fourier—Sinus—Reihe entwickeln ldsst, brauchen wir aufgrund der Rand-
bedingungen nur Funktionen der Art

X(x) :=sin(krx) , k=1,2,...
zu betrachten, die in der Tat (3.6) erfiillen mit
M= (km)?, k=1,2,... (\>0).
Fiir Y ergibt sich zunéchst bei Verwendung von (3.3) folgendes Problem
Y'(y) =AY (y), 0<y<1,Y(0)=0. (3.7)

Wir wissen schon, dass A > 0 gilt, d.h. die allgemeine Losung von (3.7) ergibt sich als
Linearkombination der Funktionen

eﬂy’ e*ﬁy’ A\ = 52.
Y(y) = 5(e™ — ™) = sin h(By).
Damit erhalten wir mit § = k7 also partikuldre Losungen der Form
u(x,y) = sin(kmx) sin h(kmx),

d.h. .
U(IL', y) = Z Ckuk(xv y)
k=1

mit Koeffizienten ¢, € R, die noch zu bestimmen sind.
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Es fehlt noch die Randbedingung (3.4). Wir nehmen an, dass auch g eine Entwicklung als
Sinus-Reihe besitzt:

9(1) = 3 gesin(kma),

1
mit Fourier—Koeffizienten g, = 2 [ g(z) sin(krz) dz.
0

Also koénnen wir einen Koeffizientenvergleich mit der Entwicklung von u(x,y) fir y = 1
durchfiihren und erhalten
gk = cgsin h(km),
also 0
= — =1,2,...
= Sin h(km) "’ o

3.2 Homogenisierung

Streng genommen ist die Homogenisierung keine Lésungsmethode, sondern eine Mdoglich-
keit ein Problem mit inhomogenen Randbedingungen auf homogene Randbedingungen
zuriick zu fithren. Damit konnen wir uns in allen weiteren Untersuchungen auf homogene
Randbedingungen beschrénken.

Fiir einen beliebigen linearen Differentialoperator L betrachten wir das inhomogene Pro-
blem (= mit inhomogenen Randbedingungen g # 0)

Lu=f in Q, u=g auf 00 . (3.8)

Man fithrt dieses Problem auf die Losung eines homogenen Problems zuriick, die sogenannte
,Homogenisierung*.

Konstruiere hierzu eine Funktion (den sogenannten ,,Homogenisierer) @ :  — R mit
u = g auf 092 und @ hinreichend glatt fiir L. Lose dann das homogene Problem

Lv=f:=f—Lu in Q, v=0 auf 0Q. (3.9)
Dann 16st u := v + @ das urspriingliche Problem (3.8), denn

Iu = v+ Lu=f+Lu=f—Lu+Lu=f in Q
upo = (V4 U)ea = Voo + tUpe =0+g=g.

3.3 Variablentransformation
(am Beispiel der Wellengleichung)

Oftmals kann man mit Hilfe einer geschickten Variablentransformation eine komplizier-
te partielle Differentialgleichung in eine einfachere umwandeln. Wenn man eine Losung
fiir diese einfachere PDE bestimmen kann, ergibt die Umkehrtransformation die gesuchte
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Losung. Natiirlich kann es kein Patentrezept geben, wie man fiir jede beliebige PDE eine
geeignete Transformation konstruiert, da dies stark von der jeweiligen PDE abhéngt.
Daher betrachten wir hier ,nur“ein Beispiel, die 1D Wellengleichung

Ut = Ugy (310)
mit den Anfangsbedingungen

und den gegebenen Funktionen f und g. Nun fithren wir folgende Variablentransformation
(x,t) < (&,n) durch gemaB

E=x+t,n=x—t. (3.12)

Dann folgt mit der Kettenregel

dé dn
Uy = u§%+und Ug + Uy
Uge = uff + 2uf77 + u77777
_ %, de
Uy = u5%—|—un% = Ug — Uy,
Uy = Uge — 2Ugy + Uy,

also
Uy — Ugy = (—4)Ugy =0~ | ugy, = 0.

Die allgemeine Losung dieses Problems lautet
u=¢() +vn) =o(x+1t)+v(x+1) (3.13)

mit Funktionen ¢, 1, die zunéchst beliebig sind und durch die Anfangsbedingungen (3.11)
festgelegt werden. Setzt man diese ein, erhélt man

u(,0) = ¢(x) +¥(x) = f(z),  w(z,0)=¢(x) - (x) = g(2).

Differenzieren der ersten Gleichung liefert ¢'(z) + ¢'(z) = f'(x), also durch Addition der
Gleichungen

2¢'(x) = [f(z)+g()

¢
= o = 39 = 6 =3O+ [ 9l ds
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und bei Subtraktion
n
1 1 1
W= 5 =9) = v = 30 -5 [ 9l ds.

also mit (3.13)

T+t

Flx+6) + flo—1)]+ % / os) ds. (3.14)

r—1

u(z,t) =

N | —

dies ist die bekannte Ldsungsformel von d’Alembert.

Bemerkung 3.3.1:

(a) Aus (3.14) folgt, dass die Losung in (x, ) nur von den Anfangswerten (¢ = 0) im Inter-
vall [x —t, x +t] abhéngt. Dies entspricht der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit
aller Phédnomene, vgl. Abb. 3.2

. (x.0
x—t ;( X+t
Abhingigkeitsbereich

Abbildung 3.2: Abhéngigkeitsbereich fiir den Punkt (z, ).

(b) Falls f und ¢ nicht differenzierbar sind, ist (3.14) sinnvoll, aber die Funktion wu ist
nicht differenzierbar, was ein Widerspruch zu (3.10) ist bzw. zu sein scheint.

0J

3.4 Lo6sung mittels Fourier—Transformation

Integraltransformationen wie z.B. Fourier- und Laplace—Transformation gehéren zu den
Standard—Hilfsmitteln zur Losung von gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen.
Vor allem fiir Ingenieure gehoren sie fast zum tédglichen Handwerkszeug.
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Definition 3.4.1 Fir f: R — C heifst
¢ 1 ! —iwt
FUN) = = 7= [ 10t w e

die Fourier-Transformation (Spektralfunktion) von f.

Bemerkung 3.4.2: Die Fourier-Transformation transformiert ein Zeit- /Amplitudensignal
(¢, f(t)) in das Frequenzspektrum (w, f(w)) eines Signals, d.h. f(w)) ist der Anteil von
Schwingungen mit Frequenz w. [

Beispiel 3.4.3:

(a) Der Rechteck-Impuls

(1, fir) <1,
1) = { 0, sonst,
vgl. Abb. 3.3. Es gilt
ol
-1 1

Abbildung 3.3: Der Rechteck—Impuls.

1

£ 1 —iw w#0 —1 —iwt]t=1
flw) = —%/6 tdtE =[]

- \/Esinw

N T W
und f(()) = \/g, also f(w) = \/g% , w € R, die sogenannte ,sinc“-Funktion, siehe
Abb. 3.4.
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Abbildung 3.4: sinc—Funktion.

(b) Der exponentiell abfallende Impuls f(t) = e~ o > 0. Hierfiir gilt

£ W _ —iwt dt + —at zwt dt}
Fw) QW{/’ e

—e(—a—iw)t 0 —e(—a+tiw)t
= 1 {_—1) —(atiw)t - + 1 6(—O¢+iw)t = }
V2 o+ w o —atiw -0
B 1 1 n 1 la—-w+atiw
T Vor latiw  a—iw) 2t a?4w?

B \/5 a
n Ta?+w?’

Satz 3.4.4 (Eigenschaften und Rechenregeln der Fouriertransformation)
Bei Existenz der auftretenden Fourier—Transformation gilt:

(i) f:R — C ist stetig mit l‘im flw) =0, falls [ |f(t)] dt < co.

|w|—00

(i1) Linearitit: F [i ckfk] = Zn: cxFfx]

k=1 k=1

(#i) Falls lim f(t) = 0 und falls f' existiert, folgt F[f'|(w) = iwF|[f](w)

|t|—o0

(iv) LFIF)(w) = (—)FLFO)w), falls [ |t£(1)] dt < oo

—00

(v) FIf(- = a))(w) = e F[f](w).
(vi) Flf(a)l(w) = HFf](£) , a #0.
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Beweis: (hier nur (iii) und (iv), die anderen sind entweder trivial oder eine Ubung)
(iii) Es gilt
R R

1 / —iwt _ L —iwt —zwt
—/f(t)e dt = \/%f(t)e \/%/f dt,

-R N ~
R—o00
—0 R—»oo
— wf(w)

woraus die Behauptung folgt.

(iv) Mittels Vertauschung von Differentiation und Integration folgt

dw\/%/f e Wt dt = \/_/tf e ™t dt,

J

—FLFO)w)
was (iv) beweist. [

Einer der wesentlichen Griinde der Bedeutung der Fourier-Transformation liegt in folgen-
den Aussagen.

Satz 3.4.5 Fir Funktionen f,g:R — C mit f,g € L'(R) N L*(R) gilt:
(i) Faltungsansatz: h(w) = 21 f(w)§(w) fiir h = f*g, d.h. Fk\g = V27 f§ mit dem

Faltungsprodukt
(f*a) !/ft—s

(ii) Satz von Plancharel:

o0 o0

lf <M—/f

(i1i) Parseval-Gleichung (Energie—Erhaltung der Fourier—Transformation)

j\f(w)lz dw = ]o!f(t)l2 dt.
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Beweis: Ubung. O

Bemerkung 3.4.6: Fiir f: R" — C ist die Fourier-Transformation definiert als

Flf](w) = (2m)"2 /f(t)ei‘”'tdt , wE€ R,

(w-t =w't) und es gelten analoge Rechenregeln, z.B.

F |t ] () = i f10),

8xk

O

Satz 3.4.7 (Fourier—Umkehrformel) Fulls [ |f(t)| dt < oo (d.h. falls f € L*(R)),

dann gilt

1 i R iwx =177
f(fv)=\/—2—ﬂ_£ flo)eendo = 71 f)(a),

fiir alle x € R, in denen [ differenzierbar ist.

Beweis: Nach Satz 3.4.4 (v) gilt

und
/ f@emg@de = | T+ 2)(w)gw) dw
= /f(t—l—x

fir g : R — R, also

/f €T h(w /fx—H t (h=h)

f(a: — t)h(—t) dt. (3.15)
Wiéhle nun speziell
I 2 by L et
¢(t) = \/%6 = ¢(W)— \/%6 _¢(w)7



(Beweis: Ubung), also Y =1 und

/ ) dt=1 also lm [ @)d() =0, (3.16)

lz|>R

sowie hy(w) =1 (£) = \/szﬂe_;? . k=1,2,... Damit gilt

hi(w) = ktp(kw) = kib(kw) =: g(w).

Wegen (3.16) {t¢x} ist eine Dirac—Folge, d.h. ¢, (w) — d, (k — 00). Mit ¥y (w) = ¥Yi(—w)
folgt dann aus (3.15)

00 A ' 1 ) 00

/ flop T o = / flatt) b () dt

—00 ‘hv()—’ —00 =hy(t)
=hg(w

da 1, eine Dirac—Folge ist. [

Bemerkung 3.4.8: Man kann (3.15) auch ohne die Umkehrformel mittels Vertauschung
der Integrale zeigen. Dann benétigt man den Satz von Plancharel nicht zum Beweis. Dies
wird in vielen Lehrbiichern auch so gemacht, da man dann die Umkehrformel fiir einen
einfachen Beweis des Satzes von Plancharel verwenden kann. 0

Die Eigenschaften in Satz 3.4.4 kénnen nun zur Losung von Differentialgleichungen ver-
wendet werden. Zunéchst eine gewohnliche Differentialgleichung:

Beispiel 3.4.9: Durchbiegung einer ,,unendlich langen Schiene“ unter eine spezifischen
Last f

u + otu = f(x) (3.17)
mit o > 0 (also eine gewohnliche Differentialgleichung).

Man stellt hier ,asymptotische Randbedingungen“: lim u(z) = 0. Falls [ [f(¢)| dt < oo

|z[—o00
(d.h. f € LY(R)), bildet man auf beiden Seiten von (3.16) die Fourier-Transformation:

flw) = Fu)(w) +a'a(w)
= (iw)'a(w) + a*i(w) = (a* +whi(w) ,
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also
w) =

Dies kann man nun mit Satz 3.4.7 zuriicktransformieren:

e}

_ 1 f(w) Trxw
u(m)—\/ﬁ pesTL dw .

Beispiel 3.4.10: [Anfangswertproblem der Wellengleichung auf R]
Betrachte nun wiederum die Gleichungen (3.15), (3.16), d.h.

Uit = Ugy 5 u(I,O) - f(«r) 9 Ut($70> - g(I),
und definiere

U, 1) = Flul-, )] (w) = \/Lz_ﬂ / w(z, 1) e da,

d.h. die Fourier-Transformation beziiglich des Ortes x und damit
f[u$$(7 t)](w) = _w2u<w7 t)

Mit F(w) := F[f](w) und G(w) := Flg|(w) wird das Anfangswertproblem (3.15), (3.16)

transformiert zu:
Utt+w2L{:0, tZO,

U(w,0) = Fw), (3.18)
Uy(w,0) = G(w) ,

also eine gewohnliche (lineare) Differentialgleichung. Diese 16st man mit bekannten Metho-
den (z.B. aus der Analysis 3, HM 3, ...) und erhélt fiir w # 0

i t
U(w,t) = F(w) cos(wt) + G(w) sin(w )
w
Setzt man dies unter Beachtung von
1( ioz+ 71'04) . ( Qo fia)
cosa = —(e e sina = —(e"* —e
2 ’ 2

in die Riicktransformation ein, so erhilt man die Formel von d’Alembert (3.14). (Ubung).
U U

Beispiel 3.4.11: [Wirmeleitung in einem endlich langen Stab]
Wir treffen zunéchst folgende Annahmen:
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e u: R x RT — R beschreibe die Temperaturverteilung,
e der Stab sei isoliert, d.h. kein Hinzufiigen oder Entweichen der Wérme,

e die Anfangstemperaturverteilung bei t =0 sei f : R — R.

Wir betrachten folgende PDE

U= AUz, , TER >0, a € R\{0},
(3.19)
{ u(z,0) = f(z), x € R.
Analog zu Beispiel 3.4 betrachte
Uw, t) = Flu(, 1)](w),
also wird die PDE zu
U(w,t) = —awU(w,t),
Uw0) = fw),
d.h. wiederum eine gewohnliche Differentialgleichung
Uw,t) = flw)e ™
und mittels Riicktransformation
u(z,t) = b / flw)e ™™ dw. O
var o0
O

3.5 Die Laplace—Transformation

Wir haben gesehen, dass die Fourier—Transformation besonders fiir Probleme auf dem R”
und periodische Randbedingungen geeignet ist, z.B.

—u"(x) + Mu(x) = f(z), xz€(0,1), u(0) = u(1).

Die Fourier-Transformation fiir periodische Funktionen wird in den Ubungen behandelt.
Die Laplace—Transformation ist eher fiir Anfangswertprobleme geeignet.

Definition 3.5.1 Fir eine Funktion f :[0,00) — R (oder C) heifit
L) = F(5) = [ fe at , sec.
0

die Laplace—Transformation von f (im Falle der Ezistenz des uneigentlichen Integrals).
Man nimmt stets f € R[0,c] Ve > 0 an, wobei Rla,b] die Menge der auf [a,b] Riemann—
integrierbaren Funktionen bezeichnet.
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Bemerkung 3.5.2:

(a) Man kann die Laplace-Transformation auch als Spektralfunktion in der komplexen
Schreibweise schreiben.

(b) Das Paar f(t) , F(s) = L[f](s) wird oft als Laplace—Korrespondenz bezeichnet und
mit f(t)o—eF(s) dargestellt.

(¢) Fourier- und Laplace—Transformationen sind sogar in der Deutschen Industrie-Norm
unter DIN 5487 geregelt.

0

Beispiel 3.5.3:

(i) Die Sprungfunktion (Heaviside-Funktion) ist definiert durch

ﬂw:{aiig

Deren Laplace—Transformation lautet

i AL
F(s) = /eSt dt = {——e“} = -,
/ s —y S
fiir ® s > 0 und = oo sonst.
(ii) Komplexwertige Schwingung:
f(t):=e“" weR.
Fiir die Laplace-Transformation gilt
iwt  —st 1 (iw—s)t =
F(s) = e dt = | —- e
w—$ —0
0
I
= — fiir ® s > 0.
s —iw

Daraus ergeben sich die reellen Schwingungen als Spezialfille:

o fiir f(t) = cos(wt) = R(e™') = (™ + =) erhilt man

1 1 1 s
(5) 2{s—iw+s—|—z’w} 2wz s
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e und fiir f(¢) = sin(wt) = =(e™ — e~™) folgt analog

1 1 w

F(s):—,{ — — , }: fir R s> 0.

s —iw  S4+iw §2 4+ w?

g

Es stellt sich natiirlich die Frage wann die Laplace—Transformation existiert. Das wird
natiirlich auch den Rahmen bestimmen, in dem wir diese als Hilfsmittel zur Lésung von
ODEs und PDEs einsetzen konnen.

Satz 3.5.4 Es sei o € C, so dass [ f(t)e*dt emistiert. Dann existiert L[f](s) fir alle
0
s€C mitRs>R a, vgl. Abb. 3.5.

Beweis: Betrachte

o

o(c) == /f e dt == / e dt < oo
0

0

nach Voraussetzung. Nunsei s € Cmit R s > R, also s—a = o+i7 mit ¢ >0, 0,7 € R.
Damit ergibt sich

buls) = / F(t)e"dt = / et T

=¢'(t)
C

_ go(t)e_(ﬁ_”)t + (S _ a) /go(t)e_(J—HT)tdt
t=0

N 7 0
N~ N .,
C—00 N

- 0 C_>_O>O Re te—(s—a)t gt
weil ¢(0) = 0 und (sma) @l
p(c) < K(c— o)

[
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Abbildung 3.6: Konvergenzabszisse von L][f].

gleichméfig fir (s — a) > e > 0 und |s| < Cp, denn wegen

/ (s — @) p(t) e’(S’a)t‘dt < Ke (s7)t :io
0 <K
< Ke® <o

existiert £[f]. O
Daraus folgt auch, dass F(s) fiir ® s > R a holomorph ist.

Definition 3.5.5 Man nennt

op:=infCaeR: /f(t)e_atdt existiert
0

die Konvergenzabszisse von L[f].

Bemerkung 3.5.6: Die Funktion F(s) := L[f](s) ist holomorph fiir R s > oy und

[ f(t)e~*tdt divergiert fiir R s < oy.
0

Um die Existenz zu sichern, nimmt man in der Regel ein gewisses Abklingverhalten von f
an. Dies ist in den meisten Anwendungsféllen auch durchaus realistisch.

Definition 3.5.7 (a) Man sagt, dass f : RT — R hdchstens exponentiell wichst, falls

FCk>0mit|[f(t)] <CefVit>0.

(b) Der Triger (engl. support) einer Funktion f :Q — R ist definiert als

supp f:=A{x €Q f(z) # 0}
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(c) Eine Funktion f:Q — R hat kompakten Trager, falls supp f C Q2 kompakt ist.

Bemerkung 3.5.8:

(a) Eine Funktion f : RT — R besitzt kompakten Triger <= 3 C > 0 mit f(z) =0
Vx| > C.

(b) Ist f : RT — R auf beschrinkten Intervallen stiickweise stetig und von hochstens
exponentiellem Wachstum, so existiert £[f](s) fir alle s > oy und umgekehrt ist f
durch L[f](s) fast tiberall eindeutig bestimmt.

O

Satz 3.5.9 (Eigenschaften und Rechenregeln der Laplace—Transformation)
Bei Ezistenz der auftretenden Laplace—Transformationen (mit oy < 0o) gilt

(i) Jim L[f](s) =0,

§—00

(1) L {i Ck:fk} = 3" allfi,

(iii) L{F®)(s) = s"L[f)(s) - z FBO)s1F | f e ¢, 00),

(i) (&) L) = ()L )(s),
(v) LI[f(-—a)|(s) =e*L[f](s), a >0, falls f(t) =0 firt <O0.
Beweis: (nur (iii), der Rest als Ubung)

/f/ 7stdt fstl /f fstdt
0

[f] (s)
Rest induktiv. O

Bemerkung 3.5.10: Fir f:R? — R (R} = [0,00)") ist die Laplace-Transformation
definiert als

CIf](s) = / Ft)e=*tdt | s € C
mit analogen Rechenregeln, z.B.
0
£ 1] ) = = £ o + L1110,
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Abbildung 3.7: Lineare Schwingungsgleichung

Beispiel 3.5.11: [Anwendung auf gewohnliche Differentialgelichungen)]

Wir betrachten die lineare Schwingungsgleichung, vgl. Abb. 3.7. Diese beschreibt die zeit-
lich verdnderliche Auslenkung z(t) einer Masse m, die gegen die Erde gedampft und gefedert
ist. Mit der Federkonstanten k& und der Dampfung c lautet die Gleichung dann

E(t) + a12(t) + apz(t) = f(t), t>0, z(0) =xo , 2(0) = 2y,

S I

wobei die Koeffizienten gegeben durch a; = =, a9 =
Fiir die Laplace-Transformation X (s) := L[z|(s) und F(s) := L[f](s) gilt damit

F(s) = Ll[i+ a2+ apz)(s)
= 5°X(s) — S@—@—FalSX(S) — a1$\(9)+aox(5)

=x0 =x =x0

= (s*+a1s+ag)X)s) — x5 — 11 — a7,

also folgende algrebraische Gleichung

1
s? + ais + ag '
—_——
=:G(s)

X(s) = [F(s) + 21+ (a1 + 5)]

Die Funktion G heifit wiederum ,, Transferfunktion“ des ,linearen Systems®“. Damit haben
wir eine explizite Formel fiir die Laplace-Transformierte der gesuchten Losung x(t).

Zur Losung der urspriinglichen Differentialgleichung brauchen wir jetzt noch eine Umkehr-
formel. 0

Ohne Beweis geben wir folgenden Satz an. Den Beweis findet man in vielen Biichern iiber
Hohere Analysis oder Ingenieurmathematik.

42



Satz 3.5.12 (Umkehrformel) FEs sei f : [0,00) — C differenzierbar fir x € [0,00) mit
Konvergenzabszisse oy < 0o. Dann gilt fiir v > oy

ico flz), firxz>0,
o [ Eneenas =3 1), =,
~y—ico 0, fiir x < 0. ]

Bemerkung 3.5.13:

(a) Man berechnet die Umkehr—Transformation z.B. mit Hilfe des Residuensatzes, be-
sonders bei rationalen Funktionen.

(b) Sowohl fiir die Laplace-Transformation als auch fiir die Umkehr—Laplace-Transfor-
mation gibt es ausfiihrliche Tabellen, z.B. in [8].

O

Beispiel 3.5 (Fortsetzung)

Fiir den Spezialfall einer freien, periodisch angeregten Schwingung, d.h. es liegt keine
Dimpfung vor (und damit ¢ = 0, also a; = 0) und f(t) = sin(wt) lautet die Gleichung
und die Laplace—Transformation der rechten Seite

w

Z(t) + apx(t) = sin(wt), F(s) = Eari > 0.
Das fiihrt dann wie oben auf folgende Gleichung
w 1
X(S) = (m+SI0+JZ1) 32—|—a0
w S 1

= —|—"le

(5 +2)(s° + au) T

1
s% 4+ ag s% + ag

g

xo cos‘(,\/LH) xl\/% sin(v/aot)
waz (sinwt — wt cos wt) falls w = \/ag

Vo (sinwt — wsin v/agt

WA/ (ap — w?) falls w # /ag.

Fiir w = \/ag wdchst also die Amplitude, da dann

1

r1 +
x(t) = xg cos(wt) + L2 sin(wt) — t cos(wt) ,
w

dies ist der ,Resonanzfall“ (da hier keine Dimpfung vorliegt).
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Beispiel 3.5.14: [Wirmeleitungsgleichung]
Wir betrachten das Rand-Anfangswertproblem

Up = Ugy , reQ=(0,1), t>0,
u(z,0) = f(z), z€Q=(0,1), (3.20)
w(0,t) =a(t)  w(l,t)="0b(t), t>0.

Fiir die Laplace-Transformation bzgl. der Zeit t U(z, s) := Llu(z, -)](s) gilt also
Llu(z,)](s) = sU(x,s) —u(x,0) = sU(z,s) — f(s)
und (3.20) wird zu einem Randwertproblem einer gewohnlichen Differentialgleichung:
Upe —sU = —f, (x,s) € Q2 xC,
U(0,s) = Lla](s) =: A(s) , s€C, (3.21)
U(l,s) = L[b|(s) =: B(s), seC.
Im Fall f = 0 ist dies das bekannte Problem U,, = sU, also
Ulx,s) = A(s)Ui(z, s) + B(s)Us(z, s)

mit
~ sinh/s(1 — ) _ sinhy/sz
D= gm0 P = s
Nun benutzt man den Faltungssatz
L[f % g = L]f]L]g] (3.22)

t

mit der Faltung (f * g)(t) := [ f(7)g(t — 7) dr (Beweis: Ubung) und erhélt
0
)

u(z,t) = (a*xuy(z,))(t) + (b*ua(z,-))(t),
mit

o
uy(z,t) = 2 Z nrsin(nrz)e ™,

2

ug(z,t) = 22 1) ' sin(naz)e ™ "L,

(mittels Partialbruchreihenentwicklung von U;). Also ergibt sich z.B. fiir a = b = 1 folgende
Losung

A &sin(2k + D) —(2k+1)2n2
u(w,t) = — > —or g (e ). (3.23)

Wegen u(0,t = 0) = a(t =0 1,t = 0) = b(t = 0) = 1 ergeben sich zwei
Unstetigkeiten (beachte: u(z,0) =0V z € ), d.h. (3.23) gilt nur fiir Q, nicht auf 0Q! O



3.6 Das Superpositions—Prinzip

Oft kann man eine gegebene PDE (bzw. das dazugehorige Anfangs- bzw. Randwertpro-
blem) in Teilprobleme ,zerlegen“, die sich dann einfacher l6sen lassen. Das Superpositions-
(oder Uberlagerungs-)-Prinzip sagt dann, dass sich die Liosung eines linearen Problems
dann durch Linearkombination der Losungen der Teilprobleme ergibt. Bei Schwingungen
kann man sich das so vorstellen, dass sich Teil-Schwingungen zu einer Gesamt—Schwingung
iiberlagern.

Wir verdeutlichen dieses Prinzip hier wieder nur an einem Beispiel, weil das Prinzip damit
hinldnglich deutlich wird. Als Beispiel betrachten wir das Anfangs—Randwertproblem fiir
die Wérmeleitung in einem Stab Q = (0, 1), also

Uy = AUy + F(z,1) (inhomogene Kraft) (3.24)
u(z,0) = f(x) (inhomogene Anfangswerte) (3.25)
u(0,t) = g(t) , u(l,t) = h(t) (inhomogene Randwerte) (3.26)

Wir haben es hier also mit drei verschiedenen Inhomogenitéten zu tun, die wir nun sepa-
rieren wollen, um einfachere Probleme zu erhalten.
Die Losung von (3.24 - 3.26) kann man zusammensetzen ({iberlagern, superpositionieren)
aus den Losungen von 2 Teilwertproblemen
(A) Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randbedingungen
(F=0,9g=0, h=0)
(B) Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Anfangs- und Randbedingungen
(fZO, g=0, h:())

Mittels Homogenisierung (vgl Kapitel 3.2) behandelt man dann die inhomogenen Randbe-
dingungen. Wihle hierzu z.B.

w(e,t) = g(t) + 7 (h(t) = g(1)).

d.h. w erfiillt die Randbedingungen (3.26), und setzte u(z,t) := v(z,t) + w(x,t), wobei v
die Losung von

U = @Pvyy — H(x,t) mit H(z,t) = F(2,t) — (w(2,t) — a*wg,(z,1))

v(z,0) = f(z) —w(x,0) = f(x) (3.27)
v(0,t) =v(l,t) =0

ist. Nun sei v eine Losung von (A) mit f = f und v® eine Lésung von (B) mit F = H,
dann 16st v := vM + v@ offenbar (3.27), denn:

Vp — A%y = vgl) — aQUSE) —H}t(Q) —a2P =H

—— —
=0
=0

—N— _
v(x,0) = vO(z,0) + v (z,0) = f(x)
v(0,t) =v(l,t) =0 =|y=0D 1@ 1.
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Wie kommen nun zur Losung der beiden Teilprobleme.

(A) Homogene Differentialgleichungen mit homogenen Randbedingungen

Wir betrachten also
Uy = Uy, u(z,0) = f(z), w(0,t)=u(l,t)=0. (3.28)

Als Losungsansatz verwenden wir Trennung der Variablen u(z,t) = X(s)T'(t) und erhalten
XT = a?X"T und damit )
T1 X"
Ta> X'
also die beiden Gleichungen
1) X"+AX =0, X(0)=X()=0,
2) T+ a®XT = 0.

Diese beiden 18sen wir nun separat. Gleichung 1) hat die Grundlésungen Xj,(z) = sin (k7z),
k=1,2,... mit den Eigenwerten )\, = k27lr—22 >0, k=1,2,.... Die Grundlésungen von 2)
lauten

Tp(t) = e 9™ = ¢ Mt mit pyy, = ak:Tw'

= k
u(z,t) = E cpe Mt sin (%x) .
k=1

Wiederum entwickelt man f in eine Fourier—Sinus—Reihe und erhélt

u(e0) = 3 cesin (’“T%)

Also erhalten wir

k=1
= f(z)= gfk sin (kTﬂx) ,

also wiederum mit Koeffizienten—Vergleich

l
o= si=2 [ s@sin () ae
0

(B) Inhomogene Differentialgleichungen mit homogenen Anfangs- und Rand-
bedingungen

Nun haben wir folgendes Problem zu losen:
Uy = a* Uy + F(x,t) , u(x,0) =0, u(0,t) = u(l,t) = 0. (3.29)
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Wir wéhlen einen Ansatz mittels Sinus—Reihe, also

S isn (457)

Wir entwickeln F' in die Fourier-Sinus—Reihe bzgl. x, also

- l
= ;Fk(t) sin (kTﬂa:) mit Fy(t) = %O/F(g,t) sin (kTﬂ'f) dg.

Dies setzt man in (3.29) ein und fiihrt einen Koeffizientenvergleich durch:

u(t) = — (kTW§>Zuk(t) + Fy(t)

D (3.30)

ur(0) =0, wegen 0= u(z,0) = ’;uk(O) sin (2) fiir alle .

Gleichung (3.30) kénnen wir direkt 16sen

t

u(t) = / exp(—p(t — 7)) Fi(r) dr

0

Also zusammen: Die Funktion

u(e,t) = glt)+ T(h(t) = g(1)

et (52) 2 furo-wsonsn (S) as o

0

t l
& 2
+;Sin(k77rx)/exp —pi(t —7) 7/H§TSID(ZT§) d¢ dr
= 0 0

ist die Losung von (3.24 - 3.26).
Bemerkung 3.6.1:

(a) Selbst wenn f nicht glatt ist, ist u(-,¢) fiir alle ¢ > 0 beliebig oft differenzierbar.

!
(b) Die Anfangsdaten gehen iiber Off(g) sin (’%5) d& zu jedem Zeitpunkt t > 0 ein. Das

heifit, die Losung u(x,t) hiangt von allen Werten u(£,0) , € € (0,1) ab. Also haben
wir hier eine unendliche Ausbreitungs—Geschwindigkeit. In diesem Sinne ist (3.24) ein
,unphysikalisches Modell“.
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(c¢) Analog 16st man auch das Rand—Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung (z.B.
die schwingende Saite)

Ut = 52u:w ) ( ) ({L‘) ) ut(x 0) - g( )
€ (0,1) u(0,t) = u(l,t) =

(d) Die physikalisch kohdrente Modellierung von Wirmeleitprozessen ist immer noch
Gegenstand der Forschung z.B. in der ,realistischen erweiterten Thermodynamik®.
Meist resultieren nicht-lineare hyperbolische PDEs.

(e) Obige Bemerkungen gelten auch fiir die Black—Scholes-Gleichung, die sich mittels
einer geschickten Variablen—Transformation auf die Warmeleitungsgleichung trans-
formieren la83t.

OJ

3.7 Losung mit Hilfe der Green—Funktionen

Auch dies ist eine Standard-Loésungsmethode, die auf dem Konzept der Distributionen und
distributionellen Ableitungen beruht. Beides fithren wir zunéchst ein.

Definition 3.7.1 Sei (2 C R" offen.

(a) C°(2) ={f € C>®(Q): supp f CC kompakt}
ist der Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trdger.
Dieser Raum wird oft als Raum der Testfunktionen bezeichnet: D = D(Q)

(b) Eine Funktionenfolge (pn)nen C C5O(2) konvergiert gegen ¢ € D (in Zeichen v, —
o), falls

(i) Es ezistiert eine kompakte Menge K C Q, so dass supp (pn) , supp (¢) € K
fiir alle n € N.

(i) Fiir jeden Multiindez o € N gilt D*p,, — D% gleichmaf$ig auf K.
(c¢) Fine Distribution in § ist eine stetige lineare Abbildung

T:CP(Q) =R, o Ty,

Stetig heifst hier, dass aus py, 2, @ stets T[p,] — T[] folgt. Die Menge aller
Distributionen ist ein Vektorraum und wird oft mit D'(QY) (Dualraum, Menge aller
linearen Funktionale) bezeichnet.

Beispiel 3.7.2:
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Abbildung 3.8: Approximation der Dirac—0—Distribution.

(a) Sei f:R™ — R stetig, dann ist T¢[p] := [ f(z)p(z) dz , ¢ € C°(R™) eine Distribu-
Rn
tion.

(b) Sei a € R™, dann ist d,[p] = p(a) ist die sogenannte Dirac—0-Distribution.

Der folgende Satz gibt ein Approximationsresultat fiir die Dirac—d—Distribution.

Satz 3.7.3 Sei f € LY(R") mit [ f(z) dv =1. Fire >0 sei
Rn

=5 (%),

vgl. Abb. 3.8. Dann gilt fir alle ¢ € C§°(R")

e—0t

lim /fg(a:)gp(a:) de = ¢(0) , d.h. T} Z, do.
R”

(Dabei heifit T, LT in D falls T.le]l = Tlp] Ve € C§°.)

Beweis: Setze x = ¢y, dann gilt

[r@e@ e = 2 [ (%)o@ o
— [ tete) dy

Da ¢ € Cg°(R™) folgt, dass M := sup |¢(z)| < oo, also
TER™

|fW)eey)| < M|f(y)| Ve>0VyeR"
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und
lim f (y)e(ey) = f(y)w(0).

£

Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt dann

e—0t

lim / Fw)o(ey) dy = / F()2(0) dy = (0),

und der Satz ist bewiesen. [J
Betrachte nun einen linearen Differentialoperator L
Liu] := augy + bug, + cuyy + du, + eu, + fu.

Zu L bestimmt man nun einen adjungierten Operator M definiert durch

vL[u] — uM[v] = a%A + (%B = div (A, B)" (3.32)

mit Funktionen A und B. Man nennt L selbstadjungiert, falls M = L.
Beispiel 3.7.4:
(a) Wirmeleitungsgleichung: w; — a®u,, = L[u]. Hier gilt M[v] := —v; — a*v,, , denn
vL[u] —uMp] = vuy — a* Uy + v, + Puv,,
- (uv)t - a2(u$v - uvm)a: )
also A =uv , B = u,v — uv,.

(b) Poisson: uy, + uy, = L[u] = M|u], denn

vLu] —uLv] = VUgy + Viyy — UWge — ULy,

= (Up¥ — V), + (uyv — uvy)y ,
also A = u,v — uvy, B = uyv — uv,,.
U

Wie kann man nun den adjungierten Operator zur Losung einer PDE verwenden? Man
integriert zunéchst (3.32):

//UL[U] de dy = //UM[U] dx dy+// div (A, B)" dx dy

Q

= //uM[v] dmdy—l—/Ady—Bda:.
Q

o
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Sei nun das RWP
Liu] = g(x,y) + RBen (3.33)
gegeben. Bestimme dann fiir jedes (£,7) € Q die Losung G(x, y; €, 1) des ,einfachen RWPs
Mv] =6(x — &,y —n) + RBen an v. (3.34)

Die Funktion G(-,-;-,-) heiit Green—Funktion des RWP (3.33). Setze v = G in obige
Gleichung ein

// x,&y,m) gz, y) de dy = // u(z,y)d(x — &,y —n) dr dy+ bekannte Funktionen
[u] Mv]
=L[u v

(. J/

=u(&n)

also eine Losungsformel fiir u!
Die Arbeit liegt also hauptséchlich in der Berechnung der von €2 und L abhéngigen Green—
Funktion.

Beispiel 3.7.5: [Wirmeleitung im beidseitig unbegrenzten Stab] Betrachte

Uy — a*ug, = f(z,t), 0<t<T,2eR
u(z,0) = up(x).

Betrachte nun zunachst den endlichen Bereich
Q, :=10,T] X [—a,d] (x ~t,y~x)

und erhalte

/ / (wLu] — uM[o] dz dt — — / () da + a(ugv — uvy) dt

Qu 0%
= —/u(:v,O)v(x,O) dx—i—/u(x,T)v(x,T) dx
T
az/um x,t)v —u(z, t)v,(z,t)]s__, dt.
0

N J/

a—o00
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Unter der zusétzlichen Annahme, dass u und v fiir # — 400 schnell abklingen, folgt

T oo T oo
//UL | dx dt = //uM[v] dx dt
0 —oo 0 —oo
- /( U(SE,O) 'U(.CE,O) - U(I,T) U(I,T) d337
o T‘ VT
bekannt unbekannt
= Up (m) = verwende
RB v(z,T) =0,
also erhalten wir
Ml =6z —&t—71), v(z,T)=0. (3.35)
Die Losung von (3.35) kann man z.B. mittels Fourier—Transformation bzgl. z bestimmen.
Mit der Heaviside-Funktion h(t) = 0,8 <0
1,t >0
lautet diese " ) ey
T—1 T —
Gz, ;7)== —F————=F—exp |~ —
@ 547) dra®(T —t) P [ 4(12(7'—15)}

(Ubung). Damit folgt die Losungsformel:
u(€,t) = / / Gf dx dt + / G(z,0; &, t)ug(x) dz

7 ﬁ} i di

/ém { 4a2(1 — 1)

L (z = &)
T | 0 ||

3.8 MAPLE

MAPLE bietet eine Reihe von Moglichkeiten zur (analytischen) Losung von PDEs. Einige
dieser Moglichkeiten werden im Folgenden aufgezeigt. Diese sind auch auf der Webpage
der Vorlesung als MAPLE-Worksheet Kapitel 3.mws zu finden.
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> restart:
> with(PDEtools):

Laplace-Gleichung in 2D in kartesischen Koordinaten
> LAPLACE := diff(u(x,y),x,x) + diff(u(x,y),y,y) = 0;
> ans := pdsolve(LAPLACE); # hier sind _F1 und _F2 beliebig!
> pdetest(ans,LAPLACE);

LAPLACE := (88—22 u(z, y)) + (L5 u(z, y)) =0

Tz Oy?
ans :==u(z, y) = Fl(y+z1)+ F2(y —z 1)
0
> _F1 := z -> cl/Pi*argument ((-I)*z);
> _F2 := z -> c2-c2/Pi*argument (conjugate(I*z));
Pl o=y cl argument(—1 z)
T
RO s en c2 argument((z 1))
T
> cl:=-1:
> c2:=1:

> evalc(ans);
2 arctan(—y, )

u(z, y) = +1
> with(plots): densityplot(-2/Pi*arctan(-y,x)+1,x=-3..3,y=0..3);
Beachte: Das ist genau die Losung aus Beispiel 2.3 (dem Potentialsprung).
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Das Ganze in Polarkoordinaten

LAPLACE_POLAR := Diff(r~2*diff(F(r,t,p),r),r)
+ 1/sin(t)*Diff (sin(t)*diff (F(r,t,p),t),t)

+ 1/sin(t) "2+diff (diff (F(r,t,p),p),p) =

ans := pdsolve(LAPLACE_POLAR);

VvV V.V V

LAPLACE _POLAR =

2 & (sin(t) (& F(r, t, p))) a :F(r, t,p)
(& (r* (&L F(r t,p)) + 2 ) 12 e

ans == (F(r, t, p) = F3(r) _FA(t) _F5(p)) &where [{% F5(p) = —_F5(p) _ca,

F3(r)-er 2 (4 F3(r))

i F3(r) = = —
L F4(t) = — F4(t) c1 + Z?IEZ);Q - COS(t)S(h‘?(t)F 1) }]

> #build(ans); # jetzt erhdlt man eine explizite (aber léngliche
> Losungsformel)

Also ist das Ganze auf drei gewohnliche Differentialgleichungen reduziert worden, die man
analog losen kann (siehe auch das Beispiel der Black-Scholes-Gleichung unten)

Nun die homogene lineare PDE erster Ordnung
> LINEAR_Ordnungl := diff(u(x,t),t) + axdiff(u(x,t),x) = 0;
> pdsolve(LINEAR_Ordnungl); # also genau die Charakteristik

LINEAR_Ordnungl := (2 u(z, t)) + a(Zu(z, t)) =0
ta—x
—)
> LINEAR_Ordnungl_variabel := diff(u(x,t),t) + x*diff(u(x,t),x) = 0;

> pdsolve(LINEAR_Ordnungl_variabel); # also wiederum genau die
> Charakteristik

LINEAR_Ordnung! _variabel := (& u(z, t)) + z (£ u(z, t)) =0
u(z, t) = _F3(t — In(z))

Die Burgers-Gleichung ist nicht-linear von erster Ordnung:
> BURGERS := diff(u(x,t),t) + u(x,t)*diff(u(x,t),x) =
> pdsolve (BURGERS) ;

BURGERS = (& u(z, t)) + u(z, t) (L u(z, t)) =0
u(z, t) = RootOf(F3(_.Z) Z —t_Z + x)
Nun die Black-Scholes-Gleichung

u(z, t) = _F3(
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> BLACK_SCHOLES := diff(V(S,t),t) + sigma~2/2*3"2xdiff(V(S,t),S,S) +
> (r-delta)*S*diff(V(S,t),S) -r*V(S,t) = 0;
> ans := pdsolve(BLACK_SCHOLES);

BLACK _SCHOLES =
1 :
(5 V(S 1) + 507 8% (552 V(S, 1) + (r = 6) S (55 V(S, 1)) =7 V(S, 1) = 0

ans == (V(S, t) = _F3(S5) _F4(t)) &where H% Fa(t) = —% FA(t) cn + 1 F4(1),

d2

as? F3(5) = 2452 o2 S

Jetzt bleiben also noch 2 gewohnliche Dgln iibrig, die man mit dsolve 16sen kann:
> P1 := diff(F1(S),S,S) - a/S*diff(F1(S),S) - b/S"2xF(8) = 0;
> ansl := dsolve(P1);

_ F3(5)-er 2(% F3(S)) (r —0) H

a(% F1(9)) _bF(S) 0
S S22
ansl :=F1(S) = /(b/S(_2_“) F(S)dS+ _C1)S8*dS + _C2
> P2 := diff(F2(t),t) + c*F2(t) = 0O;
> ans?2 := dsolve(P2);
P2 := (L F2(t)) + cF2(t) =0
ans2 = F2(t) = _C1 e~
Die Wellengleichung. Die Formel von d’Alembert kann man bei etwas gutem Willen daraus
erkennen, wenn man _F3 := (f+G)/2 und _F4 :=( {-G)/2 definiert, wobei G die Stamm-
funktion von g bezeichnet. Wiederum erkennt man die Charakteristiken (spéter...).
> WAVEEQ := diff(u(t,x),t,t) - diff(u(t,x),x,x) = 0;
> pdsolve(WAVEEQ) ;
WAVEEQ = (25 u(t, z)) — (25 u(t, ©)) = 0
u(t, x) = F3(z+1t)+ Fd(x —t)
Die Wirmeleitungsgleichung wird mittels Trennung der Variablen behandelt.

> HEATEQ := diff(u(t,x),t) - diff(u(t,x),x,x) = 0;
> pdsolve (HEATEQ) ;

HEATEQ := (2 u(t, z)) — (L u(t, z)) = 0
(u(t, z) = _F3(t) _F4(x)) &where [{% Fd(z) = _c; Fd(z), £ F3(t) = _c; F3(t)}]

P1 = (L F1(S)) -
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Kapitel 4

PDEs erster Ordnung und
Charakterisikentheorie

Wir haben bislang verschiedene PDEs gesehen. Einige Male haben wir Anfangsbedingun-
gen gestellt, manchmal Randbedingungen, ab und zu beides. Bislang ist keine Systematik
zu erkennen gewesen, wann man welche Art von Nebenbedingungen stellt. Ein wichti-
ges Hilfsmittel hierzu stellt die Charakterisikentheorie dar. Diese wird iibrigens auch als
Grundlage fiir einige numerische Losungsverfahren verwendet, vgl. z.B. [7].

Zunichst brauchen wir hierzu aber einige Ergebnisse iiber PDEs erster Ordnung, die wir
bislang ja eher vernachléssigt hatten.

4.1 Cauchy—Probleme

Unter einem Cauchy—Problem versteht man ein AWP auf ganz R. Wir betrachten zunéchst
folgende homogene PDE 1. Ordnung

u(z,t) + a(x,t) uy(x,t) = 0, xR, t>0 (4.1)
u(z,0) = ¢(x), zeR (4.2)

mit einer gegebenen (glatten) Funktion ¢. Der sogenannte variable Koeffizient a = a(z,t)
sei ebenfalls glatt.

Wir suchen nun sogenannte Charakteristiken, d.h. Kurven in R x R* entlang derer die
Losung z.B. (wenn moglich) konstant ist, vgl. Abb. 4.1.

Ansatz: Gegeben zg € R, betrachte folgende Differentialgleichung
d

—x
dt

z(0) = . (4.4)

() = @(t) =ale(t),t), t >0, (4.3)
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x(H)

X X
0

Abbildung 4.1: Charakteristik aus x.

X +at
0

Abbildung 4.2: Charakteristiken der konstanten Transportgleichung.

Betrachte nun u entlang der Kurve x(t) wie in Abb. 4.1 dargestellt

d d
%u(x(t), t) = uxax(t) + uy
(4.3)

=" wuga(x(t),t) + uy

W~

(4.1)

0,
also ist u entlang x(t) konstant und nimmt folgenden Wert an
u(z(t), 1) = u(z(0),0) = u(zo,0) = ¢(w0) Yt > 0.

Man kann also (4.1 - 4.2) durch die gewo6hnliche Differentialgleichung (4.3 - 4.4) 16sen.
Beispiel 4.1.1:

(a) Betrachte die konstante Transportgleichung
wtau, =0, z€R, 0>t, u(x,0)=¢x), xR

mit konstanten Koeffizienten a = const.
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Abbildung 4.3: Charakteristiken der linearen Transportgleichung.

Die Charakteristiken sind, wie in Abb. 4.2 dargestellt, Geraden, denn die Losung von
&(t) = a, (0) = xy fithrt auf x(t) = zo + at fiir ¢ > 0. Damit folgt

= u(z,t) = u(z(t),t) = ¢(zo)
= ¢(z(t) — at)
= ¢(x — at),

also
Uy = (—a)¢'(z — at), Uy = ¢/(ZE — at),

und somit u; + au, = 0.
(b) Die lineare Transport-Gleichung lautet
u+au, =0, xR, t >0, u(z,0) = ¢(x) , x € R.

Die fiihrt auf die Gleichung #(t) = x(t) , 2(0) = o, deren Losung offenbar x(t) = xqe
lautet. Damit gilt also g = xe™* dann und nur dann, wenn In(z) — ¢t = const gilt.
Daraus folgt u(x(t),t) = ¢(xg) = ¢(xe™), vgl. Abb. 4.3.

O

Interpretation: Die Anfangsdaten werden entlang der Charakteristiken transportiert.
Dies fithrt auf Transport—Vorgédnge (Konvektion). Dies wiederum gibt uns nun auch Auf-
schluss iiber die geeignete Wahl der Anfangsdaten!

Fiir das inhomogene Problem
ur + a(z, t)u, =b(z,t) , reR, ¢ >0, u(z,0) =¢0), xR

lost man wiederum



und erhélt analog %u(z(t),t) = b(x(t), t). Dies entspricht der Geschwindigkeit, die hier wie
eine duflere Kraft wirkt. Damit folgt

t

u(z(t),t) = ¢(xo) + /b(a:(T),T) dr.

0

Die Bestimmung der Losung eines AWP oder RAWP mittels Charakteristiken heifit auch
Charakteristiken—Methode.

Beispiel 4.1.2: Betrachte folgende Gleichung
u+u, =z, re€R, t>0, u(z,0) = ¢(0) , z € R.

Dies fiithrt wie oben auf xz(t) = zg +t (¢ = 2 —t) und damit

u(z(t),t) = ¢(xo) +

t
= Ga—1)+ (@)
0J
4.2 Autonome Systeme
Eine gewohliche Differentialgleichung der Form
(t) = v(x(t)) , x € Q CR", (4.5)

heiBt autonom, wenn v nicht explizit von t abhingt. Sei v ein C'-Vektorfeld v : QO — R™.
Zu jedem a € ) gibt es dann eine maximale Losung, die zur Zeit ¢ = ¢y durch a geht:
x(t) = ®(t,a). Die Spur dieser Bahn heifit auch Trajektorie oder Phasenbahn. Die Menge
aller Trajektorien heiffit auch Phasenportrait.

Die Durchlaufrichtung ist durch den Tangentenvektor & = v(x) bestimmt.

In 2D kann man die Trajektorien explizit angeben

()= (2)- (1) nencw
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Sei x = z(t) auf einem Intervall monoton (und damit umkehrbar). Dann gilt ¢t = ¢(z) und
damit ¢ = 27!, also insbesondere ¢ = 1. Mit y = y(¢(z)) =: y(z) folgt dann

d y )
Vo) = g 1@ =1 =520 fag) o
Die Differentialgleichung
9(z,y) — fla,y)y' =0 (4.7)

heiflit Phasen—Differentialgleichung von (4.6).

Beispiel 4.2.1: Die nichtlineare Schwingung: & = f(x, ). Transformation in ein System
erster Ordnung ergibt u = x , v = . Damit erhalten wir das System

U =0
'l'} = f<u7 v)?
also lautet die Phasen—Differentialgleichung
v'(ﬂc):M , v#£0.

v

Wir wollen nun Charakteristiken von (4.5) bestimmen.

Definition 4.2.2 Fine Funktion u : Q — R heiffit Charakteristik von (4.5), wenn u lings
jeder Liosungskurve konstant ist, d.h.

u(a) = u(op(t,a)) Vae

und alle t aus dem mazximalen Definitionsintervall.

Wir bestimmen die Charakteristiken nun zunéchst fiir den Spezialfall der sogenannten
Rumpf-Differentialgleichung

a1 () Uy, + ag(T) gy + ... + ap(z)u,, =0, (4.8)

in anderer Form a(z) - Vu(z) , a(r) = (a1(2), ..., a,(x))T. Die Kettenregel liefert
Sl (1) = 3, (o)1) = - Va(o),

also bestimme Kurven z(t) in  mit
T =a(z), (4.9)
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denn dann gilt ;
%u(x(t)) = i(t) - Vu(z(t)) = a(z(t)) Vu(z(t)) = 0.

Man nennt (4.9) charakteristisches Differentialgleichungs-System und dessen Losung sind
die Charakteristiken.

Beispiele (Fortsetzung der obigen Beispiele)

(a) Fiir die konstante Transportgleichung u; + au, = 0 folgt (x; =t , o =z, a(z) =
(1,a)T , o = (t,z)) und damit

i = a(x), d.h.(i)—(i),

alsot=1und & = a (s.0.)

(b) Bei der linearen Transport-Gleichung u; + a(x)u, = 0 erhalten wir £ = 1, @(t) =
a(xz(t)) (oben a(x) = z).

Beispiel 4.2.3: Fiir quasi-lineare Differentialgleichungen erster Ordnung in 2D der Form
a(x,y,u)ux + b(l?,y,U)Uy + C(.ﬁlﬁ,y,U) =0 (410)
geht man so vor. Die gesuchte Niveauflache sei implizit

f(x,y,u) = const.

angesetzt. Dann gilt
d

0 = %f(xayau(xvy)):fm"i_fuum
d
0 = @f($7yvu<x’y)):fy+fuuy7
also
u __ I u :—ﬁ.
’ fu Jfu

Einsetzen in (4.10) ergibt

a(z,y,u) fo +b(z,y,u) fy, — c(z,y,u) fu =0, (4.11)

oder in anderer Form

b NVf=0 f=f(z,y,u).
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Wie oben erhélt man das charakteristische Differentialgleichungs-System

& a(z,y, u)
(0 :A(.T,y,U) = b(xvyvu)
(L —C(:Ij‘, Y, U)
und die Losungen (hier also Kurven im R?) sind die Charakteristiken. 0J

Die Projektion in die (z,y)-Ebene nennt man Grundcharakteristiken (oft auch nur Cha-
rakteristiken).

Bislang haben wir ausschlieBlich lineare Gleichungen untersucht. Wir kommen nun zur
einfachsten, aber fiir viele Anwendungen wichtigen, nichtlinearen Gleichung.

Beispiel 4.2.4: [Die quasi-linare Transportgleichung (Burgers—Gleichung)]
Diese Gleichung lautet
u +uu, =0,

sie ist also quadratisch in w. Zunéchst ein paar Bemerkungen zur Herleitung dieser Glei-
chung. Es sei u(z,t) die Geschwindigkeit eines Teilchen in (z,t), wobei wiederum z die
Ortskoordinate und t die Zeit bezeichnet. Wenn keine Beschleunigung vorliegt, erhalten
wir

d
Z(t) = %u(:c(t),t) = UpT + Uy = ugu + u; = 0,

also
r=x,y=t, a(z,t,u)=u, bz, t,u)=1 z(x,t,u)=0

und damit & =, t = 1 und @ = 0, also

d d
al'(t) - U(CE(t),t) , au(x@)’t) —0

mit Losungen
u = const.

x(t) =tu(xz(t)) + const.

also x —ut = const. , u = const. Die allgemeine implizite Losung hat also die Form
F(u,z — ut) = const.

mit einer beliebigen C''-Funktion F, z.B.
u(z,t) = p(z —u(z, t)t)

(wenn man F' so wihlt, dass nach der ersten Variablen aufgelost werden kann).
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Abbildung 4.4: Verdiinnungswelle.

1
|a

Abbildung 4.5: Schock.

Der Spezialfall ¢(z) = ax.

Hier gilt also u(z,t) = az — atu(z,t) und damit u(z,t) = 157 = c Falls o > 0 gilt,
erhalten wir

c(l+at)=ar also|z=ct+ <

Der Gasstrom wird ,,verdiinnt* — ,, Verdinnungswelle* vgl. Abb. 4.4

Hingegen gilt im Falle a < 0 fiir ¢t = \EII also 1 + at = 0. Das bedeutet, dass Teilchen
mit unterschiedlicher Geschwindigkeit zum gleichen Zeitpunkt % aufeinander treffen. Es
entsteht ein ,, Schock“ (Implosion), vgl. Abb. 4.5 O

Bemerkung 4.2.5: Aus obigem folgt, dass eine PDE erster Ordnung in (x,t) genau dann
eindeutig 1osbar ist, wenn es genau eine Charakterisitk durch (x,t) gibt, auf der ein Wert
vorgegeben ist (Anfangsbedingung). O

Bemerkung 4.2.6: Fiir quasi-lineare Systeme erster Ordnung der Form

9 n—1 N o
— = B ——u; : ,=1,...,N
axnuz ;;au<f)axkuj +bi(f) , i peee AV
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mit f = (21,...,%,_1,U1,...,uy) und analytischen afj,bi gilt der Satz von Cauchy—

Kovalevskaja. Dieser sichert die lokale Existenz einer eindeutigen Losung fiir analytische
Anfangsbedingungen auf nicht charakteristischen Kurven.

Diese &uflerst starken Voraussetzungen der analytischen Daten konnen nicht abgeschwécht
werden, es gibt auch keine Unterscheidung fiir schlecht gestellte Probleme. Deshalb besitzt
der Satz kaum praktische Relevanz und wir verzichten hier auf den Beweis. Auf der anderen
Seite

o liefert der Satz historisch gesehen das erste allgemeine Existenz—Resultat,

e ist er eines der wenigen Resultate, das ohne Funkitionalanalysis bewiesen werden
kann, [5, pp. 46-61].

O
4.3 Gleichungen zweiter Ordnung
Betrachte lineare und quasi-lineare PDEs zweiter Ordnung in 2D der Form
Augy + 2Bugy + Cuyy = F, (4.12)

mit Funktionen A, B, C, F, die zunéchst nur von x und y abhéngen.

Es stellt sich die Frage, ob sich (4.12) eindeutig 16sen ldsst, wenn man Werte auf einer
Kurve im R? vergibt? Als Beispiele denken wir Anfangsbedingungen, Randbedingungen,
oder Anfangs—Randbedingungen. Wann muss man welche Bedingungen auf welcher Kurve
stellen?

Betrachte eine solche Kurve:

= {(z,y) € R*: {(,y) = (0,0)}
mit einer Funktion ¢ : R? — R2. Als Beispiel denke man z.B. an
51('7773/) =Tr—ay, a€R
€2<.’If,y) =T

Um nun Werte auf I' vergeben zu kénnen, betrachten wir I" als Achse eines krummlinigen
Koordinatensystems. Dies fiihrt also auf eine Kurvenschar: ¢ := {(z,y) € R? : {(z,y) = £}
und eine weitere Schar ,transversaler* Kurven

Ay = A{(z,y) € R? : n(z,y) = n}.

Also bilden die Paare (£,7) ein lokales Koordinatensystem, falls die Normalen (&, &,)” und

§x Mo

regulér ist, also
&y My ) g

(., my)T nicht parallel sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn (

genau dann, wenn

Eany — §yMz 7 0. (4.13)

64



Dies sei im Folgenden stets vorausgesetzt. Beachte: dies ist eine Bedingung an I', d.h. man
muss eine Funktion ¢ finden, so dass (4.13) erfiillt ist.
Um ,,zuléissige” Kurven I" zu bestimmen, driicken wir nun (4.12) in den neuen Koordinaten

(&,1n) aus.

Reduktion auf Normalform

Fiihre eine allgemeine Koordinatentransformationen ein

§=¢&(@y), n=mnlzy), UEn) =u,y)
Dann besagt die Kettenregel:
Uy = Ugla + Upnla , uy = Uy + Upny
und weiter
Uy = Uge&s + 2Uen€ane + Upyl;
Uyy = Ufifz + 2Uen&ymy + Urmni
Usy = Uge§aly + Unyany + Uey(Eany + 128y)

+ Terme niederer
Ordnung in £ und 7.

Damit ergibt sich nun
QU&:—{—QbUfn —l—CU}777 = f(f,?], U, Uf,Un), (414)
mit
a = AL +2B&E, +CE,
B B
b = Agx&y + B(fa:ny + ﬁxﬁy) + nyny =Al&+ Zgy Na + Zny (A # 0)>
c = Ani + 2Bn,ny, + 077;-

Sind nun U(0,7) , Ue(0,n) bekannt, schreibt man — falls U hinreichend glatt ist —

<a%>l U(0,m) ((%)l Ue(0,n)

vor (diese ergeben sich aus U(0,n) , Us(0,7n)). Dann folgt aus (4.14)

CLU&(O, 77) = f(O, 7, U(07 77)7 UE(Oa 77)7 Uﬂ(oa 77)) - 2bUE7I<07 77) - CUUU(Q 77)7

(. J/

-~

bekannt (auf I'g)

(13

also konnen wir Uge (0, 1)) berechnen, falls a # 0. In der Tat, man kann nun also ,, Randwerte
U(0,7),Ue(0,n) vergeben, d.h. auf I'y = {(z,y) € R*: {(x,y) = 0}.
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»Normalform* heifit auch, dass man (4.14) in ,unabhéngige* Gleichungen beziiglich £ und
n aufteilen kann, also (vgl. Formeln fiir a und c)

Az} +2Bz2,+ Cz) =0, (4.15)

dann bliebe nur der ,,gemischte Teil“ b.
Formal kann man (4.15) schreiben als

A B Zzx  Zay 1y 0
B C Zyz  Zyy 1)

AN

' WV
™ 021
=v@ T A

Ry

also wie eine Rumpf-Differentialgleichung. Mann nennt (4.15) daher charakteristische Dif-
ferentialgleichungen zu (4.12) und die Losungen Charakteristiken.
Offenbar hingt die Losbarkeit (z.B. fiir A # 0) von der Diskriminante

d:= AC — B? (4.16)
von (4.12) ab, denn

Mit Hilfe der Diskriminante kann man nun also verschiedene Typen von PDEs zweiter
Ordnung unterscheiden.

Definition 4.3.1 Die PDE (4.12) heifit
(a) parabolisch, falls d =0,
(b) hyperbolisch, falls d < 0,
(c) elliptisch, falls d > 0.

Bemerkung 4.3.2: Wir vergleichen dies nun mit Definition 1.4.1. Die Form von (4.12)

lautet in diesem Fall
=Buxy+Buyz

—
Aug, +  2Bugy, +Cuy —F =0,

~
Terme 2. Ordnung

also K(x) = F,, (2, u(z), ug, (), U, 2, (1)) = ( g g ) '

O.B.d.A. sei A > 0, ansonsten multipliziert man mit (—1). Dann gilt
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e K(z) ist positiv definit <= AC — B? > (0 <= elliptisch.

e K(x) hat einem positiven und einen negativen Eigenwert <= AC — B? < (0 <=

hyperbolisch.
e K(x) positiv semidefinit, aber nicht positiv definit <= AC — B? = 0 <=
parabolisch.
Also stimmen beide Definitionen tatséchlich iiberein. O

Bemerkung 4.3.3:

(a) Fur die Charakteristiken gilt a = 0, also kann man nur ,Randwerte” auf Kurven
vorgeben, die keine Charakteristiken sind!

(b) Bei parabolischen PDEs gibt es genau eine Charakteristik, man hat also ein RAWP,
wobei die Randwerte nicht entlang der Charakteristik vorgegeben werden diirfen!

(c) Bei hyperbolischen PDEs hat man zwei verschiedene Charakteristiken. Also tritt ein
Problem auf, falls die Charakteristiken sich schneiden oder auseinander laufen. Dann
tritt ein Schock oder eine Verdiinnungswelle auf.

(d) Bei elliptische PDE s gibt es keine Charakteristik, d.h. man hat eine reines Rand-
wertproblem.

(e) Eine Gleichung u; + Lu = f mit elliptischem L ist parabolisch.
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Kapitel 5
Maximum—Prinzipien

In Satz 2.2.12 haben wir ein Maximum—Prinzip fiir harmonische Funktionen bewiesen.
Maximum—Prinzipien sind ein wesentliches Hilfsmittel, um die Eindeutigkeit einer Losung
eines Randwertproblems zu zeigen. Daher wollen wir diese Prinzipien auf allgemeine Ge-
biete und Differentialoperatoren erweitern.

5.1 Das schwache Maximumprinzip
fiir elliptische Probleme

Wir betrachten Operatoren zweiter Ordnung der Form

Lu = E (1) =——— b; QCR” 1
' ij=1 27() axia%u ' i=1 ) a%u Teleu, zefic 7 5-1)

wobei a; j,b;,c € C°(Q), u € C*(Q) N C(Q).

Satz 5.1.1 Angenommen A(x) = (a;;(x))7;_, ist s.p.d. Vo € Q (d.h. L ist elliptisch) und
Lu >0 (bzw. Lu <0) in dem beschrinkten Gebiet Q C R"™. Falls c(x) =0 in Q, dann wird
das Mazimum (bzw. das Minimum) von u auf 02 angenommen.

Beweis: Falls Lu > 0 in €2, dann kann u sein Maximum nicht auf €2 annehmen: angenom-
men, dies sei in xg, dann gilt Vu(xy) = 0 sowie

Lu = tr(A(x)H (u; z)) + b(z) Vu(z) +c\(9u = A(x)H (u; x)

mit der Hesse—Matrix

H(u;z) = (aqf;xj u<x)) n

ij=1
Im Maximum gilt H(u;z9) < 0 (d.h., H(u;zo) ist negativ semi-definit). Daraus folgt
Lu(xg) < 0.
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Im allgemeinen Fall Lu > 0 betrachte die Funktionenschar u. := u + € exp(yz;) fiir e > 0
und z = (z1,...,2,)" € Q. Dann gilt

Lu. = Lu + e(y*a1; + vby) exp(y1)

und wihle v so groB, dass v2ay; + b > 0 auf  (dies ist moglich, da a;; > 0 und stetig
auf Q). Dann folgt

Lu. >0Ve >0 = maxuc(x) = maxu.(x)
zeQ) 2€dQ

und betrachte ¢ — 07. O

Bemerkung 5.1.2: Im Falle ¢ # 0 gilt der Satz i.A. nicht. Fiir den Fall Q = (—1,1)? C R?
erfiillt u(zy, z2) := sin(mz) sin(rzq) die Gleichung —Vu—27%u = 0 in 2, aber es gilt u = 0
auf 02 . O

Bemerkung 5.1.3: Der Eindeutigs—Beweis gilt auch unter schwécheren Voraussetzungen
an A(x): A(x) sei positiv semi-definit und es existiere ein £ € 2, £ # x € Q mit §a;;&; > 0.
Denn: definiere dann wu, := u + e exp(y§ - x)

= Lu. = Lu + 6(72&@@@ + VbTé) exp(7§) -

Dies wird spéter fiir parabolische Probleme von Bedeutung sein. O

Korollar 5.1.4 Es sei Q C R™ beschrinkt und ¢ < 0 in Q. Falls Lu > 0 (bzw. Lu < 0),
qgilt

< + bzw. mi > min u~
max u(zr) < max u (x) ( z. min u(z) > min u (x))
mit ut(z) = max(u,0) , u () = min(u,0).

Insbesondere, falls Lu = 0 in 2, dann gilt max lu(z)| = max lu(z)].
Te €

Beweis: Falls u < 0 auf ganz Q ist die Aussage trivial. O.B.d.A. sei also QT := QN {z €
Q:u(x) >0} # 0. Dann gilt —cu > 0 und damit

9%u ou

a.<— - —_—
K 8@813] zal’i

(.

=—cu>0 an QF.

~~

=Lu
Wende nun Satz 5.1.1 auf L und QF an und erhalte:

pu— p— p— +
max u(z) Q%U(x) maxu(z) = maxu”(z),

dau=0auf Q™ NQ. O

Korollar 5.1.5 ©QQ C R" sei beschrinkt und ¢ < 0. Falls Lu = Lv in Q und u = v auf 02,
dann folgt u = v in Q.
Falls Lu < Lv in Q und v > v auf 052, dann folgt u > v in Q. O
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5.2 Das starke Maximum—Prinzip fiir elliptische Pro-
bleme

Satz 5.1.1 sagt, das Maximum wird auf dem Rand angenommen. Es kénnen aber viele
Maxima (auch im Inneren) auftreten. Dies wollen wir nun néher untersuchen.

Bemerkung 5.2.1: Ist das Maximum negativ, ist Korollar 5.1.4 wertlos. Als Beispiel
betrachte Q = (—2,2)? und u(zy, o) = —(e” + e~ + €2 4+ ¢7*2). Das Maximum liegt in
(0,0) : u(0,0) = —4, aber auf 99 gilt u < e2 (e* ~ 7.39). O

Das starke Maximumprinzip schliefit dieses aus, falls u # const. Fiir den Beweis benétigen
wir zunéchst einige Vorbereitungen.

Lemma 5.2.2 (Hopf-Lemma) Angenommen,  liegt auf einer Seite von 09Q. (Q sei
zussammenhdngend), Lu > 0, xy € 02 mit u(xy) > u(z) Vo € Q und

o 00 ist C? in U.(xp)

e v ist differenzierbar in xg
Falls entweder

1) ¢=0, oder

2) ¢ <0 und u(xy) >0, oder

3) u(xg) =0

dann gilt Zu(zo) > 0 (dabei bezecihnet n die dufere Normale, d.h. n(zo) = e/ Y €KL

Beweis: Der Rand 01 ist lokal C?, also existiert eine Umgebung Br(y) C Q mit zy €
0Bgr(y). Fir x € Q, 0 <r = |r — y| < R definiere

v(x) = exp(—oer) — exp(—ozRQ), a >0, r? = Z(% — %)2.
i=1

Dann gilt v > 0 in Br(y) und v = 0 auf dB(y; R). Weiterhin gilt Zv(z) = —2a(z—y)Te o
und damit

n

Lo(z) = Y a(2) [40 (@i — i) (z; — ;) — 206;] e

,j=1
n

+3 " bi(@)(—20) (@i — yi)e ™" + e(@)v(z)

i=1

= () [40%(z — )T A@)(x — y) — 20 Spur (A(x)) + 20b(z)" (z — ) — c(x)]
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Betrachte nun eine Kugel U,(z() und wéhle p so klein, dass
(z—y)"Az)(xz —y) >0 Va € U,(x)

(dies ist moglich wegen n(zo)T A(xo)n(zo) > 0, folgt aus Lu(xg) > 0). Definiere D :=
U,(xo) NUR(y) und wihle a > 0 so grofl, dass Lv > 0 in D. Setze

us(x) == u(x) —u(zo) +ev(x) , € >0,
und damit gilt fiir alle x € D:

Lu.(x) = Lu(x)— c(x)u(xg) + eLv(x)
= L(u+ev)(z) —c(x)u(zg) > —c(x)u(zg) >0
————

>0

nach Voraussetzung und wegen u.(z) < 0 auf 0DNOUR(y) (da hier v = 0 und u(xg) > u(x)
nach Voraussetzung).

Wihle nun € > 0 so klein, dass u.(z) < 0 auch auf 0D N OU,(zo) (dies ist moglich, da
0D N oU,(xy) kompakt und u(xg) > u(z)). Daraus folgt, dass u. < 0 auf 9D und Lu, > 0
in D.

Nun sei ¢ <0 (Fille 1,2)
Das schwache Maximumprinzip (Korollar 5.1.5) besagt, dass u. < 0 auf D und wegen
ue(zo) = 0 folgt

= —2a(xy — y) n(xy)e w0l
= —2aqRe R < 0,

also folgt

9] 0
a—nu(:cg) > —5a—nv(:€0) > 0.

Fall 3: u(zg) = 0:

Nach Voraussetzung gilt 0 = u(xg) > u(x) Vo € Q (also ist u negativ). Mit d(z) :=

max{c(x),0} > 0 folgt dann (L — d)u = Lu —d(z)u > Lu > 0 nach Voraussetzung und
———

>0

n 2 n 2

(L—d)u= Z aij(x)mu + sz(x)aaxlu +(c—d)u

1,j=1

i= <0

und u(zo) = 0, womit die Aussage auf Fall 2 reduziert ist. [
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Satz 5.2.3 (Starkes Maximumprinzip) Sei Lu > 0 (bzw. Lu < 0) in Q (nicht unbe-
dingt beschrdnkt) und u Z const.

(a) Falls ¢ =0, dann nimmt u sein Mazimum (Minimum) nicht im Inneren an.

(b) Falls ¢ <0, dann kann u kein nicht-negatives Mazimum ( nicht-negatives Minimum,)
im Inneren annehmen.

(c) Kein inneres Extremum kann 0 sein.

Beweis: Angenommen, es gebe ein x € ) mit M := max u(y) = u(x). Da u # const. folgt
=

QO =0n{u<M}={zeQ: ulx) <M} #0D.

Setze QM .= Q\ Q™ = QN {u= M} und Q" ist offen. Also ist QM nicht offen (da sonst 2
Vereinigung von zwei offenen Mengen Q~UQM wire und somit  nicht zusammenhiingend
wére).

Sei 7 € QM N 90—, dann existiert ein y € O~ nahe 7 mit

dist(y, QM) < dist(y, 0Q).

Sei r die grofite Zahl mit

B, (y) c Q7
(d.h. r := dist (y, Q) dann existiert g € 0B,.(y) mit u(zg) = M = mag(u(y). Daraus
ye
folgt einerseits
Vu(zg) = 0.

Aus dem Lemma von Hopf folgt aber andererseits in B, (y), dass Vu(zg) = & (zo) # 0. O

Definition 5.2.4 Der Differentialoperator L aus (5.1) heifit

(a) gleichméBig elliptisch, wenn es ein o > 0 gibt mit

EPA(R)E> alé] VEER", 2€Q.

(b) schwach elliptisch, wenn £TA(z)€ > 0 fiir alle € € R™ | x € Q und es gibt ein & € R"

mit £ A(z)€ > 0 fiir alle z € Q.

Bemerkung 5.2.5:

(a) Wir haben obige Sétze fiir schwach elliptische Operatoren bewiesen, in der Literatur
findet man oft Formulierungen fiir gleichméfig elliptische Operatoren.

(b) Satz 5.2.3 gilt auch fiir unbeschriankte Gebiete (2, allerdings gilt dann i.A. das schwa-
che Maximumprinzip nicht.

O
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5.3 A-priori-Schranken

Mit Hilfe des Maximumprinzips erhélt man punktweise Abschétzungen fiir Losungen von
Lu = f in beschrinkten Gebieten. Hierzu definiere

|b(2)]
= ——>  [:=max :
g0 [€]2 & 20 A(z)
Satz 5.3.1 Sei 0 C R" beschrinkt und in einem Streifen der Breite d zwischen zwei
parallelen Ebenen enthalten. Falls ¢ < 0 und Lu = f, dann gilt

(5.2)

x
max |u(z)| < max |u(z)| +C max /(@)
z€Q T€00 ) 2eQ  A(x)

~~ - ~~ N————
=llulleo, 0 =llullos,00 =11/ Also,02

mit C' = exp((6+ 1)d) — 1.

Bemerkung: Dieser Satz sichert also die stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten.

Beweis: Wir zeigen, dass aus Lu > f stets maxu(x) < maxu® + C’rrlzag)(‘f/\_M folgt. Die
e €09 zcq @)

Aussage des Satzes folgt dann durch Anwendung auf v und —u.

Da A und (3 rotations-invariant sind (fiir eine Rotation @) gilt bekanntlich ||@Q|| = 1), kénnen
wir annehmen, dass 2 C {z € R": 0 < z; < d} gilt.

Mit Lo := L —cgilt fira>3+1

Lolexp(az;)] = (a’ai; + aby)exp(ax)
> (AP —a)8 )explax) > ANz) V.
—_—— ——
_ _ >1
=\z) _a_(a— ) =
>1 >1
Sei nun o
v(z) := maxu™ (%) + (exp(ad) — exp(az;)) max /@)l
7€09 N — 2 ze M)
= e

dann gilt v > w auf 9Q und v > 0 in €2. Damit gilt einerseits

L(v—u) = Lov+ _cv ,— Lu,,
<0 =f

sowie

Loo(e) = (max L) (Cslexptan) < Mo ma TS

< A)

andererseits und damit L(v —u) < 0. Nach Korollar 5.1.5 gilt v > u auf ganz {2 und daher
C = exp(ad) — 1, wenn man den Grenziibergang x; — 0+ betrachtet. O

Aus diesen Sétzen folgt (etwas technisch, daher verzichten wir hier auf den Beweis):
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Satz 5.3.2 Sei Q) C R” beschrinkt mit C*—~Rand. Dann besitzt das Problem
Au=0 i Q, u=g auf 0N

fiir jedes g € C(98) genau eine Losung u € C2(Q2) N C(£).
Beweis: [5, p. 111-117]. O

Bemerkung 5.3.3: Da Satz 5.3.1 auf dem schwachen Maximumprinzip beruht, gilt die
Aussage i.A. nicht fiir unbeschrinkte Gebiete €2, ebenso Satz 5.3.2. 0

5.4 Parabolische Operatoren
Wir betrachten nun Operatoren der Form
-0+ L,
wobei [ auf Q@ C R” elliptisch ist (mit Koeffizienten A(z,t), b(z,t), c(x,t)). Mit
Qr :=Q x(0,7T]
heifit
= (09 x [0,T]) U (2 x {0})

der parabolische Rand von Q.

Definition 5.4.1 Der Operator —0;+ L heifit gleichméfBig parabolisch in Qr, wenn es ein
a >0 gibt mat
A, e > alel VEeRY, (x,t) € Qr .

Satz 5.4.2 (Schwaches Maximumprinzip) Es sei ) C R" offen und beschrdankt, T > 0
und a;;, b, c € C°(Q), sowie u € C*(Qr) N C(Qg). Falls Ly = —0, + L glm. parabolisch ist
mit c(x) =0 und Lyu > 0 (bzw. Lyu < 0), dann wird das Mazimum (Minimum) von u auf
Y. angenommen.

Beweis: Aufgrund des schwachen Maximumprinzipes (Satz 5.1.1) fiir —0,+ L auf Qx (0, 7)),
wissen wir, dass das Maximum auf 0€)r angenommen wird.
Nun sei Lyu > 0, dann kann das Maximum nicht auf Q x {7} angenommen werden: Sei
xo € Q x {T'} so, dass

u(zo,T) = max u(z,T).

(@, T)eQx{T}
Dann folgt
Z a;; (o) Z bi( a:o = tr(A(xo) H(u; x0)> + b(x) Vu(zg) <0,
=1 8x 8£(Jj i1 \;o-ljfo—/ \_,0_/
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und damit 0 < (=0; + L)u(zo, T) = —0u(xo, T) + Lu(xo,t) < —0wu(xo,T). Daraus folgt
——

<0
Oru < 0, also kann das Maximum nicht auf ©Q x {T'} liegen.
Im allgemeinen Fall L; > 0 betrachte

us :=u+cecexp(—t) = Lu. = Lu+ecexp(—t) >0,

also nach obigem max wu.(z,t) = max u.(z,t) und die Behauptung folgt mit ¢ —
(z,7)eQr (z,T)eX
0+. U

Bemerkung 5.4.3: Offenbar zu Korollar 5.1.4 und Korollar 5.1.5 entsprechende Aussagen
ganz analog bewiesen werden. O

Satz 5.4.4 (Starkes Maximumprinzip) FEs sei Q offen und Ly = —0; + L gleichmdfig

parabolisch mit Lyu > 0 (Lyu < 0) sowie M = sup u(z,t) (M = inf wu(x,t)). Ange-
(z,t)EQT (z,t)eQr

nommen, es gebe einen Punkt (zo,ty) € Qp mit u(xg,to) = M, so dass eine der folgenden
FEigenschaften gilt

1) ¢ =0 und M beliebig

2) ¢c<0und M >0 (M <0)

3) M =0 und c beliebig.
Dann gilt u= M auf Q.

Fiir den Beweis benotigen wir drei Lemmata. Wir nehmen nun stets Lyu > 0 an (der
analoge Fall Lyu < 0 ergibt sich durch Ersetzung von u durch —u).

Lemma 5.4.5 Sei U C R eine Kugel mit U C Qp und seiu < M in U sowie u(xg,ty) =
M, (zo,to) € OU. Dann u(zo,to) = max_u(zg,t) oder u(xg,to) = min_u(xg,t).

(zo,t) €U (zo,t) €U
Beweis: Folgt aus dem Hopf-Lemma 5.2.2 fiir L; auf U: Gébe es ein (z*,t*) € OU mit
u(z*,t*) > M, dann wiirde im Maximum % u(zg,*) = 0 gelten. Lemma 5.2.2 besagt aber
Lu(zg, t) > 0. O
Lemma 5.4.6 Angenommen, es gelte u(xo,to) < M mit zg € Q,tq € (0,T), dann gilt
u(z,to) < M fir alle v € Q.

Beweis: Angenommen 2 x {to} enthilt Punkte mit « = M. Dann existieren z1, x5 € Q
mit u(zy,ty) = M und u(za,t)) < M und das Geradenstiick g von (z1,%y) nach (z2,%o)
liegt in © x {to}. Durch Bewegen von x; sichert man u < M in ganz g aufler (z,%).

Sei § := min{ |z — xo|, dist (g,00r)}. Fir (z,tp) € g mit 0 < |z — 21| < § sei

d(z) = dist ((z,%9),2x (0, 7)N{u=M})=0<d(z) <|z— a1
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Nach Lemma 5.4.5 ist der néchste Punkt zu (x,¢p) in Q x (0,7) N {u = M} von der Form
(x,t), also entweder u(z,ty + d(z)) = M oder u(x,ty — d(x)) = M.

Sei n ein Einheitsvektor in Richtung g Dann gilt fiir || klein genug, dass d(x + en) wohl-
definiert ist und nach dem Satz von Phythagoras folgt d(z + en)? < €% + d(z)? (je nach
Verlauf von {u = M}). Daraus folgt

d(x +en) < /&2 +d(z)? (5.3)

und analog d(z) < \/e? + d(z + en)?, also

d(z +en) > +/d(z)? — 2. (5.4)

Wegen (5.3) und (5.4) gilt Zd(z+en)|.—o = 0 und daher ist d(z) konstant entlang gN{0 <
|z — 1] < 6}
Dies ist aber ein Widerspruch, denn d(x) # 0, aber d(z) sz 0. O

Und nun das letzte Lemma, das wir hier brauchen:

Lemma 5.4.7 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.4.4. Sei1 0 <ty <ty < T und es
gelte u < M in Q x (to,t1), dann gilt

u< M inQx{t} .
Beweis: Angenommen, es gelte u(x1,t;) = M fiir ein 1 € Q). Definiere
v(z,t) = e lemmlPati=t) _q

Dann gilt
Lov(x,t) = e lemmlP=olt=t)[q 4 4(x — )T A(x)(z — 1)
—2 spur A(z) — 207 (z)(x — x1) + c(z)]
—c(z).
Wihle o > 0 so grof, dass

Liv>0in Uy(zy,ty) N{t <t} =V
fiir ein hinreichend kleines p > 0. Betrachte nun das Paraboloid
P={(xt): |z —n)*<alt;—t)} und U :=V NP
Fir
us(x,t) == u(x,t) — M +ev(z,t)

————
<0

gilt u. < 0 auf JU fiir kleines ¢ > 0, da v = 0 auf 9P und v < M auf QU\OP nach
Voraussetzung.
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In den Fillen 1) und 2) folgt aus Satz 5.4.2 (schwaches Maximumprinzip), dass
u. <0in U .
und weiter (wegen u.(z1,%) =0 und u. <0 in U)

0 S 8tu€(x1,t1) = at'LL(iUl,tl) + 6(9,51)(331,751) .

<0

Daraus folgt einerseits 0yu(xy,t;) > 0. Andererseits gilt im Punkt (xy,t;) auch

0 < (=0, + L)yu= —0wu+ spur (AD*u) + b" Vu +cu

<0, da (z1,t1) Max. bzgl.

S —atu—l- cu S —0tu,
<0

also Qyu(x1,t1) < 0. Wie im Beweis des Hopf-Lemmas wird Fall 3 auf diesen Fall zuriick-
gefithrt. O

Nun haben wir alle Hilfssatze zusammen.

Beweis von Satz 5.4.4: Wegen Lemma 5.4.6 gilt fiir jedes ¢ > 0 entweder u(x,t) < M
fir alle z € Q oder u(z,t) = M fiir alle x € Q. Die Menge [ :={t € (0,T) : u(z,t) < M}
ist offen, also existieren abzéhlbar viele offene Intervalle I, = (ay, by) mit |J, Ix = I und
die Mengen [, sind paarweise disjunkt.

Nach Lemma 5.4.7 kann u(z, by) = M mit by < T nicht auftreten, also gilt I = (0,7") und
wiederum nach Lemma 5.4.7 folgt dann u(z,T) < M. O

Bemerkung 5.4.8: Aus dem Maximum—Prinzip folgt die Eindeutigkeit einer klassischen
Losung des parabolischen AWP:

—OLu = f in O
u(z,0) = wup(z), ze€N
u(x,t) = g(xat)7 r €00, tE<OaT)7

indem man Satz 5.4.4 auf die Differenzen u; — usg, us — u; zweier Losungen anwendet. [

5.5 Nichtlineare Probleme

In begrenztem Mafle gelten auch fiir einige nichtlineare Probleme Maximum-—Prinzipien.
Allgemein muss man bei nicht-linearen Problemen mit mehrdeutigen Losungen rechnen.
Deren Verhalten werden in der sogenannten ,, Verzweigungstheorie“untersucht. Daher mar-
kieren die Resultate in diesem Abschnitt so etwas wie die Grenze der Theorie.
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Wir betrachten nun eine allgemeine PDE der Form

F[u] := F(z,u, Du, D*u) = 0 (5.5)
mit F: S :=Q xR xR?x S(d,R) — R, wobei

S(d,R) :={AcR™ . A= AT},
Wir erinnern uns (5.5) heifit elliptisch (bei u), falls

0
( F(z,u, Du, sz)) positiv definit ist.
Ipij ;
Bemerkung: Die Monge-Ampere-Gleichung
Ugy 2y gy — uilm = f in )

ist in diesem Sinne elliptisch.

Satz 5.5.1 (Vergleichssatz) Es seien ug,u; € C2(2) N C°(Q) und es gelte
(1) F e CY9)
(i1) F ist elliptisch bei allen tuy + (1 —t)ug , 0 <t <1

(11i) Fiir jedes feste (x,q,p) ist F monoton fallend in u.

Gilt dann u; < ug auf 02 und Fluy] > Flug] in Q, so ist entweder u; < ug in Q oder
ug = uy in 2.

Beweis: Setze v :=u; —ug , up = tug + (1 —t)ug , 0 <t < 1, sowie

as(z) = / O (v, un(a), Dun(x), Dui(x) dt,

(2, us (), Duy(z), D*uy()) dt,

(beachte, dass aufgrund der Kettenregel die totale Ableitung %F (z,us(z), Dug(z), D*us(x))
nach ¢ integriert wird, dies fiihrt also auf einen Ausdruck durch Randterme (x)). Weiter
sei

Lv = Z i (T)Vpya, () + Z bi(x)vy, (z) + c(x)v(x),
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also gilt nach Voraussetzung Lv = Fu;] — Flug] > 0.
Wegen (ii) ist L elliptisch und wegen (iii) gilt ¢(z) < 0. Damit folgt die Behauptung aus
dem Maximumprinzip (Satz 5.2.3). O

Bemerkung 5.5.2: Fiir R? = {(z,y) : z,y € R} kann man Satz 5.5.1 auf die Minimal-
flaichengleichung
(1+ ui)um — 2UpUyUyy + (1 + ui)uyy =0 (5.6)

anwenden falls die Differenz uy — u; zweier Losungen von (5.6) im Inneren ein Extremum
besitzt, so ist
ug — up = const. in €.

g

Satz 5.5.3 (Maximumprinzip) Es sei u € C2(Q) N C(Q) und F € C*(S). Es gelte fiir
ein A > 0 die Elliptizitdtsbedingung

AJE? < Z

zgl

)&

fiir alle ¢ € RY, (z,u,q,p) € S und es gebe Konstanten i1, jiz, so dass

sign (u)
A

Gilt dann Flu] > u in Q, so ist

)%
F(.I',U,q,p) § Ml’q| + 72 .

2
<
Sup [u(z)] < maxfu(z)] + 5=

mit ¢ = c(diam (Q), p).

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 5.5.1 durch Reduktion auf ein lineares Problem, vgl.
[4, p. 46-48]. O
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Kapitel 6

Differenzenverfahren

Differenzenverfahren sind das einfachste Verfahren zur numerischen Losung von PDEs. Mit
Hilfe eines diskreten Maximumprinzipes liefern sie aber auch Existenz—Resultate.

6.1 Diskretisierung

Der Einfachheit halber sei Q C R? beschrinkt. Uber  legen wir ein Gitter der Gitterweite
h >0
Q= {(z,y) €Q:x=kh,y=1h mit klecZ}
oy, = {(x,y) €0Q:x=kh oder y=1I1h mit k,l €Z},

vel. Abb. 6.1.
Man bestimmt nun Naherungswerte uy(zy,) =~ u(zy) , 5 € Q4. Dies hat folgende Konse-
quenzen:

o Fiir jedes z; = (z;,y;) € Qp, erhélt man durch Auswertung von Lu = f an z; eine
Gleichung.

L—T T

a

Abbildung 6.1: Diskretisierung eines beliebigen Gebietes mit einem regelméfligen Gitter.
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o N=(X,y+hy)

W=(x-h yy) _
° ® Z=(xy) o O=(x+hq.y)

o S=(xy-h )

Abbildung 6.2: Fiinf-Punkte-Stern.

e Approximiere die Ableitungen durch Differenzenquotienten. Dies fithrt auf eine Dif-
ferenzengleichung der Form

2 2 2

N +— % uw+O(h), ueCH
ho(h0+hw)“° hohw 2 Ty (o + h) (B), v

Ugy =

wobei die Fehlerordnung aus dem Satz von Taylor folgt, vgl. Abb. 6.2.

Falls h = hg = hy = hy = hg dann gilt sogar u,, = %(uo — 2uz + uw) + O(h?) fiir
u € C*(Q) und damit
1
Au = ﬁ(uo + uw + uy + us — duz) + O(h?)
fiir u € C*(Q)

In einer abkiirzenden Matrixform kann man dies schreiben als

-1
1
2| 1 4 -1 »Fiunf-Punkte—Stern®.
-1

Eine Approximation héherer Ordnung liefert die

1 -1 —4 -1
»Mehrstellenformel® — | —4 20 —4
61 1 4

Beispiel 6.1.1: Fiir Q = (0,1)? und h = % mit N > 1 erhélt man folgende Diskretisie-
rung.

Zunéchst miissen wir uns iiber die Nummerierung der Gitterpunkte einigen. Typischerweise
wéhlt man die lexikogrophische Nummerierung, d.h.

2= (z5,y5) , k=G -1D(N—-1)+i z;=1th, y; =jh.
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Die Naherungswerte wj, = (up(2x))k=1,..(nv—1)2 sind dann gegeben durch

77777

Apup = fn

mit fr = (f(2k))k=1,..(N-1)2

B, C, 0 4 -1 0

) -1 . e
A, = B, B, . € RIN-12x(N-1)2 By, = L e
0 -1 4

o G B Oy = drag (~1),

Die Matrix Ay, ist eine ,, Block—Tridiagonalmatriz®. U

Algorithmus 6.1.2 (Differenzenverfahren fir —Au = f in Q u= g auf 0 )
1) Wihle eine Schrittweite h > 0, bestimme €y, , O€Y,.

2) n=#Q, , m:= #0Q,
Wihle eine Nummerierung (z.B. lexikographisch) fir Qy, von 1,...,n
und fir 0, vonn+1,... ., n+m.

3) Setze die Randwerte ein: up; == g(z;) , i=n+1,....,n+m

4) Fir jeden Punkt z; € Qy, approzimiere Lu(z;) = f(z;) durch
Z oy = f(2)
1€{Z,N,5,0,W}

(2.B.az=4ay=as=ay =ay=—1)
und bringe alle eventuell auftretenden Randterme auf die rechte Seite.

5) Lése das Gleichungssystem Apup, = fr und verwende z.B. die lineare Interpolation
von uy, als Naherung fir u.

Beispiel 6.1.3: Wir betrachten ein Dreieckgebiet wie in 6.3 und folgendes Problem:
Au=01in Q , u = g auf 0Q. Als Gitterweite wihlen wir h = 2 und erhalten damit

1 1 1 1
Uy — U = Uz =l + FERtE
2up — -up = Sus+ gUG + suz,
3 3 3 3
2us — lul = SUi0 + jug + Sus,
3 3 3 3
denn hozw = 1 ergibt den Faktor 2 und m = 113 = % , m = 213 = % O
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Abbildung 6.3: Diskretisierung eines Dreieckgebietes.

6.2 Diskretes Maximumprinzip

Beim 5-Punkte-Stern ist der Wert im Zentrum maximal. Dies ist ein Spezialfall der Theorie
der Differenzensterne.

Lemma 6.2.1 (Stern Lemma) Sei k > 1 und fiir Zahlen oy, p; , 0 < z < k gelte a; <0

firi=1,2,... k E a; >0 E a;p; < 0, und entweder py > 0 oder Z a; =0 .
=0 =0
Dann folgt aus pg > max p; dze Glezchhezt Po=pP1=...= Dk.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt

k k k
Z\O‘,i_,(pz‘ —po) = Z()éi(pi —po) = Zaipi—pozcyi <0
i=0

- N e’ — -
=1 5o < =0 =0
< —— ~——
>0 <0 20
= S~——

und damit a;(p; —po) =0, a; #0=py=p; Vi. O

Beachte: Die topologische Struktur von 2 kann durch die Diskretisierung verdndert wer-
den! Dies miissen wir zunéchst ausschliefen.

Definition 6.2.2 Q, heifit diskret zusammenhéngend, wenn zu jedem Paar (zy,yn) € 02
ein Streckenzug existiert, der entlang der Gitterlinien und ganz in §2 verlduft.

Satz 6.2.3 (Diskretes Maximum—Prinzip) Sei Q, ein Gitter auf Q und der Differen-
zenstern erfiille

(i) Alle Koeffizienten aufler az sind nicht positiv,

(ZZ) ay <0,

33



(iii) Die Summe aller Koeffizienten ist nicht negativ.

Falls uy, die Losung von Apup = fr, der elliptischen Gleichung Lu = f in Q mat f <0 ist,
dann gilt

max up; < max{ max uh,i,O} .

2 EQp ZjGBQh

Wenn das Mazimum im Inneren angenommen wird, die Koeffizienten ag, an, ag, oy ne-
gativ sind und )y, diskret zusammenhdngend ist, dann ist u, konstant.

Beweis:

1) Angenommen, das Maximum wird in z; € €, angenommen. Wende das Stern—Lemma
auf
Po = Unz ; P1 = Unp , P2 = Un,S;---
an (nur bzgl der a # 0). Dann stimmt u;; mit den Werten an den Nachbarpunkten
iberein.

2) ,,Marschieren zum Rand*
Betrachte alle Gitterpunkte in 02, U §2,, die auf derselben horizontalen Linie wie z;
liegen. Induktiv folgt aus 1), dass das Maximum an allen inneren Punkten auf dieser
Linie angenommen wird.

3) Wenn €, diskret zusammenhéngend ist, wéhlt man von jedem Punkt z; € €, einen
Streckenzug nach z;, geht wie in 2) vor und schlieBt wj, ; = up; = w = const. [0

Korollar 6.2.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.2.3 ist das lineare Gleichungssy-
stem Apup, = fr, eindeutig losbar.

Beweis: ,,Numerikbeweis*: Betrachte A,u; = 0, d.h. eine homogene PDE mit Nullrand-
bedingungen. Nach Satz 6.2.3 folgt u;, = 0 und damit besitzt Aju, = 0 nur die triviale
Losung. [

»Alternativ®: Zeige, dass A s.p.d. ist (z.B. mit dem Satz von Gerschgorin), woraus dann
die Behauptung folgt.

6.3 Konvergenztheorie

Fiir klassische Losungen erhélt man ,relativ® leicht eine Konvergenztheorie. Dazu brauchen
wir einige Begriffe.

Im Folgenden sei L;, die Differenzenapproximation von L und fiir u € C(2) sei Lyu die
Auswertung des Differenzenoperators auf §2y,.

Definition 6.3.1 (a) Ein Differenzenverfahren Ly, heifst konsistent mit der elliptischen
Gleichung Lu = f, wenn

Lu — Lyu =0 (Lu — Lyu = o(z)) fir alle uw € C*(Q) .
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(b) Ein Verfahren hat die Konsistenzordung m, wenn

Lu— Lyu = O(h™) auf Qu fir h— 0 fir alle uw€ C™(Q) .

Beispiel 6.3.2: Der allgemeine 5—Punkte-Stern hat die Ordnung 1, der symmetrische
(h = ho = hw = hg = hy) Ordnung 2. O

Definition 6.3.3 (a) Die Grifie ||7h|lcon = ||[Lu— Lpu||con heifit lokaler Fehler beziglich
der diskreten Maximumsnorm

[oloon = max [o(z0)

(b) Die Grofie ||nullco.n mit np(zn) = u(zn) — up(zn) heifst globaler Fehler.

Lemma 6.3.4 (Zusammenhang von lokalem und globalem Fehler)
Der globale Fehler ny, erfillt die Differenzengleichung

Lhnh = —Thp m Qh , Ny = 0 CLUf th .
Beweis: Aufgrund der Linearitéit von L; gilt

(Lamn)i = Lnu(zi) — Lpun(2)
= Lpup(z) — (Apup); = Lyup(z) — f(2)
= Lpu(z) — Lu(z) = —(r1):

und fiir z, € 09,
nn(zn) = u(zn) —up(zp) = 0. O

Bemerkung 6.3.5: Falls L, konsistent ist, folgt r, — 0 (b — 07), also konvergiert das
Verfahren nach Lemma 6.3.4, falls

LY < oo fiir h— 0.

Definition 6.3.6 Ein Differenzenverfahren heifst stabil, falls

LY <C<oo Yh>0.

Bemerkung 6.3.7:

(a) Stabilitdt bedeutet, dass kleine Stérungen der Eingabe nur kleine Stoérungen der
Ausgabe bewirken.
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(b) Offenbar gilt: Stabilitdt + Konsistenz = Konvergenz.
[

Satz 6.3.8 (Konvergenzsatz) Falls —Au = f in Q mit u € C*(Q) und die Ableitungen
Ugy, Uyy gleichmdafig stetig sind, gilt fir Lyw, = fr (Ly= 5-Punkte-Stern)

|un — ullooy — 0 fiir h—0.
Fiir den Beweis benotigen wir zunéchst einen Hilfssatz.

Lemma 6.3.9 Es gelte 2 C Ug(0) , Ug(0) := {(z,y) € R* : 22 + y*> < R?*} und v, sei
Lésung von

thh =1 Qh , Up = 0 auf th (61)

mit dem 5—Punkte—Stern L;. Dann gilt
1
0 < vp(xi, y:) < Z<R2 —xi =) V(wny) € (6.2)

Beweis: Betrachte W(z,y) = 1(R? — 2% — y?) , w; == W(z;, ;) W € Po. Nun gilt
Lw(x;,y;) = (Lpw); = 1 = Ly, und — da Q C Ugr(0) — W > 0 auf 09 , also
Lp(w —wvp) =0, w— v, > 0 auf 00

Mit dem Maximumprinzip (Satz 6.2.3) folgt w > v, auf 2 sowie aus Lyv, =1>0, v, =0
auf Q. 0O

Bemerkung 6.3.10: Wichtig in (6.2) ist, dass die Konstante  nicht von h abhéngt.

Der Satz lidsst sich auf andere L, L) verallgemeinern mit einer Konstanten, die von der
Elliptizitatskonstanten abhéngt. U

Beweis von Satz 6.3.8: Aus der Taylor—Restgliedformel folgt

1
ﬁ[‘lu(iﬂi; yi) —u(z; — h,y;) —u(x; + h,y;)

—U(!L'i, Yi + h) - U(% Yi — h)]
= —Um(&, yz') - Uyy(xiﬂh')

Lyu(z;,y;) =

mit einem Zwischenpunkt & € (z; — h,z; + h) , n; € (y; — h,y; + h). Der Grenziibergang

fir h — 0 liefert —Au(x;,y;) aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von w. Daher gilt

h—
| Ltilloo,n = max |(rh)-\ = max | Lyu(z;) — Lu(z) =90,

Nun 16st 7y, 1= Wegen Lemma 6.3.4 das Problem L7, = 1 in Q, 7, = 0 auf 02,

IIThH

, also nach Lemma 6. 3. 9 n(zi,y;) < $(R* — 22 — y?) und damit

2
h—0
1 lloc = Nrnlloc ll7nllocn < —=llalloen =0,
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und der Satz ist bewiesen. [

Bemerkung 6.3.11: Die Voraussetzung t,,, u,, gleichméfig stetig ist sehr stark und in
der Praxis oft nicht zu erfiillen. Als Beispiel betrachte Au = 0 in 2 = U;(0) mit Randwerten

— 1
u(cos @, sin p) = Z ) cos(ke).
k=2

Dieses Problem hat die Losung

k=2

aber .
Uge (2,0) = Z / 00

k=
fiir h — 0+. O
Bemerkung 6.3.12: Um Resultate iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Differen-
zenverfahren zu beweisen, braucht man oft sogar u € C*(Q) um |ju — wy|| = O(h?) zu
bekommen! O

6.4 Randbedingungen héherer Art

Wir haben bislang stets Probleme der Art

Lu = f in Q (6.3)
u = g auf 0Q (6.4)

betrachtet. Derartige RBen heiflen Dirichlet—Randbedingungen oder RBen 1. Art. Oft nennt
man (6.3, 6.4) auch Dirichlet—Problem.

Hat man keine Randwerte, sondern Werte fiir die Anderung einer GréBe am Rand (z.B.
Ausstrombedingungen) gegeben, sind diese durch

ou

=" Vu=V¥ auf T (6.5)

modelliert, wobei n(z) die &ulere Normale und ¥ eine gegebene Funktion ist. Die Gleichung
(6.5) heiBt dann Neumann-RB und (6.3, 6.5) Neumann—Problem.
Gemischte (oder Robin) RBend (auch RBen 3. Art) lauten

0
—u+0u—\If mit c € R0 #0 .
on
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Oftmals treten auch mehrere Typen von RBen auf: Lu = f in 2 mit

u=gin I'Pr, g“u = U in 'Vt wobei I := 90 = I'Pir y ['New,

Diskretisierung: In einem Randpunkt sei die Randbedingung
v-Vu+ou=V¥ auf T

zu diskretisieren, wobei v nicht tangential zu I ist.
e v =n, 0 =0 entspricht Neumann-Bedingungen,
e v=n, 0 # 0 = entspricht Robin—Bedingungen.

Betrachte nun folgende Gerade g: y — y* = 2(z — 2%) <= wni(z —2*) —(y —y*) = 0.

Der Schnittpunkt mit der ersten Gitterlinie sei P’. Verwende diesen Punkt, um durch

g—:‘l ~ % ein Approximation 1. Ordnung zu erkléren.
o P’ ey setzen u(P’) ein,

o P’ ¢, bilde eine lineare Interpolation von u(P;) und u(FP).

6.5 Parabolische Probleme

Als Beispiel betrachten wir das RAWP
Ut — Uy = f(x,t) in (0,1) x (0,7) = Qrp
u(z,0) =ug(x) z € (0,1) (6.6)
w(0,t) = uy(t) , u(l,t) = us(t),t € (0,T)

Verwende ein dquidistante Gitter in Ort und Zeit, d.h.

z;=1ih,i=0,...,N, h=+=Azx

P . T (2, t) € Qpy,
tj—jAt, j—O,...,M, At—M

Fiir g : Qp — R sei gF := g(x;,t*) definiert.
Wie bisher verwende eine Differenzenapproximation fiir die auftretenden Ableitungen:

o Upy(wy, t7) = H(ul_y — 2ul +uf ) = DD uf
mit (D u)(z )12% u(x +h) —u(x)) , (D~u)(x) = ;(u(z) — u(z - h))
o fF~ f(x;,t*) (naheliegend, aber nicht notwendig ist f* = f¥)
e fiir einen zunichst noch freien Parameter ¢ , 0 < o < 1, sei Ait(uifrl —uf) =
D*D*(Juf-CJrl + (1 —o)uf) + ff und u) = ug(z;) , ul = uy(tF) | uf = ug(th).
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Abbildung 6.4: 6-Punkte—-Schema

Man erhélt das 6-Punkte—Schema.
Wir betrachten jetzt folgende wichtige Spezialfille: (mit vy := %)
1) Explizites Verfahren: o = 0, fk fk

uf = (1= 29)uf +q(ul s +uby) + ALl

~~ direkte Berechnung von (uf*1); aus (u¥);

2) Rein implizites Verfahren: o = 1 fk i
(1+29)ui ™ = (u f:ll +uit)) > up + Atff
~ Losung des linearen Gleichungsystems Aju*t! = f* mit
14+2y —vy 0

o= 7T e RW-1x(M)
0 -y 142y
ut = (s = (AL
in jedem Zeitabschnitt (z.B. mit sparse Cholesky: O(N))

3) Crank-Nicholson—Verfahren (o = % | f¥ = f(x;) ,t* + at)

2 i

At
2(/7 + 1)U,f+l - 7( f:ll + uk+1> 2(1 - ’}/)U + /y( z+1 + uz 1) + 2Atf(x7,7tk + 7)

~» wiederum Gleichungssystem analog zu oben

Definition 6.5.1 Eine Funktion v : Q; — R liegt in der Klasse C*™(Qr), falls v(-,t) €
C*(0,1) fiir alle t € (0,T) und v(z,-) € C™(0,T) fiir alle x € (0,1) liegt.
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Abbildung 6.5: Abhéngigkeiten bei Differenzenverfahren.

Folgenden Satz, der eher der Numerik zuzurechnen ist, geben wir ohne Beweis an.

Satz 6.5.2 FEs gelte die Stabilitditsbedingung

(1- U)% <3 (6.7)

u € C¥(Qr) sowie fF = f(xs,t*), dann gilt

= O(h* + At) . (6.8)

max ‘u(xz, th) — uf
ik

Fiir das Crank—Nicholson—Verfahren gilt unter der Voraussetzung
At
n?
max lu(z;, t*) — uf| = O(h? + At?) fiir u € C*3(Qp). O

<1 (6.9)

Bemerkung 6.5.3:

(a) Fiir das rein-implizite Verfahren (o = 1) ist (6.7) stets erfiillt, fiir Crank-Nicholson
ist (6.7) gerade (6.9). Beides sind Restriktionen an die Wahl von Az und At.

(b) Ahnliche Aussagen gelten auch fiir allgemeinere parabolische Probleme.
(c) Verfahren hoherer Ordnung sind z.B. Runge-Kutta—Verfahren — Numerik II.

(d) Ob man explizit oder implizit diskretisieren muss hdngt von der sogenannten , Steif-
heit“ des Systems ab — Numerik II.

4
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Kapitel 7

Variationsformulierungen

Die klassische Formulierung einer PDE muss nicht immer sinnvoll sein.
Beispiel 7.0.1: Betrachte

—Au=0 in Q=(0,1)
u=2x> auf I =090

Aufgrund der Konvergenz des Differenzenverfahrens existiert eine eindeutige klassische
Losung u € C*(Q) N C(Q).

Diese kann aber nicht in C?(Q) liegen (erst recht nicht in C™*(Q) fiir m > 2): Aufgrund
der RBen gilt u,,(0,0) = 2 ,u,,(0,0) = 0, was im Widerspruch zur PDE wu,, + u,, = 0

steht (auf (£2)). O

Beispiel 7.0.2: Im sogenannten L-Gebiet (—%, %)2\ [O, %)2 16st die Funktion (in Polar-
koordinaten)

Wl

u(r, ) = r?/*sin ( (2 — 77))

das RWP
—Au=0in
u=r*3sin (3(2p — 7)) auf T

(u ist als Realteil von 2?3 harmonisch), die Randdaten sind glatt. Man sieht leicht, dass
die ersten Ableitungen fiir  — 0 unbeschrinkt sind, also u ¢ C*(Q)! O]

Um diese Beispiele sinnvoll in eine mathematische Theorie einbetten zu konnen, brauchen
wir einen neuen Losungsbegriff fiir partielle Differentialgleichungen. Hierzu miissen wir
aber zunéchst einen kleinen Ausflug in die Funktionalanalysis machen.

7.1 Sobolev—Riaume

Wir betrachten zunéchst Sobolev-Réume in Ly(2) , Q@ C R™ mit

(u, )0 = (U, V) Ly () = /u(x)v(x)d(x) , u,v € Lo(2) reellwertig
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und ||lu|lo := v/ (u, u)o. Wie iiblich ist Ls(2) dann Hilbert-Raum.

Definition 7.1.1 (a) Eine Funktonu € Ly(Q) besitzt in Lo($2) die (schwache) Ableitung
v=u, falls v € Ly(2) und

(¢, v)0 = /cb(ﬂc)v(x)d(ﬂc) = —/fﬁ'(I)U(x)d(x) =—(¢ u)p Vo e (). (7.1)

(b) Fiir einen Multiinder o = (v, ..., a,)T € N* | |al :== ay +...+a, besitzt u € Ly(9)
die (schwache) Ableitung v = 0%u, falls v € Lo(Q2) und

(¢,v)0 = (=1)*1(0°¢,u)g Vo € CF(Q) . (7.2)

Beispiel 7.1.2:

(a) Falls u € CY(QN Ly(2), dann ist die gewohnliche Ableitung identisch mit der schwa-
chen.

(b) Heaviside-Funktion
h(m)::{ 1, falls >0,

0, falls x <0
Es gilt h € H..(R), d.h. h € H'(D) VD C R kompakt mit ' = §, (Delta Distributi-

on), denn mit ® € C°(R) , supp ¢ = [—a,a] , a > 0, gilt

W0 = —(hé)o=— / ¢ (2)d(x) = $(0) = / o) (2)d(x) = (50, 6)

Natiirlich ist § keine Lo—Funktion. Dieses Beispiel deutet also bereits weitere Verall-
gemeinerungen auf u,v € Ly o an.

(¢) Hut—Funktion:
r+1, xze€[-1,0]
wz)=¢ 11—z, x€][0,1]
0, sonst,

vgl. Abb. 7.1. Es gilt offenbar ¢ € C§°(R) , supp ¢ = [—a,a] a > 0. Weiter gilt

(¢ u)y = /(x + 1)¢ (z)dx + /(1 —z)¢' (x)dx

- —/Ogb(x)dx+/l¢(x)dx = —(¢,u)

-1
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-1 1

Abbildung 7.1: Hutfunktion.

fiir
1, ze[-10]
u(r)=< -1, x€][0,1]
0, sonst

(d) Auch die Dirac—Delta—Distribution dy auf 2 C R mit 0 € € kann man formal dif-
ferenzieren, obwohl obige Definition in diesem Fall nicht wohl erklart ist. Es gilt
(¢',00)0 = ¢'(0) , d.h. 85(¢) = —¢'(0) sowie D*0y(¢) = (—1)l*$(0). Dies bedeutet,
dass dg beliebig oft schwach differenzierbar ist.

i

Bemerkung 7.1.3: Definition 7.1.1 iibertrigt sich analog auch auf andere Differential-
operatoren:

(i) v=divu: <= (¢,v)o = —(grad ¢,u)y Vo € C()
(il) u=grad p: <= (p,u)o = —(dive,p)o Vo € C*(Q)"
(iii) Fir den Laplace—Operator gilt:
b= Dut e (G0) = (6 Au)y
- 2 (e5m),
" /0 0
e 0}

= (Ve Vu) Ve Cx(Q).

Definition 7.1.4 Seim € N, m > 0.
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(a) Der Sobolev—Raum H™(2) ist definiert als
H™(Q) :={u € Ly() : 0% € Ly(2) V|a| < m}

(b) Fine Bilinearform ist definiert durch

(U, V) = Z (0%, 0%v)g

laj<m

sowre
1/2

fl o= [ D 07ull3
la|=m
eine Halbnorm und

1/2

lalln = V(w0 = | Y 0%ulls

o] <m.
eine Norm.

Satz 7.1.5 H™(Q) ist ein Hilbert—-Raum bzgl. (-,)m und | - |, ist eine Semi—Norm auf
H™(Q).

Beweis: Sei (uy)gen eine Cauchy—Folge in H™(Q2). Dann ist (0%ug)ken eine Cauchy—Folge
in Ly(Q) fir alle |a] < m. Also existiert der Grenzwert u® € Lo(Q2) mit 0%y — u® in
Lo (92) fiir alle |a| < m.

Sel
¢ € C5°(Q) = (0%up, @)o = (=1)!(ug, 0°¢)o ,
ik‘:»oo Uc:oo
(u®.9)o (=Dl u,020)g=(0%u,)g
also gilt u® = 0%u € Ly(Q2) = u € H™(Q).
Homogenitdt und Dreiecks—Ungleichung von | - |, folgen aus den Eigenschaften von || - ||,

aber |ul, =0 % u =0, wie man am Beispiel einer konstanten Funktion sehen kann. [

Bemerkung 7.1.6:

(a) Analog definiert man
1/p

lallmp =4 > 10%ullf, , 1<p <o,

laj<m

sowie ||t 00 := max [|[0%u||r., und ebenso | - |, ,, sowie
al<m

W™P(Q) = {u € L,(Q) : 0% € L,() V]a] < m}.
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(b) Fiir
H™P(Q) := clos),, ,({u € CF(Q) « [[ullmp < 00})

kann man zeigen, dass

H™P(Q) = W™P(Q)
fiir ,,verniinftige“Q2 C R™ gilt (vgl. [1, p. 52-53)).

(c¢) Der Buchstabe , H* wurde zu Ehren von David Hilbert gewéhlt.

(d) Offenbar ist W™? = H™

(e) H™P(Q) ist separabel fiir 1 < p < oo, reflexiv und glm. konvex fiir 1 < p < oc.

0

Satz 7.1.7 Sei Q C R" offen mit stickweise glattem Rand, m > 0. Dann ist C*°(2) N
H™(Q) dicht in H™(2).
Beweis: Funktionalanalysis, z.B. [1, p. 53-56]. O

Definition 7.1.8 Die Vervollstindigung von C§°(2) beziiglich der Norm || - ||, wird mit
Wy (Q) (HF () fiir p = 2) bezeichnet.

Bemerkung 7.1.9:
(a) Wy"P(Q) ist ein abgeschlossener Unterraum von H™P ().

(b) Es gelten folgende Einbettungen

Ly(Q) = H°(Q)D> HY Q) D H*(Q)D...
I U
HYQ) D HY(Q)D HEQ)D...

(c) Die Raume W™P(Q) p # 2, werden hauptséchlich fiir nichtlineare elliptische PDEs
benotigt.
]
Ein wichtiges Hilfsmittel ist der folgende Satz.

Satz 7.1.10 (Poincarré—Friedrichs—Ungleichung)
Sei 2 in einem n-dimensionalen Wiirfel der Kantenlinge s enthalten, dann gilt

lollo < sloly Vo € HI(9) .

Beweis: Da C5°(Q) C H}(Q) dicht, geniigt es, die Behauptung fiir v € C§°(Q2) zu zeigen.
0O.B.d.A. sei
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e QCW :={(z1,...,2,)7: 0 < w; < s}
o v(z)=0 Vre W\

Dann gilt

v(xy, ..., x,) = (OxQ,..., /81vtx2,..., n)dt

und mit Hilfe der Cauchnychwarz’schen Unglelchung gilt

Daraus folgt

/|vx1,..., |dx1<s/|81vtx2,...,xn)|2dt

und schliellich wird {iber die anderen Koordinaten integriert:

o]z = / (@) < / Byo(a)2d < sJof?,
w

w

woraus die Behauptung folgt. [
Bemerkung 7.1.11:

(a) Der Beweis zeigt, dass man Null-Randbedingungen nur auf einem Teil von I' = 02
benotigt.

(b) Auf Ableitungen angewandt ergibt sich

|0%v]lo < s|010%]p fiir o <m—1, ve H'(Q) (7.3)

Satz 7.1.12 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1.10 sind || - ||m und | - |, auf HJ*(Q
daquivalent, d.h.

[0l < [0l < (14 8)"|v]m Vo € Hg'(2) (7.4)
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Beweis: Die erste Ungleichung ist trivial. Wegen (7.3) gilt

loll7, = > 10%lig = loln + > 10%0ll;

lo|<m la|<m

< Bt D D~ (14 3 s

la|<m 0<|a|<m

= (149" |va|* . O

7.2 Einbettungssitze

Fiir klassische Funktionenriume gilt C*™1(Q2) C C*(Q). Bei Sobolev—Ré#umen haben wir
zwei Parameter. Die Frage stellt sich, unter welchen Voraussetzungen der eine Sobolev—
Raum in einem anderen enthalten ist.

Lemma 7.2.1 Fiir Q = (a,b) C R gilt H'(Q) C C(Q).
Beweis: Sei v € C*(Q) = fur |z —y| < 9§ gilt

y 1/2 1/

[12dt

T

y 2
Sl ®)Pdt] < Vol

T

fyv’(s)ds

T

[o(z) —v(y)| = <

Sei (vp)nen C HY(Q) NC>®(Q) eine Cauchy—Folge und sei € > 0 Dann gilt fiir n,m > N(¢)

2
—— 13
und 0 := ol |z —y| <0

IN

[Un () = U ()| + [V () — Vi ()]
<5+ Vool <<
~——

<2[|vllx

[on (@) = vm(y)]|

Also ist (v,)nen gleichgradig stetig (gleich-stetig). Nach dem Satz von Arzela—Ascoli gilt
dann v € C'(2). 0O

Also sind nach obigem Satz H'-Funktionen in 1D auch stetig. Dies ist schon in 2D falsch:

Beispiel 7.2.2: Sei D := {(z,y) € R* : 2? + y* < 1} und u(z,y) := loglog (%) in
Polarkoordinaten, d.h. r* = 2? + y2. Offenbar ist u nicht beschriinkt, aber in H'(D):

Ou L vy (1N 1
or  log(4r)2 r2 ) rlog(2/r)

or 1 1 7 COS (P

— = L .9 = = COs
8$ 2 xz + y2 T

or .

— = sin

dy 7
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Daraus folgt

ou _ uor _eong
or  Ordx rlog(2/r)
@ B sin ¢
oy rlog(2/r)
Wegen
Ox cospdr —rsinpdp cosy —rsing dr
dr = = . = .
dy sin dr + rcospdy sing  rcosp dy
=
gilt
/@Qdaz - // s det(.J) drd
Oz B r2log?(2/r) ~—~—~ 4
D 0 —r
1
= 7r/ T <
B rlog? 2/r log(2)
o
— 1
T log(2)
und analog fiir g—”;. O

Firn > 3istu(z) :=r"*, a < ”772, eine H'-Funktion mit einer Singularitit im Nullpunkt.

Fazit: H'-Funktionen koénnen Singularititen haben, die um so ausgeprigter sind, desto
grofler die Raumdimension ist.

Definition 7.2.3 Seien U,V zwei normierte Raume.

(a) Eine stetige lineare Abbildung L : U — V' heifit kompakt, wenn fir By (0) := {u €
U:||lu|l, <1} die Menge L(B(0) kompakt ist.

(b) Fir U C V sagt man, dass U in V kompakt eingebettet ist (U — V), falls die
Inklusion 5 : U — V' kompakt ist.

Bemerkung 7.2.4: Nach dem Satz von Arzeld—Ascali gilt C'(Q) — C(Q). O

Definition 7.2.5 (a) Q C R™ heifit Lipschitz—Gebiet, wenn zu jedem x € 0S) eine
Umgebung in 0N) existiert, die sich als Graph einer Lipschitz—Funktion darstellen
ldsst.
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Abbildung 7.2: DeVore-Diagramm zur Veranschaulichung von Sobolev—R&umen.

(b) Q C R™ erfillt die Kegelbedingung, wenn die Innenwinkel an allen Ecken positiv
sind, so dass man den Kegel mit positivem Scheitelwinkel so in €2 verschieben kann,
dass er die FEcken beriihrt.

Satz 7.2.6 (Rellich’scher Auswahlsatz)
Set m > 0 und Q C R™ ein Lipschitz—Gebiet, das der Kegelbedingung geniigt. Dann ist
H™N Q) — H™(Q) kompakt.

Beweis: [1, p. 143-148]. O

Satz 7.2.7 (Sobolev’scher Einbettungssatz)
Sei Q) C R™ beschrinkt, m >0, 1 <p < oo, 7 >0, dann gilt:
Falls ) der Kegelbedingung gentigt, dann gilt

np

WItmP(Q) s Wi Vp < q <
n—mp

und W™P(Q) — L,(Q) Vp<g<oo, mp=n
Beweis: [1, p. 97-113]. O

Beispiel 7.2.8: Fiir ¢ = 2 ergibt die Bedingung p < 2 < —-n —mp < 7P, also

— n—mp

<2l WmP(Q) — Ly(Q). O

1
p — n

Bemerkung 7.2.9: Man kann Sobolev—R&ume sehr schén graphisch veranschaulichen
im ,DeVore“—Diagramm, sieche auch Abb. 7.2. Die Bedingung aus obigem Beispiel wird
hier durch eine Gerade durch den Ursprung dargestellt. Diese Gerade nennt man auch die
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Finbettungslinie. Alle Raume, die oberhalb dieser Linie liegen, sind in Ly(€2) eingebettet.
O

Bemerkung 7.2.10: Mittels Interpolationstheorie kann man WP H™P auch fir m €
R \ N definieren, ebenso auch fiir p < 1. O

7.3 Variationsformulierung elliptischer RWP 2. Ord-
nung

Wir betrachten zunéchst das einfache Beispiel —Au = f in Q, u = 0 auf ' = 09Q. Fiir
v € C§(R) gilt dann

(—AU, SO)O = (VU, VQO)() = (fa 90)0 (75)
—alup)

dicht

Da C5°(Q) — H}(Q), lautet dann die schwache Formulierung
we Hy(Q):  a(u,v) = (f,v)0 YveE H Q). (7.6)
Offenbar ist a(-, ) fiir beschrinkte Gebiete 2 C R" s.p.d., denn:
e a(u,v) = a(v,u)

o a(u,u) = (Vu,Vu)y = ||[Vul]z = |u|? > allul|?, v € H}(Q) wegen Satz 7.1.10. Also
gilt a(u,u) > 0,u # 0 aufgrund der Poincaré-Friedrichs—Ungleichung.

Probleme wie (7.6) kann man ganz allgemein untersuchen in linearen Rdumen V' anstelle
von H}(Q). Die rechte Seite (f,v)o ist dann ein lineares Funktional [ : V' — R (hier

[(v) := (f,v)o € R).

Definition 7.3.1 Eine Bilinearform a : V x V. — R auf einem linearen Raum V heifst
positiv, falls
a(u,u) >0 YueV mit u#0.

Satz 7.3.2 (Charakterisierungssatz)
Set V' ein linearer Raum, a : V x V. — R eine symmetrische, positive Bilinearform und
[:V — R ein lineares Funktional. Dann gilt

u = arg min J(v), J(v) = %a(’u, v) —(v) (7.7)

veV

dann und nur dann, wenn
a(u,v) =1lv) YveV (7.8)

und die Losung u ist eindeulig.
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Beweis: Seien u,v € V und t € R, dann gilt
J(u+tv) = %a(u + tv,u + tv) — l(u + tv)
_ %a(u, w) + ta(u, v) + %tza(v, o) — () — t1(v)
= J(u)+ %tQOJ(U, v) + t(a(u,v) — U(v)), (7.9)

also fiir t =1: J(u+v) = J(u) + 3a(v,v) + (a(u,v) — 1(v)).

Gelte nun (7.8), dann folgt J(u + v) = J(u) + ja(u,v) > J(u), falls v # 0, also ist u
eindeutiges Minimum.
Gelte umgekehrt (7.7), dann gilt fiir alle v € V

0 = %J(u + 1)), = [ta(v,v) + a(u,v) = [(v)],,_, = a(u,v) — l(v),

womit alles bewiesen ist. [

Bemerkung 7.3.3: Aufgrund von Kapitel 3.2 (Homogenisierung) beschrénken wir uns
ausschlieBlich auf homogene Randbedingungen. OJ

Satz 7.3.4 (Minimaleigenschaft klassischer Lésungen)
Jede klassische Lisung des RWP

Lu = — Z 0i(a; ,Oku) +apu = [ in € (7.10)
ik=1

u = 0 auf 092 (7.11)
1st Losung des Variationsproblems

K(v) = /

1 & 1
[5 Z a; ;0;V0KV + §a0v2 — fv| de — Min! (7.12)
Q

ik=1

Bemerkung 7.3.5:
(a) (7.10) schreibt man oft als
f ==V -(A(x)" Vu(z)) + ao(z)u(z) = — div(A(x) grad u(z)) + ao(x)u(z)

mit A(z) = (a;;(x));; dem sog. variablen Koeffizienten, analog

J(v) = %(A(x)Vv, Vo) + %(ao(x — u,0)0— (f,0)0

(b) Die Aussage des Satzes ist auch als Dirichlet—Prinzip bekannt.
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Beweis von 7.3.4: Fiir v,w € C'(Q) gilt mit der Green’schen Formel

(v, Ow)y = —(Oyv,w)y + /v(m)w(s)ni(s)ds ,

90
wobei n = (nq,...,n,)T die duBere Normale ist. Mit w := a0,u folgt fiir v = 0 auf 9
(’U, 8Z(azk8ku))0 = —(aﬂ), aikaku)o . (713)
Fir

a(u,v) = (A(x)T Vu, Vu)o + (ap(x)u,v)o
Z(U) = (f? U)O

folgt dann mit Summation {iber ¢ und & aus (7.13)

a(u7 U) - l(”) = (A(Q:)T VU, VU)O + (ao(x)% U)O - (f> v)O
= (v, V- (A(2)" Vu))o + (v,a0(x)u)o — (v, f)o
= (v,Lu—f)o=0,
falls u eine klassische Losung ist. Mit Satz 7.3.2 folgt die Behauptung. [

Korollar 7.3.6 Gilt fiir eine Losung u von (7.12) u € C?(Q)NC (), dann ist u klassische
Lésung von (7.10), (7.11).

Beweis: Folgt aus dem Beweis von Satz 7.3.4. [J

Bemerkung 7.3.7: Wenn man (7.12) nur auf klassischen Funktionenrdumen betrachtet,
kann man die Existenz einer Losung i.A. nicht sichern wie auch die einfithrenden Beispiele
gezeigt haben. O

7.4 Der Existenzsatz

Definition 7.4.1 Sei H ein HR und a : H x H — R eine Bilinearform.

(a) Die Bilinearform a heifit stetig, wenn es eine Konstante C' > 0 (die sogenannte
Stetigkeitskonstante) gibt mit |a(u,v)| < C||lu|lg vz Vu,v € H.

(b) FEine symmetrische, stetige Bilinearform a heiffit V-elliptisch (koerziv) fir V C H,
wenn es eine Konstante a > 0 (Elliptizittskonstante) gibt mit a(u,v) > aljv||%
YveV.

Bemerkung 7.4.2: Jede H-elliptische (oder kurz elliptische) Bilinearform a induziert

eine Norm durch
[v]la == Va(v,u),
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die sogenannte Energienorm, die zu || - || fquivalent ist

Va|vllg < |vlle < VCv|lg Yve H . (7.14)

Definition 7.4.3 Sei X ein normierter Raum tiber R.

(a) Die Menge der linearen Abbildungen f : X — R wird mit X' bezeichnet und heifst
Dualraum von X (auch Raum der linearen Funktionale).

(b) Firxe X, 2’ € X' bezeichnet
(' x) :=2'(x) e R
das Dualitétsprodukt (oder auch duales Paar).
(¢) Fir f e X' heifst
f(z) {f, )

[ f || = sup == = sup
220 [7]lx  ax0 |z||x

die Operatornorm.

Bemerkung 7.4.4: (Einige Fakten aus der Funktionalanalysis)

(a) X' ist ein Banachraum unter || - || x.
(b) Ist X ein Hilbertraum, so ist X = X’ isometrisch isomorph.
(¢) Firz,ye X, 2,y € X' und o, 5 € R gilt
(az'+ Py x) = aa'(x) + By (z) = afd’,z) + By, )

(@' 0z + By) = '(ax+ Py) = a2’ (x) + B2'(y)
O{<x,7$> +B<$/7y> )

also ist (-,-) eine Bilinearform.

(d) Es gilt
(@', 2)| < [l'][x llzllx VzeX, a'eX

(Cauchy—Schwarz—Ungleichung)

(e) Eine Menge V heifit konvezr, wenn av + (1 — a)w € V fiir alle v,w € V und alle
a € [0,1] gilt.

(f) Ist H ein Hilbertraum, dann gilt (2',2) = (2/,2)y fir 2/;2 € H = H'. (Beispiel:
H = Ly(Q)).
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u(x)

9(x)
Abbildung 7.3: Hindernissproblem fiir eine Membran.

OJ

Satz 7.4.5 Sei Vein Banachraum, a : V xV — R eine stetige, V —elliptische Bilinearform
sowie f € V'. Dann hat die Variationsgleichung

a(u,v) = (f,v) YveV (7.15)
genau eine Losung u € V.

Beweis: Wegen (7.14) ist (V)] - ||o) ein Hilbertraum. Also gibt es nach dem Riesz’schen
Darstellungssatz (Funktionalanalysis) zu f € V' genau ein v € V mit (7.15). O

Folgerung 7.4.6 (A—priori—Abschétzung)
Die Lésung uw € V von (7.15) erfillt ||ully < | f]lv.

Beweis: Fiir v = w in (7.14) gilt

allulli < au,u) = (fu) < [Ifllv - flullx - O

Man kann Satz 7.4.5 fiir sogenannte Variationsungleichungen verallgemeinern. Diese
spielen eine wichtige Rolle z.B. in der Elasitizitétstheorie, Schwingungstheorie oder bei der
Bewertung amerikanischer und exotischer Optionen.

Beispiel 7.4.7: Betrachte das Hindernisproblem wie in Abb. 7.3 dargestellt. Gegeben sei
eine Membran die auf Q C R?, die durch eine Kraft der Flichendichte f ausgelenkt wird,
auf I' = 02 sei die Membran fixiert. Im Inneren von € sei die Auslenkung v = u(z) durch
eine gegebene Funktion g nach unten beschriankt (Hindernis).

Die gesuchte Auslenkung u ergibt sich als Losung von

—Au > f
u >g in Q ur=0. (7.16)
(Au+ f)(u—g) =0
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Dabei ist die Kontaktzone Dy := {x € Q : u(z) = g(x)} unbekannt, man hat hier ein freies
Randwertproblem.
Die Variationsformulierung von (7.16) lautet mit

K:={veH;:v>g fiiinQ}
ue K: alu,v—u) > (f,v—u)y Yve K mita(u,v) = (Vu, Vo).

Beachte: K ist kein Unterraum, jedoch eine konveze Teilmenge von Hj(L2)! H

Satz 7.4.8 Sei V' ein Banachraum und K C V' abgeschlossen und konvex sowie a : V X
V — R stetig und

a(v,v) > a|v|;, Yv eV (7.17)
(a muss nicht symmetrisch sein), f € V'. Dann hat die Variationsungleichung
a(u,v—u) > (f,v—u) YveK (7.18)

genau eine Losung u € K.
Fir f € V' und die dazugehorige Losung i € V von (7.18) gilt

Ju—illy < ~11f ~ Flle (7.19)
Beweis: Wir zeigen zunéchst (7.19), woraus die Eindeutigkeit folgt. Aus (7.18) folgt
a(u, it —u) > (f,a—u) und a(@,u—a)> (f,u—1ui)
und Addition der beiden
a(u—a,a—u) > (f - fu—1a),
also mit (7.17)
—a(u—u,u—u) <(f —f,a—u)

1f = Fllvlla = wllv,

0 < aflu—all,

IAINA

woraus (7.19) folgt.
Fiir den Existenzbeweis benotigen wir noch eine Verallgemeinerung des Dirichlet—Prinzips
aus Satz 7.3.4.
Satz 7.4.9 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.4.8 gilt, dass fiir
1

J(v) == éa(v,v) —(f,v)

und symmetrisches af(-,-)

J(’LL):Hg[I(lJ(U) <~ a(u,v—u) < (f,v—u) YvekK.
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Beweis: Das Funktional J(-) ist strikt konvex, also existiert hochstens ein Minimum.
,<=" Sei v € K beliebig und setze h := v — u, dann folgt
Jw)—Ju) = Ju+h)—J(u)

= () + gafu, )+ (alu, ) = (F, h)) ~J(u),
7 g’o

also J(u) < J(v).
»=" Da K konvex ist, gilt u + Ah € K fiir 0 < A < 1 und damit
0 < J(u+Ah)—J(u)
= Nafuu) + Ma(u,h) — () (h =0 ).

Daraus folgt a(u,v —u) > (f,v —u) — 2a(u,u) und mit dem Grenziibergang A\ — 0+

2
folgt die Behauptung. [

Beweis von Satz 7.4.8 (Fortsetzung):

Sei zunéchst a(+, -) symmetrisch. Zeige geméaf Satz 7.4.9, dass J auf K ein Minimum besitzt.

Fiir alle v € V gilt

1
Iw) = salw,0) = (Fo) = Sl = 1f vl

2

o 1 1 9

- (\/;Hv|lv—\/£ﬂf”v> IR
;,0 S

N

1
> ——|IfI?
=~ Sl

also ist J nach unten beschrankt. Sei nun d := in}f{ J(v) und (up)neny C K eine ,Minimal-
vE

folge®, d.h. es gilt
1
d<J(u,) <d+ —.
n
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Dann gilt

o[ty — umsz)

a(Up — Uy, Uy, — Uy,

Q(I(Umun) + 2a(um7um)
—4a (%a(un + Up), %a(un + Um)>
1
4 (éa(un,un) - <f> un>>
+4 (%a(umyum> - <f7 um))
1 Up + Uy, Uy + U, Up + U,
(e () - ()

4J () + 4T () — 8T (wTum )

t(a+2)+a(as 1) s
n m
()
4l =+=),

n m

also ist (u,), eine Cauchy—Folge. Da V ein Banachraum ist, gibt es ein u € V mit u,, — u
fiir m — oo und da K abgeschlossen ist, folgt u € K. Schlieflich, da das Funktional J

stetig ist, gilt J(u) = d.

Nun sei a unsymmetrisch, verwende ein Fortsetzungs—Argument (Homotopie).

Fiir ¢ € [0, 1] betrachte

mit

a¢(u,v) = ag(u,v) + th(u,v)

ap(u,v) = %(a(u,v)jta(v,u)) (symmetrisch),

b(u,v) = é(a(u, v) —a(v,u)) (antisymmetrisch: b(u,v) = —b(v,u)),

also a; = a und

e cinerseits

|ai(u, v)|

< L4 Dla(w,v)] + (1~ D)lalo,w)

IN

1
C5A+t+1=dlullvllvlv = Clullvvlv,

e und andererseits a;(u, u) = a(u,u) + 0 > a/ul|.
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Betrachte nun die Variationsungleichung
ar(u,v —u) > (g,v —u) Yve K (7.20)

fiir g € V'. Fiir t = 0 haben wir die Losbarkeit, da ay symmetrisch ist. Wir zeigen Folgendes:
Falls (7.20) fur 7 losbar ist, dann auch fiir alle

a
¢ [, —ﬁ. 7.21
€ |7, 7T+ °C ( )
Wir starten dann mit 7 =0, dann 7 = 7, &, S’—g, =55,
Sei nun t geméf (7.21) und betrachte fiir w € V
a-(u,v—u) > (g,v—u) — (t —7)b(w,v —u) = Fy,(v—u) (7.22)

welches nach Annahme l6sbar ist. Betrachte 7' : V' — K mit w — T'(w) = u (Losung von
(7.22). Also ist T ist Kontraktion, denn

1
HTw1 _Tw2HV < a”le_szHV’

1
= —|t—7| sup [b(w; — we,v)]
o llv]lv=1

IA

1
— |t = 7| Cllwr —wallv < Slwr —wallv
O —— 2

|o

<3

Q

Der Banach’sche Fixpunktsatz liefert nun die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts
uy von T'. Also gilt fiir alle v € K, dass (a,(ug, v —uy) > Fy, (v — uy)

ay(ug, v —uy) = ar(ug,v—ug) + (& — 7)b(ug, v —uy)
> Fu,(v—u)+ (t —7)b(us, v — up)
= <ga v — ut)7

woraus die Behauptung folgt. [

Satz 7.4.10 (Satz von Lax—Milgram) Sei V' ein Banachraum, a : V x V. — R stetig
mit (7.17) (nicht notwendig symmetrisch), dann hat die Variationsgleichung a(u,v) =
(f,v) Yo € V genau eine Lisung u € V.

Beweis: Wende Satz 7.4.8 auf K =V an.
= a(u,v —u) > (f,v —u) < a(u,v) > (f,v) YveV
(wende dies auf +v an) <= a(u,v) = (f,v) VYo e V. O

Bemerkung 7.4.11: Wie in Satz 7.3.4 (Dirichlet—Prinzip) kann man den Satz von Lax—
Milgram einfacher fiir PDEs der Form

Lu= -V - (A(x)Vu) +apu , A= A",
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beweisen, da diese auf symmetrische Bilinearformen a(-,-) fithren. Satz 7.4.10 gilt aber
auch fiir allgemeine Operatoren zweiter Ordnung der Form
Lu=—-V - (A(z)Vu)+ b(z) - Vu + c(z)u,
~ - —— ——

g

Diffusion Konvektion (Transport)  Reaktion

bei denen die zugehorige Bilinearform
a(u,v) = (A(z)Vu, Vo) + (b(x) - Vu,v)o + (c(z)u, v)o

im Allgemeinen nicht symmetrisch ist. O

7.5 Dualrdume von Sobolev—Riumen

Obige Sitze haben stets f € V' vorausgesetzt. Was ist also V' fiir V' = Hj(Q)? Wie iiblich
(vgl. Definition 7.4.3) verwendet man die Operatornorm.

Definition 7.5.1 Firm > 1 und f € Lo(S2) erkldrt
(f7 U)O

[fll=mo = sup "
vEH () HUHm,Q

eine Norm und

—m Tl l=m,
H (Q) = LQ(Q) ¢ = ClOSH.”_m,Q (LQ(Q))
wird mit (HY'(2)) identifiziert.

Es gibt also insbesondere eine duale Paarung
() s HT™M(Q) x Hy' () = R

bilinear und insbesondere (u,v) = (u,v)o, wenn speziell u € Ly(Q2), v € HJ* ().
Offenbar gilt

L.DHZ2Q)DH Q) D Ly(Q) DHF(Q) DHEQ) D ...
- S ullz < lull < lullo < flufly < Jlulls <.

Bemerkung 7.5.2: Man beachte, dass H~™(Q2) der Dualraum von H{*(§2), nicht von
H™(Q) ist. Dies liegt letztendlich an der Poincaré—Friedrichs—Ungleichung! U

Lemma 7.5.3 Sei a elliptisch auf HJ*(Y), dann gilt fir die Losung v € HJ'(Q2) von
a(u,v) = (f,v) Yve H'(Q)
mit f € Lo(QQ) die Abschitzung

1
lullme < =l fll-ma -
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Beweis: Nach Definition 7.5.1 gilt fiir u € Ly(Q2) , v € H*(2)

(U’7 U)O
[0]lm

(u, )0 = [[v]lm - < [lull=mllollm , (7.23)

eine verallgemeinerte Cauchy—Schwarz—Ungleichung und per Grenziibergang gilt dies auch
fir wu e H7™(Q), v € H™(Q2) und (u, v). Dann gilt fiir die Losung u

allully, < alw,uw) = (f,u) < | fll-mllwlm,
also die Behauptung. [

Bemerkung 7.5.4: Fiir zwei Hilbert-Radume v C U mit V' — U stetig und dicht, nennt
man V «— U < V' ein Gelfand—Triple. Wir kennen

H™(Q) — Ly() — (H™())',
HM () — Lo(2) — H™(92) .

Fiir p # 2 ist der duale Exponent p’ wie iiblich definiert durch (1 < p < 00)

1 1
—+==1
p p

und dann ergibt sich

(Wg") = w=m
g

Wir betrachten also zunéichst ausschlieSlich rechte Seiten f € Lo(2), damit wir die Dar-
stellung

<fav> = (f,'U)O, UEHS”(Q)

verwenden konnen.
Definition 7.5.5 (a) Die Form eines Differentialoperators 2. Ordnung
Lu = —div(A(z)"Vu) + b(z)" Vu(z) + c(z)u (7.24)
mit a;j, b;, ¢ € Loo(€2) Vi, j heifst Divergenzform. Die dazugehdrige Bilinearform lautet
a(u,v) = (Vu, A(x)Vv)o + (b7 (2)Vu(z),v)o + (c(z)u,v)o (7.25)
(diese ist symmetrisch, falls A = AT und b=0).
(b) Der Operator L in (7.24) heifst gleichméBig elliptisch, falls es ein o > 0 gibt mit

TA@)E> o€ VEER™, 2€Q.
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(c) Sei f € Ly(Q). Ein u € HYQ) heifit schwache Losung des RWP Lu = f in ,
u =0 auf 02, mit gleichmdfig elliptischem L, falls u Lésung der Variationsgleichung
a(u,v) = (f,v)o Yv € HL(Q) mit a aus (7.25) ist.

Lemma 7.5.6 Sei ) C R" offen, L gleichmdfsig elliptisch, dann ist a aus (7.25) beschrankt
(stetig).

Beweis: Sei

a* = ess Supxeg’lgi’j§n|ai‘j (x)], b* 1= ess sup,cq |b(z)].
Nach Voraussetzung gilt a*, b* < oo, also gilt fiir alle u,v € H'(Q)
|(Vu, A(z)Vo)o| + |(0 () Vu(a), v)o| + [ (c(x)u, v)o|
a*[(Vu, Vo)o| + b*| (17 Vu, v)olo + [lelloo - |(u, v)o]
a*[[Vullol[Vollo + [ Vullofv]lo + lleflcolllof|v]lo
(@ 46"+ lclloo) lullr[[v]]1,

|a(u, v)|

VAN VAN VAR VAN

also die Behauptung. [
Zunéchst erhalten wir:

Satz 7.5.7 Sei Q) C R™ offen und beschrinkt, L sei gleichmdf$ig elliptisch mit b = ¢ = 0
und f € Lo(2). Dann besitzt

Lu=f in Q, u=0 auf 09
genau eine schwache Losung u und es gilt ||ul|m < C - || f|lo-

Beweis: Es gilt

wegen Poincaré-Friedrichs, also folgt die Behauptung aus Lemma 7.5.6, Lax—Milgram und
Lemma 7.5.3. U

Nun zu allgemeineren Situationen fiir b und c.

Lemma 7.5.8 Sei Q C R” offen und L gleichmdfig elliptisch. Dann gibt es ein v* > 0

mat
*

av,v) = [ Vollf =70} Vo € Hi(9) .
Beweis: Mit b* wie im Beweis von Lemma 7.5.6 gilt
o|Vollg < (Vo, A(z) Vo),
a(v,v) — (b7 (z)Vv,v)e — (c(z)v,v)o
a(v,v) = | (b (2) Vv, v)o| = [(c(z)v, v)o]
a(v,v) + " (IVol, [o])o + el l]l5.

IAIA
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Nun gilt fiir alle ¢ > 0

(Vo = [ Vel do = [(VATol)) (Jeloto)] ) ds

Q Q
< [( farwre ) a< v ol
- 2 V2e I AR
Q ~ ~

1
S Vo2 +9ellol—v]?
2 2¢e
&\/—/ \v_/

>0 >0

o*

Wenden wir dies fiir € := 5 an, so folgt

(b°)”

200*

a*
[ Vollg = a(v,0) + - [IVullg+5 2 llello + lelloo ol
———— G

also ()2
a* *
ofw,0) 2 SVl (S5 + el )

(. J/
'

=:y*>0

was zu beweisen war. []
Daraus folgt nun ein allgemeines Existenz- und Eindeutigkeitsresultat:

Satz 7.5.9 Sei Q C R” offen und L gleichmdf$ig elliptisch. Dann gibt es ein ug > 0, so
dass das Problem

Lu+pu=f in Q, u=0 auf 09 (7.26)
fir jedes f € Lo(Q) und jedes pn > o eine eindeutig Losung besitzt.
Beweis: Sei a die Bilinearform aus (7.25) bzgl. L und
a,(u,v) = a(u,v) + p(u,v)o

die zu L + pl gehorende Bilinearform. Dann folgt aus Lemma 7.5.8
a* * 2
ap(u,v) 2 —[[Vullo + (1 =")vllo ,

also ist a, H{(Q)-elliptisch fir 1 > = := ~*. Die Behauptung folgt aus dem Satz von
Lax-Milgram. [J

Bemerkung 7.5.10:

(a) Fir b =0 ist v* = ||¢||oo, d.h. Satz 7.5.9 liefert £ + E fiir alle ¢(x) >0
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(b) Fiir b # 0 (d.h. man hat einen Transport- oder Konvektionsterm) muss offenbar der
Reaktionsterm stérker als
(b")?
2a*
sein. Insbesondere hat man es mit sogenannten konvektions-dominanten Problemen
zu tun, wenn obiger Term > 1 ist. Diese Probleme erfordern besonders abgestimmte
Methoden!

O

7.6 Regularititssitze

Wir hatten gesehen, dass jede klassische Losung auch eine schwache Losung ist. Fiir schwa-
che Losungen haben wir Existenz und Eindeutigkeit. Es stellt sich also die Frage, wann
diese glatter als nur H} sind?

Beispiel 7.6.1: Betrachte —Au = f in , u = 0 auf 0€2. Angenommen f € Ly(2), dann
gilt —Au € Ly(€2) und damit

8uld = [ (ule))(Bula))da
I / Au(z) f(x)dz < [|Aulo] fllo

Also folgt ||Aullo < ||f]lo- Andererseits gilt

n

/Au(m)2dx = Z/@fu@fu dx

9] ,7=1 e
n

= Z / 0;0;u 0;0;u dx (falls vertauschbar)
=14

n

= > [@du@)* d.

ij=1¢
also —uly = [|Aullo < || f]lo und somit v € H?! O
Leider geht es im Allgemeinen nicht ganz so einfach.

Satz 7.6.2 (Innere Regulariit) Sei Q,U offen und ¥ € Q  kompakt®, f € Lo(Q2). Der
Differentialoperator
Lu =~V - (A(2)"Vu) + b" (z)Vu + c(z)
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sei gleichmdfig elliptisch mit a;; € WH(Q), bic € Loo(Q), Vi, j. Dann gilt fiir die schwache
Lisung u € H)(QY) von Lu = f, dass u € H*(SY) VO € Q und
[ullz.0r < Ol fllo.0 + llullie)

mit C = C(Q,U, L, dist (,00))

Wir fithren eine Kurzschreibweise ein:
A < B, falls 3¢>0,c#c¢(A,B) mit A<cB.

Weiterhin benétigen wir einige Aussagen iiber Differenzenoperatoren

(u(x + heg) — u(x))

S

(D}u) () =
.. ,5nk>T.

mit dem k-ten Einheitsvektor e, = (01, -
Lemma 7.6.3 Sei v € W'P(Q), 1 < p < oo. Dann gilt fir alle Q' € Q und h <

dist(Q', 09), dass DI € L,(Q') und

I Dyl < 10kullz, @) -

Beweis: Fiir { € [0, h] definiere
Qe ={reQ:z=2"+¢e, 2" €V}

1) Fir 1 <p< oo, ueCy(2) NWH(Q) gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und

Integral-Rechnung

h
1
Diu(z) = E/aku(x—i—fek) d§
0
1
e=th /8ku(x + they,) dt. (7.27)
0
Daraus folgt
1
[ 1Dtu(z)|Pde < [ [ |Oku(x + they)Pdt dx
Q0

Q/

1
= [ | 10wu(@)Pdi dt < |||3ku”ip(g)
0 Q;h,k
Fiir u € WH?(Q) folgt die Behauptung mit Grenziibergang.
2) Fiir p = oo gilt (7.27) im distributionellen Sinn und man kann analog die Behauptung

zeigen. [
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Lemma 7.6.4 Seiu € L,(Q2) , 1 < p < oo und angenommen, es ezistiert ein C > 0, so
dass fir jedes Q' € Q , h < dist(Q',00) gilt

Diu e Ly() , ||Dpullp, oy < C,
dann ist Opu € L,y(Q) mit ||Okullz ) < C.
Beweis: Fiir ¢ € C5°(Q) gilt
(O, p)o = lim (Diu,@)o -

Die Menge {D!u : h > 0} ist (schwach) kompakt in L,(€?'), Q' € Q, also existiert ein
v € Ly(Q2) mit [|v||, @) < C und eine Folge (hy,)m, iy — 0 mit

lim [ pDimudr = [pvdz Ve CF(Q),
m—0o0 Q

Q

N

=(0ku,0)

also v = Jpu. [0

Lemma 7.6.5 Sei Q¥ € Q , h < dist(QY,09). Dann gilt fiir alle u € L,(2) , 1 < p < o0
und alle v € C'O(Q) suppv C &

"u,0)(z) = (x)Dkv( ) + Diu(z)v(z + hey) (7.28)
Diu(z)o( = — [ u(x)D; "v(x)dx (7.29)
[t [

Beweis: Ubung. [J

Beweis von Satz 7.6.2: Mit g(z) := b? (2)Vu(x) + c(z)u(z) — f(x) gilt
(Vu, A(2)Vv)o = (g,v)0 Yo € Hy(Q) (7.30)
Nun sei v € H}(Q) , suppv € Q und
|2h| < dist (supp v,09) .
Dann gilt D;"v € H}(Q) fiir alle k = 1,...,n, also nach (7.29)
(DIHAT (2)Vu), Vv)y = — (AT (2)Vu, D;"(Vv))o
= —(g, D)o (7.31)

und damit

(A" (z + hex) DY (Vu), Vo) =
= (DM A" (2)Vu) — VuDr AT (2), Vo),
~(g, Di"v)o — (DR(AT (2))Vu, Vo)o
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also

|AT (z + hey) DE(Vu), V)| <
< gl [Vollo + ClIVullo][ Voo
~—~
Sl + 1l
< lully + 1701V olo.

lglloll Dz vllo + | DEA™ (@)l [V ullo [ Vollo

(7.32)

Sei nun ' &€ 2, wéhle eine ,,cutoff“~Funktion { € C§°(€2) mit folgenden Eigenschaften:

1) (=1 auf &,
2) [V(| <2, d:=dist (,00),
3) ¢ <1 aufQ.
So eine Funktion heiffit auch ,, Weichmacher® — mollifier. Dann gilt fiir v

Testfunktion aufgrund der gleichméBigen Elliptizitat
/|§VDku ) |Pdr < /Q T A(x + hey)édx
——

£ERn

/(2 o)) Az + hep)(VDru(z))dr =: (%)

und weiter wegen Vo = 2(V{DPu + >V (D)
S

(x) = /(Vv — 20V(¢ D) Az + hey)(VDpu(x)) do
Q
< s+ 11£1lo) | Vol +20l Al (1VEDullo - 16V Diullo)
——

< |2V DR +2 [CV¢DEl, (<] < 1)

-

<IevDLl <IVCDRl

-2 / (CVCDMu)T A2 + hey)(VDMu(x)) do
Q

<2|All| [ (V¢D}u)" (Y Duds

< 2|| Al V¢ DRullo]ICV Diullg

C(e) [l + 1 fllo + [1DzuNV¢llo)* + €l ¢V Djulfg]
(a+b)3c+ acd < C(e)] (a+b+c) +ed

A

= (®D!u als

]

:gQ + 02+ +2ab + 2ac + 2bc +ed?

~~ ~~
>0 =2c(a+b)+2ab
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also haben wir gezeigt:

(o = c(e)e)lcVDRulls < Ce)(llull + [/ llo + 1 DkuVEllo)*.

Also fiir ¢ mit C(e)e =const. o mit ' & Q.

| Dl ey IcDfuVulon (=1 auf )

<
S Ml +1fllo+ [ DRuVEo
———

<IVuvdlio

<2vuly Sl

<l + [ o

Mit Lemma 7.6.4 folgt dann die Behauptung. [

Bemerkung 7.6.6: Satz 7.6.2 sagt aus, dass aus f € Ly(Q) = H°(Q) stets u € H*()
folgt, d.h. die Losung hat zwei Diffenzierbarkeitsordnungen mehr als die rechte Seite. Dies
gilt auch allgemein, man spricht von einem ,,shift in der Sobolev—Skala“. 0

Induktiv erhéalt man

Satz 7.6.7 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 7.6.2 gilt
aij,bi,c € WHL(Q) | fe H¥ Q) ,

dann gilt v € H*2(Q') mit

lullkrow S Nfllke+lulle. O

7.7 Spursitze
Frage: Was bedeutet ,,ujr = g fiir u € WH(Q)? I ist in Q eine Nullmenge!

Satz 7.7.1 Sei Q2 C R" ein beschrdnktes Lipschitz—Gebiet. Dann existiert ein linearer,
stetiger Operator T : WP (Q) — L,(T") mit

(i) Tu =, falls u € Wh(Q) N C(Q)
(i1) ||Tu||Lp(p) < CHUHWLP(Q) Vu € WHP(Q) mit ¢ = c(p, Q).

Beweis: (hier nur fiir p = 2 und n = 2).
Sei 'y C I' ein Randstiick mit (z,y) = (2, h(z)) V(z,y) € I'y mit einer Lipschitz-stetigen
Funktion A : [a,b] — R. Dann gilt

h(z)

u(z, h(x)) = /uy(a:,y)dy—l—u(x,r)

T
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mit 7 geméB h(zx) — f < 7 < h(z) fiir ein > 0 und

he) V2 1/2
) bla)| < ot )+ | [ iy | [ atay
h(z)—p h(z)—p
~VB
Verwende nun die Young-Ungleichung
1 1 1 1
xl/pyl/qg_x_i__y,x7y>o’p>17__'__:1’
p q p q

also fiir p = ¢ = 2 /2 /y < 2(z +y) (Beweis: Ubung) und erhalte:

(x+y)? =2+ 22y +1? < 2”4+ (2® + ) + 92 = 2(2* +9?) ,

also
h()
b)) <29 a4 5 [ iy
h(z)—B
Dies integrieren wir beziiglich 7 € [h(z) — Bh(z)):
h(z) h(z)
Blu(x, h(z))|* < 2 / |u(z, 7)|*dT + 3 / uzdy
h(z)—pB h(x)—3
und nun beziiglich x € [a, b|
b b h(x) b h(x)
5/ lu(z, h(z))?de < 2 / / \u(z, 7)*dr do + ﬁ2/ / uzdy
a a h(z)—B a h(z)—B
S lulia
Auf der anderen Seite gilt
b
e, = [l@h@)l  VIFRGE  do
< 7
a <K, da h Lipschitz-stetig

b

< K/W@ﬂ@m%

a

also mit obigem ||ull§r, < |lullfq.
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Definiere also T : u(z,y) — u(z, h(x)), die also zunichst nur fir u € C(Q) definiert
ist. Nach obigem gilt aber
[Tullor < llullie

also ist T stetig auf H'(Q) fortsetzbar.

Den Beweis fiir allgemeine n und p findet man z.B. in L. Evans, Partial Differential Equa-
tions, AMS 1998. [

Definition 7.7.2 Die durch Satz 7.7.1 wohldefinierte Abbildung T : WP(Q) — L,(T)
(manchmal auch ) heiffit Spur—Operator) (engl. trace) und Tu heifit die Spur von u auf
I'. Man schreibt oft kurz Tu = ur = yru.

Bemerkung 7.7.3: Aus u € W'?(Q) folgt yru = 0 (Beweis: Ubung) O

Satz 7.7.4 Fiir Q C R® mit C*-Rand T' gilt:

u € WP(Q) | yru=0

fir ein k > 1 } —ue WOLP(Q) '

Beweis: Evans, Adams [J

Bemerkung 7.7.5: Fiir glatte Gebiete {2 kann man allgemeiner zeigen:
WEPQ) = {u € WEP(Q) : 4p(0%) =0 V|a| <k—1} .
Man sagt auch, dass u homogene RBen im Sinne der Spur besitzt. U

Nun sieht man auch, dass die Green’sche Formel fiir die partielle Integration auch fiir

u,v € HY(Q) sinvoll ist
/v@iw dx = —/@vw dx + /Uwui ds
Q

Q 0N

und (zumindest formal) H'(Q) = H}(Q) & ywr(H'(Q)).
Daher ist der Raum

H1/2(F) = {w e Ly(T) : Jv € HY(Q) : w = v}
(also HY2(T') = Ar(H'(2))) von groBer Bedeutung. Als Norm verwendet man
[wllija,r = inf{||v]1,0:v e H(Q), v =w} .

Der Dualraum (H'/2(I"))" wird mit H~/?(I') bezeichnet und man verwendet die iibliche
Operatornorm

7w —
lollor = sup &Y g e gy

weH/2(T) w120
Diese Rdume spielen in der Numerik von PDEs und bei der Behandlung von Randintegral-
gleichungen eine wichtige Rolle.
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7.8 Parabolische Probleme

Wir sehen schwache Formulierungen von instationdren Problemen aus? Als Beispiel be-
trachten wir
u— Au+cou = f in Qp :=Q x (0,7)
u(z,0) = ug(x) in Q (7.33)
&+ au =g auf ¥ =T x (0,7) (Robin-RBen)
mit
Co € Loo(QT) , Co = C()(l‘,t)
FEe€LlaQr), a€Lloo(X), a>0, g€ Ly(X) .

Definition 7.8.1 Wir definieren Rdume von zeitabhdngigen Funktionen

ou
3%

Hl’O(QT) = {U c LQ(QT) : c LQ(QT) V1<i< n} ,

mat der Norm
1/2

T
lullio = //(u2+]Vu|2)dx al
0 Q

wobei die Ableitungen im schwachen Sinne zu verstehen sind. Analog setzt man

ou Ou

Hl,l(QT) = {'LL € LQ(QT) : E , a—% € LQ(QT) Vi<i< TL}

mait der Norm

T
[ull?, = //(u2 + |Vul? + ud)dz dt .
0 Q

Bemerkung 7.8.2: Die Riume H"%(Q7) und H“'(Qr) sind unter den zu || - |10 bzw.
| - |l11 gehorenden Skalarprodukten Hilbertraume. O

Multipliziere (7.33) nun (formal) mit v € H"“'(Q7) und damit gilt fiir eine klassische

Losung wu:
/utv dx dt—/Auv dx dt—i—/couv dzx dt = /fv dx dt.
QT QT

Qr Qr
NG J NG J
WV '

=:(1) =:(2)
Partielle Integration bezgl. ¢:
(1) = [(u(z,T)v(x,T) — u(z,0) v(z,0))dx — [ uv, de dt. Da v € H"'(Qr) sind nach
Q S S—— Qr

? =uo(z)
dem Spursatz v(x,T),v(x,0) € Ly(Q2) definiert. Wihle also Testfunktionen solche
Funktionen v mit v(z,T") = 0.
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Partielle Integration bzgl. z:

(2) = [ Vu-Vvdzdt— [ Ou f ds
Qr > an

=g—au
also erhalten wir
— /uvt dz dt —I—/Vu -Vou dx dt + /couv dz dt + /auv ds (7.34)
Qr Qr Qr by

_ /fv dx dt—l—/gv ds+/u0(x)v(m,0) da.

Qr 2 Q

Definition 7.8.3 Eine Funktion u € H"°(Qr) heifit schwache Losung von (7.33), wenn
(7.34) fiir alle Funktionen v € H"(Qr) mit v(z,T) =0 gilt.

Satz 7.8.4 Unter obigen Voraussetzungen an co, f,a und g besitzt das Problem (7.33)
genau eine schwache Lisung u € HY(Qr) und es gilt

lullii.0r < Nuollog + [1fllo0r + llgllos
fiir ug € La(Q2), wobei die Konstante nicht von ug, f, g abhdngt.

Beweis: Z.B. Ladyzhenskaja, Solonnikov, Uraltseva, Linear and Quasilinear Equations of
Parabolic Type, AMS, 1968. [

Bemerkung 7.8.5: In einigen Anwendungen (z.B. in der Optimalsteuerung) reichen
Funktionen v mit v(x,T) = 0 nicht aus. Man braucht dazu Konzepte wie abstrakte Funk-
tionen und das Bochner—Integral. O

Definition 7.8.6 (a) Sei X ein Banachraum und [a,b] C R, dann heifit u : [a,b] — X,
u:t— u(t) € X abstrakte Funktion.

b 1/p
(b) Ly(a,b; X) =< u:[a,b — X : messbar und ||u||Lp(a,b;X) = (f ||u(t)||§(> < 0 g,

1 < p < . Das auftretende Bochner—Integral ist analog zum Lebesque—Integral de-
finiert als Grenzwert von Treppenfunktionen.:

b b

/u(t) dt := lim [ ug(t) dt

k—o0
a a

b m m
mit [o(t) dt ==Y v; meas (M;) fiir Treppenfunktionen. v(t) = > v; X (t) , v; € X
a =1 =

7 =1

121



b
Fiir X = R sind Bochner- und Lebesgue-Integral identisch. Man beachte, dass [ v(t) dt €

X, also ist das Integral im Allgemeinen keine Zahl, sondern Element eines Ban;chraums.
Bemerkung 7.8.7: Fiir den so definierten Raum Lo (0, T; H*(2)) gilt

HY(Q) = Ly(0,T; H(Q))
isometrisch, isomorph.

Daraus ergibt sich nun die schwache Formulierung von (7.33) in diesem abstrakten Rahmen.
Multiplikation mit v € H*(Q2) = V ergibt

(u, v)o0 = —(Vu, Vo)oo + ((f(t) — co(t))u,v)oa + (9 — au,v)or - (7.35)

Wegen Lo(Qr) = Lo(0,T; Lo(Q2)) und Lo(X) = Lo(0,7; Lo(T)) kénnen wir f, g und u als
abstrakte Funktionen auffassen.

Fiir festes ¢ ist die rechte Seite von (7.35) linear in v, d.h. von der Form
(F(t),v) mit F(t) € (H'(Q)) =V",
also wird aus (7.35)
(u, v)oa = (F(t),v) . (7.36)

Wenn u € Ly(0,T; H'(2)) schwache Losung ist erhélt man
T
JIF @Oyt <.
0
also F' € Ly(0,T; H(2)'), also wegen (7.36) u; € Lo(0,T; V'), aber was ist u;? O

Definition 7.8.8 Sei V' ein BR, dann ist fir v € Ly(0,T;V) vektorwertige Distribution
T:C5°(0,T) — V definiert durch

T /U(W(t) dtev.

wobei das auftretende Integral ein Bochner—Integral ist.
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Fiir die Ableitungen 7™ gilt dann (wie bei ,herkdmmlichen® Distributionen)

ﬂ%o:<ﬁf/wowwwﬁ
= (—1FT(p®) |

Damit erhalten wir fiir die Ableitung u, einer abstrakten Funktion w(u, : (0,7) — V)

/u(t) cp(t) dt = — /u(t) ~Q'(t) dt VYo e C3P(0,T) .

Definition 7.8.9 Wir definieren den Hilbertraum
W(0,T) :={u € Ly(0,T;V) : ' € Ly(0,T; V')} = Ly(0, T; V) N H* (0, T; V')

mat der Norm
1/2

T
|MMmﬂ=&/W O + 1/ (®)]12) dt

und dem Skalarprodukt

T

(oo = [A(t) o6 de+ (W (0), 0/ @)} dt

0

Satz 7.8.10 Sei V' ein Hilbert—-Raum, dan gelten folgende Aussagen:
(a) W(0,T) — C(0,T;V) stetig und dicht.

) [0, 0(0)dt = (ult). o0, = (w(0)o0), — [(0) e
(partzelle ]ntegmtz’on )u,v e W(0,T)
(c) f )t = g lu(®)]]7 — 3llu(0)]3
Beweis:

(a) Z.B. Lions, Partial Differential Equations and Applications, Elsevier 1998.
(b) Ubung
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(c) folgt sofort aus (b). O
Satz 7.8.11 Die schwache Lisung von (7.33) liegt in W(0,T) und

lullwor) < lluolloq + [ flloe + llgllox -

Die Abbildung (f, g, uo) — w ist damit stetig von Lo(Qr) X La(X) X Lao(Q) — W(0,T), also
insbesondere in C'(0,T; Ly(€2)).

Beweis: z.B. Lions. I

7.9 Losungsmethoden

Einige der in Kapitel 3 behandelten Losungsverfahren bleiben auch fiir schwache Losungen
giiltig. z.B.:

e Trennung der Variablen — Fourier-Entwicklung in Ly (12)
e Formel von d’Alembert liefert gerade schwache Losungen
e Laplace- und Fouriertransformation, wenn diese fiir Ly(€) erklért sind.

Ansonsten ist man auf numerische Verfahren angewiesen

e Finite Differenzen (Kapitel VI)
e Finite Volumen (— WS 04/05)
e Finite Elemente (— WS 04/05)

Die Idee (die auch fiir abstrakte Existenzbeweise verwendet wird) ist das sogenannte
Galerkin—Verfahren. Statt dem unendlich—-dimensionalen Problem

uwe H:alu,v)=(f,v) Yve H
betrachtet man endlich-dimensionale Probleme auf Teilrdumen S, C H, dim S, = N < oo
up € S alup,vp) = (f,vn) Yo, €Sy (7.37)

Man kann wie oben zeigen, dass (7.37) eine eindeutige Losung besitzt. Man bestimmt S,
in der Regel durch eine Basis

Sh = Span {¢17¢27' . ath} :

Np,
Dann sucht man u, = Y z;4; , x; € R mit
i=1
Np
> a(yy, i)z = (fy) VI<j< N,
=fn

Apzh
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mit Ay = (a(;, )i, on = ()i » fno = ((f,1;)); , also ist ein lineares Gleichungssystem
zu losen.

Die Grundidee bei Finiten Elementen 148t sich wie folgt skizzieren:

e Unterteile das Gebiet) in Dreiecke vom Durchmesser h und erhalte eine sogenannte
Triangulierung Ty, := {Ty : k =1,..., Ny} in dem Sinne, dass Q = (J T}
k

e Die endlich-dimensionalen Teilrdume sind nun durch global stetige, stiickweise Po-

lynome definiert: S := {u € C(Q) : u, € P}

e Fiir r = 1 erhélt man die héufig verwendeten linearen Elemente. Eine Standard-Basis
ist die Lagrange—Basis. Fiir jeden inneren Knoten x; definiert man eine Funktion vy
mit:

— ¢y (x;) = 0 (interpolatorisch),

— 1y, stiickweise linear.

Die ndhere Untersuchung von Finite Elemente Methoden ist Gegenstand der Vorlesung
Numerik fiir Partielle Differentialgleichungen.

Wir schlieflen diese Vorlesung mit einigen numerischen Simulationen zu den Beispielen von
PDEs aus Kapitel 1. Diese wurden mit dem kommerziellen Paket FEMLAB erzielt, welches
auf der Standard-Software MATLAB beruht. Wie der Name schon sagt, wird die Methode
der Finiten Elemente verwendet. Das erklédrt auch, warum einige der Beispiele hier nicht
auftreten (z.B. die Wellengleichung), da Finite Elemente fiir Gleichungen dieses Typs (z.B.
hperbolische Gleichungen) nicht so gut geeignet sind.

7.9.1 Laplace-Gleichung

In Abb. 7.4 ist die Losung des Poisson-Problems auf dem Kreis zu sehen. Links wurde die
konstante rechte Seite f = 1 verwendet. Hier kennt man die exakte Losung

u(r,y) = (1~ —?).

Rechts sieht man die Losung mit einer Punktquelle auf der rechten Seite (Dirac-Distribu-
tion). Dabei lautet die rechte Seite der schwachen Formulierung mit der Testfunktion v €
H; (€2)

/Qf(a:)v(x) dx = /Q(So(x)v(m) dx = v(0).
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7.9.2 Wairmeleitungsgleichung

Abb. 7.5 zeigt die Losung der 3D Warmeleitungsgleichung. Mit Hilfe von zylindrischer
Symmetrie wurde dieses Problem auf ein 2D-Problem reduziert. Am linken Rand des Stabes
wurden Neumann-Randbedingungen, an den iibrigen Dirichlet-Randbedingungen gestellt.

Surface: u-(1-x"2-y"2)/4 Height: u (u) x10°
8 .
Surface: u (u) Height: u (u) Max: 1.15
4 \ 08
2 06
' / 04
L \
15 ?F 0/{
0.5 1
15 0
2 15 Min: 0

Abbildung 7.4: Losung der Laplace-Gleichung

Max: 169
Time=20000 Surface: u (u) Arrow: [-ux,-uy]
1.2F T T T T T T =
08l : : : |
0.6 : - 150
04 ... . E . . -
ool | 140
0 - —
: 130
-0.2 : -
04 : i
: 120
0.6 : -
-0.8 : - 110
b i
Aok e e b o 100
-15 -1 -0.5 0 05 1 1.5 Min: 100

Abbildung 7.5: Losung der Warmeleitungsgleichung
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7.9.3 KdV-Gleichung

Wir zeigen die Losung der KdV-Gleichung mit Anfangsbedingungen, die aus einem Soliton
(einzelne Wellen) bestehen. Auf der linken Seite in Abb. 7.6 sieht man die Anfangsbedin-

Abbildung 7.6: Losung der KdV-Gleichung

gung, in der Mitte die Losung zum Endzeitpunkt, die aus zwei Solitonen besteht und rechts
die Losung iiber den gesamten Zeitverlauf.

7.9.4 Die Minimalflichen—Gleichung

Wir betrachten die Minimalflachengleichung auf dem Kreis in 2D. Die Losung beschreibt die
Oberfliiche eines Fliissigkeitsfilms bei gegebenen Randdaten (hier wurde u = 2% verwendet).
Die Losung ist in Abb. 7.7 abgebildet.

Surface: u (u) Height: u (u) Max: 1

08 07

06 H 06

Min: 0

Abbildung 7.7: Losung der Minimalflichengleichung
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7.9.5 Die Maxwell-Gleichungen

Das Beispiel betrachtet einen Spannungstrenner, der vor allem bei Reparaturen an Hoch-
spannungsleitungen verwendet wird, um die Leitungen effektiv zu trennen. Dabei treten
natiirlich auch elektromagnetische Effekte auf, die durch die Maxwell-Gleichungen model-
liert werden.

Surface: Vpost Isosurface: Epost

Max: 5e+004Max: 46+006
x10°  x10°
5 —

0.2 5=
Min: -5.01e-40% 0

Abbildung 7.8: Losung der Maxwell-Gleichungen

7.9.6 Die Schrodinger—Gleichung

Das Beispiel zeigt die Hohenlinien der Energie eines einzelnen Elektrons sowie dessen Orbits
fiir das Hydrogen Atom.

7.9.7 Die Platten—Gleichung

Wir betrachten die kreisrunde Reissner-Mindlin-Platte, die am Rand fest eingespannt ist.
Die Losung der entsprechenden Plattengleichung ist in Abb. 7.10 gezeigt.
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Max: 1.49e+003
x10? lambda(4)=-2.42219e-019 Surface: u (u)

T T 1400

1200

1000

‘ ‘ -200
4 5 6
x 10'9 Min: -301

Abbildung 7.9: Losung der Schrédinger—Gleichungen

7.9.8 Die Navier—Stokes—Gleichungen

Wir betrachten die stationére Stromung eines inkompressiblen Fluids (V -u = 0) iiber eine
Stufe (backward facing step).

7.9.9 Die Black—Scholes—Gleichung

Als letztes Beispiel betrachten wir das Bewertungsproblem fiir eine européische Put—
Option, die durch die Black—Scholes—Gleichung modelliert wird. Abb. 7.12 zeigt die be-
rechnete Naherungslosung als Kontour-Diagramm {iber die Zeit.
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Surface: u3 (u3) Height: u3 (u3) Max: 0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

0.5

Min: -0.000107

Abbildung 7.10: Losung der Platten—Gleichung

Max: 0.816
Contour: velocity field (U)

0.7771
0.7382
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0.0101 05047
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Abbildung 7.11: Losung der Navier—Stokes—Gleichungen
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Max: 40
Surface: u (u) 40
T T T
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30
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Abbildung 7.12: Losung der Black—Scholes—Gleichung
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