mINISTERSTWO OBRAZOWANIQ rOSSIJSKOJ fEDERACII tOMSKIJ POLITEHNI^ESKIJ UNIWERSITET

a.w. –APOWALOW

wwedenie w nelinejnu‘ fiziku

u^EBNOE POSOBIE

tOMSK 2002 udk 517.946

–APOWALOW a.w. wWEDENIE W NELINEJNU@ FIZIKU. u^EBNOE POSOBIE. – tOMSK: iZD. tpu. 2002 – 129 S.

nASTOQ]EE U^EBNOE POSOBIE PRIGOTOWLENO NA OSNOWE KURSA LEKCIJ, KOTORYJ AWTOR ^ITAET NA PROTQVENII RQDA LET NA FIZI^ESKOM FAKULXTETE W tOMSKOM GOSUDARSTWENNOM UNIWERSITETE.

w POSOBII RASSMOTREN NEBOLX[OJ NABOR TEM, POLU^IW[IH [IROKOE RASPROSTRANENIE W NAU^- NOJ LITERATURE I OKAZAW[IH ZNA^ITELXNOE WLIQNIE NA RAZWITIE NELINEJNOJ FIZIKI I MATEMATI- KI. kAVDAQ TEMA SODERVIT TO ILI INOE QWLENIE, S KOTORYM OBY^NO ASSOCIIRUETSQ PREDSTAWLENIE O NAIBOLEE HARAKTERNYH OSOBENNOSTQH PROQWLENIQ NELINEJNOSTI.

dLQ STUDENTOW, MAGISTRANTOW I ASPIRANTOW, OBU^A@]IHSQ PO SPECIALXNOSTI ”FIZIKA”.

pE^ATAETSQ PO POSTANOWLENI@ rEDAKCIONNO-IZDATELXSKOGO SOWETA tOMSKOGO POLITEHNI^ESKOGO UNIWERSITETA

rECENZENTY:

kISTENEW ‘.w. ZAWEDU@]IJ KAFEDROJ FIZIKI sIBIRSKOGO MEDICINSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA, DOKTOR FIZIKO-MATEMATI^ESKIH NAUK, PROFESSOR

bORDOWICYN w.a. PROFESSOR KAFEDRY TEORETI^ESKOJ FIZIKI tOMSKOGO GOSUDARSTWENNOGO UNIWERSITETA DOKTOR FIZIKO-MATEMATI^ESKIH NAUK, PROFESSOR

u^EBNOE POSOBIE WYPOLNENO PRI FINANSOWOJ PODDERVKE mINISTERSTWA OBRAZOWANIQ rf, GRANT No E 00-1.0-126.

tEMPLAN 2001

© tOMSKIJ POLITEHNI^ESKIJ UNIWERSITET, 2002

1 wWEDENIE

w DANNOM KURSE IZU^A@TSQ NELINEJNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWOD- NYH, OPISYWA@]IE RAZLI^NYE FIZI^ESKIE NELINEJNYE PROCESSY I QWLENIQ.

dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE W ^ASTNYH PROIZWODNYH W OB]EM SLU^AE MOVNO ZAPISATX SLE- DU@]IM OBRAZOM. oBOZNA^IM x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R^n, R^n — WE]ESTWENNOE n- MERNOE PRO- STRANSTWO, xi ∈ R^1, R^1− MNOVESTWO WE]ESTWENNYH ^ISEL, i = 1, n. pUSTX u(x) — WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ. tOGDA DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE W ^ASTNYH PROIZWODNYH PORQDKA r IMEET WID F (x, u(x), ∂u(x)/∂x_i, ∂^2u(x)/∂x_{i1}∂x_{i2} , . . . . . . , ∂^ru(x)/∂x_{i1} . . . ∂x_{ir} ) = 0. (1.1) zDESX F — WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ UKAZANNYH ARGUMENTOW. (dLQ OPREDELENNOSTI WSE FUNKCII BUDEM S^ITATX WE]ESTWENNYMI I DIFFERENCIRUEMYMI KLASSA C^∞ ).

uRAWNENIE (1.1) LINEJNO, ESLI DLQ NEGO WYPOLNQETSQ PRINCIP SUPERPOZICII RE[ENIJ: ESLI

u_1(x), u_2(x) – DWA RE[ENIQ URAWNENIQ (1.1), TOGDA IH LINEJNAQ KOMBINACIQ α_1u_1(x)+ α_2u_2(x),

α_1, α_2 ∈ R^1 TAKVE QWLQETSQ RE[ENIEM “TOGO URAWNENIQ. mETODY ISSLEDOWANIQ LINEJNYH URAW-

NENIJ WO MNOGOM OSNOWANY NA “TOM PRINCIPE.

dLQ NELINEJNYH URAWNENIJ PRINCIP SUPERPOZICII RE[ENIJ NE WYPOLNQETSQ. nELINEJNYE QWLENIQ OKAZYWA@TSQ BOLEE SLOVNYMI I RAZNOOBRAZNYMI I TREBU@T SPECIALXNYH METODOW ANA- LIZA.

iSSLEDOWANIE NELINEJNYH PROCESSOW I IH MODELEJ WYQWILO RQD HARAKTERNYH NELINEJNYH QWLENIJ. k NIM, W ^ASTNOSTI, OTNOSITSQ NELINEJNOE RASPROSTRANENIE TEPLA S REVIMOM OBOST- RENIQ, OBRAZOWANIE UDARNYH WOLN W NELINEJNOJ SREDE, OBRAZOWANIE UEDINENNYH WOLN (SOLITONOW) W NELINEJNOJ SREDE S DISPERSIEJ. nEKOTORYE NELINEJNYE PROCESSY PRIWODQT K STOHASTIZACII I TURBULENTNOSTI; W KONDENSIROWANNYH SREDAH WOZNIKA@T QWLENIQ SWERHPROWODIMOSTI, SWERHTE- KU^ESTI, FAZOWYE PEREHODY. rASPROSTRANENIE OPTI^ESKOGO IMPULXSA W NELINEJNOJ SREDE MOVET PRIWODITX K RQDU SPECIFI^ESKIH NELINEJNO - OPTI^ESKIH “FFEKTOW, TAKIH KAK SAMOFOKUSIROW- KA, DWOJNOE LU^EPRELOMLENIE, SWERHIZLU^ENIE I DR.

nELINEJNYE SISTEMY IZU^A@TSQ TAKVE W HIMII, BIOLOGII, “KOLOGII, “KONOMIKE. iZU^ENIE NELINEJNYH SISTEM POKAZALO, ^TO NEKOTORYE NELINEJNYE SISTEMY RAZLI^NOJ PRI- RODY MOGUT IMETX ODNO I TO VE MATEMATI^ESKOE OPISANIE. —TO NABL@DENIE POZWOLQET SFORMU- LIROWATX OB]U@ STRATEGI@ IZU^ENIQ NELINEJNYH QWLENIJ NA OSNOWE FORMULIROWKI NEKOTOROGO SRAWNITELXNO NEBOLX[OGO NABORA BAZOWYH MODELEJ NELINEJNYH SISTEM I IZU^ATX NELINEJNYE QWLENIQ NA OSNOWE ANALIZA “TIH MODELEJ.

tEORIQ NELINEJNYH URAWNENIJ NAHODIT PRILOVENIQ WO WSEH OSNOWNYH RAZDELAH SOWREMEN- NOJ FIZIKI: W TEORII TQGOTENIQ, KWANTOWOJ TEORII POLQ, TEORII KONDENSIROWANNOGO SOSTOQNIQ WE]ESTWA, TEORII PLAZMY, NELINEJNOJ OPTIKI, GIDRO- I GAZODINAMIKI. dLQ IZU^ENIQ TAKOGO RAZNOOBRAZIQ NELINEJNYH QWLENIJ TREBU@TSQ RAZLI^NYE PODHODY I METODY, IH NEWOZMOVNO OPISATX W RAMKAH EDINOJ TEORII. mY RASSMOTRIM NEKOTORYE IZ “TIH QWLENIJ. w ISSLEDOWANIQH NELINEJNYH URAWNENIJ OKAZYWAETSQ POLEZNYM OPYT LINEJNOJ TEORII.

nAIBOLEE GLUBOKO RAZRABOTANA TEORIQ LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WTOROGO PO- RQDKA, OPISYWA@]AQ WAVNEJ[IE FIZI^ESKIE PROCESSY I SISTEMY. —TI URAWNENIQ SOSTAWLQ@T PREDMET IZU^ENIQ STANDARTNYH KURSOW MATEMATI^ESKOJ FIZIKI. w OSNOWE LINEJNOJ TEORII LE- VIT KLASSIFIKACIQ, OTNOSQ]AQ DANNOE URAWNENIE K GIPERBOLI^ESKOMU, “LLIPTI^ESKOMU ILI PARABOLI^ESKOMU TIPU. tIP URAWNENIQ OPREDELQET OSOBENNOSTI POWEDENIQ EGO RE[ENIQ. uRAWNE- NIQ KAVDOGO TIPA OPISYWA@T SWOJ KRUG FIZI^ESKIH QWLENIJ: URAWNENIE GIPERBOLI^ESKOGO TI- PA OPISYWAET WOLNOWYE PROCESSY, URAWNENIE PARABOLI^ESKOGO TIPA — RASPROSTRANENIE TEPLA I DIFFUZIONNYE PROCESSY, URAWNENIE “LLIPTI^ESKOGO TIPA OPISYWAET STACIONARNYE QWLENIQ RAZLI^NOJ FIZI^ESKOJ PRIRODY. dLQ URAWNENIJ KAVDOGO TIPA SFORMULIROWANY ZADA^I S NA- ^ALXNYMI I GRANI^NYMI USLOWIQMI I ISSLEDOWANY WOPROSY SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ.

dLQ NELINEJNYH URAWNENIJ ANALOGI^NAQ KLASSIFIKACIQ TAKVE PREDSTAWLQET OPREDELENNYJ INTERES, NO IMEET SWOI OSOBENNOSTI, KOTORYE BUDUT RASSMOTRENY NIVE. oB]AQ POSTANOWKA ZA- DA^ S NA^ALXNYMI I GRANI^NYMI USLOWIQMI DLQ NELINEJNYH URAWNENIJ TAKVE SOOTWETSTWUET ZADA^AM W LINEJNOJ TEORII. pRINCIPIALXNYE RAZLI^IQ WOZNIKA@T W METODAH RE[ENIQ ZADA^ I W SWOJSTWAH RE[ENIJ, ^TO OPREDELQET RAZLI^IQ W PROTEKANII LINEJNYH I NELINEJNYH PROCESSOW.

2 kLASSIFIKACIQ LINEJNYH I

KWAZILINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA

2.1 kANONI^ESKIE FORMY I KLASSIFIKACIQ

rASSMOTRIM OSOBENNOSTI KLASSIFIKACII NELINEJNYH URAWNENIJ NA PRIMERE KWAZILINEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI, KOTOROE ZAPISYWAETSQ W WIDE

a_{11}u_{xx} + 2a_{12}u_{xy} + a_{22}u_{yy} + F (x, y, u, u_x, u_y) = 0. (2.1)

zDESX PROSTRANSTWO NEZAWISIMYH PEREMENNYH DWUMERNO, (x, y) ∈ R^2, ux = ∂u/∂x, uxx = ∂^2u/∂x^2 I T.D., a11, a12, a22 ZAWISQT OT x, y, u, ux, uy. uRAWNENIE (2.1) LINEJNO OTNOSITELXNO STAR[IH PROIZWODNYH, ESLI a11, a22, a12 ZAWISQT OT (x, y) I NE ZAWISQT OT u, ux, uy.

lINEJNOE OTNOSITELXNO STAR[IH PROIZWODNYH URAWNENIE (2.1) LINEJNO, ESLI

F (x, y, u, u_x, u_y) = b_1u_x + b_2u_y + b_3u,

GDE b1, b2, b3 ZAWISQT TOLXKO OT x, y. wWEDQ OPERATOR

L(u) = a_{11}u_{xx} + 2a_{12}u_{xy} + a_{22}u_{yy} , (2.2)

ZAPI[EM URAWNENIE (2.1) W WIDE_{L(u) + F = 0. (2.3)}

pOSTAWIM ZADA^U O PRIWEDENII OPERATORA (2.2) I, TEM SAMYM, URAWNENIQ (2.1), (2.3) K PROSTEJ- [EMU (KANONI^ESKOMU) WIDU OBRATIMYM PREOBRAZOWANIEM KOORDINAT ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y), (2.4) DLQ KOTOROGO QKOBIAN_{D = φxψy − φyψx ≠ 0. (2.5)}

oBOZNA^IM ^EREZ u(ξ, η) FUNKCI@ u(x(ξ, η), y(ξ, η)), W KOTORU@ PEREHODIT u(x, y) POSLE ZAMENY

(2.4), I ZAPI[EM URAWNENIE (2.3) W NOWYH PEREMENNYH W WIDE

L(u) + F̄ = 0, (2.6) GDE L(u) = ā_{11}u_{ξξ} + 2ā_{12}u_{ηξ} + ā_{22}u_{ηη}, (2.7)

ā_{11} = a_{11}φ^2_x + 2a_{12}φ_xφ_y + a_{22}φ^2_y, (2.8)

ā_{12} = a_{11}φ_xψ_x + a_{12}(φ_xψ_y + φ_yψ_x) + a_{22}φ_yψ_y, (2.9)

ā_{22} = a_{11}ψ^2_x + 2a_{12}ψ_xψ_y + a_{22}ψ^2_y . (2.10)

fUNKCIQ^¯F NE SODERVIT WTORYH PROIZWODNYH FUNKCII u. kROME TOGO

ā_{11}ā_{22} − ā^2_{12} = D^2(a_{11}a_{22} − a^2_{12}). (2.11)

kLASSIFIKACIQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ (2.1) PROWODITSQ TAKIM VE OBRAZOM, KAK I W LINEJ- NOM SLU^AE. uRAWNENI@ (2.1), ILI “KWIWALENTNO (2.2), (2.3), MOVNO POSTAWITX W SOOTWETSTWIE KWADRATI^NU@ FORMU_{Q(l, m) = a11l2 + 2a12lm + a22m2. (2.12)} tIP URAWNENIQ (2.1) I, SOOTWETSTWENNO, OPERATORA (2.2) OPREDELQETSQ ZNAKOM DISKRIMINANTA

Δ = a_{11}a_{22} − a^2_{12}. (2.13)

rAZLI^A@T TRI TIPA LINEJNYH OPERATOROW L WIDA (2.3), SOOTWETSTWENNO, URAWNENIQ (2.1):

(I) GIPERBOLI^ESKIJ, ESLI Δ < 0,

(II) PARABOLI^ESKIJ, ESLI Δ = 0,

(III) “LLIPTI^ESKIJ, ESLI Δ > 0.

(2.14)

tIP URAWNENIQ OPREDELQETSQ HARAKTEROM KRIWOJ WTOROGO PORQDKA

Q(l, m) = 1 (2.15)

NA PLOSKOSTI l, m PRI FIKSIROWANNYH ZNA^ENIQH x, y. —TA KRIWAQ MOVET BYTX GIPERBOLOJ, “L- LIPSOM, PARABOLOJ, SOOTWETSTWENNO. tIP URAWNENIQ OPREDELQET NEKOTORYE OB]IE SWOJSTWA EGO RE[ENIJ. tAK KAK aij ZAWISIT OT TO^KI KOORDINATNOGO PROSTRANSTWA, M = M(x, y), TO TIP URAWNENIQ MOVET IZMENQTXSQ W RAZLI^NYH TO^KAH PROSTRANSTWA. w KWAZILINEJNOM SLU^AE TIP PROSTRANSTWA ZAWISIT TAKVE I OT u, ux, uy. pEREHOD K KANONI^ESKOJ FORME OSU]ESTWLQETSQ WY- BOROM FUNKCIJ φ, ψ (2.4). uSLOWIQ, OPREDELQ@]IE WID FUNKCIJ φ, ψ, IME@T SLEDU@]IJ WID, W SOOTWETSTWII S TIPOM URAWNENIQ (2.1):

(I) ā_{11} = −ā_{22}, ILI ā_{11} = ā_{22} = 0,

(II) ā_{11} = ā_{22}, ā_{12} = 0,

(III) ā_{22} = ā_{12} = 0.

(2.16)

sOOTWETSTWENNO, OPERATOR L W URAWNENII (2.3) PRIMET WID

(I) L(u) = ā_{11}(u_{ξξ} − u_{ηη}) + . . . , ILI L(u) = uξη + . . . , (II) L(u) = ā_{11}u_{ξξ} + . . . ,

(III) L(u) = ā_{22}(u_{ξξ} + u_{ηη}) + . . . ,

GDE TO^KAMI OBOZNA^ENY ^LENY, SODERVA]IE PROIZWODNYE NE WY[E PERWOGO PORQDKA, ONI NE WLIQ@T NA TIP URAWNENIQ. kAK WIDNO IZ PRIWEDENNYH WYRAVENIJ, POSTANOWKA ZADA^I O KLASSI- FIKACII KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ ANALOGI^NA LINEJNOMU SLU^A@.

sPECIFIKU KLASSIFIKACII KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ RASSMOTRIM NA PRIMERE URAWNENIQ GI- PERBOLI^ESKOGO TIPA. oPREDELIM WID FUNKCIJ φ, ψ, POD^INIW KO“FFICIENTY PREOBRAZOWANNOGO URAWNENIQ USLOWI@_{ā11 = ā22 = 0.}

tOGDA URAWNENIQ (2.8) – (2.10) PRIWODQT K HARAKTERISTI^ESKOMU URAWNENI@

Q = a_{11}λ^2 + 2a_{12}λ + a_{22} = 0 (2.17)

DLQ OTNO[ENIJ PROIZWODNYH_{λ1 = φx/φy, λ2 = ψx/ψy. (2.18)}

zDESX DLQ OPREDELENNOSTI PREDPOLOVENO, ^TO a11 ≠ 0. w GIPERBOLI^ESKOM SLU^AE, Δ = a11a22 −

a^2_{12} < 0, URAWNENIE (2.17) IMEET DWA RAZLI^NYH WE]ESTWENNYH KORNQ λ_1, λ_2,

λ_1 − λ_2 =^2_{a11} √ −Δ, λ_{1,2} = 1 a_{11} ( −a_{12} ± √ −Δ ) . (2.19)

fUNKCII φ, ψ OPREDELQ@TSQ SISTEMOJ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ (2.18):

φ_x − λ_1φ_y = 0, ψ_x − λ_2ψ_y = 0. (2.20)

—TA PARA LINEJNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA OTNOSITELXNO FUNKCIJ φ, ψ OPREDELQET DWA SEMEJSTWA KRIWYH (HARAKTERISTIK), KOTORYE NEQWNO ZADA@TSQ SLEDU@]IMI WYRAVENIQMI: φ(x, y, u) = const, ψ(x, y, u) = const I QWLQ@TSQ RE[ENIQMI SISTEMY OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ dy dx + λ_1 = 0, dy dx + λ_2 = 0. (2.21)

rOLX KLASSIFIKACII W LINEJNOJ TEORII URAWNENIQ (2.1) WESXMA SU]ESTWENNA. pRIWEDENIE K KANONI^ESKOMU WIDU UPRO]AET KAK POSTANOWKU ZADA^I DLQ URAWNENIQ (2.1), TAK I EE RE[E- NIE. pOSKOLXKU NAIBOLEE SLOVNOJ ^ASTX@ ZADA^I QWLQETSQ RE[ENIE SISTEMY (2.21), KOTORAQ SRAWNITELXNO PROSTA, FAKTI^ESKOE NAHOVDENIE HARAKTERISTIK I PRIWEDENIE URAWNENIQ (2.1) K KANONI^ESKOJ FORME WSEGDA WOZMOVNO.

dLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ (2.1) SISTEMA (2.21) NEOPREDELENNA, TAK KAK W EE KO“FFICIENTY

λ_{1,2} ^EREZ FUNKCII a_{ij} WHODIT PEREMENNAQ u, DLQ KOTOROJ TREBUETSQ DOPOLNITELXNOE URAWNENIE.

eSLI KO“FFICIENTY aij ZAWISQT TAKVE I OT ux, uy, TO SISTEMU (2.21) SLEDUET DOPOLNITX URAW- NENIQMI NA ux, uy. —TO E]E BOLEE USLOVNQET POISK HARAKTERISTIK I ^ASTO DELAET FAKTI^ESKOE IH NAHOVDENIE NEWOZMOVNYM.

kLASSIFIKACIQ NELINEJNOGO URAWNENIQ (2.1) MOVET BYTX “FFEKTIWNO PROWEDENA LI[X W SPE- CIALXNYH SLU^AQH. nAPRIMER, ESLI RE[ENIE u = u(x, y) UVE NAJDENO I TREBUETSQ ISSLEDOWATX OSOBENNOSTI EGO POWEDENIQ. tOGDA PEREHOD K KANONI^ESKOJ FORME MOVNO PROWESTI TAK VE, KAK W LINEJNOM SLU^AE, PODSTAWIW RE[ENIE u(x, y) W FUNKCII aij. nETRUDNO WIDETX, ^TO TIP URAWNENIQ MOVET ZAWISETX OT WIDA KONKRETNOGO RE[ENIQ.

pROILL@STRIRUEM SKAZANNOE PRIMERAMI. pRIMER 1 pUSTX URAWNENIE (2.1) IMEET WID

L(u) = −uu_{xx} + u_{yy} = 0. (2.22)

kWADRATI^NAQ FORMA (2.12)_{Q = −ul2 + m2 (2.23)}

PRI u(x, y) < 0 OPREDELQET “LLIPS (2.15). w “TOM SLU^AE Δ = −u(x, y) > 0 I URAWNENIE (2.22) IMEET “LLIPTI^ESKIJ TIP. pRI u(x, y) > 0 SOOTNO[ENIQ (2.15), (2.23) OPREDELQ@T GIPERBOLU,

Δ = −u < 0, I URAWNENIE (2.22) IMEET GIPERBOLI^ESKIJ TIP.

pRIMER 2 oPREDELIM TIP URAWNENIQ

L(u) = uu_{xx} − 4u_{xy} + u_{yy} = 0 (2.24)

NA PLOSKOSTI (x, y) ∈ R^2 W OBLASTI, OGRANI^ENNOJ KWADRATOM

0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4, (2.25)

DLQ RE[ENIQ u(x, y) = x + y.

dLQ DANNOGO RE[ENIQ Δ = u(x, y) + 4 = x + y − 4 < 0 W TREUGOLXNIKE 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y <

4 − x (rIS.2.1, a), W KOTOROM, SLEDOWATELXNO, URAWNENIE (2.24) IMEET GIPERBOLI^ESKIJ TIP. w

TREUGOLXNIKE 0 ≤ x ≤ 4, 4 − x < y ≤ 4 (rIS.2.1, b) Δ = x + y − 4 > 0 I URAWNENIE (2.24) IMEET “LLIPTI^ESKIJ TIP.

w “LLIPTI^ESKOM SLU^AE DLQ URAWNENIQ (2.1) OB]EGO WIDA, KOGDA Δ > 0, HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE (2.17) IMEET DWA KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH KORNQ λ1, λ2. tOGDA WE]ESTWENNYE HARAK- TERISTI^ESKIE WELI^INY ρ = (λ1 + λ2)/2, σ = (λ1 − λ2)/2i UDOWLETWORQ@T URAWNENIQM

ā_{11} = a_{11}ρ^2_x + 2a_{12}ρ_xρ_y + a_{22}ρ^2_y =

= a_{11}σ^2_x + 2a_{12}σ_xσ_y + 22σ^2_y = ā_{22}, (2.26)

ā_{12} = a_{11}ρ_xσ_x + a_{12}(ρ_xσ_y + ρ_yσ_x) + a_{22}ρ_yσ_y = 0. (2.27)

pEREHOD K KANONI^ESKOJ FORME PROWODITSQ ANALOGI^NO GIPERBOLI^ESKOMU SLU^A@: DLQ ZADANNOJ FUNKCII u = u(x, y) HARAKTERISTI^ESKIE KOORDINATY NAHODQTSQ TAK VE, KAK W LINEJNOJ TEORII. tAKOWA VE SITUACIQ I DLQ URAWNENIQ (2.1) PARABOLI^ESKOGO TIPA.

rAZUMEETSQ, OSOBYJ INTERES PREDSTAWLQET PEREHOD K KANONI^ESKOJ FORME, KOGDA RE[ENIE

u(x, y) NE ZADANO. rASSMOTRIM UPRO]ENNU@ SITUACI@, KOGDA KO“FFICIENTY a_{ij} URAWNENIQ (2.1)

ZAWISQT OT u I NE ZAWISQT OT ux, uy. tOGDA HARAKTERISTI^ESKU@ SISTEMU (2.21) SLEDUET DOPOLNITX E]E ODNIM URAWNENIEM.

—TIM DOPOLNITELXNYM NEDOSTA@]IM URAWNENIEM, KOTOROE SLEDUET PRISOEDINITX K (2.20) W GIPERBOLI^ESKOM SLU^AE ILI K (2.26), (2.27) W “LLIPTI^ESKOM, BUDET SLUVITX SAMO URAWNENIE

(2.1).

~TOBY ISKL@^ITX QWNU@ ZAWISIMOSTX OT u W URAWNENIQH (2.18), (2.26), (2.27), WMESTO TOGO ^TOBY S^ITATX HARAKTERISTI^ESKIE PEREMENNYE ξ, η FUNKCIQMI NEZAWISIMYH PEREMENNYH x, y,

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), KAK “TO IMEET MESTO W LINEJNOJ TEORII, BUDEM, NAPROTIW, RASSMATRIWATX

u, x, y KAK FUNKCII NEZAWISIMYH PEREMENNYH ξ, η, T.E. u = u(ξ, η), x = x(ξ, η), y = y(ξ, η).

gEOMETRI^ESKI TAKOJ PODHOD OZNA^AET, ^TO MY I]EM INTEGRALXNU@ POWERHNOSTX URAWNENIQ

(2.1) NE W ASIMMETRI^NOJ FORME u = u(x, y), A W SIMMETRI^NOM PARAMETRI^ESKOM WIDE, KOGDA

u, x, y QWLQ@TSQ FUNKCIQMI HARAKTERISTI^ESKIH PARAMETROW ξ, η. zNA^ENIE URAWNENIJ (2.1),

(2.20) W GIPERBOLI^ESKOM SLU^AE I (2.1), (2.26), (2.27) W “LLIPTI^ESKOM SLU^AE SOSTOIT W TOM,

^TO KANONI^ESKIJ WID BUDET IMETX WSQ SISTEMA, A NE ODNO URAWNENIE (2.1).

pOLOVIM ξ = ξ(x(ξ, η), y(ξ, η)), (2.28) η = η(x(ξ, η), y(ξ, η)), (2.29) u = u(x(ξ, η), y(ξ, η)). (2.30) ~TOBY POLU^ITX SOOTWETSTWU@]IE URAWNENIQ, NEOBHODIMO PEREJTI OT PROIZWODNYH PO PEREMEN- NYM x, y K PROIZWODNYM PO PEREMENNYM ξ, η. s “TOJ CELX@ WOSPOLXZUEMSQ FORMULAMI DIFFEREN- CIROWANIQ OBRATNOJ FUNKCII. dLQ “TOGO FORMULY (2.28) – (2.30) PRODIFFERENCIRUEM PO ξ, η. pOLU^IM

ξ_xx_ξ + ξ_yy_ξ = 1, η_xx_ξ + η_yy_ξ = 0,

ξ_xx_η + ξ_yy_η = 0, η_xx_η + η_yy_η = 1, (2.31)

u_ξ = u_xx_ξ + u_yy_ξ, u_η = u_xx_η + u_yy_η.

zDESX I DALEE NIVNIJ INDEKS OBOZNA^AET SOOTWETSTWU@]U@ ^ASTNU@ PROIZWODNU@, NAPRIMER,

ξ_x =^{∂ξ}_{∂x}. rAZRE[AQ SISTEMU (2.31), NAHODIM ξ_x = Dy_η, η_x = −Dy_ξ, ξ_y = −Dx_η, η_y = Dx_ξ, (2.32) GDE_{D ≡ (xξyη − xηyξ)−1. (2.33)}

      -

6_4^y

4 x a b

rIS. 2.1:

s POMO]X@ WYRAVENIJ (2.32), (2.33) ZAPI[EM FORMULY PEREHODA OT ^ASTNYH PROIZWODNYH PO

x, y K ^ASTNYM PROIZWODNYM PO ξ, η:

u_x = ξ_xu_ξ + η_xu_η = −D(y_ξu_η − y_ηu_ξ), u_y = ξ_yu_ξ + η_yu_η = D(x_ξu_η − x_ηu_ξ). (2.34)

uDOBNO WWESTI SLEDU@]EE OBOZNA^ENIE DLQ QKOBIANA DWUH FUNKCIJ f(ξ, η), g(ξ, η): {f, g} ≡ f_ξg_η − f_ηg_ξ = det ( f_ξ g_ξ f_η g_η ) . (2.35)

nETRUDNO PROWERITX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU@]IH SWOJSTW QKOBIANA DLQ PROIZWOLXNYH FUNKCIJ

f, g, h I ^ISEL α, β ∈ R^1:

{f, g} = −{g, f} ANTISIMMETRI^NOSTX, (2.36) {f, αg + βh} = α{f, g} + β{f, h} LINEJNOSTX, (2.37) {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0 TOVDESTWO qKOBI. (2.38) oBOZNA^IM_{{f, } = fξ∂η − fη∂ξ (2.39)} TAK, ^TO {f, }g = {f, g}. zDESX ∂η OBOZNA^AET OPERATOR ^ASTNOJ PROIZWODNOJ, ∂η = ∂/∂η. wY- RAVENIE {f, } MOVNO RASSMATRIWATX KAK LINEJNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR, DLQ KOTOROGO SPRAWEDLIWO PRAWILO lEJBNICA {f, gh} = {f, g}h + g{f, h}. (2.40) w “TIH OBOZNA^ENIQH FORMULY (2.34) PRIMUT WID u_x = −D{y, u}, u_y = D{x, u}. (2.41) dLQ WTORYH PROIZWODNYH, U^ITYWAQ (2.33), NAHODIM u_{xx} = −D^3{y, {x, y}}{y, u} + D^2{y, {y, u}}, u_{yy} = −D^3{x, {x, y}}{x, u} + D^2{x, {x, u}}, (2.42) u_{xy} = D^3{x, {x, y}}{y, u} − D^2{x, {y, u}}. pODSTAWIM WYRAVENIE (2.42) W (2.1) I POLU^IM −D^3(a_{11}{y, {x, y}}{y, u} + a_{22}{x, {x, y}}{x, u} − − 2a_{12}{x, {x, y}}{y, u}) + + D^2(a_{11}{y, {y, u}} + a_{22}{x, {x, u}} − − 2a_{12}{x, {y, u}}) + F = 0. (2.43) pRINIMAQ WO WNIMANIE {y, {x, y}} = y_ξ(x_ξy_η − x_ηy_ξ)_{,η} − y_η(x_ξy_η − x_ηy_ξ)_{,ξ}; {x, {x, y}} = x_ξ(x_ξy_η − x_ηy_ξ)_{,η} − x_η(x_ξy_η − x_ηy_ξ)_{,ξ}; {y, {y, u}} = y_ξ(y_ξu_η − y_ηu_ξ)_{,η} − y_η(y_ξu_η − y_ηu_ξ)_{,ξ}; (2.44) {x, {x, u}} = x_ξ(x_ξu_η − x_ηu_ξ)_{,η} − x_η(x_ξu_η − x_ηu_ξ)_{,ξ}; {x, {y, u}} = x_ξ(y_ξu_η − y_ηu_ξ)_{,η} − x_η(y_ξu_η − y_ηu_ξ)_{,η},

ZAPI[EM URAWNENIE (2.43) W WIDE

ã_{11}u_{ξξ} + ã_{22}u_{ηη} + 2ã_{12}u_{ξη} + b̃_{11}x_{ξξ} + + b̃_{22}x_{ηη} + 2b̃_{12}x_{ξη} + c̃_{11}y_{ξξ} + c̃_{22}y_{ηη} +

+ 2c̃_{12}y_{ξη} + F = 0. (2.45)

zDESX

ã_{11} = D^2(a_{11}y^2_η − 2a_{12}x_ηy_η + a_{22}x^2_η), (2.46) ã_{22} = D^2(a_{11}y^2_ξ − 2a_{12}y_ξx_ξ +_{22} x^2_ξ), (2.47) 2ã_{12} = −D^2(a_{11}y_ξy_η + a_{22}x_ξx_η − a_{12}(x_ξy_η + x_ηy_ξ)), (2.48) b̃_{11} = D3(a_{11}y2_η{y, u} + a_{22}x_ηy_η{x, u} − 2a_{12}x_ηy_η{y, u} − − a_{22}x_ηu_η(x_ξy_η − x_ηy_ξ)); (2.49) b̃_{22} = D3(a_{11}y2_ξ {y, u} + a_{22}{x, u}x_ξy_ξ − 2a_{12}{y, u}x_ξy_ξ − − a_{22}x_ξu_ξ(x_ξy_η − x_ηy_ξ)); (2.50) 2b̃_{12} = −D^3(a_{22}{x, u}(x_ξy_η + x_ηy_ξ) − 2a_{12}{y, u}(x_ξy_η + x_ηy_ξ) − − a_{22}(x_ξu_η + x_ηu_ξ)(x_ξy_η − x_ηy_ξ) +

+ a_{11}{y, u}(y_ξy_η + y_ξy_η)); (2.51) c̃_{11} = −D^3(a_{11}{y, u}x_ηy_η + a_{22}{x, u}x^2_η + + {x, y}(a_{11}y_ηu_η − 2a_{12}x_ηu_η)); (2.52) c̃_{22} = −D^3(a_{11}{y, u}x_ξy_ξ + a_{22}{x, u}x^2_ξ − − 2a_{12}{y, u}x^2_ξ + (a_{11}y_ξu_ξ − 2a_{12}x_ξu_ξ){x, y}); (2.53) c̃_{12} = D^3(a_{11}{y, u}(x_ηy_ξ + x_ξy_η) + 2a_{22}{x, u}x_ξx_η − − 4a_{12}{y, u}x_ξx_η + a_{11}(y_ξu_η + y_ηu_ξ){x, y} − − 2a_{12}(x_ξu_η + x_ηu_ξ){x, y}); (2.54)

dALEE BUDEM RASSMATRIWATX DLQ OPREDELENNOSTI URAWNENIE GIPERBOLI^ESKOGO TIPA, DLQ KOTOROGO

(2.13), (2.14) −Δ = a^2_{12} − a_{11}a_{22} > 0. w SOOTWETSTWII S (2.4), (2.20) POLOVIM

y_η = −λ_1x_η, y_ξ = −λ_2x_ξ. (2.55)

pODSTAWLQQ (2.55) W (2.46), NAHODIM

ã_{11} = D^2(a_{11}λ^2_1 + 2a_{12}λ_1 + a_{22})x^2_η.

pOLAGAQ, W SOOTWETSTWII S (2.19),

λ_1 = 1 a_{11}

(−a_{12} + √ −Δ), (2.56)

POLU^IM_{ã11 = 0. (2.57)}

aNALOGI^NO, WYBIRAQ

λ_2 = 1 a_{11}

(−a_{12} − √ −Δ), (2.58)

POLU^IM_{ã22 = D2(a11λ2}

2 + 2a_{12}λ_2 + a_{22})x^2_ξ = 0. (2.59)

dALEE PODSTAWIM (2.55), (2.56), (2.58) W (2.48) – (2.54) I NAJDEM OSTALXNYE KO“FFICIENTY URAW- NENIQ (2.45) W KOORDINATAH (ξ, η).

nETRUDNO WIDETX, ^TO

2ã_{12} = 4

D^2 a_{11}

(−Δ)x_ξx_η. (2.60)

wY^ISLIM PODROBNO KO“FFICIENT^~b11:

b̃_{11} = D3[a_{11}y2_η(y_ξu_η − y_ηu_ξ) + a_{22}x_ηy_η(x_ξu_η − x_ηu_ξ) − − 2a_{12}x_ηy_η(y_ξu_η − y_ηu_ξ) − a_{22}x_ηu_η(x_ξy_η − x_ηy_ξ)]. (2.61)

pODSTAWIM W “TO WYRAVENIE (2.55), POLU^IM

b̃_{11} = D3[a_{11}λ2_1x2_η(−λ_2x_ξu_η + λ_1x_ηu_ξ) − − a_{22}x^2_ηλ_1(x_ξu_η − x_ηu_ξ) + 2a_{12}x^2_ηλ_1(−λ_2x_ξu_η + λ_1x_ηu_ξ) − − a_{22}x^2_ηu_ηx_ξ(−λ_1 + λ_2)] = D^3[−x^2_ηx_ξu_η(a_{11}λ^2_1λ_2 +

+ a_{22}λ_1 + 2a_{12}λ_1λ_2 + a_{22}(−λ_1 + λ_2)) + + x^3_ηu_ξ(λ^3_1a_{11} + a_{22}λ_1 + 2a_{12}λ^2_1)]. (2.62)

pRINIMAQ WO WNIMANIE (2.56), POLU^IM_{b̃}

11 = 0. (2.63)

aNALOGI^NO

b̃_{22} = 0, (2.64)

2b̃_{12} = 4D^3 {y, u} a_{11}

(−Δ)^2x_ξx_η, (2.65)

c̃_{11} = c̃_{22} = 0, 2c̃_{12} = 4D^3 {u, x} a_{11}

(−Δ)^2x_ξx_η. (2.66)

wOSPOLXZUEMSQ SOOTNO[ENIEM

D^{−1} = {x, y} = x_ξx_η(−λ_1 + λ_2) = −2 x_ξx_η a_{11} √ −Δ (2.67)

I ZAPI[EM KO“FFICIENTY (2.60), (2.65), (2.66) SLEDU@]IM OBRAZOM:

2ã_{12} = −2 √ −ΔD^2{x, y}, 2b̃_{12} = −2 √ −ΔD^2{y, u}, 2c̃_{12} = −2 √ −ΔD^2{u, x}. pODSTAWLQQ NAJDENNYE KO“FFICIENTY ãij,^~bij, c̃ij W (2.45), NAHODIM, ^TO URAWNENIE (2.1) W PERE- MENNYH ξ, η PRINIMAET WID −2 √ ΔD^2{x, y}u_{ξη} − 2 √ −ΔD^2{y, u}x_{ξη} − − 2 √ −ΔD^2{u, x}y_{ξη} + F = 0, ILI {x, y}u_{ξη} + {y, u}x_{ξη} + {u, x}y_{ξη} = F 2 √ −Δ {x, y}^2. (2.68)

uRAWNENI@ (2.68) MOVNO PRIDATX INU@ FORMU, WWEDQ WEKTOR ⃗w S KOORDINATAMI (x, y, u). nE- TRUDNO PROWERITX, ^TO URAWNENIE (2.68) “KWIWALENTNO URAWNENI@ ⃗w_{ξη} · ( ⃗w_ξ × ⃗w_η) = F 2 √ −Δ {x, y}^2 = F √ −Δ (⃗k · ( ⃗w_ξ × ⃗w_η))^2, GDE^⃗k = (0, 0, 1).

tAKIM OBRAZOM, GIPERBOLI^ESKOE URAWNENIE (2.1) OB]EGO WIDA PREDSTAWLENO W WIDE SISTEMY

(2.19), (2.20), (2.68). w URAWNENII (2.68), I TEM SAMYM WO WSEJ SISTEME, PRISUTSTWU@T LI[X

SME[ANNYE PROIZWODNYE xξη, yξη, uξη ISKOMYH FUNKCIJ x(ξ, η), y(ξ, η), u(ξ, η). w “TOM SMYSLE URAWNENIQ (2.19), (2.20), (2.68) MOVNO RASSMATRIWATX KAK KANONI^ESKU@ FORMU GIPERBOLI^ESKO- GO URAWNENIQ (2.1). kAK NETRUDNO WIDETX, PO SRAWNENI@ S LINEJNYM URAWNENIEM (2.1) PRIWEDENIE NELINEJNOGO URAWNENIQ (2.1) K KANONI^ESKOMU WIDU SU]ESTWENNO USLOVNQETSQ. w LINEJNOM SLU- ^AE HARAKTERISTIKI NAHODQTSQ NEZAWISIMO OT RE[ENIQ URAWNENIQ u IZ SRAWNITELXNO PROSTOJ SISTEMY (2.19), (2.20). w NELINEJNOM SLU^AE HARAKTERISTIKI NAHODQTSQ WMESTE S RE[ENIEM u URAWNENIQ (2.1). pO“TOMU KLASSIFIKACI@ W NELINEJNOM SLU^AE NE SLEDUET RASSMATRIWATX KAK PODHOD, UPRO]A@]IJ PROCEDURU NAHOVDENIQ RE[ENIQ URAWNENIQ.

2.2 hARAKTERISTIKI I KLASSIFIKACIQ NELINEJNYH

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

kLASSIFIKACI@ LINEJNYH I KWAZILINEJNYH URAWNENIJ, RASSMOTRENNYH W n.2.1, MOVNO RAS- PROSTRANITX NA NELINEJNYE URAWNENIQ BOLEE OB]EGO WIDA, OTPRAWLQQSX OT PONQTIQ HARAKTERIS- TIK.

oSNOWNU@ IDE@ KLASSIFIKACII RASSMOTRIM NA PRIMERE KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA WIDA (2.1) F (u(x, y)) = a_{11}(x, y, u, u_x, u_y)u_{xx} + 2a_{12}(x, y, u, u_x, u_y)u_{xy} + + a_{22}(x, y, u, u_x, u_y)u_{xy} + f(x, y, u, u_x, u_y) = 0. (2.69) w OB]EM SLU^AE PRI INTEGRIROWANII DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W RE[ENII POQWLQ@TSQ PRO- IZWOLXNYE FUNKCII. wYQSNIM, KAKIE DOPOLNITELXNYE USLOWIQ SLEDUET PRISOEDINITX K URAWNE- NI@, ^TOBY ONO IMELO EDINSTWENNOE RE[ENIE. —TI DOPOLNITELXNYE USLOWIQ NAZYWA@T DANNYMI kO[I, ILI USLOWIQMI kO[I.

rASSMOTRIM W PROSTRANSTWE NEZAWISIMYH PEREMENNYH R^2 KRIWU@ Γ, ZADANNU@ W NEQWNOJ FORME_{φ(x, y) = 0, φ2}

x + φ^2_y ≠ 0. (2.70)

rAZRE[IW URAWNENIE (2.70) OTNOSITELXNO y, POLU^IM

y = y(x). (2.71)

fUNKCI@ u NA KRIWOJ Γ OBOZNA^IM ^EREZ

u|_Γ = u(x, y(x)) = u_0(x). (2.72)

pRODIFFERENCIRUEM (2.70), (2.72) PO x, I, S U^ETOM (2.71), POLU^IM

φ_x + y^′(x)φ_y = 0, (2.73)

u_x + u_yy^′(x) = u^′_0(x). (2.74)

zDESX [TRIHOM OBOZNA^ENA PROIZWODNAQ PO x. wYRAVENIQ (2.73), (2.74) MOVNO ZAPISATX W WIDE:

u_y = λ(x, y)u_x + v, v = −λu^′_0(x), (2.75) λ = φ_y φ_x . (2.76)

zDESX DLQ OPREDELENNOSTI PRINQTO φx ≠ 0.

oBOZNA^IM KOORDINATY NEKOTOROJ TO^KI NA KRIWOJ Γ ^EREZ (x̄, ȳ), A KOORDINATY TO^KI N W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI (POLOSE) KRIWOJ Γ ^EREZ (x, y), TOGDA

x = x̄ + Δx, y = ȳ + Δy. (2.77)

zADA^A SOSTOIT W TOM, ^TOBY PO URAWNENI@ (2.69) I DANNYM kO[I NAJTI EDINSTWENNOE RE[ENIE W TO^KE N. pREDSTAWIM RE[ENIE URAWNENIQ (2.69) W TO^KE N W WIDE RQDA tEJLORA u(x, y) = u(x̄, ȳ) + u_x(x̄, ȳ)Δx + u_y(x̄, ȳ)Δy + 1 2 (u_{xx}(x̄, ȳ)Δx^2 +

+ 2u_{xy}(x̄, ȳ)ΔxΔy + u_{yy}(x̄, ȳ)Δy^2) + . . . . (2.78)

rQD (2.78) BUDET OPREDELEN, ESLI NAJTI WSE PROIZWODNYE OT FUNKCII u(x, y) W TO^KE (x̄, ȳ) NA KRIWOJ Γ. fORMULA (2.75) WYRAVAET uy|_Γ ^EREZ ux|_Γ. pOSKOLXKU PROIZWODNAQ ux|_Γ NE OPREDELQETSQ IZ KAKIH-LIBO USLOWIJ, EE SLEDUET ZADATX DOPOLNITELXNO WMESTE S FUNKCIEJ u|_Γ (2.72). tAKIM OBRAZOM, W DANNYE kO[I DLQ URAWNENIQ (2.69) SLEDUET WKL@^ITX USLOWIE (2.72) I

u_x|_Γ = u_1(x). (2.79)

pRODIFFERENCIRUEM (2.75), (2.79) PO x, POLU^IM

u_{xy} = λu_{xx} + . . . . (2.80)

u_{yy} = λ^2u_{xx} + . . . . (2.81)

zDESX TO^KAMI OBOZNA^ENY ^LENY, ZAWISQ]IE OT FUNKCIJ u(x, y), φ I IH PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA. tAKIM OBRAZOM, S POMO]X@ DANNYH kO[I NAHODQTSQ PROIZWODNYE uxy, uyy NA KRI- WOJ Γ. wELI^INU uxx|_Γ NAJDEM IZ URAWNENIQ (2.69) W PREDPOLOVENII, ^TO FUNKCIQ u|_Γ DOLVNA UDOWLETWORQTX URAWNENI@ (2.69). pODSTAWIM (2.80), (2.81) W (2.69), POLU^IM

a_{11}u_{xx} + 2a_{12}(λu_{xx} + . . .) + a_{22}(λ^2u_{xx} + . . .) +

+ f(x, y, u, u_x, u_y) = 0. (2.82)

iLI_{uxx(a11 + 2a12λ + a22λ2) + f̃ = 0, (2.83)}

ZDESX^~f — FUNKCIQ OT x̄, ȳ, u, ux(x̄, ȳ), φ(x̄, ȳ) I PROIZWODNYH OT φ. wELI^INU^~f MOVNO S^ITATX IZWESTNOJ.

wYRAVENIE_{Q(λ) = a11 + 2a12λ + a22λ2 (2.84)}

ESTX, PO OPREDELENI@, HARAKTERISTI^ESKAQ FORMA URAWNENIQ (2.69). eSLI Q(λ) ≠ 0, TO IZ (2.83) OPREDELQETSQ WTORAQ PROIZWODNAQ uxx I WMESTE S NEJ uxy, uyy. dIFFERENCIRUQ POLU^ENNYE WY- RAVENIQ, NAJDEM WYS[IE PROIZWODNYE I, TEM SAMYM, MOVEM POSTROITX RQD t“JLORA (2.78). tAKIM OBRAZOM, DANNYMI kO[I, TO ESTX DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI, KOTORYE OBESPE^IWA@T EDINSTWENNOE RE[ENIE URAWNENIQ (2.69), QWLQETSQ ZADANIE NA KRIWOJ Γ FUNKCII u I EE PERWOJ

u_x.

wELI^INA Q(λ) OPREDELQETSQ KRIWOJ Γ (2.69) I KO“FFICIENTAMI PRI STAR[IH PROIZWODNYH

a_{ij}, i, j = 1, 2 URAWNENIQ (2.69).

kRIWAQ Γ, DLQ KOTOROJ Q(λ) ≠ 0, NAZYWAETSQ SWOBODNOJ. nA SWOBODNOJ KRIWOJ DANNYE kO[I, TO ESTX FUNKCI@ u I EE PROIZWODNU@ ux, MOVNO ZADAWATX PROIZWOLXNO.

pREDPOLOVIM, ^TO URAWNENIE_{Q(λ) = 0 (2.85)}

IMEET WE]ESTWENNOE RE[ENIE λ = λ^∗, ZDESX λ^∗ KOMPLEKSNO SOPRQVENO S λ.

w “TOM SLU^AE MOVNO OPREDELITX SPECIALXNYJ WID KRIWOJ Γ, NAZYWAEMOJ HARAKTERISTI^ES- KOJ KRIWOJ, ILI HARAKTERISTIKOJ.

~TOBY SFORMULIROWATX OPREDELENIE, ZAPI[EM WYRAVENIE (2.76) W WIDE

φ_y − λφ_x = 0. (2.86)

pRI ZADANNOM λ (2.86) PREDSTAWLQET SOBOJ LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE W ^ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO PORQDKA, OPREDELQ@]EE FUNKCI@ φ. tOGDA HARAKTERISTI^ESKAQ KRIWAQ Γ, SOGLASNO OPREDELENI@, ZADAETSQ USLOWIEM (2.70), W KOTOROM FUNKCIQ φ(x, y) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (2.86) PRI λ = λ^∗.

nA HARAKTERISTIKE PROIZWODNAQ uxx NE MOVET BYTX NAJDENA IZ USLOWIQ (2.83), TAK KAK KO“F- FICIENT PRI uxx OBRA]AETSQ W NULX. tAKIM OBRAZOM, NA HARAKTERISTIKE DANNYE kO[I NE MO- GUT BYTX ZADANY PROIZWOLXNO. pONQTIE HARAKTERISTIKI PRIWODIT K KLASSIFIKACII URAWNENIQ

(2.69), SOWPADA@]EJ S KLASSIFIKACIEJ LINEJNOGO I KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ (2.1), POSTROEN-

NOJ NA OSNOWE PRIWEDENIQ URAWNENIQ K KANONI^ESKOMU WIDU.

eSLI URAWNENIE (2.85) NE IMEET WE]ESTWENNYH RE[ENIJ, TO URAWNENIE (2.69) IMEET “LLIPTI- ^ESKIJ TIP. —LLIPTI^ESKOMU TIPU SOOTWETSTWUET POLOVITELXNYJ DISKRIMINANT Δ = a11a22 −

a^2_{12} > 0. eSLI URAWNENIE (2.85) IMEET DWA DEJSTWITELXNYH OTLI^NYH OT NULQ RAZLI^NYH KORNQ,

TO URAWNENIE NAZYWAETSQ GIPERBOLI^ESKIM. o^EWIDNO, DLQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA Δ < 0. w SLU^AE KRATNOGO WE]ESTWENNOGO KORNQ TIP URAWNENIQ (2.69) — PARABOLI^ESKIJ.

2.3 sISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMY- MI PEREMENNYMI

pONQTIE HARAKTERISTIKI POZWOLQET KLASSIFICIROWATX SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNE- NIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH.

rASSMOTRIM KWAZILINEJNU@ SISTEMU URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PE- REMENNYMI

F_j(u) = m∑ i=1 (a_{ji}u^i_x + b_{ji}u^i_y) + d_j = 0. (2.87)

zDESX u^i(x, y) ESTX NEIZWESTNAQ WEKTOR - FUNKCIQ; MATRICY aij, bij I WEKTOR - FUNKCIQ di ZAWISQT OT WEKTOR - FUNKCII u^i I NEZAWISIMYH PEREMENNYH (x, y). mY RASSMATRIWAEM ^ASTNYJ SLU^AJ SISTEMY PERWOGO PORQDKA, KOGDA ^ISLO KOMPONENT WEKTOR - FUNKCII u RAWNO ^ISLU URAWNENIJ W SISTEME (2.87). kROME TOGO, DOPOLNITELXNO PREDPOLOVIM, ^TO det bij ≠ 0.

zADADIM W PROSTRANSTWE NEZAWISIMYH PEREMENNYH (x, y) ∈ R^2 KRIWU@ Γ URAWNENIQMI (2.70),

(2.71),

φ(x, y) = 0, y = y(x). (2.88)

oBOZNA^IM WEKTOR - FUNKCI@ u^i(x, y) NA KRIWOJ Γ ^EREZ

u|^i_Γ(x, y) = u^{i0} (x, y(x)) = u^i_0(x). (2.89)

iSSLEDUEM WOPROS O SU]ESTWOWANII I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ SISTEMY (2.87) S DANNYMI kO[I

(2.88), (2.89).

aNALOGI^NO (2.74), (2.75) NAHODIM

u^i_y = λu^i_x + v^i, v^i = −λ(u^i_0(x)), (2.90)

λ = φ_x/φ_y. pODSTAWIM (2.90) W SISTEMU (2.87), POLU^IM

F_j(u) = m∑ i=1 (a_{ji} + λb_{ji})u^i_x + . . . = 0, (2.91)

GDE TO^KAMI OBOZNA^ENO WYRAVENIE d^j −^{∑m}_{i=1} b^{ji}v^i, OPREDELQEMOE USLOWIQMI kO[I (2.88), (2.89) NA KRIWOJ Γ, KOTOROE BUDEM S^ITATX IZWESTNYM. pROIZWODNAQ u^i_y OPREDELQETSQ ^EREZ PROIZWOD- NU@ u^i_x I DANNYE kO[I IZ (2.90). dLQ POSTROENIQ RE[ENIQ SISTEMY (2.87) W WIDE RQDA t“JLORA ANALOGI^NOGO (2.78) NEOBHODIMO I DOSTATO^NO NAJTI PROIZWODNU@ u^i_x. oNA ODNOZNA^NO OPREDE- LQETSQ IZ (2.91), ESLI_{Q(λ) = det(aji + λbji) ≠ 0. (2.92)} oPREDELITELX (2.92) NAZYWAETSQ HARAKTERISTI^ESKIM OPREDELITELEM SISTEMY (2.87).

eSLI DLQ DANNOJ KRIWOJ Γ OPREDELITELX (2.92) OTLI^EN OT NULQ, Q(λ) ≠ 0, TO KRIWAQ Γ NAZYWAETSQ SWOBODNOJ DLQ SISTEMY (2.89).

rE[ENIE SISTEMY (2.87) S DANNYMI kO[I (2.89), (2.91) NA SWOBODNOJ KRIWOJ Γ EDINSTWENNO. kRIWAQ Γ, DLQ KOTOROJ_{Q(λ) = 0, (2.93)}

NAZYWAETSQ HARAKTERISTI^ESKOJ KRIWOJ DLQ SISTEMY (2.87).

bUDEM RASSMATRIWATX (2.93) KAK URAWNENIE OTNOSITELXNO λ. eSLI DLQ DANNOJ SISTEMY (2.87) URAWNENIE NE IMEET WE]ESTWENNYH RE[ENIJ, TO SISTEMA (2.87) NAZYWAETSQ “LLIPTI^ESKOJ. eSLI

(2.93) IMEET m RAZLI^NYH WE]ESTWENNYH RE[ENIJ, TO SISTEMA (2.87) NAZYWAETSQ WPOLNE GI-

PERBOLI^ESKOJ. nA HARAKTERISTI^ESKOJ KRIWOJ Γ, KAK I W SLU^AE ODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, DANNYE kO[I (2.89) DLQ SISTEMY (2.87) NE MOGUT BYTX ZADANY PROIZWOLXNO.

pUSTX λ =^¯λ ESTX NEKOTOROE WE]ESTWENNOE RE[ENIE URAWNENIQ (2.93). tOGDA SU]ESTWUET OTLI^NYJ OT NULQ WEKTOR l = (l^i), TAKOJ, ^TO m∑ i=1 l^j(a_{ji} + λb_{ji}) = 0. (2.94)

sOOTNO[ENIE (2.94) POZWOLQET ZAPISATX SISTEMU (2.87) W TAK NAZYWAEMOM HARAKTERISTI^ESKOM KANONI^ESKOM WIDE_∑ i,j l^ib_{ji}(u^i_y − u^i_x) + ∑ j l^jd_j = 0. (2.95)

zDESX WSE NEIZWESTNYE FUNKCII u^i DIFFERENCIRU@TSQ PO NAPRAWLENI@ HARAKTERISTI^ESKOJ KRI- WOJ. pOD^ERKNEM, ^TO W NELINEJNOM SLU^AE KLASSIFIKACIQ PROWODITSQ DLQ KONKRETNOGO RE[E- NIQ, ^TO POZWOLQET WYQSNITX NEKOTORYE EGO SWOJSTWA. oDNAKO, PEREHOD K KANONI^ESKOMU WIDU W OB]EM SLU^AE DLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ MOVET OKAZATXSQ ZATRUDNITELXNYM.

w KA^ESTWE PRIMERA PROWEDEM KLASSIFIKACI@ LINEJNOJ SISTEMY

u_x + u_y + αv_x − u = 0,

v_x − u_y − v_y + u_x = 0. (2.96)

zDESX α -PARAMETR. w SOOTWETSTWII S OBOZNA^ENIQMI (2.87), IMEEM

(a_{ij}) = ( 1 α 1 1 ) , (b_{ij}) = ( 1 0 −1 −1 ) o^EWIDNO,

det(a_{ij} + λb_{ij}) = det ( 1 + λ α 1 − λ 1 − λ ) == −λ^2 + λα − α + 1 = 0

IMEET KORNI λ1 = α − 1, λ2 = 1. sLEDOWATELXNO, PRI α ≠ 2 SISTEMA (2.96) — GIPERBOLI^ESKAQ, A PRI α = 2 — PARABOLI^ESKAQ.

2.4 kONTROLXNYE WOPROSY

1. dAJTE OPREDELENIE LINEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA S DWUMQ NE- ZAWISIMYMI PEREMENNYMI. w KAKOM SLU^AE TAKOE URAWNENIE BUDET KWAZILINEJNYM?

2. w KAKOM SLU^AE LINEJNOE URAWNENIE WTOROGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI IMEET GIPERBOLI^ESKIJ TIP? kAKOW KRITERIJ GIPERBOLI^NOSTI ANALOGI^NOGO KWAZILINEJ- NOGO URAWNENIQ?

3. kAKOJ KANONI^ESKIJ WID IMEET PARABOLI^ESKOE, GIPERBOLI^ESKOE, “LLIPTI^ESKOE LINEJNOE URAWNENIE WTOROGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI? sOWPADAET LI KANONI^ES- KIJ TIP “LLIPTI^ESKOGO LINEJNOGO I KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ?

4. dAJTE OPREDELENIE HARAKTERISTIK LINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWI- SIMYMI PEREMENNYMI. w ^EM RAZLI^IE HARAKTERISTIK URAWNENIJ RAZLI^NYH TIPOW?

5. kAK NAJTI HARAKTERISTIKI GIPERBOLI^ESKOGO KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA, KO“FFICIENTY KOTOROGO PRI WTORYH PROIZWODNYH ZAWISQT OT NEZAWISIMYH PEREMENNYH I ISKOMOJ FUNKCII? ~EM “TA ZADA^A OTLI^AETSQ OT ANALOGI^NOJ ZADA^I W LINEJNOM SLU^AE?

6. qWLQETSQ LI KLASSIFIKACIQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA STOLX VE “FFEK- TIWNYM METODOM ISSLEDOWANIQ, KAK I W SLU^AE ANALOGI^NOGO LINEJNOGO URAWNENIQ?

7. kAKOW KANONI^ESKIJ WID GIPERBOLI^ESKOGO KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA, KO- “FFICIENTY KOTOROGO PRI WTORYH PROIZWODNYH ZAWISQT OT NEZAWISIMYH PEREMENNYH I IS- KOMOJ FUNKCII?

8. kAKIE USLOWIQ NAZYWA@TSQ DANNYMI kO[I DLQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PO- RQDKA? kAKOW SMYSL DANNYH kO[I?

9. ~TO TAKOE DANNYE kO[I DLQ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA?

10. dAJTE OPREDELENIE SWOBODNOJ KRIWOJ I HARAKTERISTI^ESKOJ KRIWOJ DLQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA.

11. dAJTE OPREDELENIE SWOBODNOJ KRIWOJ I HARAKTERISTI^ESKOJ KRIWOJ DLQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA.

12. zAPI[ITE WYRAVENIE DLQ HARAKTERISTI^ESKOGO OPREDELITELQ KWAZILINEJNOJ SISTEMY DIF- FERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA. kAKOJ WID IMEET HARAKTERISTI^ESKOE URAWNE- NIE?

13. kAK OPREDELQETSQ TIP KWAZILINEJNOJ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PO- RQDKA, ISHODQ IZ HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ?

3 nELINEJNOE URAWNENIE

TEPLOPROWODNOSTI

3.1 wWEDENIE

tERMODINAMI^ESKIE SWOJSTWA NERAWNOWESNYH SISTEM HARAKTERIZU@TSQ POLEM TEMPERATURY

u(⃗r, t) W KAVDYJ MOMENT WREMENI t. oBOZNA^IM ^EREZ l SREDN@@ DLINU SWOBODNOGO PROBEGA ^ASTIC

SREDY, τ — SREDNEE WREMQ SWOBODNOGO PROBEGA, v — SREDN@@ SKOROSTX DWIVENIQ ^ASTIC W SREDE. pONQTIE TEMPERATURY IMEET SMYSL W USLOWIQH LOKALXNOGO TERMODINAMI^ESKOGO RAWNOWESIQ, TO ESTX PRI_{l ≪ u/|∇u|, τ ≪ u/ut. (3.1)} zDESX u/|∇u|, u/ut — HARAKTERNAQ DLINA I WREMQ IZMENENIQ TEMPERATURY W SREDE, SOOTWET- STWENNO.

nEODNORODNOSTX TEMPERATURNOGO POLQ POROVDAET TEPLOWYE POTOKI, KOTORYE QWLQ@TSQ WAV- NEJ[EJ SOSTAWLQ@]EJ FIZI^ESKIH PROCESSOW W SPLO[NOJ SREDE. w OSNOWU TEORII RASPROSTRANE- NIQ TEPLA POLOVEN FUNDAMENTALXNYJ REZULXTAT, KOTORYJ NOSIT NAZWANIE ZAKONA fURXE: ⃗q = −κ∇u. (3.2) zDESX ⃗q — TEPLOWOJ POTOK, κ — KO“FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI. nAPRIMER, DLQ IDEALXNOGO GAZA, SOSTOQ]EGO IZ TWERDYH SFERI^ESKIH MOLEKUL, KINETI^ESKAQ TEORIQ GAZOW DAET SLEDU@]EE WYRAVENIE: κ = 1 3 ρc_V vl. (3.3) zDESX ρ — PLOTNOSTX GAZA, cV — TEPLOEMKOSTX EDINICY MASSY GAZA PRI POSTOQNNOM OB˙EME V . oTKLONENIE OT ZAKONA fURXE, W KOTOROM κ = const, MOVET WOZNIKNUTX PRI BOLX[IH ZNA^ENIQH

|∇u|, NAPRIMER, W REZULXTATE WOZDEJSTWIQ NA WE]ESTWO SILXNYH UDARNYH WOLN, MO]NOGO LAZER-

NOGO IZLU^ENIQ, PU^KOW ZARQVENNYH ^ASTIC WYSOKOJ “NERGII. pRI NIZKIH TEMPERATURAH, KOGDA PERENOS TEPLA OSU]ESTWLQETSQ NE TOLXKO POSREDSTWOM MEVATOMNYH STOLKNOWENIJ, NO I ZA S^ET IZLU^ENIQ, ZAKON fURXE (3.2) TAKVE NARU[AETSQ.

dLQ OPISANIQ TAKIH QWLENIJ ISPOLXZU@T APPROKSIMACIONNYE FORMULY, NAPRIMER:

κ = κ_0u^aρ^b. (3.4)

pARAMETRY a, b ZAWISQT OT MEHANIZMOW PERENOSA “NERGII W SREDE. iZMENENIE PLOTNOSTI TEPLOWOJ “NERGII W BESKONE^NO MALOM OB˙EME W OKRESTNOSTI TO^KI S KOORDINATAMI ⃗r(x, y, z) W INTERWALE WREMENI (t, t + dt) δQ = ∂Q(⃗r, t) ∂t dt (3.5)

ZAPI[EM W WIDE δQ = ρc_V δu = ρc_V ∂u(⃗r, t) ∂t dt. (3.6) zDESX ρ — PLOTNOSTX SREDY, cV — UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX SREDY. bALANS TEPLOWOJ “NERGII W FIZI^ESKI BESKONE^NO MALOM OB˙EME W OKRESTNOSTI TO^KI ⃗r W MOMENT WREMENI t ZAPISYWAETSQ W WIDE_{∂Q} ∂t + div⃗q = F, (3.7)

GDE F — OB˙EMNAQ PLOTNOSTX ISTO^NIKOW (UDELXNAQ MO]NOSTX TEPLOWYH ISTO^NIKOW). pODSTAW- LQQ W (3.7) ZAKON fURXE (3.2) I U^ITYWAQ SOOTNO[ENIQ (3.5), (3.6), POLU^IM URAWNENIE TEPLO- PROWODNOSTI W SLEDU@]EM WIDE: ρc_V ∂u ∂t = div(κ∇u) + F. (3.8)

eSLI WELI^INY cV , ρ, κ POSTOQNNY, URAWNENIE (3.8) PRINIMAET WID ∂u ∂t = a^2Δu + f, (3.9)

GDE a^2 = κ/(cV ρ) — KO“FFICIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI, f = F/(cV ρ). pRIWEDEM DLQ PRIMERA RE[ENIE ODNOMERNOJ ZADA^I O MGNOWENNOM PLOSKOM ISTO^NIKE TEPLA. pUSTX W MOMENT WREMENI

t = 0 W PLOSKOSTI x = 0 NA EDINICE PLO]ADI WYDELQETSQ “NERGIQ E_0 = ρc_V Q_0, u(x, 0) = 0 PRI

x ≠ 0. zADA^A O WLIQNII MGNOWENNOGO TEPLOWOGO ISTO^NIKA IMEET WID ∂u ∂t = a^2

∂^2u ∂x^2 , u(x, 0) = Q_0δ(x), (3.10)

GDE δ(x) — DELXTA-FUNKCIQ. w TEORII RASPROSTRANENIQ TEPLA W LINEJNOJ SREDE^1 RE[ENIE “TOJ ZADA^I PREDSTAWLENO W WIDE u(x, t) = Q_0 2 √ πa^2t · e^{−x2/(4a2t)}. (3.11)

iZ USLOWIQ (3.11), W ^ASTNOSTI, DELAETSQ WYWOD O BESKONE^NOJ SKOROSTI RASPROSTRANENIQ TEPLO- WYH WOZMU]ENIJ.

w USLOWIQH, KOGDA PARAMETRY SREDY ρ, cV , κ ILI MO]NOSTX ISTO^NIKOW F ZAWISQT OT TEMPE- RATURY, URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI (3.8) STANOWITSQ KWAZILINEJNYM: ρ(u)c_V ∂u ∂t = div(κ(u)∇u) + F (⃗r, t, u). (3.12) zADA^U S NELINEJNOSTX@, WHODQ]EJ NEPOSREDSTWENNO W URAWNENIE, BUDEM NAZYWATX ZADA^EJ S WNUTRENNEJ NELINEJNOSTX@.

nELINEJNYE ZADA^I TEPLOPROWODNOSTI MOGUT TAKVE WOZNIKATX WSLEDSTWIE NELINEJNYH GRA- NI^NYH USLOWIJ. tAKAQ ZADA^A NAZYWAETSQ ZADA^EJ S WNE[NEJ NELINEJNOSTX@.

nELINEJNOE GRANI^NOE USLOWIE NA POWERHNOSTI S TELA MOVET IMETX WID ∂u/∂n = Q(u, ⃗r, t), GDE TO^KA ⃗r ∈ S.

tAKOE USLOWIE WOZNIKAET, NAPRIMER, ESLI OTWOD “NERGII S POWERHNOSTI TELA OSU]ESTWLQET IZLU^ENIE. tOGDA, PO ZAKONU sTEFANA–bOLXCMANA −k∂u/∂n = ε0σ0u^4, GDE ε0 – STEPENX ^ERNOTY TELA, σ0 – POSTOQNNAQ sTEFANA.

dRUGOJ PRIMER WNUTRENNEJ NELINEJNOSTI DAET USLOWIE OBTEKANIQ POWERHNOSTI TELA SREDOJ, PRI KOTOROM PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN. oBOZNA^IM TEMPERATURU POWERHNOSTI ^EREZ

u^∗. pO ZAKONU nX@TONA PLOTNOSTX TEPLOWOGO POTOKA PROPORCIONALXNA RAZNOSTI TEMPERATUR,

(⃗q⃗n) = α(u − u^∗), PRI^EM KO“FFICIENT TEPLOOBMENA α MOVET ZAWISETX OT TEMPERATURY u.

nELINEJNOJ ZADA^EJ TEPLOPROWODNOSTI QWLQETSQ TAKVE ZADA^A S FAZOWYM PEREHODOM, TAKIM, KAK PLAWLENIE, ISPARENIE, KRISTALLIZACIQ. w “TOJ ZADA^E POQWLQETSQ POWERHNOSTX Σ RAZDELA FAZ — FRONT FAZOWOGO PEREHODA. bALANS TEPLA NA DWIVU]EMSQ FRONTE FAZOWOGO PEREHODA S TEMPERATUROJ u^∗ ZAPISYWAETSQ W WIDE u1(⃗r) = u2(⃗r) = u^∗, ⃗r ∈ Σ I, KROME TOGO, W WIDE ( k_1 ∂u_1 ∂n − k_2 ∂u_2 ∂n ) ⃗r∈Σ = q^∗ρv, (3.13)

GDE k1, k2 — KO“FFICIENTY TEPLOPROWODNOSTI FAZ SREDY, q^∗ — UDELXNAQ MASSOWAQ TEPLOTA FA- ZOWOGO PEREHODA, v — MGNOWENNAQ SKOROSTX PEREME]ENIQ FRONTA W NAPRAWLENII NORMALI K Σ. uSLOWIE (3.13) NAZYWAETSQ USLOWIEM sTEFANA. tAK KAK SKOROSTX v NEIZWESTNA, TO USLOWIE (3.13) NELINEJNO.

pOLU^ENIE USLOWIQ (3.13) NA GRANICE RAZDELA DWUH SRED 1 I 2, RAZDELENNYH PLOSKOSTX@ Σ, ILL@STRIRUET rIS. 3.1.

1tIHONOW a.n., sAMARSKIJ a.a. uRAWNENIQ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI. u^EB. POSOBIE. — 6-E IZD., ISPR. I DOP. m.: iZD-WO mgu,

1999. — 798 S. s. 231.

      -

     ?⃗q

6

?^{⃗n2}

⃗n1

1

2 Σ

rIS. 3.1:

3.2 zADA^A sTEFANA O FAZOWOM PEREHODE

rASSMOTRIM POLUPROSTRANSTWO x > 0, ZANQTOE TWERDOJ SREDOJ. pRI t < 0 TEMPERATURA WSEH SLOEW TELA ODINAKOWA I RAWNA u0 < u^∗, GDE u^∗ – TEMPERATURA PLAWLENIQ TWERDOJ FAZY. nE UMENX- [AQ OB]NOSTI, MOVNO POLOVITX u^∗ = 0. s MOMENTA t = 0 NA GRANICE x = 0 PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ TEMPERATURA uc > u^∗ = 0 WY[E TEMPERATURY PLAWLENIQ. tOGDA PRI t > 0 WBLIZI GRA- NI^NOJ POWERHNOSTI WOZNIKAET SLOJ VIDKOJ FAZY, TOL]INA KOTOROGO UWELI^IWAETSQ S TE^ENIEM WREMENI. oBOZNA^IM ^EREZ x = ξ(t) KOORDINATU GRANICY RAZDELA TWERDOJ I VIDKOJ FAZ. fRONT PLAWLENIQ DWIVETSQ SO SKOROSTX@ v = dξ(t)/dt W STORONU TWERDOJ FAZY, ξ(0) = 0. pOSTANOWKA ZADA^I PROILL@STRIROWANA NA rIS. 3.2._u 0

?

O uc u

x

VIDKAQ FAZA

TWERDAQ FAZA ?

6^q

-

rIS. 3.2:

s^ITAQ, ^TO SWOJSTWA SREDY IZMENQ@TSQ SKA^KOM PRI FAZOWOM PEREHODE, ZAPI[EM URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI DLQ KAVDOJ IZ DWUH FAZ ∂u_1 ∂t = a^2_1

∂^2u_1 ∂x^2 , t > 0, 0 < x < ξ(t), (3.14) ∂u_2 ∂t = a^2

∂^2u_2 ∂x^2 , t > 0, ξ(t) < x < ∞. (3.15) zDESX a^2_1, a^2 – KO“FFICIENTY TEMPERATUROPROWODNOSTI VIDKOJ I TWERDOJ FAZY, SOOTWETSTWENNO. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI SU]ESTWUET TOLXKO TWERDAQ FAZA, PO“TOMU NA^ALXNOE USLOWIE ZADA^I ZAPISYWAETSQ W WIDE_{u2(x, 0) = u0 = const, x > 0. (3.16)}

gRANI^NYE USLOWIQ ZADA^I IME@T WID A) NA GRANICAH OBLASTI

u_1 = u_c = const > 0, x = 0, (3.17) u_2 → u_0 = const < 0, x → ∞; (3.18)

B) NA FRONTE FAZOWOGO PEREHODA

u_1|_{x=ξ−0} = u_2|_{x=ξ+0} = 0, (3.19)

+k_1 ∂u_1 ∂x | | | x=ξ−0 − k2 ∂u_2 ∂x | | | x=ξ+0 = −ρ1q ∗ dξ dt , (3.20)

GDE q^∗ – SKRYTAQ TEPLOTA PLAWLENIQ, OTNESENNAQ K EDINICE MASSY VIDKOJ FAZY. zNAK (−) W FORMULE (3.20) UKAZYWAET NA POGLO]ENIE TEPLA PRI PLAWLENII.

uRAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI_{∂u} ∂t = a^2

∂^2u ∂x^2 (3.21)

W OBLASTQH (3.14), (3.15) INWARIANTNO OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ RASTQVENIQ NEZAWISIMYH PEREMENNYH_{t → t′ = λ2t, x → x′ = λx, u′ = u, (3.22)} GDE λ — PROIZWOLXNYJ WE]ESTWENNYJ PARAMETR.

sIMMETRIQ OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ RASTQVENIQ POZWOLQET NAHODITX TAK NAZYWAEMYE AWTOMODELXNYE RE[ENIQ. rASSMOTRIM “TO PONQTIE BOLEE PODROBNO I PRIWEDEM SOOTWETSTWU@]IE OPREDELENIQ DLQ URAWNENIQ (3.21).

pUSTX PREOBRAZOWANIE RASTQVENIQ

x^′ = λ · x, t^′ = λ^p · t, u^′ = λ^q · u (3.23)

OSTAWLQET URAWNENIE (3.21) INWARIANTNYM. zDESX λ — PARAMETR, p, q — ZADANNYE ^ISLA. pRE- OBRAZOWANIQ WIDA (3.23) NAZYWA@T TAKVE MAS[TABNYMI (SKEJLINGOWYMI), AWTOMODELXNYMI.

nETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO KOMBINACII PEREMENNYH x, t, u η = x t^{1/p} , u t^{q/p} (3.24)

INWARIANTNY OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ (3.23).

fUNKCIQ η(x, t), INWARIANTNAQ OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIQ (3.23), NAZYWAETSQ AWTOMODELX- NOJ PEREMENNOJ.

uRAWNENIE (3.21), OBLADA@]EE AWTOMODELXNOJ SIMMETRIEJ, IMEET ^ASTNYE RE[ENIQ WIDA u(x, t) = t^{q/p} · Θ(η), (3.25) GDE FUNKCIQ Θ(η) PODLEVIT OPREDELENI@ IZ URAWNENIQ (3.21). pRINCIPIALXNYM MOMENTOM QW- LQETSQ TO, ^TO PODSTANOWKA WYRAVENIQ (3.25) W URAWNENIE (3.21) (KOTOROE QWLQETSQ URAWNENIEM W ^ASTNYH PROIZWODNYH) PRIWODIT EGO K OBYKNOWENNOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@, OPRE- DELQ@]EMU FUNKCI@ Θ(η), ^TO QWLQETSQ ZNA^ITELXNO BOLEE PROSTOJ ZADA^EJ.

wOZWRA]AQSX K PREOBRAZOWANI@ (3.22), NAHODIM AWTOMODELXNU@ PEREMENNU@ DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI (3.21) KAK η = x √ t . (3.26)

w SOOTWETSTWII S (3.25) BUDEM ISKATX AWTOMODELXNYE RE[ENIQ URAWNENIJ TEPLOPROWODNOSTI W KAVDOJ IZ OBLASTEJ (3.14), (3.15), POLOVIW, u1,2 = u1,2(η). tOGDA URAWNENIQ (3.14), (3.15) PRIMUT WID OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

a^2_i d^2u_i dη^2 + 1 2 η du_i dη = 0, i = 1, 2. (3.27)

oBOZNA^IW wi = dui/dη, IZ URAWNENIQ (3.27) POLU^IM 1 w_i dw_i dη = − 1 2a^2_i η. (3.28)

iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (3.28) DAET

w_i(η) = B̃_i exp(−η^2/(4a^2_i )), (3.29)

GDE^~Bi — POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ. pODSTAWLQQ W (3.29) wi = dui/dη I INTEGRIRUQ, NAHODIM OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (3.27)

u_i(η) = A_i + B̃ ∫ η 0 exp(−ξ^2/(4a^2_i ))dξ = A_i + B_iΦ ( η 2a_i ) . zDESX

Φ(z) = 2 √ π ∫ z 0 e^{−ξ2} dξ, A_i, B_i = const. sPECIALXNAQ FUNKCIQ Φ(z) ≡ erf(z) NAZYWAETSQ INTEGRALOM O[IBOK. sWOJSTWA FUNKCII Φ(z) MOVNO NAJTI W SOOTWETSTWU@]EJ SPRAWO^NOJ LITERATURE PO SPECIALXNYM FUNKCIQM^2.

w ^ASTNOSTI, Φ(0) = 0, Φ(∞) = 1. dLQ MALYH z Φ(z) ≈ 2 √ π ( z − z^3

1! · 3 + z^5

2! · 5 + . . . ) , A PRI BOLX[IH z

Φ(z) ≈ 1 − 1 √ π e^{−z2} z ( 1 − 1 2z^2 + 1 · 3

(2z^2)^2 − 1 · 3 · 5

(2z^2)^3 + . . . ) . pODSTAWLQQ S@DA WYRAVENIE (3.26), ZAPI[EM NAJDENNYE RE[ENIQ W WIDE

u_1(x, t) = A_1 + B_1Φ ( x 2a_1 √ t ) , t > 0, 0 < x < ξ(t), u_2(x, t) = A_2 + B_2Φ ( x 2a_2 √ t ) , t > 0, ξ(t) < x < ∞. (3.30) pOD^INIM RE[ENIE (3.30) GRANI^NYM USLOWIQM. uSLOWIQ (3.17), (3.18) DA@T

A_1 = u_c, A_2 + B_2 = u_0, (3.31)

PRI^EM USLOWIE (3.16) TAKVE WYPOLNENO. nA FRONTE FAZOWOGO PEREHODA PRI x = ξ(t) IZ (3.30) IMEEM

A_1 + B_1Φ ( ξ(t) 2a_1 √ t ) = 0, (3.32)

A_2 + B_2Φ ( ξ(t) 2a_2 √ t ) = 0. (3.33)

kAVDOE IZ “TIH USLOWIJ MOVET BYTX WYPOLNENO PRI L@BYH t I POSTOQNNYH Ai, Bi LI[X PRI USLOWII_{ξ(t)} √ t = α = const.

tAKIM OBRAZOM, ZAKON DWIVENIQ FRONTA FAZOWOGO PEREHODA IMEET WID ξ(t) = α √ t, (3.34)

A SKOROSTX DWIVENIQ FRONTA v = dξ dt = α 2 √ t , (3.35)

2qNKE e., —MDE., lË[ f. sPECIALXNYE FUNKCII. m.: nAUKA, 1977. s. 68.

KOTORAQ UMENX[AETSQ SO WREMENEM PO MERE UWELI^ENIQ OBLASTI RASPLAWLENNOJ FAZY. iZ (3.31),

(3.32), (3.33),(3.34) NAJDEM POSTOQNNYE INTEGRIROWANIQ A_i, B_i W RE[ENII (3.30).

A_1 = u_c, B_1 = − u_c Φ(α/2a_1)

, (3.36)

A_2 = u_0Φ(α/2a_2) Φ(α/2a_2) − 1

, B_2 = u_0 1 − Φ(α/2a_2)

. (3.37)

kONSTANTU α OPREDELIM IZ USLOWIQ sTEFANA (3.20) NA FRONTE FAZOWOGO PEREHODA. pRINIMAQ WO WNIMANIE SOOTNO[ENIE_{dΦ(z)} dz = 2 √ π e^{−z2} , A TAKVE (3.26), (3.34), (3.36), (3.37), ZAPI[EM USLOWIE (3.20) W WIDE

k_1 u_c a_1 e^{−α2/(4a21)} Φ(α/2a_1)

+ k_2 u_0e^{−α2/(4a2)} a_2[1 − Φ(α/2a_2)]

= ρ_1q^∗ α √ π 2 . (3.38)

mOVNO POKAZATX, ^TO SU]ESTWUET EDINSTWENNOE POLOVITELXNOE RE[ENIE α “TOGO TRANSCENDENT- NOGO URAWNENIQ.

w ^ASTNOM SLU^AE, KOGDA NA^ALXNAQ TEMPERATURA SLOEW TWERDOJ FAZY RAWNA TEMPERATURE FAZOWOGO PEREHODA, u0 = 0, IZ (3.36), (3.37) SLEDUET

A_1 = u_c, B_1 = − u_c Φ(α/2a_1)

, A_2 = B_2 = 0.

w “TOM SLU^AE URAWNENIE (3.38) PRINIMAET PROSTOJ WID

βΦ(β)e^{β2} = N, (3.39)

GDE β = α/2a1, N = ucc1/(q^{∗√}π). zDESX U^TENO WYRAVENIE DLQ KO“FFICIENTA TEMPERATUROPRO- WODNOSTI a^2 = k/ρcV , ^EREZ c1 OBOZNA^ENA TEPLOPROWODNOSTX VIDKOJ FAZY.

rE[ENIE TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ (3.39) MOVNO NAJTI ^ISLENNYM METODOM ILI GRAFI- ^ESKI.

pRI MALYH β IMEEM: e^{β2} ≈ 1, Φ(β) ≈ 2β/^√π, IZ (3.39) SLEDUET 2β^2/^√π = N. pODSTAWLQQ S@DA

β = α/2a_1, NAHODIM α = 2u_cc_1a^2_1 q^∗ . 3.3 rASPROSTRANENIE TEPLA W NELINEJNOJ SREDE

rASPROSTRANENIE TEPLA OT MGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGO ISTO^NIKA

w KA^ESTWE PRIMERA ZADA^I S WNUTRENNEJ NELINEJNOSTX@ RASSMOTRIM RASPROSTRANENIE TEPLA OT MGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGO ISTO^NIKA W SREDE SO STEPENNOJ ZAWISIMOSTX@ KO“FFICIENTA TEPLOPROWODNOSTI (3.4) OT TEMPERATURY:

k = k_0u^σ. (3.40)

pUSTX W NA^ALXNOJ MOMENT WREMENI t = 0 W PLOSKOSTI x = 0 NA EDINICU PLO]ADI MGNOWENNO WYDELQETSQ KOLI^ESTWO TEPLOTY E0. pRI OTSUTSTWII OB˙EMNYH TEPLOWYH ISTO^NIKOW RASPRO- STRANENIE TEPLA OT MGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGO ISTO^NIKA MODELIRUETSQ SLEDU@]EJ ZADA^EJ kO[I: ∂u ∂t = a^2 ∂ ∂x (u^σ ∂u ∂x ), t > 0, x ∈ R^1, u(x, 0) = Qδ(x). (3.41)

zDESX a^2 = k0/ρcV — KO“FFICIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI,

Q = E_0/(ρc_V ). sHODIMOSTX u(x, t) K DELXTA - FUNKCII PRI t → 0 PONIMAETSQ KAK SLABAQ SHODI-

MOSTX

lim_{t→0} +∞∫ −∞ f(x)u(x, t)dx = Qf(0) DLQ L@BOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII f(x). oT TAKOGO ISTO^NIKA W OBE STORONY OT TO^KI x = 0 WDOLX OSI x RASPROSTRANQ@TSQ TEPLOWYE WOZMU]ENIQ. iZ FIZI^ESKOJ POSTANOWKI ZADA^I MOVNO POLOVITX, ^TO u → 0, u^σ ∂u ∂x → 0 PRI |x| → ∞. (3.42) iNTEGRIRUQ URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI (3.41), POLU^AEM d dt +∞∫ −∞ u(x, t)dx = a^2 { u^σ ∂u ∂x | | | x→+∞ − u σ ∂u ∂t | | | x→−∞ } = 0.

oTS@DA S U^ETOM NA^ALXNOGO USLOWIQ POLU^AEM +∞∫ −∞ u(x, t)dx = Q = const, PRI t ≥ 0. (3.43)

w ZADA^U WHODQT PARAMETRY Q, a^2, EDINICY IZMERENIQ KOTORYH W SISTEME si OPREDELQ@TSQ KAK [Q] = GRAD · m, [a^2] = m^2 · S^{−1} · GRAD^{−σ}. ~TOBY NAJTI AWTOMODELXNU@ PEREMENNU@, SOSTAWIM BEZRAZMERNU@ KOMBINACI@ η = x (Q^σa^2t)^ν , ν = 1 σ + 2

. (3.44)

kOMBINACIQ, IME@]AQ RAZMERNOSTX TEMPERATURY, IMEET WID T = ( Q^2 a^2t )ν . (3.45)

rE[ENIE URAWNENIQ (3.41) W SOOTWETSTWII S (3.25) BUDEM ISKATX W WIDE u(x, t) = ( Q^2 a^2t )ν Θ(η). (3.46)

pROIZWODNYE FUNKCII (3.46) RAWNY u_t = −ν Q^{2ν} a^{2ν} t^{−ν−1}Θ + ( Q^2 a^2t )ν Θ^′ x (Q^σa^2)^ν (−ν)t^{−ν−1}, u_x = ( Q^2 a^2t )ν Θ^′ 1 (Q^σa^2t)^ν . (3.47)

zDESX [TRIHOM OBOZNA^ENA PROIZWODNAQ PO η. iZ (3.44) TAKVE SLEDUET FORMULA PREOBRAZOWANIQ PROIZWODNOJ_∂ ∂x = 1 (Q^σa^2t)^ν ∂ ∂η . (3.48)

pODSTAWLQQ WYRAVENIQ (3.44), (3.46)–(3.48) W (3.41), POLU^IM OBYKNOWENNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ OPREDELENIQ Θ(η):

−νΘ − νηΘ^′ = (Θ^σΘ^′)^′. (3.49)

iNTEGRIRUQ URAWNENIE (3.49), POLU^IM

−νηΘ = Θ^σΘ^′ + c. (3.50)

zDESX c — POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ. w SILU GRANI^NYH USLOWIJ (3.42) IMEEM Θ^σΘ^′ → 0 PRI

|η| → ∞. pEREHODQ W (3.50) K PREDELU |η| → ∞, NAHODIM, ^TO c = 0. w REZULXTATE URAWNENIE (3.50) PRINIMAET WID Θ^σΘ^′ = −νηΘ. (3.51)

uRAWNENIE (3.51) IMEET OSOBOE RE[ENIE Θ = 0. eSLI Θ ≠ 0, TO URAWNENIE (3.51) POSLE INTEGRI- ROWANIQ PRIWODITSQ K WIDU

Θ^σ = − σ 2 νη^2 + const.

pODSTAWIM W “TO WYRAVENIE (3.44) I PEREOBOZNA^IM POSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ, POLU^IM

Θ^σ = σ 2(σ + 2)

(η^2_0 − η^2).

iZ USLOWIQ WE]ESTWENNOSTI I POLOVITELXNOSTI TEMPERATURY MOVEM ZAPISATX

Θ(η) = [ σ 2(σ + 2)

(η^2_0 − η^2) ]_1/σ , |η| < η_0, 0, |η| ≥ η_0. (3.52)

zDESX η0 — POSTOQNNAQ. w OBLASTI |η| ≥ η0 FUNKCIQ Θ(η) ≡ 0. nAJDEM η0 IZ USLOWIQ (3.43), KOTOROE DLQ FUNKCII Θ PRINIMAET WID +∞∫ −∞ Θ(η)dη = ∫ η_0 −η0 Θ(η)dη = 1. pODSTAWIM W “TO WYRAVENIE (3.52), POLU^IM 2 [ σ 2(σ + 2) ]_1/σ η0∫ 0 (η^2_0 − η^2)^{1/σ}dη = 1,

OTKUDA 2 [ σ 2(σ + 2) ]_1/σ η^{(σ+2)/σ} 0 I(σ) = 1. (3.53)

zDESX I(σ) = 1∫ 0 (1 − ξ^2)^{1/σ}dξ = √ π 2 Γ(1 + 1/σ) Γ(3/2 + 1/σ)

, (3.54)

ξ = η/η_0, Γ(x) — GAMMA-FUNKCIQ —JLERA. iZ (3.53) WYRAZIM POSTOQNNU@ η_0:

η_0 = { 2I(σ) [ σ 2(σ + 2)

]_1/σ}_−σ/_(σ_{+2)}

. (3.55)

pODSTAWLQQ POLU^ENNYE WYRAVENIQ W (3.46), S U^ETOM (3.55) NAJDEM POLE TEMPERATUR u(x, t) W SLEDU@]EM WIDE: u(x, t) = u(t) [ 1 − ( x x_0(t) )_2]1/σ , |x| < x_0(t), 0, |x| ≥ x_0(t). (3.56)

zDESX

u(t) = η^{2/σ}_0 Q^{2/(σ+2)} [ σ 2(σ + 2) ]_1/σ (a^2t)^{−1/(σ+2)}, (3.57)

DWIVENIE FRONTA ZADAETSQ WYRAVENIEM

x_0(t) = η_0Q^{σ/(σ+2)}(a^2t)^{1/(σ+2)}. (3.58)

      -

6^u_{t1}

x0(t3) �x0(t3) 0^x

t2 > t1 t3 > t2

rIS. 3.3:

rE[ENIE (3.56) OPISYWAET RASPROSTRANENIE TEPLOWOJ WOLNY OT MGNOWENNOGO TEPLOWOGO ISTO^- NIKA, SOSREDOTO^ENNOGO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI W PLOSKOSTI x = 0. pOLOVENIE FRONTOW WOLNY W KAVDYJ MOMENT WREMENI OPREDELQETSQ KOORDINATAMI x = ±x0(t). rASPROSTRANENIE FRONTA TEPLOWOJ WOLNY ILL@STRIRUET rIS.3.3. sKOROSTX DWIVENIQ FRONTA KONE^NA I RAWNA v(t) = dx_0 dt = a^2η_0

σ + 2

Q^{σ/(σ+2)}(a^2t)^{−(σ+1)/(σ+2)} ∼ t^{−(σ+1)/(σ+2)}. (3.59)

sKOROSTX v(t) UMENX[AETSQ S TE^ENIEM WREMENI, NO TEPLOWOE WOZMU]ENIE PRONIKAET W NELINEJ- NU@ SREDU NEOGRANI^ENNO, TAK KAK x0(t) → ∞ PRI t → ∞. eSLI σ > 1, TO GRADIENT TEMPE- RATURY NEOGRANI^ENNO RASTET, |∂u/∂x| → ∞ PRI x → ±x0 ∓ 0. nESMOTRQ NA NEOGRANI^ENNYJ ROST GRADIENTA TEMPERATURY NA KRUTOM FRONTE TEPLOWOJ WOLNY, PLOTNOSTX TEPLOWOGO POTOKA

q = −k_0u^σ∂u/∂x STREMITSQ K NUL@ PRI PRIBLIVENII K TEPLOWOMU FRONTU SO STORONY TEPLOWO-

GO WOZMU]ENIQ, x → x0(t) − 0, ^TO OBESPE^IWAET WYPOLNENIE NA FRONTE USLOWIQ NEPRERYWNOSTI TEPLOWOGO POTOKA. pRI σ → 0 IZ (3.55) NAHODIM η0 → ∞, I IZ (3.56) SLEDUET u(x, t) = Q 2 √ πa^2t e^{−x2/(4a2t)}. —TO WYRAVENIE OPISYWAET RASPROSTRANENIE TEPLA OT MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKA W LINEJ- NOJ SREDE S KO“FFICIENTOM TEPLOPROWODNOSTI, RAWNYM k0. iZ (3.59) W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE POLU^AEM v → ∞. —TOT REZULXTAT DOKAZYWAET BESKONE^NOSTX SKOROSTI RASPROSTRANENIQ TEPLO- WOGO WOZMU]ENIQ W LINEJNOM SLU^AE.

rEVIM S ”OBOSTRENIEM”

rASPROSTRANENIE TEPLA W NELINEJNOJ SREDE MOVET PRIWODITX K PROSTRANSTWENNOJ LOKALI- ZACII TEPLOWYH WOZMU]ENIJ, KOGDA FRONT TEPLOWOJ WOLNY OSTAETSQ NEPODWIVNYM W TE^ENIE NEKOTOROGO KONE^NOGO INTERWALA WREMENI. mEHANIZMY LOKALIZACII MOGUT BYTX RAZLI^NYMI. w ^ASTNOSTI, LOKALIZACIQ WOZNIKAET, ESLI TEMPERATURA NA GRANICE NEOGRANI^ENNO WOZRASTAET ZA

KONE^NYJ PROMEVUTOK WREMENI. tAKOJ REVIM NAZYWA@T REVIMOM S ”OBOSTRENIEM”, A SOOTWET- STWU@]IJ PROMEVUTOK WREMENI — WREMENEM OBOSTRENIQ.

rEVIM S ”OBOSTRENIEM” ILL@STRIRUET SLEDU@]AQ KRAEWAQ ZADA^A: ∂u ∂t = a^2 ∂ ∂x (u^σ ∂u ∂x ), u(x, 0) = A_0τ^{−1/σ} ( 1 − x x_0 )_2/σ , x > 0, u(0, t) = A_0(τ − t)^{−1/σ}, 0 < t < τ. (3.60)

zDESX A0, σ, x0 — WE]ESTWENNYE POSTOQNNYE PARAMETRY ZADA^I. pRI t → τ u(x, 0) → ∞. w SOOT- WETSTWII S PRIWEDENNYM OPREDELENIEM τ ESTX WREMQ OBOSTRENIQ PROCESSA RAZOGREWA NELINEJNOJ SREDY. rE[ENIE ZADA^I (3.60) BUDEM ISKATX W RAZDELENNYH PEREMENNYH u(x, t) = U(x)T (t), (3.61) GDE U(x) T (t) — FUNKCII UKAZANNYH PEREMENNYH. pODSTAWIW (3.61) W (3.60) I RAZDELIW PEREMEN- NYE, POLU^IM_Ṫ

a^2T^{σ+1} = (U^σU^′)^′ U = λ, (3.62)

GDE λ —KONSTANTA RAZDELENIQ,^˙T = dT (t)/dt, U^′ = dU(x)/dx. pODSTAWIM (3.61) W NA^ALXNYE I GRANI^NYE USLOWIQ ZADA^I (3.60), POLU^IM

T (0)U(x) = A_0τ^{−1/σ} ( 1 − x x_0 )_2/σ , (3.63)

T (t)U(0) = A_0(τ − t)^{−1/σ}, (3.64)

OTKUDA_{T (0)U(0) = A0τ −1/σ. (3.65)}

iZ (3.65) SLEDUET, T (0) = μτ^{−1/σ}, U(0) = μ^{−1}A0, GDE μ — PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ. pOSKOLXKU FUNKCII U I T WHODQT W RE[ENIE (3.61) W WIDE PROIZWEDENIQ, W KOTOROM μ SOKRA]AETSQ, MOVNO, NE UMENX[AQ OB]NOSTI, POLOVITX μ = 1. tOGDA IZ (3.63), (3.64) SLEDUET

U(x) = A_0 ( 1 − x x_0 )_2/σ , (3.66)

T (t) = (τ − t)^{−1/σ}. (3.67)

pODSTAWIM (3.66), (3.67) W (3.62) I NAJDEM, ^TO λ = 1/σa^2, A FUNKCIQ u(x, t) WIDA (3.61), (3.66),

(3.67) QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (3.60) W OBLASTI 0 < x_0 < x_0, ESLI PARAMETR x_0 IMEET

SLEDU@]IJ WID:

x_0 = a ( 2A^σ_0 (σ + 2)σ^{−1}

)_1/_2

. (3.68)

rE[ENIE ZADA^I (3.60) NA WSEJ POLUOSI x ZAPISYWAETSQ W WIDE u(x, t) = A_0(τ − t)^{−1/σ} ( 1 − x x_0 )_2/σ , 0 ≤ x ≤ x_0, 0 ≤ t ≤ τ, 0, x ≥ x_0, 0 ≤ t ≤ τ. (3.69)

rIS. 3.4 ILL@STRIRUET RASPREDELENIE TEMPERATURY W POSLEDOWATELXNYE MOMENTY WREMENI.

iZ GRAFIKOW WIDNO, ^TO NA FRONTE TEMPERATURNOGO POLQ x = x0 RAWNY NUL@ TEMPERATURA I TEPLOWOJ POTOK. fRONT RAZDELQET NAGRETU@ (x ≤ x0) I HOLODNU@ (x ≥ x0) OBLASTI PRI WSEH

0 ≤ t ≤ τ . fRONT OSTAETSQ NEPODWIVNYM PRI t → τ , PO“TOMU RE[ENIE (3.69) MOVNO RASSMATRI-

WATX KAK OSTANOWIW[U@SQ NA KONE^NOE WREMQ TEPLOWU@ WOLNU. rAZUMEETSQ, ROST TEMPERATURY W REALXNOJ SISTEME BUDET PRODOLVATXSQ DO TEH POR, POKA W DEJSTWIE NE WSTUPQT FAKTORY, NE OTRAVENNYE W RASSMATRIWAEMOJ MODELI I PROCESS WYJDET ZA PREDELY PRIMENIMOSTI MODELI.

         -

6

t = 0 t1 > 0 t2 > t1 u

O x0 x rIS. 3.4:

pERENOS TEPLA W USLOWIQH RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA

zAKON fURXE (3.2), KAK OTME^ENO W PARAGRAFE 3.1, SPRAWEDLIW, KOGDA GRADIENTY TEMPERATURY W SREDE OTNOSITELXNO MALY, A PROCESS TEPLOPERENOSA MEDLENNYJ, τ | ∂u ∂t | ≪ 1, l|∇u| ≪ 1, (3.70) GDE τ — WREMQ, l — DLINA SWOBODNOGO PROBEGA ^ASTIC W SREDE, OSU]ESTWLQ@]IH PERENOS TEP- LA, u — TEMPERATURA. oDNAKO, W BYSTRO PROTEKA@]IH FIZI^ESKIH PROCESSAH USLOWIQ (3.70) MOGUT NARU[ATXSQ. nAPRIMER, W WYSOKOTEMPERATURNOJ PLAZME, WOZNIKA@]EJ, W ^ASTNOSTI, PRI OTVIGE POLUPROWODNIKA IMPULXSNYM IZLU^ENIEM MO]NOGO LAZERA, PERENOS TEPLA OPREDELQETSQ DWIVENIEM NAIBOLEE LEGKIH I PODWIVNYH ^ASTIC — “LEKTRONOW.

tEPLOWOJ POTOK, WY^ISLENNYJ PO ZAKONU fURXE (3.2) PRI BOLX[IH GRADIENTAH TEMPERATUR- NOGO POLQ MOVET PREWY[ATX POTOK TEPLA, PERENOSIMOGO “LEKTRONAMI DAVE W PREDPOLOVENII, ^TO WSE “LEKTRONY DWIVUTSQ W ODNOM NAPRAWLENII. uDELXNYJ TEPLOWOJ POTOK W “TOM (FIZI^ESKI NE REALIZUEMOM) SLU^AE RAWEN q_{max} ≈ n_eku_e √ ku_e m_e . (3.71)

zDESX ne — KONCENTRACIQ “LEKTRONOW, k — POSTOQNNAQ bOLXCMANA, ue — TEMPERATURA “LEKTRON- NOGO GAZA, me — MASSA “LEKTRONA, WELI^INA^√kue/me — ESTX SREDNQQ SKOROSTX “LEKTRONA.

—LEKTRONY W PLAZME WZAIMODEJSTWU@T MEVDU SOBOJ I S DRUGIMI ^ASTICAMI PLAZMY, PO“TOMU WELI^INA “LEKTRONNOGO TEPLOWOGO POTOKA W PLAZME ZNA^ITELXNO MENX[E MAKSIMALXNO WOZMOV- NOGO ZNA^ENIQ (3.71). tAKIM OBRAZOM, MODELX TEPLOPROWODNOSTI, POSTROENNAQ NA ZAKONE fURXE OKAZYWAETSQ NEADEKWATNOJ, TAK KAK NE U^ITYWAET RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA.

oDNA IZ PROSTYH MODELEJ, U^ITYWA@]IH RELAKSACI@, STROITSQ NA URAWNENII DLQ TEPLOWOGO POTOKA^3 τ ∂⃗q ∂t + ⃗q = −κ∇u. (3.72) eSLI τ^{∂⃗q}_{∂t} ≪ 1, TO URAWNENIE (3.72) PEREHODIT W ZAKON fURXE (3.2). rELAKSACIQ TEPLOWOGO POTOKA OPISYWAETSQ WYRAVENIEM τ ∂⃗q/∂t. uRAWNENIE (3.72) BYLO PREDLOVENO E]E mAKSWELLOM I ISPOLX- ZUETSQ W RAZLI^NYH FIZI^ESKIH TEORIQH, NAPRIMER, PRI OPISANII RASPROSTRANENIQ TEPLOWYH IMPULXSOW W TWERDYH TELAH PRI NIZKIH TEMPERATURAH.

pRIWEDEM PROSTEJ[IJ MOLEKULQRNO-KINETI^ESKIJ ANALIZ, PRIWODQ]IJ K URAWNENI@ (3.72).

3mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE. nELINEJNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI./oTW. RED. AKAD. a.a. sA- MARSKIJ, ^L.-KORR. an ran s.p. kURD@MOW, K.F.-M.N. w.i. mAVUKIN. m.: nAUKA, 1987. — 280 S.

rASSMOTRIM W NEKOTOROJ TO^KE SREDY PLOSKU@ PLO]ADKU, PERPENDIKULQRNU@ NAPRAWLENI@ TEPLOWOGO POTOKA ⃗q. pUSTX v — SREDNQQ TEPLOWAQ SKOROSTX ^ASTIC, τ — WREMQ SWOBODNOGO PRO- BEGA. oBOZNA^IM ^EREZ x KOORDINATU WDOLX OSI, PROHODQ]U@ PERPENDIKULQRNO PLO]ADKI SLEWA NAPRAWO. nA PLO]ADKU PADA@T ^ASTICY, NAHODQ]IESQ NA RASSTOQNII DLINY SWOBODNOGO PROBEGA

λ = vτ OT NEE, SKOROSTX KOTORYH NAPRAWLENA W STORONU PLO]ADKI. s^ITAQ RAWNOWEROQTNYMI WSE

[ESTX WOZMOVNYH NAPRAWLENIJ OTNOSITELXNO PLO]ADKI (WWERH I WNIZ, WPERED I NAZAD, WPRAWO I WLEWO), ZAPI[EM POTOK ^ASTIC, DWIVU]IHSQ W STORONU PLO]ADKI SPRAWA OT NEE W WIDE jPRAW. = −^1_6nv, GDE n — KONCENTRACIQ ^ASTIC, v — SREDNQQ TEPLOWAQ SKOROSTX ^ASTIC. pOTOK “NERGII, PERENO- SIMYJ “TIMI ^ASTICAMI ^EREZ PLO]ADKU RAWEN qPRAW. = −^1_6nvmεPRAW., GDE m — MASSA ^ASTICY, εPRAW. — UDELXNAQ (NA EDINICU MASSY) “NERGIQ ^ASTIC, NAHODQ]IHSQ SPRAWA OT PLO]ADKI. aNALOGI^NO, qLEW. =^1_6nvmεLEW., sUMMARNYJ POTOK “NERGII ^EREZ PLO]ADKU RAWEN

q = qLEW. + qPRAW. = m 6 nv(εLEW. − εPRAW.). (3.73)

uDELXNAQ “NERGIQ ^ASTIC W SREDE RAZLI^NA W RAZLI^NYH TO^KAH W RAZLI^NYE MOMENTY WREMENI, WSLEDSTWIE ^EGO I WOZNIKA@T TEPLOWYE POTOKI, εLEW. = εLEW.(⃗r, t), εPRAW. = εPRAW.(⃗r, t). tOGDA IZMENENIE “NERGII WDOLX OSI x W PERWOM PRIBLIVENII RAWNO εLEW. = ε −^{∂ε}_{∂x}λ, εPRAW. = ε +^{∂ε}_{∂x}λ, GDE ε — “NERGIQ NA PLO]ADKE.

wYRAZIM TEPLOWU@ “NERGI@ ^EREZ TEMPERATURU — ∂ε ∂x = c_V ∂u ∂x , GDE cV — UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX. tOGDA IZ (3.73) POLU^IM ZAKON fURXE q = − m 6 nv2 ∂ε ∂x λ = − m 3 nvλc_V ∂u ∂x = −κ ∂u ∂x , (3.74)

GDE κ =^m_3 nvλcV — KO“FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI. pRI WYWODE ZAKONA fURXE (3.74) PREDPOLA- GALOSX, ^TO ^ASTICY, PROHODQ]IE ^EREZ PLO]ADKU, DOSTIGA@T EE MGNOWENNO.

pOTOK TEPLA (3.74) BUDET PERENESEN ^EREZ PLO]ADKU NE W MOMENT WREMENI t, KOGDA TEMPERA- TURA SLEWA I SPRAWA OT PLO]ADKI BYLI uLEW., uPRAW., A ^EREZ PROMEVUTOK τ , RAWNYJ WREMENI SWOBODNOGO PROBEGA. pO“TOMU (3.74) SLEDUET ZAPISATX W WIDE −κ ∂u(t, x) ∂x = q(x, t + τ ) = q(x, t) + τ ∂q(x, t) ∂t , (3.75)

^TO SOWPADAET S (3.72).

pROSTEJ[U@ MODELX PERENOSA TEPLA, W KOTOROJ ZAKON fURXE (3.2) ZAMENEN SOOTNO[ENIEM

(3.75), ZAPISYWAETSQ (W ODNOMERNOM SLU^AE) W WIDE c_V ∂u(x, t) ∂t + ∂q(x, t) ∂x = 0, (3.76) τ ∂q(x, t) ∂t + κ ∂u(x, t) ∂x + q(x, t) = 0. (3.77)

kO“FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI κ I WREMQ RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA τ MOGUT ZAWISETX OT TEMPERATURY u.

sISTEMA (3.76), (3.77) OPISYWAET RQD RAZLI^NYH FIZI^ESKIH QWLENIJ. w LINEJNOM SLU^AE PRI

κ = const , τ = const IZ (3.76), (3.77) POLU^AEM, DIFFERENCIRUQ (3.76) PO t, A (3.77) — PO x: c_V ∂^2u ∂t^2 + ∂^2q ∂x∂t = 0, τ ∂^2q ∂x∂t + κ ∂^2u ∂x^2 + ∂q ∂x = 0.

oTS@DA τ c_V ∂^2u ∂t^2 − κ ∂^2u ∂x^2 + c_V ∂u ∂t = 0,

ILI_{∂2u} ∂t^2 − κ τ c_V ∂^2u ∂x^2 + 1 τ ∂u ∂t = 0. (3.78)

uRAWNENIE (3.78) NAZYWAETSQ ”TELEGRAFNYM URAWNENIEM”, A TAKVE GIPERBOLI^ESKIM URAWNENIEM TEPLOPROWODNOSTI. uRAWNENIE (3.78) IMEET RE[ENIQ WOLNOWOGO TIPA.

rASSMOTRIM RASPROSTRANENIE TEPLA W NELINEJNOJ SREDE S U^ETOM RELAKSACII, W KOTOROJ

κ = κ_0u^a, τ = τ_0u^{a1} , c_V = const . (3.79)

bUDEM ISKATX RE[ENIE SISTEMY (3.76), (3.77), (3.79) W WIDE WOLNY u = u(x − V t), q = q(x − V t), BEGU]EJ SO SKOROSTX@ V PO POSTOQNNOMU FONU, KOTORYJ HARAKTERIZUETSQ POSTOQNNYM ZNA^E- NIEM TEMPERATURY u0 I NULEWYM ZNA^ENIEM POTOKA q. zAMETIM, ^TO PRI u = const , q ≠ 0 NE WYPOLNQETSQ URAWNENIE (3.77). w “TIH PREDPOLOVENIQH SISTEMA (3.76), (3.77) IMEET WID

−c_V V u^′ + q^′ = 0, (3.80)

−V τ_0u^{a1} q^′ + κ_0u^au^′ + q = 0. (3.81) zDESX u = u(ξ), q = q(ξ), u^′ = du(ξ)/dξ, q^′ = dq/dξ, ξ = x − V t. uRAWNENIE (3.80) INTEGRIRUETSQ:

q = V c_V (u(ξ) − u_0). (3.82)

pODSTAWIM (3.82) W (3.72), POLU^IM URAWNENIE PERWOGO PORQDKA u^′ c_V V^2τ_0u^{a1} − κ_0u^a

c_V V (u − u_0)

= 1, (3.83)

IZ KOTOROGO TEMPERATURA u KAK FUNKCIQ PEREMENNOJ ξ NAHODITSQ KWADRATUROJ.

rEVIMY RASPROSTRANENIQ TEPLA, OPISYWAEMYE URAWNENIEM (3.83), SU]ESTWENNO OTLI^A@TSQ PRI RAZLI^NYH SOOTNO[ENIQH MEVDU ZNA^ENIQMI PARAMETROW cV V , V τ0, κ0, a, a1, u0. nE ISSLE- DUQ PODROBNO WSE OSOBENNOSTI “TIH REVIMOW, RASSMOTRIM IH OB]EE SWOJSTWO PRI UPRO]A@]EM PREDPOLOVENII u0 = 0. w “TOM SLU^AE URAWNENIE (3.83) LEGKO INTEGRIRUETSQ I DAET V τ_0 a_1 u^{a1} − κ_0 ac_V V u^a = ξ − ξ_0, (3.84)

GDE ξ0 — POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ, IME@]AQ SMYSL NA^ALXNOGO POLOVENIQ BEGU]EJ WOLNY. bEZ POTERI OB]NOSTI POLOVIM ξ0 = 0. sOOTNO[ENIE (3.84) OPREDELQET ZAWISIMOSTX ξ = ξ(u). bUDEM S^ITATX DLQ OPREDELENNOSTI a > a1. tAKOJ WYBOR OPRAWDAN, NAPRIMER, TEM, ^TO ZNA^ENIQ

a = 5/2, a_1 = 3/2 SOOTWETSTWU@T MODELI, OPISYWA@]EJ POLNOSTX@ IONIZIROWANNU@ PLAZMU.

pRI SDELANNYH PREDPOLOVENIQH IZ (3.84) SLEDUET, ^TO PRI ξ = 0

u = u_1 = ( V^2τ_0 a_1 a c_V )a_−a_1 . w TO^KE

u = u_m = ( V^2τ_0 a_1 )a_−a_1 . FUNKCIQ ξ(u) IMEET MAKSIMUM. kA^ESTWENNYJ HARAKTER ZAWISIMOSTI u(ξ) ILL@STRIRUET rIS.3.5. pOSKOLXKU ξ = x − V t, TO RAZWITI@ FIZI^ESKOGO PROCESSA WO WREMENI t (t WOZRASTAET) MOGUT

6

         -_ξ

A

u1 u

u_m

2

1

rIS. 3.5:

SOOTWETSTWOWATX UBYWA@]IE ZNA^ENIQ ξ. —TIM ZNA^ENIQM NA rIS.3.5 OTWE^A@T DWE WETWI (1 I 2) FUNKCII u(ξ), ISHODQ]IE IZ OB]EJ TO^KI A. dANNYJ PRIMER ILL@STRIRUET ODNU IZ HARAK- TERNYH OSOBENNOSTEJ NELINEJNYH PROCESSOW — WETWLENIE RE[ENIJ NELINEJNYH URAWNENIJ.

bOLEE PODROBNOE ISSLEDOWANIE RE[ENIJ URAWNENIQ (3.83) RASSMOTRENO W RABOTE^4. 3.4 kONTROLXNYE WOPROSY

1. pRI KAKIH USLOWIQH IMEET SMYSL PONQTIE POLQ TEMPERATURY W SPLO[NOJ SREDE? 2. sFORMULIRUJTE OSNOWNOJ ZAKON RASPROSTRANENIQ TEPLA. 3. w KAKIH SLU^AQH NARU[AETSQ ZAKON fURXE?

4. zAPI[ITE URAWNENIE BALANSA TEPLOWOJ “NERGII W ZADANNOJ TO^KE SPLO[NOJ SREDY I W ZA- DANNYJ MOMENT WREMENI.

5. oB˙QSNITE PONQTIQ WNUTRENNEJ I WNE[NEJ NELINEJNOSTI. pRIWEDITE PRIMERY. 6. sFORMULIRUJTE GRANI^NOE USLOWIE W ZADA^E TEPLOPROWODNOSTI S FAZOWYM PEREHODOM. ~EM OTLI^A@TSQ GRANI^NYE USLOWIQ W SLU^AE KRISTALLIZACII I W SLU^AE PLAWLENIQ?

7. oB˙QSNITE PONQTIQ AWTOMODELXNOJ PEREMENNOJ I AWTOMODELXNOGO RE[ENIQ. 8. zAPI[ITE URAWNENIE FRONTA FAZOWOGO PEREHODA W ODNOMERNOJ ZADA^E sTEFANA O FAZOWOM PEREHODE.

4lEWANOW e.i., sOTSKIJ e.n. tEPLOPERENOS S U^ETOM RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA./w KN. mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE. nELI- NEJNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI./oTW. RED. AKAD. a.a. sAMARSKIJ, ^L.-KORR. an ran s.p. kURD@MOW, K.F.-M.N. w.i. mAVUKIN. m.: nAUKA, 1987. s. 155-190.

9. oB˙QSNITE PONQTIE TEPLOWOJ WOLNY. w ^EM RAZLI^IE MEVDU TEPLOWOJ WOLNOJ I WOLNOJ UPRUGOSTI?

10. wOZNIKAET LI TEPLOWAQ WOLNA PRI RASPROSTRANENII TEPLA W LINEJNOJ SREDE? 11. kAKOJ REVIM RASPROSTRANENIQ TEPLA NAZYWAETSQ REVIMOM S ”OBOSTRENIEM”? 12. oB˙QSNITE PONQTIE ”WREMQ OBOSTRENIQ”.

13. pRI KAKIH USLOWIQH SLEDUET U^ITYWATX RELAKSACI@ TEPLOWOGO POTOKA? 14. sOSTAWXTE URAWNENIE BALANSA TEPLOWYH POTOKOW S U^ETOM RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA. 15. mOVET LI RASPROSTRANQTXSQ LOKALIZOWANNOE TEPLOWOE WOZMU]ENIE W USLOWIQH RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA?

16. oB˙QSNITE PONQTIE WETWLENIQ RE[ENIJ NELINEJNOGO URAWNENIQ NA PRIMERE MODELI RASPRO- STRANENIQ TEPLA S U^ETOM RELAKSACII TEPLOWOGO POTOKA.

4 sISTEMY TIPA ”REAKCIQ - DIFFUZIQ”

4.1 dISSIPATIWNYE STRUKTURY W NELINEJNYH SISTEMAH

w NELINEJNYH NERAWNOWESNYH SISTEMAH SPONTANNO ILI WYNUVDENNO MOGUT OBRAZOWYWATXSQ PROSTRANSTWENNO NEODNORODNYE SOSTOQNIQ. tAKIE SOSTOQNIQ NAZYWA@T DISSIPATIWNYMI STRUK- TURAMI (ds). sPONTANNOE OBRAZOWANIE I “WOL@CI@ ds NAZYWA@T SAMOORGANIZACIEJ. sAMOORGA- NIZACIQ OBUSLOWLENA KOLLEKTIWNYMI (KOOPERATIWNYMI) “FFEKTAMI W NERAWNOWESNYH SISTEMAH. oBLASTX NAUKI, IZU^A@]AQ “TI QWLENIQ, NAZYWAETSQ SINERGETIKOJ. iZ ANALIZA MNOGIH ZADA^ SLEDUET, ^TO WOZNIKNOWENIE ds SWQZANO S NARASTANIEM FLUKTUACIJ OPREDELENNOGO WIDA PRI NE- KOTORYH KRITI^ESKIH SOSTOQNIQH SISTEMY. dRUGIMI SLOWAMI, ROST OPREDELENNYH FLUKTUACIJ W USLOWIQH POTERI USTOJ^IWOSTI SISTEMY PRIWODIT K PEREHODU SISTEMY IZ ODNOGO WOZMOVNOGO USTOJ^IWOGO SOSTOQNIQ W DRUGOE. ”wYBOR” TOGO ILI INOGO USTOJ^IWOGO SOSTOQNIQ OBUSLOWLEN WI- DOM RASTU]EJ FLUKTUACII. oBRAZOWANIE ds W ODNORODNYH RASPREDELENNYH MNOGOKOMPONENTNYH WZAIMODEJSTWU@]IH (AKTIWNYH) SREDAH WYRAVAETSQ W WIDE RASSLOENIQ ODNORODNOGO SOSTOQNIQ. pRI^INOJ WOZNIKNOWENIQ ds QWLQETSQ NALI^IE POLOVITELXNOJ OBRATNOJ SWQZI PO ODNOJ KOM- PONENTE (NAZYWAEMOJ AKTIWATOROM) I OTRICATELXNOJ OBRATNOJ SWQZI PO DRUGOJ KOMPONENTE (NAZYWAEMOJ INGIBITOROM). kLASSI^ESKIMI PRIMERAMI ds QWLQETSQ OBRAZOWANIE STRAT W GAZO- WOM RAZRQDE, OBRAZOWANIE Q^EEK bENARA W PODOGREWAEMOJ WQZKOJ VIDKOSTI.

rASSMOTRIM NELINEJNU@ SISTEMU, SOSTOQ]U@ IZ DWUH PROSTRANSTWENNO RASPREDELENNYH KOM- PONENT, OPISYWAEMYH PARAMETRAMI u I v, SOOTWETSTWENNO. nAPRIMER, u, v MOGUT IMETX SMYSL KONCENTRACIJ WE]ESTW. pO ODNOMU PARAMETRU, AKTIWATORU u, IMEETSQ POLOVITELXNAQ OBRATNAQ SWQZX. —TO OZNA^AET, ^TO POLOVITELXNOE IZMENENIE PARAMETRA u PRIWODIT K EGO DALXNEJ[EMU UWELI^ENI@. rOST AKTIWATORA KONTROLIRUETSQ WTOROJ KOMPONENTOJ SISTEMY v — INGIBITOROM. ds OBRAZU@TSQ WSLEDSTWIE BALANSA PROCESSOW AKTIWACII I INGIBIROWANIQ W USLOWIQH, KOGDA HARAKTERISTIKA MAS[TABA PROCESSA INGIBIROWANIQ L MNOGO BOLX[E HARAKTERISTIKI MAS[TABA AKTIWIROWANIQ l, L ≫ l. w “TIH USLOWIQH INGIBITOR NE MOVET PODAWLQTX LOKALXNYE NARASTANIQ AKTIWATORA, NO MOVET ”SPRAWITXSQ” S AKTIWATOROM NA BOLX[IH MAS[TABAH.

sU]ESTWUET NESKOLXKO MEHANIZMOW OBRAZOWANIQ ds I SOOTWETSTWU@]IH TEORIJ, KOTORYE ZA- WISQT KAK OT PRIRODY SISTEMY, TAK I OT EE GEOMETRII. dLQ SISTEM S SAMOORGANIZACIEJ HARAK- TERNO EE NAHOVDENIE W ODNOM IZ USTOJ^IWYH STACIONARNYH SOSTOQNIJ. eSLI PARAMETRY SISTEMY IZMENQTX, TO PRI PRIBLIVENII K KRITI^ESKOMU ZNA^ENI@, KOGDA SISTEMA TERQET USTOJ^IWOSTX, SOSTOQNIE SISTEMY MOVET IZMENITXSQ ZA S^ET FLUKTUACIJ. pO“TOMU DLQ OPISANIQ NELINEJNYH SISTEM WAVNOJ ZADA^EJ QWLQETSQ NAHOVDENIE STACIONARNYH SOSTOQNIJ I ANALIZ USTOJ^IWOSTI “TIH SOSTOQNIJ.

4.2 uSTOJ^IWOSTX STACIONARNYH SOSTOQNIJ

rASSMOTRIM SISTEMU, SOSTOQNIE KOTOROJ OPREDELQETSQ EE OB˙EMNYMI SWOJSTWAMI I NE ZAWISQT OT RAZMEROW SISTEMY I USLOWIJ NA EE GRANICE^5.

wO MNOGIH FIZI^ESKIH, HIMI^ESKIH, BIOLOGI^ESKIH I DRUGIH SISTEMAH SWOJSTWA DALXNODEJST- WIQ OPREDELQ@TSQ PROCESSAMI DIFFUZII. pROSTAQ MODELX TAKOJ SISTEMY MOVET BYTX POSTROENA NA OSNOWE URAWNENIJ τ_u ∂u ∂t = l^2Δu − q(u, v, A), (4.1) τ_v ∂v ∂t = L^2Δv − Q(u, v, A), (4.2) KOTORYE NAZYWA@T SISTEMOJ URAWNENIJ TIPA ”REAKCIQ - DIFFUZIQ”. zDESX FUNKCII u, v OPISY- WA@T AKTIWATOR I INGIBITOR, SOOTWETSTWENNO. dLQ OPREDELENNOSTI MOVNO POLAGATX, ^TO u I v

5w DANNOM PUNKTE MY SLEDUEM W OSNOWNOM RABOTE: kERNER b.s., oSIPOW w.w. sAMOORGANIZACIQ W AKTIWNYH RASPREDELENNYH SISTEMAH// uSPEHI FIZI^ESKIH NAUK. 1990. t.160, 9. s. 1 - 73.

— KONCENTRACII WE]ESTW; τu, τv, l, L — HARAKTERNYE WREMENA I MAS[TABY IZMENENIQ AKTIWATO- RA I INGIBITORA; A — PARAMETR, UPRAWLQ@]IJ POWEDENIEM SISTEMY. nALI^IE OTRICATELXNOJ OBRATNOJ SWQZI PO INGIBITORU I POLOVITELXNOJ PO AKTIWATORU PRI DANNOM ZNA^ENII PARAMETRA A OZNA^AET, ^TO

q_u = ∂q ∂u < 0, Q_v = ∂Q ∂v > 0. (4.3)

pUSTX SISTEMA NAHODITSQ W NEKOTOROM STACIONARNOM I ODNORODNOM SOSTOQNII u = uh = const,

v = v_h = const. —TO SOSTOQNIE OPREDELQETSQ ALGEBRAI^ESKOJ SISTEMOJ

q(u_h, v_h, A) = 0, Q(u_h, v_h, A) = 0. (4.4)

rASSMOTRIM FIZI^ESKU@ SISTEMU, DLQ KOTOROJ URAWNENIQ (4.4) IME@T EDINSTWENNOE RE[ENIE

u_h = u_h(A), v_h = v_h(A) PRI ZADANNOM ZNA^ENII PARAMETRA A. uSLOWIEM EDINSTWENNOSTI PO

TEOREME O NEQWNYH FUNKCIQH QWLQETSQ NERAWENSTWO NUL@ QKOBIANA, J = quQv − qvQu ≠ 0.

rE[ENIE uh, vh MOVNO POLU^ITX SLEDU@]IM OBRAZOM. oPREDELIM PREOBRAZOWANIE OT PEREMEN- NYH (u, v) K NEKOTORYM NOWYM PEREMENNYM (U, V) PO FORMULAM U = q(u, v, A), V = Q(u, v, A). (4.5) pREOBRAZOWANIE (4.5) OBRATIMO, ESLI QKOBIAN OTLI^EN OT NULQ, J = | | | | | q_u q_v Q_u Q_v | | | | | = q_uQ_v − q_vQ_u ≠ 0, (4.6)

I SOHRANQET ORIENTACI@, ESLI_{J = quQv − qvQu > 0. (4.7)}

fORMULY OBRA]ENIQ PREOBRAZOWANIQ (4.5) IME@T WID u = u(U, V, A), v = v(U, V, A). pRI WYPOLNENII “TIH USLOWIJ STACIONARNOE ODNORODNOE SOSTOQNIE SISTEMY OPISYWAETSQ WYRA- VENIQMI_{uh = u(0, 0, A) = uh(A),}

v_h = v(0, 0, A) = v_h(A). (4.8)

sISTEMA, DLQ KOTOROJ ZAWISIMOSTX uh(A), vh(A) ODNOZNA^NA, NAZYWAETSQ MONOSTABILXNOJ.

iSSLEDUEM USTOJ^IWOSTX STACIONARNOGO ODNORODNOGO SOSTOQNIQ uh(A), vh(A). s “TOJ CELX@ BUDEM ISKATX RE[ENIE SISTEMY (4.1), (4.2) W OKRESTNOSTI STACIONARNOGO ODNORODNOGO RE[ENIQ

(4.8), POLAGAQ

u = u_h + δu, v = v_h + δv. (4.9)

pODSTAWIM (4.9) W (4.1), (4.2) I RAZLOVIM POLU^ENNYE WYRAVENIQ PO δu, δv, POLU^IM SISTEMU W WARIACIQH DLQ SISTEMY (4.1), (4.2): τ_u ∂δu ∂t = l^2Δδu − q_u(u_h, v_h, A)δu − q_v(u_h, v_h, A)δv, (4.10) τ_v ∂δv ∂t = l^2Δδv − Q_u(u_h, v_h, A)δu − Q_v(u_h, v_h, A)δv. (4.11) sISTEMA (4.10), (4.11) URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI IMEET RE[ENIQ WIDA δu = e_1e^{−γt+i(⃗k⃗r)}, (4.12) δv = e_2e^{−γt+i(⃗k⃗r)}. (4.13)

zDESX e1, e2 — POSTOQNNYE, PARAMETR γ W OB]EM SLU^AE MOVET BYTX KOMPLEKSNYM. pARAMETRY

γ, ⃗k NAHODQTSQ IZ USLOWIQ SU]ESTWOWANIQ RE[ENIQ SISTEMY (4.10), (4.11). eSLI Reγ < 0, TO

ISSLEDUEMOE STACIONARNOE ODNORODNOE SOSTOQNIE (4.8) NEUSTOJ^IWO, W PROTIWNOM SLU^AE ONO USTOJ^IWO.

pODSTAWIM (4.12), (4.13) W (4.10), (4.11), POLU^IM

γτ_ue_1 = l^2k^2e_1 + q_ue_1 + q_ve_2, γτ_ve_2 = L^2k^2e_2 + Q_ue_1 + Q_ve_2, (4.14)

GDE k^2 = (^⃗k ·^⃗k). zAPI[EM “TU SISTEMU W MATRI^NOJ FORME

(A − γI)⃗e = 0, (4.15)

GDE I — EDINI^NAQ MATRICA PORQDKA (2 × 2), A = ( (l^2k^2 + q_u)τ^{−1}_u q_vτ^{−1}_u Q_uτ^{−1}_v (L^2k^2 + Q_v)τ^{−1}_v ) , (4.16)

⃗e = (e_1, e_2)^T . nETRIWIALXNYE RE[ENIQ URAWNENIJ (4.12), (4.13) SU]ESTWU@T, ESLI

det(A − γI) = 0. (4.17)

uRAWNENIE (4.17) QWLQETSQ HARAKTERISTI^ESKIM DLQ SISTEMY (4.10), (4.11) I OPREDELQET HA- RAKTERISTI^ESKIE ZNA^ENIQ PARAMETRA γ. qWNYE WYRAVENIQ DLQ HARAKTERISTI^ESKIH ZNA^ENIJ γ POLU^IM, PODSTAWLQQ (4.16) W (4.17). oBOZNA^IM

f = τ_v(l^2k^2 + q_u) + τ_u(L^2k^2 + Q_v), (4.18)

g = (l^2k^2 + q_u)(L^2k^2 + Q_v) − Q_uq_v. (4.19)

tOGDA URAWNENIE (4.17) PRIMET WID

τ_uτ_vγ^2 − fγ + g = 0. (4.20)

oTS@DA POLU^AEM HARAKTERISTI^ESKIE ZNA^ENIQ γ:

2τ_uτ_vγ_{1,2} = f ± √ f^2 − 4τ_uτ_vg. (4.21)

uSLOWIE NEUSTOJ^IWOSTI STACIONARNOGO ODNORODNOGO RE[ENIQ (4.8) IMEET MESTO, ESLI WYPOLNENO ODNO IZ SLEDU@]IH NERAWENSTW:_{f < 0, (4.22)}

ILI_{g < 0. (4.23)}

iSSLEDUEM USLOWIQ USTOJ^IWOSTI W SISTEMAH S RAZLI^NYMI SOOTNO[ENIQMI MEVDU HARAKTERNY- MI WREMENAMI τu, τv I MAS[TABAMI l, L.

pOKAVEM, ^TO W SISTEME (4.1), (4.2), W KOTOROJ IZMENENIE KONCENTRACII AKTIWATORA PROISHO- DIT BYSTREE, ^EM INGIBITORA, T.E. α = τ_u τ_v ≪ 1, (4.24)

WSEGDA WOZNIKAET NEUSTOJ^IWOSTX.

dEJSTWITELXNO, DLQ FLUKTUACII S k = 0

f = τ_v(q_u + αQ_v) ≈ τ_vq_u (4.25)

I PRI WYPOLNENII NERAWENSTWA (4.24) USLOWIE (4.22) PRINIMAET WID PERWOGO USLOWIQ (4.3) I TEM SAMYM WYPOLNQETSQ. dRUGIMI SLOWAMI, W TAKOJ SISTEME SU]ESTWU@T NARASTA@]IE FLUKTUACII.

wYRAVENIE DLQ γ PRI k = 0 IMEET WID

γ_{1,2} = 1 2 ( q_u τ_u + Q_v τ_v ) ± i √ 1 τ_uτ_v J − 1 4τ^2_u τ^2_v

(τ_vq_u + τ_uQ_v)^2, (4.26)

ILI, PRINIMAQ WO WNIMANIE (4.24),

γ_{1,2} = 1 2τ_u (q_u + αQ_v) ± i √ 1 τ_uτ_v J − 1 4τ^2_u

(q^2_u + 2αq_uQ_v).

nA GRANICE WYPOLNENIQ USLOWIQ (4.22) S U^ETOM (4.25), T.E. PRI |qu| ≪ 1, FLUKTUACIQ HARAKTE- RIZUETSQ ^ASTOTOJ OSCILLQCIJ

Ω = Imγ = ω_0 = (τ_uτ_v)^{−1/2}(q_uQ_v − q_vQ_u)^{1/2} = (τ_uτ_v)^{−1/2}J^{1/2}. (4.27)

pUSTX WYPOLNENO WTOROE USLOWIE NEUSTOJ^IWOSTI, T.E. NERAWENSTWO (4.23). tOGDA FLUKTUACIQ APERIODI^ESKI RASTET, POSKOLXKU Imγ ≡ ω = 0. zAPI[EM NERAWENSTWO (4.23) W WIDE

F (k^2) = k^4l^2L^2 + k^2(l^2Q_v + L^2q_u) + J ≤ 0. (4.28)

nETRUDNO WIDETX, ^TO (4.28) WYPOLNQETSQ W OGRANI^ENNOJ OBLASTI ZNA^ENIJ k^2, OPREDELQEMOJ USLOWIQMI_{k2}

1 ≤ k^2 ≤ k^2 , (4.29)

(k^2)_{1,2} = 1 2l^2L^2

[−(l^2Q_v + L^2q_u) ± √ (l^2Q_v + L^2q_u)^2 − 4l^2L^2J], (4.30)

SM. rIS.4.1.

nEOTRICATELXNOSTX k^2_1, KAK SLEDUET IZ (4.30), TREBUET

  -

6

k^2_1 k^2 k^2

F (k^2)

k^2_0

rIS. 4.1:

WYPOLNENIQ SLEDU@]IH NERAWENSTW:

−q_uL^2 − Q_vl^2 ≥ 0, (4.31) −q_uL^2 − Q_vl^2 ≥ 2lLJ^{1/2} ≥ 0. (4.32)

nERAWENSTWO (4.31) QWLQETSQ SLEDSTWIEM (4.32).

hARAKTERNOE WOLNOWOE ^ISLO k0, PRINADLEVA]EE OB- LASTI DOPUSTIMYH ZNA^ENIJ k^2 (4.29), ESTESTWENNO WY- BRATX W WIDE

(k_0)^2 = 1 2l^2L^2

(−q_uL^2 − Q_vl^2). (4.33)

wBLIZI POROGA WYPOLNENIQ USLOWIQ (4.32), KOGDA −quL^2−

Q_vl^2 ≈ 2lLJ^{1/2}, IZ (4.33) DLQ k_0 POLU^AEM SLEDU@]EE WYRAVENIE:

k_0 ≈ (lL)^{−1/2}J^{1/4}. (4.34)

pREDPOLOVIM, ^TO WYPOLNENO USLOWIE ε = l L ≪ 1, (4.35)

T.E. KONCENTRACIQ INGIBITORA RASPREDELENA BOLEE ODNORODNO, ^EM AKTIWATORA.

tOGDA USLOWIE NEUSTOJ^IWOSTI (4.28) DLQ HARAKTERNOGO WOLNOWOGO ^ISLA (4.34) S U^ETOM (4.35) PRINIMAET WID ε^2Qv + qu + 2εJ ≤ 0, ILI

q_u < −ε^2Q_v − 2εJ^{1/2}. (4.36)

oTMETIM, ^TO USLOWIE (4.36) (NEUSTOJ^IWOSTI ODNORODNOGO SOSTOQNIQ (4.8)) WYPOLNQETSQ BLAGO- DARQ qu < 0 I TEM LEG^E, ^EM MENX[E WELI^INA ε = l/L.

4.3 uSTOJ^IWOSTX STACIONARNYH SOSTOQNIJ

W NEKOTORYH IZWESTNYH MODELQH uSLOWIE NEUSTOJ^IWOSTI, PRIWODQ]EJ K RASSLOENI@ ODNORODNOGO SOSTOQNIQ W SISTEMAH S DIF- FUZIEJ BYLO POLU^ENO tX@RINGOM PRI ISSLEDOWANII USLOWIJ FORMOOBRAZOWANIQ (MORFOGENEZA). iDEI tX@RINGA STIMULIROWALI ANALITI^ESKIE ISSLEDOWANIQ I KOMPX@TERNOE MODELIROWANIE BIOLOGI^ESKIH, HIMI^ESKIH I FIZI^ESKIH NELINEJNYH SISTEM, SREDI KOTORYH IZWESTNY MODELX MORFOGENEZA gIRERA—mAJNHARDA, W KOTOROJ { q = u − B − Au^2/v, Q = v − Cu^2, (4.37)

MODELX, PREDLOVENNAQ BR@SSELXSKOJ [KOLOJ FIZIKOW (BR@SSELQTOR), ZADAETSQ FUNKCIQMI { q = u − (B + u^2v)(1 + A)^{−1}, Q = u^2v − Au. (4.38)

w MODELI (4.37) STACIONARNOE RE[ENIE IMEET WID

u_h = B + A C , v_h = Cu^2_h, q_u = 1 − 2A u v . (4.39)

uSLOWIE (4.3),

q_u = 1 − 2A u_h v_h = 1 − 2A 1 CB + A < 0, WYPOLNQETSQ PRI A > A0 = CB. w MODELI (4.38)

u_h = B, v_h = A B . (4.40)

nERAWENSTWO (4.3) PRINIMAET WID

q_u = 1 − 2u_hv_h 1 + A

= 1 − 2 A 1 + A < 0 I SPRAWEDLIWO PRI A > A0 = 1.

rASSMOTRIM USLOWIQ WYPOLNENIQ NERAWENSTWA (4.36). pRI ZADANNOM ZNA^ENII ε SOOTNO[ENIE

(4.36) NA POROGE EGO WYPOLNENIQ (KOGDA IMEET MESTO RAWENSTWO) OPREDELQET KRITI^ESKOE ZNA^ENIE

UPRAWLQ@]EGO PARAMETRA A = Ac, PRI KOTOROM WOZNIKAET RASSLOENIE ODNORODNOGO SOSTOQNIQ SISTEMY.

pRI ε → 0 USLOWIE (4.36) PEREHODIT W (4.3) I WYPOLNQETSQ PRI Ac → A0, PRI KOTOROM qu = 0. sU]ESTWUET NEKOTOROE MAKSIMALXNOE ZNA^ENIE ε = εm, WY[E KOTOROGO USLOWIE (4.36) NE WY- POLNQETSQ NI PRI KAKIH ZNA^ENIQH PARAMETRA A.

dLQ MODELI (4.37) IZ (4.36) IMEEM 1 − 2A_c u v = −ε^2 − 2ε[1 − 2A_c u v + A_c u^2 v^2

· 2uC]^{12} .

pODSTAWIM S@DA u = uh, v = vh = Cu^2_h IZ (4.39), POLU^IM 1 − 2A_c 1 Cu_h = −ε^2 − 2ε, ILI 1 − 2A_c 1 A_0 + A_c

= −ε^2 − 2ε, A_0 = CB.

           -

6

ε�1

ε�1_c ε�1_m

A0 A_c rIS. 4.2:

oTKUDA

A_c =

(1 + ε)^2 1 − 2ε − ε^2

A_0.

pRI ε = εm =^√2 − 1 ≈ 0, 41 USLOWIE (4.36) NE REALIZUETSQ. zAWISIMOSTX ε^{−1} OT PARAMETRA A PREDSTAWLENA NA rIS.4.2.

dLQ MODELI (4.38) USLOWIE (4.36) PRINIMAET WID

1 − 2 u_hv_h 1 + A

= −ε^2u^2_h − − 2ε [( 1 − 2 u_hv_h 1 + A ) u^2_h + u^2_h 1 + A

(2u_hv_h − A)

] 1_2 , ZDESX A = Ac.

pODSTAWLQQ S@DA (4.40), POLU^IM

1 − 2 A_c 1 + A_c

= −ε^2B^2 − 2εB 1 (1 + A_c)^12 , ILI ε = A^{12}c − 1 (1 + A_c)^{12}

B^{−1}. (4.41)

zAWISIMOSTX ε^{−1}(Ac) TAKVE IMEET WID, IZOBRAVENNYJ NA rIS. 4.2. iZ (4.41) SLEDUET, ^TO ε =

ε_m = B^{−1}.

4.4 kONTROLXNYE WOPROSY

1 oB˙QSNITE SLEDU@]IE PONQTIQ: AKTIWNAQ SREDA, DISSIPATIWNAQ STRUKTURA, SAMOORGANIZA- CIQ.

2 oB˙QSNITE SLEDU@]IE PONQTIQ: AKTIWATOR, INGIBITOR. zA S^ET KAKIH FAKTOROW WOZNIKAET SAMOORGANIZACIQ W AKTIWNOJ SREDE.

3 sFORMULIRUJTE MODELX DWUHKOMPONENTNOJ AKTIWNOJ SREDY S DIFFUZIEJ. 4 dAJTE OPREDELENIE STACIONARNOGO SOSTOQNIQ W “TOJ MODELI. 5 sFORMULIRUJTE USLOWIQ MONOSTABILXNOSTI NELINEJNOJ SISTEMY.

6 zAPI[ITE SISTEMU URAWNENIJ W WARIACIQH DLQ MODELI DWUHKOMPONENTNOJ AKTIWNOJ SREDY S DIFFUZIEJ.

7 zAPI[ITE HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE DLQ SISTEMY W WARIACIQH W “TOJ MODELI. 8 sFORMULIRUJTE USLOWIQ OBRAZOWANIQ DISSIPATIWNYH STRUKTUR W MODELI DWUHKOMPONENTNOJ AKTIWNOJ SREDY S DIFFUZIEJ.

9 dAJTE HARAKTERISTIKU TIPOW NEUSTOJ^IWOSTEJ W DANNOJ MODELI. 10 nAJDITE STACIONARNOE RE[ENIE W MODELI gIRERA-mAJNHARDA. 11 nAJDITE STACIONARNOE RE[ENIE W MODELI BR@SSELQTORA.

12 nAJDITE KRITI^ESKIE ZNA^ENIQ UPRAWLQ@]EGO PARAMETRA A I MALOGO PARAMETRA ε W MODELI gIRERA-mAJNHARDA.

13 nAJDITE KRITI^ESKIE ZNA^ENIQ UPRAWLQ@]EGO PARAMETRA A I MALOGO PARAMETRA ε W MODELI BR@SSELQTORA.

5 nELINEJNYE WOLNY

5.1 gIPERBOLI^ESKIE I DISPERGIRU@]IE WOLNY

pO^TI L@BAQ OBLASTX NAUKI SWQZANA S WOLNOWYM DWIVENIEM. dATX TO^NOE OPREDELENIE PONQ- TI@ WOLNY ZATRUDNITELXNO. ~TOBY OHWATITX NAIBOLEE [IROKIJ KRUG WOLNOWYH QWLENIJ, BUDEM POLXZOWATXSQ PREDSTAWLENIEM O WOLNE, KAK O L@BOM RAZLI^IMOM SIGNALE, PEREDA@]EMSQ OT OD- NOJ ^ASTI SREDY K DRUGOJ S NEKOTOROJ OPREDELENNOJ SKOROSTX@. —TOT SIGNAL MOVET ISKAVATXSQ, MENQTX SWO@ SKOROSTX, NO PRI “TOM OSTAWATXSQ RAZLI^IMYM.

mOVNO USLOWNO WYDELITX DWA KLASSA WOLN: GIPERBOLI^ESKIE I DISPERGIRU@]IE. —TO DELE- NIE NE QWLQETSQ MATEMATI^ESKI WPOLNE KORREKTNYM, POSKOLXKU DANNYE KLASSY PERESEKA@TSQ. tEM NE MENEE, ONO POLEZNO, T.K. POZWOLQET ORIENTIROWATXSQ W OSNOWNYH NAPRAWLENIQH TEORII NELINEJNYH WOLN.

w OSNOWE OPISANIQ GIPERBOLI^ESKIH WOLN LEVAT GIPERBOLI^ESKIE URAWNENIQ, PRIMEROM KO- TORYH QWLQETSQ WOLNOWOE URAWNENIE u_{tt} = c^2∇^2u; u = u(t, ⃗r); ⃗r ∈ R^3. w ODNOMERNOM SLU^AE u = u(t, x); x ∈ R^1.

oDNOMERNOE WOLNOWOE URAWNENIE_u tt = c^2u_{xx} MOVET BYTX PREDSTAWLENO W RAS]EPLENNOM WIDE ( ∂ ∂t − c ∂ ∂x )( ∂ ∂t + c ∂ ∂x )u(t, x) = 0. oTS@DA MOVNO WYDELITX BOLEE PROSTOE URAWNENIE

u_t + cu_x = 0, (5.1)

KOTOROE OPISYWAET WOLNU, RASPROSTRANQ@]U@SQ W ODNOM NAPRAWLENII SLEWA NAPRAWO.

dISPERGIRU@]AQ WOLNA OPREDELQETSQ WIDOM RE[ENIQ, A NE URAWNENIQ. lINEJNAQ DISPERGIRU- @]AQ SISTEMA DOPUSKAET RE[ENIE_{u = a cos(kx − ωt). (5.2)}

zDESX ^ASTOTA ω PREDSTAWLQET SOBOJ IZWESTNU@ WE]ESTWENNU@ FUNKCI@ ω(k), KOTORAQ OPREDE- LQETSQ SWOJSTWAMI SISTEMY.

fAZOWAQ SKOROSTX W WOLNE (5.2) RAWNA ω(k)/k. qWLENIE DISPERSII PODRAZUMEWAET, ^TO FAZOWAQ SKOROSTX NE QWLQETSQ POSTOQNNOJ, ω(k)/k ≠ const .

uDOBNO OPREDELITX DISPERGIRU@]U@ WOLNU USLOWIEM ω^′(k) ≠ const, ILI ω^{′′}(k) ≠ 0. w “TOM SLU^AE W LINEJNOJ TEORII WOLNOWOJ PAKET, KOTORYJ PREDSTAWLQET SOBOJ RQD fURXE PO GARMONI- KAM WIDA (5.2), PRI RASPROSTRANENII BUDET DISPERGIROWATX, (RASPOLZATXSQ), T.K. KAVDAQ GARMO- NIKA WIDA (5.2) RASPROSTRANQETSQ SO SWOEJ SKOROSTX@. zAMETIM, ^TO WOLNOWOE URAWNENIE (5.1) IMEET RE[ENIE WIDA u = u(x − ct), W KOTOROM ω = ck. tAKAQ WOLNA NE OTNOSITSQ K DISPERGIRU- @]IM WOLNAM. s DRUGOJ STORONY, GIPERBOLI^ESKOE URAWNENIE kLEJNA-gORDONA

u_{tt} − c^2u_{xx} + m^2u = 0

IMEET RE[ENIE WIDA (5.2), DLQ KOTOROGO

ω^2 = c^2k^2 + m^2

I ω^{′′}(k) ≠ 0. nESMOTRQ NA TAKOE DWOJSTWENNOE POWEDENIE NEKOTORYH URAWNENIJ, RAZLI^IE GIPER- BOLI^ESKIH I DISPERGIRU@]IH WOLN MY UWIDIM IZ RE[ENIQ KONKRETNYH ZADA^.

nAIBOLEE HARAKTERNYM SLEDSTWIEM NELINEJNOSTI GIPERBOLI^ESKOJ WOLNY QWLQETSQ OPROKI- DYWANIE FRONTA WOLNY. rASSMOTRIM PODROBNEE “TO QWLENIE. pROSTEJ[EE NELINEJNOE URAWNENIE

RASPROSTRANENIQ WOLNY POLU^ITSQ, ESLI W URAWNENII (5.1) SKOROSTX ZAWISIT OT POLQ u(x, t), T.E.

c = c(u). w “TOM SLU^AE URAWNENIE (5.1) PRINIMAET WID

u_t + c(u)u_x = 0. (5.3)

w ^ASTOM SLU^AE SLABOJ ZAWISIMOSTI c(u) FUNKCI@ c(u) MOVNO RAZLOVITX W RQD I OGRANI^ITXSQ PERWYM NELINEJNYM ^LENOM,_{c = c0 + c1u.}

tOGDA URAWNENIE (5.3) PRIMET WID

u_t + c_0u_x + c_1uu_x = 0. (5.4)

pREOBRAZOWANIEM KOORDINAT t → t, x → x − c0t, PRI KOTOROM PROIZWODNYE PREOBRAZU@TSQ PO FORMULAM_{∂t → ∂t − c0∂x ∂x → ∂x,} URAWNENIE (5.4) PRIWODITSQ K WIDU_{ut + c1uux = 0. (5.5)}

5.2 mETOD HARAKTERISTIK

dLQ RE[ENIQ URAWNENIQ (5.3) RASSMOTRIM FUNKCI@ u(x, t) NA NEKOTOROJ KRIWOJ x = x(t) NA PLOSKOSTI (x, t).

pOLNAQ PROIZWODNAQ FUNKCII u(x(t), t) WDOLX KRIWOJ x = x(t) DAETSQ WYRAVENIEM du dt = ∂u ∂t + dx dt ∂u ∂x . (5.6)

oPREDELIM KRIWU@ x = x(t) URAWNENIEM dx(t) dt = c(u). (5.7)

oPREDELENIE 5.1 kRIWAQ γ = (t, x(t)), OPREDELQEMAQ URAWNENIEM (5.7), NAZYWAETSQ HARAKTE-

RISTIKOJ URAWNENIQ (5.3).

uSLOWIE POSTOQNSTWA FUNKCII u(x, t) WDOLX HARAKTERISTIKI PRINIMAET WID du dt = ∂u ∂t + dx(t) dt ∂u ∂x = ∂u ∂t + c(u) ∂u ∂x = 0. (5.8)

iZ (5.8) SLEDUET, ^TO FUNKCIQ u(x, t), SOHRANQ@]AQ POSTOQNNOE ZNA^ENIE u = u0 NA HARAKTERIS- TIKE γ, QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (5.3).

pOSKOLXKU NA HARAKTERISTIKE γ POLE u POSTOQNNO, u = u0, TO I SKOROSTX c(u) = c(u0) TAKVE POSTOQNNA NA γ. tOGDA IZ (5.7) SLEDUET, ^TO HARAKTERISTIKA γ PREDSTAWLQET SOBOJ PRQMU@ NA PLOSKOSTI (x, t) S NAKLONOM c(u) = c(u0). rASPOLOVENIE HARAKTERISTIK POKAZANO NA rIS. ??.

oB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (5.3) SWODITSQ K POSTROENI@ SEMEJSTWA HARAKTERISTIK NA PLOS- KOSTI (x, t), KAVDAQ IZ KOTORYH IMEET NAKLON c(u), SOOTWETSTWU@]IJ ZNA^ENI@ FUNKCII u NA NEJ.

pROCEDURU POSTROENIQ RE[ENIQ S POMO]X@ HARAKTERISTIK NETRUDNO REALIZOWATX W KAVDOJ KONKRETNOJ ZADA^E.

pRIMER 1 pUSTX FUNKCIQ u = e^{−x2} PRI t = 0, −∞ < x < +∞. eSLI NEKOTORAQ PRQMAQ

PERESEKAET OSX ox W TO^KE x = ξ, TO_{u = e−ξ2 (5.9)}

NA “TOJ PRQMOJ. pUSTX c(u) = u. uRAWNENIE HARAKTERISTIKI (5.7) IMEET WID x(t) = ξ + e^{−ξ2} t. iZ “TOGO URAWNENIQ SLEDUET WYRAZITX ξ = ξ(x, t). pODSTANOWKA W (5.9) DAET ISKOMOE RE[ENIE W WIDE_{u = u(x, t) = u(ξ(x, t)).}

w OB]EM SLU^AE c = c(u) FORMULY, OPREDELQ@]IE RE[ENIE URAWNENIQ (5.7), IME@T SLEDU@]IJ WID:_{x = ξ + F (ξ)t, F (ξ) = c(u0(ξ)). (5.10)}

zDESX PREDPOLOVENO, ^TO PRI t = 0 x = ξ. nA^ALXNOE USLOWIE IMEET WID u(x, 0) = u0(ξ), GDE u0(ξ) ESTX ZADANNAQ FUNKCIQ.

dIFFERENCIRUQ u = u0(ξ(x, t)), POLU^IM

u_t = u^′_0(ξ)ξ_t, u_x = u^′_0(ξ)ξ_x. (5.11)

dIFFERENCIRUQ (5.10), POLU^IM

0 = F (ξ) + (1 + F^′(ξ)t)ξ_t,

1 = ξ_x(1 + F^′(ξ)t).

oTS@DA I IZ (5.11) NAHODIM

u_t = −

F (ξ)u^′_0(ξ)

1 + F^′(ξ)t

, u_x = u^′_0(ξ)

1 + F^′(ξ)t

. (5.12)

iZ (5.12) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET_{ut + F (ξ)ux = 0}

ILI_{ut + c(u)ux = 0,}

POSKOLXKU c(u) = F (ξ). nA^ALXNOE USLOWIE WYPOLNENO, T.K. PRI t = 0, KAK WIDNO IZ (5.10), ξ = x.

oSNOWNOJ ^ERTOJ DANNOGO WOLNOWOGO PROCESSA QWLQETSQ TO, ^TO KAVDAQ HARAKTERISTIKA γ =

(x(t), t), OPREDELQEMAQ URAWNENIEM (5.10), OPISYWAET NEKOTORU@ WOLNU W x - PROSTRANSTWE, KOTO-

RAQ PREDSTAWLQET SOBOJ RASPROSTRANENIE S KONE^NOJ SKOROSTX@ c(u) WOZMU]ENIQ POLQ u(x, t).

oBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO, W SOOTWETSTWII S (5.10), KAVDOE ZNA^ENIE u RASPROSTRANQETSQ SO SWOEJ SKOROSTX@ c(u). eSLI ZAWISIMOSTX c(u) WOZRASTA@]AQ, c^′(u) > 0 (NAPRIMER, DLQ c(u) = u), TO BÓLX[IE ZNA^ENIQ POLQ u DWIVUTSQ BYSTREE, ^EM MENX[IE ZNA^ENIQ POLQ u. kARTINU RASPROSTRANENIQ WOLNY ILL@STRIRUET rIS. 5.2.

nABL@DAETSQ TIPI^NYJ NELINEJNYJ “FFEKT: W PROCESSE “WOL@CII WOLNY PROISHODIT ISKA- VENIE EE FRONTA S POSLEDU@]IM OPROKIDYWANIEM FRONTA WOLNY.

pRI c^′(u) < 0 KARTINA BUDET OBRATNOJ. nAJDEM ANALITI^ESKOE USLOWIE OPROKIDYWANIQ FRON- TA. w LINEJNOM SLU^AE SKOROSTX WOLNY POSTOQNNA (c(u) = c0) I WSE TO^KI WOLNY ZA WREMQ t PEREME]A@TSQ NA ODINAKOWOE RASSTOQNIE RAWNOE c0t. fORMA WOLNY PRI “TOM NE IZMENQETSQ.

eSLI SKOROSTX RASPROSTRANENIQ WOLNY QWLQETSQ UBYWA@]EJ FUNKCIEJ OT x, TO PROISHODIT OPROKIDYWANIE. oNO NA^INAETSQ W MOMENT t, KOGDA NA PROFILE WOLNY u WPERWYE POQWLQETSQ TO^KA S WERTIKALXNOJ KASATELXNOJ. w “TOT MOMENT PROIZWODNAQ ux OBRA]AETSQ W BESKONE^NOSTX. iZ FORMUL (5.12) POLU^AEM, ^TO ux = ∞ W MOMENT t = − 1 F^′(ξ)

PRI USLOWII F^′(ξ) < 0.

rANEE DRUGIH OPROKIDYWAETSQ WOLNA, OPREDELQEMAQ HARAKTERISTIKOJ ξ = ξB, DLQ KOTOROJ

F^′(ξ_B) < 0, A |F^′(ξ_B)| PRINIMAET MAKSIMALXNOE ZNA^ENIE. wREMQ NA^ALA OPROKIDYWANIQ TAKOJ

WOLNY RAWNO

t_B = − 1 F^′(ξ_B) . 5.3 kONTROLXNYE WOPROSY

            -

6u

x t_0 = 0 t_1 > t_0 t_2 > t_1

rIS. 5.2:

1 oB˙QSNITE PONQTIE GIPERBOLI^ESKOJ WOLNY. 2 w ^EM SOSTOIT QWLENIE DISPERSII WOLNY?

3 zAPI[ITE URAWNENIE RASPROSTRANENIQ ODNOMERNOJ NELINEJNOJ WOLNY. 4 dAJTE OPREDELENIE HARAKTERISTIKI URAWNENIQ RASPROSTRANENIQ ODNOMERNOJ NELINEJNOJ WOLNY.

5 kAKOJ WID IME@T HARAKTERISTIKI URAWNENIQ RASPROSTRANENIQ ODNOMERNOJ NELINEJNOJ WOL- NY? 6 ~TO QWLQETSQ PRI^INOJ OPROKIDYWANIQ FRONTA WOLNY?

7 zAPI[ITE ANALITI^ESKOE USLOWIE OPROKIDYWANIQ FRONTA ODNOMERNOJ NELINEJNOJ WOLNY.

6 wWEDENIE W TEORI@ SOLITONOW

w PREDYDU]IH RAZDELAH BYLO POKAZANO, ^TO NELINEJNOSTX SREDY MOVET PRIWODITX K UKRU- ^ENI@ FRONTA WOLNY I EGO OPROKIDYWANI@, A DISPERSIQ OKAZYWAET PROTIWOPOLOVNOE DEJSTWIE. mOVET WOZNIKNUTX SITUACIQ, KOGDA OBA KONKURIRU@]IH PROCESSA URAWNOWE[IWA@T DRUG DRUGA I OBRAZUETSQ WOLNA, IME@]AQ USTOJ^IWU@ FORMU. tAKAQ WOLNA BYLA NAZWANA UEDINENNOJ WOLNOJ

(solitary wave), ILI SOLITONOM (soliton).

iSTORIQ OTKRYTIQ SOLITONA OPISANA W RQDE MONOGRAFIJ I OBZOROW^6.

w 60 - 70 - E GODY BYLA POSTROENA TEORIQ, W KOTOROJ SOLITONY PREDSTAWLQ@T SOBOJ TO^NYE ANALITI^ESKIE RE[ENIQ NEKOTORYH NELINEJNYH WOLNOWYH URAWNENIJ.

w 1967 G. gARDNEROM, gRINOM, kRUSKALOM I mIUROJ^7 BYL OTKRYT METOD POSTROENIQ TO^NYH ANALITI^ESKIH RE[ENIJ URAWNENIQ kORTEWEGA - DE fRIZA (kDf) DLQ WE]ESTWENNOJ SKALQRNOJ FUNKCII u(x, t), KOTOROE IMEET SLEDU@]IJ WID:

u_t + 6uu_x + u_{xxx} = 0. (6.1)

—TOT METOD POLU^IL NAZWANIE METODA OBRATNOJ ZADA^I (moz), W ANGLIJSKOJ TRANSKRIPCII —

Invers Scattering Transform (IST). mETOD OBRATNOJ ZADA^I POZWOLQET POSTROITX QWNYE ANALITI-

^ESKIE WYRAVENIQ DLQ SOLITONOW I DETALXNO IZU^ITX IH SWOJSTWA.

w POSLEDU@]IE GODY moz BYL POSTROEN DLQ CELOGO RQDA NELINEJNYH URAWNENIJ, POLU^IW- [IH NAZWANIE SOLITONNYH URAWNENIJ. k IH ^ISLU, W ^ASTNOSTI, OTNOSQTSQ SLEDU@]IE:

NELINEJNOE URAWNENIE –REDINGERA (nu–)

iu_t + u_{xx} + |u|^2u = 0, (6.2)

GDE u = u(x, t) - KOMPLEKSNAQ FUNKCIQ, ZAWISQ]AQ OT WE]ESTWENNYH PEREMENNYH x I t,

|u|^2 = u^∗u, u^∗ KOMPLEKSNO SOPRQVENO K u,

URAWNENIE SINUS - gORDON (sg):_{uxt = sin u, (6.3)}

GDE u = u(x, t) — WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ PEREMENNYH x I t.

w NASTOQ]EE WREMQ TEORIQ OBRATNOJ ZADA^I PREDSTAWLQET SOBOJ OB[IRNU@ OBLASTX SOWREMENNOJ NELINEJNOJ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI, KOTORAQ PRODOLVAET AKTIWNO RAZWIWATXSQ.

mY IZU^IM ODNU IZ PROSTEJ[IH PERWONA^ALXNYH FORMULIROWOK moz PRIMENITELXNO K URAW- NENI@ kDf (6.1), SLEDUQ, W OSNOWNOM, KNIGE^8. —TA FORMULIROWKA SODERVIT OSNOWNYE KONSTRUK- CII moz I POZWOLQET POLU^ITX SOLITONNYE RE[ENIQ.

rASSMATRIWAEMAQ NAMI WERSIQ moz OPIRAETSQ NA KWANTOWOMEHANI^ESKU@ ZADA^U RASSEQNIQ DLQ ODNOMERNOGO LINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA, K IZLOVENI@ KOTOROJ MY PEREHODIM.

6.1 pRQMAQ I OBRATNAQ ZADA^A RASSEQNIQ DLQ ODNOMERNOGO URAWNENIQ –REDINGERA

oDNOMERNYJ OPERATOR –REDINGERA OPREDELQETSQ SLEDU@]IM WYRAVENIEM: L = − d^2 dx^2 + u(x), −∞ < x < +∞. (6.4) 6sM., NAPRIMER, zAHAROW w.e., mANAKOW s.w., nOWIKOW s.p., pITAEWSKIJ l.p. tEORIQ SOLITONOW: mETOD OBRATNOJ ZADA^I. m.:

nAUKA, 1980. s.319;

sOLITONY pER. S ANGL./ pOD. RED. bULLAFA r., kODRI f. m.: mIR, 1983. s. 408;

dODD r., —JLBEK dV., gIBBON dV., mORRIS h. sOLITONY I NELINEJNYE WOLNOWYE URAWNENIQ. m.: mIR, 1988. s. 694; nX@“LL a. sOLITONY W MATEMATIKE I FIZIKE. m.: mIR, 1989. 324 S.

7Gardner C.S., Green J.M., Kruskal M.D., Miura R.M. Method for Solving the Korteveg - de Vries equation// Phys. Rev. Lett. 1967.

V. 19, No. 19. P. 1095-1097.

8zAHAROW w.e., mANAKOW s.w., nOWIKOW s.p., pITAEWSKIJ l.p. tEORIQ SOLITONOW: mETOD OBRATNOJ ZADA^I. m.: nAUKA, 1980. 319 S.

zDESX u(x) — WE]ESTWENNAQ GLADKAQ FUNKCIQ. uRAWNENIE

Lψ = λψ (6.5)

PREDSTAWLQET SOBOJ ZADA^U NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ DLQ OPERATORA L, KOTORU@ RASSMOTRIM W KLASSE OGRANI^ENNYH NA WSEJ OSI x KOMPLEKSNYH FUNKCIJ ψ(x).

pRIWEDEM NEOBHODIMYE SWEDENIQ IZ TEORII RASSEQNIQ DLQ OPERATORA (6.4), POLNOE IZLOVENIE KOTOROJ MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W KNIGE^9.

sPEKTR OPERATORA L SOSTOIT IZ DISKRETNOGO SPEKTRA, SOBSTWENNYE FUNKCII KOTOROGO KWADRA- TI^NO INTEGRIRUEMY I DWUKRATNO WYROVDENY, I IZ NEPRERYWNOGO SPEKTRA, SOBSTWENNYE FUNK- CII KOTOROGO NE IME@T KONE^NOJ NORMY.

nEPRERYWNYJ SPEKTR ZAPOLNQET POLUOSX λ ≥ 0, TO^KI DISKRETNOGO SPEKTRA PRINADLEVAT OBLASTI λ < 0.

oGRANI^IMSQ RASSMOTRENIEM POTENCIALOW u(x), DLQ KOTORYH ^ISLO TO^EK DISKRETNOGO SPEKT- RA KONE^NO. —TO WYPOLNQTSQ PRI_∫ +∞ −∞ |u(x)|(1 + |x|)dx < ∞. (6.6) dOKAZATELXSTWO “TOGO UTWERVDENIQ MY OPUSKAEM, EGO MOVNO NAJTI W RABOTE^{10}.

6.1.1 fUNKCII iOSTA, MATRICA PERENOSA

oBOZNA^IM W (6.5) λ = k^2, TOGDA (6.5) PRIMET WID

Lψ = −ψ^{′′} + u(x)ψ = k^2ψ. (6.7)

pARAMETR k W OB]EM SLU^AE MOVET BYTX KAK WE]ESTWENNYM, TAK I KOMPLEKSNYM. fUNKCIQMI iOSTA NAZYWA@T DWA NABORA BAZISNYH RE[ENIJ URAWNENIQ (6.7) (ψ1(x, k), ψ2(x, k)) I (φ1(x, k), φ2(x, k)), OPREDELQEMYH USLOWIQMI ψ_1(x, k) = e^{−ikx} + o(1), ψ_2(x, k) = e^{ikx} + o(1), x → +∞; φ_1(x, k) = e^{−ikx} + o(1), φ_2(x, k) = e^{ikx} + o(1), x → −∞. (6.8) dLQ WE]ESTWENNOGO POTENCIALA I WE]ESTWENNOGO k SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ INWOL@CII:

φ_1(x, k) = φ^∗_2(x, k), ψ_1(x, k) = ψ^∗_2 (x, k), (6.9)

DLQ WE]ESTWENNOGO u(x) I KOMPLEKSNOGO k —

φ_1(x, k) = φ^∗_2(x, k^∗), ψ_1(x, k) = ψ^∗_2 (x, k^∗), (6.10)

φ_1(x, k) = φ_2(x, −k), ψ_1(x, k) = ψ_2(x, −k). (6.11)

rAZLOVENIE ODNOGO BAZISA PO DRUGOMU OPREDELQET MATRICU PERENOSA (MATRICU PEREDA^I) Tij(k): φ_i(x, k) = z∑ l=1 T_{il}(k)ψ_l(x, k). (6.12) u^ITYWAQ (6.10), IMEEM_{T22(k) = T ∗}

11(k^∗), T_{21}(k) = T^∗_{12}(k^∗),

T̂ (k) = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ a(k) b(k) b^∗(k^∗) a^∗(k^∗) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ . (6.13)

9dE-aLXFARO w., rEDVE t. pOTENCIALXNOE RASSEQNIE. m.: mIR, 1966. 274 S.

10fADDEEW l.d. sWOJSTWA S-MATRICY ODNOMERNOGO URAWNENIQ –REDINGERA// tRUDY mian. 1964. t. 73. C. 314-336.

oBOZNA^IM_{φ1(x, k) = φ(x, k), ψ1(x, k) = ψ(x, k).} tOGDA WYRAVENIQ (6.12) MOVNO ZAPISATX W WIDE φ(x, k) = a(k)ψ(x, k) + b(k)ψ^∗(x, k^∗). (6.14) lEMMA 6.1 wRONSKIAN W L@BOJ PARY RE[ENIJ (f1, f2) URAWNENIQ –REDINGERA (6.7) NE ZAWISIT

OT x,_d dx W (f_1, f_2) = d dx (f_1f_{2x} − f_{1x}f_2) = 0. (6.15)

dOKAZATELXSTWO POLU^AETSQ WY^ISLENIEM PROIZWODNOJ W (6.15) I PODSTANOWKOJ WTORYH PROIZ- WODNYH IZ (6.7).

tAK KAK WRONSKIAN FUNKCIJ iOSTA NE ZAWISIT OT x, EGO MOVNO WY^ISLITX S POMO]X@ FORMUL

(6.8), USTREMLQQ x → ∞. w REZULXTATE POLU^IM W (φ(x, k), φ^∗(x, k^∗)) = W (ψ(x, k), ψ^∗(x, k^∗)) = 2ik. (6.16) oTS@DA I IZ (6.14) POLU^IM_{a(k)a∗(k∗) − b(k)b∗(k∗) = 1, (6.17)}

^TO, PRINIMAQ WO WNIMANIE (6.13), RAWNOSILXNO

det T̂ (k) = 1. (6.18)

kWANTOWOMEHANI^ESKIJ SMYSL FUNKCIJ a(k), b(k) MOVNO USTANOWITX IZ SLEDU@]IH SOOBRAVE- NIJ. pREDSTAWIM (6.14) W WIDE φ(x, k) a(k) = ψ(x, k) + b(k) a(k) ψ^∗(x, k^∗). s^ITAQ k WE]ESTWENNYM I U^ITYWAQ (6.8), POLU^IM φ(x, k) a(k) = e^{−ikx} + b(k) a(k) e^{ikx} + o(1), x → +∞, φ(x, k) a(k) = 1 a(k) e^{−ikx} + o(1), x → −∞. (6.19)

rAWENSTWO LEWYH ^ASTEJ POZWOLQET SWQZATX PRAWYE ^ASTI I INTERPRETIROWATX WELI^INY W PRA- WYH ^ASTQH (6.19) SLEDU@]IM OBRAZOM. pRI x → +∞ NA RASSTOQNIQH, UDALENNYH OT OBLASTI, GDE RASSEIWA@]IJ POTENCIAL u(x) ≠ 0, IMEETSQ WOLNA e^{−ikx}, PADA@]AQ NA OBLASTX DEJSTWIQ POTENCIALA, I OTRAVENNAQ WOLNA^{b(k)}_{a(k)}e^{ikx}. wELI^INA r WIDA r(k) = b(k) a(k) (6.20)

NAZYWAETSQ KO“FFICIENTOM OTRAVENIQ.

pRI x → −∞ IMEETSQ WOLNA, UDALQ@]AQSQ OT OBLASTI DEJSTWIQ POTENCIALA,^1_{a(k)}e^{−ikx}, SLE- DOWATELXNO, t(k) = 1 a(k) ESTX AMPLITUDA RASSEQNIQ WPERED (KO“FFICIENT PROHOVDENIQ PADA@]EJ WOLNY).

wYRAVENIE (6.18) W “TIH OBOZNA^ENIQH ZAPISYWAETSQ W WIDE

|t(k)|^2 + |r(k)|^2 = 1, Imk = 0. (6.21)

o^EWIDNO, WSQ INFORMACIQ O RASSEQNII SODERVITSQ W MATRICE PEREHODA^^T (k) ILI, “KWIWALENTNO, W FUNKCIQH a(k), b(k).

pRIWEDEM NEOBHODIMYE SWEDENIQ O MATRICE PEREHODA^^T (k) I SWOJSTWAH FUNKCII iOSTA.

1. fUNKCIQ a(k) ANALITI^NA W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ k I IMEET KONE^NOE ^ISLO (OBOZNA^IM EGO N) PROSTYH NULEJ NA MNIMOJ OSI k. oBOZNA^IM “TI ZNA^ENIQ k = iκ_n, n = 1, . . . , N. 2. a(k) → 1 PRI |k| → ∞. 3. iZ (6.21) NETRUDNO POLU^ITX, ^TO

|a(k)|^2 = (1 − |r(k)|^2)^{−1}, Imk = 0. (6.22)

4. fUNKCIQ |r(k)| UBYWAET BYSTREE L@BOJ STEPENI |k| PRI |k| → ∞.

dLQ arg a(k) MOVNO POLU^ITX SLEDU@]U@ FORMULU:

arg a(k) = 1 i N∑ n=1 k − iκ_n k + iκ_n − 1 π vp ∫_{+∞} −∞ ln |a(k^′)| k^′ − k dk^′. (6.23)

zDESX vp^{∫ +∞}_{−∞} OZNA^AET INTEGRAL W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ.

iZ FORMUL (6.22), (6.23) SLEDUET, ^TO a(k) MOVNO WYRAZITX ^EREZ r(k), I TAKIM OBRAZOM, MATRICA PERENOSA^^T (k) POLNOSTX@ OPREDELQETSQ ODNIM KO“FFICIENTOM OTRAVENIQ r(k).

aNALITI^ESKIE SWOJSTWA a(k) QWLQ@TSQ SLEDSTWIEM ANALITI^ESKIH SWOJSTW FUNKCIJ iOSTA φ(x, k), ψ(x, k). tEOREMA 6.1 fUNKCIQ χ+(x, k) = e^{ikx}φ(x, k) ANALITI^NA W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI KOMPLEKS-

NOJ PEREMENNOJ k I IMEET ASIMPTOTIKU χ_+(x, k) = 1 + O(1/k), |k| → ∞, Imk > 0. (6.24) fUNKCIQ χ−(x, k) = e^{ikx}ψ(x, k) ANALITI^NA W NIVNEJ POLUPLOSKOSTI k, PRI^EM χ_−(x, k) = 1 + O(1/k), |k| → ∞, Imk < 0. (6.25) dOKAZATELXSTWO OSNOWANO NA PREDSTAWLENII ZADA^I O NAHOVDENII FUNKCIJ φ(x, k), ψ(x, k) IZ URAWNENIQ (6.7) I USLOWIJ (6.8) W WIDE ODNOGO INTEGRALXNOGO URAWNENIQ. —TO PREDSTAWLENIE MOVNO POLU^ITX, NAPRIMER, METODOM WARIACII POSTOQNNYH.

zAPI[EM URAWNENIE (6.7) W WIDE φ^{′′}(x, k) + k^2φ(x, k) = u(x)φ(x, k) (6.26) I BUDEM RASSMATRIWATX PRAWU@ ^ASTX KAK NEODNORODNOSTX. rE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ

(6.7) BUDEM ISKATX W WIDE φ(x, k) = α(x, k)e^{−ikx} + β(x, k)e^{ikx}, (6.27) GDE α(x, k), β(x, k) — NEKOTORYE FUNKCII.

pRI POSTOQNNYH α, β WYRAVENIE (6.27) ESTX RE[ENIE ODNORODNOGO (u(x) = 0) URAWNENIQ (6.27). dLQ POLU^ENIQ RE[ENIQ NEODNORODNOGO URAWNENIQ (6.26) NALOVIM OGRANI^ENIQ NA FUNKCII

α, β. w KA^ESTWE TAKOGO USLOWIQ UDOBNO WZQTX α^′(x, k)e^{−ikx} + β^′(x, k)e^{ikx} = 0. (6.28) pODSTANOWKA (6.27) W URAWNENIE (6.26) I U^ET (6.28) DAET α^′(x, k)e^{−ikx} − β^′(x, k)e^{ikx} = u(x)φ(x, k)(−ik)^{−1}. (6.29)

iZ (6.28), (6.29) I USLOWIJ (6.8) SLEDUET:

α(x, k) = 1 + ∫ x −∞ 1 −2ik e^{iky}φ(y, k)u(y)dy, (6.30) β(x, k) = ∫ x −∞ 1 2ik e^{−iky}u(y)φ(y, k)dy. (6.31) pODSTAWLQQ (6.30), (6.31) W (6.27), POLU^AEM ISKOMOE INTEGRALXNOE URAWNENIE

χ_+(x, k) = 1 + ∫ x −∞ 1 2ik (e^{2ik(x−y)} − 1)u(y)χ_+(y, k)dy. (6.32) aNALOGI^NO χ_−(x, k) = 1 − ∫_∞ x 1 2ik (e^{2ik(x−y)} − 1)u(y)χ_−(y, k)dy. (6.33) eSLI W (6.32) S^ITATX k KOMPLEKSNYM ^ISLOM W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI, Imk > 0, TO WYRAVENIE

(6.32) IMEET SMYSL I OPREDELQET FUNKCI@ χ_+(x, k) DLQ KOMPLEKSNOGO k, Imk > 0. dEJSTWITELXNO,

OBLASTX INTEGRIROWANIQ W (6.32) PODRAZUMEWAET, ^TO (x − y) > 0. pRI k = a + ib, b > 0 IMEEM e^{2ia(x−y)}e^{−2b(x−y)}. iNTEGRALXNOE URAWNENIE (6.32) ESTX URAWNENIE wOLXTERRA I NALI^IE UBYWA@]EJ “KSPONENTY

e^{−2b(x−y)} GARANTIRUET SU]ESTWOWANIE RE[ENIQ χ_+(x, k).

tAKIM OBRAZOM, URAWNENIE (6.32) PREDSTAWLQET SOBOJ ANALITI^ESKOE PRODOLVENIE FUNKCII

χ_+(x, k) W WERHN@@ POLUPLOSKOSTX k.

aNALOGI^NO USTANAWLIWAETSQ ANALITI^NOSTX χ−(x, k) W NIVNEJ POLUPLOSKOSTI. iZ (6.33) NEPOSREDSTWENNYM PEREHODOM K PREDELU |k| → ∞ SLEDUET

χ_−(x, k) = 1 + 1 2ik ∫_∞ x u(y)dy + o( 1 k ). (6.34)

aNALITI^NOSTX a(k) W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI SLEDUET IZ WY^ISLENIQ WRONSKIANA: W (φ(x, k), ψ^∗(x, k^∗)) = a(k)W (ψ(x, k), ψ^∗(x, k^∗)) = = lim_{x→∞} a(k)W (ψ(x, k), ψ^∗(x, k^∗)) = a(k)2ik. a(k) = 1 2ik [φ(x, k)ψ^∗_x(x, k^∗) − φ_x(x, k)ψ^∗(x, k^∗)]. (6.35) aNALOGI^NO b(k) = 1 2ik [ψ(x, k), φ_x(x, k) − ψ_x(x, k)φ(x, k)]. (6.36) iZ “TIH SOOTNO[ENIJ NEPOSREDSTWENNO SLEDU@T ASIMPTOTI^ESKIE SWOJSTWA FUNKCIJ a(k), b(k) PRI |k| → ∞. bEZ DOKAZATELXSTWA PRIWEDEM SLEDU@]IE UTWERVDENIQ. fUNKCIQ ψ(x, k) − e^{−ikx} KWADRATI^NO INTEGRIRUEMA PO k ∈ (ib − ∞, ib + ∞), b < 0. dLQ FUNKCII ψ(x, k) SPRAWEDLIWO INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE: ψ(x, k) = e^{−ikx} + ∫_∞ x K(x, y)e^{−iky}dy. (6.37) zDESX_{K(x, y) = 0, y < x. (6.38)}

6.1.2 dISKRETNYJ SPEKTR I ZADA^A RASSEQNIQ

kAK WIDNO IZ PREDYDU]EGO PARAGRAFA, RASSEQNIE ^ASTICY NA POTENCIALE u(x) OPISYWAET- SQ MATRICEJ PERENOSA^^T (k). pOKAVEM, ^TO I DISKRETNYJ SPEKTR OPERATORA –REDINGERA (6.7), OPISYWA@]IJ SWQZANNYE SOSTOQNIQ, TAKVE MOVET BYTX NAJDEN S POMO]X@ MATRICY^^T (k), A SOOTWETSTWU@]IE WOLNOWYE FUNKCII POLU^A@TSQ IZ FUNKCII iOSTA.

oPREDELENIE 6.1 zNA^ENIE λ, PRI KOTOROM RE[ENIE URAWNENIQ –REDINGERA (6.7) Lψ = −ψ^{′′} + u(x)ψ = λψ, (6.39) NAZYWAETSQ SOBSTWENNYM ZNA^ENIEM (TO^KOJ DISKRETNOGO SPEKTRA) OPERATORA L, ESLI RE[E- NIE URAWNENIQ (6.39), ψ(x, λ) ∈ L2 (−∞, +∞).

—RMITOWOSTX OPERATORA L PRIWODIT K WE]ESTWENNOSTI λ. mNOVESTWO TO^EK DISKRETNOGO SPEKTRA W RASSMATRIWAEMOM NAMI SLU^AE (6.6) SOSTOIT IZ KONE^NOGO ^ISLA IZOLIROWANNYH TO^EK W OTRI- CATELXNOJ OBLASTI ZNA^ENIJ PARAMETRA λ. oBOZNA^IM “TI ZNA^ENIQ KAK λn = −κ^2_n, n = 1, ..., N. bEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MOVNO POLOVITX κn > 0.

sOBSTWENNYE FUNKCII ψ(x), OTWE^A@]IE λn, UDOWLETWORQ@T URAWNENI@ − d^2φ^{(n)}(x) dx^2 + u(x)φ^{(n)}(x) = −κ^2_nφ^{(n)}(x), (6.40) pRI x → +∞ u(x) → 0, φ^{(n)}(x) = c+e^{−κnx}, PRI x → −∞ u(x) → 0, φ^{(n)}(x) = c−e^{κnx}.^{(6.41)}

zDESX c+, c− - NEKOTORYE POSTOQNNYE, ODNOJ IZ KOTORYH MOVNO PRIDATX L@BOE ZNA^ENIE, ^TO BUDET OZNA^ATX WYBOR NORMY.

nA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI k TO^KI DISKRETNOGO SPEKTRA RASPOLOVENY NA MNIMOJ OSI W WERH- NEJ POLUPLOSKOSTI. wYBEREM KOORDINATY c± W (6.41) TAK, ^TOBY φ^{(n)}(x) = e^{κnx} + o(e^{κnx}), x → −∞, φ^{(n)}(x) = b_ne^{−κnx} + o(e^{−κnx}), x → +∞. } (6.42)

pOKAVEM, ^TO bn WE]ESTWENNA. tAK KAK WRONSKIAN W (φ^{(n)}, φ^{∗(n)}) = const , TO EGO MOVNO WY^IS- LQTX PRI L@BYH x, W ^ASTNOSTI, PRI x → −∞.

pODSTAWLQQ φ^{(n)} = e^{κnx}, φ^{∗(n)} = e^{κnx}, POLU^IM: W (φ^{(n)}, φ^{∗(n)}) = 0. rAWENSTWO NUL@ WRONSKIANA DWUH FUNKCIJ OZNA^AET LINEJNU@ ZAWISIMOSTX “TIH FUNKCIJ, φ^{∗(n)} = cφ^{(n)} PRI WSEH x. pRI

x → −∞ φ^{(n)} → e^{κnx}, φ^{∗(n)} → e^{κnx}, OTKUDA SLEDUET, ^TO PRI x → −∞ c = 1. sLEDOWATELXNO,

φ^{∗(n)} = φ^{(n)}.

pRONUMERUEM SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ λn:

λ_1 < λ_2 < . . . < λ_N .

zDESX λ1 IMEET SMYSL “NERGII OSNOWNOGO SOSTOQNIQ.

wOSPOLXZUEMSQ IZWESTNOJ TEOREMOJ O NULQH RE[ENIJ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA^{11}: FUNKCIQ

φ^{(1)} NE IMEET NULEJ NA WE]ESTWENNOJ OSI x, φ^{(n)} IMEET (n − 1) NULEJ.

oTS@DA NEPOSREDSTWENNO POLU^AEM SLEDSTWIE:

b_n = (−1)^{n−1}|b_n|. (6.43)

tEOREMA 6.2 tO^KI WERHNEJ POLUPLOSKOSTI k, W KOTORYH a(k) OBRA]AETSQ W NULX, QWLQ@TSQ

TO^KAMI DISKRETNOGO SPEKTRA I IS^ERPYWA@T IH.

11sM., NAPRIMER, kAMKE —. sPRAWO^NIK PO OBYKNOWENNYM DIFFERENCIALXNYM URAWNENIQM. m.: nAUKA, 1971. — 576 S. s. 150.

dOKAZATELXSTWO. nAPOMNIM, ^TO a(k) = 1 2ik W (φ(x, k), ψ^∗(x, k^∗)), a(k) → 1 (6.44) PRI |k| → ∞, Imk ≥ 0. pUSTX a(k0) = 0, TOGDA IZ RAWENSTWA NUL@ WRONSKIANA (6.44) SLEDUET, ^TO φ(x, k0) = cψ^∗(x, k^∗_0).

pRINIMAQ WO WNIMANIE ASIMPTOTIKI FUNKCIJ iOSTA φ(x, k), ψ(x, k) WIDA (6.8), POLU^IM DLQ

k = k_0 = a + ib, b > 0, ^TO φ(x, k_0) → 0 PRI x → ±∞. sLEDOWATELXNO, φ(x, k_0) ∈ L_2(−∞, +∞),

U^ITYWAQ “KSPONENCIALXNYJ HARAKTER UBYWANIQ φ(x, k0) NA BESKONE^NOSTI. tAKIM OBRAZOM,

φ(x, k_0) - SOBSTWENNAQ FUNKCIQ DISKRETNOGO SPEKTRA, A λ = k^2_0 - SOBSTWENNOE ZNA^ENIE OPERA-

TORA L (6.4).

w SILU WE]ESTWENNOSTI λ, Imλ = Im(a + iκ)^2 = 0. pRINADLEVNOSTX k0 WERHNEJ POLUPLOSKOSTI OZNA^AET κ ≠ 0, TOGDA a = 0 I k0 = iκ0.

oBRATNO, PUSTX λn = −κ^2_n - SOBSTWENNOE ZNA^ENIE DISKRETNOGO SPEKTRA OPERATORA L. rASSMOTRIM FUNKCI@ iOSTA φ(x, k) I ZAMENIM W NEJ k → iκn, POLU^IM φ(x, iκn). —TA FUNKCIQ UDOWLETWORQET URAWNENI@ –REDINGERA (6.39) I IMEET TU VE ASIMPTOTIKU PRI x → −∞, ^TO I

φ^{(n)}(x). tAK KAK RE[ENIE ZADA^I NA S.Z. EDINSTWENNO, TO φ(x, iκ_n) = φ^{(n)}(x), φ(x, iκ_n) = φ^{(n)}(x) → b_ne^{−κnx}, PRI x → +∞. sLEDOWATELXNO,_{φ(x, iκn) = bnψ∗(x, −iκn). (6.45)} w SILU LINEJNOJ ZAWISIMOSTI FUNKCIJ φ(x, iκn), ψ^∗(x, −iκn) IH WRONSKIAN W (φ(x, iκn), ψ^∗(x, −iκn)) = 0, T.E. a(iκn) = 0.

tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA 6.3 nULI FUNKCII a(k) PROSTYE.

dOKAZATELXSTWO: Lφ(x, k) = (− d^2 dx^2 + u(x))φ(x) = k^2φ(x). (6.46)

oBOZNA^IM φ^′(x, k) = dφ(x, k)/dk. dIFFERENCIRUQ (6.46) PO k, POLU^IM Lφ^′(x, k) = 2kφ(x, k) + k^2φ^′(x, k). oTS@DA I IZ (6.46) NETRUDNO POLU^ITX: d dx W (φ^′(x, k), φ(x, k)) = 2kφ^2(x, k). (6.47) aSIMPTOTIKA φ^′(x, k) IMEET WID φ^′(x, k) → a^′(k)e^{−ikx} − ixa(k)e^{−ikx} + b^′(k)e^{ikx} + ixb(k)e^{ikx}, x → +∞. pOLOVIM k = iκn, TOGDA_{φ′(x, iκn) → −ixeκnx, x → −∞,} φ^′(x, iκ_n) → a^′(iκ_n)e^{κnx}, x → +∞. (6.48) pROINTEGRIRUEM (6.47), POLU^IM: W (φ^′(x, iκ_n), φ(x, iκ_n)) | | | | x=+∞ x=−∞ = 2iκ_n ∫_{+∞} −∞ φ^2(x, iκ_n)dx. (6.49)

s U^ETOM QWNOGO WIDA WRONSKIANA (6.15), ASIMPTOTIKI (6.48) I (6.42) POLU^IM W (φ^′(x, iκ_n), φ(x, iκ_n)) | | | | x=+∞ x=−∞ = −2κ_na^′(iκ_n)b_n. pODSTAWLQQ “TO WYRAVENIE W (6.49), NAJDEM_∫ +∞ −∞ φ^2(x, iκ_n)dx = ia^′(iκ_n)b_n. (6.50)

tAK KAK φ(x, iκn) = φ^{(n)}(x) - FUNKCIQ DISKRETNOGO SPEKTRA, TO INTEGRAL W LEWOJ ^ASTI (6.50) OTLI^EN OT NULQ (NAS INTERESU@T NENULEWYE SOBSTWENNYE FUNKCII), SLEDOWATELXNO, a^′(iκn) ≠ 0, T.E. NULI iκn FUNKCII a(k) PROSTYE.

zAMETIM W ZAKL@^ENIE, ^TO ia^′(iκn) WE]ESTWENNO I IMEET TOT VE ZNAK, ^TO I bn. pODWEDEM KRATKIJ ITOG POLU^ENNYM REZULXTATAM.

zADA^A RASSEQNIQ DLQ OPERATORA –REDINGERA SOSTOIT W TOM, ^TOBY PRI ZADANNOM POTENCIALE

u(x) NAJTI MATRICU PERENOSA T̂ (k). —TO MOVNO SDELATX, NAJDQ FUNKCII iOSTA φ(x, k), ψ(x, k),

RE[AQ URAWNENIE –REDINGERA (6.7) S GRANI^NYMI USLOWIQMI (6.8). nAJDQ FUNKCII φ, ψ, MOVEM RAZLOVITX ODIN BAZIS φ(x, k), φ^∗(x, k) PO DRUGOMU (ψ(x, k), ψ^∗(x, k)) I NAJTI FUNKCII a(k), b(k) IZ (6.14), KOTORYE POLNOSTX@ OPREDELQ@T MATRICU^^T (k). wAVNO OTMETITX, ^TO SWQZANNYE SO- STOQNIQ URAWNENIQ (6.7) NE TREBU@T SPECIALXNOGO NAHOVDENIQ. fUNKCII DISKRETNOGO SPEKTRA OPREDELQ@TSQ PODSTANOWKOJ k = iκn W FUNKCI@ iOSTA φ(x, iκn) φ^{(n)}(x) = φ(x, iκ_n) tO^KI DISKRETNOGO SPEKTRA NAHODQTSQ IZ ALGEBRAI^ESKOGO URAWNENIQ: a(k) = 0.

6.1.3 oBRATNAQ ZADA^A RASSEQNIQ

oBRATNU@ ZADA^U RASSEQNIQ BUDEM PONIMATX W SLEDU@]EM SMYSLE. pOTENCIAL u(x) NE ZADAN, TAKIM OBRAZOM, URAWNENIE –REDINGERA (6.7) NE OPREDELENO. bUDEM S^ITATX ZADANNYMI MATRICU PERENOSA^^T (k) I TE WELI^INY, KOTORYE MOGUT BYTX OPREDELENY, W ^ASTNOSTI, TO^KI DISKRETNOGO SPEKTRA iκn, n = 1, . . . , N. zADA^A SOSTOIT W TOM, ^TOBY PO “TIM DANNYM OPREDELITX WOLNOWU@ FUNKCI@, NAPRIMER, ψ(x, k), I POTENCIAL u(x). fUNKCI@ φ(x, k) MOVNO NAJTI PO FORMULE (6.14).

pROWEDEM PREOBRAZOWANIE fURXE W (6.14), PREDWARITELXNO ZAPISAW EGO W WIDE φ(x, k) a(k) e^{iky} − e^{−ik(x−y)} = e^{iky}[ψ(x, k) + r(k)ψ^∗(x, k) − e^{−ikx}]. (6.51) pRI WY^ISLENII PREOBRAZOWANIQ fURXE BUDEM ISPOLXZOWATX TREUGOLXNOE PREDSTAWLENIE (6.38) DLQ FUNKCII ψ(x, k) ψ(x, k) = e^{−ikx} + ∫_∞ x K(x, y)e^{−iky}dy, (6.52) W KOTOROM K(x, y) ∈ L2(−∞, +∞) PO PEREMENNOJ y I PREDSTAWLQET SOBOJ fURXE - OBRAZ FUNKCII

ψ(x, k) − e^{−ikx}. pOSKOLXKU ψ(x, −k) = ψ^∗(x, k), TO K(x, y) WE]ESTWENNO.

iNTEGRIRUQ PO WE]ESTWENNYM ZNA^ENIQM k WYRAVENIE (6.51), POLU^IM ∫_{+∞} −∞ dk( φ(x, k) a(k) e^{iky} − e^{−ik(x−y)}) = = ∫_{+∞} −∞ dke^{iky}[ψ(x, k) + r(k)ψ^∗(x, k) − e^{−ikx}]. (6.53) oBOZNA^IM Q(x, k) = φ(x, k) a(k) e^{iky} − e^{−ik(x−y)},

TOGDA INTEGRAL W LEWOJ ^ASTI URAWNENIQ (6.53) PRIMET WID J ≡ ∫_{+∞} −∞ Q(x, k)dk. (6.54) fUNKCIQ Q(x, k) → 0 PRI |k| → ∞ I IMEET N PROSTYH POL@SOW PRI k = iκn, n = 1, . . . , N. iNTEGRAL (6.54) MOVNO WY^ISLITX PO TEORII WY^ETOW^{12} pROINTEGRIRUEM FUNKCI@ Q(x, k) PO KONTURU γ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI k, UKAZANNOMU NA rIS. 6.1.

           -6

      6

? 6

iκ1 iκ_N

Imk

Rek γ

rIS. 6.1:

tOGDA POLU^IM J = 2πi N∑ n=1 res_{k=iκn} Q(x, k). sOGLASNO TEOREMAM O WY^ETAH, res_{k=iκn} Q(x, k) = lim_{k→iκn}(k − iκ_n)Q(x, k) = φ(x, iκ_n) a^′(iκ_n) e^{−κny}. iZ (6.45) SLEDUET φ(x, iκ_n) = b_nψ^∗(x, −iκ_n) = = b_n e^{−κny} a^′(iκ_n) [e^{−κnx} + ∫_∞ x K(x, z)e^{−κnz}dz]. oTS@DA IMEEM J = −2π N∑ n=1 b_n e^{−κn(x+y)} ia^′(iκ_n) − − 2π ∫_∞ x K(x, z) N∑ n=1 b_ne^{−κn(z+y)} ia^′(iκ_n) dz (6.55)

wY^ISLIM PRAWU@ ^ASTX RAWENSTWA (6.53). pODSTAWIM (6.55) W (6.53), POLU^IM − 2π N∑ n=1 b_n e^{−κn(x+y)} ia^′(iκ_n) − 2π ∫_∞ x K(x, z) × × ∑N n=1 b_ne^{−κn(z+y)} ia^′(iκ_n) dz = ∫_{+∞} −∞ dke^{iky} × × {∫_∞ x K(x, z)e^{−ikz}dz + r(k) [ e^{ikx} + ∫_∞ x K(x, z)e^{ikz}dz ]} . (6.56)

12SM., NAPRIMER, sIDOROW ‘.w., fEDOR@K m.w., –ABUNIN m.i. lEKCII PO TEORII FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO. m.: nAUKA,

1976. — 408 S.

zDESX MY PODSTAWILI W PRAWU@ ^ASTX (6.53) TREUGOLXNOE RAZLOVENIE (6.52). oBOZNA^IM

F (x) = N∑ n=1 b_ne^{−κnx} ia^′(iκ_n) + 1 2π ∫_{+∞} −∞ r(k)e^{ikx}dx. (6.57) zAMETIM TAKVE, ^TO^{∫ +∞}_{−∞} e^{ik(x−y)}dk = 2πδ(y − x). s U^ETOM OBOZNA^ENIQ (6.57) WYRAVENIE (6.56) MOVNO PEREPISATX W WIDE K(x, y) + F (x + y) + ∫_∞ x K(x, z)F (z + y)dz = 0 (6.58)

wYRAVENIE (6.58) NOSIT NAZWANIE URAWNENIQ gELXFANDA - lEWITANA - mAR^ENKO. eSLI IZWESTNA SOWOKUPNOSTX WELI^IN_{Sn = {r(k), bn, κn, n = 1, ..., N}, (6.59)}

TO MOVNO SOSTAWITX FUNKCI@ F (x) PO FORMULE (6.57). tOGDA URAWNENIE (6.58) OPREDELQET FUNK- CI@ K(x, y). pOSLEDNQQ PO TREUGOLXNOMU PREDSTAWLENI@ (6.52) OPREDELQET FUNKCI@ iOSTA ψ(x, k). tEM SAMYM, W OBRATNOJ ZADA^E RASSEQNIQ ISHODNYMI QWLQ@TSQ WELI^INY Sn (6.59). oNI NAZY- WA@TSQ DANNYMI RASSEQNIQ. rOLX URAWNENIQ, OPREDELQ@]EGO WOLNOWU@ FUNKCI@, IGRAET URAW- NENIE gELXFANDA-lEWITANA-mAR^ENKO (6.58).

nAJDEM WYRAVENIE DLQ POTENCIALA u(x). dLQ “TOGO TREUGOLXNOE PREDSTAWLENIE (6.52) PROIN- TEGRIRUEM PO ^ASTQM: ∫_∞ x K(x, y)e^{+ik(x−y)}dy = −K(x, y) e^{ik(x−y)} ik |^∞_x + + 1 ik ∫_∞ x K_{,y}(x, y)e^{ik(x−y)}dy = K(x, x) ik + + 1 ik ∫_∞ x K_{,y}(x, y)e^{ik(x−y)}dy = K(x, x) ik + O( 1 k^2

). (6.60) zDESX I DALEE K(x, y),y = ∂K(x, y)/∂y. iNTEGRAL^{∫ ∞}_x K,y(x, y)e^{ik(x−y)}dy → 0 PRI |k| → ∞, TAK KAK FUNKCIQ K(x, y) WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI KWADRATI^NO INTEGRIRUEMA PO PEREMENNOJ y.

iZ (6.60) MOVNO ZAPISATX WYRAVENIE DLQ FUNKCII χ−(x, k) (SM. (6.25)) W WIDE

χ_−(x, k) = 1 + ∫_∞ x K(x, y)e^{ik(x−y)}dy = K(x, x) ik + O( 1 k^2 ) PRI |k| → ∞. sRAWNIWAQ “TO WYRAVENIE S (6.34), POLU^IM 2K(x, x) = ∫_∞ x u(y)dy. (6.61) oTKUDA u(x) = −2 d dx K(x, x). (6.62) tEPERX U NAS ESTX WSE NEOBHODIMOE DLQ INTEGRIROWANIQ METODOM OBRATNOJ ZADA^I NELINEJNOGO URAWNENIQ kORTEWEGA-DE fRIZA. 6.2 kONTROLXNYE WOPROSY

1 zAPI[ITE URAWNENIE kDf I OB˙QSNITE, KAKIE ^LENY URAWNENIQ OTWE^A@T NELINEJNOSTI I DISPERSII.

2 sFORMULIRUJTE POSTANOWKU ZADA^I O RASSEQNII NA POTENCIALE u(x) DLQ ODNOMERNOGO KWAN- TOWOMEHANI^ESKOGO URAWNENIQ –RËDINGERA.

3 oB˙QSNITE, PO^EMU W URAWNENII −ψ^{′′}+ u(x)ψ = λψ NEPRERYWNOMU SPEKTRU SOOTWETSTWU@T ZNA^ENIQ λ > 0, A DISKRETNYJ SPEKTR LEVIT W OBLASTI λ < 0? 4 kAKIE RE[ENIQ URAWNENIQ −ψ^{′′}+ u(x)ψ = λψ NAZYWA@T FUNKCIQMI iOSTA? 5 zAPI[ITE SOOTNO[ENIQ INWOL@CII DLQ FUNKCIJ iOSTA. 6 dAJTE OPREDELENIE PONQTIQ MATRICY PERENOSA W ZADA^E RASSEQNIQ.

7 pOKAVITE, ^TO MATRICA PERENOSA W ZADA^E RASSEQNIQ DLQ ODNOMERNOGO KWANTOWOMEHANI^ES- KOGO URAWNENIQ –RËDINGERA IMEET WID_‖ ‖ ‖ ‖ ‖ a(k) b(k) b^∗(k^∗) a^∗(k^∗) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ WSLEDSTWIE SOOTNO[ENIJ INWOL@CII DLQ FUNKCIJ iOSTA. 8 kAKOE ZNA^ENIE λ NAZYWAETSQ TO^KOJ DISKRETNOGO SPEKTRA? 9 wY^ISLITE WRONSKIANY FUNKCIJ iOSTA W (φ(x, k), φ^∗(x, k^∗)), W (ψ(x, k), ψ^∗(x, k^∗)). 10 pOKAVITE, ^TO DETERMINANT MATRICY PERENOSA RAWEN EDINICE. 11 oB˙QSNITE KWANTOWOMEHANI^ESKIJ SMYSL WELI^IN b(k), a(k).

12 pOLU^ITE INTEGRALXNOE URAWNENIE, OPREDELQ@]EE FUNKCI@ iOSTA φ(x, k), χ+(x, k) = e^{ikx}φ(x, k). 13 pOLU^ITE INTEGRALXNOE URAWNENIE, OPREDELQ@]EE FUNKCI@ iOSTA ψ(x, k), χ−(x, k) = e^{ikx}ψ(x, k). 14 pOKAVITE, ^TO FUNKCIQ χ+(x, k) ANALITI^NA W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI k. 14 pOKAVITE, ^TO FUNKCIQ χ−(x, k) ANALITI^NA W NIVNEJ POLUPLOSKOSTI k. 15 dOKAVITE, ^TO TO^KI k0 WERHNEJ POLUPLOSKOSTI k, W KOTORYH a(k) OBRA]AETSQ W NULX, QW- LQ@TSQ TO^KAMI DISKRETNOGO SPEKTRA DLQ ODNOMERNOGO KWANTOWOMEHANI^ESKOGO URAWNENIQ –RËDINGERA −φ^{′′}+ u(x)φ = k^2_0 φ.

16 sFORMULIRUJTE POSTANOWKU OBRATNOJ ZADA^I RASSEQNIQ DLQ ODNOMERNOGO KWANTOWOMEHANI- ^ESKOGO URAWNENIQ –RËDINGERA.

17 oB˙QSNITE PONQTIE DANNYH RASSEQNIQ.

18 pOLU^ITE URAWNENIE gELXFANDA-lEWITANA-mAR^ENKO. 19 pOLU^ITE FORMULU DLQ POTENCIALA W OBRATNOJ ZADA^E RASSEQNIQ.

7 iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ kDf

METODOM OBRATNOJ ZADA^I

uRAWNENIE kDf OPISYWAET RASPROSTRANENIE WOLN W SLABO NELINEJNOJ SREDE S DISPERSIEJ I W OB]EM SLU^AE MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

u_t + (α + βu)u_x + γu_{xxx} = 0. (7.1)

zDESX α, β, γ - POSTOQNNYE. zAMENOJ PEREMENNYH t → γt, x → x − αt, u → − 6γ β u URAWNENIE (7.1) PRIWODITSQ K WIDU

u_t − 6uu_x + u_{xxx} = 0, (7.2)

KOTORYJ BUDEM ISPOLXZOWATX W DALXNEJ[EM. uRAWNENIE (7.2) MOVNO RASSMATRIWATX KAK ^ASTNYJ SLU^AJ URAWNENIQ_u

t = K(u), (7.3)

GDE K(u) NEKOTORYJ NELINEJNYJ OPERATOR, DEJSTWU@]IJ NA u, NO NE SODERVA]IJ PROIZWODNYH PO t.

uRAWNENIE (7.3) NAZYWAETSQ “WOL@CIONNYM URAWNENIEM. w SLU^AE URAWNENIQ kDf (7.2) NELI- NEJNYJ OPERATOR K(u) IMEET WID K(u) = 6uu_x − u_{xxx}. dLQ URAWNENIQ (7.2) RASSMOTRIM ZADA^U kO[I_{ u_t = K(u), u(t, x)|_{t=0} = φ(x) (7.4)

W KLASSE UBYWA@]IH NA BESKONE^NOSTI FUNKCIJ, u(t, x) → 0, |x| → ∞, UDOWLETWORQ@]IH USLO- WI@ (6.6).

7.1 pONQTIE OB (L − A) – PARE

w OSNOWE METODA INTEGRIROWANIQ URAWNENIJ WIDA (7.3) LEVIT KONSTRUKCIQ, NAZYWAEMAQ (L −

A) – PAROJ.

oPREDELENIE 7.1 pUSTX L I A – LINEJNYE OPERATORY, DEJSTWU@]IE W NEKOTOROM FUNKCIO-

NALXNOM PROSTRANSTWE B ∋ ψ(t) I ZAWISQ]IE OT u(t) TAKOWY, ^TO [ ∂ ∂t + A, L ] = L̇ + [A, L] = 0 ↔ ∂u ∂t − K(u) = 0. (7.5)

tOGDA OPERATORY L, A NAZYWA@TSQ (L − A) - PAROJ l“KSA, A OPERATORNAQ ZAPISX (7.5) “WO- L@CIONNOGO URAWNENIQ (7.3) NAZYWAETSQ PREDSTAWLENIEM l“KSA URAWNENIQ (7.3). zDESX I DALEE L̇ = ∂L/∂t. wPERWYE (L − A) – PARA BYLA NAJDENA p.l“KSOM DLQ URAWNENIQ kDf W RABOTE^{13}. dLQ URAWNENIQ kDf W FORME (7.2) (L − A) - PARA IMEET SLEDU@]IJ WID: L = − ∂^2 ∂x^2 + u(x, t), (7.6)

13Lax P.D. Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves// Comm. Pure Appl. Math. 1968. V. 21 P. 467-490. rUSSKIJ

PEREWOD: l“KS p.d. iNTEGRALY NELINEJNYH “WOL@CIONNYH URAWNENIJ I UEDINENNYE WOLNY// w SB. mATEMATIKA. 1969. t. 13:5. s.

128-150.

A = 4

∂^3 ∂x^3 − 3(u ∂ ∂x + ∂ ∂x u). (7.7)

oTMETIM, ^TO OPERATOR A ANTI“RMITOW, A^+ = −A. wY^ISLENIE KOMMUTATORA (7.5) DAET: [ ∂ ∂t + A, L ] = L̇ + [A, L] = (u_t − 6uu_x + u_{xxx})I. (7.8)

kOMMUTATOR (7.8) PREDSTAWLQET SOBOJ EDINI^NYJ OPERATOR I, UMNOVENNYJ NA FUNKCI@ ut −

6uu_x + u_{xxx}. tAKIM OBRAZOM, KOMMUTATOR (7.8) OBRA]AETSQ W NULX NA RE[ENIQH URAWNENIQ kDf (7.2).

pOSTROENIE (L − A) - PARY QWLQETSQ KL@^EWYM MOMENTOM INTEGRIROWANIQ NELINEJNOGO URAW- NENIQ METODOM OBRATNOJ ZADA^I, KOTORYJ MY RASSMOTRIM NIVE.

mETOD NAHOVDENIQ (L−A) - PARY DLQ ZADANNOGO URAWNENIQ NE IZWESTEN. nAJDENY, ODNAKO, (L−

A) - PARY DLQ RQDA NELINEJNYH URAWNENIJ RAZLI^NYMI ^ASTNYMI METODAMI. w NASTOQ]EE WREMQ

IZWESTNY (L − A) - PARY DLQ NEKOTORYH NELINEJNYH URAWNENIJ, W KOTORYH ISKOMAQ FUNKCIQ ZAWISIT OT DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH t I x. kAK PRAWILO, PEREMENNAQ t IGRAET ROLX WREMENI, A x - PROSTRANSTWENNAQ KOORDINATA. tAKIE URAWNENIQ NAZYWA@T (1 + 1) - MERNYMI.

pOSTROENIE (L − A) - PAR USLOVNQETSQ S UWELI^ENIEM ^ISLA NEZAWISIMYH PEREMENNYH W ZADA^E. tEM NE MENEE UDALOSX RAZRABOTATX METODY INTEGRIROWANIQ NA OSNOWE (L − A) - PAR DLQ

(1 + 2) - MERNYH URAWNENIJ, WKL@^A@]IH WREMENNU@ PEREMENNU@ t I DWE PROSTRANSTWENNYE

KOORDINATY. w WYS[IH RAZMERNOSTQH POSTROENIE (L − A) - PAR ZATRUDNITELXNO.

rASSMOTRIM WOZMOVNOSTI, KOTORYE DAET (L − A) - PARA DLQ RE[ENIQ URAWNENIQ. 7.2 uNITARNAQ “KWIWALENTNOSTX OPERATOROW L(t)

oPERATORY L, A ZAWISQT OT PARAMETRA t ^EREZ u(x, t), L = L(t), A = A(t). tAKIM OBRAZOM,

L = L(t) SLEDUET RASSMATRIWATX KAK ODNOPARAMETRI^ESKOE SEMEJSTWO OPERATOROW.

tEOREMA 7.1 oPERATORY L(t) UNITARNO “KWIWALENTNY L(0), T.E.

L(t) = U^{−1}(t)L(0)U(t), U(t)U^+(t) = U^+(t)U(t) = I. (7.9)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX U(t) ODNOPARAMETRI^ESKOE SEMEJSTWO NEWYROVDENNYH OPERATOROW U(t). eSLI u(x, t) UDOWLETWORQET URAWNENI@ kDf (7.2), TO SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE (7.8), KOTOROE, UMNOVIW SLEWA NA U(t) I SPRAWA NA U(t)^{−1}, ZAPI[EM W WIDE [U(t)( ∂ ∂t + A)U^{−1}(t), UL(t)U^{−1}] = 0. (7.10)

oTS@DA NAHODIM U ∂ ∂t U^{−1} + UAU^{−1} = ∂ ∂t − U̇ U^{−1} + UAU^{−1}, TAK KAK_∂ ∂t U^{−1} = ∂ ∂t + [ ∂ ∂t , U^{−1} ] ≡ ∂ ∂t + U̇^{−1},

UU̇^{−1} = −U̇U^{−1}. pOTREBUEM, ^TOBY U̇ = UA, (7.11)

U(0) = I. (7.12)

eSLI TAKOE SEMEJSTWO OPERATOROW U(t) SU]ESTWUET, TO, W SOOTWETSTWII S (7.10), [ ∂ ∂t , U(t)L(t)U^{−1}(t)] = 0,

T.E._{U(t)L(t)U −1(t) = U(0)L(0)U −1(0) = L(0) = const.}

uRAWNENIE (7.11) PREDSTAWLQET SOBOJ LINEJNOE “WOL@CIONNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE NA OPERATOR U, RAZRE[ENNOE OTNOSITELXNO STAR[EJ (PERWOJ) PROIZWODNOJ. eE RE[ENIE WSEGDA SU- ]ESTWUET. dOKAVEM UNITARNOSTX OPERATOROW U(t). —TO SWOJSTWO TRIWIALXNO WYPOLNQETSQ PRI

t = 0 W SILU (7.12) I SOHRANQETSQ PRI IZMENENII t. dEJSTWITELXNO, UMNOVIW (7.11) NA U^+,

POLU^IM_{U̇U + = UAU +.}

oTS@DA S POMO]X@ “RMITOWSKOGO SOPRQVENIQ POLU^IM

UU̇^+ = −UAU^+.

zDESX U^TENO, ^TO A^+ = −A. oTMETIM, ^TO DIFFERENCIROWANIE PO PARAMETRU t NE SWQZANO S OPERACIEJ SOPRQVENIQ W L(−∞, +∞), (U^+)^. = (U^.)^+. sKLADYWAQ POLU^ENNYE URAWNENIQ, NAHODIM_{U̇U + + UU̇ + = (UU +). = 0,}

ILI UU^+ = const. oTMETIM TAKVE, ^TO WSLEDSTWIE NA^ALXNYH USLOWIJ (7.12)

UU^+ = I.

tEOREMA DOKAZANA.

lEMMA 7.1 uNITARNO “KWIWALENTNYE SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY IME@T ODINAKOWYE SOB-

STWENNYE ZNA^ENIQ.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX λ(0) ESTX SOBSTWENNOE ZNA^ENIE OPERATORA L(0), OTWE^A@]EE SOBSTWENNOJ FUNKCII φ(0), T. E._{L(0)φ(0) = λ(0)φ(0).}

pRINIMAQ WO WNIMANIE (7.9), POLU^AEM L(t)φ(t) = λ(0)φ(t), GDE φ(t) = U^{−1}(t)φ(0). tAKIM OBRAZOM, L@BOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE λ(0) OPERATORA L(0) QWLQETSQ SOBSTWENNYM ZNA^ENIEM OPERATORA L(t), OTWE^A@]IM SOBSTWENNOJ FUNKCII φ(t). oBRATNO, IZ L(t)ψ(t) = λψ(t) SLEDUET_{L(0)φ(t) = λφ(t),}

GDE φ(t) ≡ U(t)ψ(t). tAKIM OBRAZOM, λ QWLQETSQ SOBSTWENNYM ZNA^ENIEM OPERATORA L(0), PRI- ^EM, POSKOLXKU L(0) NE ZAWISIT OT t, TO λ I φ(t) TAKVE NE ZAWISQT OT t. iZ DANNOJ LEMMY NEPOSREDSTWENNO POLU^AEM sLEDSTWIE 7.1.1 sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPERATORA L(t) = − d^2 dx^2 + u(x, t) QWLQ@TSQ INTEGRALAMI DWIVENIQ URAWNENIQ kDf, T.E. NE ZAWISQT OT PARAMETRA t, IGRA@]EGO ROLX WREMENI W URAWNENII kDf.

7.3 —WOL@CIQ DANNYH RASSEQNIQ

dLQ NAHOVDENIQ “WOL@CII W ZAWISIMOSTI OT PARAMETRA t DANNYH RASSEQNIQ URAWNENIQ –REDIN- GERA_[ − d^2 dx^2 + u(x, t) ] φ(x, k, t) ≡ Lφ = k^2φ(x, k, t) (7.13) PREDPOLOVIM, ^TO |u(x, t)| → 0 PRI |x| → ∞. fIKSIRUEM φ(x, k, t) ASIMPTOTIKOJ φ(x, k, t) =

e^{−ikx} + o(1), x → −∞. tOGDA W SOOTWETSTWII S (6.8), (6.9), (6.14) φ(x, k, t) = a(k, t)e^{−ikx} + b(x, t)e^{ikx} + o(1), x → +∞. (7.14) pRODIFFERENCIRUEM (7.13) PO t (^˙k^2 = 0), POLU^IM L̇φ + Lφ̇ = k^2φ̇. s^ITAQ WYPOLNENNYM URAWNENIE kDf (7.2), WYRAZIM IZ SOOTNO[ENIQ (7.8)^˙L = [L, A], POLU^IM [L, A]φ + Lφ̇ = k^2φ̇, OTKUDA_{(L − k2)(φ̇ + Aφ) = 0.}

pOSLEDNEE SOOTNO[ENIE POKAZYWAET, ^TO φ̇ + Aφ ESTX SOBSTWENNAQ FUNKCIQ OPERATORA L, OTWE- ^A@]AQ TOMU VE SOBSTWENNOMU ZNA^ENI@ k^2, ^TO I φ. oBOZNA^IM EE φ̃,

φ̇ + Aφ = φ̃, Lφ̃ = k^2φ̃. (7.15) pRI x → −∞ φ̃ = φ̇ + Aφ = ( ∂ ∂t + A)e^{−ikx} = 4ik^3e^{−ikx} + o(1). sLEDOWATELXNO, φ̃ = 4ik^3φ(x, k, t), TOGDA (7.15) PRINIMAET WID

φ̇ = −Aφ + 4ik^3φ. (7.16)

—TO URAWNENIE OPREDELQET “WOL@CI@ φ(x, k, t) W ZAWISIMOSTI OT t. uSTREMIM W (7.16) x → +∞ I U^TEM, ^TO u(x, t) → 0, TOGDA POLU^IM ȧe^{−ikx} + ḃe^{ikx} = (−4 d^3 dx^3 + 4ik^3)(ae^{−ikx} + be^{ikx}). oTS@DA SLEDUET,_{ȧ(k) = 0, ḃ = 8ik3b(k, t). (7.17)}

—TI URAWNENIQ PREDSTAWLQ@T SOBOJ URAWNENIQ “WOL@CII DANNYH RASSEQNIQ, OTWE^A@]IH NEPRE- RYWNOMU SPEKTRU W ZADA^E RASSEQNIQ. uRAWNENIQ (7.17) NAZYWA@T URAWNENIQMI ggkm (URAWNE- NIQMI k. gARDNERA, dV. gRINA, m. kRUSKALA I r. mIURY).

rASSMOTRIM “WOL@CI@ DANNYH RASSEQNIQ, OTWE^A@]IH DISKRETNOMU SPEKTRU. sOGLASNO SLED- STWI@ (7.1.1), κ̇n = 0.

—TOT REZULXTAT SLEDUET TAKVE I IZ (7.17): iκn ESTX ZNA^ENIQ ARGUMENTA FUNKCII a(k), NE ZAWISQ]EJ OT t, I PO“TOMU SAMI iκn NE ZAWISQT OT t.

zAWISIMOSTX bn(t) OPREDELQETSQ IZ (7.16). tAK KAK φ(x, iκ_n) = b_n(t)e^{−κnx} + o(e^{−κnx}), x → +∞, TO IZ (7.16) PRI k = iκn NAHODIM

κ̇_n = 0, ḃ_n(t) = 8κ^3_nb_n. (7.18)

—TI URAWNENIQ LEGKO INTEGRIRU@TSQ, I MY POLU^AEM “WOL@CI@ RASSEQNIQ PRI IZMENENII PA- RAMETRA t —_{S(t) = {r(k, 0)e8ik3t, κ} n, b_n(0)e^{8κ3nt}, n = 1, N } . (7.19)

7.4 sHEMA INTEGRIROWANIQ URAWNENIQ kDf METODOM OBRATNOJ ZADA^I oBOB]AQ POLU^ENNYE WY[E REZULXTATY, SFORMULIRUEM METOD RE[ENIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[I DLQ URAWNENIQ kDf (7.4):_{ u_t − 6uu_x + u_{xxx} = 0, u(x, 0) = u(x), u(x) → 0, |x| → ∞, − − − (7.20) KOTORYJ NOSIT NAZWANIE METOD OBRATNOJ ZADA^I (moz). mETOD SWODITSQ K WYPOLNENI@ SLEDU- @]IH OPERACIJ:

I. rE[ITX PRQMU@ ZADA^U RASSEQNIQ DLQ NA^ALXNOGO POTENCIALA u(x) I NAJTI DANNYE RASSE- QNIQ:_{u(x) → S(0).}

II. pOSTROITX DANNYE RASSEQNIQ, ZAWISQ]IE OT WREMENI, PO FORMULE (7.19).

III . rE[ITX OBRATNU@ ZADA^U RASSEQNIQ S DANNYMI S(t) I PO FORMULE (6.62) POSTROITX u(x, t).

sOGLASNO WY[ESKAZANNOMU, POSTROENNAQ TAKIM OBRAZOM FUNKCIQ u(x, t) BUDET RE[ENIEM ZADA^I

(7.20).

—TU SHEMU MOVNO RASSMATRIWATX KAK (NEWYROVDENNU@) ZAMENU PEREMENNYH u(x, 0) → S(0) → S(t) → u(x, t). oBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO WSE “TAPY SWQZANY S RE[ENIEM LINEJNYH ZADA^.

7.5 kONTROLXNYE WOPROSY

1 sFORMULIRUJTE PONQTIE (L − A)− PARY DLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ. 2 dOKAVITE, ^TO OPERATORY L(t), WHODQ]IE W (L − A)− PARU URAWNENIQ kDf, UNITARNO “K- WIWALENTNY L(0).

3 pOKAVITE, ^TO UNITARNO “KWIWALENTNYE SAMOSOPRQVENNYE OPERATORY IME@T ODINAKOWYE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ.

4 pOKAVITE, ^TO SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPERATORA L(t), WHODQ]EGO W (L − A)−PARU URAWNENIQ kDf, QWLQ@TSQ INTEGRALAMI DWIVENIQ, T.E. NE ZAWISQT OT PARAMETRA t, IGRA@]EGO ROLX WREMENI W URAWNENII kDf.

5 pOLU^ITE URAWNENIQ “WOL@CII DANNYH RASSEQNIQ DLQ NEPRERYWNOGO SPEKTRA W OBRATNOJ ZADA^E.

6 kAKOJ WID IME@T URAWNENIQ “WOL@CII DANNYH RASSEQNIQ DLQ DISKRETNOGO SPEKTRA W OB- RATNOJ ZADA^E?

7 dAJTE OPISANIE SHEMY INTEGRIROWANIQ URAWNENIQ kDf METODOM OBRATNOJ ZADA^I.

8 bEZOTRAVATELXNYE POTENCIALY

I N-SOLITONNYE RE[ENIQ

8.1 oB]EE WYRAVENIE DLQ N-SOLITONNOGO RE[ENIQ

sU]ESTWUET SPECIALXNYJ KLASS POTENCIALOW W ZADA^E RASSEQNIQ, DLQ KOTOROGO PRQMU@ I OB- RATNU@ ZADA^I MOVNO RE[ITX TO^NO W QWNOM WIDE. —TO KLASS BEZOTRAVATELXNYH POTENCIALOW, DLQ KOTORYH KO“FFICIENT OTRAVENIQ r(k) = 0. tAKIE POTENCIALY, W SWO@ O^EREDX, POROVDA@T NEKOTOROE SEMEJSTWO TO^NYH RE[ENIJ URAWNENIQ kDf – SOLITONNYE RE[ENIQ. zAME^ATELXNYMI OSOBENNOSTQMI SOLITONOW QWLQ@TSQ SOHRANENIE FORMY SOLITONA W PROCESSE RASPROSTRANENIQ I UPRUGIJ HARAKTER STOLKNOWENIQ SOLITONOW: POSLE STOLKNOWENIQ WOZNIKA@T TE VE SOLITONY, ^TO I DO STOLKNOWENIQ. —TOT FAKT BYL WPERWYE OBNARUVEN W^{14} S METODAMI KOMPX@TERNOGO MODELI- ROWANIQ, ^TO WYZWALO INTERES K kDf I PRIWELO W POSLEDSTWII K OTKRYTI@ METODA OBRATNOJ ZADA^I.

bEZOTRAVATELXNYJ POTENCIAL OPREDELQETSQ DANNYMI RASSEQNIQ S = {r(k) = 0, κ_n, b_n, n = 1, N }. pRI r(k) = 0, SOGLASNO (6.22), POLU^AEM, ^TO |a(k)| = 1. tOGDA IZ ANALITI^ESKIH SWOJSTW FUNK- CII a(k), RASSMOTRENNYH W RAZDELE 6.1.1, SLEDUET, ^TO FUNKCIQ a(k) ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SWOIMI NULQMI I IMEET WID a(k) = N∏ n=1 k − iκ_n k + iκ_n . pO“TOMU MOVNO S^ITATX IZWESTNYMI WELI^INY a^′(iκn). nAPOMNIM, ^TO ia^′(iκn) WE]ESTWENNY I IME@T TOT VE ZNAK, ^TO bn (SM. (6.50)).

uRAWNENIE gELXFANDA–lEWITANA–mAR^ENKO (6.58) K(x, y) + F (x + y) + ∞∫ x K(x, z)F (z + y)dz = 0 (8.1)

W DANNOM SLU^AE IMEET QDRO

F (x) = N∑ n=1 β_ne^{−κnx}, β_n ≡ b_n ia^′(iκ_n) > 0. (8.2)

qDRO (8.2) QWLQETSQ WYROVDENNYM, SLEDOWATELXNO, URAWNENIE (8.1) RE[AETSQ STANDARTNYM ME- TODOM,^{15} SOGLASNO KOTOROMU RE[ENIE SLEDUET ISKATX W WIDE K(x, y) = ∑ n K_n(x)e^{−κny}. (8.3) pODSTANOWKA (8.3) W URAWNENIE (8.1) DAET N∑ n=1 e^{−κny} [ K_n(x) + β_ne^{−κnx} + β_n ∞∫ x N∑ m=1 K_m(x)e^{−(κm+κn)z}dz ] = 0.

wYPOLNQQ INTEGRIROWANIE, POLU^IM_∑ m A_{nm}K_m(x) = −β_ne^{−κnx}, (8.4) 14Zabusky N,J., Kruskal M.D. Interaction of “solitons” in a collisionless plasma and the recurrence of initial states// Phys. Rev. Lett.

1965. V. 15. P. 240-243.

15sOBOLEW s.l. uRAWNENIQ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI. m.: nAUKA, 1966. s. 251.

GDE OBOZNA^ENO A_{nm} ≡ δ_{nm} + β_n κ_n + κ_m e^{−(κn+κm)x}. (8.5) zAMETIM, ^TO_{dAnm} dx = −β_ne^{−(κn+κm)x}. pODSTAWLQQ “TO W (8.3), POLU^IM K(x, x) = − ∑ n,m A^{−1}_{nm}β_ne^{−(κn+κm)x} = = ∑ n,m A^{−1}_{mn} dA_{nm} dx ≡ d dx ln det Â(x). (8.6)

iZ (8.6) S POMO]X@ (6.62) NAHODIM WYRAVENIE DLQ BEZOTRAVATELXNOGO POTENCIALA OB]EGO WIDA u(x) = −2 d dx K(x, x) = −2 d^2 dx^2 ln det A(x). (8.7)

sWOJSTWO BEZOTRAVATELXNOSTI SOHRANQETSQ PRI IZMENENII PARAMETRA t. —TO SLEDUET IZ WYRA- VENIQ (7.19), OPREDELQ@]EGO “WOL@CI@ DANNYH RASSEQNIQ. dEJSTWITELXNO, r(k, t) = r(k, 0)e^{8ik3t}. tOGDA O^EWIDNO, ^TO ESLI r(k, 0) = 0 PRI t = 0, TO r(k, t) = 0 PRI t > 0. sLEDOWATELXNO, WYRA- VENIE (8.7) OPREDELQET NABOR TO^NYH RE[ENIJ URAWNENIQ kDf, ESLI PODSTAWITX W (8.7) DANNYE RASSEQNIQ, ZAWISQ]IE OT t W SOOTWETSTWII S (7.19). pOSLEDNEE DOSTIGAETSQ ZAMENOJ

β_n → β_n exp (8κ^3_nt)

W MATRICE Anm (8.5) W SOOTWETSTWII S (7.18).

wYRAVENIE (8.5) PREDSTAWLQET SOBOJ N-SOLITONNOE RE[ENIE OB]EGO WIDA. 8.2 oDNOSOLITONNOE RE[ENIE

pROSTEJ[IJ BEZOTRAVATELXNYJ POTENCIAL IMEET ODNU TO^KU DISKRETNOGO SPEKTRA, T.E. N = 1. pOSTROIM SOOTWETSTWU@]EE RE[ENIE URAWNENIQ kDf.

mATRICA Anm SOSTOIT IZ EDINSTWENNOGO “LEMENTA

A(x) = 1 + β 2κ e^{−2κx+8κ3t}. u^ITYWAQ POLOVITELXNOSTX β/2κ, OBOZNA^IM φ ≡ 1 2κ ln β 2κ = 1 2κ ln b. tOGDA_{A(x) = 1 + e−2κx+8κ3t+2κφ = 2e−κ(x−4κ2t−φ) ch κ(x − 4κ2t − φ).} wY^ISLIM PROIZWODNYE OT FUNKCII A(x, t): −2 d dx ln A = 2κ [ 1 − sh κ(x − 4κ^2t − φ) ch κ(x − 4κ^2t − φ) ] , −2 d^2 dx^2 ln A = −

2κ^2 ch^2κ(x − 4κ^2t − φ) . iZ (8.7) POLU^AEM u(x, t) = − 2κ^2 ch^2κ(x − 4κ^2t − φ)

. (8.8)

6
          -

       -6

v = 4κ2

�2κ^2

u ξ = φ x

rIS. 8.1:

nA rIS. 8.1 PRIWEDEN GRAFIK FUNKCII (8.8) PRI t = 0. rE[ENIE PREDSTAWLQET SOBOJ WOZMU]ENIE POLQ u(x, t), RASPROSTRANQ@]EESQ WDOLX OSI x SO SKOROSTX@ v = 4κ^2 BEZ IZMENENIQ FORMY. pRI

t = 0 WOZMU]ENIE “KSPONENCIALXNO UBYWAET PRI |x| → ∞. tAKOE RE[ENIE NAZYWAETSQ SOLITONOM

(UEDINENNOJ WOLNOJ). sOLITON (8.8) IMEET AMPLITUDU −2κ^2, NA^ALXNU@ FAZU φ = (1/2κ) ln b I SKOROSTX = 4κ^2

oTMETIM, ^TO DLQ NELINEJNYH PROCESSOW HARAKTERNO WOZNIKNOWENIE BIFURKACIJ S TE^ENIEM WREMENI. mATEMATI^ESKI “TO PROQWLQETSQ W POQWLENII TO^EK, W KOTORYH RE[ENIE NA^INAET WETWITXSQ. pRIMER SOLITONA POKAZYWAET, ^TO SU]ESTWU@T I NEWETWQ]IESQ RE[ENIQ.

8.3 dWUHSOLITONNOE RE[ENIE

pROCESS STOLKNOWENIQ DWUH SOLITONOW OPISYWAET RE[ENIE (8.7) PRI N = 2. pRIWEDEM “TO RE[ENIE W QWNOM WIDE. wWEDEM OBOZNA^ENIQ

φ_n = 1 2κ_n ln β_n 2κ_n , ξ_n = x − 4κ^2_nt − φ_n, v_n = 4κ^2_n.

zDESX n = 1, 2, DLQ OPREDELENNOSTI BUDEM S^ITATX, ^TO κ1 > κ2. iZ (8.5) NAHODIM MATRICU Anm W WIDE A_{nm}(x) = ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 1 + e^{−2κ1ξ1}

2κ_1

κ_1 + κ_2 e^{x(κ1−κ2)−2κ1ξ1} 2κ_2

κ_1 + κ_2 e^{x(κ2−κ1)−2κ2ξ2} 1 + e^{−2κ2ξ2}

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ . oTS@DA

det A(x) = 1 + e^{−2ξ1κ1} + e^{−2κ2ξ2} +

( κ_1 − κ_2

κ_1 + κ_2

)_2 e^{−2κ1ξ1−2κ2ξ2} = = e^{−κ1ξ1−κ2ξ2} { e^{ξ1κ1−ξ2κ2} + e^{ξ2κ2−ξ1κ1} + κ_1 − κ_2

κ_1 + κ_2 × × [ κ_1 + κ_2

κ_1 − κ_2 e^{κ1ξ1+κ2ξ2} + κ_1 − κ_2

κ_1 + κ_2 e^{−κ1ξ1−κ2ξ2} ]} . oBOZNA^IM

Δ ≡ ln κ_1 + κ_2

κ_1 − κ_2 > 0, POLU^IM

det A(x) = 2 e^{−ξ1κ1−ξ2κ2} κ_1 + κ_2

{(κ_1 + κ_2) ch (ξ_1κ_1 − ξ_2κ_2)+

+(κ_1 − κ_2) ch (ξ_1κ_1 + ξ_2κ_2 + Δ)} .

wY^ISLIM PROIZWODNU@ d dx ln det A = −(κ_1 + κ_2) + + (κ^2_1 − κ^2)(sh (ξ_1κ_1 − ξ_2κ_2)+ (κ_1 + κ_2) ch (ξ_1κ_1 − ξ_2κ_2)+ + sh (ξ_1κ_1 + ξ_2κ_2 + Δ)) +(κ_1 − κ_2) ch (ξ_1κ_1 + ξ_2κ_2 + Δ) . oKON^ATELXNO RE[ENIE URAWNENIQ kDf DLQ SLU^AQ N = 2 PRINIMAET WID

u(x, t) = −4(κ^2_1 − κ^2) × (8.9) × κ^2_1 − κ^2 + κ^2_1 ch (2κ_2ξ_2 + Δ) + κ^2 ch (2κ_1ξ_1 + Δ) [(κ_1 + κ_2) ch (ξ_1κ_1 − ξ_2κ_2) + (κ_1 − κ_2) ch (ξ_1κ_1 + ξ_2κ_2 + Δ)]^2 . pROWEDEM ANALIZ RE[ENIQ (8.9). oBOZNA^IM x^′ ≡ x − 4κ^2_1t, TOGDA

ξ_1 = x^′ − φ_1, ξ_2 = x^′ + 4(κ^2_1 − κ^2)t − φ_2;

ξ_1κ_1 + ξ_2κ_2 = (κ_1 + κ_2)x^′ + 4(κ^2_1 − κ^2)κ_2t − φ_1κ_1 − φ_2κ_2; ξ_1κ_1 − ξ_2κ_2 = (κ_1 − κ_2)x^′ − 4κ_2(κ^2_1 − κ^2)t − κ_1φ_1 + κ_2φ_2.

u(x^′ + 4tκ^2_1, t) = −4(κ^2_1 − κ^2) × × κ^2_1 − κ^2 + κ^2_1 ch [2κ_2(x^′ + 4(κ^2_1 − κ^2)t − φ_2) + Δ]+ {(κ_1 + κ_2) ch [(κ_1 − κ_2)x^′ − 4κ_2(κ^2_1 − κ^2)t − φ_1κ_1 + φ_2κ_2]+ +κ^2 ch [2κ_1(x^′ − φ_1) + Δ] +(κ_1 − κ_2) ch [(κ_1 + κ_2)x^′ + 4κ_2(κ^2_1 − κ^2)t − φ_1κ_1 − φ_2κ_2 + Δ]}^2 . rASSMOTRIM RE[ENIE (8.9) PRI t → −∞ W SISTEME OTS^ETA t, x^′, KOTORAQ DWIVETSQ OTNOSITELXNO SISTEMY OTS^ETA t, x SO SKOROSTX@ 4κ^2_1 W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII WDOLX OSI x. pEREHOD K PREDELU t → −∞ DAETSQ SLEDU@]IMI WYRAVENIQMI, W KOTORYH OTBRASYWA@TSQ UBYWA@]IE PO t “KSPONENTY:

u(x^′ + 4tκ^2_1, t) → −2(κ^2_1 − κ^2)κ^2_1e^{−2κ2(x0+4(κ21−κ2)t−φ2)−Δ} × × { 1 2 (κ_1 + κ_2)e^{(κ1−κ2)x0−4κ2(κ21−κ2)t−φ1κ1+φ2κ2} + + 1 2 (κ_1 − κ_2)e^{−Δ−(κ1+κ2)x0−4κ2(κ21−κ2)t+φ1κ1+φ2κ2} }_{−2} = = − 2κ^2_1 √ κ_1 + κ_2 κ_1 − κ_2 e^{κ1x0−φ1κ1+ Δ}2 2 + √ κ_1 − κ_2 κ_1 + κ_2 e^{−κ1x0+φ1κ1− Δ}2 2 2 =

= −2κ^2_1 ch^2{κ_1x^′ − φ_1κ_1 + Δ} . zDESX OBOZNA^ENO

e^{Δ/2} = √ κ_1 + κ_2 κ_1 − κ_2 . pOLU^ENNYJ REZULXTAT POKAZYWAET, ^TO W SISTEME OTS^ETA t, x^′ PRI t → −∞ RE[ENIE PREDSTAW- LQET SOBOJ SOLITON S PARAMETRAMI κ1, φ1, Δ. —TOT SOLITON IMEET NA^ALXNU@ FAZU φ1 − Δ/κ1. oTMETIM, ^TO ESLI PREDEL t → −∞ WY^ISLITX W SISTEME OTS^ETA t, x” = x − 4κ^2t, TO POLU^IM

  -
- -

             -

                  -

   6u

v1 v1 v2 v2

Δ x

rIS. 8.2:

WTOROJ SOLITON S PARAMETRAMI κ2, φ2. tAKIM OBRAZOM, NA LEWOJ (PO PROSTRANSTWENNOJ KOOR- DINATE x) BESKONE^NOSTI RE[ENIE (8.9) PREDSTAWLQET SOBOJ DWA SOLITONA, NAHODQ]IHSQ DALEKO DRUG OT DRUGA I NE WZAIMODEJSTWU@]IH. zAMETIM TAKVE, ^TO SOLITONY DWIVUTSQ S RAZLI^NYMI SKOROSTQMI, POSKOLXKU κ1 > κ2.

pEREJDEM K PREDELU t → +∞. aNALOGI^NO PREDYDU]EMU POLU^IM

u(x^′ + 4tκ^2_1, t) → −2κ^2_1e^{2κ2(x0+4(κ21−κ2 )t−φ2)+Δ} × × {√ κ_1 + κ_2 κ_1 − κ_2 1 2 e^{−(κ1−κ2)x0+4κ2(κ21−κ2)t+φ1κ1−φ2κ2} + + √ κ_1 − κ_2 κ_1 + κ_2 1 2 e^{(κ1+κ2)x0+4κ2(κ21−κ2)t−φ1κ1−φ2κ2+Δ} }_{−2} → → −2κ^2_1 1 ch^2[κ_1x^′ − φ_1κ_1] . kAK WIDNO, RE[ENIE PREDSTAWLQET TOT VE SAMYJ SOLITON, ^TO I PRI t → ∞, NO S FAZOJ, RAWNOJ

φ_1. oBOZNA^IM φ^−_1 ≡ φ_1 − 1 κ_1

Δ; φ^+_1 ≡ φ_1.

rAZNOSTX NA^ALXNYH FAZ RAWNA

φ^+_1 − φ^−_1 = 1 κ_1 Δ > 0. —TOT REZULXTAT MOVNO TRAKTOWATX TAK, ^TO BYSTRYJ SOLITON POLU^AET SDWIG FAZY WPERED.

aNALOGI^NYMI RASSUVDENIQMI MOVNO POKAZATX, ^TO MEDLENNYJ SOLITON (κ2 < κ1) POLU^AET SDWIG FAZY NAZAD, RAWNYJ

φ^+_2 − φ^−_2 = − 1 κ_2 Δ > 0. pROCESS WZAIMODEJSTWIQ DWUH SOLITONOW ILL@STRIRUET rIS. 8.2. oBRATIM WNIMANIE NA SLE- DU@]U@ OSOBENNOSTX: ^TOBY PROIZO[LO WZAIMODEJSTWIE SOLITONOW, BYSTRYJ SOLITON DOLVEN RASPOLAGATXSQ LEWEE MEDLENNOGO PRI BOLX[IH OTRICATELXNYH ZNA^ENIQH x (NA LEWOJ BESKONE^- NOSTI).

8.4 kONTROLXNYE WOPROSY

1. oB˙QSNITE PONQTIE ”BEZOTRAVATELXNYJ POTENCIAL” W ZADA^E RASSEQNIQ. 2. kAKIE PROCESSY OPISYWA@T BEZOTRAVATELXNYE POTENCIALY W TEORII URAWNENIQ kDf?

3. zAPI[ITE URAWNENIE gELXFANDA–lEWITANA–mAR^ENKO W SLU^AE BEZOTRAVATELXNOGO POTEN- CIALA.

4. sOHRANQETSQ LI WO WREMENI (KOTOROE SWQZANO S kDf) SWOJSTWO BEZOTRAVATELXNOSTI DLQ POTENCIALA?

5. kAK POSTROITX ZAWISQ]IE OT WREMENI BEZOTRAVATELXNYE POTENCIALY? 6. pOSTROJTE ODNOSOLITONNOE RE[ENIE URAWNENIQ kDf.

9 uRAWNENIE kDf KAK

GAMILXTONOWA SISTEMA

nAPOMNIM OB]IE PONQTIQ O GAMILXTONOWOJ FORME URAWNENIJ DWIVENIQ W KLASSI^ESKOJ ME- HANIKE^{16}.

pUSTX M^{2n} ESTX 2n-MERNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO, PREDSTAWLQ@]EE SOBOJ ^ETNOMERNOE WE- ]ESTWENNOE PROSTRANSTWO, TO^KI KOTOROGO ξ ZADA@TSQ 2n KOORDINATAMI: ξ = (ξ1, ..., ξ2n), ξj ∈ R^1 - WE]ESTWENNYE PEREMENNYE, i, j, k, s = 1, 2n.

pREDPOLOVIM, ^TO W KAVDOJ TO^KE FAZOWOGO PROSTRANSTWA M^{2n} ZADANA NEOSOBENNAQ ANTISIM- METRI^NAQ MATRICA ω^{ij}(ξ):_{ω = −ωT , det ω ≠ 0.}

oBOZNA^IM ^EREZ A MNOVESTWO WE]ESTWENNYH FUNKCIJ NA M^{2n}. dLQ L@BYH GLADKIH FUNKCIJ

f, g ∈ A POLOVIM {f, g} ≡ ∑ i,k ω^{ik}(ξ) ∂f(ξ) ∂ξ_i ∂g(ξ) ∂ξ_k . (9.1)

wYRAVENIE {f, g}, ZADANNOE FORMULOJ (9.1), PREDSTAWLQET SOBOJ FUNKCI@, PRINADLEVA]U@ MNO- VESTWU A, KOTORAQ NAZYWAETSQ SKOBKOJ pUASSONA FUNKCIJ f I g. sKOBKA pUASSONA, PO OPREDELE- NI@, DOLVNA UDOWLETWORQTX USLOWIQM {f, g} = −{g, f}, (9.2) {{f, g}, h} + {{g, h}, f} + {{h, f}, g} = 0. (9.3) sWOJSTWO (9.2) WYPOLNQETSQ WSLEDSTWIE ANTISIMMETRI^NOSTI MATRICY ω^{ik}. sWOJSTWO (9.3) NA- ZYWAETSQ TOVDESTWOM qKOBI I RAWNOSILXNO SOOTNO[ENI@ ω^{si}ω^{jk}_{,s} + ω^{sk}ω^{ij}_{,s} + ω^{sj} ω^{ki}_{,s} = 0, (9.4) ILI_{ω−1} ij,k + ω −1 ki,j + ω −1 jk,i = 0. (9.5) zDESX ω^{ki}_{,s} ≡ ∂ω^{ki}/∂xs, ω^{−1}_{ij} — MATRICA OBRATNAQ K ωij, T.E. ∑ k ω^{−1}_{ik} ω^{kj} = δ^j_i . bUDEM S^ITATX USLOWIE (9.4) WYPOLNENNYM. wYBEREM NEKOTORU@ FUNKCI@ h(ξ) ∈ A I NAZOWEM EE FUNKCIEJ gAMILXTONA.

s POMO]X@ FUNKCII gAMILXTONA h ZADADIM DINAMI^ESKU@ SISTEMU NA FAZOWOM PROSTRANSTWE M^{2n} dξ_i(t) dt = {ξ_i, h} = ∑ k ω^{ik}(ξ) ∂h ∂ξ_k , (9.6)

GDE WE]ESTWENNYJ PARAMETR t IGRAET ROLX WREMENI. sISTEMA (9.6) NAZYWAETSQ GAMILXTONOWOJ SISTEMOJ.

iZWESTNO^{17}, ^TO PREOBRAZOWANIEM KOORDINAT W FAZOWOM PROSTRANSTWE M^{2n} MOVNO ZAPISATX MATRICU ω^{kl} W KANONI^ESKOJ FORME ω = J 0 . . . 0 0 J . . . 0 . . . 0 0 . . . J , J = ( 0 −1 1 0 ) .

16gANTMAHER f.r. lEKCII PO ANALITI^ESKOJ MEHANIKE. m.: nAUKA, 1966 17SM., NAPRIMER, rA[EWSKIJ p.k. gEOMETRI^ESKAQ TEORIQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. m.-l.: gittl , 1947

oBOZNA^IM KANONI^ESKIE KOORDINATY W M^{2n} ^EREZ

ξ_{2k−1} = p_k, ξ_{2k} = q_k, k = 1, n.

w “TIH KOORDINATAH SKOBKA pUASSONA (9.1) PRIMET OBY^NYJ W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE WID {f, g} = ∑ k ∂f ∂q_k ∂g ∂p_k − ∂f ∂p_k ∂g ∂q_k , (9.7)

A GAMILXTONOWA SISTEMA (9.6) — WID dq_k(t) dt = ∂h ∂p_k , dp_k (t) dt = − ∂h ∂q_k . (9.8)

tAKIM OBRAZOM, SISTEMA (9.6) PREDSTAWLQET SOBOJ GAMILXTONOWU SISTEMU, ZAPISANNU@ W PRO- IZWOLXNOJ (NEKANONI^ESKOJ) SISTEME KOORDINAT FAZOWOGO PROSTRANSTWA M^{2n}. pUSTX f(q, p) – NEKOTORAQ FUNKCIQ NA FAZOWOM PROSTRANSTWE M^{2n}, A qk(t), pk(t) ESTX RE[ENIE GAMILXTONOWOJ SISTEMY (9.8). tOGDA PROIZWODNAQ PO WREMENI t OT FUNKCII f(q(t), p(t)) NA RE[ENIQH SISTEMY

(9.8) WY^ISLQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: df(q(t), p(t)) dt = {f, h}. (9.9) fORMULA (9.9) POLU^AETSQ WY^ISLENIEM PROIZWODNOJ OT FUNKCII f(q(t), p(t)) PO PRAWILU DIF- FERENCIROWANIQ SLOVNOJ FUNKCII S U^ETOM SOOTNO[ENIJ (9.7), (9.8).

fUNKCIQ f(q, p) NA M^{2n} NAZYWAETSQ INTEGRALOM DWIVENIQ, ILI ZAKONOM SOHRANENIQ GAMILX- TONOWOJ SISTEMY (9.8), ESLI EE ZNA^ENIQ, WZQTYE NA RE[ENIQH SISTEMY (9.8), f(q(t), p(t)), NE ZAWISQT OT t, T.E._{df(q(t), p(t))} dt = {f, h} = 0. (9.10)

nEKOTORYM URAWNENIQM W ^ASTNYH PROIZWODNYH TAKVE MOVNO PRIDATX GAMILXTONOWU FORMU. k IH ^ISLU OTNOSITSQ I URAWNENIE kDf (7.2). gAMILXTONOWA FORMA OTKRYWAET DOPOLNITELXNYE WOZMOVNOSTI ANALIZA URAWNENIQ. dLQ ZAPISI URAWNENIQ kDf W GAMILXTONOWOJ FORME USTANOWIM SOOTWETSTWIE MEVDU OSNOWNYMI “LEMENTAMI SISTEMY (9.6) I URAWNENIEM kDf (7.2).

sOSTOQNIE SISTEMY, OPISYWAEMOJ URAWNENIQMI (9.6), ZADAETSQ WEKTOROM S KOMPONENTAMI ξi. w SLU^AE URAWNENIQ kDf SOSTOQNIE ZADAETSQ FUNKCIEJ u(x), KOTORU@ BUDEM PREDPOLAGATX UBY- WA@]EJ PRI |x| → ∞. —TU FUNKCI@ MOVNO RASSMATRIWATX KAK ”WEKTOR”, KOMPONENTY KOTOROGO NUMERUET WE]ESTWENNAQ PEREMENNAQ x. tAKIM OBRAZOM, FAZOWOE PROSTRANSTWO DLQ URAWNENIQ kDf (OBOZNA^IM EGO M) BESKONE^NOMERNO I OBRAZOWANO UBYWA@]IMI NA BESKONE^NOSTI FUNKCI- QMI u(x).

fUNKCIQM NA FAZOWOM PROSTRANSTWE M^{2n} KONE^NOMERNOJ GAMILXTONOWOJ SISTEMY OTWE^A@T FUNKCIONALY W SLU^AE URAWNENIQ kDf. sOGLASNO OPREDELENI@, FUNKCIONAL SOPOSTAWLQET FUNK- CII u(x) NEKOTOROE ^ISLO I(u).

pRIWEDEM NEOBHODIMYE PONQTIQ I OPREDELENIQ, OTNOSQ]IESQ K FUNKCIONALAM.

dOSTATO^NO OB]IJ WID FUNKCIONALA I(u) MOVNO POSTROITX SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX T (x, u(x), ux(u), . . . , u^{(n)}_x (u)) — NEKOTORAQ GLADKAQ FUNKCIQ WE]ESTWENNOJ PEREMENNOJ x, FUNKCII u(x) (∈ M) I EE PROIZWOD- NYH_{u(i)} x (x) = ∂^iu(x)/(∂x)^i DO PORQDKA n WKL@^ITELXNO. bUDEM PREDPOLAGATX TAKVE, ^TO FUNKCIQ T UBYWAET PRI |x| → ∞.

wELI^INA I(u) = ∫_{+∞} −∞ T (x, u, u_x, u^{(2)}_x , . . . , u^{(n)}_x )dx (9.11)

PREDSTAWLQET SOBOJ FUNKCIONAL, ZAWISQ]IJ OT FUNKCII u(x).

dLQ FUNKCII f(ξ), ξ ∈ R^l, GLAWNAQ LINEJNAQ ^ASTX PRIRA]ENIQ WYRAVAETSQ W WIDE DIFFE- RENCIALA f(ξ + dξ) − f(ξ) = df + o(dξ), df = l∑ i=1 ∂f(x)/∂ξ_i. pO ANALOGII S DIFFERENCIALOM FUNKCII WWODITSQ GLAWNAQ LINEJNAQ ^ASTX PRIRA]ENIQ FUNK- CIONALA PRI IZMENENII EGO ARGUMENTA, u(x) → u(x) + δu(x). oNA NAZYWAETSQ WARIACIEJ FUNK- CIONALA δu I OPREDELQETSQ FORMULOJ I(u + δu) − I(u) = δI + o(δu). zDESX δu(x) — PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ IZ RASSMATRIWAEMOGO KLASSA FUNKCIJ M.

wARIACIQ FUNKCIONALA δI, PO POSTROENI@, QWLQETSQ LINEJNYM FUNKCIONALOM OTNOSITELXNO FUNKCII δu(x). oB]IJ WID PROIZWOLXNOGO LINEJNOGO FUNKCIONALA L(u) S ARGUMENTOM W WIDE FUNKCII u(x) DAETSQ SLEDU@]IM WYRAVENIEM: L(u) = ∫_{+∞} −∞ v(x)u(x)dx, (9.12) GDE v(x) — FUNKCIQ IZ NEKOTOROGO FUNKCIONALXNOGO PROSTRANSTWA, WOZMOVNO, OTLI^NOGO OT PROSTRANSTWA M, KOTOROMU PRINADLEVIT FUNKCIQ u(x). fUNKCIQ v(x) NAZYWAETSQ QDROM FUNK- CIONALA I(u).

dLQ FUNKCIONALA δI WYRAVENIE (9.12) ZAPISYWA@T W WIDE δI(u) = ∫_{+∞} −∞ δI δu(x) dx, (9.13)

W KOTOROM QDRO OBOZNA^ENO ^EREZ_{δI} δu(x) . (9.14)

qDRO (9.13) NAZYWA@T WARIACIONNOJ (FUNKCIONALXNOJ) PROIZWODNOJ FUNKCIONALA (9.13).

dLQ FUNKCIONALA (9.11) S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM NETRUDNO POLU^ITX FORMULU δI = ∫_{+∞} −∞ [ ∂T ∂u − ∂ ∂x ∂T ∂u_x + + ∂^2 ∂x^2 ∂T ∂u^{(2)}x − . . . + (−1)^n ∂^n ∂x^n ∂T ∂u^{(n)}x ] δu(x)dx. (9.15) —WOL@CIQ SOSTOQNIQ SO WREMENEM OPISYWAETSQ WEKTOR-FUNKCIEJ WREMENI S KOMPONENTAMI ξi(t) DLQ SISTEMY (9.6) I, SOOTWETSTWENNO, FUNKCIEJ u(t, x) DLQ URAWNENIQ kDf. oSNOWNYM “LEMENTOM GAMILXTONOWOJ SISTEMY QWLQETSQ SKOBKA pUASSONA. pOSTROIM SKOBKU pUASSONA DLQ URAWNENIQ kDf. s “TOJ CELX@ ZAPI[EM URAWNENIE kDf (7.2) W WIDE u_t(x, t) = ∂ ∂x (3u^2(x, t) − u_{xx}(x, t)). bUDEM RASSMATRIWATX WYRAVENIE 3u^2 − uxx KAK WARIACIONNU@ PROIZWODNU@ δH/δu(x, t) OT NE- KOTOROGO FUNKCIONALA H(u), W KOTOROM PEREMENNAQ t QWLQETSQ PARAMETROM.

pRINIMAQ WO WNIMANIE WYRAVENIE (9.15), NETRUDNO NEPOSREDSTWENNO PROWERITX, ^TO DLQ FUNKCIONALA H(u) = ∫_{+∞} −∞ (u^3 + 1 2 u^2_x)dx (9.16)

IMEEM:

u_t = ∂ ∂x (3u^2 − u_{xx}) = ∂ ∂x δH δu(x, t) . (9.17)

zAPI[EM WYRAVENIE_∂ ∂x δH δu(x, t) W WIDE_∂ ∂x δH δu(x, t) = − ∫_{+∞} −∞ ( ∂ ∂x^′ δ(x − x^′)) δH δu(x^′, t) dx^′, GDE δ(x − x^′) — DELXTA - FUNKCIQ dIRAKA. sRAWNIM “TO WYRAVENIE S KONE^NOMERNOJ GAMILX- TONOWOJ SISTEMOJ (9.6), ZAPISANNOJ W PROIZWOLXNOJ SISTEME KOORDINAT FAZOWOGO PROSTRANSTWA

M^{2n}.

zDESX INTEGRALU OTWE^AET SUMMA W (9.1), FUNKCIQM f, g NA FAZOWOM PROSTRANSTWE SOOTWET- STWU@T FUNKCIONALY NA M. mATRICE ω^{ik}(ξ) SLEDUET SOPOSTAWITX FUNKCI@ ω(x, x^′) = ∂δ(x − x^′) ∂x^′ . pOSTROIM SKOBKU pUASSONA DWUH FUNKCIONALOW S(u), R(u) S POMO]X@ FUNKCII ω(x, x^′), POLOVIW {S, R} = ∫_{+∞} −∞ δS δu(x) ∂ ∂x δR δu(x) dx. (9.18)

nETRUDNO NEPOSREDSTWENNO UBEDITXSQ S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM, ^TO WYRAVENIE

(9.18) ANTISIMMETRI^NO OTNOSITELXNO PERESTANOWKI S I R.

uSTANOWIM NEWYROVDENNOSTX FUNKCII ω(x, x^′), KOTORAQ IGRAET ROLX MATRICY ω^{ij}. nEWYROVDENNOSTX MATRICY ω^{ij} W KONE^NOMERNOM SLU^AE MOVET BYTX ZAPISANA SLEDU@]IM OBRAZOM. rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ ωij λ^i = 0, W KOTOROJ ^ISLA λi QWLQ@TSQ NEIZWESTNY- MI. eSLI MATRICA ω^{ij} NEWYROVDENA, TO EDINSTWENNYM RE[ENIEM “TOJ SISTEMY BUDET NULEWOE RE[ENIE λ^i = 0. w BESKONE^NOMERNOM SLU^AE ANALOGI^NOE USLOWIE DLQ NEIZWESTNOJ UBYWA@- ]EJ NA BESKONE^NOSTI FUNKCII v(x), SOOTWETSTWU@]EJ SOWOKUPNOSTI ^ISEL λ^i, PRINIMAET WID INTEGRALA:_∫ +∞ −∞ ∂δ(x − x^′) ∂x^′ v(x^′)dx^′ = 0. pREOBRAZUEM “TO WYRAVENIE ∫_{+∞} −∞ ∂δ(x − x^′) ∂x^′ v(x^′)dx^′ = ∫_{+∞} −∞ ∂ ∂x^′ (δ(x − x^′)v(x^′))dx^′ − − ∫_{+∞} −∞ δ(x − x^′)v_x0 (x^′)dx^′ = −v_x(x) = 0,

OTKUDA SLEDUET, ^TO v(x) = const = 0.

oTMETIM TAKVE, ^TO ω(x, x^′) NE ZAWISIT OT FUNKCII u(x), KOTORAQ IGRAET ROLX TO^KI FAZOWOGO PROSTRANSTWA M, I PO“TOMU SKOBKA pUASSONA (9.18) UDOWLETWORQET TOVDESTWU qKOBI (9.3).

tAKIM OBRAZOM, SKOBKA (9.18) DEJSTWITELXNO UDOWLETWORQET WSEM TREBOWANIQM, PRED˙QWLQE- MYM K SKOBKE pUASSONA.

uRAWNENIE kDf (7.2) W FORME (9.17) IMEET GAMILXTONOW WID u_t(x, t) = {u, H} (9.19) SO SKOBKOJ pUASSONA (9.18) I GAMILXTONIANOM (9.16).

uRAWNENIE (9.19) ANALOGI^NO KONE^NOMERNOJ GAMILXTONOWOJ SISTEME (9.6). nAJDEM WYRAVENIE DLQ PROIZWODNOJ PO WREMENI OT NEKOTOROGO FUNKCIONALA I(u) NA RE[ENIQH URAWNENIQ kDf (9.17). pODSTAWIM W I(u) RE[ENIE URAWNENIQ kDf u(x, t), POLU^IM I(t) = I(u(t)), dI(t) dt = lim_{Δt→0} 1 Δt [I(u(t + Δt)) − I(u(t))]. (9.20)

pOLOVIM u(t + Δt) = u(x, t) + utΔt + o(Δt), GDE o(Δt)/Δt → 0 PRI Δt → 0.

pREOBRAZUEM PRAWU@ ^ASTX (9.20) K WIDU

lim_{Δt→0} 1 Δt [I(u(t + Δt)) − I(u(t))] = lim_{Δt→0} ΔI + lim_{Δt→0} 1 Δt o(u_t + o(Δt)). (9.21)

tAK KAK WTOROJ PREDEL W “TOM WYRAVENII RAWEN NUL@, TO dI(t) dt = lim_{Δt→0} 1 Δt δI. (9.22)

pREDSTAWIM WARIACI@ FUNKCIONALA ^EREZ WARIACIONNU@ PROIZWODNU@ W WIDE (9.13) δI = ∫_{+∞} −∞ δI δu(x, t) δu(x, t)dx, (9.23) GDE δu(x, t) = utΔt + o(Δt). pODSTAWLQQ (9.23) W (9.22) I U^ITYWAQ, ^TO lim_{Δt→0} o(Δt)/Δt = 0, POLU^IM_{dI(t)} dt = ∫_∞ −∞ δI δu(x, t) u_t(x, t)dx. pODSTAWLQQ W “TO WYRAVENIE ^ASTNU@ PROIZWODNU@ PO WREMENI ut IZ (9.17) I PRINIMAQ WO WNIMANIE WID SKOBKI pUASSONA (9.18), PRIHODIM K WYRAVENI@ dI(t) dt = ∫_∞ −∞ δI δu(x, t) ∂ ∂x δH δu(x, t) dx = {I, H}. (9.24) fORMULA (9.24) SOWPADAET S ANALOGI^NYM WYRAVENIEM (9.9) DLQ KONE^NOMERNOJ GAMILXTONOWOJ SISTEMY.

pEREJDEM K RASSMOTRENI@ ZAKONOW SOHRANENIQ DLQ URAWNENIQ kDf.

zAKON SOHRANENIQ W OB]EM SLU^AE PREDSTAWLQET SOBOJ NEKOTOROE SOOTNO[ENIE MEVDU WELI^I- NAMI, HARAKTERIZU@]IMI FIZI^ESKIJ PROCESS, ZNA^ENIE KOTOROGO NE IZMENQETSQ W HODE PROCESSA.

pOLNOE OPISANIE FIZI^ESKOGO PROCESSA ZADAETSQ SOOTWETSTWU@]IM NABOROM FIZI^ESKIH WE- LI^IN W KAVDYJ MOMENT WREMENI. —TOT NABOR WELI^IN NAHODITSQ RE[ENIEM OSNOWNYH URAWNENIJ MODELI. nAJTI RE[ENIE W QWNOM WIDE ^ASTO BYWAET ZATRUDNITELXNO. eSLI IZWESTNY ZAKONY SO- HRANENIQ DLQ ISSLEDUEMOJ MODELI, TO ONI MOGUT SLUVITX DOPOLNITELXNYM SREDSTWOM ANALIZA FIZI^ESKOGO PROCESSA. kROME TOGO, MNOGIE URAWNENIQ, SOSTAWLQ@]IE OSNOWU MODELI FIZI^ESKOGO PROCESSA, QWLQ@TSQ MATEMATI^ESKOJ FORMOJ NEKOTOROGO ZAKONA SOHRANENIQ. —TIM OPREDELQETSQ WAVNOE ZNA^ENIE ZAKONOW SOHRANENIQ.

wWEDEM PONQTIE ZAKONA SOHRANENIQ DLQ URAWNENIQ S ^ASTNYMI PROIZWODNYMI BOLEE OB]EGO WIDA, ^EM URAWNENIE kDf:_{F (u)(x, t) = 0. (9.25)}

zDESX u = u(x, t) — GLADKAQ WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ, UBYWA@]AQ WMESTE SO WSEMI SWOIMI PROIZ- WODNYMI PRI |x| → ∞.

pREDPOLOVIM, ^TO NEKOTORYJ FIZI^ESKIJ PROCESS W DANNYJ MOMENT WREMENI t OPISYWAETSQ GLADKOJ WE]ESTWENNOJ FUNKCIEJ u(x), x ∈ R^1, UBYWA@]EJ WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI PRI x → ∞, u(x) ∈ M. wELI^INA, HARAKTERIZU@]AQ SISTEMU, PREDSTAWLQET SOBOJ NEKOTOROE ^ISLO, ZAWISQ]EE OT SO- STOQNIQ SISTEMY. mATEMATI^ESKI ONA DOLVNA WYRAVATXSQ W WIDE NEKOTOROGO FUNKCIONALA, I(u), KOTORYJ, KAK UVE OTME^ALOSX WY[E, SOPOSTAWLQET FUNKCII u(x) WE]ESTWENNOE ^ISLO, I(u) ∈ R.

iZMENENIE SO WREMENEM t POLQ u(x) OPISYWAETSQ FUNKCIEJ u = u(t, x), KOTORAQ OPREDELQETSQ URAWNENIEM (9.25) PRI NEKOTOROM NA^ALXNOM USLOWII u(t, x)|t=0 = u0(x).

pODSTAWIM u(t, x) W PRAWU@ ^ASTX (9.11), POLU^IM WELI^INU, W OB]EM SLU^AE ZAWISQ]U@ OT WREMENI t, I(u(t)) = I(t).

wELI^INA I(u) WIDA (9.11) NAZYWAETSQ INTEGRALXNYM ZAKONOM SOHRANENIQ DLQ URAWNENIQ

(9.25), ESLI dI(u(t)) dt | | | F (u)(x,t)=0 = 0, (9.26)

TO ESTX I(u(t)) NE ZAWISIT OT WREMENI NA RE[ENIQH URAWNENIQ (9.25). fUNKCIQ T (x, u, ux, . . .) NAZYWAETSQ SOHRANQ@]EJSQ PLOTNOSTX@ WELI^INY I(u).

zAKONU SOHRANENIQ W INTEGRALXNOJ FORME (9.11) POSTAWIM W SOOTWETSTWIE ZAKON SOHRANENIQ W DIFFERENCIALXNOJ FORME.

dIFFERENCIALXNYM ZAKONOM SOHRANENIQ URAWNENIQ (9.25) NAZOWEM PARU FUNKCIJ T (t, x, u, u_x, . . . , u^{(n)}_x ), X(t, x, u, u_x, . . . , u^{(p)}_x ) (9.27) TAKIH, ^TO_{( ∂T} ∂t + ∂X ∂x ) | | | | F (u)(t,x)=0 = 0, (9.28)

TO ESTX LEWAQ ^ASTX WYRAVENIQ (9.28) OBRA]AETSQ W NULX, KOGDA W KA^ESTWE FUNKCII u = u(t, x) W NEGO PODSTAWLQETSQ RE[ENIE URAWNENIQ (9.25). zAMETIM, ^TO DLQ OB]NOSTI W FUNKCII T, X WKL@^ENA QWNAQ ZAWISIMOSTX OT WREMENI t.

fUNKCIQ X NAZYWAETSQ SOHRANQ@]IMSQ TOKOM WELI^INY I(u).

9.1 pOLINOMIALXNYE ZAKONY SOHRANENIQ DLQ URAWNENIQ kDf

wOZXMEM W KA^ESTWE URAWNENIQ (9.25), OPREDELQ@]EGO FUNKCI@ u(x, t), URAWNENIE kDf (7.2). pOSTROIM ZAKONY SOHRANENIQ DLQ URAWNENIQ kDf (7.2), ISPOLXZUQ INTEGRIRUEMOSTX URAWNENIQ kDf METODOM OBRATNOJ ZADA^I. nAS BUDUT INTERESOWATX POLINOMIALXNYE ZAKONY SOHRANENIQ WIDA

I_n = ∫_{+∞} −∞ P_n(u, u_x, u_{xx}, . . .)dx, (9.29) GDE ^EREZ Pn OBOZNA^EN POLINOM STEPENI n OT u, ux, uxx, . . . S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI, NE ZAWISQ]IMI OT t, x.

oBRATIMSQ K URAWNENI@ –REDINGERA (6.7), OPREDELQ@]EMU FUNKCII iOSTA φ(x, k), ψ(x, t). pREDSTAWIM FUNKCI@ iOSTA φ(x, k) W WIDE φ(x, k) = exp(−ikx + ∫ x −∞ χ(x^′, k)dx^′), (9.30)

GDE FUNKCIQ χ(x, k) OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ –REDINGERA (6.7).

pRIMEM WO WNIMANIE SWOJSTWA FUNKCII φ(x, k), RASSMOTRENNYE W P. 6.1. pRI x → −∞, KAK WIDNO IZ (9.30), φ(x, k) → e^{−ikx}, ^TO SOGLASUETSQ S (6.8). sOGLASNO TEOREME 6.1 FUNKCIQ φ(x, k) ANALITI^NA W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI k, T. E. PRI Imk > 0. sLEDOWATELXNO, “TIM VE SWOJSTWOM OBLADAET I FUNKCIQ χ(x, k). pRI |k| → ∞, W SOOTWETSTWII S (6.24), φ(x, k) = e^{−ikx} + O(1/k). sOOTWETSTWENNO, DLQ FUNKCII χ(x, k) IZ (9.30) POLU^IM ∫ x −∞ χ(x^′, k)dx^′ ∼ O(1/k) PRI |k| → ∞. (9.31) pREDSTAWIM ANALITI^ESKU@ W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI k FUNKCI@ χ(x, k) W OKRESTNOSTI BESKO- NE^NO UDALENNOJ TO^KI k → ∞ W WIDE RQDA PO STEPENQM 1/k. s U^ETOM (9.31) RAZLOVENIE BUDET IMETX WID χ(x, k) = ∞∑ n=1 χ_n(x) (2ik)^n . (9.32)

pRI Imk > 0, x → ∞ FUNKCIQ iOSTA φ(x, k) IMEET SLEDU@]U@ ASIMPTOTIKU: φ(x, k)e^{ikx} →

a(k) + e^{2ikx}b(k), PRI^EM b(k) → 0 BYSTREE L@BOJ STEPENI 1/k. sLEDOWATELXNO, PRI |k| → ∞ I

x → +∞, PRENEBREGAQ WTORYM SLAGAEMYM e^{2ikx}b(k), IMEEM φ(x, k)e^{ikx} = a(k). oTS@DA

lna(k) = ∫_{+∞} −∞ χ(x, k)dx. (9.33) nO FUNKCIQ a(k) NE ZAWISIT OT t (SM. (7.17)), PO“TOMU χ(x, k) — SOHRANQ@]AQSQ PLOTNOSTX URAWNENIQ DLQ kDf PRI k → ∞.

pODSTAWIM φ(x, k) WIDA (9.30) W URAWNENIE –REDINGERA (6.7), POLU^IM URAWNENIE rIKKATI, KOTOROMU UDOWLETWORQET FUNKCIQ χ(x, k),

χ_x + χ^2 − u − 2ikχ = 0. (9.34)

pODSTAWLQQ S@DA ASIMPTOTI^ESKOE RAZLOVENIE (9.32), POLU^IM RAWENSTWO ∑ n=1 χ_{n,x} (2ik)^n + ∑ l,n=1 χ_nχ_l (2ik)^{n+l} − u − ∑ n=1 χ_n (2ik)^{n−1} = 0, (9.35)

SPRAWEDLIWOE PRI WSEH ZNA^ENIQH PARAMETRA k.

oTMETIM, ^TO_∑ l,n=1 χ_nχ_l (2ik)^{n+l} = ∞∑ n=2 n−1∑ l=1 χ_{n−l}χ_l (2ik)^n . (9.36)

w URAWNENII (9.35) PRIRAWNQEM NUL@ KO“FFICIENTY PRI ODINAKOWYH STEPENQH PARAMETRA k. s U^ETOM (9.36) POLU^IM REKURRENTNOE SOOTNO[ENIE DLQ FUNKCIJ χn(x). dLQ PERWYH TREH FUNKCIJ IMEEM_{χ1 = −u(x), χ2 = −ux, χ3 = χ2}

1 + χ_{2,x}.

dLQ FUNKCIJ S n > 3 REKURRENTNOE SOOTNO[ENIE PRINIMAET WID

χ_{n+1}(x) = d dx χ_n(x) + n−1∑ k=1 χ_k(x)χ_{n−k}(x), n = 1, ∞. (9.37) rAWENSTWO (9.33) QWLQETSQ ASIMPTOTI^ESKIM, SPRAWEDLIWYM PRI k → ∞. eSLI RAZLOVITX LEWU@ I PRAWU@ ^ASTI PO STEPENQM 1/k I PRIRAWNQTX KO“FFICIENTY PRI ODINAKOWYH STEPENQH 1/k, TO POLU^IM TO^NYE RAWENSTWA, PRI^EM KAVDAQ FUNKCIQ χn(x) BUDET SOHRANQ@]EJSQ PLOTNOSTX@, POSKOLXKU SOOTWETSTWU@]IJ KO“FFICIENT RAZLOVENIQ W LEWOJ ^ASTI (9.33) NE ZAWISIT OT t.

wYPI[EM W KA^ESTWE ILL@STRACII W QWNOJ FORME FUNKCII χ4, χ5:

χ_4 = −u_{xxx} + 2 d dx u^2, χ_5 = −u^{(4)}_x + u^{(2)}_x + u^2_x + 2u_{xx}u − 2u^3.

zAMETIM, ^TO SOHRANQ@]IESQ PLOTNOSTI χ2 I χ4 QWLQ@TSQ POLNYMI PROIZWODNYMI PO PEREMEN- NOJ x OT NEKOTORYH FUNKCIJ. sOOTWETSTWU@]IE IM SOHRANQ@]IESQ WELI^INY PREDSTAWLQ@TSQ INTEGRALAMI WIDA (9.29) OT SOHRANQ@]IHSQ PLOTNOSTEJ. iNTEGRALY OT POLNYH PROIZWODNYH WY- ^ISLQ@TSQ I OKAZYWA@TSQ TOVDESTWENNO RAWNYMI NUL@ POSLE PODSTANOWKI W PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE FUNKCII u(x) I EE PROIZWODNYH PRI x = ±∞. tAKIE INTEGRALY DWIVENIQ TRIWIALX- NY. sOOTWETSTWU@]IE SOHRANQ@]IESQ PLOTNOSTI TAKVE ESTESTWENNO S^ITATX TRIWIALXNYMI.

pOKAVEM, ^TO WSE FUNKCII χn S ^ETNYMI NOMERAMI TRIWIALXNY. nETRIWIALXNYMI QWLQ@TSQ

χ_n S NE^ETNYMI NOMERAMI.

pOLOVIM k W (9.34) WE]ESTWENNYM I OTDELIM WE]ESTWENNU@ I MNIMU@ ^ASTI W POLU^ENNOM URAWNENII. pOLAGAQ_{χ ≡ χR + iχI,}

IZ (9.34) POLU^IM, BERQ MNIMU@ ^ASTX,

χ_{I,x} + 2χ_I χ_R − 2kχ_R = 0.

oTKUDA

χ_R = − 1 2 d dx ln(χ_I − k). o^EWIDNO, FUNKCIQ χR QWLQETSQ POLNOJ PROIZWODNOJ OT ln(χI − k). s DRUGOJ STORONY, FUNKCII

χ_{2n}(x) W RAZLOVENII (9.32) PREDSTAWLQ@T SOBOJ KO“FFICIENTY ASIMPTOTI^ESKOGO RAZLOVENIQ χ_R(x) PO STEPENQM 1/k. sLEDOWATELXNO, WSE FUNKCII χ_R(x) PREDSTAWLQ@TSQ W WIDE POLNYH PRO-

IZWODNYH PO PEREMENNOJ x OT NEKOTORYH FUNKCIJ, WYRAVA@]IHSQ ^EREZ FUNKCI@ u(x) I EE PROIZWODNYE.

oBOZNA^IM

2I_{n−1} = ∫_{+∞} −∞ χ_{2n+1}(x)dx, n = 0, 1, 2, . . . . (9.38)

wELI^INY In QWLQ@TSQ INTEGRALAMI DWIVENIQ URAWNENIQ kDf (INTEGRALXNYMI ZAKONAMI SO- HRANENIQ).

qWNYE WYRAVENIQ DLQ NESKOLXKIH PERWYH INTEGRALOW (9.38), W KOTORYH SOHRANQ@]IESQ PLOT- NOSTI χ2n+1 NAHODQTSQ IZ REKURRENTNOGO SOOTNO[ENIQ (9.37), S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM PRIWODQTSQ K WIDU

I_{−1} = − 1 2 ∫_{+∞} −∞ u(x)dx, I_0 = 1 2 ∫_{+∞} −∞ u^2(x)dx, I_1 = − ∫_{+∞} −∞ ( 1 2 u^2_x + u^3)dx, (9.39)

I_2 = 1 2 ∫_{+∞} −∞ (u^2_{xx} − 5u^2u_{xx} + 5u^4)dx.

dLQ ANALIZA FIZI^ESKOGO SMYSLA ZAKONOW SOHRANENIQ WY^ISLIM W KA^ESTWE PRIMEROW WARIACI- ONNYE PROIZWODNYE OT “TIH FUNKCIONALOW.

pRIMER 1. rASSMOTRIM PRIRA]ENIE FUNKCIONALA I−1:

I_{−1}(u + δu) − I_{−1}(u) = − 1 2 ∫_{+∞} −∞ (u(x) + δu(x))dx + 1 2 ∫_{+∞} −∞ u(x)dx = = − 1 2 ∫_{+∞} −∞ δu(x)dx. sLEDOWATELXNO,_{δI−1} δu(x) = − 1 2 . (9.40)

pRIMER 2. dLQ FUNKCIONALA I0 IMEEM

I_0(u + δu) − I_0(u) = 1 2 ∫_{+∞} −∞ (u(x) + δu(x))^2dx − 1 2 ∫_{+∞} −∞ u(x)^2dx = = ∫_{+∞} −∞ u(x)δu(x)dx + o(δu), GDE o(δu) = (1/2)^{∫ +∞}_{−∞} (δu(x))^2dx. oTKUDA δI_0 δu(x) = u(x). (9.41)

pRIMER 3. dLQ FUNKCIONALOW I1, I2 S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM ANALOGI^NO NAHO- DIM_{δI1} δu(x) = u_{xx} − 3u^2, (9.42) δI_2 δu(x) = u_{xxxx} − (5/2)(u^2)_{xx} − 5uu_{xx} + 10u^3. (9.43)

rASSMOTRIM FIZI^ESKIJ SMYSL INTEGRALOW I−1, I0, I1, I2.

9.2 fIZI^ESKIJ SMYSL SOHRANQ@]IHSQ WELI^IN

zAPI[EM PROIZWODNU@ PO WREMENI OT INTEGRALOW In (9.38) W FORME (9.24), dI_n dt = {I_n, H}. (9.44) tAK KAK In SOHRANQETSQ WO WREMENI, TO {In, H} = 0. rASSMOTRIM PRI^INY, WSLEDSTWIE KOTORYH SKOBKA pUASSONA OBRA]AETSQ W NULX DLQ INTEGRALOW (9.39).

dLQ INTEGRALA I−1 IMEEM^{δI−1}_{δu(x)} = −^1_2. sOHRANENIE I−1 SWQZANO SO SPECIFIKOJ SKOBKI pUASSO-

NA (9.18) — NALI^IEM W NEJ PROIZWODNOJ^∂_{∂x}. tOGDA^{dI−1}_{dt} =^{∫ ∞}_{−∞}^∂_{∂x}^{δH}_{δu(x)}dx. pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ PREDSTAWLQET SOBOJ POLNU@ PROIZWODNU@. iNTEGRAL OT POLNOJ PROIZWODNOJ WY^ISLQ- ETSQ I POSLE PODSTANOWKI PREDELOW INTEGRIROWANIQ x = ±∞ OBRA]AETSQ W NULX.

sOHRANENIE I0 MOVNO SWQZATX S INWARIANTNOSTX@ GAMILXTONIANA H WIDA (9.16) OTNOSITELXNO SDWIGOW PO PROSTRANSTWENNOJ KOORDINATE x POSREDSTWOM SLEDU@]IH (NESTROGIH) RASSUVDENIJ. wY^ISLIM FUNKCIONAL H(u) WIDA (9.16) DLQ FUNKCII u = u(x, t) I DLQ FUNKCII u(x + a, t), GDE a — WE]ESTWENNYJ PARAMETR. oBOZNA^IM IH ZNA^ENIQ ^EREZ H[u(x)] I H[u(x+a)], SOOTWETSTWENNO. nEPOSREDSTWENNYM SRAWNENIEM INTEGRALOW (9.16), ZADA@]IH H[u(x)] I H[u(x + a)], NETRUDNO UBEDITXSQ W TOM, ^TO H[u(x)] = H[u(x + a)].

pRODIFFERENCIRUEM RAWENSTWO

H[u(x + a)] − H[u(x)] = 0 (9.45)

PO PARAMETRU a I POLOVIM a = 0, POLU^IM ( ∂ ∂a ∫_∞ −∞ [ u(x + a, t)^3 + 1 2 u_x(x + a, t)^2 ] dx ) | | | a=0 = = ∫_∞ −∞ (u_xu_{xx} + 3u^2u_x)dx = 0. (9.46)

zNAK PERWOGO SLAGAEMOGO MOVNO IZMENITX NA PROTIWOPOLOVNYJ S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM, TOGDA (9.46) PRIMET WID_∫ ∞ −∞ (−u_{xx} + 3u^2)u_xdx = 0. (9.47)

pRINIMAQ WO WNIMANIE WYRAVENIQ DLQ WARIACIONNYH PROIZWODNYH (9.17), (9.41), PRIWEDEM

(9.47) K WIDU ∫_∞ −∞ δH δu(x, t) ∂ ∂x δI_0 δu(x, t) dx ≡ dI_0 dt = 0.

tAKIM OBRAZOM, USLOWIE INWARIANTNOSTI (9.45) PRIWODITSQ K USLOWI@ SOHRANENIQ INTEGRALA

I_0. kAK IZWESTNO, W KLASSI^ESKOJ MEHANIKE INWARIANTNOSTX SISTEMY OTNOSITELXNO PROSTRAN-

STWENNYH SDWIGOW PRIWODIT K SOHRANENI@ IMPULXSA SISTEMY. —TO MOVET SLUVITX ARGUMENTOM INTERPRETIROWATX INTEGRAL I0 =^1_2^{∫ ∞}_{−∞} u^2(x, t) dx KAK IMPULXS POLQ u(x, t).

iNTEGRAL I1 S TO^NOSTX@ DO ZNAKA SOWPADAET S GAMILXTONIANOM H(u) (9.16), KOTORYJ ESTES- TWENNO INTERPRETIROWATX KAK “NERGI@ POLQ u(x, t).

oTMETIM, ^TO WYS[IE ZAKONY SOHRANENIQ In, n ≥ 2 NE INTEPRETIROWANY W SOWREMENNOJ LITERATURE.

wYRAZIM TEPERX In ^EREZ DANNYE RASSEQNIQ. dLQ “TOGO W (9.33) PODSTAWIM RAZLOVENIE (9.32), POLU^IM

lna(k) = ∞∑ n=1 1 (2ik)^n ∫_∞ −∞ χ_n(x)dx. (9.48)

pRIMEM WO WNIMANIE, ^TO INTEGRALY S ^ETNYMI NOMERAMI TOVDESTWENNO RAWNY NUL@, POLU^IM

lna(k) = ∞∑ n=0 1 (2ik)^{2n+1} ∫_∞ −∞ χ_{2n+1}(x)dx, (9.49)

OTKUDA S U^ETOM OBOZNA^ENIQ (9.38) IMEEM

lna(k) = ∞∑ n=0 1 (2ik)^{2n+1}

I_{n−1}. (9.50)

wYRAVENIE INTEGRALOW In ^EREZ DANNYE RASSEQNIQ MOVNO POLU^ITX, ESLI W (9.50) RAZLOVITX

lna(k) W STEPENNOJ RQD PO 1/(2ik) I SRAWNITX RAZLOVENIQ W LEWOJ I PRAWOJ ^ASTQH “TOGO RAWEN-

STWA.

s “TOJ CELX@ FORMULU (6.23) DLQ arg a(k) ZAPI[EM W WIDE

ln a(k) = N∑ l=1 ln k − iκ_l k + iκ_l + 1 πi vp ∫_{+∞} −∞ ln |a(k^′)| k^′ − k dk^′. (9.51)

mODULX |a(k)| UBYWAET BYSTREE L@BOJ STEPENI |k| PRI |k| → ∞, T.E. ln |a(k)| = O(e^{−λ|k|}), |k| → ∞. dEJSTWITELXNO, IZ (6.22) SLEDUET ln |a(k)| = − 1 2 ln |1 − |r(k)|^2| = |r(k)| + o(|r(k)|), GDE r(k) = b(k)/a(k) (SM. (6.20)). iZ SWOJSTW FUNKCIJ a(k), b(k), RASSMOTRENNYH W P. 6.1.1 SLEDUET, ^TO b(k) UBYWAET BYSTREE L@BOJ STEPENI |k| PRI |k| → ∞, SLEDOWATELXNO, |k^jr(k)| → 0, |k| → ∞. (9.52) rAZLOVIM (9.51) W STEPENNOJ RQD PO^1_k .

zAPI[EM ln^{k − iκl}_{k + iκl} = ln^{1 − xl}_{1 + xl} , xl = iκl/k, DALEE RAZLAGAEM “TO WYRAVENIE PO xl W RQD t“JLORA W OKRESTNOSTI xl = 0.

aNALOGI^NO,_{ln |a(k′)|} k^′ − k = k^{−1} ln |a(k^′)| x − 1 . —TO WYRAVENIE TAKVE NETRUDNO RAZLOVITX W STEPENNOJ RQD PO x. pOSKOLXKU |a(−k)| = |a(k)|, TO KO“FFICIENTY PRI ^ETNYH STEPENQH k W UKAZANNYH RAZLOVENIQH BUDUT RAWNY NUL@. pODSTAWIM “TI RAZLOVENIQ W (9.51), POLU^IM

ln a(k) = ∞∑ j=0 i k^{2j+1} [ 2(−1)^{j+1} 2j + 1 N∑ l=1 κ^{2j+1}_l + + 2 π ∫_∞ 0 k^{2j} ln |a(k)|dk ] . (9.53)

zAME^ANIE 9.1 wSLEDSTWIE (9.52) INTEGRAL^{∫ ∞}_0 k^{2j} ln |a(k)|dk SHODITSQ W OBY^NOM SMYSLE.

pODSTAWIM TEPERX (9.53) W (9.50), POLU^IM ISKOMOE WYRAVENIE INTEGRALOW In ^EREZ DANNYE RASSEQNIQ

2I_{j−1} =

2^{2(j+1)} 2j + 1 N∑ l=1 κ^{2j+1}_l +

(−1)^{j+1}2^{2(j+1)} π ∫_∞ 0 k^{2j} ln |a(k)|dk. (9.54) w ^ASTNOSTI, DLQ GAMILXTONIANA (9.16) NAHODIM H = −I1, H = − 32 5 N∑ l=1 κ^5_l + 32 π ∫_∞ 0 k^4 ln |a(k)|dk. (9.55)

iZ (9.55), W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO WKLAD W “NERGI@ OT PEREMENNYH NEPRERYWNOGO SPEKTRA POLOVITELEN, A OT DISKRETNOGO — OTRICATELEN. 9.3 kONTROLXNYE WOPROSY

1 iZ KAKIH “LEMENTOW SOSTOIT GAMILXTONOWA STRUKTURA NA KONE^NOMERNOM FAZOWOM PROSTRAN- STWE M^{2n}?

2 dAJTE OPREDELENIE SKOBKI pUASSONA NA FAZOWOM PROSTRANSTWE M^{2n}. kAKIM SWOJSTWAM DOLV- NA UDOWLETWORQTX SKOBKA pUASSONA?

3 ~TO TAKOE KANONI^ESKIE KOORDINATY W FAZOWOM PROSTRANSTWE? kAK ZAPISYWAETSQ SKOBKA pUASSONA W KANONI^ESKIH KOORDINATAH?

4 ~TO TAKOE FUNKCIQ gAMILXTONA? zAPI[ITE GAMILXTONOWU SISTEMU W KONE^NOMERNOM FAZO- WOM PROSTRANSTWE M^{2n} W PROIZWOLXNOJ SISTEME KOORDINAT.

5 zAPI[ITE GAMILXTONOWU SISTEMU W KANONI^ESKIH KOORDINATAH FAZOWOGO PROSTRANSTWA. 6 wY^ISLITE PROIZWODNU@ OT FUNKCII f(q(t)p(t)), GDE pi(t), qi(t) ESTX RE[ENIE GAMILXTONOWOJ SISTEMY.

7 dAJTE OPREDELENIE FUNKCIONALA OT FUNKCII u(x). 8 dAJTE OPREDELENIE WARIACII FUNKCIONALA I(u). 9 dAJTE OPREDELENIE WARIACIONNOJ PROIZWODNOJ δI/δu(x). 10 wY^ISLITE WARIACIONNU@ PROIZWODNU@ OT FUNKCIONALA I(u) = ∫_{+∞} −∞ T (x, u(x), u_x(x), u_{xx}(x))dx. 11 zAPI[ITE URAWNENIE kDf W GAMILXTONOWOJ FORME. 12 zAPI[ITE WYRAVENIE SKOBKI pUASSONA DLQ URAWNENIQ kDf. 13 dAJTE OPREDELENIE INTEGRALXNOGO ZAKONA SOHRANENIQ URAWNENIQ kDf. 14 dAJTE OPREDELENIE DIFFERENCIALXNOGO ZAKONA SOHRANENIQ URAWNENIQ kDf. 15 zAPI[ITE OB]IJ WID POLINOMIALXNOGO ZAKONA SOHRANENIQ URAWNENIQ kDf. 16 ~TO TAKOE TRIWIALXNYJ ZAKON SOHRANENIQ? kAKIE ZAKONY SOHRANENIQ BUDUT TRIWIALXNYMI DLQ URAWNENIQ kDf?

17 oB˙QSNITE FIZI^ESKIJ SMYSL ZAKONA SOHRANENIQ I0(u) =^1_2^{∫ +∞}_{−∞} u^2(x)dx DLQ URAWNENIQ kDf.

10 nELINEJNOE URAWNENIE –REDINGERA

10.1 wWODNYE ZAME^ANIQ

nELINEJNOE URAWNENIE –REDINGERA (nu–) ESTX URAWNENIE NA KOMPLEKSNU@ SKALQRNU@ FUNK- CI@ u(x, t) iu_t + 1 2 u_{xx} + |u|^2u = 0. (10.1)

nAPOMNIM, ^TO ZDESX |u|^2 = u^∗u, u^∗ KOMPLEKSNO SOPRQVENO K u, x — PROSTRANSTWENNAQ KOORDI- NATA, x ∈ R^1, t — WREMQ.

nu– ISTORI^ESKI BYLO WTORYM URAWNENIEM POSLE URAWNENIQ kDf, KOTOROE UDALOSX PRO- INTEGRIROWATX METODOM OBRATNOJ ZADA^I^{18}. nAZWANIE NELINEJNOE URAWNENIE –REDINGERA BYLO DANO URAWNENI@ (10.1) POTOMU, ^TO ONO PO FORME SOWPADAET S KWANTOWOMEHANI^ESKIM URAWNENIEM –REDINGERA, W KOTOROM |u|^2 IGRAET ROLX POTENCIALA.

wAVNOE ZNA^ENIE nu– W NELINEJNOJ FIZIKE OBUSLOWLENO TEM, ^TO, S ODNOJ STORONY, ONO WOZNIKAET PRI OPISANII MNOGIH NELINEJNYH QWLENIJ RAZLI^NOJ FIZI^ESKOJ PRIRODY. s DRU- GOJ STORONY, nu– DOPUSKAET TO^NOE INTEGRIROWANIE, BLAGODARQ ^EMU OPISYWAEMOE IM QWLENIE MOVET BYTX DETALXNO PROANALIZIROWANO.

w KWANTOWOJ FIZIKE, GDE u(x, t) IMEET SMYSL WOLNOWOJ FUNKCII, nu– OPISYWAET SRAWNITELX- NO OGRANI^ENNYJ KRUG QWLENIJ. pRIMEROM TAKIH ZADA^ MOVET SLUVITX TEORIQ SOLITONNYH WOZ- BUVDENIJ W MOLEKULQRNYH SISTEMAH^{19}. oSNOWNYE FIZI^ESKIE PRILOVENIQ nu– NA[LO W TEORII RASPROSTRANENIQ OGIBA@]IH WOLNOWYH PAKETOW W SISTEMAH S DISPERSIEJ I SLABOJ NELINEJNOS- TX@. bALANS “TIH DWUH KONKURIRU@]IH FAKTOROW REALIZUETSQ, W ^ASTNOSTI, W WIDE SOLITONNYH RE[ENIJ, KOTORYMI OBLADAET nu–. oBZOR ZADA^ TEORII NELINEJNYH WOLN MOVNO NAJTI W GLAWE 8 KNIGI^{20}.

w “TOJ OBLASTI PRILOVENIJ nu– OGROMNYJ PRAKTI^ESKIJ INTERES PREDSTAWLQ@T NELINEJ- NYE OPTI^ESKIE QWLENIQ. sREDI NIH OSOBOE MESTO ZANIMAET TEORIQ RASPROSTRANENIQ OPTI^ESKIH SOLITONOW W LINIQH WOLOKONNO-OPTI^ESKOJ SWQZI^{21}.

w “TOJ GLAWE MY RASSMOTRIM OSNOWNYE “LEMENTY TEORII INTEGRIROWANIQ nu– (10.1) METODOM OBRATNOJ ZADA^I, SOSTAWLQ@]EJ OSNOWU OPISANIQ UKAZANNYH WY[E QWLENIJ. mY BUDEM SLEDOWATX GLAWAM 6, 7, W KOTORYH METOD OBRATNOJ ZADA^I POSTROEN DLQ URAWNENIQ kDf.

10.2 mATRI^NAQ (L − A) — PARA

iNTEGRIROWANIE nu– METODOM OBRATNOJ ZADA^I OSNOWANO NA SU]ESTWOWANII (L−A) — PARY. oPERATORY L I A, SOSTAWLQ@]IE (L − A) — PARU, W OTLI^IE OT URAWNENIQ kDf (SM. P. 7.4), QWLQ@TSQ MATRI^NYMI DIFFERENCIALXNYMI OPERATORAMI I IME@T SLEDU@]IJ WID: L = ( 1 0 0 −1 ) i ∂ ∂x + ( 0 u^∗ −u 0 ) , (10.2) A = ( 1 0 0 −1 ) ∂^2 ∂x^2 + (_1 2 |u|^2 −iu^∗∂/∂x −^i_2 u^∗_x iu∂/∂x +^1_2 u_x −^1_2 |u|^2 ) . (10.3)

kOMMUTATOR_[ i ∂ ∂t − A, L ] = i ∂L ∂t + [L, A] = = ( 0 iu_t −^1_2 u^∗_{xx} − |u|^2u^∗ −iu_t −^1_2 u_{xx} − |u|^2u 0 ) , (10.4)

18zAHAROW w.e., –ABAT a.b. tO^NAQ TEORIQ DWUMERNOJ SAMOFOKUSIROWKI I ODNOMERNOJ AWTOMODULQCII WOLN W NELINEJNYH SREDAH// vURNAL “KSPERIMENTALXNOJ I TEORETI^ESKOJ FIZIKI. 1971. t. 61. s. 118 – 134 19dAWYDOW a. s. sOLITONY W MOLEKULQRNYH SISTEMAH. kIEW: nAUKOWA dUMKA, 1984. s. 288 20dODD r., —JLBEK dV., gIBBON dV., mORRIS h. sOLITONY I NELINEJNYE WOLNOWYE URAWNENIQ. m.: mIR, 1988. s. 694 21hAUS h. wOLNY I POLQ W OPTO“LEKTRONIKE: pEREWOD S ANGLIJSKOGO. m.: mIR, 1988. s. 432

O^EWIDNO, OBRA]AETSQ W NULX NA RE[ENIQH nu– WIDA (10.1). tAKIM OBRAZOM, OPERATORY (10.2),

(10.3) OBRAZU@T (L−A) — PARU DLQ nu– (10.1). oPERATORY (10.2), (10.3), QWLQQSX MATRI^NYMI

DIFFERENCIALXNYMI OPERATORAMI, DEJSTWU@T NA DWUHKOMPONENTNYE WEKTOR - FUNKCII WIDA ψ = ( ψ^{(1)}(x, t)

ψ^{(2)}(x, t) ) , (10.5)

GDE ψ^{(1)}(x, t), ψ^{(2)}(x, t) — SKALQRNYE (ODNOKOMPONENTNYE) KOMPLEKSNYE FUNKCII.

oBOZNA^IM PROSTRANSTWO WEKTOR - FUNKCIJ WIDA (10.5) ^EREZ V , I OPREDELIM W NEM SKALQRNOE PROIZWEDENIE < ψ, φ > FUNKCIJ ψ, φ ∈ V SLEDU@]IM WYRAVENIEM: < ψ, φ >= 2∑ k=1 ∫_{+∞} −∞ (ψ(x)^{(k)})^∗φ^{(k)}(x)dx. (10.6)

nETRUDNO NEPOSREDSTWENNO UBEDITXSQ W TOM, ^TO OPERATOR L WIDA (10.2) NE QWLQETSQ “RMITOWYM OTNOSITELXNO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ (10.6), TO ESTX < ψ, Lφ >≠< Lψ, φ >. dLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA (10.1) POSTAWIM ZADA^U kO[I { iu_t +^1_2 u_{xx} + |u|^2u = 0, u(x, t)|_{t=0} = u_0(x) (10.7)

W KLASSE GLADKIH FUNKCIJ u(x, t), UBYWA@]IH WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI PO x PRI |x| → ∞.

10.3 mATRI^NAQ ZADA^A RASSEQNIQ

w SOOTWETSTWII S OB]EJ SHEMOJ METODA OBRATNOJ ZADA^I (SM. P. 7.4) SNA^ALA SLEDUET PROANA- LIZIROWATX SPEKTRALXNU@ ZADA^U (6.5) DLQ OPERATORA L (10.2) W PROSTRANSTWE FUNKCII V , Lψ = λψ, ψ ∈ V. (10.8) sISTEMU (10.8), OPREDELQ@]U@ DWUHKOMPONENTNU@ FUNKCI@ ψ, NAZYWA@T ASSOCIIROWANNOJ MAT- RI^NOJ LINEJNOJ ZADA^EJ DLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA, ILI ZADA^EJ zAHAROWA - –A- BATA.

rASSMOTRIM NEOBHODIMYE W DALXNEJ[EM SWOJSTWA SISTEMY (10.8), (10.2) DLQ POTENCIALA u(x), UBYWA@]EGO PRI |x| → ∞. tAK KAK OPERATOR L NE QWLQETSQ “RMITOWYM W PROSTRANSTWE V , TO SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ λ W OB]EM SLU^AE BUDUT KOMPLEKSNYMI ^ISLAMI. rASSMOTRIM NEKOTORYE

SWOJSTWA ZADA^I (10.8). pUSTX ψ = ( ψ^{(1)}

ψ^{(2)} ) ESTX RE[ENIE ZADA^I (10.8). tOGDA FUNKCIQ

ψ̄ = ( ψ^{∗(2)} −ψ^{∗(1)} ) (10.9)

ESTX RE[ENIE ZADA^I_{Lψ̄ = λ∗ψ̄, (10.10)}

A FUNKCIQ

ψ̃ = ( ψ^{∗(2)}

ψ^{∗(1)} ) (10.11)

ESTX RE[ENIE ZADA^I_{L+ψ̃ = λ∗ψ̃. (10.12)}

sOOTNO[ENIQ (10.9), (10.11), SWQZYWA@]IE RE[ENIQ ZADA^ (10.8), (10.10), (10.12), NAZYWA@TSQ SOOTNO[ENIQMI INWOL@CII.

oPERATOR L^+ “RMITOWSKI SOPRQVEN K OPERATORU L I IMEET WID

L^+ = i ( 1 0 0 −1 ) ∂ ∂x + ( 0 −u^∗ u 0 ) . (10.13)

dLQ KOMPONENT ψ^{(1)} ψ^{(2)} WEKTOR - FUNKCII ψ WIDA (10.5) SISTEMA (10.8), (10.2) PRINIMAET WID { iψ^{(1)}_x + u^∗ψ^{(2)} = λψ^{(1)} −iψ^{(2)}_x − uψ^{(1)} = λψ^{(2)}

(10.14)

sISTEMA (10.14) IMEET DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIQ. w “TOM NETRUDNO UBEDITXSQ, RAS- SMATRIWAQ SISTEMU W OBLASTI |x| → ∞, GDE POTENCIAL u(x) → 0. sISTEMA (10.14) PRINIMAET WID_{{ iψ(1)}

x = λψ^{(1)}, −iψ^{(2)}_x = λψ^{(2)}.

(10.15)

oB]EE RE[ENIE SISTEMY (10.15)

ψ = c_1 ( 1 0 ) e^{iλx} + c_2 ( 1 0 ) e^{−iλx} (10.16)

I PREDSTAWLQET SOBOJ SUPERPOZICI@ DWUH LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ, OTWE^A@]IH ODNOMU SOBSTWENNOMU ZNA^ENI@ λ.

o^EWIDNO, SISTEMA (10.14) BUDET IMETX DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ I W OBLASTI |x| < ∞. lEMMA 10.1 eSLI WEKTOR - FUNKCIQ v =^{( v1(x)}_{v2(x)}^) ESTX RE[ENIE SISTEMY (10.14) S SOBST-

WENNYM ZNA^ENIEM λ1, A w = ( w_1(x) w_2(x) ) — RE[ENIE S SOBSTWENNYM ZNA^ENIEM λ2, TOGDA i d dx W (v, w) = (λ_1 − λ_2)(v_1w_2 + v_2w_1) (10.17)

zDESX ^EREZ W (v, w) OBOZNA^ENO WYRAVENIE

W (v, w) = det ( v_1 w_1 v_2 w_2 ) , (10.18)

KOTOROE NAZYWAETSQ WRONSKIANOM (OPREDELITELEM wRONSKOGO) RE[ENIJ v I w.

zADA^A RASSEQNIQ DLQ SISTEMY (10.14) SOSTOIT W NAHOVDENII FUNKCIJ iOSTA, MATRICY PERE- NOSA I IZU^ENIQ IH SWOJSTW (SM. P. 6.1.1).

10.4 fUNKCII iOSTA. mATRICA PERENOSA

pRI WE]ESTWENNOM λ FUNKCII iOSTA g(x, λ) I f(x, λ) OPREDELQ@TSQ KAK RE[ENIE ZADA^I

(10.14) S GRANI^NYMI USLOWIQMI g(x, λ) → ( 1 0 ) e^{−iλx}, x → −∞, (10.19)

f(x, λ) → ( 0 1 ) e^{iλx}, x → +∞. (10.20) oTS@DA, U^ITYWAQ SOOTNO[ENIE INWOL@CII (10.9), SLEDUET ḡ(x, λ) → − ( 0 1 ) e^{iλx}, x → −∞, (10.21) f̄(x, λ) → ( 1 0 ) e^{−iλx}, x → +∞. (10.22) f(x, λ) I f̄ (x, λ) OBRAZU@T BAZIS RE[ENIJ SISTEMY (10.14). rAZLOVIM FUNKCI@ g(x, λ) PO “TOMU

BAZISU:_{g(x, λ) = a(λ)f̄(x, λ) + b(λ)f(x, λ). (10.23)}

fUNKCII a(λ) I b(λ) SOWMESTNO S SOOTNO[ENIEM INWOL@CII (10.9) OPREDELQ@T MATRICU PERENOSA. pRIMENQQ LEMMU 10.1 K FUNKCIQM g I ḡ I WY^ISLQQ WRONSKIAN (10.18) PRI |x| → ∞, POLU^IM FORMULY_{|a(λ)|2 + |b(λ)|2 = 1, (10.24)} a(λ) = W (g(x, λ), f(x, λ)), Imλ = 0. (10.25) oBRA]AQ (10.23) S POMO]X@ (10.24), NAHODIM f(x, λ) = −a(λ)ḡ(x, λ) + b^∗(λ)g(x, λ), Imλ = 0. (10.26) 10.5 aNALITI^ESKIE SWOJSTWA

fUNKCIQ f(x, λ) OPREDELQETSQ KAK RE[ENIE SISTEMY (10.14) S GRANI^NYM USLOWIEM (10.20). pREDSTAWIM “TU ZADA^U W WIDE INTEGRALXNYH URAWNENIJ.

sISTEMU (10.14) DLQ FUNKCII iOSTA f(x, λ) ZAPI[EM W WIDE { if^{(1)}_x + u^∗f^{(2)} = λf^{(1)}, f^{(1)} → 0 x → ∞, if^{(2)}_x + uf^{(1)} = −λf^{(2)}, f^{(2)} → e^{iλx}, Imλ = 0.

(10.27)

oTS@DA NEPOSREDSTWENNO POLU^AEM URAWNENIE WTOROGO PORQDKA DLQ FUNKCII f^{(2)}

f^{(2)}_{xx} + λ^2f^{(2)} = iu_xf^{(1)} − |u|^2f^{(2)}. (10.28)

oPREDELIW f^{(2)}(x, λ) IZ URAWNENIQ (10.28), MOVNO WYRAZITX FUNKCI@ f^{(1)}(x, λ) IZ URAWNENIQ

(10.27).

pOWTORQQ RASSUVDENIQ TEOREMY 6.1, PREOBRAZUEM URAWNENIE (10.28) DLQ FUNKCII iOSTA W INTEGRALXNOE URAWNENIE

f^{(2)}(x, λ) = e^{iλx} − − ∫_∞ x sin λ(x − y) λ [iu^′(y)f^{(1)}(y, λ) −

− |u(y)|^2f^{(2)}(y, λ)]dy. (10.29)

fUNKCIQ f^{(1)} WYRAVAETSQ W WIDE

f^{(1)}(x, λ) = −i ∫_∞ x u^∗(y)f^{(2)}(y, λ)e^{−iλ(x−y)}dy. (10.30) oBOZNA^IM

φ_1(x, λ) = e^{−iλx}f^{(1)}(x, λ), f^{(1)}(x, λ) = e^{iλx}φ_1(x, λ), (10.31) φ_2(x, λ) = e^{−iλx}f^{(2)}(x, λ), f^{(2)}(x, λ) = e^{iλx}φ_2(x, λ). (10.32)

tOGDA IZ (10.27) POLU^IM URAWNENIQ DLQ FUNKCIJ φ1, φ2

iφ_{1x} = −2λφ_1 + u^∗φ_2 (10.33) iφ_{2x} = −uφ_1 (10.34)

pODSTAWIW (10.33) I (10.34) W (10.30) I (10.29), NAJDEM WID SOOTWETSTWU@]IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ: φ_1(x, λ) = −i ∫_∞ x e^{−2iλ(x−y)}u^∗(y)φ_2(y, λ)dy, (10.35)

φ_2(x, λ) = 1 − ∫_∞ x 1 − e^{−2iλ(x−y)} 2iλ [iu^′(y)φ_1(y, λ) − − |u(y)|^2φ_2(y, λ)]dy. (10.36)

uRAWNENIQ (10.35), (10.36) PREDSTAWLQ@T SOBOJ INTEGRALXNYE URAWNENIQ WOLXTERROWSKOGO TIPA, IME@]IE BESKONE^NYJ RADIUS SHODIMOSTI. oNI OPREDELQ@T FUNKCII φ1 I φ2 PRI WE]ESTWENNOM λ. eSLI SMESTITX λ W WERHN@@ POLUPLOSKOSTX KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI, TO W PODYNTEGRALXNYH WYRAVENIQH (10.35) I (10.36) POQWITSQ “KSPONENTA S OTRICATELXNYM POKAZATELEM e^{rη(x−y)} (U^I- TYWAQ, ^TO (x − y) < 0, η > 0). —TO ULU^[IT SHODIMOSTX ITERACIONNYH RQDOW, PREDSTAWLQ@]IH RE[ENIQ INTEGRALXNYH URAWNENIJ. tAKIM OBRAZOM, ESLI RE[ENIQ INTEGRALXNYH URAWNENIJ SU- ]ESTWOWALI PRI WE]ESTWENNOM λ, ONI TEM BOLEE SU]ESTWU@T PRI KOMPLEKSNOM λ, Imλ > 0. rE- [ENIQ SISTEMY WOLXTERROWSKIH URAWNENIJ (10.35), (10.36) MOVNO RASSMATRIWATX KAK ANALITI- ^ESKOE PRODOLVENIE FUNKCII f(x, λ) W WERHN@@ POLUPLOSKOSTX λ. aNALOGI^NO, FUNKCIQ g(x, λ) ANALITI^ESKI PRODOLVAETSQ W WERHN@@ POLUPLOSKOSTX λ. iZ SWOJSTW ANALITI^NOSTI FUNKCIJ iOSTA NEPOSREDSTWENNO POLU^IM SWOJSTWA ANALITI^NOSTI “LEMENTOW MATRICY PERENOSA.

sLEDSTWIE 10.0.2 fUNKCIQ a(λ) ANALITI^NA W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI λ.

dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ SWOJSTW ANALITI^NOSTI FUNKCIJ f(x, λ), g(x, λ) I FORMULY (10.25).

iZ WYRAVENIJ (10.35) I (10.36) S POMO]X@ INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM POLU^A@TSQ ASIMPTO- TI^ESKIE (PO λ, λ → ∞) FORMULY

φ_1(x, λ) = 1 2λ u^∗(x)φ_2(x, λ) + + 1 2λ ∫_∞ x e^{−2iλ(x−y)}(u^∗(y)φ_2(y, λ))_{,y}dy. (10.37) iZ SWOJSTW INTEGRALA fURXE^{22} SLEDUET, ^TO lim_{λ→∞} ∫_∞ x e^{−2iλ(x−y)}χ(y)dy → 0 PRI |λ| → ∞. (10.38) pRINIMAQ WO WNIMANIE MNOVITELX 1/λ PERED INTEGRALOM W (10.37), MOVNO UTWERVDATX, ^TO WTOROE SLAGAEMOE W (10.37) IMEET PORQDOK

O(1/λ^2).

s U^ETOM OCENKI (10.38) POLU^IM SLEDU@]IE SWOJSTWA FUNKCIJ

φ_2(x, λ) I a(λ):

φ_2(x, λ) = 1 + 1 2iλ ∫_∞ x |u(y)|^2φ_2(y, λ)dy + O( 1 λ^2

), (10.39) a(λ) → 1, |λ| → ∞, Imλ ≥ 0. (10.40) zAME^ANIE 10.1 aNALOGI^NYMI RASSUVDENIQMI MOVNO POKAZATX, ^TO^¯f(x, λ), ḡ(x, λ) ANALI-

TI^ESKI PRODOLVA@TSQ W NIVN@@ POLUPLOSKOSTX λ.

22fIHTENGOLXC g.m. kURS DIFFERENCIALXNOGO I INTEGRALXNOGO IS^ISLENIQ. w 3-H TOMAH. m: nAUKA, 1966. 656 S. t. III. P. 711.

10.5.1 dISKRETNYJ SPEKTR

dISKRETNYE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ (DISKRETNYJ SPEKTR) I SOOTWETSTWU@]IE SOBSTWENNYE FUNKCII NEOBHODIMY DLQ RE[ENIQ OBRATNOJ ZADA^I RASSEQNIQ.

oPREDELENIE 10.1 zNA^ENIE λ = λ0 NAZYWAETSQ TO^KOJ DISKRETNOGO SPEKTRA OPERATORA L,

ESLI SOOTWETSTWU@]EE RE[ENIE f0(x) UBYWAET PRI x → ±∞.

sLEDSTWIE 10.0.3 tO^KI WE]ESTWENNOJ OSI λ NE MOGUT BYTX TO^KAMI DISKRETNOGO SPEKTRA. rE[ENIE SISTEMY (10.27), OTWE^A@]EE DISKRETNOMU ZNA^ENI@ SPEKTRA λ = λ0 DOLVNO UBYWATX PRI |x| → ∞. tAK KAK POTENCIAL u(x) UBYWAET W OBLASTI, UDALENNOJ OT NA^ALA KOORDINAT, SISTEMA (10.27) PRINIMAET WID_{{ if (1)}

x = λf^{(1)} if^{(2)}_x = −λf^{(2)}.

(10.41)

oB]EE RE[ENIE “TOJ SISTEMY PRI |x| → ∞ DAETSQ WYRAVENIQMI

f^{(1)} = α_1e^{−iλx}, f^{(2)} = α_2e^{iλx}, α_1, α_2 = const .

dLQ WE]ESTWENNOGO λ UBYWA@]IH NA BESKONE^NOSTI RE[ENIJ SISTEMA (10.41) NE IMEET. sLEDSTWIE 10.0.4 nULI FUNKCII a(λ) W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI λ QWLQ@TSQ TO^KAMI DIS-

KRETNOGO SPEKTRA OPERATORA L.

pUSTX λ = ζn, Imζn > 0 ANNULIRUET FUNKCI@ a(λ), a(ζn) = 0. oBRA]ENIE W NULX WRONSKIANA

(10.25) OZNA^AET LINEJNU@ ZAWISIMOSTX WEKTOR - FUNKCIJ g I f,

g(x, ζ_n) = ρ_nf(x, ζ_n), ρ = const . (10.42)

u^ITYWAQ ASIMPTOTIKI (10.19), (10.20), ZAKL@^AEM, ^TO ζn — TO^KA DISKRETNOGO SPEKTRA. sPRA- WEDLIWA FORMULA — a^′_n ≡ da(λ) dλ | | | | λ=ζn = = −iρ_n ∫_{+∞} −∞ f̃^∗(x, ζ_n)f(x, ζ_n)dx. (10.43) dLQ DOKAZATELXSTWA RASSMOTRIM URAWNENIE Lf(x, λ) = λf(x, λ) PRI λ = ζn I, DIFFERENCIRUQ PO λ, POLOVIM λ = ζn, POLU^IM_{Lf(x, ζn) = ζnf(x, ζn),} Lf^′(x, ζ_n) = f(x, ζ_n) + ζ_nf^′(x, ζ_n), f^′(x, ζ_n) = (∂f(x, λ)/∂λ)_{λ=ζn} . iZ “TIH SOOTNO[ENIJ SLEDUET i ∂ ∂x (f^{(1)′}f^{(2)} − f^{(1)}f^{(2)′}) = 2f^{(1)}f^{(2)} ILI i d dx W (f^′(x, ζ_n), f(x, ζ_n)) = f̃^∗(x, ζ_n)f(x, ζ_n). (10.44)

iZ (10.14), (10.20), (10.42) NAHODIM SLEDU@]IE ASIMPTOTIKI: f(x, ζ_n) → ( 0 1 ) e^{iζnx};

f^′(x, ζ_n) → ix ( 0 1 ) e^{iζnx}, x → +∞.

f(x, ζ_n) → 1 ρ_n ( 1 0 ) e^{−iζnx}; f^′(x, ζ_n) → a^′_n ( 0 1 ) e^{iζnx}, x → −∞. iNTEGRIRUQ (10.44), POLU^AEM − i ρ_n a^′_n ( 0 1 1 0 ) = ∫_{+∞} −∞ f̃^∗(x, ζ_n)f(x, ζ_n)dx;

a^′_n = −iρ_n ∫_{+∞} −∞ f̃^∗(x, ζ_n)f(x, ζ_n)dx = = −2iρ_n ∫_{+∞} −∞ f^{(1)}(x, ζ_n)f^{(2)}(x, ζ_n)dx.

sLEDSTWIE 10.0.5 nULI FUNKCII a(λ) W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI PROSTYE. dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ (10.43) W PREDPOLOVENII, ^TO INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI NE RAWEN NUL@.

10.5.2 sOOTNO[ENIE ORTOGONALXNOSTI FUNKCIJ iOSTA

w TEORII MATRI^NOJ ZADA^I RASSEQNIQ (10.8) I EE PRILOVENIQH OKAZYWA@TSQ POLEZNYMI SO- OTNO[ENIQ ORTOGONALXNOSTI FUNKCIJ iOSTA. pOLU^IM NEKOTORYE IZ “TIH SOOTNO[ENIJ.

eSLI ψ(x, ζ1) I ψ(x, ζ2) — ESTX SOBSTWENNYE FUNKCII OPERATORA L, OTWE^A@]IE SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM ζ1 I ζ2 DISKRETNOGO SPEKTRA, TO ∫_{+∞} −∞ ψ̃^∗(x, ζ_1)ψ(x, ζ_2)dx = 0, ζ_1 ≠ ζ_2. (10.45)

—TO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ (10.17) S U^ETOM UBYWANIQ ψ(x, ζ2) NA BESKONE^NOSTI.

bUDEM S^ITATX INTEGRAL (10.45) OTLI^NYM OT NULQ PRI ζ1 = ζ2. w “TOM SLU^AE SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE (10.43). dLQ FUNKCIJ iOSTA SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ: ∫_{+∞} −∞ ~f̄_∗(x, μ)f(x, λ)dx = = ∫_{+∞} −∞ ¯g̃∗(x, μ)g(x, λ)dx = 2π|a(λ)|^2δ(μ − λ), (10.46) ∫_{+∞} −∞ ~f̄_∗(x, μ)g(x, λ)dx = ∫_{+∞} −∞ ¯g̃∗(x, μ)f(x, λ)dx = 0. (10.47) pREDSTAWIM INTEGRAL (10.46) W WIDE ∫_{+∞} −∞ ~f̄ ∗(x, μ)f(x, λ)dx = = ∫_{+∞} −∞ (−f^∗_1 (x, μ)f_1(x, λ) + f^∗_2 (x, μ)f_2(x, λ))dx, (10.48)

nAPOMNIM, ^TO W SOOTWETSTWII S (10.9), (10.11)

~f̄_∗ = ( −f^∗_1 f^∗_2 ) .

rAZOB˙EM OBLASTX INTEGRIROWANIQ −∞, +∞ W (10.48) NA ^ASTI (−∞, +∞) = ∪(−A, A) ∪ (A, +∞). ~ISLO A > 0 WYBEREM DOSTATO^NO BOLX[IM, ^TOBY W OBLASTQH (−∞, −A) I (A, +∞) MOVNO BYLO WOSPOLXZOWATXSQ ASIMPTOTI^ESKIMI WYRAVENIQMI DLQ FUNKCII f(x, λ) (10.20), (10.22).

rASSMOTRIM INTEGRAL (10.48) W OBLASTI (A, +∞)

J_1(μ, λ) = ∫_{+∞} A ~f̄_∗(x, μ)f(x, λ)dx = ∫_{+∞} A e^{i(λ−μ)x}dx. (10.49) iNTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI (10.49) NE SU]ESTWUET W SMYSLE rIMANA. bUDEM RASSMATRIWATX INTEG- RAL (10.49) KAK OBOB]ENNU@ FUNKCI@ W WIDE INTEGRALA W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ^{23}.

J_1(μ, λ) = ∫_{+∞} A lim ε→0+0 e i(λ−μ)x−εxdx = lim ε→0+0(−1) e^{i(λ−μ)A−εA} i(λ − μ + iε) = = πδ(λ − μ) + ivp e^{i(λ−μ)A} λ − μ . aNALOGI^NO_∫ −A −∞ ~f̄_∗(x, μ)f(x, λ)dx = a(λ)a∗(μ) ∫_−A −∞ e^{i(λ−μ)x}dx − − b(μ)b^∗(λ) ∫_−A −∞ e^{i(μ−λ)x}dx = π(|a|^2 − |b|^2)δ(λ − μ) − − ivp a(λ)a^∗(μ) (λ − μ) e^{−i(λ−μ)A} − ivp b(μ)b^∗(λ) λ − μ e^{i(λ−μ)A}. dLQ WY^ISLENIQ^{∫ A}_{−A} WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ (10.17), POLU^IM ∫ A −A ~f̄_∗(x, μ)f(x, λ)dx = i λ − μ ~f̄_∗(x, μ)P f(x, λ) | | |A_−A = = i μ − λ f^∗_l (x, μ)f_l(x, λ) | | |A_−A = = i λ − μ [a(λ)a^∗(μ)e^{−i(λ−μ)A} + (b(μ)b^∗(λ) − 1)e^{i(λ−μ)A}]. iNTEGRAL^{∫ A}_{−A} PREDSTAWLQET SOBOJ GLAWNOE ZNA^ENIE INTEGRALA^{∫ +∞}_{−∞} , PO“TOMU W POSLEDNEM RAWEN- STWE^1_{λ − μ} → vp^1_{λ − μ}. sUMMIRUQ INTEGRALY^{∫ +∞}_{−∞} =^{∫ −A}_{−∞} +^{∫ A}_{−A} +^{∫ +∞}_A , ZAME^AEM, ^TO WSE ^LENY BEZ δ — FUNKCIJ SOKRA]A@TSQ. pRIMENQQ DALEE (10.24), POLU^IM PERWOE SOOTNO[ENIE (10.46).

10.6 oBRATNAQ ZADA^A RASSEQNIQ

sLEDUQ DALEE ANALOGII S TEORIEJ RASSEQNIQ DLQ KWANTOWOMEHANI^ESKOGO URAWNENIQ –REDIN- GERA (6.5) (SM. P.6.1), PEREJDEM K FORMULIROWKE I RE[ENI@ OBRATNOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ

(10.8).

dLQ “TOGO NAM POTREBUETSQ TREUGOLXNOE RAZLOVENIE DLQ FUNKCII iOSTA f(x, λ), ANALOGI^NOE

(6.37). bEZ DOKAZATELXSTWA PRIWEDEM SOOTWETSTWU@]EE WYRAVENIE f(x, λ) = ( 0 1 ) e^{iλx} + ∫_∞ x ( K_1(x, y) K_2(x, y) ) e^{iλy}dy (10.50) 23fIHTENGOLXC g. m. kURS DIFFERENCIALXNOGO I INTEGRALXNOGO IS^ISLENIQ. W 3-H TOMAH, T. II. m.: nAUKA, 1966. 800 S. p. 484, S. 500

PRI^EM K1(x, y) I K2(x, y) ∈ L2(−∞, +∞) PO PEREMENNOJ y. pREDSTAWLENIE (10.50) ZAPI[EM W WIDE f(x, λ) = ( 0 1 ) e^{iλx} + ∫_∞ x K(x, y)e^{iλy}dy, (10.51) f̄(x, λ) = ( 1 0 ) e^{−iλx} + ∫_∞ x K̄(x, y)e^{−iλy}dy, (10.52) GDE K(x, y) = ( K_1(x, y) K_2(x, y) ) . zAPI[EM SOOTNO[ENIE (10.23) W WIDE g(x, λ) a(λ) e^{iλy} − ( 1 0 ) e^{−iλ(x−y)} = = e^{iλy} [ f̄(x, λ) + r(λ)f(x, λ) − ( 1 0 ) e^{−iλx} ] . lEWAQ ^ASTX ANALITI^NA W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI ZA ISKL@^ENIEM N PROSTYH POL@SOW λ = ζn, PRI |λ| → ∞ LEWAQ ^ASTX STREMITSQ K NUL@. pROINTEGRIRUEM PO λ OT −∞ DO +∞ ZTO RAWENSTWO I WY^ISLIM INTEGRAL OT LEWOJ ^ASTI PO TEORII WY^ETOW, ISPOLXZUQ OBY^NU@ FORMULU kO[I I WYBIRAQ KONTUR, KAK POKAZANO NA rIS. 10.1.

6

ξ1 ξ_N

Imλ

Reλ

? -

rIS. 10.1:

∫_{+∞} −∞ [ g(x, λ) a(λ) e^{iλy} − ( 1 0 ) e^{−iλ(x−y)} ] dλ = = ∫_{+∞} −∞ e^{iλy} [ f̄ (x, λ) + r(λ)f(x, λ) − ( 1 0 ) e^{−iλx} ] dλ. (10.53)

oBOZNA^IM J ≡ ∫_{+∞} −∞ [ g(x, λ) a(λ) e^{iλy} − ( 1 0 ) e^{−iλ(x−y)} ] dλ. wY^ISLENIE INTEGRALA DAET J = 2πi N∑ n=1 g(x, ζ_n) a^′(ζ_n) e^{iζny} = 2πi N∑ n=1 ρ_nf(x, ζ_n) a^′(ζ_n) e^{iζny} = = 2πi N∑ n=1 ρ_n a^′(ζ_n) e^{iζny} [( 0 1 ) e^{iζnx} + ∫_∞ x K(x, z)e^{iζnz}dz ] . zDESX W POSLEDNEM RAWENSTWE ISPOLXZOWANO (10.51).

pRAWAQ ^ASTX URAWNENIQ (10.53) IMEET WID ∫_{+∞} −∞ dλe^{iλy} [∫_∞ x K̄(x, z)e^{−iλz}dz + r(λ) ( 0 1 ) e^{iλx}+ + r(λ) ∫_∞ x K(x, z)e^{iλz}dz ] pEREPI[EM (10.53) W WIDE −2π N∑ n=1 ρ_n ia^′(ζ_n) e^{iζn(y+x)} ( 0 1 ) − 2π ∫_∞ x K(x, z) N∑ n=1 ρ_ne^{iζn(y+z)} ia^′(ζ_n) dz = = ∫_∞ x dzK̄(x, z) ∫_{+∞} −∞ dλe^{iλ(y−z)} + ( 0 1 ) ∫_{+∞} −∞ e^{iλ(x+y)}r(λ)dλ + + ∫_∞ x K(x, z)dz ∫_{+∞} −∞ dλe^{iλ(z+y)}r(λ) = = 2πK̄(x, y) + ( 0 1 ) ∫_{+∞} −∞ e^{iλ(x+y)}r(λ)dλ + + ∫_∞ x K(x, z)dz ∫_{+∞} −∞ dλe^{iλ(z+y)}r(λ). wWEDEM OBOZNA^ENIE F (x) ≡ N∑ n=1 ρ_ne^{iζnx} ia^′(ζ_n) + 1 2π ∫_{+∞} −∞ r(λ)e^{iλx}dλ. (10.54) tOGDA RASSMATRIWAEMOE RAWENSTWO (10.53) PRIMET WID K̄(x, y) + ∫_∞ x K(x, z)F (z + y)dz + ( 0 1 ) F (x + y) = 0. (10.55)

uRAWNENIQ (10.54), (10.55) QWLQ@TSQ MATRI^NYMI ANALOGAMI URAWNENIJ gELXFANDA — lEWITANA — mAR^ENKO.

oNI OBRAZU@T ZAMKNUTU@ SISTEMU INTEGRALXNYH URAWNENIJ OBRATNOJ ZADA^I RASSEQNIQ. w NIH W KA^ESTWE ZADANNYH SLEDUET BRATX NABOR WELI^IN S = {ζ_n, ρ_n, n = 1, . . . , N, I_mζ_n > 0; r(λ), −∞ < λ < +∞} (10.56) pO “TIM DANNYM RASSEQNIQ (10.56) WOSSTANAWLIWAETSQ QDRO F (x) W URAWNENII (10.55), RE[AQ

(10.55), NAHODIM K(x, y), ^TO POZWOLQET NAJTI FUNKCI@ iOSTA (10.50).

rASPI[EM (10.55) PO KOMPONENTAM I NAJDEM ”FORMULU DLQ POTENCIALA u(x)” ^EREZ K(x, y). ( K^∗_2 (x, y) −K^∗_1 (x, y) ) + ∫_∞ x ( K_1(x, z) K_2(x, z) ) F (z + y)dz + + ( 0 1 ) F (x + y) = 0

oTKUDA IMEEM

K^∗_2 (x, y) = − ∫_∞ x K_1(x, z)F (z + y)dz, (10.57)

K_1(x, y) = F^∗(x + y) − − ∫_∞ x K_1(x, z) ∫_∞ x F^∗(y + z^′)F (z^′ + z)dz^′dz. (10.58)

iNTEGRIRUQ PO ^ASTQM, IZ (10.50) POLU^IM ASIMPTOTI^ESKU@ (PRI |λ→∞|) FORMULU

φ_1(x, λ) = 1 iλ ∫_∞ x K_1(x, y)de^{iλ(y−x)} = 1 iλ K_1(x, x) + O( 1 λ^2 ). sRAWNIWAQ EE S (10.37), POLU^AEM_{u(x) = −2iK ∗}

1 (x, x) (10.59)

10.7 —WOL@CIQ DANNYH RASSEQNIQ. iNTEGRIROWANIE NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDIN-

GERA METODOM OBRATNOJ ZADA^I mETOD OBRATNOJ ZADA^I DLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA (10.1), PODOBNO SLU^A@ URAW- NENIQ kDf (SM. gL. 7 ), PREDPOLAGAET POLU^ENIE URAWNENIJ “WOL@CII DANNYH RASSEQNIQ (10.56).

—WOL@CIQ DISKRETNYH SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ.

pUSTX u(x, t) “WOL@CIONIRUET W SOOTWETSTWII S (10.1). rASSMOTRIM ZADA^U NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ. ζn — TO^KA DISKRETNOGO SPEKTRA.

Lf(x, ζ_n) = ζ_nf(x, ζ_n). (10.60)

w SOOTWETSTWII S (10.11), (10.12)

L^+f̃(x, ζ_n) = ζ^∗_nf̃(x, ζ_n). (10.61)

L^+ IMEET WID (10.13). dIFFERENCIRUQ (10.60) PO t I U^ITYWAQ OPERATORNOE PREDSTAWLENIE URAW-

NENIQ –REDINGERA (10.4), TO ESTX i ∂L ∂t + [L, A] = 0, iu_{xx} + 1 2 u_{xx} + |u|^2u = 0, (10.62)

POLU^AEM_{(L − ζn)(ḟn + iAfn) = ζ̇nfn (10.63)}

zDESX OBOZNA^ENO fn ≡ f(x, ζn). uMNOVIM SKALQRNO NA^~fn, POLU^IM, U^ITYWAQ (10.61) I WID SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ (10.6), NAHODIM ζ̇_n⟨f̃_n, f_n⟩ = 0,

⟨f̃_n, f_n⟩ = ∫_{+∞} −∞ 2∑ r=1 f̃ ∗^{(r)}(x, ζ_n)f^{(r)}(x, ζ_n)dx = ia^{′n} ρ_n ≠ 0

SOGLASNO (10.43). pO“TOMU_{ζ̇}

n = 0. (10.64)

—WOL@CIQ “LEMENTOW MATRICY RASSEQNIQ.

dLQ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ NEPRERYWNOGO SPEKTRA MOVNO POLOVITX PO OPREDELENI@

λ̇ = 0. (10.65)

aNALOGI^NO (10.63), DIFFERENCIRUQ PO t URAWNENIE Lg(x, λ) = λg(x, λ) I U^ITYWAQ (10.62), POLU^IM SOOTNO[ENIE: (L − λ)(ġ(x, λ) + iAg(x, λ)) = 0. (10.66) oB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (10.66) PREDSTAWIM W WIDE ġ(x, λ) + iAg(x, λ) = c(λ)g(x, λ) + c_1(λ)ḡ(x, λ).

pRI x → −∞ g → ( 1 0 ) e^{−iλx}, A → ( 1 0 0 −1 ) ∂^2/∂x^2, ^TO SLEDUET IZ (10.3). pEREHODQ K ASIMP-

TOTIKE |x| → ∞, NAHODIM c(λ) = −iλ^2, c1(λ) = 0. sLEDOWATELXNO,

ig_t − Ag = λ^2g. (10.67)

pRI x → +∞ ASIMPTOTIKU g(λ) NAJDEM IZ (10.23), (10.20), (10.22) g → a(λ) ( 1 0 ) e^{−iλx} + b(λ) ( 0 1 ) e^{iλx}. (10.68)

pEREHODQ K ASIMPTOTIKE x → +∞ W (10.67) I U^ITYWAQ (10.68), POLU^IM

ȧ(λ) = 0; ḃ(λ) = −i2λ^2b(λ).

pODSTAWLQQ WMESTO FUNKCII g(x, λ) SOBSTWENNU@ FUNKCI@ DISKRETNOGO SPEKTRA g(x, ζn) W (10.67), POLU^IM PRI x → +∞ I S U^ETOM (10.42)

ρ̇_n = −2iζ^2_nρ_n.

tAKIM OBRAZOM, “WOL@CIQ DANNYH RASSEQNIQ OPREDELQETSQ SLEDU@]IMI SOOTNO[ENIQMI:

ζ̇_n = 0; λ̇ = 0; ȧ(λ) = 0;

ḃ(λ) = −2iλ2b(λ); ρ̇_n = −2iζ 2_nρ_n. (10.69)

oBOZNA^IM DANNYE RASSEQNIQ PRI t = 0 ^EREZ S(t = 0) = {ζ_n, ρ_n(0), n = 1, . . . , N; Imζ_n > 0; r(λ, 0), −∞ < λ < +∞}. (10.70) tOGDA DANNYE RASSEQNIQ W MOMENT WREMENI t PRINIMA@T SLEDU@]IJ WID: S(t) = {ζ_n, ρ_n(0)e^{−2iζ2nt}, b(λ, 0)e^{−2iλ2t}; Imζ_n > 0; r(λ, t) = r(λ, 0)e^{−2iλ2t}, −∞ < λ < +∞}. (10.71) sFORMULIRUEM SHEMU INTEGRIROWANIQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA (10.1) W KLASSE UBYWA@]IH PRI |x| → ∞.

zADA^A kO[I (10.7) METODOM OBRATNOJ ZADA^I RE[AETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: 1. pO ZADANNOMU NA^ALXNOMU POTENCIALU u(x) NAHODQTSQ DANNYE RASSEQNIQ S(t = 0) WIDA

(10.70).

2. nAHODQTSQ DANNYE RASSEQNIQ S(t) WIDA (10.71) W MOMENT WREMENI t.

3. pO DANNYM RASSEQNIQ S(t) NAHODITSQ u(x, t) — RE[ENIE NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA W SOOTWETSTWII S (10.59).

10.8 sOLITONNYE RE[ENIQ N — SOLITONNOE RE[ENIE

pOLU^IM QWNYE WYRAVENIQ DLQ SOLITONNYH RE[ENIJ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA. pOSTROENIE RE[ENIJ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA W QWNOJ FORME WOZMOVNO, ESLI UDAETSQ RE[ITX URAWNENIE gELXFANDA – lEWITANA – mAR^ENKO (10.55). —TO OKAZYWAETSQ WOZMOVNYM DLQ SLU^AQ, KOGDA W DANNYH RASSEQNIQ S(t) r(λ, t) = 0. zAMETIM, ^TO ESLI r(λ) = 0 PRI t = 0, TO

r(λ, t) = 0. w SOOTWETSTWII S (10.24) W “TOM SLU^AE

|a(λ)|^2 = 1. (10.72)

aNALITI^NAQ W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI λ FUNKCIQ a(λ), UDOWLETWORQ@]AQ USLOWI@ (10.72), OPRE- DELQETSQ SWOIMI NULQMI I IMEET SLEDU@]IJ WID:

a(λ) = Π^N_{n=1} λ − ζ_n λ − ζ^∗_n . (10.73)

oBOZNA^IM cm ≡ ρm/a^′(ζm). sISTEMA URAWNENIJ OBRATNOJ ZADA^I f̄(x, ζ_n)e^{iζ�}n^x = ( 1 0 ) + N∑ m=1 ρ_mf(x, ζ_m) a^′(ζ_m) e^{iζmx} ζ^∗_n − ζ_m . oTS@DA f(x, ζ_n)e^{−iζnx} = ( 0 1 ) + N∑ m=1 c^∗_mf̄ (x, ζ_m) ζ^∗_m − ζ_n e^{−iζ�mx}. oBOZNA^AQ κn(x) ≡ f(x, ζn)e^{iζnx}, IZ “TIH URAWNENIJ POLU^IM

κ_n(x) = ( 0 1 ) e^{2iζnx} + ( 1 0 ) N ∑ m=1 c^∗_m ζ^∗_m − ζ_n e^{2ix(ζn−ζ�m)} − − N∑ m=1 k=1 c^∗_me^{2iζnx} ζ^∗_m − ζ_n · c_ke^{−2iζ�mx} ζ_k − ζ^∗_m κ_k(x). (10.74)

iZ (10.59) SLEDUET u(x) = −2 N∑ n=1 c_nκ^{(2)}_n (x)

|u(x)|^2 = 2i d dx N∑ n=1 c_nκ^{(1)}_n (x). (10.75)

pOLAGAQ A_{nj} ≡ c_je^{−2iζ�nx} ζ_j − ζ^∗_n , NAHODIM

κ_n(x) = ( 0 1 ) e^{2iζnx} + ( 1 0 ) N ∑ m=1 A^∗_{nm}e^{−2ixζ�m} − − N∑ m=1 k=1 A^∗_{nm}A_{mk}κ_k(x), (10.76)

κ^{(1)}_n (x) = N∑ m=1 A^∗_{nm}e^{−2ixζ�m} − N∑ m=1 k=1 A^∗_{nm}A_{mk}κ^{(1)}_k (x), (10.77)

κ^{(2)}_n (x) = e^{2iζnx} − N∑ m=1 k=1 A^∗_{nm}A_{mk}κ^{(2)}_k (x). (10.78) N∑ m=1 (1 + A^∗A)_{nm}κ^{(1)}_m (x) = N∑ m=1 A^∗_{nm}e^{−2iζ�mx}, (10.79) N∑ m=1 (1 + A^∗A)_{nm}κ^{(2)}_m (x) = e^{2iζnx}. (10.80)

fORMULY (10.75) — (10.80) OPREDELQ@T N — SOLITONNOE RE[ENIE.

oDNOSOLITONNOE RE[ENIE

oDNOSOLITONNOE RE[ENIE SOOTWETSTWUET SLU^A@, KOGDA POTENCIAL u(x) IMEET ODNU TO^KU DISKRETNOGO SPEKTRA ζ = ξ + iη, η > 0. w “TOM SLU^AE SPRAWEDLIWY WYRAVENIQ: A = 1 i exp[i(−2ξx − 2t(ξ^2 − η^2) + φ_0) − 2η(x − x_0 − 2ξt)],

c = 2η exp[iφ_0 − 2it(ξ^2 − η^2) + 2ηx_0 + 4ηξt], 1 + A^∗A = 2e^{−2η(x−x0−2ξt)} ch 2η(x − x_0 − 2ξt), κ^{(2)} = e^{2iξ−2η(x0+2ξt)} 2 ch 2η(x − x_0 − 2ξt) . s POMO]X@ “TIH WYRAVENIJ ODNOSOLITONNOE RE[ENIE NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA ZA- PISYWAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: u(x, t) = −2η e^{i[2ξx−2t(ξ2−η2)φ0]} ch 2η(x − x_0 − 2ξt)

(10.81)

pARAMETRY RE[ENIQ (10.81) IME@T SLEDU@]IJ SMYSL:

ξ OPREDELQET SKOROSTX SOLITONA, v = 2ξ; η OPREDELQET AMPLITUDU I [IRINU SOLITONA; x0 ZADAET NA^ALXNOE POLOVENIE, A φ0 — NA^ALXNU@ FAZU.

oCENKA POROGA SU]ESTWOWANIQ SOLITONA

sOLITONNOE RE[ENIE URAWNENIQ (10.1) WOZMOVNO, ESLI NA^ALXNYJ POTENCIAL u(x, t) = u(x) IMEET HOTQ BY ODNU TO^KU DISKRETNOGO SPEKTRA.

nAJDEM SOOTWETSTWU@]U@ OCENKU DLQ u(x).

pO ANALOGII S (10.31), (10.32) WWEDEM FUNKCII χ1(x, λ), χ2(x, λ) SLEDU@]IMI WYRAVENIQMI: g^{(1)}(x, λ) ≡ e^{−iλx}χ_1(x, λ), g^{(2)}(x, λ) ≡ e^{−iλx}χ_2(x, λ). (10.82)

w SOOTWETSTWII S (10.19) IMEEM PRI x → −∞

χ_1(x, λ) → 1, χ_2(x, λ) → 0. (10.83)

sISTEMA (10.14) DLQ FUNKCIJ χ1, χ2 PRINIMAET WID { iχ_{1x} = −u^∗χ_2 iχ_{2x} = −2λχ_2 − uχ_1.

sISTEMA INTEGRALXNYH URAWNENIJ, ANALOGI^NAQ (10.29), (10.30), OPREDELQ@]AQ FUNKCII χ1(x, λ),

χ_2(x, λ), KOTORYE UDOWLETWORQ@T USLOWIQM (10.83), ZAPISYWAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

χ_1(x, λ) = 1 + i ∫ x −∞ u^∗(y)χ_2(y, λ)dy, (10.84)

χ_2(x, λ) = i ∫ x −∞ e^{2iλ(x−y)}u(y)χ_1(y, λ)dy. (10.85) pODSTAWIM (10.85) W (10.84), POLU^IM INTEGRALXNOE URAWNENIE, OPREDELQ@]EE FUNKCI@ χ1(x, λ),

χ_1(x, λ) = 1 − ∫ x −∞ u^∗(y)dy ∫ y −∞ e^{2iλ(y−y0)}u(y^′)χ_1(y^′, λ)dy^′. (10.86)

dLQ ABSOL@TNOJ WELI^INY NAHODIM |χ_1(x, λ)| ≤ 1 + ∫ x −∞ |u(y)|dy ∫ y −∞ |u(y^′)|dy^′|χ_1(y^′, λ)|. (10.87) pOSLEDOWATELXNYMI ITERACIQMI IZ “TOGO NERAWENSTWA POLU^IM |χ_1(x, λ)| ≤ 1 + ∫ x −∞ |u(y)|dy ∫ y −∞ |u(y^′)|dy^′ + + ∫ x −∞ |u(y)|dy ∫ y −∞ |u(y^′)|dy^′ ∫ y0 −∞ |u(y^{′′})|dy^{′′} × × ∫ y00 −∞ |u(y^{′′′})|dy^{′′′} + . . . (10.88) oBOZNA^IM Q(x) =^{∫ x}_{−∞} |u(y)|dy. zAMETIM, ^TO Q^′(x) = |u(x)|,

J_2 = ∫ x −∞ |u(y)|dy ∫ y −∞ |u(y^′)|dy^′ = = ∫ x −∞ Q(y) dQ(y) dy dy = 1 2! Q^2(x).

pO INDUKCII NAHODIM

J_n(x) = ∫ x −∞ |u(y)|dy . . . ∫ y0 −∞ |u(y^′)|dy^′ n = 1 n! Q^n(x). tOGDA (10.88) PRIWODITSQ K WIDU |χ_1(x, λ)| ≤ 1 + 1 2! Q^2(x) + 1 4! + Q^4(x) +

+ . . . = ch Q(x) = ch ∫ x −∞ |u(y)|dy. (10.89) iZ (10.86) SLEDUET TAKVE |χ_1(x, λ) − 1| ≤ ch ∫ x −∞ |u(y)|dy − 1. (10.90) pEREJDEM W “TOM WYRAVENII K PREDELU x → +∞. dLQ “TOGO WYRAZIM FUNKCII χ1(x, λ) ^EREZ

φ_1(x, λ), φ_2(x, λ) WIDA (10.31), (10.32) PO FORMULE (10.23), POLU^IM χ(x, λ) = a(λ)f̃(x, λ)e^{iλx} + b(λ)f(x, λ)e^{iλx}. w PREDELE x → +∞, SOGLASNO (10.20), (10.22), POLU^AEM χ1(x, λ) → a(λ).

tOGDA IZ (10.90) IMEEM |a(λ) − 1| ≤ ch ∫_{+∞} −∞ |u(x)|dx − 1. (10.91) eSLI ch ∫_{+∞} −∞ |u(x)|dx − 1 < 1, (10.92) TO IZ (10.91) SLEDUET, ^TO |a(λ)| > 0. tAK KAK FUNKCIQ a(λ) OBRA]AETSQ W NULX LI[X W TO^KAH DISKRETNOGO SPEKTRA, TO USLOWIE a(λ) ≠ 0 OZNA^AET, ^TO POTENCIAL, UDOWLETWORQ@]IJ (10.92), NE OBLADAET DISKRETNYM SPEKTROM.

uSLOWIE (10.92) MOVNO PREDSTAWITX TAKVE W BOLEE UDOBNOM WIDE ∫_{+∞} −∞ |u(x)|dx < ln(2 + √ 3) ≈ 1, 316958 ≈ 1, 32. (10.93)

sLEDSTWIE 10.0.6 wSEGDA IME@TSQ USLOWIQ DLQ SU]ESTWOWANIQ “TOGO SOLITONA. dLQ SU]EST-

WOWANIQ N — SOLITONA IMEETSQ NETRIWIALXNOE OGRANI^ENIQ NA AMPLITUDU NA^ALXNOGO IM- PULXSA.

zAME^ANIE 10.2 nELINEJNOE URAWNENIE iu_t + 1 2 u_{xx} − |u|^2u = 0 (10.94)

DOPUSKAET L − A PARU S SAMOSOPRQVENNYM OPERATOROM L = ( 1 0 0 −1 ) i ∂ ∂x + ( 0 u^∗ u 0 ) . (10.95)

sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ λ “TOGO OPERATORA, OPREDELQEMYE SPEKTRALXNOJ ZADA^EJ

Lψ = λψ, (10.96)

WE]ESTWENNY. pO “TOJ PRI^INE ZADA^A (10.95), (10.96) NE IMEET DISKRETNOGO SPEKTRA. kAK MY ZNAEM IZ gL. 7, DISKRETNOMU SPEKTRU LINEJNOJ ZADA^I (10.96) DOLVNY OTWE^ATX SOLITONNYE RE[ENIQ NELINEJNOGO URAWNENIQ, W DANNOM SLU^AE URAWNENIQ (10.94). sLEDUET OVIDATX, ^TO URAWNENIE (10.94) NE IMEET SOLITONNYH RE[ENIJ.

10.9 kONTROLXNYE WOPROSY

1 zAPI[ITE NELINEJNOE URAWNENIE –REDINGERA.

2 w ^EM OTLI^IE (L − A) — PAR NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA I URAWNENIQ kDf? 3 dAJTE OPREDELENIE ASSOCIIROWANNOJ MATRI^NOJ LINEJNOJ ZADA^I DLQ NELINEJNOGO URAWNE- NIQ –REDINGERA.

4 dAJTE OPREDELENIE SOOTNO[ENIJ INWOL@CII DLQ MATRI^NOJ ZADA^I RASSEQNIQ DLQ NELINEJ- NOGO URAWNENIQ –REDINGERA.

5 pOKAVITE, ^TO MATRI^NAQ ZADA^A RASSEQNIQ IMEET DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ. 6 zAPI[ITE WYRAVENIE DLQ WRONSKIANA DWUH RE[ENIJ MATRI^NOJ LINEJNOJ ZADA^I DLQ NE- LINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA.

7 sFORMULIRUJTE POSTANOWKU MATRI^NOJ LINEJNOJ ZADA^I DLQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDIN- GERA.

8 dAJTE OPREDELENIE TO^KI DISKRETNOGO SPEKTRA MATRI^NOJ LINEJNOJ ZADA^I DLQ NELINEJ- NOGO URAWNENIQ –REDINGERA.

9 ~EM OTLI^A@TSQ SPEKTRALXNYE TO^KI MATRI^NOJ LINEJNOJ ZADA^I DLQ NELINEJNOGO URAW- NENIQ –REDINGERA OT SPEKTRALXNYH TO^EK KWANTOWOMEHANI^ESKOGO URAWNENIQ –REDINGERA?

10 kAKIE WELI^INY SOSTAWLQ@T DANNYE RASSEQNIQ ASSOCIIROWANNOJ MATRI^NOJ ZADA^I W SLU- ^AE NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA?

11 nEOBHODIMA LI (L − A) — PARA DLQ NAHOVDENIQ “WOL@CII DANNYH RASSEQNIQ? 12 sFORMULIRUJTE SHEMU INTEGRIROWANIQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA METODOM OB- RATNOJ ZADA^I.

13 kAKIE RE[ENIQ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA NAZYWA@T SOLITONNYMI? ~TO PRED- STAWLQ@T SOBOJ ”BEZOTRAVATELXNYE POTENCIALY”? sWQZANY LI ONI S SOLITONNYMI RE[E- NIQMI?

14 kAKIE PARAMETRY WHODQT W ODNOSOLITONNOE RE[ENIE NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA? 15 w ^EM OTLI^IE RE[ENIJ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA WIDA iu_t + 1 2 u_{xx} + |u|^2u = 0

OT RE[ENIJ NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGERA WIDA iu_t + 1 2 u_{xx} − |u|^2u = 0 W KLASSE UBYWA@]IH NA BESKONE^NOSTI FUNKCIJ u(x, t), |x| → ∞?

pREDMETNYJ UKAZATELX

AKTIWATOR, 32 ASSOCIIROWANNAQ LINEJNAQ ZADA^A, 77 BEZOTRAVATELXNYJ POTENCIAL, 59 WARIACIONNAQ PROIZWODNAQ FUNKCIONALA, 67 WARIACIQ FUNKCIONALA, 67 WNE[NQQ NELINEJNOSTX, 18 WNUTRENNQQ NELINEJNOSTX, 18 WPOLNE GIPERBOLI^ESKAQ SISTEMA, 15 GAMILXTONOWA SISTEMA, 65 GIPERBOLI^ESKIE WOLNY, 39 GIPERBOLI^ESKIJ, 6 DANNYE RASSEQNIQ, 52 DISPERGIRU@]IE WOLNY, 39 DISSIPATIWNYE STRUKTURY, 32 DIFFERENCIALXNYJ ZAKON SOHRANENIQ, 70 ZADA^A zAHAROWA-–ABATA, 77 ZAKON fURXE, 17 ZAKON SOHRANENIQ, 66 INGIBITOR, 32 INTEGRALXNYJ ZAKON SOHRANENIQ, 70 KO“FFICIENT OTRAVENIQ, 45 KO“FFICIENT PROHOVDENIQ, 45 METOD OBRATNOJ ZADA^I, 58 MONOSTABILXNAQ SISTEMA, 33 PARABOLI^ESKIJ, 6 PRINCIP SUPERPOZICII, 3 SAMOORGANIZACIQ, 32 SWOBODNAQ KRIWAQ, 15 SWOBODNOAQ KRIWAQ, 13 SINERGETIKA, 32 SKOBKA pUASSONA, 65 SOLITONNYE RE[ENIQ, 59 SOOTNO[ENIQ INWOL@CII, 77 SOHRANQ@]AQSQ PLOTNOSTX, 70 SOHRANQ@]IJSQ TOK, 70 TEPLOWAQ WOLNA, 25 TOVDESTWO qKOBI, 65 USLOWIE sTEFANA, 18 USLOWIQ kO[I, 12 FUNKCII iOSTA, 44 FUNKCIQ gAMILXTONA, 65 HARAKTERISTIKA, 13 HARAKTERISTI^ESKAQ FORMA, 13 HARAKTERISTI^ESKIJ OPREDELITELX, 15 “LLIPTI^ESKIJ, 6 QDRO FUNKCIONALA, 67

sODERVANIE

1 wWEDENIE 3

2 kLASSIFIKACIQ LINEJNYH I

KWAZILINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA 5 2.1 kANONI^ESKIE FORMY I KLASSIFIKACIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2.2 hARAKTERISTIKI I KLASSIFIKACIQ NELINEJNYH

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.3 sISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.4 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 nELINEJNOE URAWNENIE

TEPLOPROWODNOSTI 17 3.1 wWEDENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 3.2 zADA^A sTEFANA O FAZOWOM PEREHODE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 3.3 rASPROSTRANENIE TEPLA W NELINEJNOJ SREDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.4 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4 sISTEMY TIPA ”REAKCIQ - DIFFUZIQ” 32 4.1 dISSIPATIWNYE STRUKTURY W NELINEJNYH SISTEMAH . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.2 uSTOJ^IWOSTX STACIONARNYH SOSTOQNIJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.3 uSTOJ^IWOSTX STACIONARNYH SOSTOQNIJ

W NEKOTORYH IZWESTNYH MODELQH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.4 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5 nELINEJNYE WOLNY 39 5.1 gIPERBOLI^ESKIE I DISPERGIRU@]IE WOLNY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 5.2 mETOD HARAKTERISTIK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 5.3 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6 wWEDENIE W TEORI@ SOLITONOW 43 6.1 pRQMAQ I OBRATNAQ ZADA^A RASSEQNIQ DLQ ODNOMERNOGO URAWNENIQ –REDINGERA . . 43

6.1.1 fUNKCII iOSTA, MATRICA PERENOSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.1.2 dISKRETNYJ SPEKTR I ZADA^A RASSEQNIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.1.3 oBRATNAQ ZADA^A RASSEQNIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.2 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

7 iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ kDf

METODOM OBRATNOJ ZADA^I 54 7.1 pONQTIE OB (L − A) – PARE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 7.2 uNITARNAQ “KWIWALENTNOSTX OPERATOROW L(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 7.3 —WOL@CIQ DANNYH RASSEQNIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 7.4 sHEMA INTEGRIROWANIQ URAWNENIQ kDf METODOM OBRATNOJ ZADA^I . . . . . . . . . . 58 7.5 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8 bEZOTRAVATELXNYE POTENCIALY

I N-SOLITONNYE RE[ENIQ 59 8.1 oB]EE WYRAVENIE DLQ N-SOLITONNOGO RE[ENIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 8.2 oDNOSOLITONNOE RE[ENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

8.3 dWUHSOLITONNOE RE[ENIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 8.4 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 9 uRAWNENIE kDf KAK

GAMILXTONOWA SISTEMA 65 9.1 pOLINOMIALXNYE ZAKONY SOHRANENIQ DLQ URAWNENIQ kDf . . . . . . . . . . . . . . 70 9.2 fIZI^ESKIJ SMYSL SOHRANQ@]IHSQ WELI^IN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 9.3 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 10 nELINEJNOE URAWNENIE –REDINGERA 76

10.1 wWODNYE ZAME^ANIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 10.2 mATRI^NAQ (L − A) — PARA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 10.3 mATRI^NAQ ZADA^A RASSEQNIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 10.4 fUNKCII iOSTA. mATRICA PERENOSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 10.5 aNALITI^ESKIE SWOJSTWA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 10.5.1 dISKRETNYJ SPEKTR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 10.5.2 sOOTNO[ENIE ORTOGONALXNOSTI FUNKCIJ iOSTA . . . . . . . . . . . . . . . . 82 10.6 oBRATNAQ ZADA^A RASSEQNIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 10.7 —WOL@CIQ DANNYH RASSEQNIQ. iNTEGRIROWANIE NELINEJNOGO URAWNENIQ –REDINGE-

RA METODOM OBRATNOJ ZADA^I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

10.8 sOLITONNYE RE[ENIQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 10.9 kONTROLXNYE WOPROSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

–APOWALOW aLEKSANDR wASILXEWI^

wWEDENIE W NELINEJNU@ FIZIKU u^EBNOE POSOBIE

nAU^NYJ REDAKTOR PROFESSOR, DOKTOR FIZ.- MAT. NAUK ‘.‘. kR@^KOW

rEDAKTOR w.i. mOTORINA

nABOR I WERSTKA WYPOLNENY NA KOMPX@TERNOJ TEHNIKE W IZDATELXSKOJ SISTEME T_EX – L^AT_EX S ISPOLXZOWANIEM SEMEJSTWA [RIFTOW Computer Modern

pODPISANO K PE^ATI fORMAT 60×84/16. bUMAGA OFSETNAQ.

pLOSKAQ PE^ATX. uSL. PE^. L. u^.-IZD. L. tIRAV “KZ. zAKAZ . cENA SWOBODNAQ.

ipf tpu. lICENZIQ lt 1 OT 18.07.94 tIPOGRAFIQ tpu. 634034, G. tOMSK, PROSPEKT lENINA, 30