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1 Mengen, Abbildungen, Relationen

1.1 Grundlegende Mengenbegriffe

Eine Menge ist eine beliebige Kollektion von Objekten, wie z.B. Zahlen, geome-
trischen Objekten, etc., den Elementen der Menge.

Notation 1.1 o a € M bedeutet: a ist Element der Menge M.

e a ¢ M bedeutet: a ist nicht Element der Menge M.

Es gibt verschiedenen Mdglichkeiten, Mengen darzustellen; die einfachste ist,
die Elemente der Menge einfach aufzulisten. Man schreibt diese Elemente iibli-
cherweise dann in geschweifte Klammern:

M = {1,4,7,9}. (1.1)

Diese Menge enthélt 4 Elemente, ndmlich die Elemente 1,4,7 und 9. Die Anzahl
der Elemente einer Menge nennt man die Kardinalitédt der Menge. Die durch
(1.1) gegebene Menge hat also die Kardinalitéat 4. Schwierig wird diese Darstel-
lungsweise dann, wenn die Menge sehr viele oder gar unendlich viele Elemente
enthélt. Man behilft sich dann oft mit “Piinktchen”. Z.B. ist die Menge

M =1{1,3,5,7,9,...}

einfach die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen. Diese Menge enthélt natiir-
lich unendlich viele Elemente. Man sagt dann auch, die Kardinalitét sei oco.

Es ist iiblich, Mengen mit grossen lateinischen Buchstaben wie A, B oder
M zu bezeichnen, und die Elemente mit kleinen. Dies kann jedoch nicht streng
durchgehalten werden, denn oft sind die Elemente einer Menge auch selbst wieder
Mengen. Wir werden uns nach Mdoglichkeit an diese Konvention halten; es wird
jedoch auch viele Ausnahmen geben.

Nachfolgend ist eine Auflistung der fiir uns wichtigsten Mengen von Zahlen.
Es ist hier iiblich, diese mit grossen lateinischen Buchstaben mit “Doppelstrichen”
zu bezeichnen. Die entsprechenden Bezeichnungen sind ein fiir allemal fiir diese
speziellen Mengen reserviert.

e N ist die Menge der natiirlichen Zahlen, d.h.
N:={1,2,3,4,...}.

Mit Ny bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive der Null:

No:={0,1,2,3,4,...}.
e 7 ist die Menge der ganzen Zahlen, d.h.
Z:={0,1,-1,2,-2,3,—3,4,—4,...}.



e Q ist die Menge der rationalen Zahlen, d.h. der Zahlen, die sich als
Briiche von ganzen Zahlen (mit Nenner # 0) darstellen lassen. Also z.B.
sind 3/4, 234/1875 rationale Zahlen, in unserer Sprechweise also Elemente
von Q.

e R ist die Menge der reellen Zahlen. Es macht schon sehr viel grosse-
re Schwierigkeiten, genau zu beschreiben, wie diese Menge definiert ist.
In der Vorlesung Differential- und Integralrechnung I (im folgenden kurz
DI) wird dies genauer durchgefiithrt. Aus der Schule am besten bekannt
ist wahrscheinlich die Beschreibung der reellen Zahlen als unendlich lange
Dezimalbriiche.

e C ist die Menge der komplexen Zahlen. Die komplexen Zahlen werden
ebenfalls in DI eingefithrt. Wichtige Eigenschaften werden auch in dieser
Vorlesung spéter vorgestellt werden.

Statt durch eine Aufzdhlung beschreibt man Mengen auch oft einfach durch
die Angabe der Eigenschaften ihrer Elemente. Hier ein Beispiel:

M = {z :z € N, zist durch 5 teilbar} .

Dies bedarf einiger Erlauterungen. Die Menge M besteht hier aus denjenigen
Elementen x, deren Eigenschaften hinter dem Doppelpunkt aufgezéhlt sind. Hier
sind es zwei Eigenschaften: z muss eine natiirliche Zahl sein und z ist durch 5
teilbar.

Eine aufzédhlende Beschreibung fiir diese Menge ist einfach

M = {5,10,15,20,...} .

Ein anderes Beispiel:
A:{x:xeR,xzzl}.

Das ist natiirlich einfach die zweielementige Menge {—1,1}.

Nun zu weiteren Definitionen iiber Mengen. Zwei Mengen A und B heissen
gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Wir beniitzen die Gelegenheit,
eine “stenographische” Kurzschreibweise solcher Aussagen einzufiihren:

A=B&Vr(re A xeB). (1.3)

Die Notationen sind vielleicht schon aus der Schule bekannt. V ist einfach ein
Kiirzel fiir “fiir alle”. Va bedeutet einfach “fiir alle x gilt:”. Der Doppelpfeil
& ist sicher aus der Schule bekannt. Es ist einfach eine Abkiirzung fiir “gilt
dann und nur dann wenn” oder “gilt genau dann wenn”. Das Kryptogramm
(1.3) besagt also einfach: A und B sind genau dann gleich, wenn fiir alle z gilt:
x ist Element von A genau dann, wenn es Element von B ist. Etwas weniger
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umstandlich ausgedriickt: A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten.

Eine bestimmte Menge spielt eine besondere Rolle, die sogenannte leere
Menge (. Sie ist definiert als die Menge, die keine Elemente enthélt. Es gibt
offenbar nur eine leere Menge, denn zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten. Da leere Mengen gar keine Elemente enthalten, sind offenbar
zwei leere Mengen gleich, d.h. es gibt nur eine leere Menge.

A ist eine Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element von
B ist. Man schreibt dann A C B. Wieder “stenographisch”:

ACBeVr(re A=z € B).

Hier verwenden wir den einfachen Implikationspfeil =, der sicher auch aus der
Schule bekannt ist. Natiirlich ist B immer eine Teilmenge von B. Ferner ist die
leere Menge () eine Teilmenge jeder Menge. Man beachte, dass zwei Mengen A
und B genau dann gleich sind, wenn A C B und B C A gelten. Mancherorts
wird fiir die Teilmengenbeziehung auch noch die Schreibweise C verwendet, die
explizit andeutet, dass die Mengen auch gleich sein konnen. Wir werden diese
Notation jedoch nicht verwenden.

Teilmengen einer Menge werden auch sehr oft durch Eigenschaften beschrie-
ben. Ist M eine Menge und £ eine Eigenschaft, so ist

A = {x € M : xhat Eigenschaft £}

einfach die Menge derjenigen Elemente von M, die die Eigenschaft £ besitzen.
Die Menge {—1, 1} liesse sich dann auch durch

A:{xER:x2:1}

beschreiben.

Aus der Schule sind wahrscheinlich Durchschnitt, Vereinigung und Kom-
plement bekannt: Es seien A und B zwei Mengen. Dann sind diese neuen
Mengen wie folgt definiert:

ANB:={z:2 € Aundx € B},
AUB :={z:x € Aoderz € B},
A\B :={z:z € Aundx ¢ B}.

Wir werden oft Teilmengen einer festen Menge, nennen wir sie M, betrachten,
die dann fiir eine lingere Betrachtung nicht mehr wechselt. Dann schreibt man
einfach A¢ fiir M\ A. Das ist das Komplement von A in M. Natiirlich miisste
man eigentlich M in der Notation mit ausdriicken. Das wird jedoch stets aus
dem Kontext ersichtlich sein. Fiir die obigen Mengenoperationen gelten einige
Rechenregeln, die wir hier als bekannt voraussetzen, z.B.

AN(BUC) = (ANnB)U(ANC(O), (1.4)
(AUB)® = A°NB°.



Den Beweis, dass zwei Mengen, nennen wir sie F' und G, gleich sind, fiihrt
man oft in zwei Schritten. Man zeigt zuerst, dass F' C G gilt, und dann, dass
G C F gilt. Wir exemplifizieren das mit einem Beweis von (1.4):

Beweis von (1.4). Sei x € AN (BUC). Dann ist  Element von A und von
BUC. Ist x € BUC, soist z in B oder in C. Gilt Ersteres, so ist z € ANB und gilt
Letzteres, so gilt € ANC. In jedem Fall folgt dann z € (AN B)U(AN C). Damit
haben wir gezeigt, dass jedes Element von AN(B U C') auchin (AN B)U(ANC)
ist. Damit haben wir nachgewiesen, dass

AN(BUC)C (ANB)U(ANC) (1.5)

gilt.

Nun kommen wir zum zweiten Teil des Beweises. Sei x € (AN B)U(ANC).
Dann ist x € AN B oder x € AN C. x liegt also in A und B, oder in A und C.
In jedem Fall liegt also z in A und dann in B oder C. Das bedeutet aber nichts
anderes, dass x € AN (B UC) gilt. Wir haben also

(ANB)U(ANC)C An(BUCQC) (1.6)

nachgewiesen.
(1.5) und (1.6) implizieren (1.4). m

Wir betrachten nun die Vereinigung oder den Durchschnitt von mehr als zwei
Mengen, unter Umsténden von unendlich vielen. In solchen Féllen sind die Men-
gen dann oft mit Hilfe von Indizes beschrieben: A;, wobei i eine Indexmenge
durchlauft, z.B. die natiirlichen Zahlen: Sind Ay, As, As, ... Mengen so schreiben
wir [J;2, 4; fiir die Vereinigung und (1,2, A; fiir den Durchschnitt dieser Mengen.
Die Indexmenge, aus der ¢ ist, braucht jedoch nicht die Menge der natiirlichen
Zahlen zu sein, sondern kann eine ganz beliebige Menge [ sein (z.B. die Menge
der reellen Zahlen). Wir schreiben dann (J,.; A; bzw. (., A;. Es gibt eine formal
etwas abstraktere Schreibweise, die manchmal bequem ist. Die Darstellung einer
Kollektion von Mengen mit Hilfe eines Indexes ist mathematisch ndmlich meist
tiberfliissig. Wir kénnen statt dessen einfach Mengen betrachten, deren Elemen-
te selbst Mengen sind. Ausgehend von der Folge Aj, As, As, ... betrachten wir
die Menge A def {A;, Ay, Az, ...} . Deren Elemente sind nun gerade die A;. Wir
schreiben dann einfach (J A fiir | J;2, A;. Also: Ist A eine Menge deren Elemente
selbst Mengen sind (oft sagt man dann auch eine “Familie von Mengen”), so ist
J A die Vereinigung dieser Elemente. Entsprechend fiir den Durchschnitt. Hier
noch die ganz formale Definition:

UA:{:U:EIAEAmithA},

wobei wir hier das Symbol 3 verwenden, was einfach eine Abkiirzung fiir “exi-
stiert” ist, und



ﬂA:{x:xEAfﬁrVAEA}.

Wenn Sie im Moment noch etwas Schwierigkeiten mit diesen abstrakten Formu-
lierungen haben, so ist das nicht allzu schlimm; Sie werden sich mit der Zeit
daran gewohnen.

Eine spezielle Familie von Mengen ist die sogenannte Potenzmenge einer
Menge. Ist A eine Menge, so ist die Potenzmenge P (A) die Menge aller Teilmen-
gen von A :

P(A):={B:BC A}.
Z.B. hat fir A = {1,2} die Potenzmenge die vier Elemente 0, {1}, {2}, {1, 2},

also
P({1.2}) = {0, {1}, {2}.{1,2}}.

1.2 Abbildungen

A und B seien zwei Mengen. Eine Abbildung f : A — B ist eine Vorschrift,
die jedem x € A genau ein Element f(x) € B zuordnet. f(x) heisst dann das
Bildelement von z.

Wir schreiben auch oft A > x — f(z) € B.

Beispiel 1.1 a) Wir betrachten die Abbildung f : R — R, die jedem Element x
sein Quadrat zuordnet. f(x) := x2.

b) [ sei die Abbildung N — N, die jeder Zahl das Doppelte zuordnet: f(x) =
2z.

Die beiden Beispiele oben waren sogenannte Selbstabbildungen, wo die Ziel-
menge B die gleiche wie die Ursprungsmenge A ist. Das braucht jedoch nicht so
zu sein. Wir werden noch sehr viele Beispiele kennenlernen, wo das anders ist.
Eine Selbstabbildung einer Menge A spielt eine besondere Rolle, die identische
Abbildung idy : A — A:

ida(x) =2

fiir alle x € A.
Wir benotigen noch ein paar weitere Begriffsbildungen.

Definition 1.1 FEine Abbildung f : A — B heisst surjektiv, wenn jedes Ele-
ment von B als Bildelement eines Elementes in A vorkommt, d.h. fir jedesy € B
ezistiert (mindestens) ein x € A mit f(x) = y. In formaler “Stenographenschreib-
weise”:

fsurjektiv <= Vy € Bdr € A (f(x) =1y).



Die Abbildung R >  — 2% € R ist offenbar nicht surjektiv, denn es gibt
Elemente von R, die nicht also Bildelemente vorkommen, ndmlich die negativen
reellen Zahlen. Auch die Abbildung N 3 z — 22 € N ist nicht surjektiv, denn
die ungeraden natiirlichen Zahlen kommen nicht als Bildelemente vor.

Definition 1.2 FEine Abbildung f : A — B heisst injektiv, wenn zwei verschie-
dene Elemente in A auch auf verschiedene Elemente in B abbgebildet werden:
Falls z,2' € A und x # x' gelten, so ist f(x) # f(2'). Eine Abbildung, die sowohl
mjektiv wie surjektiv ist, heisst bijektiv.

Die Abbildung N 3  — 2x € N ist offenbar injektiv, nicht aber R 3 x — 22 €
R, denn unter letzterer werden z.B. —1 und 1 auf dasselbe Element abgebildet.

Definition 1.3 Sind f : A — B und g : B — C zwei Abbildungen, so ist die
Zusammensetzung oder Komposition dieser Abbildungen go f : A — C wie
folgt definiert:

(9o f)(x):=g(f(x)).

Man beachte, dass diese Komposition nur definiert ist, wenn die Zielmenge B
der Abbildung f gleich der Ausgangsmenge der Abbildung g ist.

Bemerkung 1.1 Die Schreibweise g o f fiir diese Komposition ist leider etwas
ungliicklich, hat sich jedoch aus historischen Griinden offenbar unverrickbar ein-
gebiirgert. Es wird ndmlich f zuerst ausgefiihrt und dann g. Die Schreibweise
ergibt sich aus der Schreibweise f(x) fir das Bildelement von x unter f. Logi-
scher wdre es an sich, (x)f zu schreiben, denn man “nimmt” x und wendet dann
die Abbildung f darauf an. Es hat erfolglose Anldufe gegeben, das in dieser Weise
umzustellen.

Beispiel 1.2 Wir betrachten die folgenden zwei Funktionen f,g: R — R : f(x)
= 22, g(x) = e*. Dann ist f o g die Funktion R 3 x — (¢%)* = 2. Andererseits
ist g o f die Funktion R > © — ¢*". Man sieht also schon an diesem Beispiel,
dass im Allgemeinen fo g # go f ist, selbst wenn beide Kompositionen definiert
sind.

Satz 1.1 FEs seien A, B,C Mengen und f : A — B und g : B — C seien
Abbildungen.

a) Sind f und g injektiv, so ist auch g o f injektiv.

b) Sind f und g surjektiv, so ist auch go f surjektiv.

c) Sind f und g bijektiv, so ist auch g o f bijektiv.

Beweis. c) folgt sofort aus a) und b). Wir beweisen nur a). Der Beweis von
b) sei dem Leser iiberlassen.
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Es seien a,a’ zwei Elemente von A mit go f (a) = go f (a/). Nun ist aber per
Definition der Komposition go f (a) = g (f (a)). Also folgt g (f (a)) = g (f (d')) .
Wegen der Injektivitiat von g folgt f(a) = f(a’). Aus der Injektivitiat von f ergibt
sich daraus a = a/. Dies beweist, dass g o f injektiv ist. ®

Von besonderer Bedeutung sind bijektive Abbildungen einer endlichen Menge,
etwa {1,...,n}, auf sich selbst.

Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n} heisst Permutation.
Ublicherweise verwendet man kleine griechische Buchstaben wie o, 7, 7 um Per-
mutationen zu bezeichnen. Wir werden die folgende Schreibweise fiir Permuta-
tionen verwenden

= (ot oty - oty o)

(12345

7“\24153
die Permutation ¢ die 1 nach 2, 2 nach 4, 3 nach 1, 4 nach 5 und 5 nach 3 schickt.
Die Reihenfolge der Spalten in der obigen Anordnung spielt dann keine Rolle. So

15t

351 2 4

13245
dieselbe Permutation. Die Schreibweise ist auch bequem, um Kompositionen von
Permutationen zu berechnen. Wir geben dazu ein Beispiel. Wir nehmen als

zweite Permutation
(1 2 3 45
T=\3 245 1)

Zum Beispiel ist

Dann sind

o (12345\ (12345

79°T=\{2 41 5 3 3245 1
(3245 1) (12345
“\145 32 3245 1
(12345
“\14532)
(12345 (12345

T°9={3 94 5 1 29415 3
(12345
“\25314)

Auch hier sieht man, dass o o7 # 7 o ¢ ist.
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Zum Schluss dieses Abschnitts diskutieren wir noch die Umkehrabbildun-
gen. f: A — B sei eine bijektive Abbildung. Dann gibt es wegen der Surjek-
tivitdt zu jedem Element y € B ein Element z € A mit f(z) = y. Wegen der
Injektivitat gibt es zu jedem y nur ein derartiges Element x. Wir erhalten also
eine eindeutig definierte Zuordnung B > y — x € A. Diese Zuordnung nennen
wir die Umkehrabbildung von f und bezeichnen sie mit f~!, also f~!(y) = .
Wir formulieren einige Eigenschaften als Satz:

Satz 1.2 a) Ist f : A — B bijektiv, so gibt es eine Umkehrabbildung [, die
eindeutig definiert ist durch die Festsetzung

fla) =y f(y) == (1.7)

b) f~1 erfiillt die beiden Gleichungen

fof=idp, (1.8)
f_l o f =1idyu.
c) Ist f: A — B eine Abbildung und existiert eine Abbildung g : B — A mit
fog=idg, (1.9)
go f=idy, (1.10)

so ist [ bijektiv und g ist die Umkehrabbildung von f.

Beweis. a) hatten wir uns schon vor der Formulierung des Satzes iiberlegt.
(1.8) folgt sofort aus (1.7). Wir miissen uns nur den Teil ¢) noch iiberlegen.

Wir gehen also hier davon aus, dass f nur eine Abbildung ist (keine Vor-
aussetzungen an Injektivitdt und Surjektivitéit), fordern aber die Existenz einer
Abbildung ¢ mit den angegebenen Eigenschaften. Wir zeigen zunéchst, dass f
dann surjektiv ist. Dazu betrachten wir ein beliebiges Element y € B. Dies
kénnen wir mit g nach A abbilden. Wir setzen z := g(y). Nach (1.9) ist

flx)=flg(y) = (fog)(y) =idp(y) =y.

Wir haben damit nachgewiesen, dass zu jedem y € B ein © € A existiert mit
f(z) = y. Damit ist die Surjektivitdt bewiesen.

Wir kommen nun zur Injektivitit. Es seien x und 2’ zwei Elemente von A
mit f(x) = f(2'). Nennen wir dieses Element y : y := f(z) = f(2'). Wir wenden
nun (1.10) an:



Damit ist bewiesen, dass aus f(z) = f(2') die Gleichung = 2’ folgt. Es ist damit
gezeigt, dass f injektiv ist. Zusammen mit der schon gezeigten Surjektivitét ist
somit bewiesen, dass f bijektiv ist.

Wir miissen nun noch nachweisen, dass g tatséchlich die Umkehrabbildung
ist. Dies ist aber nun einfach: Ist y = f(x), so ist g(y) = g(f(z)) = (go f) (x) =
id4(z) = x. Das ist genau die geforderte Beziechung (1.7) fiir die inverse Abbil-
dung. m

Bemerkung 1.2 Aus dem obigen Satz folgt sofort, dass die Umkehrabbildung
f~Leiner bijektiven Abbildung f wieder bijektiv ist und (ffl)_1 = f gilt.

1.3 Relationen, Aquivalenzrelationen

Sind A, B zwei Mengen, so ist die sogenannte Produktmenge A X B die Menge
der geordneten Paare (a,b) von Elementen a € A und b € B. Fiir Mengen
A, Ay, ..., A, ist die Produktmenge A; x Ay x ... x A, definiert als die Menge
der sogenannten geordneten n-Tupel (a;, ay, ..., a,) von Elementen a; € A;, 1 <
i < n. Es soll hier keine formal ganz prézise Definition dieser Menge gegeben
werden — dies wiirde eine Axiomatisierung der Mengenlehre voraussetzen, die
wir hier nicht einfiihren mochten. Das Wort “geordnet” bedeutet, dass auf die
Reihenfolge geachtet wird: Sind a # b, so gilt (a,b) # (b,a) und analog fiir die
n-Tupel.

Sind A und B dieselben Mengen, so schreiben wir auch einfach A? anstelle
von A x A, und analog A" fiir die Menge der n-Tupel.

Eine Relation R auf einer Menge A ist formal einfach eine Teilmenge R C
A x A. Fiir a,b € A schreiben wir dann auch aRb anstelle von (a,b) € R. Das ist
im Moment etwas abstrakt. Wir machen gleich einige Beispiele dazu.

Beispiel 1.3 Sie kennen auf R die ibliche Ordnungsrelation a < b. Wir konnen
diese Ordnungsrelation auch einfach als Teilmenge von R x R auffassen. Die
Elemente dieser Teilmenge sind die Elemente (a,b), fir die a <b gilt.

Beispiel 1.4 Betrachten Sie die Menge G der Geraden im dreidimensionalen
Raum. Wir kénnen die Relation R der “Parallelitit” definieren: Zwei Geraden
g1 und gy stehen in dieser Relation, wenn sie parallel sind. Formaler ausgedriickt:
(91,92) € R <= g1 und g sind parallel.

Definition 1.4 R sei eine Relation auf A.
a) R heisst symmetrisch, wenn

(a,b) € R <= (b,a) € R

qgilt.
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b) R heisst transitiv, wenn
(a,b) € Rund (b,c) € R = (a,c) € R

qgilt.
¢) R heisst reflexiv, wenn (a,a) € R fir alle a € A gilt.

Beispiel 1.5 Die zweiteinfachste Relation auf A ist die “Gleichheit”: (a,b) € R
gilt genau dann, wenn a = b ist. Offensichtlich ist diese Relation symmetrisch,
transitiv und reflexiv. Noch trivialer ist R = A X A. In diesem Fall stehen zwei
beliebige Elemente von A in der Relation R.

Beispiel 1.6 Ftwas weniger trivial ist das Beispiel 1.3 von oben. Die Ordnungs-
relation < auf R ist transitiv, denn aus a < b, b < ¢ folgt a < ¢, und reflexiv. Sie
st aber nicht symmetrisch, denn es gilt zwar 1 < 2, aber nicht 2 < 1.

Definition 1.5 a) Fine reflexive und transitive Relation R auf einer Menge A
heisst eine Ordnungsrelation auf A, wenn zusdtzlich die folgende Eigenschaft
qgilt:

(a,b) € Rund (b,a) € R=a =0.

b) Eine Ordnungsrelation heisst Totalordnung, wenn je zwei beliebige Ele-
mente von A vergleichbar sind, d.h. wenn fiir beliebige Elemente a,b € A (a,b) €
R oder (b,a) € R ist.

c) Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation auf A heisst eine
A quivalenzrelation.

Ublicherweise schreibt man Ordnungsrelationen als < oder < oder #hnlich.
Man schreibt dann auch a < b anstelle von (a,b) €< . Aquivalenzrelationen
schreibt man iiblicherweise als ~, also a ~ b fiir zwei Elemente, die in dieser
Relation stehen.

Es gibt viele Beispiele von Ordnungsrelationen, die keine Totalordnungen sind.
Die Gleichheitsrelation ist natiirlich immer auch eine Ordnungsrelation. Es ist
jedoch keine Totalordnung, ausser wenn A nur ein Element enthélt. Hier noch
ein weniger triviales Beispiel. Wir betrachten A = R?, die Menge der reellen
Paare. Dann definieren wir (aq,as) < (b1, be) wenn as = by und a; < by gelten.
< ist eine Ordnungsrelation aber keine Totalordnung, denn z.B. (1,2) und (3, 4)
sind nicht vergleichbar.

Ein anderes Beispiel, das Sie schon kennen, tritt in folgender Situation auf.
Wir betrachten eine beliebige Menge M. P(M) sei die Potenzmenge von M,
d.h. die Menge aller Teilmengen von M. Ein Element von P(M) ist also nichts
anderes als eine Teilmenge von M. Auf P(M) betrachten wir die iibliche Inklusi-
onsrelation: Zwei Elemente B,C € P(M) (d.h. zwei Teilmengen von M) stehen
in der Relation C, wenn B eine Teilmenge von C' ist, also B C C' im iiblichen
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Sinn. C ist ebenfalls eine Ordnungsrelation, aber keine Totalordnung (falls M
mehr als ein Element enthélt).

Soviel im Moment zu Ordnungsrelationen, die uns noch sehr oft begegnen
werden.

Nun zu den Aquivalenzrelationen. Ein Beispiel ist wieder die Gleichheitsre-
lation. Die Ordnungsrelation < auf R ist jedoch keine Aquivalenzrelation, denn
sie ist nicht symmetrisch. Noch ein anderes Beispiel. Wir betrachten die Menge
aller Geraden in einer Ebene. Wir definieren fiir zwei Geraden g; und g5 : g1 ~ ¢o
wenn ¢; und g, parallel sind. Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.

Aquivalenzrelationen stehen in engster Beziehung zu sogenannten Zerlegun-
gen. Eine Zerlegung einer Menge A ist eine Aufteilung der Menge in nicht leere
Teilmengen von A, die sich gegenseitig “nicht {iberlappen”. Hier eine ganz for-
male Definition:

Definition 1.6 A sei eine nicht leere Menge. Eine Zerlegung Z von A ist eine
Familie von Teilmengen C; C A mit

a) |, Ci = A.

b) C; # 0 fir alle i.

¢c) CinC; =0 fiiri#j.

Zwei Mengen mit der Eigenschaft ¢) (“nicht iiberlappend”, “haben leeren
Schnitt”) heissen iibrigens disjunkt. Der Index i in der obigen Definition durch-
lauft irgendeine “Indexmenge” I, die endlich oder unendlich sein kann. Ein tri-
viales Beispiel ist die “Zerlegung” in eine einzige Teilmenge, die dann natiirlich
A selbst sein muss. In diesem Fall gibt es nur ein C'. Nach dem iiblichen Sprach-
verstéandnis wére das natiirlich keine Zerlegung; die obigen Bedingungen sind
jedoch erfiillt, auch c), denn da es gar keine zwei verschiedenen Indizes i, j gibt,
ist das automatisch richtig. (“Alle vierdugigen, wiederkduenden Amerikaner be-
sitzen einen roten Ferrari” ist eine mathematisch korrekte Aussage).

Die Formulierung der Definition mit indizierten Mengen ist eigentlich iiber-
fliissig. Formal “schoner” ist die Definition von Z als Teilmenge der Potenzmenge
P(A) mit den entsprechend formulierten Aussagen a)-c). Diese lauten dann

a) JZ2=A
b) C # () fiir alle C € Z.
¢) CND=0firC+D,CDEeZ.

Zur Erinnerung |JZ = {r € A:3C € Zmitx € Z}. Das ist vielleicht im
Moment etwas abstrakt.

Hier ein Beispiel einer Zerlegung: Wir zerlegen N in die unendlich vielen
Teilmengen: {1},{2,3} ,{4,5,6},{7,8,9,10}, etc. Die Zerlegung ist dann

Z ={{1},{2,3},{4,5,6},{7,8,9,10},...}.
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Es stellt sich nun heraus, dass Aquivalenzrelationen eigentlich nichts anderes
als Zerlegungen sind. Zunéchst ist es sehr einfach, einer Zerlegung Z von A
eine Aquivalenzrelation auf A zuzuordnen. Wir bezeichnen diese mit ~z: Fiir
Elemente a,b € A definieren wir a ~z b, wenn a und b in derselben Menge der
Zerlegung sind:

an~zb<= 3C € Zmita,be C.

Lemma 1.1 Ist Z eine Zerlegung, so ist ~z eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Zunéchst die Reflexivitdt: Da Z eine Zerlegung ist, existiert zu
jedem a € A eine Menge C' der Zerlegung mit a € C. Demzufolge gilt a ~z a.

Die Symmetrie von ~z ist klar aus der Definition.

Nun zur Transitivitdt. Seien a ~z b, b ~z c. So wie die Relation definiert ist,
existieren C' € Z mit a,b € C'und C’ € Z mit b,c € C’. Das Element b liegt also
in C' und C’. Demzufolge ist C N C" # (). Aus der Eigenschaft ¢) einer Zerlegung
folgt also C'= C". Daraus folgt a ~z c. =

Wir gehen nun umgekehrt vor und konstruieren zu einer beliebigen Aqulva—
lenzrelation ~ auf A eine Zerlegung. Dies geht iiber die sogenannten Aquiva-
lenzklassen. Ist a € A, so definieren wir die Aquivalenzklasse [a] C A von a
(beziiglich der Aquivalenzrelation ~) durch

la] ;={be A:b~a}.
Die Aquivalenzklassen sind also Teilmengen von A.

Lemma 1.2 Sei A eine nichtleere Menge und ~ eine Aquivalenzrelation. Dann
151
Z.:={la] :a € A}

eine Zerlequng von A.

Beweis. Wir miissen die Eigenschaften a)-c) nachpriifen. Zunéchst ist wegen
der Reflexivitit der Aquivalenzrelation a € [a] fiir alle a € A. Demzufolge sind
die Aquivalenzklassen alle nicht leer, was b) ist, und weiter folgt sofort, dass die
Vereinigung aller Aquivalenzklassen gleich A ist, was a) beweist. Es verbleibt der
Beweis von c¢):

Es sei [a] N [b] # 0. Dann exisiert ein Element ¢ in diesem Durchschnitt. Per
Definition gelten dann ¢ ~ a und ¢ ~ b. Wegen der Symmetrie von ~ folgt auch
a ~ c. Zusammen mit ¢ ~ b und der Transitivitdt impliziert das also a ~ b. Wir
haben also gezeigt:

[a]N[b] # 0 = a ~b.

Wir miissen nun noch zeigen, dass zwei dquivalente Elemente dieselbe Aquiva-
lenzklasse haben. Sie x ein beliebiges Element € [a], d.h.  ~ a. Zusammen
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mit @ ~ b und wieder der Transitivitiat folgt © ~ b, d.h. € [b]. Damit ist ge-
zeigt, dass [a] C [b]. Auf die genau gleiche Art erhalten wir auch [b] C [a] und
demzufolge [a] = [b] . Wir haben also gezeigt:

ar~b=la] =b.
Zusammen mit der vorherigen Implikation ergibt sich
[a] N[b] # 0 = [a] = [b].

Dies ist genau die geforderte Eigenschaft c¢) fiir eine Zerlegung. =
Zusammenfassend ergibt sich aus den beiden obigen Lemmata:

Satz 1.3 Sei A eine nichtleere Menge. Aquivalenzrelationen auf A und Zerle-
gungen von A entsprechen sich: Jeder Aquivalenzrelation ~ wird mit Z. eine
Zerlequng zugeordnet und jeder Zerlequng Z wird mit ~z eine Aquivalenzrelation
zugeordnet. Diese Zuordnung ist eineindeutig: Die zu ~z gehorende Zerlequng
ist wieder Z und die zu Z., gehorende Aquivalenzrelation ist wieder ~ .

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass ausgehend von einer Zerlegung
Z die zu ~z gehorende Zerlegung wieder Z ist, und ausgehend von einer Aqui-
valenzrelation ~ die zu Z. gehérende Aquivalenzrelation wieder ~ ist. Das ist
ziemlich offensichtlich, und der formale Beweis sei dem Leser iiberlassen. m

Ein Element einer Aquivalenzklasse nennt man einen Repriisentanten die-
ser Aquivalenzklasse. a € A ist nach der obigen Diskussion genau dann ein
Reprisentant der Aquivalenzklasse C' wenn [a] = C' gilt.

Beispiel 1.7 Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelation auf 7. : Wir defi-
nieren a ~ b, wenn ein k € 7 existiert mit b = a+ 6k. (Ubungsaufgabe: Uberzeu-
gen Sie sich davon, dass das eine Aquivalenzrelation ist). Die Aquivalenzklassen
sind: {0,4+6,+12,...}, {...,=5,1,7,13,...}, {...,—4,2,8,14,...} etc. Insge-
samt gibt es offenbar 6 verschiedene Aquivalenzklassen. Jede Aquivalenzklasse
enthdlt genau eine Zahl aus der Menge {0,1,2,3,4,5}. Wir konnen daher die
Menge der Aquivalenzklassen, d.h. die zur Aquivalenzrelation gehdrende Zerle-
gung von Z auch einfach mit der Menge {0,1,2,3,4,5} identifizieren. Die obige
Zerlegung bezeichnet man auch mit Zg. Zg enthdlt 6 Elemente, ndmlich die obi-
gen Aquivalenzklassen. Wie schon erwdihnt, konnen wir Zg mit {0,1,2,3,4,5}
identifizieren, was aber etwas irrefithrend ist.

6 spielt in der obigen Diskussion keine besondere Rolle. Man kann statt dessen
auch jede beliebige natiirlich Zahl n > 1 nehmen. Die entsprechende Zerlegung
bezeichnet man dann auch als Z.,,.

Der Ubergang von einer Menge A und einer darauf definierten Aquivalenzrela-
tion ~ zur Menge der Aquivalenzklassen ist in der Mathematik ausserordentlich
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wichtig und wird Thnen wieder und wieder begegnen. Anschaulich sollte man
sich vorstellen, dass jeweils dquivalente Elemente, die ja dann eine Aquivalenz-
klasse bilden, zu einem “neuen Punkt” zusammengefasst werden. Man “kontra-
hiert” gewissermassen die Aquivalenzklassen zu neuen Elementen. Die Begriffe
in Anfiihrungszeichen haben jedoch keine mathematische Bedeutung, sondern
dienen (hoffentlich) nur der Veranschaulichung.

Statt Z. schreibt man meist A/ ~ . Das werden wir auch in Zukunft tun.
Hier noch ein anderes

Beispiel 1.8 G bezeichne die Menge aller Geraden vm Raum. Fiir g1,90 € G
definieren wir g1 ~ go, wenn g1 und go parallel sind. G/ ~ ist die sogenannte
projektive Ebene, die in der Geometrie ausserordentlich wichtig ist.

1.4 Abzihlbare Mengen

Von Cantor wurde eine Methode entwickelt, mit der man auch unendliche Mengen
“zahlen” kann. Fiir endliche Mengen A und B ist offensichtlich, dass sie gleich
viele Elemente enthalten, wenn es eine bijektive Abbildung von A nach B gibt.
Wir verallgemeinern dies nun wie folgt:

Definition 1.7 A und B seien zwei Mengen. Sie heissen gleich mdchtig, wenn
es eine bijektive Abbildung f : A — B gibt. B heisst mindestens so mdchtig
wie A, wenn es eine injektive Abbildung f : A — B gibt.

Definition 1.8 Eine Menge, die gleich mdichtig wie N ist, heisst abzdhlbar un-
endlich.

Ist A abzdhlbar unendlich, so liefert uns die bijektive Abbildung f: N — A
eine Abzihlung der Elemente von A : A = {ay,as,as,...} : Wir setzen einfach
a; == f(i). Da f bijektiv ist, sind die Elemente a; alle verschieden, und es sind
auch alle Elemente von A.

Erstaunlich an unendlichen Mengen ist, dass sie echte Teilmengen enthalten,
die gleich méchtig wie sie selbst sind. So ist z.B. N natiirlich eine echte Teilmenge
von Ny, aber Ny 37 — ¢+ 1 € N definiert eine Bijektion.

Satz 1.4 A und B seien zwei Mengen. Falls injektive Abbildungen f : A — B
und g : B — A existieren, so existiert auch eine bijektive Abbildung von A nach
B.

Obwohl die Aussage des obigen Satzes intuitiv einleuchtet — wenn A min-
destens so méachtig wie B und B mindestens so méchtig wie A ist, dann sind A
und B gleich méchtig — ist der Beweis nicht ganz einfach, und wir lassen ihn
hier weg. Beweisen wollen wir hingegen die folgende Aussage iiber Produkte von
abzéhlbar unendlichen Mengen.
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Satz 1.5 A und B seien zwei abzdhlbar unendliche Mengen. Dann ist auch AX B
eine abzdhlbar unendliche Menge.

Beweis. Wir betrachten zunéchst Abzdhlungen von A und B, also A =
{a1,as,a3,...}, B = {b, by, b3,...}. Die Produktmenge hat dann die Elemente
(a;,b;), 1,7 € N. Wir konnen die Elemente dieser Menge von Paaren wie folgt
abzdhlen: (aq,b1), (a1,b2), (az,b1), (a1,b3), (ag,b2), (as,by), (ar,bs),... . Sche-
matisch sieht das dann wie folgt aus:

(al, bl) - (Gl, b2) (ah bs) (al, b4)
e e v

(a2, bl) (CL2, b2) (GQ, 53) (Cl2, b4)
e e e

(Cl3, bl) (@37 b2) (as, b3) ((13, b4)
e e e

(as,b1) (as,bo) (a4,b3) (a4,bs)

Wir definieren also eine bijektive Abbildung f : N — A x B durch f(1) =
(a1,b1), f(2) = (a1,b2), f(3) = (ag,by) usw. Es ist klar, dass das eine bijektive
Abbildung definiert, denn jedes Element von A x B kommt in der Auflistung
genau einmal vor. m

Der obige Satz liefert die erstaunliche Tatsache, dass fiir zwei abzédhlbar un-
endliche Mengen A und B eine Bijektion von A nach A x B existiert. Ist namlich
g : N — A eine bijektive Abbildung, so ist mit dem oben konstruierten f, die
Abbildung f o g~! eine bijektive Abbildung A — A x B. Man konnte vielleicht
auf die Idee kommen, dass alle unendlichen Mengen gleich méchtig sind. Dem ist
aber nicht so, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 1.6 Flir jede Menge A ist P (A) nicht gleich mdchtig wie A.

Beweis. Wir nehmen an, dass A und P (A) gleich miéchtig sind und fithren
das zu einem Widerspruch. f sei also eine bijektive Abbildung A — P (A). Fiir
jedes a € A ist dann f (a) eine Teilmenge von A. Wir bilden die folgende Menge

B:={acA:a¢ f(a)}.

Da B eine Teilmenge von A ist, und wir voraussetzen, dass f bijektiv, also ins-
besondere surjektiv ist, existiert ein b € A mit B = f(b). Wir fragen uns nun: Ist
be B? Wire b€ B = f(b), so folgt aus der Definition von B, dass b ¢ B ist.
Das ist also nicht moglich. Wire aber b ¢ B, so folgt wieder aus der Definition
von B, dass b € B gilt. Das ist also auch nicht moglich. Somit bleibt nur noch
die Moglichkeit, dass es eine derartige Abbildung gar nicht gibt. m

Aus dem obigen Satz folgt insbesondere, dass die Menge der Teilmengen von N
nicht abzahlbar unendlich ist. Man nennt eine derartige Menge tiberabzéhlbar.
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Man kann beweisen, dass es eine bijektive Abbildung von P (N) — R gibt. R ist
also auch iiberabzéhlbar. Im Gegensatz dazu ist die Menge der rationalen Zahlen
abzéahlbar:

Satz 1.7 Q ist abzdhlbar unendlich.

Beweis. Wir betrachten zunédchst Qt := {z € Q : z > 0} . Eine Zahl ¢ ist
genau dann in QT, wenn es Zahlen m,n € N gibt mit ¢ = m/n. Durch Kiirzen
von gemeinsamen Faktoren in Zéhler und Nenner konnen wir erreichen, dass diese
Darstellung eindeutig ist: Zu jeder Zahl ¢ € QT existiert genau ein Zahlenpaar
(m,n) € Nx N mit g.g.T.(m,n) = 1 und ¢ = m/n. Dies definiert also eine
injektive Abbildung Q*— N x N. Setzen wir das mit der bijektiven Abbildung
N x N — N zusammen, die es nach Satz 1.6 gibt, so erhalten wir eine injektive
Abbildung Q* — N. Andererseits existiert eine injektive Abbildung N — Q7 :
Jede natiirliche Zahl ist ja auch eine rationale Zahl. Zusammen mit Satz 1.4 folgt
dann, dass N und Q" gleich méchtig sind.

Dass Q" und Q gleich michtig sind, ist nun sehr einfach zu sehen: Es sei
q1, G2, q3, - . . ein Abzidhlung der Elemente von Q*t. Dann ist 0,q1, —q1, g2, —¢a, . . .
eine Abzéhlung der Elemente von Q. =

1.5 Vollstdndige Induktion

Die Menge der natiirlichen Zahlen N hat eine wichtige Eigenschaft: Sie ist un-
ter der natiirlichen Ordnungsrelation <, wie man sagt, wohlgeordnet. Eine
Ordnungsrelation < auf einer Menge A heisst eine Wohlordnung, wenn jede
nichtleere Teilmenge B von A ein kleinstes Element hat, d.h. es existiert ein
Element b € B mit ¢ > b fiir alle ¢ € B. Dass N wohlgeordnet ist, ist offen-
sichtlich: Ist B C N nicht leer, so gibt es eine Element b € B. Dann ist die
Menge {1,2,...,b} eine endliche Menge und wir finden unter diesen Elementen
sicher ein kleinstes Element, das in B liegt. Es sollte bemerkt werden, dass dieser
Beweis formal nicht ganz prézise ist. Ein formal wirklich ganz genauer Beweis
wiirde eine bessere Axiomatisierung der Mengenlehre erfordern, die wir hier nicht
geben konnen. Unter Verwendung dieser Wohlordnungseigenschaft kann jedoch
die folgende wichtige Eigenschaft bewiesen werden:

Satz 1.8 Sei A eine Teilmenge von N mit den folgenden Figenschaften:
a)le A
b) Fiir jedes a € A ist aucha+1¢€ A
Dann gilt A = N.

Beweis. Wir fithren die Annahme, dass A # N ist zu einem Widerspruch.

Aus A # N folgt ndmlich, dass A° nicht leer ist. Demzufolge hat A¢ ein kleinstes
Element, nennen wir es b. Es gilt b # 1, denn 1 ist nach a) in A und demzufolge
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nicht in A°. Da b # 1 ist, ist b— 1 € N. b — 1 kann jedoch nicht in A° sein, da b
das kleinste Element von A° war. Demzufolge ist b—1 € A. Nach der Eigenschaft
b) ist dann b= (b—1) + 1 € A im Widerspruch zu b € A°. m

Der obige Satz fithrt zu einem &usserst wichtigen Beweisverfahren, der voll-
stdndigen Induktion.

Satz 1.9 Gegeben sei fir jede natirliche Zahl n € N eine Aussage E(n), die
entweder wahr oder falsch sein kann. Falls

a) E(1) gilt (Induktionsverankerung)

b) E(n) = E(n+1) fir alle n € N (Induktionsschluss)

Dann gilt £(n) fir alle n € N.

Beweis. Sei A:={n € N:&(n)gilt}. Nach a) folgt 1 € A und nach b) folgt,
dass mit jeder Zahl n € A auch n 4+ 1 € A ist. Nach dem vorangegangenen Satz
folgt, dass A = N ist. Demzufolge gilt £(n) fir allen € N. m

Wir geben ein Beispiel:

Satz 1.10 Fiir jede natiirliche Zahl n gilt

"L, nm+1)(2n+1)

Beweis. Wir fithren den Beweis mit vollstdndiger Induktion.

Induktionsverankerung: Die Aussage gilt fiir n = 1. Dies ist offensichtlich.

Induktionsschluss: Wir nehmen an, die Aussage gelte fiir n (Induktionsvor-
aussetzung). Wir zeigen nun, dass sie dann auch fiir n + 1 gilt:

n+1 n

D=+ (n+1)
j=1 j=1

1)(2 1
= n(n+1D)@n+1) + (n + 1)? (nach Induktionsvoraussetzung)

(n+2)(2n +3)
6

=(n+1) {T+n+1 =(n+1)
(

m+1D)((n+1)+1)2(n+1)+1)

6

[ |

Dieser Beweis hat natiirlich den Nachteil, dass man nicht sieht, wie die Formel
zustande kommt.

Prinzip der rekursiven Konstruktion

Es kommt oft vor, dass man eine Funktion, eine Zahl oder eine Menge, die
noch von n € N abhéngt, quasi per Induktion nach n, oder wie man sagt, rekursiv
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konstruiert. Ein einfaches Beispiel ist die Fakultdat n!, die rekursiv durch die
beiden Vorschriften:

11:=1
(n+1)!:=(Mn+1)- -n!

festgelegt wird. Es ist dann klar, dass n! fiir jedes n auf diese Weise definiert ist.
Man konstruiert also zunéchst das erste Element und beschreibt dann, wie man
das (n + 1)-te aus dem n-ten gewinnt. Wir wollen das nicht genau durchforma-
lisieren; wir werden noch sehr viele Beispiele dazu kennen lernen. Hier noch ein
einfaches:

Nehmen wir an, Sie konnen zdhlen aber noch nicht rechnen (addieren und
multiplizieren). Sie wissen also nur, wie man zu jeder Zahl n den Nachfolger dieser
Zahl gewinnt, den wir mit ¢(n) bezeichnen. Nun definieren wir die Addition: Wir
konstruieren fiir m,n € N die Zahl m + n rekursiv nach n :

m+1:=¢(m)
m+n+1):=¢(m+mn).

Wenn Sie also zdhlen kénnen und das Prinzip der rekursiven Konstruktion ken-
nen, so kénnen Sie auch addieren. Nun zur Multiplikation m-n, ebenfalls rekursiv
nach n — wir setzen hier voraus, dass die Addition schon bekannt ist:

m-1:=m

m-(n+1):=m-n+m.
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2 Algebraische Grundstrukturen:
Gruppen, Ringe, Korper

2.1 Zweistellige Verkniipfungen, Gruppen

Wir betrachten eine nicht leere Menge A. Eine Abbildung A x A — A nennt
man eine zweistellige Verkniipfung. Statt wie sonst iiblich mit f, g, ¢ oder
dghnlichen Buchstaben, bezeichnet man eine derartige Abbildung meist mit +, -
oder *. Im Moment nehmen wir *. Wir schreiben dann auch a * b anstelle von
% (a,b) . Das Paar (a,b) € Ax A wird also unter der Verkniipfung auf das Element
a*xb € A abgebildet. Sie kennen schon viele derartige Verkniifpungen, z.B. die
Addition auf N, die Multiplikation auf N oder auf R etc.

Definition 2.1 x sei eine zweistellige Verkniipfung auf der Menge A.
a) * heisst assoziativ, wenn fir alle Element a,b,c € A die Gleichung

(axb)xc=ax(bxc)

qgilt.
b) *x heisst kommutativ, wenn fir alle a,b € A

axb=bxa

gilt.
c) Ein Element e € A heisst Neutralelement, wenn fir jedes a € A

axe=a=ex*xa
qgilt.
Bemerkung 2.1 Fin Neutralelement ist, falls es existiert, eindeutig.

Beweis. Es seien e und e’ zwei Neutralelemente. Dann folgt aus der Defini-
tion

e=¢e¢xe=¢.

|

Es sei eine zweistellige assoziative Verkniipfung * auf der Menge A gegeben.
Es ist dann ziemlich klar, dass man nach Belieben “umklammern” kann. Z.B. ist
dann fiir Elemente aq,as, ..., a, € A ein Produkt a; xas % ...*a, € A eindeutig
definiert. Eigentlich hat man nur festgelegt, wie man je zwei Elemente verkniipft,
sodass man dieses Element durch sukzessive Multiplikation gewinnen muss. Wir
machen das nun ganz formal und definieren a; * as * ... % a,, rekursiv wie folgt:
Fir n = 1 ist das einfach a;. Rekursiv setzen wir

A1 % Ay % .. Kk Ay ¥ Qppp = (@1 % Qg % ...k Qp) * Apyq.
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Damit haben wir fiir beliebiges n € N und beliebige Elemente a4, as,...,a, € A
das Element a; * ag * ... *x a, € A definiert. Diese Defininition héngt zunéchst
nicht von der Assoziativitdt ab und konnte mit einer beliebigen zweistelligen
Verkniipfung so gemacht werden. Nun zeigen wir, dass man dann beliebig um-
klammern kann:

Satz 2.1 Firn €N, ay,ag,...,a, € Aund1 <k<n-—1 gilt
(@ % ag*...%ag)* (Agy1...%Qp) = a1 *x Ao % ... % ay (2.1)

Beweis. Wir definieren die Aussage £ (n), n € N wie folgt: Fiir beliebige
Elemente aq,as, ...,a, € A und jedes k € Nmit 1 <k <n —1 gilt (2.1).

Wir zeigen nun, dass £ (n) fiir alle n € N gilt, was die Aussage des Satzes
beweist. Der Beweis erfolgt mit Induktion nach n.

Induktionsverankerung: Fir n = 1 ist die Aussage trivialerweise richtig, denn
es gibt gar keine Zahl k mit 1 < k <n — 1.

Induktionsschluss: Wir zeigen € (n) = € (n+1).

Seien also aj,ag,...,a,11 € Aund 1 < k < n. Ist k = n, so ist (2.1) einfach
die Gleichung

A1 % Qo % ... % Ay k Apyq = (A1 % Qg % ... % Q) * Ay,

die durch die rekursive Definition abgedeckt ist. Ist 1 < k < n — 1 so schliessen
wir wie folgt:

(g % ...k ag) % ((Qgg1 * ... % Qp) * Qpyq)
((ag % ... % ag) * (Qper % ... % ay)) * Qpyy

=(ay % ...%a,) * Ay

(ay % ag *...%ag) * (Qps1 * ... % Apyq)

ap *...*xApy1-

Die erste und vierte Gleichung gilt nach der rekursiven Definition, die zweite
wegen der Assoziativitdt und die dritte folgt aus der Induktionsvoraussetzung.
Damit ist € (n + 1) gezeigt. m

Definition 2.2 Fine Menge A, versehen mit einer zweistelligen Operation , die
assoziativ ist und ein Neutralelement besitzt, nennt man eine Halbgruppe. Fine
Halbgruppe heisst abelsch, wenn die Operation zusdtzlich kommutativ ist.

Eine Halbgruppe heisst Gruppe, wenn sie zusdtzlich die folgende Figenschaft
hat: Zu jedem Element a € A existiert ein Element b € A mit

axb=>bxa=e. (2.2)

Man nennt ein b € A mit dieser Eigenschaft ein zu a inverses Element.
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Wir schreiben dann (A, %) fiir die Halbgruppe bzw. die Gruppe. Fiir abelsche
Halbgruppen und Gruppen bezeichnet man die Verkniipfung iiblicherweise mit +.
Oft verwendet man auch einfach (je nach Situation) - als Verkniipfungszeichen.

Lemma 2.1 Sei (A, *) eine Halbgruppe und sei a € A. Existiert ein b € A mit
(2.2), so ist dieses Element eindeutig.

Beweis. b, b seien zwei derartige Elemente. Dann gilt
b=bxe=0bx(axt)=(bxa)xbt =exb =V

[ |

Nach dem Lemma koénnen wir also von dem Inversen eines Elementes einer
Halbgruppe sprechen. Eine Gruppe ist also eine Halbgruppe in der jedes Element
ein Inverses hat. Man bezeichnet dieses Inverse von a iiblicherweise als a™!, oder
auch als —a im abelschen Fall, sofern man die Verkniipfung mit 4 bezeichnet.

Beispiel 2.1 a) (Ny, +) ist eine abelsche Halbgruppe (0 ist das Neutralelement)
b) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.

c) Z mit der dblichen Multiplikation - ist eine abelsche Halbgruppe.
d) (R\ {0}, ") ist eine abelsche Gruppe.

Bisher haben wir nur Beispiele abelscher Gruppen oder Halbgruppen gesehen.
Hier eine nicht abelsche Gruppe:

Beispiel 2.2 M sei eine beliebige, nicht leere Menge. A sei die Menge der bijek-
tiven Selbstabbildungen f : M — M. Auf A ist die zweistellige Verkniipfung der
Komposition definiert: Fir f,g € A ist go [ die Komposition. Dann ist (A, o)
eine Gruppe. Das Neutralelement ist idy;. Das Inverse von f ist einfach die in-
verse Abbildung f~'. Wir hatten alle Gruppeneigenschaften schon im Abschnitt
1.2 gezeigt. Wie wir auch dort am Beispiel einer endlichen Menge M gezeigt
hatten, ist die Verkniipfung o nicht kommutativ. Ist M eine endliche Menge mit
n Elementen, so bezeichnet man diese Gruppe als die symmetrische Gruppe
oder die Permutationsgruppe von n Elementen.

Wir kommen nun zu einer anderen wichtigen (abelschen) Gruppe: (Z,,+).
Zur Erinnerung: In Beispiel 1.7 hatten wir Z, fiir n € N beschrieben als die
Menge der Aquivalenzklassen in Z unter der Aquivalenzrelation

a~b<= Jkmita = b+ kn. (2.3)

Wir konnten Z,, auch einfach mit der Menge {0, 1,...,n — 1} identifizieren. Wir

definieren nun eine Addition + auf dieser Menge: Sind a,b € {0,1,...,n— 1}, so0
ist a+ b, in den ganzen Zahlen addiert, in {0,1,...,n — 1} oderin {n, n+1, ...,
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2n—1}. Im ersten Fall setzen wir a+b := a+b und im zweiten a+b := a+b—n. In
jedem Fall erhalten wir a +be {0,1,...,n—1}. (Zn, —|—> ist dann eine abelsche

Gruppe, wie man leicht nachpriift. Das Neutralelement ist natiirlich 0.

Wir wollen nun dieselbe Addition auf etwas umstiandlichere Weise erkléren,
die jedoch spéter in sehr vielen Fillen wichtig sein wird. Wie oben erwéhnt, kann
Z,, auch also Z/ ~ beschrieben werden, wobei ~ durch (2.3) gegeben ist. Z, ist
also die Menge der Aquivalenzklassen unter dieser Aquivalenzrelation:

Zy,=Ala]l :a €Z}.
Wir versuchen nun die Addition + auf Z,, einfach wie folgt zu beschreiben:

[a] + [b] := [a + b]. (2.4)

Ein Moment des Nachdenkens zeigt jedoch, dass es nicht ganz klar ist, ob die
rechte Seite eine Verkniipfung von [a] und [b] iiberhaupt definiert. Man muss sich
folgendes iiberlegen: Wenn @ und o’ € Z dieselbe Aquivalenzklasse repriisentieren,
d.h. wenn [a] = [¢] gilt und auch [b] = [I'], so gilt [a + b] = [a' + V'] . Wére dies
nicht richtig, so wire (2.4) eine unsinnige Festsetzung, die gar keine Verkniipfung
auf Z,, definiert.

Lemma 2.2 Sind a,ad’,b,t € Z mit a ~a' und b~ bV, so gilt a+b~a +1.

Beweis. Wegen a ~ a’ existiert k € Z mit a = a’ + kn. Dasselbe mit den b’s:
Es exisitiert [ € Z mit b = V' + [n. Daraus ergibt sich a +b=d' + b + (k + 1) n.
Dies impliziert a +b~a + 0. m

Die Aussage dieses Lemmas impliziert, dass (2.4) eine Verkniipfung auf Z,, de-
finiert. Was man mit dem Lemma zeigt, ist dass die gewiinschte Festlegung durch
(2.4) unabhéngig von den Représentanten auf der linken Seite ist. Man sagt dann
auch, dass durch (2.4) die Verkniipfung wohldefiniert sei. Dies ist sprachlich
etwas unsinnig, denn wenn die Aussage des Lemmas nicht gelten wiirde, so wiirde
(2.4) gar nichts definieren, auch nicht “unwohl”.

Auf dieselbe Weise konnen wir auch eine Multiplikation auf Z,, festlegen. Dazu
benotigen wir das folgende

Lemma 2.3 Sind a,a’,b,t € Z mit a ~ a’ und b~ bV, so gilt ab ~ a'l’.

Beweis. Wegen a ~ a’ existiert k € Z mit a = a’ + kn. Dasselbe mit den b’s:
Es exisitiert [ € Z mit b = b + [ n. Daraus folgt ab = a't/ + knb’ + Ina’ + lkn? =
a't! + (kW 4 ld’ 4 lkn) n. Dies impliziert ab ~ a't/. =

Mit Hilfe dieses Lemmas wird mit

[a] + [b] := [ab]
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eine Verkniipfung auf Z,, definiert.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Verkniipfung assoziativ und kommutativ ist.
Ferner existiert ein Neutralelement, ndmlich [1] (1, wenn wir Z,, mit {0, 1, 2, ...,
n — 1} identifizieren). Somit gilt

Satz 2.2 a) <Zn,4—> ist eine abelsche Gruppe.
b) (Zy,*) ist eine abelsche Halbgruppe. Das Neutralelement ist [1]

Es stellt sich die naheliegende Frage, ob (Z,, %) eine Gruppe ist. Es ist leicht
ersichtlich, dass das nicht der Fall ist. [0] x [a] = [0] fiir alle [a] € Z,,. Demzufolge
kann [0] kein inverses Element haben, denn es gilt [1] # [0] (sofern n > 2 ist).
Eine interessantere Frage ist jedoch, ob Z, unter der Multiplikation eine Gruppe
ist, wenn man die Null weglésst. Wir setzen

Ly, = Zn\{[0]} -

Nun ergibt sich jedoch das Problem, dass * auf Z; gar nicht immer definiert
ist, dann z.B. fiir n = 6 gilt [2] x [3] = [6] = [0].

Lemma 2.4 Ist n eine Primzahl, so ist [a] x [b] # [0] fir alle [a], [b] € ZF.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass @ und b in {1,2,...,n — 1} sind. Wire
[a] % [b] = [0], so wire ab ein Vielfaches von n. Also wire n in der Primfaktorzer-
legung von ab, was offensichtlich nicht moglich ist. m

Satz 2.3 Ist n eine Primzahl, so ist (7%, %) eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass jedes Element [a] € Z; ein multipli-
katives Inverses hat. Dazu weisen wir einfach nach, dass die Elemente [a] * [b] fiir

b=1,2,...,n — 1 alle verschieden sind. Da Z; genau n — 1 Elemente enthélt,
folgt dann, dass ein b existiert mit [a] * [b] = [1].

Wir kénnen den Repréisentanten a in {1,2,...,n — 1} wihlen. Der Rest des
Beweises geht analog zu dem von Lemma 2.4. Wir fithren ihn indirekt. Wir
nehmen an, dass zwei verschiedene Elemente b,0' € {1,2,...,n — 1} existieren
mit [a]*[b] = [a]*[b'] . Wir konnen annehmen, dass b > b’ gilt. Aus [a|x[b] = [a]*[V']

folgt, dass ein k € Z existiert mit ab = ab’ + kn, d.h. a (b —b') ist ein Vielfaches
von n. Das ist offensichtlich nicht méglich, wenn n eine Primzahl ist. m

Wir werden von nun an + anstelle von + und - anstelle von * schreiben fiir
die beiden Operationen auf Z,. Statt [a] + [b] = [¢] mit a,b,c € {1,2,...,n — 1}
schreibt man dann oft auch

a+b=cmodn

oder auch einfach a + b = ¢ wenn aus dem Kontext klar ist, dass es sich um die
Addition in Z,, handelt, und entsprechend auch fiir die Multiplikation.
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2.2 Ringe und Korper

Es gibt viele wichtige algebraische Strukturen, die zwei zweistellige Verkniipfun-
gen besitzen. Das Paradebeispiel dafiir ist Z, auf dem man addieren und multi-
plizieren kann.

Definition 2.3 Fine Menge A mit zwei zweistelligen Verkniipfungen + und -
heisst Ring (mit Eins), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

a) (A, +) ist eine abelsche Gruppe.

b) (A,-) ist eine Halbgruppe

c) Es gelten die beiden Distributivgesetze: Fir alle a,b,c € A gilt

a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-a+c-a.

Ist die Verknipfung - kommutativ, d.h. ist (A,-) eine abelsche Halbgruppe, so
heisst der Ring kommutativ.

Das Neutralelement der Addition bezeichnet man stets mit 0. Das zu a € A
beziiglich der Addition inverse Element bezeichnet man mit —a. Das Neutralele-
ment der Multiplikation wird mit 1 bezeichnet. Das mag unter Umstédnden etwas
verwirren, denn mit 1 bezeichnen wir ja auch stets die natiirliche Zahl “Eins”.
Aus dem Kontext sollte immer klar sein, um welche “Eins” es sich jeweilen han-
delt. Gewohnen Sie sich jedoch an, sich das immer ganz genau zu iiberlegen.

Ist der Ring kommutativ, so braucht man natiirlich nur eines der Distributiv-
gesetzte zu fordern; das andere folgt dann wegen der Kommutativitét.

Lemma 2.5 Ist (A, +,:) ein Ring, so gilt
a-0=0-a=0
fiir alle a € A.

Beweis.
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0.

Addiert man auf der linken und der rechten Seite dieser Gleichung —(a - 0), so
folgt 0 = a - 0. Analog folgt 0-a=0. =

Eine einfach Folgerung aus dem Lemma ist, dass 1 # 0 ist, sofern A mehr als
ein Element enthélt. Wére namlich 1 = 0, so wiirde fiir jedes a € A die Gleichung
a=1-a=0-a=0 gelten. Der Ring, der nur die 0 enthélt, ist natiirlich vollig
trivial. Wir setzen von nun an stets voraus, dass 1 # 0 gilt.

Beispiel 2.3 a) (Z,+, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins.
b) (Zn,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Fins. Das Distributivgesetz folgt
ganz leicht aus dem Distributivgesetz in Z.

28



Wir werden noch viele wichtige Ringe kennenlernen. Zu den in der Mathe-
matik wichtigsten gehoren die sogenannten Polynomringe. Wir betrachten
zunéchst reelle Polynome; dies liasst sich jedoch spéter sehr leicht verallgemei-
nern.

Definition 2.4 Fin reelles Polynom in einer Variablen x ist ein Ausdruck
der Form

p(x) = ap + arx + agx® + ... + apa”,

mit ag, a,...,a, € R. Diese Zahlen heissen die Koeffizienten des Polynoms.
Das Polynom mit allen Koeffizienten 0 heisst das Nullpolynom. Wir bezeichnen
es auch einfach mit 0.

Man setzt iiblicherweise fiir ein Polynom, das nicht das Nullpolynom ist, vor-
aus, dass a, # 0 ist. Ist a, = 0 so lasst man a,z" einfach weg. Reduziert
man das Polynom auf diese Weise, so gelangt man schliesslich zu einem Polynom
mit hochstem Koeffizienten # 0. n heisst dann der Grad des Polynoms. Man
kann jedoch ein Polynom vom Grad n fiir jedes m € N auch mit Koeffizienten
nt1 =0,...,0p1m = 0 erginzen.

Polynome kann man addieren und multiplizieren. Sind p(x) und ¢(z) zwei
Polynome, so definiert man die Addition p(z) + ¢(x), indem man einfach die
Koeffizienten addiert:

p(z) + q(z) = (ao+ bo) + (a1 + b1) x + ... + (an + b,) 2".

In dieser Schreibweise haben wir das Polynom von eventuell niedrigerem Grad
durch Nullen ergénzt. Die Multiplikation ist etwas komplizierter definiert. Die
Multiplikation mit dem Nullpolynom ist stets das Nullpolynom. Sind p(z) =
ap + a1x + axx® + ... + a,z" und ¢ (z) = by + b1 + ... + b x™ zwei Polynome,
beide # 0, so definiert man

p(x) - q (l‘) = aobo + (a0b1 -+ albo) x + (a062 —+ Glbl + &Qbo) 1'2 4+ ...+ anbmxm”.

Es sollte aus dem Gymnasium bekannt sein, dass die Polynommultiplikation kom-
mutativ und assoziativ ist. Das Neutralelement ist das Polynom p(x) = 1. Man
bezeichnet mit R [x] die Menge aller Polynome (mit reellen Koeffizienten). R [x]
versehen mit der Addition ist offenbar eine abelsche Gruppe. Das Neutralelement
ist das Nullpolynom 0. Ferner ist R [x] versehen mit der Multiplikation - eine abel-
sche Halbgruppe. Es sollte ebenfalls bekannt sein, dass das Distributivgesetz gilt.
Demzufolge gilt

Satz 2.4 (R [z],+,) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Bemerkung 2.2 Fine Bemerkung, die etwas an Haarspaltereir grenzt: Die “Va-
riable” x spielt eigentlich in der obigen Diskussion keine richtige Rolle. Wir
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konnen ein Polynom auch einfach durch das (n + 1)-Tupel seiner Koeffizienten
(ag,as, . ..,a,) beschreiben. Dann ist

R [z] := {(ap,a1,...,a,) : n € Ny, a; € Rfiir0 < i <mn, a, # 0fallsn # 0} .

Die Addition und die Multiplikation kann dann aufgrund dieser Koeffizienten
definiert werden. Fine “Variable” x kommt so gar nicht mehr vor.

Andererseits wissen Sie natirlich, dass ein Polynom eine Abbildung R — R
definiert, einfach durch R 3t — ag+ a1t + ...+ ant™ und Addition und Multipli-
kation von Polynomen entspricht dann einfach der Addition und Multiplikation
der Funktionswerte. Man sollte jedoch zwischen einem Polynom, aufgefasst als
formales Tupel (ag,a1,...,a,) der Koeffizienten, und aufgefasst als Abbildung
R — R wunterscheiden. Der Grund fiir diese Haarspalterei ist im Moment nicht
richtig ersichtlich. Es wird sich jedoch spdter herausstellen, dass in allgemeine-
ren Situation zwei verschiedene (formale) Polynome durchaus dieselbe Abbildung
definieren kinnen.

Ist (A,+,) ein Ring mit Eins (kommutativ oder nicht), so kann man sich
fragen, welche Elemente ein Inverses beziiglich der Multiplikation haben. 0 kann
offenbar kein Inverses haben, denn wir hatten schon gesehen, dass a-0=0-a =0
fiir alle a € A gilt, und demzufolge kann es kein Element 0~ geben mit 07%-0 =
0-07! =1 (wegen 1 # 0). Das Néchstbeste, was man haben kann, ist wenn jedes
Element # 0 ein Inverses besitzt.

Definition 2.5 a) Ein kommutativer Ringe mit Fins, in dem jedes Element # 0
ein multiplikatives Inverses besitzt, heisst Korper.

b) Ein nicht-kommutativer Ring (mit Eins), in dem jedes Element # 0 ein
multiplikatives Inverses besitzt, heisst Schiefkorper.

Die Namensgebung hat sich so eingebiirgert, ist linguistisch aber ganz un-
sinnig. Nach {iblichem Sprachverstiandnis wére ein Schiefkorper ein Korper, der
noch die zusétzliche Eigenschaft “Schiefe” hat. Das ist aber genau nicht der
Fall: Eine zusétzliche Eigenschaft hat ein Korper, ndmlich die Kommutativitét.
Schiefkorper machen sich iibrigens ziemlich rar. Wahrend wir gleich eine Reihe
von Beispielen von Korpern kennen lernen werden, konnen wir im Moment kein
Beispiel eines Schiefkorpers angeben. Das einzige (konkrete) Beispiele, das wir
kennen lernen werden, ist der Quaternionen-Schiefkérper, den wir im néchsten
Semester diskutieren werden.

Das multiplikative Inverse eines Elements a bezeichnet man iiblicherweise mit
a~* oder * (im Gegensatz zum additiven Inversen —a).

Beispiel 2.4 a) Q, R, C sind Beispiele von Korpern.
b) Ist n eine Primzahl, so ist (Zy,+,-) ein Kiorper (wegen Satz 2.3).
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Ist n keine Primzahl, so ist (Z,, +, ) kein Kérper. Das konnen wir wie folgt
einsehen. Ist n keine Primzahl, so existieren Zahlen 1 < p,q < n mit pg = n.
Demzufolge gilt in Z,, die Gleichung pqg = 0. Man sagt, dass Z, Nullteiler hat.
Dass (Zp, +, ) kein Korper sein kann, folgt dann aus

Lemma 2.6 FEin Korper (K, +,-) hat keine Nullteiler, d.h. fir a,b # 0, a,b € K
gilt a-b#0.

Beweis. Aus a-b =0 und a # 0 folgt
b=1-b=(a"-a)-b=a"(a-b)=a"-0=0.

]

Die Umkehrung der Aussage des Lemmas gilt {ibrigens nicht: Ein kommuta-
tiver Ring (mit Eins), der keine Nullteiler besitzt, ist deswegen noch lange kein
Korper. Ein Beispiel ist R [z]. R [z] hat offensichtlich keine Nullteiler, das Po-
lynom p () = x hat jedoch kein Inverses, d.h. es gibt kein Polynom ¢ (z) mit
p(z) q(z) =1

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung den Punkt - fiir die Multipli-
kation auch weglassen, wenn dies nicht zu Verwechslungen fiithren kann, so wie
das auch in R {iblich ist.

Korper haben also die Eigenschaft, dass man in ihnen “wie in R” rechnen
kann: Man kann addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch Elemente # 0
dividieren. Es gibt jedoch durchaus grosse Unterschiede. Z.B. gilt im Koérper Z,
die Eigenschaft 141 = 0, was vielleicht etwas ungewohnt ist. Sei K ein beliebiger
Korper. Wir definieren rekursiv fiir n € N ein Element n € K :

¢

Hier ist etwas Vorsicht geboten: Die 1 auf den rechten Seiten meint die Eins im
Korper, also das Neutralelement der Multiplikation. Ebenfalls ist + die Addition
im Korper. Hingegen ist die 1 auf der linken Seite die Eins in N und die Addition
ist die Addition in N.

Definition 2.6 Gilt in einem Kérper n # 0 fir alle n € N, so sagt man,
der Korper habe Charakteristik 0. Anderenfalls ist die Charakteristik definiert
durch

char (K) :=min{n € N:n =0}.

Satz 2.5 Ist char (K) # 0, so ist char (K) eine Primzahl.
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Beweis. Wir zeigen, dass fiir m,n € N die Gleichung

—

(mn) =mn (2.5)
gilt. Zunéchst zeigen wir die Gleichung
(m + 1) = i+ 7. (2.6)

Dies folgt mit Induktion nach n : Fiir n = 1 ist es die Definition und der Induk-
tionsschluss geht wie folgt:

(mEmd1) = (mTm+1) = (mtn)+1
— Mt A+l=m+n-tl.
(Ubungsaufgabe: Uberlegen Sie sich bei jeder der Gleichungen ganz genau, wieso
sie gilt). Damit ist (2.6) bewiesen. Wir zeigen nun (2.5) ebenfalls mit Induktion

nach n. Fiir n = 1 folgt die Aussage wegen 1 = 1. Nun wieder der Induktions-
schritt:

= mn + m (nach (2.6))

= mn + m (nach Induktionsvoraussetzung)
=m((n+1) (Distributivgesetz in K)

= m(n/—i_—\l) (nach Definition).

Damit ist (2.5) bewiesen.

Aus dieser Gleichung folgt nun sofort, dass die Charakteristik von K eine
Primzahl ist (falls sie # 0 ist): Sei n € N die Charakteristik. Zunéchst ist wegen
1 # 0 (im Korper) die Charakteristik # 1. Wir nehmen an, die Charakteristik
sei keine Primzahl. Dann existieren Zahlen p,q € N, p,q < n mit n = pg. Wegen
(2.5) folgt

0=n=pg=Dq.
Da ein Korper keine Nullteiler hat, folgt dass p oder g gleich 0 ist. Dies steht je-
doch im Widerspruch zur Definition der Charakteristik als die kleinste natiirliche
Zahln mit n=0. m

Beispiel 2.5 Der Kérper (Z,,+,-) (p Primzahl) hat Charakteristik p.

Bemerkung 2.3 Es gibt viele andere Korper, die Charakteristik p haben. Es gibt
jedoch nicht sehr viele Korper mit endlich vielen Elementen. Man weiss, dass es
fiir jede Zahl m € N und jede Primzahl p im Wesentlichen genau einen Kdrper
mit p™ Elementen gibt. Diese Korper heissen Galois-Felder. Der Korper kann
fir m > 2 jedoch nicht (Zym,+,-) sein, da dieser Ring Nullteiler hat, wie wir
gesehen hatten. Die Konstruktion der Galois-Felder ist nicht ganz einfach. Man
kann jedoch leicht nachweisen, dass ein Korper mit p™ Elementen Charakteristik
p hat. (Ubungsaufgabe).
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3 Lineare Gleichungssysteme, Matrizen

3.1 Das Gauflsche Eliminationsverfahren

Die einfachste lineare Gleichung fiir die Unbekannte x € R ist die Gleichung der
Form
ar =0, (3.1)

wobei @ und b € R sind. Schon fiir diese einfache Gleichung miissen wir eini-
ge Fallunterscheidungen machen. Der “Standardfall” ist a # 0. Dann hat die
Gleichung die eindeutige Losung x = b/a. Ist hingegen a = 0, so gibt es zwei
Unterfille: Ist auch b = 0, so ist jede Zahl eine Losung dieser Gleichung. Ist aber
b # 0 (aber immer noch a = 0), so hat die Gleichung keine Losung. Bezeichnen
wir mit L die Losungsmenge

L:={zeR:azx =0}, (3.2)

so gilt also
{b/a}, fallsa # 0,
L= R, fallsa = Ound b = 0,
0, fallsa = Ound b # 0.

Wir wollen diese Diskussion nun auf mehrere Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten verallgemeinern. Das Endergebnis wird eine vollig analoge Fallunter-
scheidung sein. Zunéchst sei jedoch bemerkt, dass wir, statt nur Gleichungen fiir
Unbekannte in R zu betrachten, in jedem beliebigen Kérper arbeiten konnen. K
sei also ein Korper (z.B. R, C oder Z,, p Primzahl). Wir betrachten dann die
Gleichung (3.2) fiir Koeffizienten a,b € K und suchen Losungen z in K. Alles
geht natiirlich genauso wie oben, denn wir kénnen in K wie in R durch Zahlen
= 0 dividieren.

Nun zu Systemen von Gleichungen. Wir betrachten m Gleichungen fiir die n
Unbekannten zq,zs,...,x, € K :

a11ry + a1y + ... + QpnT, = bl,
a21T1 + 292 + ... + oLy — bg,

(3.3)
Am1T1 + QmaXs + ... + QunTn = b

Dabei sind die Koeffizienten a;; € K flir 1 <:<mund 1 <j <nund b € K
fiir 1 <4 <m. Man kann das Gleichungssystem auch kurz wie folgt schreiben:

n
E aijxj:bi,izl,...,m.
=1

Die Losungsmenge ist definiert als

L= {(xl,:zzg,...,wn) EK”:Zaijxj:bifﬁrizl,...,m}.

Jj=1
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Dies ist eine Teilmenge der Menge aller n-Tupel von Elementen in K : L C K".
L kann natiirlich leer sein, wie wir schon gesehen haben. Wir gehen nun dar-
an, das Gleichungssystem systematisch zu 16sen. Die Methode heisst “Gauss-
Elimination”, nach dem berithmten Mathematiker Carl Friedrich Gauss, von ihm
selbst “eliminatio vulgaris” genannt. Dazu fithren wir Manipulationen des Sy-
stems durch, welche die Losungsmenge nicht dndern. Ziel dieser Manipulationen
ist es, das System auf ein anderes System zu reduzieren, bei dem die Lésungen
unmittelbar abgelesen werden kénnen. Die Operationen nennt man elementare
Zeilenoperationen (die “Zeilen” sind einfach die einzelnen Gleichungen):

71 Vertauschen zweier Zeilen des Gleichungssystems.

Z2 Multiplikation einer Zeile mit einem Korperelement o # 0. Hier werden alle
Koeffizienten einer der Gleichungen mit o multipliziert, und natiirlich auch
das entsprechende b;.

73 Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen, a € K. Wird etwa das a-
fache der I-ten Zeile zur k-ten addiert, so sieht das Gleichungssystem (3.3)
wie folgt aus:

a11T1 + 122 + ...+ A1nTn = bl,
ap1ry +oanTy + QT+ aapTy +...+ Gy + T, = by +aby,
Am1T1 + Am2T2 +...+ AmnTn = b

Alle Gleichungen ausser der k-ten bleiben unangetastet. In kompakter
Schreibweise sieht das Gleichungssystem nach dieser Zeilenoperation wie

folgt aus:
S agay; = b, fie 1 <i<m, ik, (3-4)
j=1
5 (o + a5y = by 2

Jj=1

Satz 3.1 Die elementaren Zeilenoperationen Z1-Z3 verdndern die Losungsmenge
eines Gleichungssystems nicht.

Beweis. Fiir Z1 und Z2 ist das offensichtlich. Wir diskutieren Z3: Sei L
die Losungsmenge von (3.3) und L' die Losungsmenge von (3.4), (3.5). Ist z =
(1, 22,...,x,) € L, so gilt natiirlich (3.4) und ferner

n

n n
E (akj + Oéalj) €Ty = E Qi T4 + g aar; = bk + Oébl,
Jj=1 J=1

Jj=1
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was nichts anderes als (3.5) ist. Demzufolge ist z € L', und wir haben somit
gezeigt, dass L C L' ist.

Zum Beweis von L' C L beachte man, dass wir das “alte” Gleichungssystem
(3.3) aus dem Gleichungssystem (3.4), (3.5) erhalten, indem wir zur k-ten Zeile
das (—a)-fache der [-ten addieren. Damit ergibt sich das “alte” Gleichungssystem
aus dem “neuen” ebenfalls durch eine Zeilenoperation des Typs Z3. Die vorherige
Uberlegung zeigt also L' C L. Damit ist L = L' bewiesen. m

Fiir den weiteren Verlauf der Diskussion ist es {iberfliissig und eher beschwer-
lich, die x; in der Notation immer mitzuschleppen. Wir betrachten deshalb ein-
fach die sogenannte Koeffizientenmatrix

a1y a2 ... Qp

921 22 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 ... Qmn

Eine solche Anordnung von Korperelementen nennt man eine m x n-Matrix. Die
obige Matrix hat m Zeilen und n Spalten. a,; nennt man die ¢j-te Komponente
der Matrix. Wir schreiben die Matrix auch als

A= (0i5)1<icm, 1<jn >
oder auch einfach kurz A = (a;;), wenn klar ist, wieviele Zeilen und Spalten
sie hat. Man bezeichnet die Zeilen und Spalten als “Vektoren” (spater mehr zu
diesem Begriff). Die Matrix hat also die m Zeilenvektoren

(ail Az ... Gm);lﬁiﬁma

und die n Spaltenvektoren

CLmj

Einen Zeilenvektor kéonnen wir natiirlich auch als 1 x n-Matrix auffassen, und
einen Spaltenvektor als m x 1-Matrix. Einige zusétzliche Begriffe: Nullvekto-
ren sind Vektoren, deren Komponenten alle gleich Null sind. Ebenfalls ist die
Nullmatrix die Matrix mit allen a;; = 0. Wir konnen unsere Matrix A durch
den zusatzlichen Spaltenvektor

b= (3.6)



erginzen und erhalten dann die m x (n + 1)-Matrix

a1 19 oo Qp b1

921 929 oo Qop bg
(A,b) ==

Ami Gm2 - CGmn b,

Die oben beschriebenen elementaren Zeilenoperationen verdndern dann einfach
die Zeilenvektoren, indem bei Z1 zwei Zeilenvektoren vertauscht werden, bei Z2
eine Zeile in jeder Komponente mit einem Korperelement o # 0 multipliziert
wird und bei Z3 das a-fache einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird.

Wir wollen die Matrix (A,b) nun mit Hilfe solcher Zeilenoperationen auf ei-
ne besonders einfache Form bringen, die sogenannte Stufenform. Wir suchen
zundchst nach der ersten Spalte der Matrix A, die nicht gleich dem Nullvektor
ist, d.h. deren Komponenten nicht alle gleich Null sind. Gibt es keine derartige
Spalte, so ist A die Nullmatrix. In diesem Fall ist das Gleichungssystem (3.3)
besonders einfach

j=1

Die Losungsmenge dieses Gleichungssystems L ist natiirlich ganz einfach zu be-
stimmen: Gibt es mindestens ein b; # 0, so ist L = (), d.h. es gibt gar keine
Losungen. Gilt hingegen b; = 0 fiir alle ¢, so sind offensichtlich alle n-Tupel
(1,22, ...,x,) Losungen, d.h. es gilt L = R". In diesem Fall kénnen wir die
Loésungsmenge somit unmittelbar finden. Wir fahren daher fort mit dem Fall,
wo A mindestens eine vom Nullvektor verschiedene Spalte hat. Nehmen wir (der
notationellen Einfachheit halber) an, dies sei die erste Spalte. Dann kénnen wir
mit einer Vertauschung von Zeilen (was die Losungsmenge nicht verdndert), die
Matrix (A4, b) so veriandern, dass die Komponente in der linken oberen Ecke # 0
ist. Wir gehen also nun weiter davon aus, dass a;; # 0 ist.

Nun zum eigentlichen Eliminationsschritt: Wir verdndern die Matrix (A, b)
mit Hilfe von Zeilenoperationen Z3, so dass die erste Spalte keine weitere Kom-
ponente # 0 hat; wir “eliminieren” also z; aus den Gleichungen Nummer 2 bis
m. Dies geht sehr einfach: Wir addieren das (—asg;/a;q)-fache der ersten Zeile
zur zweiten. Damit erhalten wir fiir die zweite Zeile

a a a
(0 azg—ﬁalg agn—ialn bQ_a_ﬁbl).

Nun fahren wir entsprechend weiter mit der dritten, vierten bis zur letzten Zeile
und erhalten die Matrix

a1y a19 e Q1n bl

0 Q22 — %042 <. Qop — Z—ialn by — Z_ﬁbl
0

0 Qm2 — Ma12 cee Amp — aml 1n bm — aml 1
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Wir betrachten nun die (m — 1) x (n — 1)-Matrix

a a
Agp — -G12 ... G2np — 2rQip
A* o
a a
Am2 — aTll a2 ... Qmp — a?ll A1n
und den Spaltenvektor
a
by — ﬁbl
b* P .
b, — 4mip,

Ist A* die Nullmatrix, so ist das Eliminationsverfahren zu Ende, und sonst verfah-
ren wir mit der Matrix (A*, %) in gleicher Weise wie vorher mit der Matrix (A, b) .
Es ist offensichtlich, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbricht,
wobei wir dann bei einer Matrix (Z, 5) der folgenden Form angelangt sind:

0 oo 0 @iy @upygr - oo e e e G by
0 ... ... ... T R A /9 _Bk
0 oo e 0 b
0 ... ... ... e el L0 by

Die formale Beschreibung sieht wie folgt aus: Esist 0 < k < n,und 1 < n; <
.. <n, <n. Ist k=0, so0ist A die Nullmatrix. Ist k > 1, so ist fiir 1 < j < k die
Komponente a;,,; die erste von Null verschiedene Komponente der j-ten Zeile.
Fiir j > k ist die j-te Zeile der Matrix A der Nullvektor. Es konnen jedoch
durchaus einzelne oder alle der Ej fiir j > k verschieden von 0 sein.

Wir koénnen die Matrix noch etwas vereinfachen, was die nachfolgende Dis-
kussion erleichtert: Durch Multiplikation von Zeilen mit Koérperelementen # 0
(Operation 7Z2) koénnen wir erreichen, dass fir 1 < j < k die Komponenten
@jn; = 1 sind. Ferner konnen wir durch nochmalige Anwendung von Z3 errei-
chen, dass fiir 2 < j < k in der n;-ten Spalte oberhalb von @;,, = 1 nur Nullen
stehen. Die Matrix sieht dann wie folgt aus:

O e O 1 617n1+1 e 617712,1 O al7n2+1 e 0 cee Eln él
0 ... ... ... . ... 0 1 Gopgy1 --- 0 ... G by
0 oo ivn .. R | N U7 _Ek
O .................. 0 bk+1
O oo 0 by
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Wenn wir das Gleichungssystem auf diese Form gebracht haben

n
Zaijxj :EZ', 1< < m,
=1

so lasst sich die Losungsmenge einfach ablesen:

Fall 1: Es gilt ¥ < m und mindestens eine der Zahlen by 1, ..., by, ist # 0.

In diesem Fall hat das System offenbar keine Losung. Es gilt also L = (), denn
wenn j € {k+1,...,m} ein Zeilenindex ist mit b; # 0, so ist die j-te Gleichung
auf keine Weise erfiillbar.

Fall 2: Es gilt kK = m oder Ekﬂ =...=b, =0.

In letzterem Fall kénnen wir die Gleichungen Nr. k 4 1 bis Nr. m einfach
weglassen, denn sie sind automatisch bei jeder Wahl der x-Werte erfiillt. Wir
teilen unseren Fall nun in zwei Unterfille auf:

Fall 2a: Es gilt k = n.

In diesem Fall muss A in der obigen Matrix nach dem Weglassen eventueller
Zeilen k + 1 bis m die sogenannte n x n Einheitsmatrix F, sein:

_ o |1, fallsi=j,
@iy = 0ij = { 0, fallsi # j. (37)
oder als Matrix geschrieben
1 0 0 0
01 0
def
00 ... 0 1

Wir haben oben das sogenannte Kronecker Deltasymbol §;; verwendet, das durch
die zweite Gleichung in (3.7) definiert ist. Das Gleichungssystem ist damit ganz
einfach geworden:

v =0 firi=1,2,....,k(=n).

Es gibt also in diesem Fall genau eine Losung, d.h.

L={(b1,b,....0;)}.

Fall 2b: k£ < n. In diesem Fall kénnen die Variablen z; mit j ¢ {ny, no,
..., ng} frei gewdhlt werden, und x,,,, Ty, . . ., Tn, ergeben sich daraus durch die
Gleichungen

n

Tp, = bl — E dij:cj.

Jj=ni+1
JE{nit15mk}
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Es gibt in diesem Fall unendlich viele Losungen (falls K unendlich ist, wie z.B.
K =1R), denn n — k der z-Variablen, ndmlich z; mit j ¢ {ny, no,...,n,} kénnen
nach Belieben gewihlt werden. Auch im Fall, wo K endlich ist (z.B. K = Z,) gibt
es mehr als eine Losung. Wir sehen also, dass in diesem Fall das Gleichungssystem
zwar losbar, aber nicht eindeutig losbar ist.

Wir machen ein Zahlenbeispiel (mit K = R):

:L’1—|—2x2—x3:1,
2$1+J]2+!L‘3:0,
3$1+2$3:4.

Nach Elimination der x;-Variablen aus der zweiten und der dritten Gleichung
ergibt sich
$1+2$2—£L‘3: 1,
—3£L'2 + 31’3 = —2,
—61’2 + 5I3 =1.

Nun eliminieren wir x5 aus der dritten Gleichung:

$1+2.1'2—£L'3: 1,
—3I2 + 31’3 = —2,
—X3 = D.
Auf die weitere Reduktion kénnen wir verzichten: Die eindeutige Losung lésst

sich nun sofort ablesen: z3 = —5, 9 = —13/3, x; = 14/3. Wir modifizieren das
erste Gleichungssystem nun ein wenig;:

$1+2$2—ZE3: 1,
21‘1+$2+$3:O,
3$1 +3CL’3 =—1.

Nach der Elimination von z; haben wir

$1+2I2—$3I 1,
—3x9 + 313 = —2,
—61’2 + 65(]3 = —4.

Nun sieht man, dass die dritte Gleichung das zweifache der zweiten Gleichung
ist. Nach Elimination von x5 aus der dritten Gleichung féllt die letzte Gleichung
daher einfach weg und wir erhalten:

1+ 219 — w3 =1,
—3x9 + 313 = —2.

39



Nun dividieren wir die zweite Gleichung noch durch —3 und eliminieren x5 aus
der ersten Gleichung. Wir erhalten dann

1+ 0z + 23 = —1/3,
Lo — T3 = 2/3

Wir sind damit im Fall 2a und erhalten als Losungsmenge
L={(-1/3—-1t,2/3+1,t):t€R}.

Man beachte, dass der Fall 2a nicht auftreten kann, wenn das System weniger
Gleichungen als Unbekannte hat. Wir erhalten daher den folgenden

Satz 3.2 Hat ein Gleichungssystem (3.3) weniger Gleichungen als Unbekannte,
d.h. gilt m < n, so hat das System entweder gar keine Ldsung oder mehr als eine
Lésung.

Wir betrachten noch etwas genauer den besonders wichtigen Spezialfall von
gleich vielen Gleichungen wie Unbekannten, also m = n. In diesem Fall ist die
Matrix A, wie man sagt, quadratisch, d.h. sie hat gleich viele Zeilen wie Spalten.
Im Fall 2a lasst sich diese Matrix durch elementare Zeilenoperationen auf die
Einheitsmatrix F),, transformieren, und das Gleichungssystem hat fiir jede Wahl
der b; genau eine Losung. Diese Situation ist wichtig genug fiir eine Definition:

Definition 3.1 FEine quadratische n x n-Matrixz A heisst regquldr, falls sie sich
durch elementare Zeilenoperationen auf die Einheitsmatriz FE, transformieren
lasst. Ist A micht reguldr, so heisst sie singuldr.

Aus der obigen Diskussion ergibt sich der folgende

Satz 3.3 Wir betrachten das Gleichungssystem (3.3) mit m = n. Ist A regquldr,
so hat das Gleichungssystem fiir jede Wahl der b;, 1 < i <n genau eine Lisung.
Ist A singuldr, so hat das System entweder gar keine Lésung oder mehr als eine
Lésung.

Der Satz hat die folgende interessante Konsequenz:
Korollar 3.1 Hat das Gleichungssystem (3.3) mit m = n fir irgend eine spe-
zielle Wahl der b; genau eine Lisung, so ist A requldr und demzufolge hat das

System fiir yede Wahl der b; genau eine Losunyg.

Ein wichtiger Spezialfall ist b; = 0, Vi.
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Definition 3.2 Fin Gleichungssystem der Form

n

Zaijxj:O,izl,...,m (39)

j=1

heisst homogen. Ist (3.3) ein Gleichungssystem mit beliebigen b;, so heisst (3.9)
das zu (3.3) gehdrende homogene System.

Ein homogenes Gleichungssystem hat offensichtlich immer mindestens eine
Losung, nédmlich die sogenannte triviale Losung x; = 0, 1 < 57 < n. Als Korollar
aus Satz 3.2 erhalten wir im Fall von weniger Gleichungen als Unbekannte:

Korollar 3.2 FEin homogenes Gleichungssystem mit m < n hat mehr als eine
Lésung.

Beweis. Nach Satz 3.2 tritt der Fall einer eindeutigen Losung nicht auf.
Da aber ein homogenes System immer mindestens eine Losung hat, ndmlich die
triviale, so bleibt nur der Fall iibrig, dass das System mehr also eine Losung hat
(natiirlich dann unendlich viele, wenn K unendlich ist). m

Betrachten wir nochmals den Fall m = n, also gleich viele Gleichungen wie
Unbekannte. Ein Spezialfall von Korollar 3.1 ist:

Korollar 3.3 Wir betrachten das System (3.3) mit m = n. Dieses Gleichungs-
system ist dann und nur dann eindeutig losbar, wenn das zugehdrige homogene
System nur die triviale Losung hat.

Falls das zugehorige homogene System nicht nur die Triviallosung hat, so
weiss man, dass (3.3) nicht eindeutig 16sbar ist. Es sind dann aber immer noch
zwei Falle moglich, ndmlich, dass es gar keine Losung hat, oder dass es mehr als
eine Losung hat.

Es ist interessant, dass man von der Tatsache, dass das homogene System
hdchstens eine Losung hat (ndmlich die Trivialls sung), auf die (eindeutige) Ewi-
stenz einer Losung des inhomogenen Systems schliessen kann. Es gibt viele wich-
tige Beispiele von linearen Gleichungssystemen, bei denen man fiir das homogene
System nachweisen kann, dass es nur die triviale Losung besitzt, ohne dass man
die Gauss-Elimination durchfiihrt. In diesem Fall hat man also die Fzistenz einer
Losung des inhomogenen Systems nachgewiesen ohne deren explizite Berechnung.
Mehr dazu in den Ubungen.

3.2 Matrizenrechnung

Fiir das Rechnen mit Gleichungssystemen ist es bequem, eine Addition und eine
Multiplikation von zwei Matrizen einzufithren. Wir betrachten hier Matrizen,
deren Komponenten aus einem beliebigen aber fest gewéhlten Korper K sind.
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Beide Operationen sind jedoch nur erkldrt, wenn die beiden Matrizen, die zu
addieren bzw. zu multiplizieren sind, gewissen Bedingungen geniigen. Zunéchst
die Addition. Sie ist nur fiir zwei Matrizen des gleichen Typs erklért, d.h. wenn
die Anzahl der Zeilen und die Anzahl der Spalten bei beiden Matrizen die gleiche
ist.

Definition 3.3 A = (a;;) und B = (b;;) seien zwei m x n-Matrizen. Dann ist
die Summe A+ B wieder eine m x n-Matriz:

A+ B = (a; + bij)lgigm,lgjgn :

Die Addition definiert man also einfach, indem man die Komponenten der
Matrizen addiert.

Es gibt gute Griinde dafiir, dass man bei der Multiplikation anders vorgeht.
Zunéchst ist sie nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix
gleich der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix ist:

Definition 3.4 A = (a;;) sei eine m X n-Matriz und B = (b;;) sei eine n x k-
Matriz. Dann ist die m x k-Matriz C = A - B = (¢;;) wie folgt definiert:

n
Cij ::Zaitbtja 1 SZSm, 1 S]S k.
t=1

Die Komponente i, j von A - B ergibt sich also, indem man die Zeile Nummer
1 der A-Matrix

(ail a2 ... @in)

und die Spalte Nummer j der B-Matrix

nimmt und die Komponenten dieser Vektoren sukzessive paarweise miteinander
multipliziert und diese Produkte dann aufsummiert.
Hier ein Beispiel

1 0 1
A:(_llg_%),B: 2 2 2

1 2
A - B ist dann eine 2 x 3-Matrix:

8 1 11
A'B:(o 11 —5)'
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Man beachte, dass B - A nicht definiert ist, denn die Anzahl der Spalten von B
ist nicht gleich der Anzahl der Zeilen von A. Im nachfolgenden Satz formulieren
wir ein Reihe von elementaren Eigenschaften dieser Multiplikation. Wir lassen
iblicherweise den - weg. Ferner verwenden wir die Konvention, dass “mal” stéarker
bindet als “plus”.

Satz 3.4 a) Ist A eine m X n-, B eine n X k- und C' eine k x I-Matriz, so gilt
(AB)C = A(BC).
b) Ist A eine m x n-, und sind B,C n x k- Matrizen, so gilt
A(B+C)=AB+ AC.
c) Sind A, B zwei m X n-Matrizen, und ist C' eine n X k- Matriz, so gilt
(A+ B)C = AC + BC.

d) Ist A eine m x n-Matriz, und sind E,, und E, die durch (3.8) definierten
Einheitsmatrizen, so gilt

E,A=AFE, = A.

Beweis. Die Beweise folgen sofort aus den entsprechenden Assoziativ- und
Distributivgesetzen der Multiplikation in K. Wir beweisen a). Die Beweise der
anderen Aussagen seien dem Leser iiberlassen.

Wir betrachten die Komponente d;; von D := (AB) C. Per Definition erhalten

wir sie als
k
dij = E fitcrj,
t=1

wobei f;; die entsprechende Komponente von AB ist, also

n
f'it = E aisbst'
s=1

Zusammen ergibt das

n n k
dij = Z (Z aisbst> Ctj = 2 Qis (2 bstctj)
s= t=

t=1 s=1

nach den Assoziativ- und Distributivgesetzen in K. Die rechte Seite ist aber nichts
anderes als die Komponente Nummer i, j von A(BC). m

Ein Spezialfall sind die quadratischen Matrizen. Wir bezeichnen die Menge
der n x n-Matrizen mit Komponenten aus K mit M (n, K). Elemente in M (n, K')
konnen wir also stets addieren und multiplizieren.
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Satz 3.5 M(n, K) versehen mit der Addition + und der Matrizenmultiplikation
- ist ein Ring mit Fins. Das Neutralelement der Addition ist die Nullmatriz
(mit allen Komponenten 0) und das Neutralelement der Multiplikation ist die
Einheitsmatriz E,,.

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorangegangen Satz. m

Bemerkung 3.1 Es ist sehr wichtig zu bemerken, dass der Ring (M (n, K),+,-)
nicht kommutativ ist (ausser natirlich fir n = 1). Dazu ein Beispiel

(V2) G )7 ),
() () =(00)

Es kann natirlich durchaus (auch fir n > 2) fir zwei Matrizen A und B €
M(n, K) vorkommen, dass AB = BA gilt. Fin triviales Beispiel ist A = FE,.
Man sagt dann, dass A und B wvertauschen. “In der Regel” vertauschen jedoch
zwei Matrizen nicht. Wenn Sie zwei Matrizen “zufillig” auswdhlen, so werden

diese typischerweise nicht vertauschen. (Der letzte Satz macht natirlich keinen
mathematisch prdzisen Sinn).

Wir bezeichnen die Nullmatrix auch einfach mit 0. Es sollte aus dem Kontext
stets klar sein, ob mit 0 die Null im Ko6rper oder die Nullmatrix gemeint ist.

Von besonderem Interesse in einem Ring sind die beziiglich der Multiplikation
invertierbaren Elemente.

Definition 3.5 Fine Matriz A € M(n, K) heisst invertierbar, wenn eine Ma-
trix B € M(n, K) existiert mit

AB=BA=E,. (3.10)

Diese zu A inverse Matriz wird dann meist mit A~' bezeichnet. Die Menge
aller invertierbaren n x n-Matrizen wird mit GL(n, K) bezeichnet. (GL steht fir
“general linear”).

Bemerkung 3.2 Die obige Definition setzt implizit voraus, dass die Inverse A~!
eindeutig ist. Hier das Argument: Sind B, B’ zwei Matrizen, die (3.10) erfiillen,
so gilt

B=BE,=B(AB')=(BA)B'=E,B' =B

Es ist keinesfalls so, dass alle von 0 verschiedenen Matrizen A € M(n, K)
invertierbar sind. Betrachten wir etwa

A:<8é)
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Dann ist
A b11 b12 _ b21 b22
ba1  bay 0 0 ’

was natiirlich unmoglich die Einheitsmatrix ist. Demzufolge ist A nicht invertier-
bar, obwohl es nicht die Nullmatrix ist.
E,, ist trivialerweise invertierbar, und es gilt £, ' = E,.

Satz 3.6 a) (GL(n,k),-) ist eine Gruppe. (Man nennt sie die allgemeine lineare
Gruppe).

b) Fir A, B € GL(n, K) gilt (AB)™ = B"'A™".

¢) Fiir Ae GL(n,K) ist A=t € GL(n, K) und es gilt (A7) = A.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass - auf GL(n, k) iiberhaupt definiert ist, denn
bisher hatten wir nur gesehen, dass fiir A, B € M(n, K) das Produkt AB wieder
eine n x n-Matrix ist. Wir miissen also zeigen, dass fiir A, B € GL(n, K), das
Produkt AB wieder invertierbar ist. Das ist jedoch sehr einfach: Wir weisen nach,
dass B~'A™! das Inverse davon ist (dann haben wir auch gleich b) bewiesen):

(B'A™)(AB)=(B™'(A'A))B= (B'E,) B
=B 'B=E,,

und
(AB) (B'A™) = E,

geht genau gleich.

Damit ist zunéchst gezeigt, dass - eine zweistellige Verkniipfung auf GL(n, K)
ist. Damit folgt jedoch nun sofort, dass (GL(n, k), -) eine Gruppe ist. Das Asso-
ziativgesetz iibertragt sich einfach von M (n, K) her, FE, ist das Neutralelement,
und jedes Element hat per Definition ein Inverses. Teil b) ist damit auch bewiesen
und c) ist evident. m

Ein sehr einfacher Spezialfall von quadratischen Matrizen sind Diagonalma-
trizen. Dies sind Matrizen, die hochstens in der Diagonalen ¢ = j von Null
verschiedene Elemente haben.

di 0 ... ... 0

0 d 0 ... 0
D=0 0 d3 - |,

: 0

0 ... ... 0 d,

oder kurz mit dem Kronecker-Symbol.
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Eine derartige Diagonalmatrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonal-
element d; von Null verschieden sind, und es ist dann

_ 1

Die Einheitsmatrix FE, ist die Diagonalmatrix mit d; = 1.

Wir betrachten nun die Diskussion des Gleichungssystems (3.3) unter diesen
Gesichtspunkten. Zunéchst konnen wir es etwas kompakter schreiben. Dazu
fassen wir das n-Tupel der Unbekannten x; als Spaltenvektor auf

X1
X2

Tn

Wir konnen das natiirlich auch als n x 1-Matrix auffassen. Das Gleichungssystem
(3.3) hat dann einfach die Form

Az =b. (3.11)

b ist hier der Spaltenvektor (3.6), den wir als m x 1-Matrix auffassen. Das sieht
nun genau wie der triviale Fall (3.1) aus, nur dass a € K durch die Matrix A
ersetzt wird, und b wie auch die Unbekannten zu je einem Spaltenvektor zusam-
megefasst werden.

Wir kénnen unsere im letzten Abschnitt eingefiihrten Zeilenoperationen eben-
falls als Matrizenmultiplikationen interpretieren. Zunéchst Z1: Betrachten wir
die m x m-Matrix Z» die wie folgt gebildet ist: Sei e* der Zeilenvektor, dessen
k-te Komponente 1 ist und sonst 0

k= (0 ... 0 0 ... 0).

1
T
k

Die i-te Zeile der Matrix Z% ist e/, die j-te ist €’ und fiir k # 4, j ist die k-te
Zeile eF. Z%7 ist also “fast” die Einheitsmatrix, nur steht in den Zeilen i und j die
Eins jeweils an der vertauschten Stelle. Multiplizieren wir die Matrix A von links
mit Z%, so wird einfach die i-te Zeile von A mit der j-ten ausgetauscht. Z%b
ist einfach der Spaltenvektor, dessen i-te mit der j-ten Komponente ausgetauscht
sind. Man beachte, dass Z% invertierbar ist: Es gilt

Z% . 7% = B,

d.h. Z%7 ist sein eigenes Inverses. Das Gleichungssystem (3.11) hat deshalb die
gleiche Losungsmenge wie das System

(249 A)x = 790,
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Die Zeilenoperation Z1 ist also nichts anderes als die Multiplikation des Systems
von links mit einer dieser Z-Matrizen.

Nun zur Zeilenoperation Z2: Diese ist noch einfacher zu bewerkstelligen. Wir
betrachten die m x m-Diagonalmatrix D“® deren i-tes Diagonalelement die Zahl
« ist und die anderen 1. Die Multiplikation des Gleichungssystems (3.11) von
links mit D%,

D" Az = Db,

ist dann nichts anderes, als dass die ¢-te Gleichung mit o multipliziert wird.
Wiederum ist fiir « # 0 die Matrix D** invertierbar mit

(Di,a)_l — pil/e

Nun noch zur Zeilenoperation Z3: Addieren wir das a-fache der [-ten Zeile
zur k-ten, so ist das einfach die Multiplikation von links mit der Matrix Mb*Fe,
die bis auf die k-te Zeile die Zeilen der Einheitsmatrix hat und deren k-te Zeile
gleich

O ...0 a0 ... 1 0.
T T
l k

ist. Wiederum ist M"“* invertierbar: Das Inverse ist einfach M5k~

Wir kénnen nun die Definition 3.1 wie folgt in Matrizensprechweise {iberset-
zen: Eine quadratische Matrix ist reguldr (im Sinne dieser Definition), wenn sie
durch Multiplikation von links mit Z-, D- oder M-Matrizen der obigen Form
in die Einheitsmatrix iiberfiihrt werden kann. Damit ergibt sich nun ziemlich
einfach der folgende

Satz 3.7 Fine quadratische Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn sie re-
quldr ist.

Beweis. I) Wir setzen zunéchst voraus, dass die Matrix A invertierbar ist.
Dann hat das Gleichungssystem (3.11) die eindeutige Losung # = A~1'b. Nach
Satz 3.3 ist die Matrix A also regulér.

IT) Wir setzen nun voraus, dass die Matrix A reguldr ist. Geméss der Diskus-
sion vor der Formulierung des Satzes gibt es eine Matrix B, die als Produkt von
Z-, D- oder M-Matrizen dargestellt werden kann, mit

BA=FE,.
Wegen Satz 3.6 ist B invertierbar. Daraus folgt
A= (B7'B)A=B"'(BA)=B",

also
AB=B'B=E,.
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Somit ist A invertierbar und die Inverse davon ist B. =

Die Identifikation der Inversen einer quadratischen Matrix A mit der Matrix B
des obigen Beweises fiihrt auf ein bequemes Schema, um die Inverse “von Hand”
auszurechnen. Ist A eine n x n-Matrix, so bilden wir die n x 2n-Matrix, indem
wir die Einheitsmatrix F, rechts an die Matrix anfiigen:

a; Gy ... G 1 0 ... 0
Qa21 Q99 ... Q9 0 1

: 0
Ap1 QAp2 .. Qpnp (O ... 0 1

Nun fithren wir elementare Zeilenoperationen durch, bis die linke Halfte die Ein-
heitsmatrix ist (oder bis das Verfahren vorher abbricht, in welchem Fall die Matrix
A singulér ist). Dann steht in der rechten Hélfte die Inverse von A (falls man
sich nicht verrechnet hat).

Zum Schluss noch eine Begriffsbildung, die spéater wichtig werden wird.

Definition 3.6 a) Sei A eine m x n-Matriz: A = (a;j) . Dann nennt man die

n X m-Matriz, die man durch Vetauschung der Zeilen und Spalten aus A erhdlt,
/ def

die transponierte Matriz ATvon A: AT = (al;) , mit aj; = aj;.
b) Eine quadratische Matriz A heisst symmetrisch, wenn AT = A gilt.
Hier ein paar einfache Eigenschaften:
Satz 3.8 a) Seien A eine m x n-Matriz und B eine n X k-Matriz, so gilt
(AB)" = BTAT.
b) Ist A € GL(n,K), so ist AT € GL(n,K) und es gilt
(aT) " = (4"

Beweis. a) BT ist eine k x n-Matrix und AT eine n x m-Matrix. Somit ist
def

BT AT definiert. Sei D = (d;;) = AB und DT = (d};) . Dann gilt
diy=dji = auby =Y Vidi,
k k

mit der Notation AT = (agj) , BT = (b;j) . Die rechte Seite der obigen Gleichung
ist genau die ij-te Komponente von BT AT,
b) Nach a) gilt

(A" AT = (Aa )Y = ET = B,

T

AT (AN = (A7) = ET = E,.

Daraus folgt, dass (A_l)T die Inverse von AT ist. Insbesondere folgt auch, dass
AT invertierbar ist. m
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4 Vektorrdume und lineare Abbildungen

4.1 Vektorraume

Dreidimensionale Vektoren kénnen bekanntlich addiert werden (Parallelogramm-
regel) und mit reellen Zahlen (“Skalaren”) gestreckt werden. Wir betrachten in
diesem Kapitel Verallgemeinerungen dieser Situation. Zunéchst konnen die reel-
len Zahlen durch Elemente eines beliebigen Korpers K ersetzt werden, z.B. C,
Zo. Wir nennen die Elemente des Korpers manchmal auch “Skalare”.

Definition 4.1 FEine nichtleere Menge V', versehen mit zwei zweistelligen Ver-
kndipfungen

VxV3@ww) —v+twel,
KxV>3(av)—avelV,

heisst K - Vektorraum (oder einfach Vektorraum, falls klar ist, mit was fir ei-
nem Kérper man arbeitet), wenn die folgenden Vektorraumaziome (V1)-(V5)
erfillt sind:

V1 (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

V2
lv=v,YVveV,
V3
a(fv) = (af)v, Vo, € K,Yv eV,
V4
(a+B)v=av+Pv, Vo, € K,Yv eV,
V5

a(v+w)=av+aw,Va € K, Vo,w e V.

Die Elemente von V' bezeichnet man iiblicherweise als “Vektoren”. Die Ope-
ration + nennt man Vektoraddition, die von der Addition im Koérper zu unter-
scheiden ist. Wir bezeichnen mit —v das beziiglich der Addition inverse Element
von v € V. Die Axiome bediirfen einiger Erlduterungen. Zunéchst bezeichnen wir
jeweils mit 0 das Neutralelement der Addition in V, das existiert, da (V,+) eine
abelsche Gruppe ist. Dies sollte jedoch nicht mit dem Nullelement des Korpers
verwechselt werden. In vielen Biichern werden Vektoren generell in der Nota-
tion besonders hervorgehoben, z.B. indem man @', oder v fiir Elemente aus V
schreibt. Der Nullvektor wére entsprechend dann 0 oder 0. Dies fiihrt jedoch
zu einer Inflation von Notationen. Es ist aus dem Kontext immer klar, was fiir
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eine Null in einer Formel steht. Der Leser sollte sich das jeweils genau iiberle-
gen. Entsprechende Unterscheidungen sind auch in (V2)-(V5) notwendig. Man
muss insbesondere zwischen + als Verkniipfung der Korperelemente und + als
Verkniipfung der Vektoren unterscheiden. So ist das Plus auf der linken Seite von
(V4) die Addition in K und auf der rechten Seite die in V. In (V5) ist das Plus
auf beiden Seiten die Verkniipfung in V. Ein Ausdruck der Form a+v mit o € K
und v € V ist hingegen nicht definiert. Ahnliche Unterscheidungen gibt es bei der
Multiplikation. In (V2) wird auf der linken Seite zweimal die Multiplikation von
Vektoren mit Skalaren verwendet, wiahrend auf der rechten Seite a3 natiirlich
die Multiplikation in K ist. Das resultierende Korperelement wird anschliessend
mit einem Vektor verkniipft. Eine Multiplikation von zwei Vektoren ist ebenfalls
nicht definiert.
Einige einfache Folgerungen aus den Axiomen:

Proposition 4.1 a)
Ov=0,VYvevV.

Hier ist die Null auf der linken Seite die “Kérper-Null” und auf der rechten Seite
die “Vektorraum-Null”

b)
a0 =0, Va € K.

(Hier ist die Null auf beiden Seiten natirlich die “Vektorraum-Null”)

c)
(—)v=—v,YveV.

Auf der linken Seite wird mit der —1 des Korpers multipliziert und auf der rechten
Seite steht das inverse Element beziiglich der Addition in V.
d) Falls av =0 gilt, so folgt o« =0 oder v = 0.

Beweis. a)

0v=(0+4+0)v (Eigenschaft der Null in K)
= 0v + Ov (V4).

Addiert man auf beiden Seiten — (0v), das inverse Element von Ov in V' beziiglich
der Vektorraumaddition, so folgt Ov = 0.
b) geht analog.

c)

(—Dv+v=(-1v+1v (V2)
=(-1+1)w (V4)
= v
=0 nach a).
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d) Ist a # 0 so folgt
1 1 1
vzlv:(—a)v:—(ow):—O:O.
« « a

Die erste Gleichung gilt nach (V2), die zweite ist die Eigenschaft eines Inversen
in K, die dritte folgt aus (V3), die vierte folgt aus der Voraussetzung und die
letzte folgt aus b). =

Sind v, v9,...,v, € V und aq, as, ..., a, € K so ist rekursiv

n
a1V + Uy + ...+ apv, = E Q;V;
i=1

definiert. Man nennt dies eine Linearkombination der v;.

Beispiel 4.1 Der einfachste Vektorraum ist der sogenannte 0-dimensionale
Vektorraum. Er enthilt nur ein Element, den 0-Vektor: V = {0}.

Beispiel 4.2 Sein € N und K sei ein beliebiger Korper. Dann ist der Raum
der n-Tupel von Elementen von K :

K" :={z = (z1,29,...,2,) :2; € K}
ein K-Vektorraum. Wir definieren die Addition durch
(1,9, .. ) + (Y1, Y2, - Yn) = (T1 + Y1, T2 + Yo, -« -, Ty + Yn)
und die Multiplikation mit Skalaren durch
a(xy, o, ..., o) = (X, Qg ..., Q1) .

Man priift sofort nach, dass die Vektorraumaxiome erfillt sind.
K selbst wird auf diese Weise zu einem K -Vektorraum.

Beispiel 4.3 Wir verallgemeinern das vorangegangene Beispiel: Sei M eine be-
liebige Menge. Dann definieren wir KM als die Menge aller Funktionen M — K :

KM= {f:f: M=K},
Wir definieren die Addition zweier Funktionen f,g € KM durch
(f +9) (m) := f(m) +g(m)
und die Multiplikation mit Skalaren durch
(af) (m) = af (m).

Das Beispiel 4.2 ist der Spezialfall M = {1,...,m}. Ein weiterer Spezialfall ist
M := N. Bine Funktion N — K st nichts anderes als eine Folge (o;),cy von
Elementen in K.
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Beispiel 4.4 Wir konnen uns auch auf spezielle Funktionen einschrinken:
V= {f: fist stetige Funktion R — R}
ist ebenfalls ein Vektorraum.

Beispiel 4.5 Seien K, L zwei Korper mit K C L, wobei die Addition und die
Multiplikation i K wvon Elementen in K mit den entsprechenden in L iiber-
einstimmen. L heisst dann eine Korpererweiterung von K. Z.B. ist R eine
Korpererweiterung von Q und C ist eine Korpererweiterung von R (und von Q).
In einem solchen Fall ist L ein K-Vektorraum: Die Addition ist die Addition in L
und die Multiplikation von Elementen x € L mit “Skalaren” o € K ist natiirlich
einfach die Multiplikation in L. Man priift sofort nach, dass die Vektorraumazio-
me gelten.

Man muss jedoch aufpassen: Zs, das wir mit {0,1,...,4} identifizieren kon-
nen, st keine Korpererweiterung von Zs. 1 + 1 = 0 qilt in Zs, aber nicht in
Zs. Somit ist die obige Voraussetzung verletzt, dass die Verkniipfungen auf der
kleineren Menge ibereinstimmen.

Beispiel 4.6 Sei M (m,n, K) die Menge der m x n-Matrizen mit Komponenten
in K. (Zur Erinnerung: Wir hatten mit M(n, K) die Menge der quadratischen
n x n-Matrizen bezeichnet). M (m,n, K) ist ein K-Vektorraum. Addition und
Multiplikation mit Skalaren sind auf die natirliche Weise definiert. Wir kénnen
die Komponenten einer Matriz natirlich einfach “der Reihe nach” aufschreiben.
Dann ist eine m X n-Matriz natirlich nichts anderes als ein Element in K™™.
In dieser Schreibweise gehen jedoch alle Aspekte, die mit der Multiplikation von
Matrizen zusammenhdngen, unter.

Bemerkung 4.1 Die folgende Bemerkung ist im Moment nicht allzu wichtig:
Wie schon oben erwdhnt, wird in einem K -Vektorraum nicht verlangt, dass Vek-
toren miteinander multipliziert werden kénnen. Dennoch gibt es natiirlich Vek-
torrdume, wo eine Multiplikation der Vektoren definiert und wichtig ist. Beispiele
sind etwa der R® mit dem Ihnen wahrscheinlich bekannten Vektorprodukt, oder
M (n, K) mit dem Matrizenprodukt. Die Minimalforderung an ein solches Pro-
dukt, nennen wir es *, ist iblicherweise die sogenannte Bilinearitdt: Fir o, € K
und u,v,w € V soll

(au+ Bv) *w = a (u*xw) + G (v*w)

gelten, und dasselbe im zweiten Argument des Produkts. Man priift sofort nach,
dass diese Figenschaft in den beiden eben erwdhnten Produkten erfiillt sind. Man

nennt einen K -Vektorraum mait einem Produkt, das diese Eigenschaft erfiillt, eine
K-Algebra.
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Das Vektorprodukt in R? ist jedoch nicht assoziativ, erfiillt aber
uxv4+vxu=>0
und die sogenannte Jacobi-Identitdt:
ux (vxw)+ vk (wxu)+wx (uxv)=0.

Eine K-Algebra mit diesen Eigenschaften nennt man eine Lie-Algebra. Eine
K-Algebra, deren Verkniipfung * assoziativ ist, bezeichnet man als assoziative
K-Algebra. Da nicht assoziative Algebren sehr wichtig sind, betont man die
Assoziativitit, falls sie vorliegt. M (n, K) ist eine assoziative Algebra.

Ubung 4.1 Zeigen Sie, dass M(n, K) mit der Verkniipfung
[A,B] := AB — BA

eine Lie-Algebra ist.

4.2 Unterriaume

Definition 4.2 V' sei ein K-Vektorraum. FEine nichtleere Teilmenge U C V
heisst Unterraum (oder linearer Teilraum, oder auch linearer Unterraum), wenn
die folgenden Aziome erfillt sind:

Ul Firu,velU gilt u+veU.

U2 FirueU und a € K gilt au € U.

Bemerkung 4.2 Wir konnen die beiden Bedingungen in eine zusammenfassen:
au+ v e U, furVa, § € K, Yu,v € U.

Beispiel 4.7 Die beiden Koordinatenachsen {(x,0) : x € R} und {(0,y) : y € R}
sind Unterridume des R-Vektorraums R?.

Wir koénnen dieses Beispiel noch weitgehend verallgemeinern.
Beispiel 4.8 Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem
Ax =0,
wobei A eine m X n-Matriz ist. Dann ist der Lisungsraum
L:={zeK": Az =0}

ein Unterraum von K™. Das ist ganz einfach zu sehen: Sind x,y Ldésungen des
Systems und sind o, 8 € K, so ist ax + By wegen

A(ax + By) = aAzx + fAy =0

ebenfalls eine Losung des Systems.
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Es ist wichtig zu bemerken, dass die Losungsmenge eines inhomogenen Sy-
stems kein Unterraum ist. Sind z,y Losungen des Systems

Axr = b,

so gilt
Alax + By) = (a+06)b

und die rechte Seite ist natiirlich im Allgemeinen ungleich b.

Satz 4.1 Ist U ein Unterraum eines K-Vektorraums V, so ist U selbst ein K-
Vektorraum.

Beweis. Wir iiberzeugen uns zunichst davon, dass der Nullvektor von V
ebenfalls in U liegt: Wir haben vorausgesetzt, dass U mindestens ein Element
enthélt, nennen wir es u. Dann ist wegen (U2) und Proposition 4.1 a)

0=0vel.

Zu v € U ist wegen (U2)
—v=(-1)vel,

die erste Gleichung nach 4.1 c).

Damit folgt nun, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist, mit der von V' iiber-
nommenen Addition. Die anderen der Vektorraumaxiome folgen nun sofort aus
den entsprechenden in V. m

Satz 4.2 Sind U; und Uy zwei Unterrdume des Vektorraums V., so ist Uy N Uy
ein Unterraum.

Beweis. Es gilt
0eU;NUs,.

Somit ist U; N Uy nicht leer.

Sind «,f € K und u,v € U; N Us, so sind u,v sowohl aus U; wie aus Us.
Wegen der Unterraumeigenschaft dieser Mengen ist au + Sv sowohl in U; wie in
U,, und damit auch in U; N Us. Damit ist der Satz bewiesen. m

Im Gegensatz zum Durchschnitt ist die Vereinigung zweier Unterrdume i.A.
kein Unterraum. Ein einfaches Beispiel: Sei U; := Rx {0} C R? Uy := {0} xR C
R2. U; und U, sind natiirlich Unterrdume von R?, aber U; UUs, ist kein Unterraum:
(1,0) und (0, 1) sind beide in U; U Us, aber (1,1) = (1,0) + (0,1) ist es nicht.

Definition 4.3 Seien Uy, U, ..., U, Unterrdume des K-Vektorraums V. Dann
st die Summe dieser Unterrdume definiert durch

Uy+Us+ ...+ U, :={us +us+ ... +u, :u; € U; Vi}.
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Satz 4.3 Sind Uy, Us, ..., U, Unterrdume von V, so ist Uy + Uy + ... + U, ein
Unterraum.

Der ganz einfache Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.
Ist U ein Unterraum von V, so kénnen wir auf V die folgende Aquivalenzre-
lation definieren:
V]~ Uy = vy — vy € UL

Nach den Unterraumeigenschaften folgt sofort, dass dies eine Aquivalenzrelation
ist. Wir konnen daher die Quotientenmenge V/ ~, d.h. die Menge der Aqui-
valenzklassen beziiglich dieser Aquivalenzrelation bilden. Die Aquivalenzrelation
hat die folgende Eigenschaft: Sind vy, ve,v],v5 € V mit v1 ~ vy, und v| ~ v},
und sind o, § € K, so gilt

vy + Bug ~ avy + Buy.
In der Tat ist
(av] + Buh) — (v + Bug) = a (v —v1) + B (vy — vg) € U
nach den Unterraumeigenschaften (Ul) und (U2). Damit wird mit
[v1] + [ve] := [v1 + v9]
eine zweistellige Verkniipfung auf V/ ~ und mit
a[v] == [aw]
eine Verkniipfung von Skalaren mit Elementen von V/ ~ definiert.

Ubung 4.2 Prifen Sie nach, dass V/ ~ mit diesen Verkniipfungen zu einem
K-Vektorraum wird. Man nennt diesen K -Vektorraum den Quotientenraum und
bezeichnet ihn tblicherweise mit V/U.

4.3 Basis eines Vektorraums, Erzeugendensysteme,
lineare Unabhéingigkeit

Definition 4.4 Sei V' ein K-Vektorraum. Fine (endliche) Basis des Vektor-
raums ist ein n-Tupel V = (vy,vy,...,v,) von Vektoren, das die Figenschaft
hat, dass sich jeder Vektor v € V' eindeutig als Linearkombination der v; dar-
stellen lisst, d.h. dass es zu jedem v € V' genau ein n-Tupel (ay, g, . .., ap) € K™

gibt mit
n
v = Z ;.
=1

Hat ein Vektorraum eine (endliche) Basis, so heisst er endlichdimensio-
nal.
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Eine Spitzfindigkeit: Wir achten bei einer Basis V = (v, v,...,v,) auf die
Reihenfolge der Basiselemente v;. Ist V eine Basis, so ist offensichtlich auch
(vg,v1,v3,...,v,) eine Basis. Wir betrachten das aber als eine andere Basis.
Dennoch sprechen wir manchmal etwas salopp davon, dass die Vektoren vy, vs,
..., v, “eine Basis bilden”. Das ist formal nicht ganz korrekt: Es ist das geordnete
n-Tupel, das eine Basis ist.

Die Vektoren einer Basis miissen immer ungleich dem Nullvektor sein, denn
mit dem Nullvektor in dem Satz von Vektoren kann natiirlich eine Darstellung
nicht eindeutig sein. Der einfachste Vektorraum, nédmlich der Vektorraum {0}
enthélt kein vom Nullvektor verschiedenes Element. Man sagt dann auch, dass
dieser Vektorraum die Basis () habe. Das ist aber nur eine (verniinftige) Konven-
tion.

Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns hauptsichlich mit endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen beschéftigen. Zunéchst ein wichtiges Beispiel: Wir
betrachten den K-Vektorraum V = K". Fiir 1 < ¢ < n betrachten wir die Vekto-
ren e; := (0;1, 02, - . ., 0in) . Dieser Vektor hat also genau eine 1 an der i-ten Stelle
und sonst Nullen. Dann ist € := (e, eq,...,€,) eine Basis. In der Tat hat jeder
Vektor = = (21,23, ...,x,) € V = K" die eindeutige Darstellung als

n
r = E €T;€;.
=1

Definition 4.5 (e, es,...,e,) heisst die Standardbasis von K".

Es ist sehr wichtig zu bemerken, dass K™ nicht nur diese eine Basis hat,
sondern sehr viele andere. Betrachten wir den einfachsten nichttrivialen Fall R2.
Die Standardbasis besteht aus den Vektoren (1,0) und (0, 1) . Ich behaupte, dass
z.B. auch die Vektoren (1,1), (2,3) eine Basis bilden. Um dies nachzupriifen,
miissen wir nur nachweisen, dass jeder Vektor b = (b, by) € R? eine eindeutige

Darstellung als
b=oq(1,1)+ ay(2,3)

hat. Das ist aber nichts anderes als ein Gleichungssystem fiir oy, as. In der uns
aus dem vorletzten Kapitel vertrauten Form koénnen wir es sie folgt darstellen:
Wir nehmen die Vektoren (1,1), (2,3) als Spaltenvektoren einer Matrix:

(13)

Dann erhalten wir das Gleichungssystem fiir aq, a :
1 2 (05} . b1
1 3 (6D) - bQ '
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. . . 1 2 . : e
Nun ist aber die Matrix ( 1 3 regulér, wie man sofort mit Gauss-Elimination

nachpriift. Daher hat das obige Gleichungssystem fiir jede Wahl von by, b, genau
eine Losung. Dies ist aber nichts anderes als die Basiseigenschaft des Paars von

Vektoren (als Spaltenvektoren geschrieben): i ) , g

Es ist nun ziemlich offensichtlich, wie sich das verallgemeinert:

Satz 4.4 FEs seien uy, s, ..., u, Vektoren in K™. Wir schreiben sie als Spalten-
vektoren
ulj
Ugj
Uj = .
unj
(u1,ug, ..., uy,) ist genau dann eine Basis von K™ wenn die Matriz U = (u;;)

requldr ist.

Beweis. (uj,us,...,u,) ist per Definition genau dann eine Basis von K™,
wenn jeder Vektor b € K™ (den wir als Spaltenvektor schreiben), eine eindeutige

Darstellung als
b= Z OéjUj
j=1

hat. Dies ist aber nichts anderes, als das folgende Gleichungssystem fiir die
“Unbekannten” «;
aq
U : =b.
Qi

Dieses Gleichungssystem hat nach Satz 3.3 genau dann eine eindeutige Losung,
wenn die Matrix regulér ist. m

Wir zeigen nun ganz allgemein, dass jede Basis eines Vektorraums V' gleich
viele Vektoren enthélt:

Satz 4.5 Sei V' ein K-Vektorraum. Besitzt V' eine Basis mit n Vektoren, so hat
jede Basis von V' n Vektoren.

Beweis. Es seien V = (v1,v9,...,0y,) und U = (uq,us, ..., u,) Basen von V.
Wir zeigen zunéchst m > n. Da wir die Rollen der Basen im untenstehenden
Beweis vertauschen kénnen, folgt dann auch n > m, was m = n impliziert.

Aus der Basiseigenschaft von V folgt, dass jeder der Vektoren u; eine Darstel-
lung durch die v’s hat:

u; = Zaijvz-, 1 S] <n, ajj € K (41)

=1
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Sei (z1,x2,...,2,) € K™. Dann gilt

n

Zatjuj = Z$j Zaijvi = Z (Z aijxj) v;. (4.2)
j=1 =1

j=1 i=1 \j=1

Nach der Basiseigenschaft von U ist die einzige Moglichkeit, wie die linke Seite
gleich dem Nullvektor ist, die Wahl x1 = x5 = ... = z,, = 0. Andererseits wiirde
aus m < n und Korollar 3.2 folgen, dass das homogene lineare Gleichungssystem

Zaija:j = O, V. (43)
j=1

eine nichttriviale Losung hat, was implizieren wiirde, dass die rechte Seite von
(4.2) mit einer nichttrivialen Wahl der z; (d.h. nicht alle gleich Null) zu Null
gemacht werden konnte. Da dies nicht moglich ist folgt m > n. =

Ein endlichdimensionaler Vektorraum hat zwar keine eindeutige Basis; der
Satz besagt jedoch, dass die Anzahl der Vektoren in einer Basis unabhéngig
von der speziellen Basis ist. Diese Anzahl ist also eine Grosse, die nur vom
Vektorraum selbst abhéngt.

Definition 4.6 Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' ist die Anzahl
der fiir eine Basis bendtigten Vektoren die Dimension dim (V') des Vektorraums.
Ist der Vektorraum nicht endlichdimensional, so setzt man dim (V') := oo. Die
Dimension des trivialen Vektorraum {0} (der die Basis () hat) ist 0.

Beispiel 4.9 Der K-Vektorraum K™ hat die Dimension n.

Beispiel 4.10 Polynome: In Verallgemeinerung der (formalen) Polynome, die
in Kapitel 2 eingefithrt wurden, kénnen wir Polynome

p(r) =ao+ a1z + ...+ a,z”

betrachten a; € K, mit der Konvention, dass a, # 0 ist, fallsn > 1 ist. n bezeich-
net man dann als den Grad grad (p (x)) des Polynoms. Mit K [z] bezeichnen wir
die Menge aller Polynome, und mit K, [z] die Menge der Polynome vom Grad
< n. K z] und K, [z] sind mit der iblichen Addition und Multiplikation durch
Skalare beides K-Vektorridume. FEine Basis von K, [x] ist (1,z,2% 23,... 2").
Deshalb gilt dim (K, [z]) = n + 1.

Zur weiteren Diskussion benotigen wir einige neue Begriffsbildungen.

Definition 4.7 Sei V' ein Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann ist

Lvy, ..., v, = {Zaivi:al,...,anEK}
i=1
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die lineare Hriille der vy, ... ,v,. Die lineare Hiille ist also einfach die Menge
der Vektoren, die sich als Linearkombinationen der v;’s darstellen lassen. Per
Konvention setzt man L [0] := {0}.

Lemma 4.1 L |vy,...,v,] ist ein Unterraum von V.

Beweis. Seien v = )" v, und u = Y, f;v; zwel beliebige Elemente in
Lvy,...,v,]. Dann ist

n

vtu=Y (a+B)vi€Luvy,... 0

i=1

und fiir A € K ist

n

)\U:Z()\Oéi)viEL[Ul,...,’Un .

i=1
[ ]
Definition 4.8 V = (vy,...,v,) heisst ein Erzeugendensystem von V, wenn
V = Lvy,..., v, gilt.
v1,...,0, ist per Definition stets ein Erzeugendensystem von L [vq,...,v,].

Jede Basis von V ist ein Erzeugendensystem von V. Fiir ein Erzeugendensystem
wird jedoch nicht verlangt, dass die Darstellung als Linearkombination eindeutig
ist. Soist z.B. ((1,0),(0,1),(1,1)) ein Erzeugendensystem von R?, aber natiirlich
keine Basis. Die andere “Hélfte” der Basiseigenschaft wird mit dem folgenden
wichtigen Begriff ausgedriickt:

Definition 4.9 n Vektoren vy, ...,v, € V heissen linear unabhdngig, wenn
der Nullvektor 0 € V' keine nichttriviale Darstellung als Linearkombination der
v; hat, d.h. wenn

Z a;v; =0 = a; =0 fiir alle i (4.4)

i=1
gilt. Sind die Vektoren nicht linear unabhdngig, so heissen sie linear abhdngzig.
Eine unendliche Teilmenge (v;),.; von V heisst linear unabhdngig, wenn jede

endliche Teilmenge linear unabhdngig ist, d.h. wenn fir jedes n € N und jede
Auswahl iy, ... ,1, € I, die Vektoren v;,,...,v;, linear unabhdngig sind.

Hier einige ganz einfache Folgerungen aus der Definition:

Proposition 4.2 a) Ist einer der Vektoren v; der Nullvektor, so sind vy, ..., v,
linear abhdngig.
b) Sind in vy, ..., v, zwei Vektoren gleich, so sind vy, ..., v, linear abhdngig.
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c) Jede Teilmenge einer linear unabhdngigen Menge von Vektoren ist wieder
linear unabhdngig. (Per Konvention deklariert man auch die leere Menge als
linear unabhdngig.)

d) Ist v € V nicht der Nullvektor, so ist die Menge bestehend aus diesem
einen Vektor linear unabhdngig.

Beweis. a)-c) sind einfache Folgerungen aus der Definition. (Uberpriifen Sie
das!). d) folgt aus Proposition 4.1 d). =

Satz 4.6 V = (vy,...,v,) ist genau dann eine Basis von V, wenn V ein Er-
zeugendensystem von V' ist, und wenn die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig
sind.

Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass eine Basis ein Erzeugendensystem
ist. Die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der geforderten Eindeutigkeit der Dar-
stellung, was insbesondere (4.4) impliziert.

Wir zeigen nun umgekehrt, dass ein linear unabhéngiges Erzeugendsystem V
eine Basis ist. Sei v € V' beliebig. Da V ein Erzeugendensystem ist, existieren

Qg ..., € K mit
n
E o;V; = 0.
i=1

Wir miissen noch zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Sei also

n

/
E U = U
i=1

eine zweite derartige Darstellung. Dann folgt

n

Z (Oé; — Oéi> V; = 0.

i=1
Nach (4.4) ergibt sich o, — a; = 0, Vi, also a; = o} Vi. Das ist die gewiinschte
Eindeutigkeit. m

Satz 4.7 Ist V = (vq,...,v,) ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums V. so
ist V' endlichdimensional und es existiert eine Basis von V', die aus einer Teil-
menge dieser Vektoren besteht.

Beweis. Sind vy, ..., v, linear unabhéngig, so ist V eine Basis und dim (V') =
n. Sind diese Vektoren nicht linear unabhéngig, so existieren oy, ..., a,, nicht
alle Null, mit >  oyv; = 0. Sei etwa «, # 0. (Wir nehmen den n-ten nur
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der notationellen Bequemlichkeit halber, mit allen anderen geht das Argument
genauso). Dann lésst sich v, aus den anderen kombinieren:

n—1
Uy = Z (—ai/an) v;.
i=1
Daraus folgt aber, dass auch vy, ..., v,_1 ein Erzeugendensystem von V ist: Ist w
ein beliebiger Vektor in V| so lésst er sich, da vy,...,v, ein Erzeugendensystem
ist, als
n n—1 n—1 _ B
Z /62 (2 Z /67, (2 Z an (2
=1 =1 =1
n—1
Bna
NP
=1 Qn
darstellen. Das ist eine Darstellung von w als Linearkombination der vy, ..., v, 1.
Wir koénnen in gleicher Weise mit dem Erzeugendensystem (vq, ..., v, 1) wei-

terfahren. Entweder ist dieser Satz von Vektoren linear unabhéngig und damit
eine Basis, oder wir kénnen einen weiteren Vektor wegstreichen. In dieser Weise
kann man weiterfahren, bis man zu einer Basis gelangt. m

Lemma 4.2 Seien uq, ..., u,, linear unabhdingige Vektoren in einem Vektorraum
V., die keine Basis bilden. Dann gibt es einen Vektor v € V| sodass uy, ..., Upy, v
linear unabhdngig sind.

Beweis. Wir betrachten den Unterraum L [uy,...,u,] C V (L[0] = {0},
falls m = 0). Da nach Voraussetzung, uy, ..., u,, keine Basis ist, folgt L|uy,
.oy U] # V. Demzufolge existiert v ¢ L[uy, ..., uy]. Wir zeigen, dass uy, ...,
U, v linear unabhéngig sind. Sei > " q;u; + pi1v = 0. Wire g1 # 0, so
liesse v sich als Linearkombination der u’s darstellen: w3 = — Z;il #ﬂul,
was aber wegen v ¢ L[uy, ..., u,] nicht moglich ist. Somit folgt a1 = 0 und
dann folgt wegen der angenommenen linearen Unabhéingigkeit von uy, ..., U,
dass auch ay = ... = a,, = 0 gilt. Somit ist gezeigt, dass die uy, ..., U, v linear
unabhéngig sind. =

Satz 4.8 Seien uq,...,u,, linear unabhdingige Vektoren in einem Vektorraum V.
Ist V' endlichdimensional, so lassen sich diese Vektoren zu einer Basis ergdnzen.
Ist V unendlichdimensional, so lassen sie sich zu einer unendlichen Folge uy, .. .,
Uy Ui, Umaa, --. VON linear unabhdingigen Vektoren erginzen.

Beweis. Nach dem vorangegangenen Lemma konnen wir die Folge ergéinzen.
Entweder stossen wir nach einer endlichen Anzahl von Repetitionen der Konstruk-
tion des Lemmas auf eine Basis oder die Konstruktion fithrt auf eine unendliche
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Folge (u;);cy von Vektoren, die die Eigenschaft hat, dass wuy,...,u, fir jedes
n € N unabhéngig sind. Damit folgt aber auch, dass jede endliche Teilmenge

Ujy, - - -, U, linear unabhéngig ist, denn zu diesen i1, ..., 1%,, existiert n € N mit
i1,...,1, < n. Da eine Teilmenge eines Satzes von linear unabhéngigen Vektoren
wieder linear unabhéngig ist (Proposition 4.2 ¢)), folgt, dass u;,,...,u;, linear

unabhéngig sind. m
Als Folgerung aus den Sidtzen 4.7 und 4.8 ergeben sich die folgenden drei
Korollare:

Korollar 4.1 SeiV ein Vektorraum, seiV = (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem
von V und seien uq, ..., U, linear unabhdingig. Dann ist V' endlichdimensional
und es qilt

n > dim (V) > m.
Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus den Sétzen 4.7 und 4.8. m

Korollar 4.2 Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n.
a) n linear unabhingige Vektoren in V' bilden eine Basis.
b) Ein Erzeugendensystem mit n Vektoren bildet eine Basis.

Beweis. a): Wiren die n Vektoren keine Basis, so konnten sie nach Satz
4.8 zu einer Basis mit mehr als n Vektoren ergénzt werden, was dimV = n
widerspricht. b) folgt analog. m

Korollar 4.3 Sei U ein Unterraum des endlichdimensionalen K -Vektorraums
V. Dann gilt:

a) U ist endlichdimensional und es gilt dim (U) < dim (V).

b) dim (U) = dim (V') gilt genau dann, wenn U =V ist.

Beweis. a) Dass U endlichdimensional ist, folgt sofort aus Satz 4.8, denn
sonst wiirde eine unendliche Folge von linear unabhingigen Vektoren in U exi-
stieren, die auch linear unabhéingig in V' wéren. Jede Basis in U ist auch linear
unabhéngig als Menge von Vektoren in V' und lésst sich daher nach Satz 4.8 zu
einer Basis in V' ergénzen. Daraus folgt dim (U) < dim (V).

b) Gilt dim (U) = dim (V), so ist nach dem vorangegangen Korollar jede
Basis in U auch eine Basis in V. m

Als weitere Anwendung von Satz 4.8 erhalten wir den folgenden Satz tiber die
Dimension von Unterrdumen:

Satz 4.9 Seien Uy und Uy zwei Unterraume des endlichdimensionalen
K-Vektorraums V. Dann gilt

dim Uy + dim Uy = dim (U; N Uy) + dim (Uy + Us) .
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Beweis. Sei k := dim (U; N Usy) und m; := dim U;. Natiirlich gilt mq, my > k.
Wir beginnen mit einer Basis von U; N Us, bestehend aus Vektoren vy, ..., vy.
Nach Satz 4.8 konnen wir diese Basis zu einer Basis in U; ergénzen: vy, ..., v,
Vk+1, - - -, Umy, und natiirlich genausogut zu einer Basis in Us : vy, ..., Uk, Wiy,

cy Winy-

Wir zeigen nun, dass v1, ..., Uk, Uktl, -« Umy, Witl, - - - , Wi, €ine Basis von
Uy + U, ist. Offensichtlich ist es ein Erzeugendensystem dieses Vektorraums. Wir
miissen nur noch zeigen, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind. Betrachten
wir also eine Linearkombination des Nullvektors mit diesen Vektoren:

Anders geschrieben ist das
m2 mi
E Piw; = — g QUi
i=k+1 i=1

Die linke Seite ist somit ein Vektor in U;. Andererseits ist es aber auch ein Vektor
in Uy und somit ist es ein Vektor in U; N Us. Er lasst sich also als Linearkombi-

nation der Vektoren vy, ..., v darstellen. Damit folgt ap11 = ... = a;,, = 0 und
somit gilt
k mo
0= Zaivi + Z @wl
i=1 i=k+1
und wegen der linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., vk, Wgt1, ..., Wy, folgt, das

auch die restlichen a’s und die 3’s alle gleich 0 sind. m

4.4 Basiswechsel, Koordinaten

Wir schauen uns den Beweis des Satzes 4.5 noch unter einem etwas anderen
Gesichtspunkt an. Es seien zwei Basen V und U eines Vektorraums V' gegeben.
Nach dem Beweis dieses Satzes liasst sich eine der Basen, sagen wir U, durch die
andere V wie folgt ausdriicken: Nach (4.1) mit m = n ist

U; = ZCLZ‘]’UZ', 1 S j S n. (45)
i=1

Die Matrix A = (a;;), eine quadratische Matrix, nennt man die Matrix des
Basiswechsels von ¥V nach U. Etwas Vorsicht ist mit der Notation geboten:
Die v; und u; sind hier Vektoren.
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Beispiel 4.11 Betrachten wir die Standardbasis V = (eq, ..., e,) in K™ und eine

“neue” BasisU = (uq,...,uy,), mit den Vektoren
Uy;
U2;
U = . )
Uni

wie in Satz 4.4. Dann ist die (nach diesem Satz regulire) Matriz U, die die u;
als Spalten hat, die Matriz des Basiswechsels von der Standardbasis V nach der
Basis U.

Der folgende Satz ist eine leichte Verallgemeinerung von Satz 4.4 in einer
etwas abstrakteren Situation.

Satz 4.10 Sind zwei Basen eines endlichdimensionalen Vektorraums gegeben,
so ist die durch (4.5) definierte quadratische Matriz des Basiswechsels requldr.
Ist wmgekehrt V eine Basis und ist eine requlire Matriz A = (a;;) gegeben, so
definiert (4.5) eine neue Basis U.

Beweis. Die Diskussion im Beweis des Satzes 4.5 zeigt, dass das homogene
Gleichungssystem (4.3) genau dann nur die triviale Losung hat, wenn die Vekto-
ren uq, ..., u, linear unabhéngig sind, wenn sie also nach Korollar 4.2 eine Basis
bilden. m

Die Gleichung (4.5) driickt die Basis U« durch die Basis V aus. Natiirlich
driickt sich dann die Basis V durch die Basis U/ mit der zu A inversen Matrix aus:

n
_§ : (=1)
=1

<a§j_1)) = AL (agj_l) ist die ij-te Komponente der Matrix A~' und natiirlich
nicht 1/a;;).

Eine Basis V in einem Vektorraum V kann man auch als ein Koordina-
tensystem betrachten: Jeder Vektor v € V hat ja eine eindeutige Darstellung

als
n
v = E Z;U;.
=1

Definition 4.10 Die x; € K in der obigen Darstellung heissen die Koordina-
ten des Vektors v beziiglich der Basis V.

Das n-Tupel der Koordinaten x = (z1,xs,...,2,) ist also ein Element von
K™ Man bezeichnet dieses n-Tupel als den Koordinatenvektor (in K™) von v
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beziiglich der Basis V. Wir erhalten also eine Abbildung ¢y : V — K", die
jedem Vektor seine Koordinaten zuweist. Diese Abbildung ist natiirlich bijektiv:
Jedem n-Tupel von Elementen in K kann man umgekehrt vermoge » . | z;v;
auch einen Vektor in V' zuordnen, der gerade die Koordinaten (z1,xs,...,x,)
hat. Wir konnen den “abstrakten” Vektorraum V also via die Bijektion ¢y
mit dem “konkreten” Vektorraum K" identifizieren. Es ist dusserst wichtig zu
bemerken, dass diese Abbildung von der Wahl der Basis abhingig ist. Man soll
sich daher davor hiiten, sich jeden endlichdimensionalen Vektorraum gleich als
K™ vorzustellen, denn diese Identifikation héngt von der Wahl der Basis ab und
ist nicht — wie man sagt — natiirlich gegeben.

Man beachte, dass in der Matrix A fiir den Basiswechsel von der Basis V
nach der Basis U, die Spalten der Matrix genau die Koordinaten der Vektoren
der U-Basis beziiglich der V-Basis sind.

Wir untersuchen nun, in welcher Beziehung die Koordinaten eines festen Vek-
tors beziiglich zweier verschiedener Basen stehen. Wir betrachten zwei Basen U
und V wie oben, wobei sich die Basis ¢/ mit Hilfe der Matrix A und (4.5) durch
die Basis V ausdriickt. Wir nennen U die “neue” Basis und V die “alte” (diese
Bezeichnung hat natiirlich keinerlei mathematische Bedeutung). Sei v ein beliebi-
ger Vektor in V' mit Koordinaten x; beziiglich der alten Basis V und Koordinaten
y; beziiglich der neuen Basis U. Es gilt also

n n
V= E T;v; = E Y;uy.
=1 j=1

Nun ersetzen wir die neue Basis durch die alte geméss (4.5) und erhalten
n n n n n
i=1 j=1 =1 i=1 \j=1

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors als Linearkombination
von Basisvektoren ergibt sich

n

xi:Zaijyj, 1= 1,...,n. (46)

=1

Die alten Koordinaten driicken sich also durch die neuen Koordinaten mit Hilfe
der Matrix A aus. Wegen dieser Beziehung ist es iibrigens besser, man stellt die
Koordinaten als Spaltenvektor dar:

Dann gilt in alter Matrizenschreibweise

x = Ay.
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Satz 4.11 Drickt sich eine Basis U durch eine Basis YV mit (4.5) aus, so trans-
formieren sich die Koordinaten gemdss x = Ay, wobei x die Koordinaten eines
Vektors beziiglich der Basis V sind und y die beziiglich der Basis U.

Will man die Koordinaten der neuen Basis U aus denen der alten Basis V
berechnen, so muss man die Matrix A invertieren: y = A~ 'x.

Beispiel 4.12 V = K™ und V die Standardbasis. Fin Vektor

Z1
T = : e K"

Tn

hat beziiglich der Standardbasis (Definition 4.5) natiirlich die Koordinaten x4, . . .,
. Beziiglich einer anderen Basis sind die Koordinaten jedoch ganz andere. Neh-
men wir z.B. U = ((1,1),(2,3)) in R% x = (2,1) hat beziiglich der Standardbasis
die Koordinaten 2 und 1. In unserer anderen Basis gilt jedoch die Darstellung

(2,1) =4(1,1) — (2,3).

Demzufolge hat derselbe Vektor die Koordinaten 4 und —1 beziiglich U.
Sei U eine beliebige Basis in K™ bestehend aus den (Spalten)Vektoren

U4

U;
U; =

Uni

Die Koordinaten eines beliebigen Vektors v € K"

X1

T

beziiglich der Standardbasis, also die x; selbst, ergeben sich aus den “neuen”
Koordinaten vy, ...,y, desselben Vektors x beziiglich der Basis U durch x; =
> iy wigyj- Will man die neuen Koordinaten aus den alten berechnen, so muss
man die Matriz U invertieren und erhdlt die Darstellung:

-1
Yi = Zugj )xj.
j=1
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Die Wahl einer speziellen Basis wird oft von konkreten Problemstellung ab-
héngig gemacht und ist in der Regel nicht “natiirlich” gegeben. Als Beispiel
betrachten wir die Menge der Polynome K,,_; [z] vom Grad < n — 1. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir an, dass der Kérper K unendlich ist. K, [z] ist
ein K-Vektorraum der Dimension n, und eine Basis ist (1,z,2%,...,2"7!). Eine
fiir viele Zwecke “natiirlichere” Basis kann wie folgt konstruiert werden. Seien
ai, as, ...,a, € K fest gewdhlte und verschiedene Elemente. Man steht oft vor
dem Problem, ein Polynom vom Grade n — 1 zu finden, das auf diesen Korper-
elementen fest vorgegebene Werte annimmt. Um diese Aufgabe anzugehen, be-
trachten wir die sogenannten Interpolationspolynome

T —a;
gi (z) == H a-—aj-'
i A

Jij#

Man beachte, dass diese Polynome alle vom Grad n — 1 sind, denn das Produkt
hat n — 1 Faktoren.

Satz 4.12 (q1 (x),...,qn (x)) ist eine Basis von K, 1 [x|. Ist p(x) ein beliebiges
Polynom in K,_1[z], so hat es die eindeutige Darstellung

p(@) =Y pla)a ().

(Hier ist p (a;) € K der Wert des Polynoms an der Stelle a;).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die ¢; (x) linear unabhéngig sind. Sei
Z%‘% () =0, ; € K
i=1

eine Darstellung des Nullpolynoms als Linearkombination der ¢; (x) . Man beach-
te nun, dass ¢; (a;) = d;; gilt. Demzufolge gilt > " | a;q; (a;) = «;. Die obige
Darstellung kann also nur gelten, wenn alle «; gleich Null sind. Damit ist die
lineare Unabhéngigkeit gezeigt. Andererseits wissen wir, dass K, 1 [z] die Di-
mension n hat. Aus Korollar 4.2 folgt also, dass (¢ (z),...,q, (z)) eine Basis
ist. Wir wissen daher, dass jedes Polynom p (z) genau eine Darstellung als

p(x) = Zyi(h‘ (), yi € K,
i=1

hat. Einsetzen der a; auf beiden Seiten ergibt y; =p(a;), j=1,...,n. m

K, _1 [x] hat {ibrigens noch viele andere “natiirliche” Basen, von denen die
meisten spezielle Namen tragen, wie z.B. “Hermite-Polynome”, “Tschebyscheft-
Polynome” etc. Einige dieser Basen werden Thnen im Laufe Thres Studiums noch
begegnen.
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4.5 Anwendungen auf Matrizen und lineare Gleichungs-
systeme

Wir kommen nun zu einigen wichtigen Beispielen von Unterrdumen von K™. Es
sei A eine m x n-Matrix. Wir bezeichnen mit z; die m Zeilenvektoren € K™ dieser
Matrix:

& = (aﬂ, e ﬂm) .

Lz, ..., zp) ist dann ein Unterraum von K™.

Definition 4.11 L [zy,..., z,] heisst der Zeilenraum der Matriz. Die Zahl
rang (A) := dim (L [z1, . . ., z,)|) nennt man den Rang der Matriz A.

Proposition 4.3 a) Sei B eine m x m-Matriz. Dann ist der Zeilenraum von
BA ein Unterraum des Zeilenraumes von A. Insbesondere gilt

rang (BA) < rang (A).

b) Ist B regulir, so ist der Zeilenraum von A gleich dem Zeilenraum von BA.
Insbesondere gilt
rang (BA) = rang (A).

Beweis. a) Wir bezeichnen mit z;, 1 < i < m, die Zeilen von BA. Diese
Zeilenvektoren ergeben sich wie folgt:

m
Z; = E biij.
Jj=1

Somit lésst sich jeder Vektor, der sich als Linearkombination der Zeilen von BA
schreiben ldsst, Y ", o;Z;, a; € K, auch als Linearkombination der Zeilen von A

schreiben:
m m

m m m
E ;2 = E a; E biij = E E Oéibij Zj.
=1 =1 j=1 j i=1

=1
Somit folgt
L[El,...,zm] C L[Zla'--azm]a

woraus sich auch rang (BA) < rang (A) ergibt.

b) folgt sofort aus a): A = B™'(BA) und Teil a). m

Mit Hilfe des Satzes 4.7 konnen wir den Rang einer Matrix noch etwas anders
interpretieren:

Proposition 4.4 Der Rang einer Matriz ist die mazimale Anzahl linear un-
abhdngiger Zeilenvektoren der Matriz.
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Beweis. Die Zeilen der Matrix A bilden natiirlich ein Erzeugendensystem des
Zeilenraums. Nach Satz 4.7 kénnen wir durch eventuelles Weglassen von Zeilen
zu einer Basis des Zeilenraums gelangen. Es gibt also r = rang (A) unabhéngige
Zeilen unter allen Zeilen der Matrix. Andererseits kann es auch nicht mehr geben,
sonst wére die Dimension des Zeilenraums > r. =

Wir diskutieren nun einige Aspekte von linearen Gleichungssystemen unter
den oben entwickelten Gesichtspunkten. Wir kommen zunéchst auf die Gauss-
Elimination aus dem letzten Kapitel zuriick. Wir haben dort mit Hilfe von ele-
mentaren Zeilenoperationen eine beliebige m x n-Matrix A auf die folgende Form
gebracht:

0 ... 0 1 @mns1 - 0 @ipprr --- 0
0 ... 0 0 S B T B |
. .
A= 0
0 0 1 Gpyi
0 0 0 0
0o 0 ... 0

Die letzte von 0 verschiedene Zeile ist die k-te. Ich behaupte, dass die ersten
k Zeilen dieser Matrix linear unabhéngig sind. Um dies einzusehen, betrachten
wir eine Linearkombination des Nullvektors (als Zeilenvektor) durch die ersten k
Zeilen der obigen Matrix, nennen wir diese zy,...,Zy :

k
Zaﬁi: (0,0,,O)
=1

Die erste Zeile Z; hat die n;-te Komponente 1. Alle anderen Zeilen haben diese
Komponente gleich 0. Deshalb ist die n;-te Komponente von Zle «,;z; einfach
a;. Analog ist die n;-te Komponente von Zle a;z; der Skalar «;. Die obige
Gleichung kann daher nur gelten, wenn a; = ... = ay = 0 ist. Wir haben somit
gezeigt, dass die Zeilen Zy,...,Z; linear unabhéingig sind. Mehr unabhéngige
Zeilen kann es in der Matrix A jedoch nicht geben, denn die anderen Zeilen sind
alle der Nullvektor. Demzufolge ist rang (Z) = k. Wir wissen jedoch, dass sich
A aus A durch Multiplikation von rechts mit einer reguliren m x m-Matrix B
ergibt: A = BA. Nach Proposition 4.3 folgt also:

Satz 4.13 Fir eine m X n-Matriz A ist rang (A) gleich der vom Nullvektor ver-
schiedenen Zeilen der Stufenmatrixz nach einer Gauss-Elimination.

Korollar 4.4 FEine quadratische n x n-Matrix A ist genau dann requldr, wenn
rang (A) = n gilt.
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Bemerkung 4.3 Wie wir schon aus dem letzten Kapitel wissen, ist eine qua-
dratische Matrix genau dann requldr, wenn ihre Transponierte reguldr ist. Das
lasst sich verallgemeinern: Der Rang einer m X n-Matrix ist gleich dem Rang
threr Transponierten. Da Transponieren einfach Zeilen mit Spalten vertauscht
sagt man auch, dass der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang ist. Man kann das
beweisen, indem man zeigt, dass die elementaren Zeilenoperationen den Spalten-
rang nicht verdndern. Das Resultat ergibt sich aber auch ganz einfach aus einer
Uberlegung im néchsten Abschnitt, sodass wir den Beweis besser noch etwas ver-
schieben.

Ein weiterer wichtiger Unterraum von K" ist die Losungsmenge eines homo-
genen Gleichungssystems

L={re K": Az =0}, (4.7)

wobeil A = (a;;) wieder eine m x n-Matrix ist. Wir hatten im Beispiel 4.8 schon
gesehen, dass das ein Unterraum von K™ ist. Wir wollen nun eine Basis dieses
Unterraums finden. Dazu wenden wir wieder die Gauss-Elimination aus dem
letzten Kapitel an und bringen das Gleichungssystem auf die Stufenform mit der
obigen Matrix A:

L={zeK": Az =0}

Die letzten m — k Zeilen von A sind alle gleich dem Nullvektor. Die entspre-
chenden Gleichungen entfallen deshalb. Wie wir schon wissen, existiert im Falle
k = n nur die triviale Losung. Der Losungsraum ist also L = {0} und die Dimen-
sion des Losungsraums in 0. Ist £ < n, so gibt es auch nichttriviale Losungen.
Der notationellen Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Matrix A nach
Durchfithrung der Gauss-Elimination (und nach Weglassen der letzten m — k
Zeilen, falls vorhanden) wie folgt aussieht:

1 0 0 ... 0 EMH C.. El,n
0 1 0 D Gok41 -.. G2
0 0 1

0 ... | 6k7k+1 - ak;,n

Die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems ist dann sehr einfach zu

bestimmen: Wir kénnen x1, ..., z, frei wihlen und x4, ...,z daraus ausrech-
nen:
n
T; = E (—dw) Zj.
j=k+1
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Wiéhlen wir z.B. 2541 = 1 und z; = 0 fiir 5 > k + 2, so erhalten wir den
Losungsvektor

— Q1 g1
— A k+1
) = 1
0
0
Analog erhalten wir fiir jedes [ € {k + 1,...,n} Losungsvektoren mit genau einer

Eins fiir die Komponenten k + 1 bis n und sonst 0 (firr diese Komponenten).

0
Aus der Diskussion des homogenen Gleichungssystems ergibt sich, dass der Lo-

sungsraum L des Gleichungssystems die lineare Hiille der Vektoren z(++1)
(") igt:
'\ 1st:

g ee ey

L=1L [a:(kﬂ), . ,x(”)} .

Man sieht jedoch auch sehr leicht, dass die Vektoren z**1) ... 2z linear un-
abhéngig sind: Eine Linearkombination der Form

n
i
E aix(), g1y -, 0 € K
i=k+1

hat ndmlich einfach ayy1,...,q, als die Komponenten k 4 1 bis n (die ande-
ren Komponenten sind natiirlich komplizierter, was uns nicht zu interessieren
braucht). Gilt daher Z?:kﬂ a;z® =0, so folgt apy1 = ... = oy, = 0. Somit sind
die Vektoren z**VD_ ... 2™ linear unabhingig. Die Vektoren 2, k+1 <1 < n,
bilden eine Basis des Losungsraums (4.7) des homogenen Gleichungssystems. Da
wir im vorangegangen Satz schon gesehen haben, dass k£ der Rang der Matrix A
ist, erhalten wir:

Satz 4.14 Die Dimension des Lésungsraums des homogenen Gleichungssystems
Az =0 mit der m x n-Matriz A ist n — rang (A).
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4.6 Lineare Abbildungen

Definition 4.12 V und W seien zwei K-Vektorrdume (es ist wichtig, dass der
Grundkérper bei beiden derselbe ist). Fine Abbildung f :V — W heisst linear,
wenn die folgende Figenschaft gilt:

Fiir alle Vektoren u,v € V und beliebige Skalare o, § € K gilt

flou+ o) = af (u) + 5f (v).

Jede lineare Abbildung bildet den Nullvektor auf den Nullvektor ab. Das folgt
sehr einfach:

f0)=f(0+0)=f(0)+f(0).
Daraus folgt f (0) = 0.

Mit Induktion zeigt man auch sehr einfach, dass fiir uq,us,...,u, € V und
ay, 9, ..., 0, €K
f (Z Oéz'ui) = Z%‘f (ws)
i=1 i=1
gilt.
Ist U = (uq,...,u,) eine Basis von V' so wird eine lineare Abbildung f: V —

W durch die Funktionswerte f (u;) € W, 1 < i < n vollstindig festgelegt: Da
jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der u; hat,
v =" ou, so ergibt sich der Funktionswert f(v) einfach als

fv) = Z i f (u;) . (4.9)

Umgekehrt kann man eine lineare Abbildung f dadurch definieren, dass man
die Funktionswerte auf einer Basis vorgibt. Sind némlich wy, ..., w, beliebige
Vektoren in W (nicht notwendigerweise linear unabhéngig), so gibt es genau eine
lineare Abbildung f mit f(u;)) = w;, 1 < i < n. Durch (4.9) wird némlich
eindeutig eine Abbildung f : V' — W festgelegt. Man zeigt dann sehr leicht, dass
diese Abbildung linear ist.

Beispiel 4.13 Die Abbildung f : R — R gegeben durch f (z) := ax, a € R, ist
linear. Die Abbildung f definiert durch f (z) = ax + 1 ist jedoch nicht linear.

Beispiel 4.14 Lineare Abbildungen K™ — K™ : Sei A eine m x n-Matrix
mit Koeffizienten in einem Koérper K. Dann wird durch x — Ax eine lineare
Abbildung K™ — K™ definiert (x als Spaltenvektor geschrieben). Jede lineare
Abbildung K" — K™ entsteht auf diese Weise. Ist namlich f : K" — K™
eine beliebige lineare Abbildung, so ist sie durch ihre Werte auf der Standardbasis
(€1,...,6e,) in K™ vollstindig bestimmt. Definieren wir die m x n-Matriz A nun
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indem wir f(e;) € K™ in die j-te Spalte schreiben, so erhalten wir fir einen
belicbigen Vektor x € K™ (als Spaltenvektor geschrieben):

fl@)=f (Z; fCﬁj) = Zn:l’jf(ej)
D i1 Q15T

D i1 A2

> i1 QT

Beispiel 4.15 Sie V' der R-Vektorraum der stetigen linearen Abbildungen ¢ :
R — R. Dann st

1
vwﬁ/ 6(z)dz € R
0
eine lineare Abbildung von V' in den R-Vektorraum R.

Beispiel 4.16 Sei V' eine beliebiger endlichdimensionaler Vektorraum und V =
(v1,...,v,) eine Basis in V. Wir definieren die Abbildung ¢y : V. — K" in-
dem wir jedem Vektor v seine Koordinaten beziiglich dieser Basis zuweisen (siehe
die Diskussion nach der Definition 4.10). Diese Abbildung ist linear. Um dies
einzusehen, betrachten wir zwei Vektoren u,v € V. mit Koordinatenvektoren

X1 Y1
=1 : |, bawy=1| : |,
Tn Un

beziiglich dieser Basis. Dann ist fir o, 3 € K

au+ B =« <2”: x,u,) + 3 (2": yﬂ%)
i=1 i=1
= Z (ax; + Byi) ;.
i=1

Somit ist der Koordinatenvektor von au + Bv gleich

axy + B
: = ax + [y.
azy, + Byn

Dies beweist die Behauptunyg.

Satz 4.15 Sind f :V — W und g : W — X lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorraumen V, W, X, so ist auch go f : V — X eine lineare Abbildung.
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Beweis. Seien «, 3 € K, u,v € V. Dann gilt

(90 /) (ou+ o) = g (f (au+ 3v) = g (af (u) + B (v))
=ag(f(u)+ By (f (v))
=a(gof)(u)+pB(gof)(v).

[ |

Wir betrachten den Spezialfall V= K™, W = K™, X = K". Lineare Abbil-
dungen f :V — W und g : W — X werden durch Matrizen A, B beschrieben:
f(x) = Az, g(y) = By (z,y als Spaltenvektoren geschrieben). Dann wird die
Komposition der Abbildungen einfach durch das Produkt der Matrizen beschrie-
ben:

(9o f)(z) = BAz.

Lemma 4.3 Sei f:V — W eine lineare Abbildung.
a) Ist U ein Unterraum von V', so ist

fWU):={f(u):ueU}

esn Unterraum von W.
b) Ist X ein Unterraum von W, so ist

(X)) ={veV:f)eX}

ein Unterraum von V. (Vorsicht: Wir setzen nicht voraus, dass eine Abbildung
7Y emistiert. f~1(X) ist bloss eine Notation.)

Beweis. Wir beweisen b); a) geht genauso.
Seien u,v € f~!(X) und o, 3 € K. Dann gilt

flauw+ po) = af (u) + 6f (v) € X,
weil f(u), f(v) in X sind und X ein Unterraum ist. m

Definition 4.13 Fine bijektive lineare Abbildung von V nach W heisst (linea-
rer) Isomorphismus. Zwei Vektorridume heissen isomorph, wenn ein Iso-
morphismus zwischen ihnen existiert.

Lemma 4.4 a) Ist f : V — W ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrab-
bildung f~1 linear (und damit ebenfalls ein Isomorphismus).

b) Sind f:V — W und g : W — X Isomorphismen, so ist auch go f ein
Isomorphismus.

c) Ist f: V. — W ein Isomorphismus und ist U ein Unterraum von V, so sind
U und f (U) isomorph. (Fir die Definition von f (U) siehe Lemma 4.3.)

d) Sei f .V — W eine lineare Abbildung und V = (vy,...,v,) eine Basis
von V. Ferner sei w; := f (v;). f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn YW =
(w1, ..., w,) eine Basis von W ist.
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Beweis. a) Seien u,w € W und «, f € K. Dann ist

flaf )+ B (w) = af (7 (W) +Bf (f7 (w))
= au + pfw.

Daraus folgt
af Hu) + B (w) = [ (au + fw).

b) g o f ist eine Bijektion und linear und damit ein Isomorphismus.

c) Wir definieren die Restriktion f|, : U — f(U) durch die Festsetzung
fly () :== f(u) fur v € U. (f|, ist formal eine andere Abbildung als f, da sie
auf einem anderen Vektorraum definiert ist, ndmlich einem Unterraum von V).
fl ist offensichtlich linear und bildet U bijektiv auf f (U) ab. Damit ist diese
Abbildung ein Isomorphismus.

d) Ist W eine Basis, so definieren wir eine lineare Abbildung g : W — V durch
g (w;) = v;. Dann ist go f eine lineare Abbildung V' — V mit (g o f) (v;) = v; fiir
1 <4 < n. Daraus folgt g o f =idy. Analog folgt f o g = idy.

Ist umgekehrt f ein Isomorphismus, so muss W ein Erzeugendensystem sein,
denn jeder Vektor w € W ldsst sich als w = f (31, ayu;) = >0 | ayw; darstel-
len. Ferner sind die Vektoren in W linear unabhéingig, denn aus Y ), asw; =
Yoo f(v)=f (O, av;) = 0 folgt aus der Bijektivitidt von f die Gleichung
Z?:l a;v; = 0 und daraus wegen der Unabhéngigkeit der v; : a3 = ... = a,, = 0.
Damit ist gezeigt, dass WV eine Basis ist. m

Satz 4.16 a) Ist V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit Basis V, so ist
die Koordinatenabbildung ¢y ein Isomorphismus.

b) Zwei endlichdimensionale Vektorriume V, W derselben Dimension sind
1somorph.

Beweis. a) ¢y ist linear und bijektiv, wie wir schon gesehen haben, und
damit ein Isomorphismus.

b) folgt aus Lemma 4.4 d): Ist V = (vy,...,v,) eine Basis in V und W =
(wy, ..., w,) eine Basis in W, so definieren wir die lineare Abbildung f:V — W
durch f (v;) = w;. Nach Lemma 4.4 ist f ein Isomorphismus. m

Es muss jedoch betont werden, dass dieser Isomorphismus basisabhdngig de-
finiert ist und nicht natirlich gegeben ist.

Bemerkung 4.4 Wir kénnen die Matrix einer Basistransformation, die wir in
Abschnitt 4.4 eingefiihrt hatten, noch etwas anders interpretieren. Sind V und
U zwei Basen desselben Vektorraums V' der Dimension n, so definiert ¢y o ¢&1
einen Isomorphismus K" — K™, der gemdss Beispiel 4.16 durch eine Matriz A
beschrieben ist. Diese Matrix ist als darstellende Matriz eines Isomorphismus
requldr — und natirlich nichts anderes als die Matrix der Basistransformation
von V nach U. Um dies einzusehen betrachten wir den i-ten Vektor e; der Stan-
dardbasis von K™. Ae; ist dann einfach die i-te Spalte der Matriz A. Ferner ist
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oy (e:) =y, der i-te Vektor der Basis U. Demzufolge ist ¢y o ¢y;' (e;) = by (u;)
der Koordinatenvektor von w; beziiglich der V-Basis. Somit ist der i-te Spalten-
vektor von A der Koordinatenvektor von u; beziiglich der V-Basis, was nichts

anderes bedeutet als .

U; = E ;U

j=1

Sind V' und W zwei K-Vektorrdume, so bezeichnet wir mit hom (V, W) die
Menge aller linearen Abbildungen f : V' — W. hom (V,W) ist dann selbst ein
K-Vektorraum: Sind f und g € hom (V, W), so definieren wir die Abbildung
f+g:V — Wdurch (f+g¢)(v) := f(v) + g(v). Un nachzuweisen, dass
f+ g € hom (V, W) gilt, miissen wir die Linearitéit nachweisen: Seien u,v € V'
und «, f € K. Dann gilt

(f+9) (qu+ pBv) = f(au+ pv) + g (qu + po)
= af(u)+ 6f (v) + ag(u) + Bg (v)
=a(f+g9)(uw)+8(f+g)(v).

Somit ist af + (g tatsédchlich linear und damit in hom (V, W) . Der Nullvektor
in hom (V, W) ist einfach die Nullabbildung V' — W, die jeden Vektor aus V' auf
den Nullvektor in W abbildet.

Lineare Abbildungen eines K-Vektorraums V' auf sich selbst bezeichnet man
manchmal auch als Endomorphismen. Wir schreiben hom (V') fiir den Vektor-
raum der Endomorphismen f:V — V.

Ein anderer Spezialfall verdient besondere Beachtung, ndmlich der Fall W =
K.

Definition 4.14 V* := hom (V, K) ist der Dualraum des Vektorraums V.

Der Dualraum von V ist also einfach der Vektorraum aller linearen Abbildun-
gen V — K. Ist V endlichdimensional mit einer Basis V = (vy, ..., v,), so konnen
wir sehr einfach eine Basis von V* finden: Wir definieren fiir jedes i, 1 <1 < n
das Element v} € V* durch die Festlegung

v; () = 0y

Vermittels . .
n
v; <Z]~:1 %’%‘) =Y i (v) =) a8, =
i=1 =1

wird dadurch eine lineare Abbildung V' — K definiert. Anders ausgedriickt: v}
ordnet jedem Vektor seine i-te Koordinate beziiglich der Basis V' zu.

Satz 4.17 V* = (vf,...,v}) ist eine Basis von V*. Insbesondere gilt dim (V*) =
dim (V).
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Beweis. Wir schreiben einen beliebigen Vektor v € V' in seinen Koordinaten

beziiglich V :
v = Z v (v)v;.
i=1

Damit ist fiir jedes f € V*

oder anders ausgedriickt:

F=Yfw)v;.
i=1
Somit ist gezeigt, dass sich jedes Element in V* als Linearkombination der v

*

ausdriicken ldsst, d.h. (v],...,v}) ist ein Erzeugendensystem von V™.
Wir miissen nun noch nachweisen, dass die v7, ..., v linear unabhéngig sind.
Sei also 0 =>"7" | v, a; € K, wobei auf der linken Seite der Nullvektor in V*,

also die Nullabbildung V' — K steht. Insbesondere gilt fiir jedes j € {1,...,n} :

n
0= Zaivf (vj) = a;.
i=1

*

Damit ist die lineare Unabhéngigkeit gezeigt, und es folgt also, dass (vj,...,v})
eine Basis von V* ist. m

Der Satz 4.16 impliziert, dass ein endlichdimensionaler Vektorraum V' iso-
morph zu V* ist. Um einen Isomorphismus V' — V* zu konstruieren, wiahlen wir
eine Basis V = (vy,...,v,) in V und die dazu duale Basis V* = (v}, ..., v}) in V*.
Die Festlegung f (v;) = v} definiert dann einen Isomorphismus. Dieser Isomor-
phismus ist jedoch basisabhdngig konstruiert und nicht, wie man sagt, “natiirlich”
gegeben. Bei Wahl einer anderen Basis erhélt man einen anderen Isomorphismus,
wie man wie folgt sieht: Betrachten wir eine andere BasisU = (u4, ..., u,) von V
mit der dazugehorigen Dualbasis U* = (uj, ..., u}). Ferner sei dann ein Isomor-
phismus g : V' — V* durch g (u;) = u} festgelegt. Wir stellen uns nun die Frage,
ob f = g ist. Dazu betrachten wir die reguldre Matrix der Basistransformation

n
U; = E CLjZ'Uj.
=1

Wie transfomieren sich die Dualbasen? Aus der obigen Basistransformation er-
gibt sich

n

vi(u) =Y ajivp (v0)) = ag

j=1
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und somit folgt

vy = g Qi U
i=1

Kehren wir zur obigen Frage zuriick, ob f = g gilt, so sehen wir das folgende:
f=9=f(w)=gw) Vi
— Zaﬂf (vj) = Zajiv; =g(u) =u; Vi
j=1 j=1

n

n n n

* k ok .

<= E aj; E Uy = E E ajia; | u =u; Vi
=1 j=1

j=1 =1

n
<~ Zaﬂaﬂ =y VZ,l
Jj=1

«— ATA=E,.

Wir sehen also, dass f = g nur bei ganz speziellen Basistransformation gilt. Im
Allgemeinen gilt nimlich fiir eine regulire Matrix AT A # E,,. Regulire Matrizen,
fiir die ATA = E,, gilt, sind sehr speziell. Wir sehen also, dass der oben konstru-
ierte Isomorphismus zwischen V' und V* von der gewihlten Basis abhéngt.
Matrizen, die die Bedingung AT A = E,, erfiillen, sind jedoch wichtig genug
fiir eine spezielle Definition. Die Bedeutung solcher Matrizen (und der Zusam-
menhang mit der obigen Diskussion) wird erst viel spéter klar werden.

Definition 4.15 Eine requlire Matriz A heisst orthogonal, wenn ATA = E,,
gilt. Die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen (mit Komponenten aus K)
bezeichnen wir mit O(n, K).

Bemerkung 4.5 Die Bedingung impliziert natiirlich, dass A=' = AT ist. Man
beachte, dass das Produkt zweier orthogonaler Matrizen A und B wieder ortho-
gonal ist:

(AB)" (AB) = BTA"AB = B"E,B=B'B = E,,.

Ferner ist mit A auch A~' orthogonal und E,, ist selbstverstindlich orthogonal.
O (n, K) ist somit mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe (wie man sagt,
eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(n, K)).

FEin Beispiel einer orthogonalen 2 x 2-Matriz (mit K = R)

A:( cos ¢ singb)’ 6 e 0,27

—sing cos ¢
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Dann ist
[ cos¢ —sing cos¢ sin¢
ATA_(singb cos ¢ > (—singzﬁ cosgb)

_ ( cos® ¢ + sin® ¢ COS ¢ Sin ¢ — cos ¢ sin ¢ )

COS ¢ sin ¢ — cos ¢ sin ¢ cos? ¢ + sin” ¢

:(é‘f).

Bemerkung 4.6 Im Gegensatz zu der Situation mit V und V* sind die V' und
der doppelduale Raum V** in natirlicher Weise isomorph (sofern V' endlichdi-
mensional ist). Die Elemente von V** sind die linearen Abbildungen V* — K.
Wir kénnen mdamlich basisunabhdngig eine Abbildung ® : V. — V** wie folgt
definieren:

® (v) (f) = f(v),
firveVund f € V*. & (v) ist offensichtlich eine Abbildung V* — K. Man muss

jedoch einige Dinge nachweisen, was dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen sei:

o Fir jedesv € V ist ® (v) eine lineare Abbildung V* — K. Ist dies gezeigt,
so ist nachgewiesen, dass ® (v) fiir jedes v € V' ein Element in V** ist. D.h.
es ist nachgewiesen, dass ® iberhaupt eine Abbildung V — V** definiert.

o O ist ein lineare Abbildung V — V**

o ® ist biyektiv.

Definition 4.16 Sei f : V — W eine lineare Abbildung des K-Vektorraums V'
nach dem K-Vektorraum W.
a) Der Kern von f ist definiert durch

ker (f) :={veV: f(v)=0}.
b) Das Bild von f ist definiert durch

im (f) = {f (v):v eV} CW
¢) dim (im (f)) bezeichnet man als den Rang von f.

Beispiel 4.17 Wir betrachten die Abbildung f : K™ — K™ aus Beispiel 4.14.
Dann ist ker (f) einfach die Lisungsmenge des homogenen Gleichungssystems

Az = 0.

Lemma 4.5 a) ker (f) ist ein Unterraum von V.
b) im (f) ist ein Unterraum von W.
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Beweis. a) Seien u,v € ker (f) und «, f € K. Dann gilt

floau+ pv) =af (u)+ 6f (v) = a0+ B0 = 0.

b) Seien wq,wy € im (f) . Dann existieren vy, vy € V mit w; = f (v;), i = 1,2.
Dann ist fiir o, € K

awy + Pwy = af (v1) + Bf (w2)
= f (av; + Bvg) € im (f).

Lemma 4.6 FEin lineare Abbildung f : V — W ist genau dann injektiv, wenn
ker (f) = {0} gilt. f ist genau dann surjektiv, wenn im (f) = W ist.

Beweis. Die zweite Aussage ist trivial. Wir beweisen die erste: Ist f injektiv,
so gilt natiirlich ker (f) = {0} . Wir beweisen die Umkehrung. Sei ker (f) = {0} .
Sind u,v € V mit f (u) = f (v), so folgt wegen der Linearitét

flu—v)=f(u)=f(v)=0,

und wegen ker (f) = {0} folgt dann u = v. Damit ist gezeigt, dass f injektiv ist.
|

Korollar 4.5 FEin lineare Abbildung f :'V — W ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn ker (f) = {0} und im (f) =W gelten.

Satz 4.18 Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, dimV = n, und f :
V — W sei eine lineare Abbildung. Dann gilt

n = dim (ker (f)) + dim (im (f)).

Beweis. Sei d := dim (ker (f)), und (uy, ..., uq) eine Basis von ker (f) . Nach
dem Basisergéinzungssatz 4.8 konnen wir dies zu einer Basis in V' ergénzen: (uy,
ey Udy Ugy, - - -, Uy). Wir betrachten die n — d Vektoren f (ug1), -, f(un).

1. Schritt: (f (ugs1),---, f (uy,)) ist ein Erzeugendensystem von im (f): Jeder
Vektor w € im (f) hat eine Darstellung w = f (u), u € V. Jeder Vektor u € V
lasst sich aber als Linearkombination der u; darstellen: v = Z?Zl a;u;. Damit
folgt



2. Schritt: Die Vektoren f(ugs1),...,f (u,) sind linear unabhéngig: Sei
S ger aif (u;) = 0. Daraus folgt f (37, 4 cyu;) = 0. Somit ist Y1, o

€ ker f. Wegen der Basiseigenschaft von (uy, ..., ug, ugs1,-..,u,) und der Vor-
aussetzung, dass (ug, ..., uq) eine Basis von ker f ist, folgt ag.1 = ... = a,, = 0.
[ |

Wir kommen nun nochmals auf Matrizen und ihren Rang zuriick, den wir mit
Hilfe des obigen Satzes neu interpretieren konnen. Sei also A eine m x n-Matrix.
Wie wir schon gesehen haben, kénnen wir diese Matrix als lineare Abbildung
K" — K™ interpretieren. im(A) ist dann einfach der von den Spaltenvektoren
von A aufgespannte Unterraum. Nach Satz 4.18 und Satz 4.14 folgt dann

dim (im (A)) = n — dim (ker (A))
=rang (A).

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.19 Ist A eine m x n-Matriz, so ist der Rang der Matriz gleich der
Dimension des von den Spalten aufgespannten Unterraums von K™. (“Zeilen-
rang==Spaltenrang”)

Eine andere einfache Aussage iiber den Rang ist
Lemma 4.7 Sei A eine m x n-Matrix und B ein n X k-Matrixz. Dann gilt
rang (AB) < min (rang (A) ,rang (B)).
Beweis. Offensichtlich ist im (AB) ein Unterraum von imA und somit folgt
rang (AB) < rang (A).

Andererseits ist ker B ein Unterraum von ker (AB), woraus dim (ker B) <
dim (ker (AB)) folgt, was nach Satz 4.14

rang (AB) < rang (B)

impliziert. Damit ist das Lemma bewiesen. m
Dieses Lemma hat die folgende etwas iiberraschende Konsequenz.

Proposition 4.5 Sie A eine quadratische n x n-Matriz, die ein Rechtsinverses

hat. D.h. es existiert eine n X n-Matriz B mit AB = E,,. Dann ist A invertierbar
und es gilt B = AY. Die gleiche Aussage gilt, wenn A ein Linksinverses besitzt.
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Beweis. Aus dem vorangegangen Lemma folgt
min (rang (A) ,rang (B)) > n,

was aber nur moglich ist, wenn A und B Rang n haben. Somit ist A invertierbar
und es folgt

B=FE,B=(A""A)B=
= A" (AB)=A"'E,= A"

Wenn A ein Linksinverses besitzt, so geht der Beweis genau analog. m

Die Aussage der Proposition ist insofern etwas erstaunlich, als allgemein in
Ringen keinesfalls richtig ist, dass die Existenz eines Rechtsinversen fiir ein Ele-
ment des Ringes impliziert, dass dieses Element invertierbar ist.

Ein wichtiges Anliegen in der Mathematik ist oft die Klassifikation von Ob-
jekten nach “Verwandtschaftsverhéltnissen”. Betrachten wir etwa zwei vorge-
gebene K-Vektorrdume V und W. Wir mochten wissen, wieviele “substantiell
verschiedene” lineare Abbildungen V' — W es gibt. Ein naheliegendes Verfahren
ist das folgende: Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf hom (V, ). Sind
f,g € hom (V, W), d.h. lineare Abbildungen V' — W so setzen wir f ~ g falls
Isomorphismen ¢ : V' — V und o : W — W existieren mit

oo f=go1, (4.10)

oder
f=0logoy

Ubung 4.3 Uberzeugen Sie sich davon, dass dies eine Aquivalenzrelation auf

hom (V, W) definiert.

Wir deklarieren nun zwei Elemente von hom (V, W) als “wesentlich verschie-
den”, wenn sie nicht dquivalent sind, wenn sie also nicht zur gleichen Aquivalenz-
klassen gehoren. Wieviele Aquivalenzklassen gibt es? Nicht sehr viele:

Satz 4.20 Zwei lineare Abbildungen f,g € hom (V, W) sind genau dann dquiva-
lent, wenn sie denselben Rang haben.

Beweis. Wir setzen zunéchst voraus, dass (4.10) gilt. Da v ein Isomorphis-
mus ist und insbesondere bijektiv, folgt

im(f) ={o7" (v) : v €im(g)} =0 (im(9)),

in der Notation von Lemma 4.3. Nach Lemma 4.4 c) folgt, dass im (f) und im (g)
isomorph sind und damit dieselbe Dimension haben.
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Wir beweisen nun umgekehrt, dass aus

dim (im (f)) = dim (im (g))

folgt, dass Isomorphismen o und ¢ existieren, sodass (4.10) gilt. Zunéchst
folgt mit Hilfe von Satz 4.18, dass auch die Dimensionen d der Kerne iiber-
einstimmen. Wir wihlen zunichst eine Basis (uq,...,uq) in ker (f) und ei-
ne Basis (v1,...,v4) in ker(g). Diese Basen konnen wir zu Basen in ganz V
erginzen: (Ui, ..., Ud, Ugi1,---,Uy) Und (V1, ..., 04, Vgs1,- .., 0y) . Wir definieren
w; = f(ugri), 1 <i<n—-—dund x; :== g(v44s), 1 <i < n—d. Nach dem
Beweis von Satz 4.18 ist (wy, ..., w,_q) eine Basis von im (f) und (xy,...,2,—q)
ist eine Basis von im(g). Wir konnen diese Basen zu Basen in W ergénzen:
(W1, Wiedy Wn—di 1y« - Wey) UNA (Z1, . o Tpedy Tp—dids - - -, Tm) - Wir definie-
ren nun einen Isomorphismus ¢ : V' — V durch ¢ (u;) = v; fir i = 1,...,n und
einen Isomorphismus ¢ : W — W durch o (w;) = a; fiir i = 1,...,m. Dass dies
Isomorphismen sind, folgt aus Lemma 4.4 d). Dann gilt

(gov) (u;) =g(v;)) =0
= (oo f)(w), 1<i<d,

und

(g 0) (ui) = g (vi) = i
o(w))=(cof)(w), d+1<i<n.

Demzufolge stimmen got) und oo f auf allen Basisvektoren u; iiberein, und somit
gilt (4.10). =

Es muss hier schon im Hinblick auf spétere Diskussionen bemerkt werden,
dass die Situation fiir Endomorphismen V' — V sich anders darstellt. Zwei
Endomophismen f, g € hom (V') definiert man als “im wesentlichen gleich”, falls
ein [somorphismus ¢ : V' — V existiert mit

fov=1oy.

Dies definiert ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf hom (V). Die Aquivalenzklas-
sen sind jedoch hier sehr viel schwieriger zu diskutieren. Dieses Problem wird
uns noch detailliert beschéftigen.

4.7 Darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Wir hatten schon im letzten Abschnitt gesehen, dass eine lineare Abbildung f :
V' — W wvollstiandig durch die Funktionswerte auf einer Basis von V' festgelegt
sind. Betrachten wir eine Basis V = (vy,...,v,) von V und eine Basis W =
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(w1, ..., wy) von W. Die Funktionswerte f (v;) sind dann Vektoren in W, und wir
konnen daher die Koordinaten dieser Vektoren beziiglich der Basis VW berechnen:

m

f (Uz) = Z A ;W (411)

=1

Die m x n-Matrix A erhalten wir also, indem wir den Koordinatenvektor von
f (v;) beziiglich der Basis W in die i-te Spalte von A setzen.

Definition 4.17 A heisst die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen
VY und W.

Wir schreiben auch manchmal Ay. Es muss jedoch immer im Auge behalten
werden, dass diese Matrix von der Wahl der Basen abhéngt. Wir konnen also bei
fest vorliegenden Basen V und W jeder linearen Abbildung f € hom (V, W) eine
m x n-Matrix zuordnen. Umgekehrt definiert auch jede m x n-Matrix A via (4.11)
eine lineare Abbildung. Die Zuordnung hom (V,W) > f — Ay € M(n,m, K)
ist, wie man leicht nachpriift, linear (M (n,m, K) ist ein K-Vektorraum, siche
Beispiel 4.6) und damit ein Isomorphismus. Dieser Isomophismus ist jedoch nicht
natirlich gegeben, sondern héangt von der Wahl der Basen ab.

Wir betrachten kurz den Spezialfall V' = K™, W = K™. Eine lineare Abbil-
dung V' — W wird einfach durch eine m x n-Matrix A beschrieben: K" 3 z —
Ax € K™. A ist dann einfach die darstellende Matrix beziiglich der Standardba-
sen in K™ bzw. K™ : Ist e; der j-te (Spalten)Vektor der Standardbasis, so ist
Ae; einfach die j-te Spalte von A, was natiirlich gleich Y| a;je; ist.

Wir konnen die darstellende Matrix einer linearen Abbildung f : V — W
beziiglich zweier Basen V und W noch etwas anderes interpretieren. Wie wir
im letzten Abschnitt gelernt haben, fiihrt die Wahl einer Basis V in V zum
Isomorphismus ¢y : V — K", der jedem Vektor seine Koordinaten beziiglich
dieser Basis zuordnet. Dann ist die darstellende Matrix von f beziiglich Basen
Vin V und W in W einfach durch die lineare Abbildung ¢y o f o ¢y,' : K™ —
K™ gegeben. Ist nadmlich (eq,...,e,) die Standardbasis in K", so gilt v; =
oy (e;) und (gbw ofo qﬁ;l) (ej) ist dann einfach der Komponentenvektor von
f (vj) beziiglich der Basis W, d.h. die j-te Spalte der darstellenden Matrix.

Satz 4.21 Seien f:V — W und g : W — X lineare Abbildungen. Seien ferner
Basen V, W und X in den K-Vektorriumen V, W bzw. X gegeben. Dann gilt

Agos = AgAy, (4.12)

wobei die darstellenden Matrizen jeweils beziiglich der entsprechenden Basen ge-
nommen werden.
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Beweis. Nach der vorherigen Diskussion ist Ay die durch die Abbildung
pxo(gof)o ¢;1 zwischen den Koordinatenrdumen definierte Matrix. Es gilt
aber

dxo(gof)ogy' = (dxogogy)o(pwofopy'),

was in Matrixsprechweise die Gleichung (4.12) ist. m

Korollar 4.6 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und V und VW seien Ba-
sen von V bzw. von W. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn Ay
quadratisch und reguldr ist, und es gilt Ay = AJTI.

Beweis. Ist f ein Isomorphismus mit inverser Abbildung f~!, so gilt nach
dem vorangegangenen Satz

ApApr = AjaA; = B,

woraus folgt, dass Ay regulér ist mit Inverser Ay-1.

Ist Ay quadratisch und regulér, so gilt dimV = dim W und die Abbildung
KV 5 g Az € K%V ist ein Isomorphismus. Demzufolge ist auch f =
qb;\} o Aj o ¢y ein Isomorphismus. m

Um die Sache noch etwas komplizierter zu machen, untersuchen wir nun, was
mit der darstellenden Matrix passiert, wenn wir die Basen in den entsprechenden
Vektorrdumen dndern. Wir betrachten also zu den Basen V und W, jeweils in

V und W, in diesen beiden Vektorrdumen zwei “neue” Basen V' = (v],...,v))

rrn

und W' = (wi,...,w),), mit reguldren Matrizen der Basistransformationen: 7" =
(tij) € GL (n, K) fiir die Transformation von V nach V' :

n
L= t
vy = ijVis
i=1

und S = (s;5) € GL (m, K) fiir die Transformation von W nach W' :

m

/ z :
wj = SijWi.

i=1

Die Matrix der Basistransformation von W’ nach W ist dann einfach S—! =
<3§j_1)> . Sei weiter f € hom (V, W) und A sei die darstellende Matrix beztiglich
der Basen V und W, wiahrend B die darstellende Matrix beziiglich der Basen V'
und W sei. In welcher Beziehung stehen diese Matrizen? Hier die Antwort:

Satz 4.22
B = S'AT. (4.13)
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Beweis. Nach Bemerkung 4.4 ist die Matrix der Basistransformation von V
nach V' durch ¢y, ogb;,l : K™ — K" gegeben und analog fiir die Basistransformati-
on von W nach W'. Wir schreiben zur Verdeutlichung Ay y )y fiir die darstellende
Matrix beziiglich der Basen ¥ und W. Dann gilt

B = Ay = dwr o fogy' =dw ody, odwo fopy opyogy
= (dwodph) o (dwo fodyt) o (b ooyt
— S_lAfvijT — S_IAT.
||

Ubung 4.4 (dringend empfohlen): Beweisen sie die Gleichung (4.18) “zu Fuss”,
indem Sie die Definitionen der darstellenden Matrizen und der Basiswechsel aus-
schreiben, indem Sie also in

F @)=Y bjw,
j=1

die Vektoren v}, w; durch die Basisvektoren der anderen Basen unter Verwendung
von S und T ausdriicken etc.

Wir kénnen die obige Diskussion noch auf Endomophismen einschrénken. Ist
V ein K-Vektorraum, f : V — V ein lineare Abbildung und V = (vy, ..., v,) eine
Basis in V, so ist die darstellende Matrix A = (a;;) von f beziiglich dieser Basis
durch

Fo) =" aiv;
=1

definiert. Im Unterschied zu der fritheren Situation mit zwei Vektorrdumen ar-
beiten wir hier natiirlich nur mit einer Basis. Ist Y = (u4, ..., u,) eine neue Basis
mit einer reguldren Matrix S = (s;;) der Basistransformation:

n
Uj = E SijVis
i=1

so spezialisiert sich der Satz 4.22 wie folgt: Ist B die darstellende Matrix von f
beziiglich der Basis U, so gilt
B=S"1AS. (4.14)

Definition 4.18 Zwei Matrizen A, B € M (n, K) heissen dhnlich, wenn eine
requldre n X n-Matriz S ezistiert mit (4.14).

Ahnliche Matrizen definieren dieselbe Abbildung beziiglich verschiedenen Ba-
sen.

Ubung 4.5 Zeigen Sie dass
A~ B <= 35€GL(n,K) mit B=S""AS

ein Aquivalenzrelation auf M (n, K) definiert.
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5 Determinanten

5.1 Permutationen

Wir haben schon frither Permutationen kennengelernt: Eine Permutation 7 ei-
ner endlichen Menge M ist eine bijektive Abbildung M — M. Wir konnen diese
endliche Menge durchnummerieren und deshalb ohne Einschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass M = M,, := {1,...,n} gilt. Wir schreiben dann

B 1 2 3 ... n
= ( 7(1) 72 7(3) ... 7(n) ) '
Wir bezeichnen mit >, die Menge aller Permutationen von n Elementen. Wie
wir schon in Kapitel 2 gesehen haben, ist 3, unter der zweistelligen Verkniipfung
der Komposition eine Gruppe. Das Neutralelement ist die identische Abbildung
idys. Ganz allgemein bezeichnet man ein Element ¢ € M mit 7 (i) = i als einen
Fixpunkt der Permutation 7. Die identische Abbildung hat natiirlich die ganze
Menge M als Fixpunktmenge. Wir nennen eine Teilmenge A C M invariant
unter der Permuation 7, wenn 7 (i) € A fiir alle i € A gilt.

Spezielle Permutationen sind die sogenannte Zyklen. Seien mq,...,m, € M
verschiedene Elemente. Wir bezeichnen mit = = (my, ..., m;) die Permutation,
die die Elemente my,...,m; in dieser Reihenfolge zyklisch vertauscht und die
Elemente ausserhalb {my,...,my} fest ldsst. Anders ausgedriickt:

W(mi):mi+1, 1§Z§]€—1,
7 (my) = my,

w(i) =14, 1 & {my,...,my}.

Man beachte, dass (msq, ms, ..., my, my) dieselbe Permutation wie (my, ..., my)
ist. Die Notation ist also nicht ganz eindeutig. Natiirlich ist {my,...,my} in-
variant unter dem Zyklus. Wir bezeichnen mit £k die Linge des Zyklus. Von
besonderer Bedeutung sind Zyklen der Linge 2. Man nennt sie Transpositio-
nen, und wir schreiben sie {iblicherweise als 7;; := (7,7). Eine Transposition
tauscht einfach die beiden bezeichneten Elemente der Menge M aus. Die Zyklen
der Lange 1 sind natiirlich trivialerweise einfach die Identitét.

Ist 7 eine Permutation, so definieren wir die ganzzahligen Potenzen von 7
rekursiv wie folgt:

7% :=idy, 7ti=xfom k>0.
Man hat also einfach 7! =7, 72 = 7mom, m =momo etc.

Lemma 5.1 Jeder Zyklus (mq,ma, ..., my) lisst sich als Produkt von Transpo-
sitionen wie folgt darstellen:

(M1, Ma, ..., M) = Timyma © Tmgums © « -+ O Ty 1 my-
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Beweis. Nachrechnen. m
Zwei Zyklen (y, (o kommutieren im allgemeinen nicht, d.h. es gilt im allge-
meinen (; o (o # (o 0 (7. So ist etwa

(1,2)0(2,3) =(1,2,3),

und
(2,3)0(1,2) =(1,3,2) #(1,2,3).

Sind {my,...,my} und {m},...,m},} jedoch disjunkte Teilmengen von M, so
gilt offensichtlich

(ma,...,mg)o(my,....,my) = (my,...,my)o (my,...,my),

denn (my,...,my) verschiebt die Elemente nur innerhalb der Menge {m., ...,
my,} und lidsst diejenigen ausserhalb als Fixpunkte und analog fiir (m/), ..., m},).
Die Reihenfolge dieser Verschiebungen spielt offensichtlich keine Rolle, wenn {m,
cooymer N{mY, .., mi,} = 0 gilt. Wir nennen zwei Zyklen disjunkt, wenn diese
Situation vorliegt.

Satz 5.1 Jede Permutation m von M = {1,...,n} lisst sich als Komposition
paarweise disjunkter Zyklen der Linge > 2 darstellen. Diese Darstellung ist bis
auf die Reihenfolge der Zyklen eindeutig.

Beweis. Wir definieren zunichst eine Aquivalenzrelation auf M : i ~ j, falls
n € Ny existiert mit j = 7" (i) . ~ ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation:

o i~ gilt wegen i = 70(3).

e Transitivitdt: Ist ¢ ~ j und j ~ [, so existieren m,n € Ny mit j = 7™ (1)
und [ = 7" (j) . Dann ist [ = 7™ (i), und es folgt somit i ~ [.

e Symmetrie: Es gelte i ~ j. Wir kénnen voraussetzen, dass i # j gilt, denn
sonst wére j ~ ¢ trivial. Dann existiert m € N mit j = 7" (i). m sei die
kleinste Zahl, fiir die diese Gleichung gilt. Wir untersuchen die Folge von
Elementen i := 4, iy := 7 (io) , tg := 7 (i1),.... Offenbar ist j = i,,. Da M
eine endliche Menge ist, konnen nicht alle Elemente dieser Folge verschieden
sein. Wir setzen

k:=min{l >2:4 € {ig,...,0-1}}.

Ich behaupte, dass iy = i (= i) gilt. Wére dem nicht so und iy = 4, 1 <
[ < k—1, so wiirde wegen der Injektivitdt von w i1 = 7;_1 folgen, was der
Definition von k widerspricht. Die obige Folge ¢, i1, 72, . . . ist also einfach die
endliche Folge iq, 1,2, ...,%1_1, die danach einfach wieder neu durchlaufen
wird. Es folgt auch sofort, dass 1 < m < k — 1 gelten muss, denn sonst
wire i,, nicht in dieser Liste enthalten. Damit folgt nun i = 7*=™ (j), d.h.
J ~i.
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Betrachten wir nun die Aquivalenzklassen dieser Relation. Die Klassen mit
einem Element sind einfach die Fixpunkte. Sei A C M eine Klasse, die mehr als
ein Element enthilt. Nach der eben gefithrten Uberlegung im Beweis der Sym-
metrie werden die Elemente von A einfach zyklisch vertauscht: Wir beginnen mit
einem beliebigen Element i € A und definieren wie oben die Folge i, 41, ..., i5_1.
Dann ist A = {ig, 41,...,%-1} und 7 (¢;) = 4,41, 0 < j < k—2, 7 (i4_1) = 9. Dies
fithrt offensichtlich zu einer Zerlegung von 7 in eine Komposition von paarweise
disjunkten Zyklen.

Die Findeutigkeit ist klar: Sei m = (y0...0(,, eine Darstellung der Permutation
7 als Komposition von paarweise disjunkter Zyklen, und sei Z ({;) C M die
Menge der Elemente, die unter ¢; zyklisch vertauscht werden. Dann sind diese
7 (¢;) natiirlich einfach die Klassen der oben eingefiihrten Aquivalenzrelation und
m=(10...0(, ist genau die Zerlegung von 7 wie sie oben konstruiert wurde
(bis moglicherweise auf die Reihenfolge). m

Bemerkung 5.1 Ist 1 = (1 0o... 0 (, eine derartige Zerlequng in paarweise
disjunkte Zyklen, so ist

r=m\(J_2¢)

einfach die Fixpunktmenge der Permutation. FEs ist weiter unten praktisch, in
die Zyklenzerlegung noch fiir jeden Fixpunkt f € F einen Einerzyklus (f) hinzu-
schreiben, der natirlich einfach die Identitdt ist, und daher nur “kosmetischen”
FEinfluss hat. Der Vorteil dieser Darstellung besteht darin, dass nach Hinzunahme
diser trivialen Einerzyklen die Z ((;) eine vollstindige Zerleqgung der Menge M
bilden und man nicht in allen Uberlequngen die Fizpunkte gesondert betrachten
MUSS.

Beispiel 5.1 n =10 und

(123456 7
T™\32056 84

=(1,3,5,8) 0 (4,6) o (7, 10,

—_
© — o0
- ©

—_
© o
\_/

).
Die Fizpunktmenge ist {2}, sodass wir m auch als
7 =(1,3,5,8) 0 (4,6) 0 (7,10,9) o (2)

schreiben konnen, sodass nun die zu den einzelnen Zyklen gehdrenden Teilmengen
die Menge {1,...,10} zerlegen. Die Reihenfolge in dieser Komposition spielt
offensichtlich keine Rolle.

Als Korollar des obigen Satzes und Lemma 5.1 erhalten wir

Satz 5.2 Jede Permutation ldsst sich als Produkt von Transpositionen darstellen.
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Es muss hier betont werden, dass diese Darstellung keinesfalls eindeutig ist.
Die Transpositionen, d.h. die Zweierzyklen, sind natiirlich im allgemeinen auch
nicht disjunkt.

Wir kommen nun zu einer wichtigen Definition:

Definition 5.1 Sei 7 eine Permutation mit Zyklenzerlequng

m=Co0(o...0(.

Die Lingen der Zyklen seien nq,...,n; > 2. Die Signatur von 7 ist definiert
durch .
sign () = (—1)%=1m71 (5.1)

Ist sign (w) = 1, so bezeichnet man die Permutation als gerade, sonst als unge-
rade.

Man sollte bemerken, dass es in der obigen Darstellung egal ist, ob die trivialen
Einerzyklen fiir die Fixpunkte mit in der Zyklenzerlegung verwendet werden, denn
fir diese ist natiirlich n, — 1 = 0.

Ein Zyklus ist gerade, sofern die Léange des Zyklus ungerade ist, und ungerade,
sofern diese Lénge gerade ist. Die Signatur einer Transposition ist also —1. Die
Signatur einer Permutation ergibt sich dann als das Produkt der Signaturen ihrer
Zyklenzerlegung.

Lemma 5.2 Ist 7, ; eine Transposition und 7 eine beliebige Permutation, so gilt
sign (mo7; ;) = —sign (m)
Beweis. Wir betrachten die Zerlegung von 7 in paarweise disjunkte Zyklen:

T=(0...0C,

wobei fiir jeden Fixpunkt ein Einerzyklus vorkommt. Wir untersuchen nun, wel-
che Auswirkungen die Komposition mit einer Transposition 7;; auf die obigen
Zyklenzerlegung hat.

Fall I: 4, j gehoren beide zu einer der Mengen Z (¢;) . Dann ist

Clo---OCk:OTi,j:(1O.--OCl—lo(ClOTi,j)OCl+10---OCk-

Wir miissen also nur untersuchen, wie die Permutation (; o 7;; aussieht, die
natiirlich auch eine Permutation der Elemente von Z ((;) ist. Die Durchnum-
merierung der Elemente spielt offensichtlich keine Rolle, sodass wir annehmen
kénnen, dass ¢, = (1,...,m) und 1 <1 < j < m gelten. Dann verschiebt (; o 7; ;
die Elemente in {1,...,m} nach dem folgenden Schema:

t—=Jj+l—=j4+2—...=m—-1—...—1
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und
j—i+1— ... —7

G o 7;; ist also das Produkt zweier disjunkter Zyklen. Es ist daher klar, dass in
der Definition (5.1) sich die Summe ¥, (n; — 1) um 1 vermindert. Damit ist
sign (7 o 7; ;) = —sign (7) in diesem Fall nachgewiesen.

Fall II. ¢ und j gehoren zu verschiedenen der Mengen Z ((;) . Wieder spielt die
Durchnummerierung der Zyklen natiirlich keine Rolle und wir kénnen deshalb

annehmen, dass die beiden relevanten Zyklen durch (1, ..., m) und (m+1, ...,
m+1) gegeben sind. Weiter konnen wir annehmen, dass i = 1 und j = m+1 ist.
Dann verschiebt (1,...,m)o(m+1,...,m+ 1)o7y 41 die Elemente der Menge
{1, ..., m +r} nach dem folgenden Schema:

l—m+2—-m+3—...mm+r—-m-+1—2

—3—=...—>m— 1.

Wir sehen also, dass die vorher zwei Zyklen zu einem einzelnen zusammenge-
schweisst werden. Damit erhoht sich die Summe X¥ | (n; —1) um 1 und wir
erhalten auch in diesem Fall sign (7 o7, ;) = —sign (7). Damit ist die Aussage
des Satzes vollstandig bewiesen. m

Korollar 5.1 Ist sign (7) = 1, so ist die Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von 7 als Produkt von Transpositionen gerade. Ist sign (w) = —1, so
ist diese Anzahl stets ungerade.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem vorangegangen Lemma: Ist
r=17Mor@ o ork

eine Darstellung von 7 als Produkt von Transpositionen, so ist

id=7ror®o. o7,

also nach dem vorangegangenen Lemma:
1 = sign (id) = sign () (=1)* .

Daraus folgt sign (7) = (—1)*. =

5.2 Multilinearformen, alternierende Multilinearformen

Sei V' ein K-Vektorraum. Wir hatten schon den Dualraum V* kennengelernt:
Die Elemente von V* sind die linearen Abbildungen V' — K. Wir betrachten nun
Erweiterungen dieser Situation:
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Definition 5.2 Sei k € N. Fine Abbildung ¢ : V¥ — K heisst multilinear,
wenn fir jedes i € {1,...,k} und vy,...,0;_1,041,...,0, € V die Abbildung

Vow—ey,...,0.1,w,041,...,0) € K

linear ist. Anders ausgedriickt: Bei festgehaltenen Argumenten 1,...,i—1,i+1,
..., k ist die Abbildung im i-ten Argument linear. Dies muss fiir jedes i gelten.
Man nennt eine derartige multilineare Abbildung auch eine k-Form.

Im Spezialfall k = 2 nennt man eine derartige Abbildung bilinear.

Eine k-Form ¢ heisst symmetrisch, wenn firl <i: < j <k undwvy, ..., vp
e V die Gleichung

@ (vi,..., ) =@ (v, .. y Vi—1, V5, Vit 1y - -+, Uj—1, Ui, Ujg1, - - - , V)

gilt, d.h. wenn die Form invariant unter Vertauschung von zwei Argumenten
ist. Eine k-Form ¢ heisst antisymmetrisch, oder alternierend, wenn fir
1<i<ji<kundvy,...,vp €V die Gleichung

2 (Uh e avk) = - (U17 ey U1, U5, Uiy - - - U5—1, U4y , Ujge1 - - avk)
qgilt.

Bemerkung 5.2 Ist eine k-Form symmetrisch, so qilt offensichtlich, dass fiir
jede Permutation m von {1,... k} die Gleichung

o (v, ...,v) =@ (vﬁ(l), . ,vw(k)) )

Dies folgt einfach aus der im letzten Abschnitt bewiesenen Tatsache, dass sich
jede Permutation als Komposition von Transpositionen darstellen ldsst.
Ist hingegen o alternierend, so gilt

© (vﬂ(l), . ,vw(k)) = sign (7) @ (v1, ..., V),

was ebenfalls unmittelbar aus der Diskussion der Signatur einer Permutation
folgt.

Wir bezeichnen mit M (V) die Menge aller multilinearen k£ -Formen, mit
Sk (V') die Teilmenge der symmetrischen &k -Formen und mit A (V') die Menge
der alternierenden k -Formen. Offensichtlich ist die 0-Abbildung V¥ — K sowohl
multilinear, wie symmetrisch und alternierend. Demzufolge sind M, (V'), Sy (V)
und Ay, (V) nicht leer. Auf M, (V') konnen wir die Struktur eines K-Vektorraums
definieren: Sind ¢ und ¥ € My (V) , so definieren wir ¢ + v durch

(p+ ) (v1,...,08) == @ (v, ... 08) + 0 (v1, ..., )
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und fiir & € K und ¢ € M (V) die Abbildung ag durch

() (v1,...,0k) = ap (v1,...,0) .

Man priift ganz einfach nach, dass ¢ + ¢ und ayp wieder multilinear sind, und
dass mit diesen Verkniipfungen die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Sind ferner
o, € K und ¢, ¢ symmetrische [alternierende] k-Formen, so ist auch ap + (¢
symmetrisch [bzw. alternierend], wie man ganz einfach nachrechnet. Wir haben
deshalb das folgende Resultat:

Lemma 5.3 My (V) ist ein K-Vektorraum. Sy (V') und Ay (V) sind Unterrdiume
von My (V).

Wir werden spéter sehr ausfiihrlich Bilinearformen diskutieren. Determinan-
ten sind jedoch alternierende Formen.

Lemma 5.4 Sei char (K) # 2, und sei ¢ eine alternierende k-Form. Dann
gelten die folgenden Eigenschaften:
a) Sind zwei der Vektoren vy, ..., vy gleich, so gilt

¢ (v1,...,v) = 0.
b) Sind die Vektoren vy, ..., vy linear abhdngig, so gilt
o (vy,...,v5) =0.
c) Ist i # j und a € K so gilt
© (U1, VU U, ) = (U, )

d.h. addiert man das a-fache des i-ten Arguments zum j-ten, so verdndert sich
die Form nicht.

Beweis. a) Sei i # j. Austausch des i-ten mit den j-ten Argument wechselt
in der Form nach Voraussetzung das Vorzeichen. Ist v; = v; so folgt somit

o (v, .. v8) + @ (vg, ... o) =0,
was wegen char (K) # 2 die Gleichung
o (vy,...,u8) =0

impliziert.
b) Sind vy, ..., v; linear abhéngig, so lasst sich einer der Vektoren, sagen wir
der i-te, als Linearkombination der anderen darstellen:

V; = E a5V,

Jiji
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Wegen der Multilinearitit folgt dann

o (v1,...,0,) = Zozjgo(vl,...,vj,...,vj,...,vk):O,
ji

nach a).

© (U1, VU QU )
=@ (1, ,0) Fa@ (V1. Uy, Uiy e Uk) = @ (U1, .0, )

nach a). m

5.3 Die Determinantenform
Im Laufe der nachfolgenden Diskussion werden wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 5.3 Sei K ein Korper mit char (K) # 2, und sei V' ein K-Vektorraum der
Dimension n. Dann gilt
dim (A4, (V)) =1

Die Aussage dim (A, (V)) = 1 bedeutet erstens, dass es eine alternierende
n-Form gibt, die nicht die Nullform ist, und zweitens, dass je zwei n-Formen
v, # 0 proportional sind. Das bedeutet, dass es bis auf eine Normierung nur
eine alternierende n -Form gibt.

Definition 5.3 Eine von der 0-Form verschiedene alternierende n-Form heisst
Determinantenform.

Generalvoraussetzung fiir den Rest des Kapitels:

Es ist im obigen Satz wichtig, dass alternierende k-Formen mit £ = dim V'
betrachtet werden. Fiir k& > dim V' ist dim (A, (V)) = 0, was weiter unten klar
werden wird. Fir £ < dimV ist Ay (V) ein komplizierteres Objekt, das wir erst
spéter etwas ausfiihrlicher diskutieren werden (insbesondere fiir k£ = 2).

Die fiir den Beweis benotigten Notationen sind etwas aufwendig. Um die
einfache Grundidee zu erkldaren, betrachten wir erst einen engen Spezialfall und
diskutieren den obigen Satz im Fall R?. Wir bezeichnen wie iiblich mit (ey, es)
die Standardbasis. Fiir x = (z1,22), vy = (y1,42) € R? gilt © = x1e1 + 2269
und y = y1e1 + yo262. Ist ¢ eine beliebige alternierende 2-Form, so gilt wegen der
Bilinearitat

o (z,y) = p (r1€1 + 2262, Y161 + Y2€2)
= 215190 (€1, e1) + 2139 (€1, €2)
+ way10 (€2, €1) + Tay20 (€2, €2) -
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Wenn ¢ alternierend ist, miissen die folgenden Gleichungen gelten:

@ (e, e1) = —p(er,e2),
30(61761) - _90(61761)7
@ (e2,62) = —p (e, e2).

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt natiirlich ¢ (e1, e1) = ¢ (€2, €2) = 0 (wegen
char (R) # 2 !). Also erhalten wir

® (37; ZJ) = (9513/2 - 3622!1) % (61, 62) .

Ist nun ¢ (e1,e2) = 0, so ist ¢ einfach die Form identisch Null. Einen weiteren
Spezialfall erhélt man mit der Wahl ¢ (e1,e3) = 1. Wir bezeichnen die entspre-
chende Funktion ¢ mit ©, und es ist dann

@@w%=mm—mm=d%(m m>,
Y1 Y2

mit der Thnen wahrscheinlich bekannten Determinante einer 2 x 2 -Matrix. Man
iiberzeugt sich sofort davon, dass diese Determinatenfunktion tatsdchlich eine
alternierende 2-Form auf R? definiert. Daraus folgt aber nun sofort, dass jede
alternierende 2 -Form ¢ auf R? die Darstellung

p=qpl(e,e)P

hat. Damit haben wir gezeigt, dass A, (R?) eindimensional ist mit der Basis beste-
hend aus dem einen Vektor . Das ist natiirlich nur etwas kompliziert ausgedriickt
der folgenden Sachverhalt: Jede alternierende 2-Form ¢ auf R? ist proportional
zur Determinante, d.h. bis auf eine Normierung gibt es nur eine nicht-triviale
2-Form . Damit haben wir den Satz 5.3 im Spezialfall V' = R? gezeigt.

Der allgemeine Fall geht im wesentlichen genau gleich, ist aber natiirlich et-
was komplizierter aufzuschreiben. Wir beginnen damit, zu zeigen, dass jede al-
ternierende n-Form ¢ auf V' proportional zu einer von der 0-Funktion verschie-
dene Funktion p : V® — K ist, wobei wir anschliessend zeigen, dass dieses ©
tatsichlich eine alternierende Form ist. Damit ist dann der Satz 5.3 bewiesen,
denn wir haben dann gezeigt, dass A, (V) # {0} ist, da € A, (V) gilt, und
weiter, dass jedes andere Element ¢ € A, (V') proportional zu $ ist, was belegt,
dass () ein Erzeugendensystem von A, (V') ist und damit eine Basis.

Wir wihlen zunéchst eine Basis V = (vq,. .., v,) fest in V. Jeder Vektor u € V
hat eine eindeutige Darstellung als Linearkombination dieser Basis. Fiir die n-
Form miissen wir n derartige Vektoren uyq, ..., u, betrachten. Wir schreiben sie
als

U; = Zajﬂ)j. (52)
j=1
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Dann ist

n
0 (Ugy ..., Uuy) = Zajlgp(vj,uQ,...,un)
j=1

wegen der Linearitdt im 1. Argument. Nun fahren wir auf diese Weise weiter,
indem wir die Linearitdt im zweiten Argument ausniitzen, dann im dritten etc.
Auf diese Weise erhalten wir

n n n
@(ul,...,un):ZZ...Zajll%g-...-ajnn@(vjl,%,...,vjn).

n=lje=1  jn=1

Aus Lemma 5.4 folgt jedoch, dass ¢ (vj,,v),,...,v5,) = 0 ist, wenn zwei der
Vektoren gleich sind. Demzufolge haben wir in den Summen nur iiber diejenigen
n -Tupel (ji,...,7,) zu summieren, fiir die die Komponenten alle verschieden
sind. Ein derartiges n-Tupel ist jedoch einfach eine Permutation von {1,...,n}.
Wir schreiben daher ji, = m (k) und miissen nun iiber alle Permutationen 7
summieren:
2 (uh cee 7un> = Z Ar(1),107(2),2 " - -+ * Qx(n);n P (Uw(l)u Ur(2)5 - - - 7v7r(n))
WEEn
=@ (vg,...,0,) Z Sign () Ar(1),10x(2)2 " - - - * Qr(n)ms
TEYn

die letzte Gleichung nach Bemerkung 5.2. Definieren wir die Funktion @ : V" —
K durch:

P (ur, ... uy) == Z Sign () Ar(1)10x@2)2 " - - - * Cr(n)ns (5.3)

so erhalten wir, dass jede alternierende n-Form ¢ die Gleichung

e=p(W1,...,0,)P

erfiillt.

Wir miissen nun noch nachweisen, dass @ auch tatséichlich eine alternierende
n-Form ist, denn bisher haben wir nur gezeigt, dass wenn ¢ eine alternierende n-
Form ist, ¢ proportional zu der obigen Funktion p ist. Wére © keine alternierende
n-Form, so hétten wir nur gezeigt, dass es keine alternierenden von der 0-Form
verschiedenen n-Formen gibt. Man beachte, dass

?(v1,...,0,) =1 (5.4)

gilt, was einfach eine Normierung ist.

Zunichst die Multilinearitét. Wir betrachten die Linearitdt im ersten Argu-
ment. Die anderen gehen genau gleich. Seien also wuy,u},us,...,u, € V und
a, € K. Wir verwenden die Darstellung (5.2) und

n
r .
up = E a1 v;.
J=1
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Dann hat au; + fu} die Darstellung in der V-Basis:

n

oy + fu = Z (aaji + Bay) v;.

j=1
Demzufolge ist
P (auy + Buy, . yup) = Y sign (1) (dny1 + By 1) Ar2)o - iy
TEYX,
= Z Sign (7) Ar(1)1Gr(2)2 " - - - * Qx(n)n
TEX,

+ Z sign () a;r(1),1a7r(2),2 ©eoetlr(n)n

= a@ (U1, ...,u,) + 0P (uy, ... uy,).

Damit ist die Linearitdt im 1. Argument gezeigt und mit den anderen Argumen-
ten geht der Beweis genau gleich. Wir zeigen nun noch, dass @ alternierend ist,
d.h. dass bei einer Vertauschung von zwei Argumenten das Vorzeichen wechselt.
Der Einfachheit halber vertauschen wir das erste und das zweite Argument:

@ (Ug, Uy, Uz, - - - 7un) = Z Sign (7'(') Ar(1),207(2),107(3),3 * - -+ * Ax(n),n-
71'6271

Fir 7 € ¥, definieren wir 7’ := 7 o 77 5. Man beachte, dass dann 7 = 7’ o 7y 5
gilt (wegen 715 0 715 = id). Ferner ist die Abbildung ¥, > 7 — 7’ € 3, eine
Bijektion. Deshalb ist

@(Ug,ul,u;g, c ,un)
= Z sign (’/T/ ° 7—1,2) Qrlory 2(1),207 071 2(2),1%7 071 2(3),3 " - - - * Axlory o(n),n
TEX
= Z Sign (71'/ o 7'1’2) Arr(1)107(2),2 * « -« * Ax'(n)n
TEXR
= - Z sign (7') arr(1),10r1(2),2 * - - - * A/ (n)
TEYN
== Z Sigl’l (7T/> Ar’(1),1077(2),2 * -+ - * A/ (n),n
e,
= _¢<ulau27u37 s 7un) .

Den Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von anderen Argumenten zeigt man
genau gleich.

Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildung @ : V" — K eine alternierende
n-Form ist, die natiirlich von der Nullfunktion verschieden ist, und damit ist der
Satz 5.3 vollstindig gezeigt.
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Wie wir also sehen, gibt es in einem n-dimensionalen Vektorraum “im wesent-
lichen” genau eine alternierende n-Form. Genauer: Zwei n-Formen unterscheiden
sich nur durch einen Streckungsfaktor. Zu jeder Basis V gibt es genau eine De-
terminantenform, die der Normierung (5.4) geniigt.

Der auf der rechten Seite von (5.3) stehende Ausdruck hingt natiirlich nur

von der quadratischen Matrix A = (a;;), <ij<n ab.

Definition 5.4 Ist A = (a;j) eine n x n-Matriz, so ist

det (A) = Z sign (7T) Ar(1),107x(2),2 " -+ - " Qr(n)n

die Determinante von A.

Ist also V = (vy,...,v,) eine beliebige Basis von V, so ist die eindeutige
alternierende n-Form @, die der Normierung @ (vy,...,v,) = 1 geniigt, gegeben
durch

P (uy, ..., u,) =det (A),

wobei A = (a;;) die Matrix ist, die das n-Tupel (uy,...,u,) durch die Basis V
darstellt:

n
U; = E ajivj.
i=1
Wir bezeichnen die so normierte Determinantenform auch mit ¢y .

5.4 Die Determinante eines Endomorphismus

Wir kénnen nun auch die Determinante eines Endomorphismus f : V — V
definieren. Sei V eine beliebige Basis von V' und ¢y, die dazugehorige normierte
Determinantenform. Dann ist die Abbildung V" — K, die definiert ist durch

Vs (U17--~aun) _>@V(f(ul)mf(u?)7""f(un))

eine alternierende n-Form auf V, was man sofort nachrechnet. Wir bezeichnen
diese Form (leicht missbriuchlich) mit ¢y o f. Aus Satz 5.3 folgt also, dass ein
Skalar o € K existiert mit
v o f=apy.

So wie « definiert ist, kann dieser Skalar natiirlich von f und der gewihlten Basis
V abhingen. Wir schreiben daher o« (f,V). Wir zeigen nun aber, dass a (f,V)
nicht von ) abhéngt: Ist namlich I/ eine andere Basis, so existiert § € K, 5 # 0,
mit ¢y = By. Dann gilt natiirlich auch ¢y 0 f = G (py o f). Daraus folgt

a(f,U)pu=wuof=703(pvof)=pal(f,V)ey=al(f,V)eu.

Da ¢y nicht die Nullform ist, folgt o (f,U) = a (f, V). Der Skalar a héingt daher
nur von f ab und nicht von einer speziell gewédhlten Basis.
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Definition 5.5 «/(f) heisst die Determinante von f. Wir bezeichnen sie mit

det (f).

Lemma 5.5 a)

b) Sind f,g zwei Endomorphismen von V' so gilt
det (fog) =det(f)det(g).

Beweis. Wir wéhlen eine beliebige Basis V in V.
a) ist evident, denn es gilt natiirlich ¢y oidy = ¢y.
b) folgt aus py o (f o g) = (py o f) o g. Daraus ergibt sich
det (fog)oy =pvo(fog)=(pvof)oyg
=det (g) (py o f) = det (g) det (f) py,

und da ¢y nicht die Nullform ist, ergibt sich die Behauptung. =

Satz 5.4 Sie f : V. — V ein Endomorphismus. Dann gilt det (f) # 0 genau
dann, wenn f ein Isomorphismus ist. Ist f ein Isomorphismus, so gilt

() =

Beweis. Ist f ein Isomorphismus, so existiert eine Inverse f~!. Aus dem
obigen Lemma folgt dann

1 =det (idy) = det (fo f~") =det (f)det (f7').

Ist f kein Isomorphismus, so ist dim (im (f)) < n. Ist V = (vq,...,v,) eine
beliebige Basis von V' so sind die Vektoren f(v1),..., f(v,) linear abhéingig.
Nach Lemma 5.4 gilt

SOV(f(Ul)""?f(Un)) = 0.
Daraus folgt det (f) =0. m
Die Determinante eines Endomorphismus ist einfach die Determinante der
darstellenden Matrix beziiglich einer beliebigen Basis, wie das folgende Resultat
zeigt:

Proposition 5.1 Sie f : V — V ein Endomorphismus und A die darstellende
Matriz von f beziiglich einer beliebigen Basis V = (v1,...,v,). Dann gilt

det (f) = det (A).

Beweis. Sei u; := f(v;), ¢ =1,...,n. Dann sind die Spalten von A genau
die Koordinaten der u; beziiglich der Basis V. Nach (5.3) und der Definition der
Determinante einer Matrix folgt daraus

det (f) = oy (u1,...,u,) =det (A).
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5.5 Eigenschaften der Determinante einer quadratischen
Matrix, Cramersche Regeln

Wir diskutieren in diesem Abschnitt einige wichtige Eigenschaften von Determi-
nanten von Matrizen. Eine n x n-Matrix A definiert, wie wir schon wissen, einen
Endomorphismus K" — K™". Die darstellende Matrix dieses Endomorphismus
beziiglich der Standardbasis £ ist dann genau A. Damit ist nach der Diskussion
im letzten Abschnitt det (A) auch genau die Determinante dieses Endomorphis-
mus. Als n-Form kénnen wir det (A) als g (s1, .. ., s,,) auffassen, wobei s1, ..., s,
die Spaltenvektoren der Matrix sind. Sie hat damit auch alle Eigenschaften einer
alternierenden n-Form.

Satz 5.5 Sei A ein n x n-Matrixz. Dann gilt
a) det (A) = det (AT).
b) det (AB) = det (A) det (B) .
c) A ist genau dann regulir, wenn det (A) # 0 gilt. In diesem Fall ist

1

det (A_l) =T )

d) Ist A eine obere Dreiecksmatriz, d.h. gilt a;; =0 firi > j, so gilt
det (A) = H (077}
i=1

Beweis. a) Die Abbildung %, > 7 — 7! € %, ist bijektiv. Man beachte
auch, dass sign (7) = sign (7~!) gilt. Daraus folgt

det (A) = Z sign (71') Ar(1),107(2),2 "+ - - * Qx(n)n

Die zweite Gleichung folgt aus einer Umstellung der Faktoren, die dritte wegen
sign () = sign (77!) und die vierte wegen der erwihnten Bijektion ¥, > 7 —
71 €Y%, die einfach zu einer Umstellung der Summe fiihrt.

b) folgt aus Lemma 5.5 und der Interpretation von det (A4) als die Determi-
nante des durch A definierten Endomorphismus K" — K™.

c) folgt aus Satz 5.4.
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d) Ist eine Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n} nicht die Identitét, so
gibt es ein ¢ mit 7 (i) < i (Uberlegen Sie sich das selbst!). Demzufolge fallen fiir
eine obere Dreiecksmatrix bei der Definition der Permutation die Beitrage von
allen Permutationen weg, ausser dem von 7 =id. m

Bemerkung 5.3 Aus der Interpretation von det (A) als e (s1,...,S,), wobei
die s; die Spaltenvektoren der Matriz sind, folgt die Multilinearitit der Deter-
minante einer Matriz in den Spaltenvektoren. Wegen Teil a) des obigen Satzes
folgt dann auch die Multilinearitdt als Funktion der n Zeilenvektoren. Insbeson-
dere wissen wir genau, wie sich die Determinante bei elementaren Zeilenopera-
tionen verhdlt: Beim Vertauschen von zwei Zeilen wechselt das Vorzeichen, bei
Multiplikation eine Zeile mit einem Skalar wird die Determinante entsprechend
multipliziert, und bei Z3 verdndert sich die Determinante nicht. Die Determinan-
te einer Matriz lisst sich also dadurch berechnen, dass man die Matriz maittels
Zeilen- und Spaltenoperationen auf eine obere Dreiecksmatrix transformiert und
dann das Produkt der Diagonalkomponenten bildet.

Beispiel 5.2

1 -2 92 3 1 -2 2 3
5 1 1 1 0 5 -3 —5
det | 5 5 4T, g 5 5 o
103 3 1 01 5 4
1 —2 92 3 1 -2 2 3
0 1 5 4 01 5 4
=—det | 5 5 o | T g 35 96
0 5 -3 —5 0 0 —28 —925
1 -2 2 3 1 -2 2 3
0 1 5 4 01 5 4
=—detf g g5 96 | Tt g o 7
0 0 28 25 0 0 28 25
1 -2 3 2 1 —23 2
0 1 4 5 0 1 4 5
= det 0 0 17 = det 0 0 1 7 = —147.
0 0 25 28 0 0 0 —147

Als Néchstes diskutieren wir den sogenannten Entwicklungssatz fiir Determi-
nanten. Wenn A eine n X n-Matrix ist, so konnen wir fiir jeden Zeilenindex ¢ und
jeden Spaltenindex j die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A%/betrachten, die man aus A
erhélt, indem man die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

Satz 5.6 Fir jede n x n-Matriz A = (a;j) und 1 <i,j <n gilt

det (A) =Y (1) ay det (A™*) = " (=1 ay; det (A*)

k=1 k=1
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Die Darstellung in der ersten Zeile nennt man aus naheliegenden Griinden
die Entwicklung nach der i-ten Zeile der Matrix, und die zweite die Entwicklung
nach der j-ten Spalte.

Beweis. Wegen det (A) = det (AT) brauchen wir nur die Entwicklung nach
den Spalten zu betrachten. Wir schreiben die j-te Spalte wie folgt:

alj
agj n
- E QAg; €k,
k=1
anj

wobei wie iiblich e, der k-te Vektor der Standardbasis ist (als Spaltenvektor
geschrieben). Unter Beniitzung der Multilinearitét der Determinate erhalten wir

also
n

det (A) = Z ay; det (B*) |

k=1

wobei B*I die Matrix ist, bei der die j-te Spalte durch e; ersetzt wird:

a1 SR ¢ . | 0 Q1541 - Q1
a/k,'—171 .. .. O ) IR ak—l,n
k! j —
B =1 axx - agj-1 1 agjyr 0 akn
ak‘“’l,l .. .. O ) ak“rl,n
Qan1 Tt Opji—1 0 Qpj41 " Qnp,

Nun vertauschen wir die j-te Spalte mit der (j — 1)-ten, dann die (j — 1)-te mit
der (j — 2)-ten etc, bis e, die erste Spalte ist. Mit diesen Operationen haben
wir j — 1 mal das Vorzeichen gewechselt. Nun wollen wir noch die 1 in die erste
Zeile bringen. Dazu vertauschen wir die k-te Zeile mit der (k — 1) -ten, dann
die (k — 1)-te mit der (k — 2)-ten etc. Insgesamt haben wir mit diesen Spalten-
vertauschungen £ — 1 mal das Vorzeichen gewechselt. Nach diesen Zeilen- und
Spaltenvertauschungen sind wir ausgehend von der Matrix B*J bei der Matrix

1 *
0 AkJ

angelangt, wobei A®J die oben eingefiihrte (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, 0 fiir den
Spaltenvektor der Lange n — 1 mit alles Nullen steht, und * ein Zeilenvektor der
Lénge n — 1 ist, der uns nicht weiter zu interessieren braucht. Wir erinnern uns,
dass wir ausgehend von B*J insgesamt k + j — 2 mal das Vorzeichen geiindert
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haben, was auf dasselbe hinauslauft, wie k& + 7 mal das Vorzeichen zu éndern.
Wir erhalten also

. ; 1 *
det (B"7) = (—1)F det ( 0 Ak ) .

Nun gehen wir zuriick zur Definition der Determinante in Definition 5.4 um

1 =
det 0 Aki

Y., einen Beitrag, fiir die 7 (1) = 1 gilt, fiir die also 1 ein Fixpunkt ist. Die
Menge der Permutationen 7 € ¥, welche 1 als Fixpunkt haben kann bijektiv auf
die Menge der Permutationen der Menge {2,...,n} abgebildet werden: einfach
durch die Einschrinkung «’ von 7 auf diese Menge. Ferner ist offensichtlich die
Signatur dieser Einschriankung dieselbe wie die von 7. Demzufolge ist

zu berechnen. Offenbar geben nur diejenigen Permutation m €

n—1

det ( é A:’j ) = Y sign(@) ][] (Ak’j)ﬁ(t),t = det (A"7).

TEYp—_1 t=1
Dabei ist (A*7) , die s,t-te Komponente der (n — 1) x (n — 1)-Matrix A*/. m

Definition 5.6 Sei A eine n X n-Matriz. Die adjungierte Matrix adj(A) ist
definiert durch

(adj (A)),; = (=1)"" det (A™) , 1 <i,j <n.

J

Satz 5.7
adj (A)" A=A adj(A)" = det (A) E,.

Beweis. Die i, j-te Komponente von adj (A)T A ist

n n

> (adj (A))y, ar; = > (1) det (A5 ay,.

k=1 k=1

Nach dem Entwicklungssatz ist das einfach die Determinante der Matrix, die
man aus A erhélt, indem man die i-te Spalte durch die j-te ersetzt. Ist i # 7,
so hat diese Matrix zwei gleiche Spalten und ihre Determinante ist somit 0. Ist
i = j, so ist es einfach det (A). Damit ist adj (A)" A = det (A) E, bewiesen.
A adj (A)" = det (A) E, geht analog. m

Korollar 5.2 Ist A reguldr so gilt
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Wir kommen nun nochmals auf das Gleichungssystem
Axr=b

zuriick, wobei A eine n x n-Matrix, und b ein Spaltenvektor aus K™ ist. Ist A
regulér, so ist die eindeutige Losung gegeben durch

Die k-te Komponente ist dann

S adi (A) b Y00 (—1)FH det (AR by
det (A) B det (A) -

T =

Nach dem Entwicklungssatz ist der Zahler die Determinante der Matrix, die man
erhélt, indem man in der Matrix A die k-te Spalte durch b ersetzt:

Satz 5.8 (Cramersche Regel) Sei A eine regulire n x n-Matriz und b € K™
(als Spaltenvektor geschrieben). Dann ist die eindeutige Losung des Gleichungs-
systems

Zaijxj :bi, 1§@§n
j=1
gegeben durch
det (A"F)
Ty = ———,
det (A)

wobei A¥* die Matriz ist, die man aus A erhdlt, indem man die k -te Spalte durch
den Spaltenvektor b ersetzt.

1<k <n,
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6 Invariante Unterridume,
Eigenwerte und Eigenvektoren

6.1 Direkte Summe von Unterridumen

Wir haben schon den Begriff ,Summe von Unterrdumen U,...,U,, eines K-
Vektorraums V* kennengelernt:

=1

=1

Definition 6.1 V' heisst die direkte Summe der Unterriume Uy, ..., Uy,
wenn jeder Vektor v € V' sich eindeutig als Summe v = Y. u; mit u; € Uj,
1 < j < m, darstellen lisst. Es gelten also die folgenden zwei Eigenschaften:

a)

b) Gilt
Zui = Zu; mit uj,u; eU; firl <j<m,
i=1 i=1
so folgt uj = uj, 1 < j <m.
Wir schreiben dann

=1

Bemerkung 6.1 Die Eindeutigkeit der Darstellung in der obigen Definition ldsst
sich auch einfach durch die folgende Bedingung ersetzen: Gilt

O:Zui mit u; € Uj fir1 <j <m,

i=1

so folgt uy = ... = u,, = 0. Man tberlegt sich sofort, dass daraus die Figenschaft
b) in der obigen Definition folgt.

Eine direkte Summe von Unterrdumen ist immer eine Summe dieser Un-
terrdiume. Die Notation ist leider nicht ganz gliicklich, denn ob eine Summe
eine direkte ist hangt nur von Eigenschaften der Familie der Unterrdume ab. Wir
formulieren diese Eigenschaft in dem folgenden Satz:
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Satz 6.1 Es seien Uy, ..., U, Unterrdume vonV. Dann qilt V = @Zl U; genau
dann, wenn V = Y"" U, gilt und wenn fir jedes i

U; N (Z Uj> = {0} (6.1)

JijFi
18t.

Beweis. I) Wir setzen zunéchst voraus, dass V = @.", U; gilt. Per Definition
gilt dann natiirlich V' = Y, U;. Wir miissen also nur noch die Eigenschaft (6.1)
nachweisen.

Ist w e U;N (Zj:#i Uj) , so gilt

U,:EU]'

Jig#

0=u— Z uj,
Jig#

wobei nach Voraussetzung u € U; gilt. Demzufolge liegt eine Darstellung des
Nullvektors als Linearkombination von Vektoren aus den U; vor, also gilt u = 0.

IT) Wir setzen V = >""" U; und (6.1) voraus, und wir wollen zeigen, dass die
Summe eine direkte Summe ist. Nach Bemerkung 6.1 geniigt es zu zeigen, dass
der Nullvektor nur eine triviale Darstellung als Summe von Vektoren aus den U;
hat. Sei also

mit u; € U;. Dann ist

m
0= Zu]', Uj € Uj.
j=1

Dann gilt fiir jedes i :
Uy = — Z uj.
JiFi
Die rechte Seite ist in ) ;.72 Uj und die linke Seite in U;. Demzufolge gilt

u,EUJ\(ZU]),

J:j#i

und ist daher nach der Voraussetzung (6.1) gleich 0. Dies gilt fiir alle i. m

Sind Uy, ..., U, Unterrdume von V, so ist U := > U; natiirlich immer
ein Unterraum von V| gleichgiiltig ob U = V gilt oder nicht. Die U; sind dann
Unterrdume von U. Gilt die Eigenschaft (6.1), so schreiben wir U = @, U;. In
diesem Fall hat dann jeder Vektor u € U eine eindeutige Darstellung als Summe
von Vektoren aus den Uj.
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Beispiel 6.1 Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit einer Basis U =
(u,...,uy), und sind die Unterraume U; definiert durch

Ui :={au; :a € K},

so gilt V.= @}_, U;. In der Tat hat ja jeder Vektor v € V die eindeutige Dar-

stellung
n
v = E Uy,
i=1
und die aju; sind in Uj.

Beispiel 6.2 V = R3.

1 0 0 0
U]_ :L 0 5 1 ’U2:L ]_ s 0
0 0 0 1

Dann gilt zwar R® = Uy + Us,, aber nicht R3 = U, @ Us.

Fiir endlichdimensionale Vektorraume kann die Direktheit einer Summe von
Unterraumen auch einfach iiber die Dimension charakterisiert werden:

Satz 6.2 FEs seien Uy, ..., U,, Unterrdume des endlichdimensionalen Vektor-
raums V. Dann gilt V- = @, U; genau dann wenn V= >"" U, gilt und wenn

dim (V) = Z dim (U;) (6.2)

15t.

Beweis. I) Wir setzen V = @." | U; voraus und beweisen (6.2) mit Induktion
nach m. Fiir m = 1 ist das trivial. Nach Teil a) gilt

Nach der Dimensionsformel (Satz 4.9) gilt

dim (é U,-) = dim (U,,) + dim (%S Ui> = Zm: dim (U;),

i=1

die letzte Gleichung nach Induktionsvoraussetzung.
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IT) Wir setzen V = 3", U; und (6.2) voraus und beweisen, dass die Summe
eine direkte Summe ist. Dazu weisen wir nach, dass (6.1) gilt. Wére diese
Gleichung fiir ein ¢ falsch, so wire

1 < dim (Ui n (J%; Uj>> :

Daraus ergibt sich der folgende Widerspruch:

Z dim (U;) = dim (V)

Jig# JiJF#
< dim (U;) + dim (Z Uj> < Zdim (U;)

JigF#

In der letzten Ungleichung haben wir verwendet, dass die Dimension einer Summe
von Unterrdumen immer kleiner oder gleich der Summe der Dimensionen dieser
Unterrdume ist. Das ergibt sich sofort aus der Uberlegung, dass die Vereinigung
von Basen dieser Unterrdume ein Erzeugendensystem der Summe ist. m

Korollar 6.1 V sei ein endlichdimensionaler Vektorraum und Uy, ..., U, seien
Unterriume mit V.= " U Ui = (W1, U, - .-, Uig,) Seien Basen der Un-
terrdume U;. Dann gilt V- = @;", U; genau dann, wenn (ui1, Uia, . .., Uik, Us21,

<oy U k,,) €ine Basis von V ist.

Beweis. (uj1,u12,. .., Uik, Uat, - - -, Um g, ) 1St auf jeden Fall ein Erzeugenden-
system von V, wenn V' = 3" U; gilt, wie wir voraussetzen. Dieses System von
Vektoren ist daher genau dann eine Basis, wenn

dim (V) Z Z

gilt. Das ist aber nach dem vorangegangenen Satz dquivalent damit, dass V' die
direkte Summe der Unterrdume U; ist. m

Wir diskutieren noch kurz einen Zusammenhang mit sogenannten Projek-
tionsoperatoren.

Definition 6.2 Sei V' ein Vektorraum. Ein Endomorphismus p : V — V heisst
Projektion, wenn

p’i=pop=p
gilt.

108



Ist V die direkte Summe von zweil Unterrdumen:
V=UsW

so konnen wir eine Projektion p wie folgt definieren: Jedes Element v € V' hat eine
eindeutige Darstellung als v = u + w, u € U, w € W. Wir definieren p (v) := u.
Der Leser priife die folgenden einfachen Eigenschaften selbst nach:

e p ist eine lineare Abbildung V' — V. d.h. ein Endomorphismus.
e p ist eine Projektion.

o ker(p) =W.

e im(p) =U.

Ist V die direkte Summe von mehreren Unterrdumen

i=1

so konnen wir fiir 1 < i < m Projektionen p; auf die einzelnen U; definieren: Ist
v =", u; die eindeutige Darstellung eines Vektors v als Summe von Vektoren
aus den u;, so definieren wir

pi (v) == ;.

Lemma 6.1 Unter den obigen Voraussetzungen haben die p; die folgenden Ei-
genschaften:
a) Die p; sind Projektionen.
b) Firi# j gilt
piop; =0, (6.3)
wobei 0 hier die Nullabbildung V' — V ist, die alle Vektoren auf den Vektor 0
abbildet.

c)

m

Zpi = idy . (6.4)

i=1
(Wir hatten schon friher gesehen, dass hom (V') ein K-Vektorraum ist: Fiir
©,¥ € hom (V) ist o+ € hom (V) definiert durch (¢ + ©) (v) := ¢ (v) + ¢ (v))

Beweis. a) hatten wir schon oben dem Leser iiberlassen. Wir beweisen b)
und c¢). Ist v € V mit der eindeutigen Darstellung v = ZZ’; u;, u; € U;, so
erhalten wir wegen u; = p; (v)

v:Zpi(v).
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Dies beweist ¢). Um b) zu beweisen, beachten wir, dass p; (v) stets in U; liegt.
Nun gilt aber fiir jedes Element u € U; und j # i die Gleichung p; (u) = 0, denn
in der eindeutigen Darstellung von u als Summe

m
U = E wy, U)jGUj,
J=1

ist natiirlich einfach w; = v und w; =0 fiir j # 7. =

Eine Familie von Projektionen, die (6.3) und (6.4) erfiillt, nennt man auch
Auflosung der Einheit. In Umkehrung des obigen Lemmas konnen wir den
folgenden Satz beweisen:

Satz 6.3 Seien py,...,pn Projektionen des Vektorraums V, die die Gleichungen
(6.3) und (6.4) erfillen. Dann gilt

V = @Hﬂ(pZ)

Beweis. V =" im(p;) folgt sofort aus (6.4). Um nachzuweisen, dass die
Summe direkt ist, weisen wir (6.1) nach. Sei

v € im (pi) N (Zim<pj>> .

JigF
Wegen v € im (p;) ldsst sich v als v = p; (w) schreiben mit w € V, und wegen v
€ ;.2 im (pj) aber auch als v = ..., p; (w;), w; € V. Dann erhalten wir

v=p(w)=> pi(p;(w;)) =0,
jiiti

die letzte Gleichung wegen (6.3) und die erste, weil p; eine Projektion ist. m

6.2 Invariante Unterridume
f:V — V sei ein Endomorphismus des K-Vektorraums V.

Definition 6.3 Fin Unterraum U C V heisst invariant unter f, wenn f (u) €
U fir alle w e U gilt.

Die beiden trivialen Unterrdume {0} und V sind natiirlich immer invariant.
Andere invariante Unterrdume nennen wir nicht trivial. Ein Endomorphismus
braucht keine nicht trivialen Unterrdume zu besitzen. Ein Beispiel ist etwa die
Drehung von R? um 45°, die gegeben ist durch die Matrix

(& 3)
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Wir werden spéter sehen, dass ein C-Vektorraum der Dimension > 2 stets nicht
triviale Unterrdume besitzt.

Es seien U;, 1 <1 < m, Unterrdume von V und V' = EB;L U;. Ferner seien fiir
jedes i Endomorphismen f; € hom (U;) gegeben. Wir konstruieren damit einen
Endomorphismus f : V — V, den wir mit f = @.", fi bezeichnen. Zu v € V
gehort eine eindeutige Darstellung v = > | w;, mit u; € U;. Wir definieren

fv):= Zf () -

Man {iiberzeugt sich leicht, dass f linear ist: Sind v,v" € V mit den eindeutigen

Darstellungen
m m
/ / /
v:E ui,vzg u;, i, w; € Us
i=1 i=1

und sind a, o’ € K, so hat av + /v’ die eindeutige Darstellung

av + v’ = Z (qu; + a'u) .
i—1
Demzufolge ist
[ (av+a) = Z fi (qu; + o))
i=1

= Oéz fi(wi) + o Z fi(w)) = af (v) +df (V).

Man beachte, dass die Unterraume U; invariante Unterrdume von f sind (wieso?).

In den nachfolgenden Kapiteln werden wir an Situationen interessiert sein, wo
ein Endomorphismus invariante Unterrdume hat, die den ganzen Vektorraum als
direkte Summe aufspalten. Dazu der folgende einfache Satz:

Satz 6.4 Sei f € hom (V) und U;, 1 < i < m, seien invariante Unterrdume von
f. Ferner setzen wir voraus, dass V = @;-, U; gilt. Dann gilt

=i
i=1

wobei f; die Einschrinkungen von f auf U; sind: Fiir u € U; ist f; (u) :== f (u) €
Ui;.

Beweis. Da die U; invariant sind, gilt f; € hom (U;) . Hat v € V die eindeutige
Darstellung v = > 7" | w;, u; € U;, so gilt wegen der Linearitét von f :

m m

F)=>"f(u) ZZfz‘(ui)'

=1
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Falls die Situation von Satz 6.4 vorliegt, vereinfacht sich die darstellende Ma-
trix von f, falls man eine Basis verwendet, die sich aus Basen der U; zusammen-
setzt. Seien also U; = (u;1,...,u;x,) Basen der Unterrdume U;. Nach Korollar
6.1 ist U := (u11,U12, - ., Umy,,) eine Basis von V, falls V. = @, U; gilt. Wir
kénnen nun die darstellende Matrix von f beziiglich dieser Basis sehr einfach aus
den darstellenden Matrizen fiir die Restriktionen f; zusammenstellen. Seien A;
die darstellenden Matrizen der f; beziiglich U;. Die A; sind k; x k;-Matrizen. Die j-
te Spalte von A; enthélt die Komponenten von f; (u;;) beziiglich der Basis ;. Nun
gilt aber f (u;;) = fi (u;;) . Demzufolge erhilt man die Komponenten von f (u;;)
beziiglich der Basis U einfach wie folgt: Zunéchst kommen k; + ...+ k;_; Nullen,
darauf folgt die j-te Spalte von A; und danach kommen wieder k; 1 + ... + ky,
Nullen. Die darstellende Matrix A von f beziiglich der Basis ¢ hat also die
folgende Blockstruktur:

A 0 0 0
0 A 0 0
A= 0 0
SO
0 0 0 A,

Die Nulleintrége sind dabei Nullmatrizen der entsprechenden Grosse, z.B. die
Null in der ersten Zeile und der zweiten Spalte ist die k; X ko-Nullmatrix.

Besonders einfach ist die Situation, wenn die Dimensionen der U; alle gleich
1 sind. In diesem Fall sind die A; 1 x 1-Matrizen, d.h. einfach Korperelemente:
A; = (a;), a; € K. Liegt diese Situation vor, so ist die obige darstellende Matrix
A natiirlich einfach eine Diagonalmatrix.

Definition 6.4 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € hom (V).
FExistiert eine Familie von eindimensionalen invarianten Unterrdumen U; mit
V =@, U, so heisst [ diagonalisierbar.

Aus der obigen Diskussion folgt also, dass wenn f diagonalisierbar ist, eine
Basis existiert, in der die darstellende Matrix von f eine Diagonalmatrix ist.
Existiert umgekehrt eine Basis V = (vy,...,v,), beziiglich der die darstellende
Matrix Diagonalgestalt hat, so folgt ganz einfach, dass die Situation der obi-
gen Definition vorliegt: Man nimmt einfach U; := L [v;]. Diagonalisierbarkeit
eines Endomorphismus ist also gleichbedeutend damit, dass eine Basis existiert,
beziiglich der die darstellende Matrix Diagonalgestalt hat.

Wir kénnen das noch etwas anders formulieren. Ist eine beliebige Basis V =
(v1,...,v,) gegeben und ist A die darstellende Matrix von f beziiglich dieser
Basis, so ist f genau dann diagonalisierbar, wenn eine regulére Matrix S existiert,
sodass STt AS eine Diagonalmatrix ist. Dies folgt ganz einfach aus der Diskussion
der Transformation der darstellenden Matrix bei Basiswechsel in Kapitel 4.4.
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Die Situation mit eindimensionalen Unterrdumen ist so wichtig, dass wir ihr
ein besonderes Unterkapitel zuweisen:

6.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Waihrend des ganzen Unterkapitels sei f : V' — V ein Endomorphismus des
K-Vektorraums V. Fiir die Diskussion weiter unten brauchen wir eine einfache
Ergénzung zu der Diskussion von Isomorphismen aus Kapitel 4.

Lemma 6.2 Sei V endlichdimensional und f ein Endomorphismus von V. Dann
ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn ker (f) = {0} ist.

Beweis. Sei ker(f) = {0}. Dann ist wegen dim (V) = dim (ker (f))
dim (im (f)) (Satz 4.18) dim (im (f)) = dim (V) und demzufolge im (f) =
Nach Lemma 4.6 folgt, dass f ein I[somorphismus ist.

Ist umgekehrt ker (f) # {0} so folgt aus demselben Lemma, dass f kein
[somorphismus ist. m

Wenn immer wir Determinanten verwenden, setzen wir voraus, dass char(K)
= 2 ist.

Wir untersuchen in diesem Abschnitt eindimensionale invariante Unterrdume.
Ist U C V ein eindimensionaler invarianter Unterraum: U = L [u], mit u € V,
u # 0, so gilt f(u) € U, d.h. es existiert A € K mit f(u) = Au. Natiirlich gilt
dann fiir jeden anderen Vektor w = au € U, a € K, die Gleichung f (w) =
f(au) = af (u) = alu = Aau = Aw. Mit anderen Worten: Ist U ein invarianter
Unterraum, so existiert ein Skalar A € K, sodass jeder Vektor in U unter f einfach
mit \ gestreckt wird. Eine derartige Zahl A nennt man Eigenwert von f.

+
V.

Definition 6.5 a) Fine Zahl A € K heisst Eigenwert des Endomorphismus
f € hom (V) , wenn ein Vektor u # 0 existiert mit

f(u) = Au.

b) Das Spektrum von f, spec(f), ist definiert als die Menge aller Eigen-
werte von f.

c) Ist \ € spec (f), so heisst jeder Vektor u # 0 mit f (u) = A ein Figen-
vektor zu \.

Bemerkung 6.2 a) Es ist sehr wichtig, dass in der Definition eines Eigenwertes
verlangt wird, dass ein Vektor u existiert, der von Null verschieden ist, mit f (u) =
Au. In der Tat erfillt natirlich der Nullvektor 0 stets die Gleichung f (0) = A0,
sodass das gar keine Bedingung an A wdre.

b) A\ = 0 kann jedoch durchaus ein FEigenwert sein. 0 € K ist genau dann
ein Eigenwert, wenn ein Vektor u # 0 existiert mit f(u) = 0. Nach Lemma
6.2 ist das gleichbedeutend damit, dass ker (f) # {0} ist. Im Falle, dass V
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endlichdimensional ist, ist das gleichbedeutend damit, dass f kein Isomorphismus
ist.  Wie wir in Kapitel 5 gesehen hatten, ist das gleichbedeutend damait, dass
det (f) =0 ust.

¢) Die Diskussion zu Beginn des Abschnittes zeigt, dass spec(f) # (0 genau
dann gilt, wenn f mindestens einen eindimensionalen invarianten Unterraum
hat.

d) Das Spektrum eines Endomorphismus kann durchaus leer sein. So hat etwa
die Drehung um 45° von R? offensichtlich keinen eindimensionalen invarianten
Unterraum, und demzufolge gibt es auch keinen FEigenwert.

e) Wir diskutieren hier ausschliesslich den Fall endlichdimensionaler Vek-
torrdume. Die Verhdltnisse ber unendlichdimensionalen Vektorrdumen konnen
sehr kompliziert sein.

Satz 6.5
spec (f) ={X € K :det (f — Aidy) = 0}.

Hier ist f — Nidy der Endomorphismus V 3> v — f(v) — Av.
Beweis. ) ist genau dann ein Eigenwert, wenn ein Vektor u # 0 existiert
mit f(u) = Au, d.h. (f — Aidy) (u) = 0. Wie wir schon oben gesehen haben,

ist das gleichbedeutend damit, dass f — Aidy kein Isomorphismus ist, d.h. dass
det (f — Aidy) =0 ist. m

Definition 6.6 Ist A € spec(f), so ist
EM\) ={ueV:f(u)=}=ker(f—\idy)
der Eigenraum von .

Wir nehmen auch den Nullvektor als Element des Eigenraums. Auf diese
Weise ist dann £ (\) ein Unterraum von V. Wir kénnen natiirlich E () fiir jedes
Element A € K definieren. A € spec(f) ist dann gleichbedeutend damit, dass
dim (E'(\)) > 1 ist. Ein Eigenraum eines Eigenwertes braucht nicht eindimen-
sional zu sein. So hat idy natiirlich V' als Eigenraum zum einzigen Eigenwert

1.

Satz 6.6 Seien \q, ..., \, verschiedene Figenwerte von f, und sei fiir jedes i der
Vektor u; ein Figenvektor (#0) zu \;. Dann sind uy, ..., u, linear unabhingig.

Beweis. Wir fiithren eine Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial,
denn ein einzelner Vektor # 0 ist linear unabhéngig. Sei n > 2, und sei

i=1
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Anwendung von f ergibt

0=f (2”: aiui> = Zn:@if (us) = Zn:ai)‘iui- (6.6)

Kombination von (6.5) und (6.6) ergibt:

n—1

0=\, 2”: o — 2”: A\iqgu; = Z (A — N) ;.
i=1 i=1

=1

Nach Induktionsvoraussetzung sind die wuq, ..., u,_1 linear unabhéngig. Demzu-
folge gilt (A, — \;) a; = 0fiiri = 1,...,n—1. Da alle Eigenwerte verschieden sind,
folgt also ay = ... = a,,_1 = 0. Aus (6.5) folgt dann aber «,u, = 0 und wegen
u, # 0 folgt auch a,, = 0. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von uy, ..., u,
gezeigt. m

Korollar 6.2 a) Seien A, ..., \. verschiedene Figenvektoren. Dann ist die
Summe der Eigenrdume eine direkte Summe:

D EN) =D EM).

b) Ist n ;= dim (V') < oo, so gibt es hichstens n verschiedene Figenwerte.

Beweis. a) folgt sofort aus dem vorangegangenen Satz. b) folgt aus a). m

Wie wir in Satz 6.5 gesehen haben gilt A € spec(f) genau dann, wenn
det (f — Aidy) = 0 ist. Wir definieren die Funktion xr : K — K, x5 ()\) =

Wir wollen nun x; als formales Polynom auffassen — wir ersetzen dazu, wie
im ersten Kapitel, A durch = und schreiben x (z): Indem wir die darstellende
Matrix A von f beziiglich einer Basis V = (vq, ..., v,) wéhlen, kénnen wir dieses
Polynom formal definieren durch

(Zu zeigen bliebe an dieser Stelle, dass diese Definition unabhéngig ist von
der Wahl der Basis V. Dies ist aber auch in diesem formalen Kontext richtig —
wir verweisen hierzu auf die Diskussion in Unterkapitel 5.4.)

Definition 6.7 x; (x) heisst das charakteristische Polynom von f.

Wir unterscheiden das charakteristische Polynom von der durch dieses Polynom
definierten Abbildung K — K. Mehr dazu im Abschnitt 6.4.
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Satz 6.7 Istn:=dim (V), so ist xy (x) ein Polynom von Grad n in x.

Beweis. Sei A die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis V =
(v1,...,v,). Dann ist

xr (@)= sign () [ [ (angiyy — 02505 -

Nun sind jedoch [T}, (ar(j),j — ©0x(j),;) offensichtlich Polynome von Grad < n
in x. Demzufolge ist auch x () ein Polynom von Grad < n. Wir kénnen jedoch
noch etwas mehr aussagen: Die Polynome H?:1 (aw(j),j — xéﬁ(j)ﬁj) sind fiir 7 # id
Polynome von Grad < n, denn in diesem Fall enthalten nicht alle der Faktoren
wirklich x. Hingegen ist fiir 7 = id

n n
H Ar(5),j 7(j) J H ajj —
Jj=1 Jj=1

Dies ist ein Polynom in z, das mit (—1)" 2™ beginnt. Daraus folgt, dass x; ()
ein Polynom in z ist, das mit (—1)" 2" beginnt, also insbesondere ein Polynom
von Grad n. m

Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms sind im allgemeinen kom-
plizierte Ausdriicke. Die Berechnung erfolgt natiirlich in der Regel iiber die Wahl
einer Basis und die darstellende Matrix A von f. Wir schreiben dann auch y 4 ()
fiir det (A — zE,,) und bezeichnen das als das charakteristische Polynom der Ma-
trix A. Da xj(z) = xa (z) fiir jede Wahl einer Basis, gilt: Ahnliche Matrizen
haben dieselbe charakteristischen Polynome. Sei

det (A —zE,) =ay+az+...+ 12"+ a,z”

Die Koeffizienten von a, hédngen in komplizierter Weise von den Komponenten a;;
der Matrix A ab. Einige der Koeffizienten sind jedoch einfach zu berechnen. Wie
wir schon gesehen haben, ist der héchste Koeffizient a,, = (—1)" . Der néchste ist
ebenfalls einfach: Fiir 7 # id ist nédmlich H?:l (aﬂ(jm — $5,T(j)7j) ein Polynom
von Grad hochstens n — 2, denn 7 (j) # j gilt in diesem Fall fiir mindestens
zwei j. (Eine Permutation, die nicht die Identitét ist, kann nicht n — 1 Fixpunkte
haben). Nun beginnt jedoch das Polynom [[}_, (aj; — ) wie folgt:

H(ajj —x)=(=1)"2" + (=" lzam

Es folgt daher a,_; = (—1)""" PN (—=1)" " trace (A) , wobei trace (A) :=
Z?Zl a;; die sogenannte Spur der Matrix A ist. ag ist ebenfalls einfach:

= XA (0) = det (A)
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Beispiel 6.3 f : R? — R? sei durch die Matriz A = :1 2 ) gegeben. Die

Determinante dieser Matriz ist 3, die Spur ist 4. Demzufolge ist
xa(z)=2 -4z +3=(r—1)(z—3).

Damit ist
spec (f) = {1,3}.

Die Figenvektoren zu den Eigenwerten sind nun einfach zu berechnen. Zu 1 :

()= ()
(33 (2)-

Nun sieht man, dass die 2 x 2-Matriz singuldr ist (das hat man ja gerade so ein-
gerichtet) und das Gleichungssystem hat daher eine nicht-triviale Lisung. Eine

Lésung ist z.B.
T - 4
) o 1 '

Der Losungsraum ist eindimensional. Der Eigenraum zum Figenwert 1 ist daher
Die Dimension des Eigenraumes E () ist per Definition mindestens 1, sie
kann aber auch grosser sein.

oder

E(1)=1L

4
1
Analog erhdlt man
2
1

E@B3)=1L

(
(

Definition 6.8 dim (E ()\)) heisst die geometrische Vielfachheit von A\ €
spec (f) .

Ein triviales Beispiel dazu. idy hat natiirlich nur den Eigenwert 1. Dieser hat
geometrische Vielfachheit dim (V).

Wir kommen jetzt nochmals auf den Begriff der Diagonalisierbarkeit eines
Endomorphismus zuriick. Wie iiblich setzen wir voraus, dass f : V — V ein
Endomorphismus ist. Wie wir im letzten Unterkapitel gesehen hatten, ist Dia-
gonalisierbarkeit gleichbedeutend damit, dass eine Basis existiert, beziiglich der
die darstellende Matrix Diagonalgestalt hat. Dies ist jedoch gleichbedeutend da-
mit, dass alle Basiselemente Eigenvektoren sind. Wir erhalten also die folgende
Aussage:
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Lemma 6.3 f ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine Basis aus Figenvek-
toren ewistiert.

Eine etwas andere Formulierung desselben Sachverhalts ist:

Lemma 6.4 f ist genau dann diagonalisierbar, wenn

V= P EM (6.7)

Aespec(f)
qgilt.

Beweis. Gilt (6.7), so konnen wir in jedem der Unterrdume E () eine Basis
wéhlen. Die Vereinigung dieser Basen bildet dann wegen (6.7) eine Basis von V.

Wir setzen umgekehrt voraus, dass eine Basis von Eigenvektoren existiert.
Die Anzahl der Vektoren dieser Basis, die fiir einen Eigenwert A\ in F () liegen,
ist sicher héchstens dim (E'(A)). Damit folgt dim (V) < 37yc oo dim (E/ (X))
Da die Summe der Eigenrdume auf jeden Fall direkt ist, folgt daraus dim (V') =
D respee() im (£ (A)) und (6.7). =

Wir kénnen die Sache auch noch in der Sprache von Matrizen ausdriicken:
Wir nennen eine n x n-Matrix A diagonalisierbar, wenn eine regulire n x n-
Matrix S existiert, sodass S7'AS eine Diagonalmatrix ist, d.h. wenn A #hnlich
zu einer Diagonalmatrix ist. Ein Endomorphismus f ist nach der vorangegan-
gen Diskussion genau dann diagonalisierbar, wenn die darstellende Matrix von f
beziiglich einer beliebigen Basis im obigen Sinne diagonalisierbar ist.

Ein hinreichendes (aber kein notwendiges) Kriterium fiir die Diagonalisier-
barkeit eines Endomorphismus ist die Existenz von n := dim (V') verschiedenen
Eigenwerten:

Satz 6.8 Hat das charakteristische Polynom xy(x) n verschiedene Nullstellen,
so ist [ diagonalisierbar.

Beweis. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind genau die Ei-
genwerte. Unter der Voraussetzung des Satzes gibt es also n verschiedene Ei-
genwerte. Seien vy, ..., v, zugehorige Eigenvektoren. Nach Satz 6.6 sind diese
Eigenvektoren linear unabhéngig. Sie bilden also eine Basis von V| was gleichbe-
deutend mit der Diagonalisierbarkeit ist. m

Wir geben nun einige einfache Beispiele zur Diagonalisierbarkeit. Alle Bei-
spiele sind in R™ und die Endomorphismen sind durch Matrizen gegeben.

Beispiel 6.4

N

I
—
= N O
w o O
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FEs folgt sofort spec (A) = {1,2,3} und mit Satz 6.8 folgt, dass A diagonalisierbar
ist. Um S € GL(3,R) zu finden, mit S~'AS = diagonal, miissen wir nur eine
Basis aus Figenvektoren finden.

Einen FEigenvektor zu 1 finden wir durch Lésen des homogenen Gleichungssy-
stems

1 00
1 20 |Jz=x
11 3
T 1
firx= 1| xo |. FEine Losungistx = | —1 | . Analog findet man Eigenvekto-
T3 0
0 0
ren zum Eigenwert 2 als x = 1 und zu 3 alsx = | 0 | . Schreiben wir
-1 1
diese Eigenvektoren in die Spalten einer Matrix:
10 0
S=1 -1 1 0],
0 -1 1

so erhalten wir

10
StAas=1 0 2
00

A:(}g’)

1 ist offenbar der einzige Figenwert von A. Der zugehdrige Figenraum ist die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems

10 T . T
1 1 ) o ) '
Das ist dquivalent zur Gleichung x1 = 0. Wir haben also

ro-1[(2)]

Die Dimension dieses Figenraums ist 1. Nach Lemma 6.4 ist A nicht diagonali-
sierbar.

w o O

Beispiel 6.5 n =2 und

Beispiel 6.6 Wir dndern das obige Beispiel leicht ab und betrachten

=(10)

mit a # 1. Dann besteht das Spektrum aus zwei Eigenwerten, und A ist demzufolge
diagonalisierbar.

119



Beispiel 6.7
1 1
().
Das charakteristische Polynom ist
Xa(@)=(1-2)?+1.

Dieses Polynom hat keine Nullstellen in R. Demzufolge ist spec (A) = (). Wir
kénnen A jedoch auch also Endomorphismus von C? betrachten. Im Komplexen
hat x4 (z) die beiden Nullstellen 1+ i und 1 — i. Da dies zwei verschiedene Fi-
genwerte sind, ist also A im Komplexen diagonalisierbar, das heisst, es gibt eine
Matriz S € GL (2,C) mit

e (1400
S AS—( . 1_1.).

S hat einfach die Eigenvektoren zu den beiden Eigenwerten in den Spalten.

Bemerkung 6.3 Reelle symmetrische Matrizen, d.h. Matrizen A mit AT = A,
sind reell diagonalisierbar. Das wird spdter bewiesen werden. Die Eigenschaft der
Symmetrie hat jedoch keine basisunabhdingige Bedeutung: Ist eine symmetrische
Matrix A die darstellende Matrixz eines Endomorphismus, so ist die darstellende
Matriz desselben Endomorphismus beziiglich einer anderen Basis im allgemeinen
nicht symmetrisch.

6.4 Polynome
6.4.1 Teilbarkeit

Sei K ein Korper. Wir hatten schon frither den Polynomring K [z] betrachtet.
Die Elemente von K [z] sind die (formalen) Polynome

n
plx) = a,
=0

wobei wir z° := 1 setzen. Wir setzen im allgemeinen voraus, dass a, # 0 ist
fiir n > 1. Das Polynom mit allen Koeffizienten 0 heisst das 0-Polynom. Wir
hatten schon frither eine Multiplikation und eine Addition auf K [z] definiert.
(K [z],+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Das Neutralelement der Multi-
plikation (die “Eins” ist das Polynom 0-ten Grades mit ag = 1. Ist der hochste
Koeffizient a, # 0, so bezeichnet man n als den Grad des Polynoms. Wir
schreiben ihn als grad (p (z)). Es ist bequem (und nur eine Konvention), dem
Nullpolynom den Grad —oo zuzuweisen. Dies hat den Vorteil, dass die folgende
Beziehung gilt:

grad (p (z) - ¢ (z)) = grad (p (z)) + grad (¢ (),
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wobei —oo +n =n + (—00) := —oo gesetzt wird.

Wie schon im ersten Kapitel erwéhnt, fassen wir Polynome (zunéchst) einfach
als endliche Folgen (ag,ay,...,a,) auf, mit den entsprechenden Additions- und
Multiplikationsregeln. Die “Variable” x hat (im Moment) keinerlei Bedeutung
und ist nur ein Label fiir die bequeme Notation. Obwohl wir in der Regel p (x),
q (x) fiir ein Polynom schreiben, so ist das daher nicht als eine Funktion an der
Stelle x zu verstehen. Wir nennen ein Polynom # 0 normiert, wenn der hochste
Koeffizient 1 ist. Wir kénnen jedes Polynom # 0 normieren, indem wir es mit
einem Korperelement multiplizieren.

Den Kérper K konnen wir als Teilmenge von K [z] auffassen: Wir ordnen
jedem Korperelement a das Polynom p (z) = a zu. Wir werden in dieser Weise
immer stillschweigend K als Teilmenge von K [z] auffassen.

Wir benotigen einige Begriffsbildungen aus der Ringtheorie.

Definition 6.9 Sei (R, +,-) ein Ring mit Eins (nicht notwendigerweise kommu-
tativ). Ein Element r € R heisst Einheit, wenn es invertierbar ist, d.h. wenn
r’" € R existiert mit

rr’ =r'r =1.

Wie wir schon wissen, ist 0 keine Einheit. Der Ring Z hat offenbar die beiden
Einheiten 1 und —1.

Lemma 6.5 Die Menge der Finheiten von K |x] ist K\ {0} .
Beweis. Der ganz einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen. m

Definition 6.10 p (), q (z) seien zwei von 0 verschiedene Polynome. Man sagt,
p(x) teilt q (z), wenn ein Polynom h(x) existiert mit q (x) = h(z)p(z). Nota-
tion: p(x) | q(x). In diesem Fall heisst p (z) ein Teiler von q(zx). p(z) heisst
echter Teiler von q(x), wenn 1 < grad (p (z)) < grad (¢ (x)) gilt. Fin Polynom
q () von Grad > 1 heisst irreduzibel, wenn es keinen echten Teiler besitzt.

n Polynome py () ,...,p, () vom Grad > 1 heissen teilerfremd, wenn sie
keinen gemeinsamen Teiler vom Grad > 1 besitzen.

Bemerkung 6.4 a) Per Definition ist jedes Polynom von Grad 1 irreduzibel.

b) Gilt p(x) | q(z) und sind o, f € K\ {0}, so gilt auch ap (z) | Bq(z). Das
Polynom p (x) teilt also das Polynom q () genau dann, wenn entsprechendes fiir
die zugehorigen normierten Polynome gilt. Wir konnen uns also bei der Unter-
suchung der Teilbarkeit stets auf normierte Polynome zurtickziehen.

¢) Gilt fiir zwei Polynome # 0 p(x) |q(z) und g (x) |p(x), so existiert a €
K\ {0} mit p(z) = aq (z).

d) Die Polynome von Grad 0, d.h. die konstanten Polynome # 0 sind trivia-
lerweise Teiler von allen Polynomen # 0. Diese trivialen Teiler spielen natiirlich
in der Theorie keine Rolle. Von daher kommt die Beschrinkung bei den echten
Teilern auf den Grad > 1.
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Definition 6.11 Fin Korper K heisst algebraisch abgeschlossen, wenn K [x]
keine irreduziblen Polynome vom Grad > 2 besitzt.

Satz 6.9 (Hauptsatz der Algebra) C ist algebraisch abgeschlossen.

Dieser Satz (in der Formulierung des néchsten Unterabschnitts) wurde in Diff-Int.
I bewiesen.

R ist nicht algebraisch abgeschlossen, wie man sich ohne Schwierigkeiten {iber-
legen kann: Das Polynom z? + 1 ist irreduzibel. Um dies nachzuweisen, nehmen
wir an, dass dieses Polynom einen echten Teiler besitzt. Dieser muss per Defi-
nition den Grad 1 haben. Daraus folgt sofort, dass a,b € R existieren miissten,
sodass

?+1=(r+a)(r+0)

gelten wiirde. Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich a4+b = 0 und ab = 1. Das
ist jedoch offensichtlich nicht méglich in R (aber natiirlich in C mit @ = 4, b = —1).
R [z] hat jedoch keine irreduziblen Polynome von Grad > 2, wie wir spiter sehen
werden. Fiir den Korper Q ist die Sache noch “schlimmer”. Tatséchlich hat Q [z]
irreduzible Polynome jeden Grades, was wir jedoch in dieser Vorlesung nicht
zeigen konnen.

Division mit Rest: Aus dem Gymnasium sollte bekannt sein, wie man
Polynome mit Rest teilt: Sind p(z) und ¢ (z) zwei Polynome, ¢ (x) # 0, so
existieren eindeutig Polynome h (z) und r (x) mit

p(x) =h(x)q(z) +r(2),

grad (r (z)) < grad (¢ (z)) .

Der Algorithmus zur Bestimmung von A () und r () soll hier nicht wiederholt
werden und sollte aus der Schule bekannt sein (zumindest fir K = R). Wir
beweisen kurz die Eindeutigkeit: Seien

p(x)=h(z)q(x)+r(z) undp(x) =h () q () + 1 ()

zwei derartige Darstellungen. Dann folgt

0=(h(z)=h'(x)q(x) + (r(z) —r'(z)).

Wire h(x) # h' (), so hitte (h(z) —h'(x))q(z) einen Grad > grad (¢ (z)).
Andererseits gilt aber grad (r (z) — 1/ (m)) < grad (¢ (x)) . Daraus wiirde folgen,
dass grad ((h (z) — ' (z)) q (z) + (r (x) — r' (x))) > 0 gilt, was aber nicht moglich
ist. Somit folgt h (z) = A’ () und damit auch () =71"(x).
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6.4.2 Nullstellen von Polynomen

Jedes Polynom p (z) € K [z] definiert eine Abbildung p : K — K. Fir o € K
ist p(a) € K dadurch definiert, dass man den Label z durch das “konkrete”
Korperelement « ersetzt und ag + a1+ ... + a,” in K ausrechnet. Wie schon
frither diskutiert, soll man zwischen einem Polynom und der zugehorigen Abbil-
dung unterscheiden. Es wire daher korrekter, fiir die zu einem Polynom p (x)
gehorende Abbildung eine gesonderte Notation zu verwenden, z.B. p : K — K.
Um die Notation nicht zu iiberladen, lassen wir es jedoch bei p bewenden. Wir
beniitzen jedoch in der Regel kleine griechische Buchstaben fiir Korperelemente
und schreiben dann p (a), wenn wir den Wert dieser Funktion an der Stelle o
meinen.

Beispiel 6.8 Wir betrachten den Korper Zo und die beiden Polynome
p(z) =z + 2%+ 2°,
q(z) =2 + 2%+ 2.

Das sind zwei offensichtlich verschiedene Polynome, die jedoch dieselbe Abbildung
Ly — Lo definieren.

Definition 6.12 Sei p(z) € K|x]. a € K heisst Nullstelle des Polynoms,
wenn p (a) = 0 ist.

Wieder etwas Vorsicht mit der Notation: Wenn wir p () = 0 schreiben, mei-
nen wir dass p (z) das Nullpolynom ist. Wenn wir p (a) = 0 schreiben, meinen
wir, dass die zum Polynom gehérende Funktion an der Stelle a gleich dem Kérper-
element Null ist.

Ein Polynom von Grad 1 hat stets genau eine Nullstelle: Ist p (z) = ao + a1z,
so ist a := —ag/a; die eindeutige Nullstelle dieses Polynoms. Polynome brauchen
jedoch keine Nullstellen zu besitzen. So hat z.B. in R [z] das Polynom z'% + 1
keine Nullstelle.

Satz 6.10 Seip(x) € K [z] nicht das Nullpolynom und o € K. « ist genau dann
eine Nullstelle dieses Polynoms, wenn das Polynom x—« das Polynom p (x) teilt.

Beweis. Wir dividieren p (x) durch 2 — o mit Rest:
p(x)=(z—a)h(z)+r(r).

Dabei gilt grad (r (z)) < grad (z — «) = 1, d.h. r (z) ist einfach eine Konstante:
r (z) = . Einsetzen von « ergibt

pla) =0« [ =0.
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Satz 6.11 K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom vom
Grad > 1 eine Nullstelle hat.

Beweis. I) Wir setzen zunéchst voraus, dass jedes Polynom vom Grad > 1
eine Nullstelle hat. Sei p(z) ein Polynom vom Grad > 2 und « eine Nullstel-
le. Nach dem vorangegangen Satz gilt x — a| p(x). Demzufolge ist p (x) nicht
irreduzibel.

IT) Wir setzen voraus, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Sei p(x) ein
Polynom vom Grad > 1. Wir zeigen mit Induktion nach grad (p (z)), dass p(x)
eine Nullstelle hat. Ist grad (p (z)) = 1, so ist dies klar. Sei also grad (p (z)) > 2.
Aus der algebraischen Abgeschlossenheit folgt, dass eine Zerlegung

existiert, wobei grad (¢ (x)) < grad (p (x)) ist. Nach Induktionsvoraussetzung hat
also ¢ (z) eine Nullstelle @ € K. Dann gilt auch p(a) = h(a)q(a) = 0. Es ist
also gezeigt, dass auch p (x) eine Nullstelle hat. m

Der sogenannte Hauptsatz der Algebra, also der Satz, dass C algebraisch
abgeschlossen ist, besagt also, dass jedes nicht konstante komplexe Polynom eine
Nullstelle hat. Der Satz wird iiblicherweise so formuliert (und auch bewiesen).

Satz 6.12 Sei p(x) ein nicht konstantes Polynom und seien oq,...,q seine
Nullstellen. Dann hat p (z) die bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Darstellung

mi )mk

oo (=)™ g (),

p(r) = (v —a)

wobei q (x) eine Polynom ohne Nullstellen ist.

Beweis. Wir beweisen einen allgemeineren Satz im Unterkapitel 6.4.4 (Satz
6.16). m

Korollar 6.3 Es gilt

k
S mi < grad (p ().

Insbesondere hat jedes Polynom hichstens so viele (verschiedene) Nullstellen, wie
sein Grad ist.

Korollar 6.4 In einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper hat jedes Polynom
p(x) # 0 eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Darstellung

1 mp

p(x)=7(z—a)™ ... (z—a)™,

wobei av, . .., ay die verschiedenen Nullstellen sind und v € K\ {0} .
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Definition 6.13 Ist p (x) ein Polynom mit den Nullstellen wie im obigen Satz
6.12. Dann heisst m; die algebraische Vielfachheit der Nullstelle ;.

Ist f : V — V ein Endomorphismus und X € spec (f). Dann ist die algebrai-
sche Vielfachheit dieses Figenwertes definiert als die algebraische Vielfachheit
von A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Satz 6.13 Sei f : V — V ein Endomorphismus und X € spec (f). Dann ist die
algebraische Vielfachheit von X\ grosser oder gleich seiner geometrischen Vielfach-
heit.

Beweis. Sei m die geometrische Vielfachheit von A. Dann existieren m
linear unabhéingige Figenvektoren zu A : vy, ..., v,,. Diese konnen zu einer Basis
V = (v1,...,v,) von V ergidnzt werden. Die darstellende Matrix von f in dieser

Basis hat die Form
ANE, %
0O B/’

wobei B eine (n —m) x (n —m)-Matrix ist. Das charakteristische Polynom des
Endomorphismus ist dann (unter Verwendung einer Ubungsaufgabe)

AN—=z)E, * B m B m
det ( 0 B_2E, . )= (A—z)"det(B—2E,_m)=A—2)" x5 (x).
Demzufolge ist die algebraische Vielfachheit > m. m

Noch ein Zusammenhang mit der Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus:

Satz 6.14 Sei K algebraisch abgeschlossen und f : V' — V' ein Endomorphismus
eines endlichdimensionalen K -Vektorraums V. Dann ist f genau dann diagona-
lisierbar, wenn fir jeden Eigenwert A\ € spec(f) die algebraische Vielfachheit
gleich der geometrischen ist.

Beweis. I) Sei zunichst vorausgesetzt, dass f diagonalisierbar ist. Fiir diese
Richtung brauchen wir die algebraische Abgeschlossenheit von K nicht. Ist f
diagonalisierbar, so existiert eine Basis aus Eigenvektoren, d.h. es existiert eine
Basis beziiglich der die darstellende Matrix eine Diagonalmatrix

N O -0
D_ 0 X :
R ()
0 -~ 0 M\,

ist. In der Diagonalen von D stehen die Eigenwerte. Natiirlich konnen einzelne
Eigenwerte mehrfach vorkommen. Das charakteristische Polynom von f ist gleich
det (D — zE,) = [, (\i —2). Zu jedem X\ € spec(f) steht A so oft in der
Diagonalen dieser Matrix wie die Dimension von E (1)) ist. Das ist aber gleich
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der Anzahl des Vorkommens des Faktors (A — ) im obigen Produkt, also gleich
der algebraischen Vielfachheit.

IT) Wir setzen voraus, dass K algebraisch abgeschlossen ist und dass fiir jedes
A € spec (f) die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen ist. Wir wissen
schon, dass die Summe der Eigenrdume direkt ist (Korollar 6.2), und nach Lemma
6.4 miissen wir nur nachweisen, dass diese Summe auch ganz V' aufspannt, d.h.
dass (6.7) gilt. Dies ist nun gleichbedeutend damit, dass

ni=dimV =Y dim(E(})) (6.8)
A€espec(f)

ist.
Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat das charakteristische Polynom die
Darstellung

A€espec(f)

wobei m,, die algebraische Vielfachheit von A ist. Daraus folgt n = > Aespec(f) A
Wenn wir voraussetzen, dass die algebraischen Vielfachheiten gleich den geome-
trischen sind, folgt also (6.8). m

Zum Schluss noch ein einfaches Beispiel eines irreduziblen Polynoms von Grad
3:

Beispiel 6.9 In Z[z] ist p(z) = 1+ x + 2* irreduzibel

Beweis. p(1) =p(0) =1 # 0, d.h. das Polynom hat keine Nullstellen. Hétte
das Polynom einen echten Teiler: p(x) = ¢ (z)h(z), so miisste entweder ¢ (x)
oder h(z) Grad 1 haben. Jedes Polynom von Grad 1 hat jedoch (genau) eine
Nullstelle. Diese Nullstelle miisste auch eine Nullstelle von p (x) sein. Somit folgt,
dass p (x) keine Zerlegung hat. m

6.4.3 Ideale, grosster gemeinsamer Teiler, Euklidscher Algorithmus

Vorbemerkung: Die Definitionen und Lemmas in diesem und dem folgenden Un-
terkapitel sind nur fiir den Polynomring angegeben. Sie kénnen aber allgemeiner
fiir nullteilerfreie Ringe mit Eins formuliert werden. Das einfachste Beispiel fiir
einen solchen Ring ist Z. Es ist fiir die Anschauung sehr hilfreich, die Aussagen
immer an diesem Beispiel zu iiberpriifen.

Definition 6.14 Fine nicht leere Teilmenge J C K [x] heisst Ideal, falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

J1 J#{0}
J2 (J,+) ist eine Untergruppe von K [x]
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J3 Sindp(z) € J und q(x) € K [z], soistp(z)q(x) € J

Ist A C K [x] eine nicht leere Teilmenge mit 0 ¢ A, so ist das von A erzeugte
Ideal J, definiert durch

Ja = {Zh] (x)a; (x):neN, a;(x) € A, hj(x) € K[;c]}

Im Spezialfall A = {a (x)}, a(x) # 0, heisst Ja das von a (x) erzeugte Haupt-
tdeal. Man schreibt dann (a (x)) fir Ja.

Man beachte, dass in J3 ¢ (x) beliebig ist. J3 besagt also nicht nur, dass
J abgeschlossen gegeniiber Produkten in J ist, sondern das jedes polynomiale
Vielfache eines Elementes in J wieder in J ist.

Lemma 6.6 Ist A C K[z], A# 0,0 ¢ A, so ist Ja das kleinste Ideal, das A
enthdlt, d.h. es gelten die folgenden beiden Figenschaften:

a) Jy ist ein Ideal mit A C Jy.

b) Ist I ein Ideal mit A C I so gilt Jo C I.

Beweis. Der ganz einfache Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlas-
sen. m

Bemerkung 6.5 a) Enthdlt ein Ideal J ein konstantes Polynom # 0, so ist
J = K z|. In der Tat: Ist das konstante Polynom a € J, a # 0, so folgt fiir jedes
Polynom p (z) :

p(z) =alp(x)/a) € J

wegen J3.

b) J = (a(x)) mit a(x) # 0 gilt genau dann, wenn a(zx) |p(z) fir jedes
Polynom p (z) € J gilt.

c¢) (a(x)) = (a(x)) gilt genau dann wenn o € K\ {0} existiert mit a (v) =
aa (x) . Dies folgt sofort aus Bemerkung 6.4 c). Zu jedem Hauptideal J existiert
also ein eindeutiges normiertes Polynom a (z) mit J = (a(x)).

Satz 6.15 In K [z]| ist jedes Ideal ein Hauptideal. (Man sagt, K [x] sei ein
Hauptidealring.)

Beweis. Wegen J # {0} existiert p (z) € J, p(x) # 0. Sei a (z) ein beliebiges
Polynom von minimalem Grad > 0 in J. Wir zeigen, dass J = (a (z)) ist.
Sei p (z) € J, p(x) # 0. Wir fithren eine Division mit Rest durch:

p(x) =h(z)a(z)+r(z),

mit grad (r (z)) < grad (a (z)) . Nun ist aber wegen J3 h(z)a (z) € J und dann
wegen J2 r(x) = p(x)—h(x)a(z) € J. Da a(z) minimalen Grad aller Polynome
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# 0 in J hatte, folgt r () = 0. Somit ist p () = h(x) a (z) . D.h., jedes Polynom
in J, das von Null verschieden ist, ist als h (z)a (x) darstellbar. m

Ist AC Kz],0¢ A, so wissen wir aus dem obigen Satz, dass ein Polynom
a(z) # 0 existiert mit J4 = (a(x)). Nach der Bemerkung 6.5 ¢) wissen wir, dass
a (z) eindeutig ist bis auf Multiplikation mit einem Koérperelement # 0. Somit
ist 6.5 a (x) eindeutig, wenn es als normiert vorausgesetzt wird.

Wir betrachten nun eine nicht leere Teilmenge A C K [z], 0 ¢ A und das
davon erzeugte Ideal. Nach dem vorangegangenen Satz wissen wir, dass J4 =
(a(x)), wobei wir a (x) als normiert voraussetzen.

Lemma 6.7 a(z) hat die folgenden Figenschaften:

a)a(z) |p(z) firallep(xz) e A

b) Ist b(x) € Kz], b(x) # 0 mit b(z) |p(x) fir alle p(z) € A, so gilt
b(z)|a(x).

a(x) ist eindeutig charakterisiert durch diese Eigenschaften und die Bedin-
gung, dass es normiert ist.

Beweis. a) folgt aus A C J4 = (a(x)). Wir zeigen b): Wegen a (z) € Ju
folgt, dass es Polynome p; (z),...,p, () € Aund hy (2),...,h, (z) € K [z] gibt
mit a () = > h; () p; (z). Dab(x) | p; (x) gilt folgt sofort b(x) |a(x).

Sind a (x) und @ (z) zwei normierte Polynome mit den Eigenschaften a) und
b) so gilt a(x) |a(z) und @ (x) |a (z). Daraus folgt a (x) =a(z). =

Das Lemma legt die folgende Definition nahe:

Definition 6.15 Sei A C K [z], A # 0,0 ¢ A. Dann bezeichnet man das eindeu-
tige normierte Polynom a (x) mit (a (x)) = Ja als den grossten gemeinsamen
Teiler von A. Notation: a(z) = ggT (A). Sind py (z),...,ps (x) endlich viele
von 0 verschiedene Polynome, so schreiben wir ggT (p1 (x),...,p, (2)) fir den
grossten gemeinsamen Teiler von {py (x),...,p, ()} .

Bemerkung 6.6 Nach der obigen Diskussion ist a (x) = ggT (p1 (z),...,pn (x))
eindeutig durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert

e a(x) ist normiert
o a(x) |pi(x) firi=1,...,n

o [s existieren Polynome hy (x), ..., h, (x) # 0 mit
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Beweis. Der normierte ggT a (x) ist eindeutig dadurch charakterisiert, dass
Letzteres ist aber nichts anderes als der dritte Punkt der obigen Liste. m

Wir betrachten den Spezialfall, wo die p; (x) teilerfremd sind (siche Definition
6.10). Dies bedeutet, dass es kein nicht konstantes Polynom gibt, das alle p; (x)
teilt. Demzufolge ist ggT (py (z),...,pn(x)) = 1. Nach dem dritten Punkt in
der obigen Bemerkung existieren dann Polynome hy (x),..., h, (z) # 0 mit 1 =
Yiy hi (z) pi (z) . Damit gelangen wir zu dem folgenden Lemma:

Lemma 6.8 n Polynome py (x),...,p.(z) # 0 sind genau dann teilerfremd,
wenn es Polynome hy (x),... h, (z) € K [z] gibt mit

n

1= Z hi (z) p; (z) . (6.9)

Beweis. Die Tatsache, dass die Eigenschaft der Teilerfremdheit die Existenz
von Polynomen h; (z) impliziert, sodass die obige Gleichung erfiillt ist, haben wir
schon eben diskutiert. Umgekehrt teilt natiirlich 1 alle Polynome, sodass nach
der vorangegangenen Bemerkung die Existenz der h; (z) mit (6.9) auch impliziert,
dass 1 der grosste gemeinsame Teiler ist, d.h. dass py (z),...,p, () teilerfremd
sind. m

Wir diskutieren nun kurz den Euklidschen Algorithmus zur Bestimmung
des ggT von zwei Polynomen. Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf
zwei Polynome; der Algorithmus kann jedoch leicht verallgemeinert werden. Die-
ser Algorithmus ist ausserordentlich wichtig und spielt in der Kodierungstheorie
eine ganz herausragende Rolle. Die schnellen Dekodierungsalgorithmen, die fiir
die Codes beniitzt werden, die in den CDs verwendet werden, beniitzen Varianten
des FEuklidschen Algorithmus.

Hier der Algorithmus zur Berechnung von ggT (p (z),q (z)). p(x),q(x) # 0.
Wir konnen voraussetzen, dass grad (¢ (z)) < grad (p(z)) gilt. Wir definieren
li (z) :=p(x) und Iy (z) := q (=), und definieren [,, (x) rekursiv mit einer Division
mit Rest:

L1 () = hy () 1y () 4+ L1 (2), n > 2, (6.10)

mit grad (I,41 (x)) < grad (I, (z)) . Da der Grad bei jeder Iteration féllt, existiert
N :=min{n: 1,4 (x) =0}.
Lemma 6.9 Der ggT (p(z),q(x)) ist das Polynom Iy (x) nach Normierung.

Beweis. Wir beweisen die Eigenschaften a)-c) der vorangegangenen Be-
merkung 6.6. a) ist klar. Wegen Iy, (x) = 0 folgt Iy (x) |In_1(x). Wegen
ZN_Q (Zlf) = hN—l ($) lN—l‘l’lN (ZL‘) und lN (I’) | lN—l (CB) folgt lN ([L’) | lN_Q (l’) . Fahrt
man in dieser Weise weiter, so folgt sehr einfach, dass Iy (x) alle [; (z) teilt,
1 <i< N —1. Damit ist b) der Bemerkung bewiesen.
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Beweis von ¢). Wir beweisen mit Induktion nach n, dass [, (z) eine Darstel-
lung

ln () = an (2) p () + bn (z) ¢ (2) (6.11)

hat, wobei a,, (), b, (x) € K [z] sind, wobei wir natiirlich nur an n < NN interes-
siert sind. Fiir n = 1,2 ist das trivial. Sei 2 <n < N. Wir verwenden (6.10) und
wenden die Induktionsvoraussetzung auf [, (x) und [,,_; (z) an. Somit erhalten
wir

1 (w) = Ly (7) = iy, (2) 1 (2)
= ap—1(x)p(z) + bp1 () g (z) — n
= lan—1 () = hy () an (2)] p (z) + [bo1 (2) — i () bn (2)] ¢ ().

Mit apeq (2) := ap—1 () — by () @y () und by 41 () := b1 () —hy, () by, () ist
(6.11) fiir n + 1 bewiesen.

Damit folgt, dass auch [y (z) eine derartige Darstellung hat.

Somit ist gezeigt, dass der Euklidsche Algorithmus tatsdchlich zum grossten
gemeinsamen Teiler fithrt. m

Beispiel 6.10

p)=a+2°+2+1
q(z) = 2% + 222 + 22 + 1.

Dann ist
p(x)=(r—1)q(z)+ 2z + 2,
q(x):(2x+2)%(x2+$+1)+0.

Demzufolge ist
geT (p(z),q(x)) =z + 1.

6.4.4 Primfaktorzerlegung von Polynomen

Um uns nicht stédndig zu wiederholen, legen wir fiir dieses Unterkapitel die Kon-
vention fest, dass alle betrachteten Polynome # 0 und normiert sind, d.h. mit
héchstem Koeffizienten 1.

Lemma 6.10 Seien h(x),p1 (z),...,p, (x) Polynome, und fir jedes i seien die
zwei Polynome h (x) und p; (x) teilerfremd. Dann sind die beiden Polynome h (z)
und py ()« - pn () teilerfremd.

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen. Sei
also n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung sind h (x) und py (x) - -+ - pp_1 ()
teilerfremd und nach Voraussetzung h (x) und p, () und wir miissen nun zeigen,
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dass h (z) und (py (z) - - - - Pn—1(2)) - pn (2) teilerfremd sind. Es geniigt also, den
Fall n = 2 zu betrachten.
Nach Lemma 6.8 existieren Polynome 7 (z), 72 (z),{1 (z),l2 () mit

l=r(x)h(x)+1(z)p (x) (6.12)
1=ry(z)h(x)+ls(x)ps(x). (6.13)
Aus (6.12) folgt (durch Multiplikation mit Iy (z) p2 (z))
by () pa (x) = 71 (2) o () p2 (2) b (2) + I (%) Iz (2) 1 () p2 (2) -
Zusammen mit (6.13) ergibt sich daraus
L= [ry (x) + 11 () lo () p2 (2)] 2 (2) + 1y (2) b (2) pa () p2 () -
Aus Lemma 6.8 folgt daraus, dass h (z) und p; (z) p2 (z) teilerfremd sind. m

Lemma 6.11 Seien py (x),...,p, (z) verschiedene irreduzible Polynome, ebenso
¢1 (x),...,qn (x) verschiedene irreduzible Polynome und my,...,m, € N sowie
M,..., My € N. Dann gilt

pr ()™ e (@)™ g ()M qn ()" (6.14)
dann und nur dann, wenn fir jedes i € {1,...,n} ein j € {1,..., N} existiert
mit p; (x) = ¢; (x) und

Beweis. Die eine Richtung ist trivial: Sind alle p; (x) in der Liste der Poly-
nome ¢ (x),...,qy () enthalten und gilt (6.15), so gilt (6.14).

Wir beweisen die andere Richtung und nehmen an, dass (6.14) gilt. Da
natiirlich

Mn

pi (2)™ [py (2)™ - Pn ()
gilt, geniigt es, den Fall n = 1 zu betrachten. Wir nehmen also an, p(x) sei
irreduzibel und p ()™ teile g1 (2)™ - -+ - gy ()™ . Dann gilt auch

p(x) g (x)™ e g ()M (6.16)

da p (z) natiirlich p (z)™ teilt. Daraus folgt nun, dass p (x) eines der g; (x) ist.
Wiére dem nicht so, so wéren p (z) und ¢; (z) teilerfremd fiiri = 1,..., N und nach
Lemma 6.10 wiren dann auch p (z) und ¢ (2)™ ----- qnv (2)M teilerfremd, was
(6.16) widerspricht. Wir sehen also, dass p (z) eines der ¢; () ist. Der Einfachheit
halber nehmen wir p(z) = ¢ (z) an. Wir miissen nun noch nachweisen, dass
m < M, gilt. Wir machen das wieder indirekt und nehmen an, dass m > M,

gilt. Es existiert dann also ein Polynom h (x) mit

h(z)p (@)™ =p@)™ g @)™ an (2)"



P (x)Ml h(x)p (m)miMl — Qo (;p)MQ ..... g ('I)MN] —0.

Da K [z] keine Nullteiler hat, folgt

h(w)p(@)" " =gy (2)" - a (x)" =0,
d.h.
p ()" g ()™ qn ()"
Nach demselben Argument wie oben erhalten wir, dass p (z) eines der Polynome
¢2(x),...,qn (x) ist, was der Voraussetzung widerspricht, dass die ¢; (z) alle

verschieden sind und p (x) schon ¢, (x) ist.
Damit ist das Lemma bewiesen. m

Satz 6.16 Sei p(x) € K [z], grad (p(x)) > 1. Dann hat p(x) die bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutige Zerlequng als Produkt von irreduziblen Poly-

nomen:

M My

p(x)=q (@)™ ... qn (@)
Die q; (x) sind irreduzibel und verschieden und die M; sind € N.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus dem vorangegangenen Lemma.

Wir beweisen die Existenz einer derartigen Zerlegung mit Induktion nach dem
Grad von p (z). Ist grad (p (x)) = 1, so ist nichts zu zeigen, denn p (z) ist schon
irreduzibel. Sei also grad (p (x)) > 2. Die Induktionsannahme ist, dass eine Zer-
legung fiir Polynome von Grad < n — 1 gilt. Ist p (z) irreduzibel, so ist ebenfalls
nichts zu zeigen. Ist p(z) nicht irreduzibel, so existieren Polynome h (z),q (x)
vom Grad <mn — 1 mit p(x) = h(z)q(z). Wir wenden die Induktionsvorausset-
zung auf h (z) und ¢ () an und erhalten auf diese Weise eine Zerlegung von p ()
als Produkt von irreduziblen Faktoren. m

Die obige Zerlegung nennt man die Primfaktorzerlegung eines Polynoms.
Die irreduziblen Polynome, die in der Zerlegung vorkommen, nennt man die
Primfaktoren von p(z). Die M; nennt man aus naheliegenden Griinden die
Vielfachheiten der Primfaktoren.

Kennt man die Primfaktorzerlegung von Polynomen p; (z),...,p, (x), so
lasst sich der grosste gemeinsame Teiler (ganz analog wie bei den ganzen Zah-
len) wie folgt bestimmen: Fiir jedes irreduzible Polynom ¢ (x) sein R; (¢ (x)) die
Vielfachheit mit der ¢ (z) in der Primfaktorzerlegung von p; (z) vorkommt. Falls
¢ (x) in der Primfaktorzerlegung nicht vorkommt, so setzen wir R; (¢ (x)) := 0.
Dann definieren wir

R(q(x)):= min R, (¢ (x)).

1<i<n

Dann gilt
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Proposition 6.1

geT (p1(x),...,pn(2)) = H q (z) @) (6.17)

g(z) irreduzibel
Dabei ist q (x)° := 1.

Die Notation auf der rechten Seite braucht wohl eine kleine Erkldrung: Man
nimmt jedes irreduzibel Polynom mit der minimalen Anzahl seines Vorkommens
in den Zerlegungen der p; (x). Natiirlich kommen nur endlich viele irreduzible
Polynome ¢ (x) iiberhaupt in irgendeiner der Primfaktorzerlegung der p; (z) vor.
Obwohl also (formal) [T, ) iredusiver €1t unendliches Produkt ist, sind alle Fakto-
ren bis auf endlich viele einfach gleich Eins, und kénnen daher weggelassen wer-
den. Man kann sich darauf beschrianken, dass nur die Polynome ¢ () iiberhaupt
betrachtet werden, die in allen Primfaktorzerlegungen der p; (x) vorkommen, mit
dem Versténdnis, dass die rechte Seite von (6.17) gleich 1 ist, wenn es iiberhaupt
kein irreduzibles Polynom gibt, die in allen Primfaktorzerlegungen vorkommt.

Der einfache Beweis der obigen Proposition sei dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.

6.5 Polynomiale Funktionen von Endomorphismen

V' sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Wie frither schon eingefiihrt, be-
zeichnen wir mit hom (V') die Menge der Endomorphismen V' — V. Wir hatten
schon frither gesehen, dass hom (V') selbst ein K-Vektorraum ist: Sind f,g €
hom (V') , so definieren wir f + g € hom (V') durch (f +g) (v) == f (v) + g (v),
und fiir a € K, f € hom (V') definieren wir (af) (v) := af (v).

Lemma 6.12 Ist n = dim (V), so ist dim (hom (V)) = n?.

Beweis. Sei V = (vy,...,v,) eine Basis von V. Wir definieren fiir 1 <i,5 <n
die Endomorphismen f;; durch die Festsetzung f;; (v) = dyvy, & = 1,...,n.
Dann bildet die Familie der f;; eine Basis von hom (V') (Ubungsaufgabe). m

hom (V') hat nicht nur die Struktur eines K-Vektorraum, sondern besitzt auch
ein Produkt, ndmlich die Komposition: sind f,¢g € hom (V), so ist f o g die
Komposition, die natiirlich wieder in hom (V') liegt.

Die Operation der Komposition ist assoziativ, wie wir schon wissen, und bi-
linear: Fiir f,g,h € hom (V) und «, f € K gelten

(af +Bg)oh=a(foh)+5(goh)
ho(af+pg)=a(hof)+ 5 (hog),

wie man sofort nachpriift. hom (V') hat also die Struktur einer assoziativen K-
Algebra (siehe Bemerkung 4.1). Durch die Einfiihrung einer Basis kénnen wir
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diese mit der Menge der quadratischen Matrizen M (n, K) in Beziehung setzen.
Ist V = (v1,...,v,) eine Basis von V| so kénnen wir jedem Endomorphismus
f € hom (V) die darstellende Matrix beziiglich dieser Basis zuordnen und diese
Zuordnung ist bijektiv. Dabei iibertragen sich die Vektorraumoperationen und
Komposition von Endomorphismen entspricht der Multiplikation von Matrizen.
Dies hatten wir schon frither diskutiert.

Sei nun p(z) € K [z] ein Polynom, p(z) = a9 + a1 + ... + a,z" und sei
f € hom (V). Wir kénnen dann

p(f) = aoidv+a1f+a2f2+...—|—anf”

definieren. Dabei ist f* die k-fache Komposition der Abbildung f. Wir schreiben
auch f0:=idy . p(f) ist dann selbst wieder ein Endomorphismus.

Lemma 6.13 a) Isth(z) = ap (z)+8q(z),a,8 € K,p(z),h(x),q(x) € K [z],
und ist f € hom (V') , so gilt

h(f)=ap(f)+Ba(f)-
b) Ist h(x) =p(z)q(x) und ist f € hom (V) , so gilt

h(f)=p(f)oq(f).

Beweis. Einfaches Nachrechnen. m

Bemerkung 6.7 a) Aus dem obigen Lemma folgt fiir p(z),q(x) € K [z] und
f €hom (V) :
p(floq(f)=a(f)ep(f),

obwohl natiirlich im allgemeinen die Komposition von Endomorphismen nicht
kommutativ ist.

b)
1(f) =idy
0(f) =0.
Dies bedarf vielleicht einer Erlduterung: Die 1 auf der linken Seite der ersten
Gleichung ist das konstante Polynom 1. Die 0 auf der linken Seite der zweiten
Gleichung ist das Nullpolynom. Die 0 auf der rechten Seite ist die Nullabbildung

V=V
¢) Im allgemeinen gilt fir p(x) € K [z], f,g € hom (V) :

p(f+g9)#p(f)+pl9),
p(fog)#p(f)op(g).
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Man kann ganz einfache Beispiele angeben. So gilt fiir p (z) =
p(f+9)=f"+fog+gof+g
p(f)+plg) =f+g"

Die beiden Endomorphismen stimmen nur tberein, wenn fog+ go f = 0,
was natirlich im allgemeinen nicht der Fall ist, z.B. fir f = g = idy . Fir
p(fog)#p(f)op(g) lassen sich analoge Beispiele angeben.

d) Seip(z) =apt+ax+... a2 € Klz], f € hom (V) undV = (vy,...,v,)
eine Basis von V. Ist A die darstellende Matriz von f beziiglich V, so ist

p(A) = agE, + a1 A+ aA> + ...+ a, A"
die darstellende Matriz von p (f) beziglich V.

Sei nun ein fester Endomorphismus f € hom (V') gegeben. Wir fragen uns,
ob es ein Polynom p(x) € K [z], p(x) # 0, gibt mit p(f) = 0 (das ist der 0-
Endomorphismus). Wir sagen dann, dass Polynom p (z) den Endomorphismus
annulliert. Diese Frage ist sehr leicht mit “Ja” zu beantworten: Wir betrachten
die Endomorphismen idy, f, f2, ..., f*. Dies sind n2+1 Elemente in hom (V) . Da
dim (hom (V)) = n? ist, sind diese Endomorphismen linear abhéngig. Demzufolge
existieren Skalare ag,aq,...,a,2 € K, nicht alle = 0, mit

aoidv+a1f+a2f2+...—|—an2f"2:0.

Die linke Seite ist aber p (f) mit p(z) = ag + a12 + . . . + a22™ .
Wir betrachten die Menge

Jp=A{p(x) € Kla]:p(f) = 0}.

Wie wir oben gesehen haben, existiert ein Polynom in J¢, das nicht das Nullpo-
lynom ist. Wie man sofort nachpriift, ist J; ein Ideal. Nach Satz 6.15 existiert
ein eindeutiges normiertes Polynom m; (z) € K [z] mit J; = (my (x)).

Definition 6.16 my (z) heisst das Minimalpolynom von f.

my (x) ist auch einfach das eindeutig bestimmte normierte Polynom mini-
malen Grades > 0, das den Endomorphismus annulliert. Zunéchst zwei triviale
Bemerkungen: Ist V' = {0}, so gibt es natiirlich kein konstantes Polynom, das f
annulliert, denn 1 (f) = idy, selbst wenn f die Nullabbildung ist. Demzufolge ist
ausser im Trivialfall V' = {0} grad (my(x)) > 1. Ist f die Nullabbildung so ist
das Minimalpolynom offensichtlich my (x) = z. Dar Fall, wo grad (my (z)) =1
ist, ist ebenfalls sehr einfach: Ist my (x) = a + , so ist ms (f) = f + aidy, d.h.
f = —aidy, d.h. f ist ein Vielfaches der Identitdt. In allen anderen Féallen
hat das Minimalpolynom Grad mindestens 2. Wie wir schon gesehen haben,
gilt grad (my) < dim (V)2 . Wir werden jedoch sehen, dass das Minimalpolynom
hochstens Grad dim (V') hat.

135



Satz 6.17 spec (f) ist die Nullstellenmenge des Minimalpolynoms.

Beweis. I) Sei a eine Nullstelle von my (z) . Dann gilt my (z) = (v — o) p (),
wobei grad (p (z)) < grad (my (x)) ist. Somit gilt p (z) ¢ J;. Demzufolge existiert
v eV mit v:=p(f)(v)#0. Andererseits ist jedoch m¢ (f) (v) = 0. Daraus folgt

0=ms(f) () = =) (p(f) () = (f =) (©) = f (V) - av.

Demzufolge ist o € spec (f) mit Eigenvektor v.
IT) Sei umgekehrt o € spec (f). Dann existiert ein Vektor v # 0 mit f (v) =
av. Wir betrachten

I:=A{p(x) € K[z]:p(f)(v) = 0}.

I ist offensichtlich ein Ideal. Ferner gilt 1 ¢ I, da v # 0 ist. Andererseits
ist + —a € I, denn (f —aidy) (v) = 0 nach der Voraussetzung, dass v ein
Eigenvektor ist. Daraus folgt, dass I das von z—a erzeugte Ideal ist. Andererseits
gilt jedoch Jy C I, denn wenn p (f) die Nullabbildung ist, so ist natiirlich auch
p(f) (v) = 0. Daraus folgt, dass x — « jedes Polynom in Jy teilt und insbesondere
auch das Minimalpolynom selbst. Nach Satz 6.10 folgt, dass a eine Nullstelle des
Minimalpolynoms ist. m

Satz 6.18 Ein Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn das
Minimalpolynom in einfache Linearfaktoren zerfdllt, d.h. wenn

mi@)= [[ @-o

aespec(f)

qgilt.

Beweis. Sei spec (f) = {ay,...,ax}.

I) Sei f diagonalisierbar. Dann gilt V' = @?:1 E(a;). f — ajidy annulliert
jeden Vektor aus E (a;), d.h. es gilt (f — a;idy) (v) = 0 fiir jeden Vektor aus
E (o) . Betrachten wir den Endomorphismus g := Hle (f — ajidy). (Das Pro-
dukt ist hier als Komposition zu verstehen). Da die Reihenfolge der Faktoren
keine Rolle spielt, folgt auch g (v) = 0 fiir alle v € E (a;). Dies gilt fiir ein belie-
biges j. Somit folgt g (v) = 0 fiir alle v € V. Demzufolge ist g die Nullabbildung.
Nun ist aber g = p (f), wobei p (z) das Polynom p (z) := Hle (x — ) ist. Aus
p(f) = 0 folgt aber, dass p(x) das Minimalpolynom teilt. Da jedoch nach dem
vorangegangenen Satz, jedes der oy eine Nullstelle des Minimalpolynoms ist, folgt
dass p (x) = my (x) ist.

IT) Wir setzen voraus, dass my (z) = H?Zl (x — a;) gilt. Wir betrachten die
Polynome



Diese Polynome sind nach der Proposition 6.1 teilerfremd. Demzufolge existieren
Polynome hy (x), ..., hy () mit

k
1= Zpi () hi (x).
i=1
Einsetzen von f ergibt:
k
idy = pi(f)ohi(f).
i=1

Damit folgt, dass fiir jedes Element v € V' die Gleichung

Nun gilt aber
(f —agidy) opi (f) o hi (f) =my (f)ohi (f) =0,

und demzufolge (f — «;idy) (v;) = 0. Dies impliziert v; € E (a;). Wir haben
somit gezeigt, dass sich jeder Vektor als Summe von Vektoren aus den Eigenrau-
men schreiben ldsst. Mit anderen Worten:

k

V:ZE(%).

i=1
Die Summe der Eigenrdume ist jedoch auf jeden Fall eine direkte, sodass

k

V= E @)

7j=1
folgt, was gleichbedeutend mit der Diagonalisierbarkeit ist. m

Satz 6.19 (Cayley-Hamilton) Das charakteristische Polynom von f annul-
liert f, d.h. es qilt

Xy (f) =0.

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir algebraisch abgeschlossenen Korper.

Wir zeigen den Satz mit Induktion nach n := dim (V). Der Fall n = 1 ist
einfach: Hier ist f = Aidy, wobei A der einzige Eigenwert ist. Damit ist x (z) =
A—zund xs(f) = Aidy —f =0.

Sei nun n > 2. Wir beweisen die Aussage des Satzes unter der Induktions-
voraussetzung, dass sie fiir Vektorrdume der Dimension < n — 1 gilt. Da K als
algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt wird, existiert ein Eigenwert \. Sei v; ein
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zugehoriger Eigenvektor. Wir ergénzen v; zu einer Basis V = (vy,...,v,). Wir
setzen

VVI::L[UI]7 ‘/2::[/[1}27"'71]71]‘

Dann gilt V =V, @ V4.

V} ist nach Voraussetzung invariant unter f, V5 aber i.a. nicht. Ist v € V5, so
konnen wir jedoch f (v) eindeutig als u; + ug zerlegen, mit uy € V3, up € V. Wir
definieren f iir v € V; :

F () = us.

f ist dann ein Endomorphismus V5 — V5. Wir betrachten die darstellende Matrix
von f beziiglich V. Diese hat die Form

Aok oLLox
0
: A
0
wobei A eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, offenbar die darstellende Matrix von
f beziiglich (vy, ..., v,). Demzufolge ist

Xr(x)=A—x)det(A—2zE,_1) = (A —2) X};(z) )

Nun benétigen wir eine kleine Zwischeniiberlegung.
Sei p (x) ein beliebiges Polynom. Dann ist f iir jedes v € V5

p(f)(v) —p (f) (v) € V1. (6.18)

Wir fithren den Beweis von (6.18) mit Induktion nach m := grad (p (z)) . Fiir
konstante Polynome ist die Aussage trivial (wieso?). Sei also m > 1. Dann ist

p(x) = 2q(x) +a,
a € K, grad(q(z)) = m — 1. Fir v € V5 gilt dann mit f(q (f) (v)) =
Fa(F) @)+ wrevs

PN =p(F) @) = Falf)@)+av—F(a(F) @) -a

= Fa @) =1 (a(F) W) +w
F(ah@=a(F) @) +uw e,

da q(f)(v) —¢q (f) (v) nach Induktionsvoraussetzung € V; ist und V; invariant
unter f ist. Damit ist (6.18) bewiesen.
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Wir zeigen nun xy (f) = 0, wobei wir die Induktionsvoraussetzung beniitzen,
dass diese Aussage fiir Vektorrd ume der Dimension n — 1 schon bewiesen ist.
Wir miissen also zeigen, dass fiir jeden Vektor v € V' die Gleichung x s (f) (v) =0
gilt. Wegen der Linearitdt von xr(f) geniigt es, diese Aussage fiir v € V4 und
fir v € V, zu beweisen.

Ist v € V4, so gilt

Xy (f) (0) = x5 (f) o (Aidy —f) (v) = 0.

Ist v € V5, so ist nach (6.18), angewendet auf p (z) = x7(z) :

(@) = (idv—f) (x7(5) )

= idv =) (x5 (F) @)+ ),

mit wy € V1. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber x 7 < f) = 0. Demzufolge ist

Xr (f) (v) = (Ady = f) (w1) =0,

da jeder Vektor in V; einfach um X\ gestreckt wird.
Damit ist der Satz fiir algebraisch abgeschlossene Kérper bewiesen. m

Bemerkung 6.8 Der Satz kann wie folgt auch fiir nicht algebraisch abgeschlos-
sene Ko rper bewiesen werden. Betrachten wir den Fall K = R. Am besten for-
mulieren wir den Satz fiir Matrizen. Er besagt dann offenbar, dass f iir jede reelle
quadratische Matriz A die Gleichung x4 (A) = 0 (Nullmatriz) gilt. Nun ist aber
jede reelle Matriz auch eine komplexe Matriz, und das im Komplexen berechnete
charakteristische Polynom hat natirlich genau dieselben Koeffizienten, wie wenn
sie 1m Reellen berechnet werden. Wir haben somit den Satz von Cayley-Hamilton
auch fir K = R bewiesen. Dieses Argument funktioniert offenbar stets, wenn
wir zum Korper K eine Korpererweiterung L finden kénnen, wobei L algebraisch
abgeschlossen ist. Es gibt einen Satz in der Algebra, der besagt, dass dies immer
maglich ist. Wir kénnen ihn jedoch hier nicht beweisen. Aus diesem Satz folgt
dann Cayley-Hamilton fiir beliebige Korper.

FEs gibt allerdings auch (wicht zu schwierige) direkte Beweise des Satzes von
Cayley-Hamilton fiir nicht algebraisch abgeschlossene Korper.
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7 Die Jordansche Normalform:
Struktur der Endomorphismen

7.1 Nilpotente Endomorphismen

Waihrend des ganzen Kapitels ist f : V' — V ein Endomorphismus und V ein
endlichdimensionaler K-Vektorraum, V' # {0} .

Definition 7.1 f heisst nilpotent, wenn eine natirliche Zahl k > 1 existiert
mit f* = 0. (f¥ ist die k-fach Iterierte der Abbildung f).

Lemma 7.1 a) Ist f nilpotent, so gilt spec (f) = {0}.
b) Sei f nilpotent und k die kleinste natiirliche Zahl mit f* = 0. Dann ist das

Minimalpolynom von f das Polynom z*.

Beweis. a) Sei A € spec (f). Dann existiert ein Vektor v # 0 mit f (v) = Av.
Falls f* = 0 ist, so ergibt k-faches Iterieren die Gleichung 0 = f* (v) = Mw.
Wegen v # 0 folgt \¥ = 0 und damit A\ = 0. Andererseits lisst sich leicht zeigen,
dass 0 tatséchlich ein Eigenwert ist: Sei v € V, v # 0, und j € N sei die kleinste
Zahl mit f7 (v) = 0. Dann gilt f(f*~'(v)) = 0 und f7~!'(v) # 0. Damit ist
gezeigt, dass 0 ein Eigenwert ist. Somit folgt spec (f) = {0} .

b) ist ein einfache Ubungsaufgabe. m

Wir wollen nun nachweisen, dass jeder nilpotente Endomorphismus eine Basis
besitzt, beziiglich der die darstellende Matrix eine ganz spezielle Gestalt hat.

Definition 7.2 Sei A € K. Die n x n-Matrix

A0 0 0

1 X 0 0
I 01 X

Do .0

00 --- 0 1 A

heisst Jordanblock. FEin Jordanblock hat also in der Diagonalen X, in der ersten
unteren Nebendiagonalen Einsen und sonst tiberall Nullen.

Fiir uns sind im Moment nur die Jordanblécke J? wichtig. J? ist einfach die
1 x 1-Matrix 0. Hat ein Endomorphismus f beziiglich einer Basis V = (vy,...,v,)
die darstellende Matrix J°, so werden die Basisvektoren unter f nach folgendem
Schema abgebildet:

V] — Vg — ... — Up_1 — U, — 0.
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Demzufolge gilt f* = 0, denn alle Basisvektoren werden unter Iterierten von
f nach spétestens n Iterationen nach 0 abgebildet. f ist also nilpotent. Man
beachte, dass [~ # 0 ist, denn [ ! (v) = v, # 0.

Ersetzen wir V durch die umgestellte Basis (v,, ..., v1), so hat die darstellende
Matrix beziiglich dieser Basis einfach die Einsen in der oberen Nebendiagonalen.
In vielen Biichern wird das als Jordanblock verwendet.

Wir zeigen nun, dass fiir jede nilpotente Abbildung eine Basis existiert, be-
ziiglich der sich die darstellende Matrix in einfacher Weise aus Jordanblécken
zusammensetzt.

Satz 7.1 Sei f ein nilpotenter Endomophismus, und k € N, k > 1, sei die
kleinste Zahl mit f* = 0. Dann emisistiert eine Basis von V beziiglich der die
darstellende Matrixz die folgende Gestalt hat:

JO0 0

0 Ji ' (7.1)
z 0

0 - 0 JO

Dabei gilt 7" d; = n = dim (V) , k = max; d; und m, die Anzahl der Jordan-
blocke, ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 0.

Die obige Jordanmatrix ist eindeutig durch f gegeben, bis auf die Reihen-
folge der Jordanblicke.

Ein Basis beziiglich der die darstellende Matrix die obige Gestalt hat, nennt
man eine Jordanbasis. Es muss jedoch betont werden, dass eine Jordanbasis in
keiner Weise eindeutig ist.

Durch eine Umordnung der Basis kann man die Reihenfolge der Jordanblocke
in der Jordanmatrix dndern. Wir konnen deshalb ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, dass d; > dy > ... > d,, gilt.

Ist V = (vy,...,v,) eine Jordanbasis, beziiglich der die darstellende Matrix
die obige Form hat (mit dy > dy > ... > d,;,), so werden die Basisvektoren unter
f nach folgendem Schema abgebildet:

U1
!
V2 Vdy+1
! !
etc. (7‘ 2)
Vdi—1 Vdi+da—1 :
! ! !
Vd, Udi+dy  Udi+da+ds
! ! |
0 0 0
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Falls ein derartiges Abbildungsverhalten einer Basis vorliegt, so gilt offensichtlich
fh = 0 aber f&—! £ 0. f& schickt nimlich alle Vektoren der Basis auf den
Nullvektor, withrend unter f% =1 der Vektor v; auf vy, # 0 abgebildet wird. Ferner
gilt ker (f) = L [Va,Vdy+dys - - -] » d.h. ker (f) wird von der ,,untersten Schicht” des
obigen Schemas aufgespannt. dim (ker (f)), die geometrische Vielfachheit des
(einzigen) Eigenwertes 0, ist also die Anzahl der Jordanblocke.

Wir werden im Beweis vom Satz 7.1 mehrfach das folgende Lemma verwenden:

Lemma 7.2 Seien U ein Unterraum des Vektorraumes V., m = dimU und n =

dim V. Sind vy, ..., v, k < n—m, linear unabhingige Vektoren mait
UNLvy,...,v =10}, (7.3)
so existieren Vektoren vgiy,...,Vn_m & U, sodass vy, ...,V linear unabhdngig
sind und
UNLvy,...,05-m] = {0} (7.4)
qgilt.

Beweis. Sei ug,...,u,, eine Basis von U. Wegen (7.3), Satz 6.1 und Korollar
6.1 sind uy, ..., Um, V1, ..., v linear unabhéngig. Diese Vektoren lassen sich daher
mit Vektoren vy 1,...,v,_, zu einer Basis von V ergédnzen. Dann folgt sofort
(74). m

Bemerkung 7.1 a) Das Lemma gilt auch mit k = 0. Es besagt dann einfach,
dass es linear unabhingige Vektoren vy, ..., Up_pmm mit (7.4) gibt.
b) Wegen 6.1 ist (7.4) dquivalent zu

V=U®L[vi,...,0%_m).

Bevor wir den Satz 7.1 in voller Allgemeinheit beweisen, betrachten wir zwei
Spezialfille.

Zuniachst der triviale Spezialfall £ = 1. Dann ist f = 0 und die darstellende
Matrix ist beziiglich jeder Basis die Nullmatrix, was offenbar in diesem Fall die
richtige Jordanmatrix ist. (Man sieht iibrigens hier, dass eine Jordanbasis in
keinster Weise eindeutig ist).

Wesentlich interessanter ist der Fall £ = 2, den wir nun diskutieren. Der Satz

besagt, dass sich eine Basis finden lésst, beziiglich der sich die darstellende Matrix

aus Jordanblocken J§ = (1) 8 ) und J? = (0) zusammensetzt. Wir kénnen

annehmen, dass die Zweierblocke zuerst kommen, dass also die Jordanmatrix wie
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folgt aussieht:

0 0
0
o (7.5)
0 0
0
0 0
Gibt es [ Zweierblocke und ist V = (vy,...,v,) eine entsprechende Jordanbasis,
so bildet f diese Basiselemete nach folgendem Schema ab:
v — vy — 0,v3 = vy —0,... 091 — vy — 0, vyy41 —0,...,0, = 0. (7.6)

Wenn wir umgekehrt eine Basis finden, die unter f nach Schema (7.6) abgebildet
wird, so haben wir die gewiinschte Jordanbasis gefunden.

Beweis der Eindeutigkeit (im Fall k = 2): Falls wir eine Basis mit dem Abbil-
dungsverhalten (7.6) gefunden haben, so bilden wvy, vy, ..., vy, Vory1, ..., v, €ine
Basis des Kerns von f. In der Tat ist eine Linearkombination )  o;v; genau
dann im Kern, wenn

f (Z OéiUZ') = Z Oéif (UZ> = (X1Vy —+ i3y 4+ ...+ o1 _1V9] = 0
i=1

i=1

gilt, d.h. wenn a1 = a3 = ... = ag_1 = 0 sind. Somit wird [ im Schema (7.6)
durch die Abbildung f festgelegt. Da [ und die Dimension n von V' das Schema
(bis auf die Reihenfolge) eindeutig festlegen, ist damit die Eindeutigkeit gezeigt.

Beweis der Ezistenz (im Fall £ = 2). Es ist naheliegend, zundchst mit einer
Basis des Kerns von f zu beginnen und zu versuchen, diese dann in geeigneter
Weise zu einer Basis von V' zu erginzen. Es stellt sich jedoch heraus, dass das
nicht die richtige Idee ist, und dass man stattdessen ,,von oben” beginnen muss.

Seien U := ker(f), n := dim(V') und m := dim(U). Wegen unserer Annahme
k=2 gilt f#0, f2 =0 und somit

{ySUSw
Nach Lemma 7.2 existieren linear unabhéngige Vektoren w1, ...,u, € V mit
V=U®L[uni1,...,un. (7.7)

Lemma 7.3 a) f (tms1),..., f (un) € ker (f)
b) [ (tms1),-.., [ (u,) sind linear unabhingig in V.
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Beweis. a) folgt sofort aus f2 = 0.
b): Sei

n

Z Oéjf (U]> :0, Qg+ -, Oy € K.

j=m+1

Wegen der Linearitit von f folgt f (Z?:mﬂ &juj> =0, dh 37 . au; €
ker(f) = U. Andererseits gilt > 7 .| aju; € L[upy1, ..., un] . Wegen (7.7) folgt
Z;.l:m 41 a5u; = 0 und somit @y = ... = a;, = 0 wegen der Unabhéngigkeit der
uj. m

Eine erste Schlussfolgerung des Lemmas ist

m =dim (U) > dim (L [tpmi1, ..., us]) =n—m =: L.

Wir kénnen nun die I Vektoren f (tm+1) ..., f (un) mit Vektoren uy, ..., u;, zu
einer Basis (f (Upm+1) .- f (un) Uy, ... u,) in U ergénzen. Da wpi1,...,uy
eine Basis in L [tp41,- .., u,] bilden und (7.7) gilt, folgt nach Korollar 6.1, dass
(Urngts - s Uns [ (Umg1) s o5 f (Un) s up4qs - -, uy,) eine Basis in V' ist. Wir brau-
chen diese nun nur noch umzunumerieren, dann haben wir die gewiinschte Jor-
danbasis: v; = Upa1,V2 = [ (Umy1), U3 = Upi2, Vs = [ (Upao),..., Uy =
[ (Un), V41 1= Ujyq, ..., Vp := up,. Das Abbildungsverhalten von f ist dann ge-

nau durch das Schema (7.6) gegeben, d.h. die darstellende Matrix von f ist (7.5).
Damit haben wir Satz 7.1 im Falle k£ = 2 bewiesen.

Wir beweisen den Satz 7.1 nun allgemein. Wir beginnen wieder mit der
Eindeutigkeit. Seien

Up :={0} C Uy :=ker(f) CUs:=ker (f*) C... G Uy :=ker (f*) =V.

Wir setzen m; := dim U;. Falls wir ein Abbildungsverhalten geméss dem Schema
(7.2) haben, so ist die ,unterste Schicht” vor 0 (d.h. vy, ,v4,44,,--.) eine Basis
von ker (f) = Ui, die unterste und die zweitunterste Schicht zusammen eine
Basis von U, = ker (f?), etc. Die Anzahl der Vektoren in diesen Schichten legt
jedoch das Schema bis auf die Reihenfolge der Basisvektoren eindeutig fest. Somit
wird die Jordanmatrix (bis auf die Reihenfolge der Blocke) eindeutig durch die
Dimensionen der U; festgelegt.
Nun zur FExistenz: Fiir 1 < j < k setzen wir

rii=my — M.

Wir beweisen mit Induktion nach & die folgende Aussage:
A Sei 0 < t < r, und die Vektoren uq, ..., u; seien linear unabhéngig in
Uk\Uk_l mit
L[ul,...,ut]ﬂUk_lz{O}. (78)
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Dann lassen sich Uy, ..., U ZU einer Jordanbasis ergénzen, in der Uty .oy U in der
) ) ) ) )
,,Obersten Schicht” sind:

Uy e
! !

Lol
0O --- 0 --- 0

Falls wir diese Aussagen bewiesen haben, so ist die Existenz einer Jordanbasis
gezeigt, denn fiir ¢ = 0 ist die Bedingung (7.8) leer. Die Aussage enthilt daher die
Existenz einer Jordanbasis als Spezialfall. Die allgemeinere Version der Aussage
ist jedoch bequem fiir den Induktionsschluss.

k=1 (dh. f=0)ist trivial.

Wir fithren den Induktionsschluss A,_1 = Ay, k > 2.

Nach Lemma 7.2 ergénzen wir zunéchst uy, ..., u; durch Vektoren w4, ...,
uy, (wenn notig), fir die gilt:

(1) uy,...,u,, sind linear unabhéngig

(2)

Luy,...,u., )N Uk ={0}. (7.9)

Wegen my_y + rp = my = dim V folgt daraus V = Uy_; & L [uq, ..., u,].
Man beachte, dass us,...,u,, ¢ Ui_1 gilt. Wir betrachten die Vektoren
fo), .oy flu,).

Lemma 7.4 a) f (u1),..., f (ur,) € Ug—1\Ug—2.
b) f(ui),..., f(u,) sind linear unabhingig. Insbesondere sind sie alle ver-
schieden.

¢) LIf (wr),. ., f(up)] O Uss = {0}

Beweis. Der Beweis ist im wesentlichen eine Repetition des Beweises von
Lemma 7.3.

a): Zunichst ist f (u;) € Uy_1, denn aus f* = 0 folgt f* ' (f (u;)) = 0, d.h.
f(u;) € ker (f*7') = Uj_1. Andererseits gilt f (u;) ¢ Ug_s, denn aus f (u;) €
Up—o wiirde f5=1 (u;) = f*=2(f (u;)) = 0 folgen, es wiirde also gelten u; € Uy_;.
Damit ist a) bewiesen.

b), ¢): Sei

> aif (w) € Upoa. (7.10)
=1

Dann folgt

/o (Z au) = (Z aif <“i>> -0
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d.h. Y cuu; € ker fA71 = Uy_q. Andererseits gilt > 7" cyu; € Liug, ... up,].
Wegen Ug_1 N L{uy,...,u,] = {0} folgt > 7% au; = 0, und wegen der li-

nearen Unabhéngigkeit der u; folgt oy = ... = «,, = 0, d.h. insbesondere
Yok aif (w;) = 0. Dies beweist ¢). Das Argument liefert aber auch einen
Beweis von b), denn aus Y *, a;f (u;) = 0 folgt natiirlich (7.10) und somit
oy = ... = o, =0, wic gerade gezeigt wurde. =

Mit diesem Lemma koénnen wir den Induktionsbeweis einfach zu Ende fiihren:
Ui_1 ist natiirlich invariant unter f. Wir bezeichnen die Einschrankung von
f auf V' := U,_, mit f’. Natiirlich gilt nun f’*~! = 0. Ferner ist fiir j < k — 1:
ker (f) = U; C V'. Nach dem Lemma sind f (u;), ..., f (u,,) linear unabhéngige
Vektoren in V'\Uy_g = Up—1\Ug—o mit L [f (u1),..., f (u,,)]NUx—2 = {0} . Nach

Induktionsvoraussetzung kénnen wir deshalb f (uy), ..., f (u,,) zu einer Jordan-
basis J' von f’ in V' ergénzen mit f (u1),...,f (u,) in der obersten Schicht
des Schemas. Dann ist J’ zusammen mit uy, ..., u,, wegen (7.9) eine Basis von

V und ist dann offensichtlich eine Jordanbasis von f in V :

wo o Uy,
! !

flu) - f (uny)
I i
! ! _—
0 0 o 0

Um das Schema (7.2) zu erhalten, miissen wir die Basis nur noch umstellen:
V1 ‘= U1, Vg = f (Ul) s, U 1= fk_l <U1> y Uk41 i= U2, ...

Wir haben die Existenz einer Jordanbasis bewiesen.

Die Zusatzbehauptungen im Satz 7.1 folgen sehr einfach: Die Anzahl der Jor-
danblocke ist per Konstruktion gleich dim (ker f) und die maximale Blockgrosse
ist gleich der maximalen Lange der Spalten im Schema (7.2) (ohne den Nullvek-
tor am Schluss), also gleich der kleinsten Zahl k mit f* = 0. Damit ist der Satz
vollstéandig bewiesen.

Bemerkung 7.2 Das obige Lemma impliziert, dass ri > ro > ... > rp > 1 gilt,
was von vornherein nicht selbstverstindlich ist.

Bemerkung 7.3 Der Beweis liefert auch ein Konstruktionsschema fiir eine Jor-
danbasis. Man beginnt auf der hochsten Stufe, sucht also unabhingige Vektoren
Ukl -5 Uk, ¢ Uk—l mit

L [uk,h e ,ukﬂﬂk] N kal = {O} . (711)

(Zur Hervorhebung der Schichten verwenden wir Doppelindizes). Falls r, = 1
ist, muss man einfach einen Vektor ¢ Uy_1 wihlen. Firr, > 1 muss man jedoch
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etwas sorgfiltiger vorgehen um L [ugy, ..., uky ] N Uy = {0} zu garantieren.
Am besten wdhlt man zundchst eine Basis in Uy_1 und erginzt sie dann durch
Uk 1y .- Uy, 20 einer Basis in Uy = V. Dann ist (7.11) garantiert. Die Basis
von Uyx_1 kann man anschliessend wegwerfen.

Nun bildet man die ugq, ..., ux,, mit f ab und ergdnzt daraufhin ug_1 1 =
fluga), . ug—1p = f(ugy,) (die gemiss dem Lemma 7.4 unabhingig sind)
so durch Vektoren up_i 41, U1, € Uk—1, dass ug_11,...,U—1,,_, UN-
abhdngig sind und

Llup—11,. . w1 ] NUp—a = {0}

gilt. Am besten wdhlt man zuerst eine Basis Uy_o von Uy_s. Dann sind die Vek-
toren aus Uy_o und ug_11,...,Ug—1,, nach dem Lemma 7.4 unabhdngig und wir
konnen sie durch uk_14, 41, ., Uk—1r,_, 2U €iner Basis von Uy_y ergdnzen. Die
Basis Uy,_o von Ui_s kann man dann wieder verschrotten, und man fihrt mit
der (k — 2)-ten Schicht weiter, indem man ug_21 = f(Up—11),. .., Uk, ‘=
f (kal,rk,l) bildet, diese dann wieder erginzt etc. Am Schluss muss man die
gefundene Basis noch in der richtigen Reihenfolge aufschreiben um ein Schema
der Form (7.2) zu erhalten.

Der Satz 7.1 hat natiirlich eine Formulierung mit Matrizen:

Satz 7.2 Sie A eine n X n-Matriz mit der Eigenschaft, dass k € N existiert mit
A* = 0. Dann ezistiert eine requlire Matriz S, sodass S~*AS die Form (7.1) hat.

Beispiel 7.1 Wir betrachten die reelle 5 x 5-Matrix

1 1.0 0 O
-10 1 0 O
A= 1 0 -1 0 0
-1 0 1 1 1
1 0 -1 -1 -1

Das charakteristische Polynom ist x4 (x) = —x°. Nach Cayley-Hamilton ist dem-
zufolge A> = 0, d.h. die Matriz ist nilpotent. Der Rang von A ist 3 und demzu-
folge ist die geometrische Vielfachheit des Figenwertes 0 gleich 2. Daraus folgt,
dass zwei Jordanblicke existieren. Nun gibt es noch zwei Moglichkeiten fiir die
Blockgrdssen, ndmlich 1 & 4 oder 2 € 3. Um zu entscheiden, welcher Fall vor-
liegt, miissen wir Uy = ker A? betrachten. Sind die Blockgrissen 1 € 4, so ist
dim (Us) = 3 und im anderen Fall 4.

01 1 00
0 -1 -1 00
A2=10 1 1 00
0 -1 -1 00
01 1 00

147



Der Rang ist offenbar gleich 1 und damit ist dim Uy = 4. Wir sehen also, dass
die Blockgrissen 2 € 3 sind. FEs folgt also, dass eine requldre Matriz S existiert
mat

00000
10000

STTAS=]10100 0 (7.12)
00000
000T1O0

Um S zu bestimmen, miissen wir einfach eine Jordanbasis gemdss dem Beweis
des Satzes 7.1 konstruieren. Offenbar ist r1 = ro = 2, r3 = 1. Wir wahlen einfach
einen Vektor vy, der nicht in Uy = ker A ist. (7.9) ist dann automatisch erfiillt,
da r3 =1 qult. Wir kénnen z.B.

V1 =

O O = OO

nehmen. vy und vs erhalten wir durch Anwendung von A :

0 0 1
0 1 —1
’UQZAUl:A 1 = —1 ’03:141)2: 1
0 1 -1
0 —1 1

Etwas mehr Aufwand ist es, einen geeigneten Vektor vy € Us zu finden. FEs
reicht nicht, dass vy, vy linear unabhdngig und nicht in Uy sind. Dann haben wir
ndmlich keine Garantie dafir, dass (7.9) erfillt ist. Um vy zu finden, wdihlen

-1
1
wir eine beliegige Basis in Uy, z.B. v und v := | —1 |, und erginzen v3, v, vy
0
0
zu einer Basis in Uy. Wegen dim U, = 4 wird dafiir noch ein Vektor bendtigt,
0
0
unser gewiinschtes vy. Fine Modglichkeit ist vy = 0 |. Nun kénnen wir v
1
0

vergessen, er hat seine Schuldigkeit getan, ndmlich ein geeigenetes vy zu finden.
Die Konstruktion erzwingt, dass Uy N L [ve,v4] = {0} gilt. Nun ergibt sich vs als
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Awy, also

Vg =

_ o O O

-1
Damit haben wir unsere Basis (vq, v, Vs, vg,v5) beisammen. Sie wird nach fol-
gendem Schema abgebildet:
vy, — vy — v3 — 0
Vg4 — Vs — 0
Damit ist die darstellende Matrixz beziiglich dieser Basis durch die rechte Seite

von (7.12) gegeben. S ist einfach die Matriz der Basistransformation, d.h. wir
schreiben einfach die v; in die Spalten:

0O 0 1 0 O
0 1 -1 0 O
S=|1-1 1 0 0
0 1 -1 1 1

0 -1 1 0 -1

Wenn wir uns nicht verrechnet haben, gilt nun die Gleichung (7.12).

7.2 Die Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt ist wieder f : V' — V ein Endomorphismus. Wir setzen je-
doch nun nur voraus, dass das Minimalpolynom my () in Linearfaktoren zerfallt.
Ist der Grundkorper K algebraisch abgeschlossen, so ist das stets der Fall, insbe-
sondere also im Fall K = C.

Das Ziel ist, f als direkte Summe von Endomorphismen auf invarianten Un-
terrdumen darzustellen, wobei die Einschriankungen von f auf diese invarianten
Unterrdume dann mit Hilfe des Satzes aus dem letzten Unterkapitel diskutiert
werden konnen.

Sei spec (f) = {A1,...,As}. Da das Spektrum gleich der Nullstellenmenge
des Minimalpolynoms ist, folgt, dass das Spektrum nicht leer ist. Ferner ist das
Minimalpolynom m (z) nach Voraussetzung gegeben durch

m(z) =[] (== M)".
i=1
Der Eigenraum von J; ist gegeben durch E (\;) = ker (f — \;idy ) . Wir definieren
nun eine Folge von Unterrdumen durch

En () :i=ker ((f — N\iidy)™), m > 1.
Ey () ist einfach der Eigenraum FE ();) .
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b) Sei m; die kleinste natiirliche Zahl mit Ep,, (\;) = Ep,+1 (). Dann gilt
Ej ()‘z) = Emi ()\1) fU’I" allej > m;.

Beweis. a) folgt unmittelbar aus der Definition der Unterrdume. Man be-
achte, dass nicht alle Inklusionen E; C Eji; echt sein konnen, sonst kénnte
V' nicht endlichdimensional sein. Deshalb existiert eine kleinste Zahl m; mit
En; (X)) = Epi1 (M) Ist j > m; +2 und v € Ej (v;), so gilt

(f = Nidy ) (v) = (f = Aridy)™ ™! ((f — Aidy ) T <vz~)) =0,
Also ist (f — Aidy ) ™™ (v;) € Epyy1 (As) = Enm, (A;), und wir erhalten
(F = Avidy Y ™ (@) = (f = Asidy)™ ((f = AidyP ™™ () =0,

d.h. v; € Ej_1 (\;) . Wir haben also gezeigt, dass fiir alle j > m,; +2 die Gleichung
Ej ()\z) = Ej,1 <)\z> gllt |

Definition 7.3 E,,, (\i) bezeichnet man als den verallgemeinerten Eigen-
raum des Eigenwertes \;. Wir schreiben ihn als E (X;) .

Lemma 7.6 a) Die E ()\;) sind invariant unter f.
b) Firi+# j gilt

E)NE() = {0}
Beweis. a): Sei v € E();). Dann gilt
(

(f = Aiidy)™ (f (v)) = ((f = Aiidy)™ o f) (v)
= (fo(f=Aidy)™) (v
= f((f = Aiidy)™ (v)) = 0.
Daraus folgt f (v) € E (\;).
b): Seiv € E(\;), v # 0. Wir zeigen, dass fiir j # i stets (f — \;idy)™ (v) #
0 fiir alle m € N gilt.
Es existiert eine kleinste Zahl r € N mit (f — A;idy)" (v) = 0. Dann ist

7= (f — Nidy)" " (v) #0.

Daraus folgt aber (f — \;idy) (v) = 0, d.h. 7 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert
A;. Einsetzen ergibt

(f = Azidy)™ () = (A = A;)" 0 #0,
d.h.
(f = Aeidy)" ™ ((f = Ayidv)™ (0) = (f = Ayidv)™ ((f = Niidy) " (v))
— (f — Ayidy)™ () £0.
Dann muss jedoch auch (f — X;idy)™ (v) # 0 gelten. m
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Satz 7.3 \
V=EE W)
i=1

Beweis. Der Beweis besteht nach Satz 6.1 aus zwei Teilen:
A) Fir jedes ¢ gilt

E(O)n (ZE(M) ~ {0}.

Jij#
B)
V=Y E(\)
=1

Beweis von A):
Wir miissen nachweisen, dass aus

Z'Ui = 0, v; € E()\z)
=1

folgt, dass alle v; = 0 sind. Wir beweisen mit Induktion nach r, dass aus

r

> vi=0,0€ E(N) (7.13)

=1

folgt, dass alle v; = 0 sind. Der Fall » = 1 ist trivial. Wir nehmen aiso r > 2 an.
Anwendung von (f — A, idy)™" auf die Summe ergibt (wegen v, € FE (),))

r—1

ST = Aridy)™ (v) = 0.

i=1

Wegen der f-Invarianz der E (\;) ist (f — \.idy)™ (v;) € E ();) . Nach Indukti-
onsvoraussetzung folgt also (f — A, idy)™ (v;) = 0 und somit v; € E (),) fiir alle
i =1,...,7 — 1. Nach Lemma 7.6 b) gilt also v; = 0 fir i = 1,...,7r — 1 und
wegen (7.13) auch fiir ¢ = 7.

Beweis von B)

Nach der Generalvoraussetzung in diesem Unterkapitel zerfillt das Minimal-
polynom in Linearfaktoren, ist also von der Form

S

my(x) =[[ (@@= )", t:eN,

=1
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(Wir wissen schon aus dem letzten Kapitel (Satz 6.17), dass die Nullstellen des
Minimalpolynoms genau die Eigenwerte sind. Das Minimalpolynom muss deshalb
die obige Form haben.) Wir betrachten die Polynome

pj () =] @ —x)".
=
Diese Polynome sind teilerfremd. Nach Lemma 6.8 existieren Polynome h; (x)
mit

1:Zpi(x)hi(x).

Daraus folgt f =7, p; (f) o h; (f). Sei v € V. Dann gilt
U:Z(pi<f)ohi(f))(v>'
i=1

Wir setzen v; := (p; (f) o hs (f)) (v) . Nun folgt ganz einfach, dass v; € E ()\;) ist:

(f = Niidy)" (v;) = ((f =N\ idy)" o p; (f)) (hi (f) (v))
=my (f) (ki (f) (v)) = 0.
Wir haben somit gezeigt, dass sich jeder Vektor in V' als Summe von Vektoren
aus den verallgemeinerten Eigenrdumen darstellen ldsst. Damit ist B) bewiesen.

[ |
Wir formulieren nun den ,,Hauptsatz” iiber die Jordanzerlegung:

Satz 7.4 SeiV ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f : V — V ein En-
domorphismus, dessen Minimalpolynom in Linearfaktoren zerfdllt. Seispec (f) =

{A\,.. ., A} . Dann existiert eine Basis von V', beziiglich der die darstellende Ma-
triz A die folgende Gestalt hat:
J (A1) 0 e 0
A= 0 J(%) (7.14)
0
0 0 J(\)

Dabei sind die J (\;) quadratische n; X n;-Matrizen, n; = dim (E ()\Z)) , der fol-
genden Gestalt:

(]3:71 0 - - 0
0 Jy, 0 :
J(Ni) = : 0
S
0 0 Jy
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Dabei ist r; (d.h. die Anzahl der Jordanblicke fir den Eigenwert \;) die geome-
trische Vielfachheit von \; und n; ist die algebraische Vielfachheit von \;. Das
Minimalpolynom von f ist

S

my(x) =[x =)™, (7.15)

i=1
wobei m; := min {k: CE.(\)=F ()\Z)} gilt. Ferner ist m; = max{d;1,...,d;,,}

Beweis. Wir beweisen die Existenz.

Nach Lemma 7.6 a) sind die verallemeinerten Eigenrdume E ();) f-invariant.
Wir kénnen deshalb f auf die E ()\;) einschriinken. Diese Einschrinkung bezeich-
nen wir mit f;. Nach Satz 7.3 stellt sich f als direkte Summe der f; dar, also
f= @le fi, wie im Abschnitt 6.2 eingefithrt wurde. Nach der Diskussion in
diesem Abschnitt benotigen wir nur Basen in den einzelnen Unterrdumen E ()\;),
beziiglich welchen sich die f; durch die J ();) darstellen. Denn wegen Satz 7.3
ist die Vereinigung dieser Basen der E ();) eine Basis in V, und ferner ist die
darstellende Matrix von f beziiglich dieser Basis in V' durch (7.14) gegeben.

Wir betrachten nun die Endomorphismen

auf E()\;). Per Definition ist g/ = 0. Nach Satz 7.1 existiert eine Basis in
E (\;), beziiglich der die darstellende Matrix von g; von der Form (7.1) ist. Die
darstellende Matrix von f; gewinnt man einfach, indem man dazu \; £, addiert.
Das ist jedoch nichts anderes als die Matrix J ();). Damit ist die Existenz einer
Jordanbasis gezeigt. Man beachte, dass m; die maximale Grosse der Jordanblocke
zu \; ist.

Die Zusatzbehauptungen folgen sehr einfach: Falls die darstellende Matrix
durch (7.14) gegeben ist, so ist das charakteristische Polynom natiirlich

S

[T =)™

i=1

Somit sind die n; die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte.

Wegen ker (f — Miidy) € B (\) gilt ker (f — Asidy) = ker ( fi— N 1dml_)> .
Demzufolge ist dim (ker (f — A\;idy)) - also die geometrische Vielfachheit von
A; - gleich der Anzahl der Jordanblocke des nilpotenten Endomorphismus f; —
Aildgy,), d-h. einfach gleich der Anzahl der Jordanblécke in A fiir den Eigenwert
Ai-

Wir hatten schon oben bemerkt dass m; die maximale Grosse der Jordanblocke
zum Eigenwert ); ist. Wir zeigen noch, dass das Minimalpolynom durch (7.15)
gegeben ist. Bezeichnet p (z) das Polynom auf der rechten Seite von (7.15), so
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bildet p (f) offensichtlich jeden Vektor der entsprechenden Jordanbasis nach Null
ab, d.h. es gilt p(f) = 0. Daraus folgt, dass das Minimalpolynom p (x) teilt.
Andererseits gilt jedoch fiir jeden echten Teiler ¢ (z) von p (z) die Ungleichung

q(f) # 0, was man folgendermassen sieht:
Sei

q(z)=J[@-x)",

j=1

mit ¢; < m; und ¢; < m,; fiir mindestens ein ¢. Dann wird die ,oberste Schicht”
t;

der Jordanbasis in E ();) unter ( fi = Aiidg An) nicht nach Null abgebildet, also

auch nicht unter (f — \;idy)" . Ist nun v ein solcher Vektor € E ();) mlt w =
(f — \iidy)" (v) # 0. Wegen der Invarianz von E (A Z) ist (f —X\idy)* (w) €
FE (\) fiir jedes k € N. Fiir j # 4 ist dann (f — \;idy)” (w) # 0 wegen E (\;) N

E () = {0}.

Demzufolge ist

q(f)(v) = ( 11 (f—&-)”) (w) # 0.

=1,

Wir haben also gezeigt, dass jeder echter Teiler von p (z) den Endomorphismus
nicht anulliert. Demzufolge ist p (x) das Minimalpolynom.

Der Beweis der Eindeutigkeit der Jordanmatrix (bis auf die Reihenfolge der
Blocke) sei dem Leser iiberlassen. (Man muss nur zeigen, dass jede Jordanbasis
in Basen der E ()\;) zerfillt. Anschliessend beniitzt man die Eindeutigkeit aus
Satz 7.1. m
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8 Nicht negative reelle Matrizen,
Markoff-Ketten

8.1 Einfiihrende Begriffe, Beispiele

In diesem Kapitel ist K = R. Wir bezeichnen mit M (n,R) oder kurz M (n) die
Menge der n x n-Matrizen A = (a;;) mit a;; > 0 fiir alle 4, j. Diese Matrizen sind
besonders wichtig und haben spezielle Eigenschaften, die wir in diesem Kapitel
diskutieren werden.

Eine Matrix A € M™ (n) heisst stochastisch, wenn » 7 a;; = 1 fiir alle
1 <i < n gilt. Eine stochastische Matrix ist also einfach eine Matrix in M ™ (n),
die den Vektor

als Eigenvektor zum Eigenwert 1 hat.

Fiir jede quadratische n x n-Matrix A und k € Ny bezeichnen wir wie iiblich
AF die k-te Matrixpotenz von A, mit der Festlegung A° := E,, und schreiben
agf) tiir die Komponenten dieser Matrix.

Fiir viele Anwendungen ist es etwas unnatiirlich, dass die Indizes der Matri-
zenelemente von 1 bis n laufen. Wir konnen statt dessen eine beliebige endliche
Indexmenge I nehmen und dann quadratische Matrizen (aj;); ;.. Da wir die
Indexmenge I natiirlich einfach durchnumerieren koénnen, spielt das hier keine
Rolle.

Stochastische Matrizen schreiben wir meist als P = (pl-j)m ¢; - Sie spielen in der
Wahrscheinlichkeitstheorie eine grosse Rolle. p;; wird dann als die Wahrschein-
lichkeit interpretiert, mit der man in den ,,Zustand j” wechselt, falls man gerade
»im Zustand i” ist. Die Bedingung > jerDij = 1 ist die grundlegende Annahme
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. (Wir setzen voraus, dass einige Grundkennt-
nisse iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung aus dem Gymnasium bekannt sind).

Ein wichtiges Problem ist die Untersuchung der Wahrscheinlichkeiten bei Ite-
rationen des zufélligen Vorgangs. Man fragt sich, mit welcher Wahrscheinlichkeit
man im Zustand j ist, wenn man in ¢ startet, aber die , zuféllige Bewegung” zwei
Mal ausfithrt. Nach einer grundlegenden Regel der Wahrscheinlichkeitsrechnung
muss man einfach iiber die Zustédnde k, die man nach dem ersten Schritt erreichen
kann, summieren und dabei die Wahrscheinlichkeiten multiplizieren. Also: Nach
zwei Schritten gelangt man von ¢ nach j mit Wahrscheinlichkeit ), pixpr;. Das
ist natiirlich nichts anderes als die ij-te Komponente von P2. Analog: Wenn man
die Wahrscheinlichkeiten berechnen will, mit denen man nach n Schritten von ¢
nach j gelangt, muss man einfach die Matrix P zur n-ten Potenz nehmen und
dann die ij-te Komponente davon nehmen. Wir bezeichnen diese Komponente
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in Zukunft mit pl(-?). Natiirlich ist P" auch wieder eine stochastische Matrix.

Eine derartige Abfolge von Zufallsschritten nennt man in der Wahrschein-
lichkeitstheorie eine Markoff-Kette. Von besonderem Interesse ist das Verhalten
von solchen Markoff-Ketten fiir grosse n. Dies hédngt eng mit den in der Phy-
sik besonders wichtigen Ergodenséitzen zusammen. Wir konnen hier jedoch nur
andeutungsweise darauf eingehen.

Wir betrachten einige Beispiele.

8.1.1 Irrfahrten auf Graphen

Ein (endlicher) Graph G = (E, K, ¢) besteht aus einer endlichen Menge E von
Ecken (englisch “vertices”) und einer endlichen Menge K von Kanten (englisch
“edges”). Jeder Kante k € K wird ein Paar ¢ (k) = {e, ¢’} von Ecken zuge-
ordnet. Es kann auch e = ¢’ gelten. In diesem Fall ist ¢ (k) eine einelementige
Menge. Formal ist ¢ einfach eine Abbildung von K in die Menge der ein- oder
zweielementigen Teilmengen von E. Man sagt dann, dass die Kante k die Ecken
e, € ,verbindet”, wenn ¢ (k) = {e, €'} gilt. Man beachte, dass wir zulassen, dass
zwel verschiedene Kanten dieselben Ecken verbindet und dass eine Kante eine
Ecke ,,mit sich selbst” verbindet.

Fiir jede Ecke e € E bezeichnen wir mit K, die Menge der Kanten, die an e
,anstossen”, d.h.

K..={keK:ecp(k)}.

Analog bezeichen wir mit K. . die Menge der Kanten, die e mit ¢’ verbinden:
Kee :i={ke K:¢(k)=/{e€}}.

Wir setzen nun voraus, dass der Graph G = (E, K, ) die Eigenschaft hat, dass
K. # 0 fiir jede Ecke e gilt, und definieren eine stochastische Matrix (pe. )
durch

e,e/cE

o W
e, el - .
’ K|

Wir setzen natiirlich p.o := 0, wenn K, = () gilt. Es ist offensichtlich, dass
Y Dee = 1 fiir jede Ecke e ist. Zur Veranschaulichung stellt man sich diese
sogenannte ,, Ubergangsmatrix” wie folgt vor. Ein Wanderer bewegt sich zufillig
auf dem Graphen. Befindet er sich zu einem Zeitpunkt in einer Ecke e, so wahlt er
unter den an e anstossenden Kanten zuféllig (und mit gleicher Wahrscheinlichkeit)
eine aus und bewegt sich dann auf dieser Kante zur nichsten Ecke.

Hier ein konkretes

Beispiel 8.1 Wir nehmen E = {1,2,3} und folgende Kanten: Eine Kante, die 1
mit sich verbindet, eine, die 1 mit 2 verbindet, zwei Kanten, die 2 mit 3 verbinden,
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und noch eine Kante, die 3 mit sich verbindet. Dann st die zugehdrige Matriz
gegeben durch

P—

O W=
win O
wlFwin O

Interessiert man sich fir die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach 3 Schritten, so

hat man
3

11 g o3 5
2 2 24 52 1§

pr_ 12| o B2 BB
3 108 108 27

0 2 1 LA

3 3 27 27 3

zu berechnen. Bei Start in 1 hat man also Wahrscheinlichkeit %, nach 3 Schritten

in 2 zu sein. Nehmen wir 20 Schritte, so erhalten wir den komplizierten Ausdruck:

20 304 686 352 736 285 456 998 388 430 463 114258684713 561

1218 719480020992 1218719480 020992 304679870 248
456 998 388430463 685601424 167221 6327 0§1 5&9%13

182 22 14 182 22 14 1692 444
181482057896849 70133 56818 863?4 7(?31 595%331388 49 849 g?% 108 %g

457019 805007 872 16 926 659 444 736 114254951 251 968

O WI-N—=

Wiy O NI=
wlFwin O

Nach Rundung ergibt sich jedoch ein ganz einfacher Ausdruck:

L log\” 0.25001 0.37498 0.37501 133
102 ~ | 024999 037504 037497 |~ | 1 2 2
0 2 3 0.25001 0.37497 0.37502 134

Wir werden spéter verstehen, wieso die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach vie-
len Iterationen so einfach werden.

8.1.2 Irrfahrten auf Gruppen

G sei eine endliche Gruppe, und p sei ein sogenannter Wahrscheinlichkeitsvektor
auf Gt 1 ist einfach eine Abbildung von G nach [0,1] mit > ., u(g) = 1.

Lemma 8.1 P = (pg1), e definiert durch

pon = (hg™")

ist eine stochastische Matrix.
Beweis. Fiir jedes feste g € G definiert die Abbildung ¢, : G — G, h —
hg~! eine Bijektion. In der Tat: ¢, ist injektiv, denn aus hg™' = h/g~' folgt

h = (hg Y g = (Wg~t)g = I, sowie surjektiv, denn fiir jedes h € G gilt h =
hgg~* = ¢, (hg) . Daraus folgt

Y opgn=> n(hg™) =D ulh)y=1

heG heG heG
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fiir jedes g € G. m

Man beachte, dass pyn, = p(h) ist. p(h) ist also einfach die Wahrschein-
lichkeit, mit der man von einem beliebigen Element g nach hg springt. Man
bezeichnet das deshalb auch als eine ,,Linksirrfahrt” auf G. Analog kann man die
Rechtsirrfahrt durch p,, = (g~ 'h) definieren.

Als Beispiel betrachten wir ein einfaches Modell dafiir, einen Stapel Jass-
karten zu mischen. Natiirlich kénnen wir (zu mathematischen Zwecken) ein-
fach annehmen, dass die Karten von 1 bis 36 durchnumeriert sind. Die Men-
ge I der moglichen Reihenfolgen der Karten ist dann einfach die Menge der
Permutationen dieser 36 Zahlen. Wir definieren nun eine stochastische Matrix
P = (pc,,,r)m7re ;» die eines der Standardverfahren modelliert, bei dem man ein-
fach den Stapel 3 Mal iiberschldgt. (Im Englischen wird das ,,overhand shuffling”
genannt. Wir beschrinken uns auf dreimaliges Uberschlagen nur der Einfach-
heit halber.) Mathematisch lésst sich das wie folgt formulieren: Wir wéhlen
3 Zahlen 1 < my; < my < m3z < 36. Dann definieren wir eine Permutation
Tm, M = (my, mg,mg) wie folgt: Der Stapel {ms3+ 1,36} wird an die Spitze
verschoben, der Stapel {ms + 1, m3} an die zweite Stelle etc, d.h.

1 36
7r_(mgﬂ o 36 madl o my mytl - mg 1 - m1>'

Nun geben wir unter p jeder dieser speziellen Permutationen die gleiche Wahr-
scheinlichkeit. Es gibt offenbar so viele derartige Permutation, wie es Moglich-
keiten gibt, 3 Zahlen aus den Zahlen 1, ..., 35 auszuwahlen, also (335) = %64’33 =
6545. Wir definieren daher p (m) = 1/6545, falls 7 von dieser Form ist, und an-
dernfalls i (7) = 0. pyro = p () gibt dann einfach die Wahrscheinlichkeit an,
mit der man von der Permutation ¢ zur Permutation 7o gelangt.

Man beachte iibrigens, dass es gigantisch viele Permutationen von 36 Elemen-

ten gibt, ndmlich
36! = 371993326789901217467999448150835200000000.

Rechnet man das Alter des Universums zu 10 Milliarden Jahren, so ist das 10%*
mal das Alter des Universums in Sekunden. Trotz dieser unvorstellbar grossen
Zahl ist es das ,, Traumziel” des Kartenmischers, nach einigen wenigen Iterationen
des Mischvorgangs jede dieser Moglichkeiten mit etwa gleicher Wahrscheinlichkeit
zu erhalten. Fiir eine wirklich gute Durchmischung in diesem Sinne ist ,,overhand
shuffling” nicht besonders gut geeignet. Man wiirde ca. 50 Iterationen bend6ti-
gen. Das unter Pokerspielern iiblichere ,riffle shuffling” ist wesentlich besser und
fithrt nach ca. 7 Iterationen (bei 52 Karten) zum Ziel. Wir werden hier jedoch
nachweisen kénnen, dass der Mischvorgang ,,im Prinzip“ zum Ziel fiihrt: dass
ndmlich nach n-facher Iteration fiir n — oo sich asymptotisch die Gleichvertei-
lung einstellt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir noch die abelsche Gruppe (Z,,+). Ist
p(l) = p(—1) =1/2, p (i) = 0 fiir alle anderen Elemente, so gilt einfach p;; = 1/2
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fiir j = ¢4+ 1, und 0 sonst. Dieses Beispiel konnen wir auch als Irrfahrt auf
einem Graphen auffassen: Als Eckpunktmenge nehmen wir Z,, und {i,i+ 1}
sind jeweils durch Kanten verbunden. Bei einer anderen Wahl von g ist dies
jedoch i.allg. nicht mehr moglich (z.B. fir (1) = p, u(=1) = 1—pund p # 1/2).

8.1.3 Gittermodelle der statistischen Physik

Wir betrachten ein ganz einfaches 1-dimensionales Modell der statistischen Phy-
sik, das sogenannte eindimensionale Ising-Modell. Allen Punkten i eines ein-

dimensionalen Gitters {1,...,n} ordnen wir sogenannte ,Spinvariablen” o; zu.
Diese Spins konnen ,up”, d.h. o; = 41, oder ,,down”, d.h. o; = —1 sein. Wir
haben mathematisch also einfach eine Folge o4, ..., 0, von +1-Grossen.

Wir suchen nun ein Modell, bei dem sich benachbarte Spins beeinflussen. In
der Physik wird das durch eine Energiefunktion H auf den Spinkonfigurationen
beschrieben. Wir nehmen an, dass die Wechselwirkung anziehend, im physika-
lischen Jargon ,ferromagnetisch” ist: Haben benachbarte Spins die gleiche Aus-
richtung, so hat die Konfiguration eher tiefe Energie. Die einfachste Moglichkeit,
dies zu realisieren, ist durch folgende Energiefunktion gegeben:

n—1
H(O’) = _JZUiUiJrlu
i=1

wobei J die Wechselwirkungsenergie ist. Nach einem fundamentalen Prinzip der
statistischen Physik stellt sich bei einer Temperatur 7' > 0 (natiirlich in Grad
Kelvin gerechnet) die folgende Gleichgewichtsverteilung — die sogenannte Gibbs-
Verteilung — auf den Spinkonfigurationen o = (o4, ...,0,) ein

Gr (o) == exp [—kiTH (a)} / Z, (T) .

Dabei ist k ein physikalische Konstante, die sogenannte Boltzmann-Konstante,

" 2,(T) = 2(,: exp {_%H (0)}

ist die sogenannte Zustandssumme. Man beachte, dass ) _ G (o) = 1ist. Ferner
ist natiirlich Gr (o) > 0 fiir alle 0. Wir kénnen die Gr () daher als Wahrschein-
lichkeiten interpretieren. Es sind die Wahrscheinlichkeiten, mit denen sich das
System bei Temperatur 7" in der Konfiguration o befindet. Diese Wahrschein-
lichkeiten sind offenbar desto grosser, je stiarker die Konfiguration o ausgerichtet
ist, d.h. je mehr Paare (i,i+ 1) es gibt mit o; = ;1. Wir setzen g := J/kT.
Kleine (8 entsprechen dann hoher Temperatur und umgekehrt. Man beachte nun,
dass sich exp [-FH (0)] wie folgt schreiben l&sst:

exp [-BH (0)] = ﬂAﬁ (04, 0411) ,
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wobei Ag = (Ag (4,7)), ._,, die folgende Matrix ist:

.7
eﬁ 67’8 4

Dies ist die sogenannte ,, Transfermatrix”.
Von fundamentaler Bedeutung in der statistischen Physik ist das Verhalten
der sogenannten freien Energie im Limes n — oo.

F(3) = lim T1og Z, (5).

n—oo M

Nun gilt jedoch
Zn(B)= Y Ay'(o1,04), (8.1)

o1,0n==1

so dass wir wieder darauf stossen, die Potenzen einer positiven Matrix zu berech-
nen. Wir werden f () etwas spéter berechnen.

8.2 Irreduzibilitit, Periodizitit

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Matrix A € M* (n), A = (a;))
(n)

ij

Die

1,5€l "

n-te Potenz bezeichnen wir mit A" = (a > . Wir fithren einige Notationen
ijel

ein. Seien 7,7 € I, n € Ny. Wir schreiben:

(n)

. n . Def
1 — <= a;; >0,

. . Def o .
z—>j<D:e>E|n€N0m1tzi>j,
. . Def . . . .
t~j<=1—jund j — 1.

Lemma 8.2 )i — j, j — k =i 5 k.

b)i—j, j— k= 1i—k.
c) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf I.

()
iJ

7 = 3 el 2 el 0.

Beweis. a) Aus q;;” > 0 und a%) > 0 folgt

sel

b) folgt sofort aus a).
c¢) Reflexivitat folgt aus az(»? )= 1> 0. Die Symmetrie folgt aus der Definition.

Die Transitivitdt folgt aus b). m
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Definition 8.1 A heisst irreduzibel, wenn alle Paare i,7 € I dquivalent sind,
d.h. wenn fiiri,j € I stets ein n € Ny existiert mait al(;l) > 0.

Ist i € I, so betrachten wir die Menge I'; := {n eN:i % z} . Man beachte,
dass 0 ¢ T'; (N := {1,2,3,...}). 7 (i) := ggT (I';) ist die sogenannte Periode
von i. Ist T'; =0, so setzen wir 7 (i) := oc.

Lemma 8.3 Ist 7 (i) < oo, so ezistiert ein ng € N mit nw (i) € I'; fir alle
n > ng.

Beweis. Lemma 8.2 a) zeigt, dass I'; abgeschlossen unter der Addition ist:
Sind n,m € I';, so gilt n +m € I[';. Wir zeigen: Ist I' eine beliebige nichtleere
Teilmenge von N mit dieser Eigenschaft und 7 := ggT (I") , so gilt nm € [, wenn n
gross genug ist. (Die genaue Herkunft von I spielt weiter keine Rolle; wir lassen
deshalb den Index i weg).

Zunéchst zeigen wir, dass eine endliche Teilmenge I C I existiert mit ggT(I")
= ggT(I") = 7. Dies sieht man wie folgt ein: Sei I', = ' {1,...,n}. Da I nicht
leer ist, ist I, nicht leer, wenn n gross genug ist. Sei g, := ggT (I',) . Da g, alle
Elemente in I',, 1 teilt, teilt es auch alle Elemente in I';;, und somit teilt g, auch
gn- Insbesondere folgt g, > gni1 > gnio > .... Nun kann aber nur endlich oft
ein striktes Ungleichheitszeichen stehen, und somit existiert ein m mit g, = g,,
fiir alle £ > m. Daraus folgt aber sofort, dass g,, der grosste gemeinsame Teiler
aller Elemente in I' ist, also g, = .

Sei nun I',, = {ny,ng,...,ni}, dh. @ = ggT (ny,...,ng). Dann existieren
Zahlen ly,... I, € Z, so dass m = Zle lin; ist (vgl. Abschnitt 6.4.3). Weil alle
n; Vielfache von 7 sind, existiert ein K € N mit

k

an = KT('.

j=1
Sei

L:=(K-1) (max|lj|> , und ng := K L.
J
Sei n > ng. Division durch K mit Rest ergibt
n=RK+r, R>L 0<r<K--1.

Demzufolge gilt

k k
TL?T:RK7T+T7T:Zan+7’lenj

j=1 j=1

= Z (R+rl;)n;.

j=1
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Wegen R > L und der Definition von L folgt aber R +rl; > 0, d.h. R+ rl; €
Ny fiir alle j. Aus der Abgeschlossenheit unter der Addition folgt dann aber
Z?Zl (R+rlj)n; € I'. Somit ist nachgewiesen, dass fiir alle n > ng die Zahl nz
in["ist. m

Proposition 8.1 Ist i~ j so gilt (i) =7 (j) .

Beweis. Ist i = j, so folgt natiirlich 7 (i) = 7 (j). Wir konnen daher vor-
aussetzen, dass i # j gilt. Per Definition existieren dann n,m € N mit i —— j

und j % i. Wegen Lemma 8.2 a) folgt dann i T 5 M 5 Somit sind

7 (i), 7 (j) < oo. Nach Lemma 8.3 existiert ng € N mit j nom(f) jund j (Rot1)7(2) j.

Nochmals 8.2 a) angewandt ergibt:

. n+non(j)+m . . nt(no+1l)w(j)+m .

T —> 1,1 — 1
Daraus folgt 7 (i) [n+nom (7)+m und 7 (i) [n+ (ng + 1) 7 (j) +m, d.h. 7 (i) |7 (j) .
Analog zeigt man 7 (j) |7 (¢) . Daher gilt 7 (i) =7 (j). =

Diese Proposition besagt also, dass die Periode eine Klassengrésse unter der

obigen Aquivalenzrelation ist, d.h. die Periode ist auf jeder Aquivalenzklasse eine
konstante Funktion. Insbesondere gilt fiir jede irreduzible Matrix, dass alle Ele-

mente von I dieselbe Periode haben. Man spricht dann einfach von der Periode
der Matrix.

Definition 8.2 Fine irreduzible Matriz A € M™ (n) heisst aperiodisch, wenn
die Periode der Matriz 1 ist.

Wir zitieren ohne Beweis (der nicht sehr schwierig, aber etwas langlich und
nicht allzu interessant ist), den folgenden Satz:

Satz 8.1 Sei A irreduzibel mit Periode p > 2. Dann existiert eine Zerlegung von
I in p disjunkte Teilmengen:

I=0LU...UL, ;NI =0firi+# j,

mit der folgenden Figenschaft: Fir alle k € {1,...,p} und alle i € I} gilt
{j el:i L>j} C Iy (mit der Konvention I,y = I;). In Worten: Von

I}, aus kann man in einem Schritt nur nach Iy, gelangen. )
Die Zerlegung {Iy, : 1 < k < p} ist die Zerlegung von I nach Aquivalenzklassen
beziiglich der Matrix AP.

Wir diskutieren noch kurz die Beispiele aus Abschnitt 8.1. Die Irrfahrt auf
Graphen ist genau dann irreduzibel, wenn der Graph zusammenhéngend ist.
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Definition 8.3 Fin Graph G = (E, K, ) heisst nicht zusammenhdngend,
wenn es eine echte nichtleere Teilmenge A C E gibt, sodass keine Ecke in A mit
einer Ecke ausserhalb A durch eine Kante verbunden ist. FEin Graph der nicht
nicht zusammenhdngend ist heisst zusammenhdngend.

Proposition 8.2 Die stochastische Matriz aus Abschnitt 8.1.1 ist genau dann
irreduzibel, wenn G zusammenhdngend ist.

Der sehr einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen.

Periodizidt oder Aperiodizitat fiir Irrfahrten auf Graphen zu entscheiden, ist
i.allg. etwas schwieriger. Es ist jedoch evident, dass wenn in einem zusam-
menhédngenden Graphen auch nur eine FEcke existiert, die mit sich selbst ver-
bunden ist, die Matrix dann aperiodisch ist. Fiir eine Ecke e, die mit sich selbst
verbunden ist, gilt namlich p.,. > 0 und damit 7 (¢) = 1. Wenn der Graph zu-
sammenhéngend ist, folgt daraus jedoch, dass 7 (¢) = 1 fiir alle e ist. Irreduzible
Irrfahrten auf Graphen sind jedoch aperiodisch oder haben Periode 2. Es gilt
namlich stets pe > 0 < per > 0. Daraus folgt sofort pfg > 0.

Das Beispiel des ,,overhand shuffling” in Abschnitt 8.1.2 ist irreduzibel und
aperiodisch. Der Leser moge sich das selbst iiberlegen. Wir betrachten noch
das Beispiel der Irrfahrt auf (Z,,+). Die zugehorige Matrix ist offensichtlich
irreduzibel, denn man kommt mit positiver Wahrscheinlichkeit von jedem Punkt

zu jedem anderen Punkt nach geniigend vielen Iterationen. Ebenfalls gilt pgi) >

(n)

0 fiir jedes 7. Die Periode ist somit 1 oder 2. Ferner ist p;;” > 0, weil man

in n Schritten einmal ,um den Kreis* laufen kann. Ist n ungerade, so ist die
Matrix also aperiodisch (wegen ggT (n,2) = 1). Ist jedoch n gerade, so kann man
die Elemente von Z, in die Gruppen der geraden und der ungeraden Elemente
aufteilen. Offensichtlich kann man dann in einem Schritt nur von der geraden
Gruppe in die ungerade und von der ungeraden Gruppe in die gerade wechseln.
Daraus folgt sofort, dass die Periode gleich 2 ist.

8.3 Der Perron-Frobenius Eigenwert

Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:
D:={zeC: |z <1},

S:={z€C:|z| =1}.

Wir benotigen zwei vorbereitende Hilfssétze:

Lemma 8.4 Seien z1,...,2, € D, M\i,..., N\, € [0,1] mit Y7 M\ = 1, Z :=
Sor_i Akzk € S. Dann gilt z; = Z fir alle j mit A; > 0.
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Beweis. Wir konnen oBdA annehmen, dass alle Ay > 0 sind. Wegen
z € S existiert ein ¢ € [0,27) mit zZ = €. Wir setzen 2, := e "#z;. Dann
ist >, Mgz = 1. Somit folgt >~ _; Ay Re (Z;) = 1 oder

> A (L —Re(3)) =0.

Nun sind jedoch die Ay, > 0 und die z; haben nach wie vor Betrag < 1. Demzufolge
ist Re(Zx) < 1 oder 1 — Re(Zzx) > 0. Aus der obigen Gleichung folgt daher
1—Re(z) = 0 fiir alle k, d.h. Re (z) = 1, was wegen 2z € D impliziert, dass die
%, alle gleich 1 sind. Das bedeutet aber nichts anderes als 2z, = €¥ = 7 fiir alle
k. m

Lemma 8.5 Sei A eine irreduzible aperiodische Matric € M™ (n). Dann exi-
stiert N € N, sodass alle Matrizelemente von AN strikt positiv sind.

Beweis. Nach Lemma 8.3 existiert fiir jedes ¢ € I eine natiirliche Zahl n;,
sodass a\™ > 0 fiir alle n > n; gilt. Da I endlich ist, gilt fiir n > M := max; n; :

(n) (23

;i > 0 fiir alle ¢ € I und n > M. Weiter gilt wegen der Irreduzibilitét, dass

ff” )'> 0. Wieder mit Lemma 8.2 folgt nun
az(?) > 0 fiir alle n > M + k;;. Demzufolge gilt ag-]) > ( fiir alle 7,7 € I und alle
n > N := M + max;; k;;. ®

Wir formulieren nun den Hauptsatz der Perron-Frobenius-Theorie, aber zu-
néchst nur fiir stochastische Matrizen P = (p;;). Wenn wir nachfolgend von
Eigenwerten sprechen, meinen wir immer (moglicherweise) komplexe Eigenwerte.

Ist P stochastisch, so wissen wir, dass 1 € spec (P) gilt.

a
fiir 4,5 € I ein k;; € N existiert mit a

Satz 8.2 (Perron-Frobenius, stochastische Matrizen) Sei P eine irreduzi-
ble stochastische Matrix. Dann gilt:

a) Alle (eventuell komplexen) Eigenwerte haben Betrag < 1.

b) 1 ist ein algebraisch (und deshalb auch geometrisch) einfacher Eigenwert.

c) P ist genau dann aperiodisch, wenn 1 der einzige Eigenwert vom Betrag 1
15t.

Beweis. a) Wir fassen P als lineare Abbildung von C! — CI auf. Sei

A € spece (P) . (2);er > % € C sei ein Eigenvektor, d.h. es gilt

Zpiij :)\Zi, Vi e I.
J

Sei 1y so gewéhlt, dass
20| = macx| (8.2)
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gilt. Dann folgt aus der obigen Gleichung
D iz <D i 1]
J J
< Zpioj 20| = 1zl -
J

Az =

Daraus folgt |A] < 1.

b) Wir zeigen zuniichst, dass 1 geometrisch einfach ist. Sei z € C! ein Eigen-
vektor zum Eigenwert 1. Wir wihlen wieder iy mit (8.2). Natiirlich muss dann
2z, 7 0 gelten, sonst ware z der Nullvektor. Wir setzen nun

Ti = 2/ %y (8.3)

Dann ist @ = (2;),.,; ebenfalls ein Eigenvektor zu 1, denn wir haben ja z nur
mit einem Faktor multipliziert. Ferner gilt x; € D fiir alle 7. Aus der Gleichung
x = Pz folgt x = P¥z fiir alle k, d.h. insbesondere

k
1=z, = Zpgw).xj.

jel

Nun gilt aber Zj pf(lfj) = 1. Aus Lemma 8.4 folgt daher, dass z; = 1 fiir alle j
Efj) > (0 ist. Wegen der Irreduzibilitét existiert jedoch fiir jedes 7 mindestens

ein k mit p;’fj) > 0. Demzufolge haben wir gezeigt, dass z; = 1 fiir alle j gilt.
Dies bedeutet jedoch nichts anderes als dass jeder Eigenvektor von 1 einfach
ein Vielfaches des Vektors 1 ist. Wir haben also gezeigt, dass die geometrische
Vielfachheit des Eigenwertes 1 gleich 1 ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass auch die algebraische Vielfachheit gleich 1
ist. Falls dies nicht der Fall ist, ist der Teil zum Eigenwert 1 in der Jordanmatrix

ein Jordanblock der Grosse > 2. Es existiert also eine reguldre Matrix S mit

mit p

0 --- 0

1
1
STIPS =
0
0

0 J

Nun hat die m-te Potenz dieses Jordanblockes in der ersten unteren Nebendia-
gonalen lauter m, wie man leicht nachrechnet. Demzufolge gilt

1 0 --- 0
m . :

Apma 0
STPMS = « . 0
* m 1

0 J
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Somit gilt

—1 m
=Y s
7,k

Daraus folgt

-1
oD

mgzj:
R

D mplsul

sé;-l)‘ max lsi]

wegen » . py,?) = 1 fiir alle 5. Die obige Ungleichung miisste fiir alle m € N gelten,
was offensichtlich nicht moglich ist. Deshalb kann die algebraische Vielfachheit
von 1 nicht grosser als 1 sein.

¢) (I) Wir setzen zunéchst voraus, dass P aperiodisch ist.

Sei A € spece P, [\ = 1, und 2z € C! mit Pz = \z. Wie iiblich withlen wir
ip mit (8.2) und definieren x durch (8.3). Nach Lemma 8.5 existiert ein N mit

piY) > 0 fiir alle j. Nun gilt

L= W, | =

N
Z pz('o j)%‘
J

Nach Lemma 8.4 folgt dann, dass alle z; gleich sind. Daraus folgt insbesondere
A=1.

(IT) Wir beweisen nun die Umkehrung und zeigen, dass eine periodische (ir-
reduzible) stochastische Matrix noch andere Eigenwerte ausser 1 auf dem Ein-
heitskreis hat. Wir beniitzen dabei jedoch den hier nicht bewiesenen Satz iiber
die Zyklenzerlegung, Satz 8.1.

Sei also p > 2 und I = I; U...U I, die dort eingefithrte Zerlegung. Wir
definieren fiir [ € {0,1,...,p — 1} den Vektor 2 € C! durch

A=l jen, 1<k <p

(¢ ist hier die imaginére Einheit v/—1.) Dann gilt fiir s € I :

! ! i il/p i
Zpsﬁzj(') - Z psjzg(') = Z paje'FHOUP = cil/peikl/p,
J

j61k+1 jelk+1

d.h. es folgt
D pyz = el s el

J
Somit gilt

1,eP e2/p @ DP ¢ gpec (P).
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(Es ist nicht sehr schwierig zu zeigen, dass das alle Eigenwerte auf dem Einheits-
kreis sind. Wir wollen das jedoch hier nicht tun.) m

Wir diskutieren den Satz von Perron-Frobenius nun im allgemeinen Fall po-
sitiver Matrizen, indem wir ihn auf den Fall von stochastischen Matrizen zuriick-
fithren.

Satz 8.3 (Perron-Frobenius, allgemein) Sei A € M™ (n) irreduzibel. p(A)
sei der sogenannte Spektralradius

p(A) :=max {|\] : XA € specc (4)}.
Dann gilt:
a) p(A) >0, p(A) € spec(A).
b) Es existiert ein Eigenvektor y = (y;),c; 2u p (A) mit y; > 0 fir alle j.
c) p(A) ist algebraisch (und geometrisch) einfach.
d) Ist A aperiodisch so gilt

max {[A] : A € spece (A) \ {p (A)}} < p(A).

Beweis. Sei
A= {xERI:ijO‘V’j, ijzl}.
J

A ist ein kompakte Teilmenge von R’ (siehe Diff.-Int.). Fiir x € A definieren wir

J

und

r = Supr.
TEA

Die Grundidee des Beweises besteht nun darin, dass man zeigt, dass r € spec (A)
gilt, und dass zu r ein Eigenvektor mit positiven Komponenten existiert. Da-
mit kann dann der Satz sehr einfach auf den Spezialfall stochastischer Matrizen
zuriickgefiihrt werden.

Lemma 8.6 FEs gilt 0 < r < oo und r € spec (A). Ferner existiert ein Figenvek-
tory € RY zur mit y; > 0 Vi.

Beweis. r > 0 folgt sehr einfach aus der Irreduzibilitdt. In der Tat ist
offensichtlich r; > 0. Wir geben eine Abschétzung von r nach oben: Aus tz; <
Zj Q5 Ty, VZ, fOlgt

tl’i S ( E .aij> maxxj,
J J
tmaxx; < max( E Aaz-j> max x;,
) J

i J

t < max (Zj aij) = ||4].
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(max; z; ist wegen » . x; = 1 natiirlich > 0). Es folgt also r, < ||A]| fiir allex € A
und damit r < ||A]|.

Wir wihlen nun eine Folge (2(™),cy in A mit 7, — r. Wegen der Kompakt-
heit von A kénnen wir eine Teilfolge von (™), ¢y wihlen, die in A konvergiert.
Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese ebenfalls mit (a:(”))neN . Es gilt dann
(n)

also lim,, . x; ’ = y; fiir alle 4, mit y = (y;) € A. Aus

Z aija;g-n) > e, Vi
J

folgt
Z a;jy; > rY;, Vi (8.4)
J
Daraus folgt r < r,. Wegen r = sup, r, folgt dann aber r = r,,.

Wir zeigen nun, dass y ein Eigenvektor zu r ist. Wir zeigen (scheinbar) mehr:
Némlich dass jeder Vektor y € A, der (8.4) erfiillt, automatisch ein Eigenvek-
tor sein muss. Wir bezeichnen mit A, die Menge der Vektoren € A, die diese
Ungleichungen erfiillen.

Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dass y € A, existiert, der kein
Eigenvektor ist. Fiir einen derartigen Vektor muss | ; @iy; > ry; fir mindestens
ein ¢ € I gelten. Andererseits ist jedoch leicht ersichtlich, dass diese Ungleichung
nicht fiir alle ¢ gelten kann. Andernfalls liesse sich ein ¢ > 0 finden, sodass
auch noch 3 ajy; > (r+¢)y; fir alle i gelten wiirde. Dies widerspréche der
Maximalitdt von r. Es muss daher eine nichtleere Menge J ; I geben mit der
Eigenschaft, dass y € A, existiert mit Zj a;;jy; > ry; fiir alle ¢ € J, dass aber
kein y € A, existiert mit »_ ; ijy; > ry; auf einer Menge, die J echt enthdlt. Wir
fithren diese Aussage nun zu einem Widerspruch.

Aus der Irreduzibilitdt von A folgt, dass ein s ¢ J und ein t € J existiert mit
as; > 0. Wire namlich ag; = 0 fiir alle s ¢ J, t € J, so folgt auch aﬁ?) = (0 fiir alle
s & J, t € J, was offensichtlich der Irreduzibilitéit widerspricht. Sei also s ¢ J,
t € J mit ayz > 0 und sei y € A, so, dass

Za“ ) >y firi e J
, i7Yi =ry, firig¢J -~
j

Wir kénnen nun € > 0 so klein wihlen, dass auch noch (r +¢)y, < > ; @y gilt.

Wir definieren
o yi—f—s firi =t

Dann gilt:
rz; < Zaijzj, Vi,
J
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rz; < Zaijzja Vi € J,

J

rZs = TlYs = Z asiY; < Z (sjY; + East
J J

= Z Csz Zj.
J
Setzen wir
Zj
Zj z;’
so erfiillt auch Z die obigen Ungleichungen, ist daneben aber noch in A. Somit
ist es in A,. Ferner gilt

Zi =

7 < ZaijEjJ Vie JU {S}

J

Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von J. Damit ist unsere Behaup-
tung gezeigt und nachgewiesen, dass jeder Vektor in A, ein Eigenvektor zum
Eigenwert r ist. Insbesondere haben wir gezeigt, dass r ein Eigenwert ist.

Bisher haben wir gezeigt, dass r € spec (A) und 0 < r < oo gelten und dass
ein Eigenvektor y € A dazu existiert. Wir zeigen nun noch, dass y; > 0 fiir alle ¢
gilt. Damit ist dann das Lemma bewiesen.

Sei J := {i:y; > 0}. Dann ist J # (), den sonst wire y = 0 und nicht in A.
Wir fithren J # [ in dhnlicher (und einfacherer) Weise zu einem Widerspruch wie
oben. In diesem Fall wiire niimlich fiir jedes Element k & J : 0 =y, = > . ; prjy,
d.h. py; = 0 fiir jedes Element k ¢ J, j € J. Das widerspricht jedoch offensichtlich
der Irreduzibilitit. m

Schluss des Beweises von Satz 8.3.

Der Beweis kann nun sehr einfach zu Ende gefiihrt werden: Wir nehmen r, y
wie im Lemma. Dann definieren wir

Pij ‘= ro

Dann ist P = (p;;) ein stochastische Matrix. Offensichtlich ist sie irreduzibel und
hat dieselben Periodizitétseigenschaften wie die Matrix A. Ferner lassen sich die
charakteristischen Polynome sehr einfach ineinander iiberfiihren:

a;ij — 1) Yj
Pij—$5ij:( J J)?JJ_
TYi
Daraus folgt sehr einfach
det (A —raFE
wr (0) = det (o) = SEIE ey it (s5)
r
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Hier haben wir benutzt, dass fiir jede quadratische Matrix (b;;) und fir jeden
Vektor (z;) mit allen Komponenten ungleich Null, (b;;) dieselbe Determinante
wie (b;jz;/7) hat, was unmittelbar aus der Definition der Determinante folgt.
Wir sehen also:

spec (A) = {rA: X € spec(P)},

und ferner entsprechen sich die algebraischen Vielfachheiten. Somit ist gezeigt,
dass r ein Eigenwert von A ist (was wir schon wussten), der die algebraische
Vielfachheit 1 hat (was wir noch nicht wussten), ferner gilt

r=max {|u| : u € spec (A)} = p(A).

Ferner ist y ein Eigenvektor von A, und wie wir aus dem Lemma wissen, hat er
lauter positive Eintrége. Somit sind a) und b) des Satzes bewiesen. c¢) folgt un-
mittelbar aus (8.5) und d) folgt aus der Tatsache, dass A genau dann aperiodisch
ist, wenn P aperiodisch ist. m

Wir diskutieren nun eine wichtige Anwendung auf stochastische Matrizen. Ist
P eine stochastische Matrix, so ist natiirlich P” im allgemeinen keine stochasti-
sche Matrix, aber natiirlich nach wie vor eine Matrix € M ™ (n) . Ferner stimmen
die charakteristischen Polynome von P und P7T iiberein. Ist P irreduzibel, so
ist auch PT irreduzibel, und ist P aperiodisch, so ist PT aperiodisch. Das folgt
ganz einfach aus der Tatsache, dass die n-te Potenz von P? die Transponierte
der n-ten Potenz von P ist.

Ist P irreduzibel, so folgt also aus Satz 8.3 sofort:

Satz 8.4 Sei P eine irreduzible stochastische Matriz. Dann existiert genau ein
Vektor m = (m;),c; mit den Eigenschaften:

m; > 0, VZ, ZTFZ’ =1,

Z?Tipij = 7Tj, \V/] (86)

Beweis. (8.6) bedeutet, dass m, als Spaltenvektor geschrieben, ein Eigen-
vektor zum Eigenwert 1 von PT ist. Wir wissen aber nach Satz 8.3, dass 1 €
spec (PT) gilt, mit einem Eigenvektor mit lauter positiven (reellen) Komponen-
ten. Mit der Einschrankung ) . m; = 1 wird dieser eindeutig festgelegt, da 1
geometrisch einfach ist. m

Bemerkung 8.1 Vektoren m = (m;),.; mit m; > 0, Vi, ), m; = 1 nennt man aus
naheliegenden Grinden Wahrscheinlichkeitsvektoren. Erfillen sie fiir eine
stochastische Matriz P die Gleichung (8.6), so nennt man sie stationdr oder
invariant.
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Fiir den Beweis des nachfolgenden Satzes (und auch spéter) benotigen wir das
folgende Lemma:

Lemma 8.7 Die n-te Potenz des Jordanblockes

A0 0

1 A 0 0
Jr=0 1 X

. S

0 0 1 A

st gegeben durch die Matriz

min(n,m—1)
n n n—s
Rr= % ()en

s=0

Dabei ist Fy = <f¢(j)> die Matriz gegeben durch f;i)s’j =1 und 0 fiir die ande-
ren Komponenten, d.h. Fs hat Einsen in der s-ten unteren Nebendiagonalen und
Nullen sonst (Fy = E, Fy = J2).

Beweis. Wir schreiben J), = AE,, + J2. Nun multiplizieren wir die Potenz
aus, wobei wir beriicksichtigen, dass FE,, mit allen anderen Matrizen natiirlich

vertauscht: .
A\ n n—s 0)\S$
()" =3 (1) m

s=0

Nun beachte man, dass (J)" = F, gilt, wobei F, = 0 fiir s > m ist. m

Satz 8.5 Sei P stochastisch, irreduzibel und aperiodisch. Dann gilt fir allei,j €

1
(n) _

lim p;;” = m;.

n—oo

Anders formuliert: lim,,_,., P" existiert und ist eine Matriz vom Rang 1 mit allen
Zeilen gegeben durch den stationdren Vektor m.

Beweis. Nach dem Hauptsatz iiber die Jordanzerlegung existiert eine re-
guldre (moglicherweise komplexe) Matrix S mit

1 0 ces 0
0 Jy 0 -+ 0
P=S|: 0 J2 S
: 0
0 0 0 Jy
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mit Jordanblocken J). Die ); sind méglicherweise nicht alle verschieden, aber
alle vom Betrag < 1. Damit gilt

1 0 0
0 (Jp)" 0 .- 0
pr=S| i 0 (J2) 3 S~
: 0
00 0 (7))

Aus Lemma 8.7 folgt
lim (J))" = 0.

Somit gilt
1 0 0
00 --- 0 )
lim P" =S| . | 5T =(aiby), s s
00 --- 0

wobei (a;) die erste Spalte von S und (b;) die erste Zeile von S~' ist. Die erste
Spalte von S ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von P, d.h. wir konnen a; =
1 Vi, setzen.

Nun gilt

Zﬂkpkj =m; Y
k
und damit gilt auch fiir alle n

Zﬂkp;(g) =7 V]
k

und mit einem Limesiibergang in dieser Gleichung folgt

= (St Sy <o
k k

Damit ist der Satz bewiesen. m

Eine wichtige (und vielfach nicht ganz einfache) Aufgabe ist die Bestimmung
des stationdren Vektors 7. Dazu muss natiirlich einfach ein Gleichungssystem
gelost werden, was aber bei sehr grossen Systemen natiirlich fast unmoglich ist
(Denken Sie an die Indexmenge bei dem Problem der Mischung von Kartensta-
peln). In wichtigen Féllen hat man jedoch ,,Gliick“ und man findet einen Vektor,
der die sogenannte ,,detailed balance“ Bedingung erfiillt:

’/Tipij = ijjia VZ,] (87)
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Es ist natiirlich klar, dass dieses Gleichungssystem im allgemeinen keine Losung
hat, denn es sind n? Gleichungen fiir n Unbekannte. Wir werden jedoch gleich
sehen, dass unsere Beispiele von friither einen Vektor besitzen, der diese Bedingung
erfiillt. Wir werden auch spéter sehen, dass eine stochastische Matrix P, die einen
derartigen Vektor besitzt, automatisch diagonalisierbar ist.

Lemma 8.8 Sei P eine stochastische Matriz und 7 ein Vektor, der die Bedin-
gung (8.7) erfillt. Dann ist w stationdr.

Zﬂipz‘j = Zﬁjpﬁ =T

Beweis.

Beispiel 8.2 Wir betrachten die Irrfahrt auf einem endlichen Graphen G =
(B, K, ) aus Abschnitt 8.1.1. Die zugehdrige Irrfahrt hatte die stochastische
Matrix
Peo = |Ke,e’| )
K]

Nun ist offensichtlich Koo = Ko o. Demzufolge erfiillt der Vektor (|K.|),.p die
Bedingung (8.7). Nach Normierung erhalten wir den stationdren Wahrschein-
lichkeitsvektor

| K|
Ze’ |K€/|
Nehmen wir etwa das konkrete Beispiel 8.1, so gilt | K| = 2, |Ks| = 3, |K3| =

3. Daher ist der (eindeutige) stationdre Wahrscheinlichkeitsvektor gegeben durch

(%, %, g) , und da das Beispiel offensichtlich aperiodisch ist, folgt
(n)

lim p, o = Ter.

n—oo

Te =

Beispiel 8.3 Als weiteres Beispiel betrachten wir Irrfahrten auf Gruppen. In
diesem Fall ist die Gleichverteilung ein stationdrer Wahrscheinlichkeitsvektor:
g =1/ |G| : Es gilt

1 1
L pgn = — h
> it = gy o ™) = g o) =

Wenn man zusdtzlich weiss, dass die Matriz irreduzibel und aperiodisch ist (was
in der Regel nicht sehr schwierig zu entscheiden ist), so folgt

m _ 1

lim p,; = | Gl

fiir alle g, h. Das Beispiel erfillt ibrigens nur in den seltensten Fillen die Bedin-
gung (8.7). Betrachten wir etwa die Irrfahrt auf der abelschen Gruppe (Z,,+)
mit (1) =p € (0,1), u(=1) =1 —p. Dann ist offensichtlich (8.7) genau dann
erfillt, wenn p = 1/2 ist.
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Zum Schluss berechnen wir noch die freie Energie fiir das Ising-Modell aus
Abschnitt 8.1.3. Dazu brauchen wir die hier vorgestellte Theorie nicht wirklich,

denn es handelt sich ja bei
e’ e f
(%)

nur um eine 2 x 2-Matrix, die wir natiirlich bequem von Hand diagonalisieren
konnen. Transfermatrizen (die i.allg. nicht stochastische Matrizen sind), treten
jedoch in der Physik sehr héufig auf und kénnen nur in den wenigsten Féllen
explizit diagonalisiert werden. Das charakteristische Polynom ist

B8 _ -B

det ( ¢ ,ﬁx ﬁe ) =% —2Pr + ¥ — e

e e’ —x
was auf die beiden Eigenwerte A\; = 2cosh8 > Ay = 2sinh 3 fithrt. In Uber-
einstimmung mit unserer allgemeinen Theorie ist A\; ein reeller, positiver und

einfacher Eigenwert. Die freie Energie berechnet sich nun sofort mit Hilfe von
(8.1) als Logarithmus des grosseren der Eigenwerte:

f(B) = lim = log Z,, (8) = log(2 cosh 3).

n—oo M,
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9 Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

9.1 Das Exponential einer Matrix

Wir betrachten in diesem Kapitel entweder reelle oder komplexe Losungen von
speziellen Differentialgleichungen. Um die beiden Félle in den Notationen nicht
stets doppelt auszufiihren, verwenden wir K fiir R oder fiir C. Sei A = (a;;) eine
quadratische Matrix € My (n). Wir definieren eine Norm durch

| Al := m?XZ |aij] -
J
Lemma 9.1 Die obige Norm hat die folgenden Eigenschaften:

a) Fir Ae Mg (n), A € K gilt

[IAA[] = [AT]A]l-
b) Fir A, B € Mg (n) gilt

A+ Bl < [|A[l+1B]-

¢) Fir A, B € Mg (n) gilt

IAB| < [|Al[BII -

Beweis. a) ist evident.
b)

maXZ jasj + by < maxz (Ilais + [bi])
< maxz |aij| + HlaXZ |bij] -
c)
|AB|| = max )
J

Qi bkj

<max ) Jag| max Y [by| = [|A]l | B
k J
n
Aus Teil ¢) des obigen Lemmas folgt insbesondere:
1A < Al"

Wir definieren nun das Exponential einer quadratischen, reellen oder komplexen
Matrix A einfach durch die entsprechende Potenzreihe, wobei wir nachweisen
miissen, dass diese konvergiert.
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Lemma 9.2 Sei A € Mg (n). Dann konvergiert die Reihe Y > (LA™ in K™,

n=0 n

d.h. fiir jedes Paar i,j von Indizes konvergiert die Reihe %agl) absolut.
(agy) ist wie ublich die i, j-te Komponente von A™).
o e < A < L pap
n! 179 | = pl — nl ’
Aber wie in Diff-Int gelernt, konvergiert die Reihe Y >° (L ||A[|". =

Definition 9.1 Ist A € My (n), so ist

o0 1 .
exp (A) == Z HA

n=0

das Ezponential der Matriz A. (Wie iiblich ist A° = E,,).
Eine wichtige Eigenschaft der iiblichen Exponentialfunktion im Reellen oder

Komplexen ist die Gleichung exp (a + b) = exp (a)+exp (b) . Dies ist fiir Matrizen
im allgemeinen nicht richtig, wie man leicht an Beispielen nachpriifen kann:

Beispiel 9.1 Sei A = 8 (1] . Dann ist A? die Nullmatriz. Demzufolge ist
11 . 10 .
exp(A):E—I—A:(O1).FernersezB:<0O).DannzstB”:B

e 0

fir n > 1 und alle B und demzufolge exp (B) = ( 01

).NunistA—l—B:

00 00
(61)Fewmens= (5 ).

Es gilt jedoch der folgende wichtige

( L1 ) , und (A+ B)" = ( L1 > fiir n > 1. Demzufolge gilt exp (A+ B) =

Satz 9.1 Seien A, B € My (n) mit AB = BA. Dann gilt
exp (A+ B) =exp(A)exp(B).

Beweis. Die Doppelreihe Y >~ A" B™ ist (komponentenweise) absolut
konvergent wegen

1
—A"B™

1
—AB"| < A B
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und Y0 o = | A" | BI™ < 0o. Deshalb darf man die Reihe beliebig umsum-
mieren. Dies sollte aus der Vorlesung Diff-Int bekannt sein. Wir erhalten somit
einerseits

Z_O%A B™ = —~ EA Z_O%B :exp(A)eXp(B)

und andererseits

i 1
Aanfn
Z n!(k—mn)! )

n,m=0 k=0 \n=0
oo 1 k k . .
=Y i > (n>A B* )
k=0 n=0

:ii(/H-B)k:exp(A%—B),

&=

wobei wir
"k
> ( )A”Bk_" —(4+B)"
n=0 n
benutzt haben, was aus AB = BA folgt. m
Korollar 9.1 Fir jede quadratische Matriz A ist exp (A) requldr.

Beweis. Da A mit (—A) vertauscht folgt exp (A)exp (—A) =exp(A—A) =
exp(0)=F. =m

Beispiel 9.2 Wir betrachten einen Jordanblock J)\ = NE,, + JO. Da E,, mit
jeder Matriz vertauscht, folgt

exp (J) = exp (AEy,) exp (J5) .

Nun ist exp (AEy,) offensichtlich e *E,,. Ferner ist (J)* = 0 falls k > m ist,
und fir k < m ist (ng)k die Matriz die in der k-ten unteren Nebendiagonalen
Finsen hat und sonst tiberall Nullen. Demzufolge ist

1 0o - 0
1 1 0 0
- 1 1 0 0
0 I
()= 1 1 1 g
(m—1) (m—2! 2 L1

exp (Jp,) ist dann gleich e* exp (JY,) .
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Eine wichtige Bemerkung ist, dass sich die Ahnlichkeitstransformation auf die
Exponentialfunktion iibertrigt: Ist S eine regulire Matrix und B = S7!'AS, so

gilt auch
exp (B) = S texp (A) S. (9.1)

Dies folgt einfach durch die Tatsache, dass B" = S~1A"S ist. Daraus folgt sofort

fiir jedes N € N :
Al Al
» =Br=35" ( —A”) S,
n! n!

n=1 n=1
und mit einem Grenziibergang N — oo folgt die entsprechende Aussage iiber
Exponentiale.

9.2 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System von Differentialgleichungen der folgenden Form:

n

i) =) ayy;(t), teR, 1<i<n.

j=1

Die quadratische Matrix A = (a;;), <ij<n ist dabei eine vorgegebene reelle oder
komplexe Matrix. Dabei sollen die Funktionen y; differenzierbare Abbildungen
R >t — y;(t) € Ksein. Der Vektor y(t) = (y; (t)),<;<, definiert dann eine
differenzierbare Abbildung R — K. Eine Funktion g, die das obige Gleichungs-
system erfiillt, heisst Losung dieses Systems. Wir betrachten derartige Losungen
als Elemente des Vektorraums C' (R, K") der stetigen Funktionen.

Das obige Gleichungssystem lasst sich in Matrizenschreibweise wie folgt dar-
stellen:

y () = Ay (1), (9.2)
y1 (1)
yt)= |~ v
yn(t>

Die Menge von Losungen von (9.2) bezeichnen wir mit L 4.
Lemma 9.3 L, ist ein Unterraum von C' (R, K").
Beweis. Seien y,z € L, und «, § € K. Dann gilt

(ay + B2) (t) = ay (t) + B2 (t) = ady () + BA= ()
= Alay (t) + 5z (1)) -
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Lemma 9.4 Die matrizenwertige Funktion R 5 t — exp (tA) € Mk (n) ist stetig
differenzierbar und erfillt die Gleichung

% exp (tA) = Aexp (tA)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ¢ — exp (tA) stetig ist. Man beachte,
dass fiir s, € R die Matrizen sA und tA vertauschen. Daraus folgt:

exp ((t +s) A) = exp (sA) exp (tA).

Nun gilt
00 Sj .
exp (sA) = F + — A7,
(s4) 25

Fiir |s| < 1 gilt ||(s7/5!) A7|| < ||AJf /5!, d.h. die Reihe oben konvergiert absolut,
gleichmiéssig in |s| < 1. Demzufolge gilt

hH(l) exp ((t+s) A) = exp (tA) lir% exp (sA)

oo i
=exp (tA) |E+ Z £1LI(1) %AJ = exp (tA).
J=1 '

Damit ist gezeigt, dass die Exponentialfunktion stetig ist. Die Differenzierbarkeit
folgt nun in &hnlicher Weise: Fiir s # 0:

exp (sA) — E

é [exp (£ + 8) A) — exp (tA)] = exp (tA)

woraus in analoger Weise wie oben

lim1 lexp ((t + s) A) —exp (tA)] = <Z:o i lim sj_lAj) exp (tA)

s—0 8§

folgt. m
Fiir yp € K" sei
Zyo (1) := exp (£A) o.
2y, ist offenbar eine stetig differenzierbare Funktion R — K", also insbesondere
ein Element in C' (R, K") .

Satz 9.2
Ly={z,:yo€K"}.
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Beweis. Aus dem vorangegangenen Lemma folgt, dass fiir jeden Vektor yq €
K", die Funktion z,, das Differentialgleichungssystem (9.2) 16st.

Wir miissen nun noch nachweisen, dass dies alle Losungen sind. Sei y :
R — K" eine beliebige Losung. Wir betrachten die Funktion ¢ — 2z (¢) :=
exp (—At) y (t) . Differenzieren und Anwendung der Produktregel - zusammen
mit dem vorangegangenen Lemma impliziert:

2 (t) = —Aexp (—At) y (t) +exp (—At) ¥ (
= —Aexp (—At) y () + exp (—At) Ay
) =

Daraus folgt, dass z (t) konstant in ¢ ist, d.h. z (¢) = z (0
y (t) = exp (At) y (0),

t

T~ —
~—

y (0) . Somit folgt

d.h. Y = Zy)- W

Korollar 9.2
dim (L) = n.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung K" 3 yy — z,, € C' (R, K").
Diese Abbildung ist injektiv, denn z,, ist nur die Nullfunktion, wenn y, = 0
gilt. Demzufolge hat nach Satz 4.18 das Bild dieser Abbildung die Dimension
dim (K™) = n. Nach Satz 9.2 ist dieses Bild aber L4. m

Die gesamte Menge der Losungen bezeichnet man oft auch als die ,,allgemeine
Losung®. In vielen Féllen ist man nicht an der gesamten Losungsmenge, d.h. an
der allgemeinen Losung interessiert, sondern an der ,partikuldren® Losung, die
einer bestimmten Anfangsbedingung geniigt. Sucht man etwa nach einer Losung
von (9.2), die fiir t = 0 fest vorgegeben ist: y(0) = yo, so ist die eindeutige
Losung mit dieser Anfangsbedingung dann einfach y (t) = exp (tA) yo. Dies ldsst
sich wie folgt verallgemeinern:

Satz 9.3 Seienty € R und yo € K". Dann hat das Gleichungssystem (9.2) genau
eine Losung, die der Anfangsbedingung y (to) = yo geniigt. Sie ist gegeben durch

y(t) = exp ((t — to) A) o

Beweis. Wir suchen eine Losung des Gleichungssystems der Form y (t) =
exp (tA) z mit der Eigenschaft y () = yo. Einsetzen ergibt z = exp (—toA) yo.
Demzufolge ist t — exp ((t — ty) A) yo die eindeutige Losung unseres Problems.
[

Die effektive Berechnung von exp (tA) ist in der Regel nicht ganz einfach. Der
einfachste Fall ist, wenn A diagonalisierbar ist, d.h. wenn eine regulére Matrix S
existiert mit

N 0 - 0
sas=p.=| 0 * '
. o
0 0 A,
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Dann ist einfach

eMt 0 ... 0
0 e>\2t :
exp (tA) = Sexp (tD)S™' = S St
: -0
0 --- 0 et

Ist A nicht diagonalisierbar, jedoch K = C, so konnen wir A durch eine
Ahnlichkeitstransformation auf Jordansche Normalform bringen und dann die
Exponentialfunktion geméss Beispiel 9.2 ausrechnen. So ist nach diesem Beispiel

1 0 - 0
t 1
exp (tJ) = e ;—2; t 1 . (9.3)
m.fl 2. .
(;_1)1 T 1:2_' t 1

Der reelle Fall erfordert einige zusitzliche Uberlegungen (falls nicht alle Eigen-
werte reell sind). Wir wollen das jedoch nicht systematisch diskutieren.

Beispiel 9.3 n = 3.

1 0
1 0
1 0 -1

Man berechnet sofort, dass es drei verschiedene Eigenwerte gibt, ndmlich 1,2 und
—1. Die zugehorige Ahnlichkeitstransformation ist

0
2

v () = y(t).

-1

2 00 10 0 2 00 1 0 0
-2 10 12 0 -2 10 |=102 0
1 01 1 0 —1 1 01 0 0 -1

Demzufolge ist die allgemeine Losung im Komplexen (oder im Reellen)

U1 (t) 2 0 0 et 0 0 Yo1
wp(t) | = -210 0 e 0 |S| yo
ys (t) 1 01 0 0 e Yo3
=20
2 0 0 zmet
— -2 1 O 20262t
1 01 Zogeit
22016t
= —2201€t +20262t , 20 € C3 bzw. R3.
t

Z(net + zpze™
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Wir diskutieren noch die Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir eine Funk-
tion y : R — K (also nicht fiir einen Vektor), der Form

y™ (1) + a1y Y (1) + ..+ agy (t) = 0. (9.4)

Das ist die sogenannte homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten ay, . .., a,—1 € K. y*) bezeichnet dabei die k-te Ablei-
tung von y. Die inhomogene Gleichung, die wir hier nicht diskutieren, ist von der
Form

y " (1) + anay™ Y () + . agy (1) = F(1),

mit einer vorgegebenen Funktion f.
Wir kénnen die Gleichung (9.4) auf unser Gleichungssystem (9.2) zuriickfiih-

ren, indem wir die n Funktionen v, ..., y, wie folgt definieren:
Y=Y
Yo =y
Yo =y

Dann erhalten wir das System

Y1 0 1 0 0 U1
yh 0 0 1 0 Y2
: = : : . (9.5)
Y 0 - - 0 1 Yn—_1
Yn —Qy —ap - vt —lp—] Yn

Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir n-Tupel von Funktionen mit
grossen Buchstaben: Y = (y;), <i<n - Wir bezeichnen mit L die Menge der Funk-

tionen R — K, die (9.4) erfiillen, und mit L die Losungsmenge der Funktionen
R — K" von (9.5). L ist ebenfalls ein Vektorraum, wie man auf die gleiche Weise
wie in Lemma 9.3 sofort nachpriift. Wir definieren die lineare Abbildung

p:CR K" —C(RK), Y= (%)19‘9 — Y-

p ordnet also einem n-Tupel von Funktionen einfach die erste dieser Funktio-
nen zu. Nach der obigen Konstruktion ist eine Funktion y € C' (R,K) genau
dann in L, wenn sie die erste Komponente eines Y € L ist. Demzufolge ist die
Einschrénkung p|; von p auf L nach L surjektiv. Andererseits ist diese Ein-
schrankung auch injektiv, denn wenn wir die erste Komponente einer Losung
von (9.5) kennen, konnen wir die anderen Komponenten einfach durch Ableiten
gewinnen. p|; ist also ein Isomorphismus. (Es mag etwas merwiirdig erscheinen,
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dass die Abbildung, die einem n-Tupel eine einzige Komponente zuordnet, ein
Isomorphismus ist, aber dies liegt einfach daran, dass das ganze n-Tupel durch
seine erste Komponente vollstandig bestimmt ist.) man muss sich vor Augen hal-
ten, dass das L und L ohnehin yKkleine “ Teilrdume von unendlichdimensionalen
Vektorrdumen sind). Aus Korollar 9.2 folgt nun sofort:

Satz 9.4 Die Dimension des Losungsraumes L von (9.4) ist n.

Wir wollen nun eine Basis dieses Losungsraumes finden. Dazu wollen wir die
Eigenwerte von

0 1 0 0
0 0 1 0
A=
0 0 1
—ag —ay o —Qp_q

etwas genauer unter die Lupe nehmen.

Lemma 9.5 a) Alle (mdglicherweise komplexen) Eigenwerte von A sind geome-
trisch einfach.

b) Das Minimalpolynom von A ist (bis auf das Vorzeichen) gleich dem cha-
rakteristischen Polynom, und dieses ist gegeben durch

xa(x) = (=1)" (ao +ax+ ... +a, "+ :)3") )

Beweis. Es ist etwas bequemer, mit der Transponierten von A zu arbeiten.
Ist V = (vq,...,v,) die Standardbasis von C", so wird diese mit B := AT nach
dem folgenden Schema abgebildet:

V1 — Vg — ... = Uy — —QoU1; — A1V — ... — Qp_1Up.

Definieren wir das Polynom p (r) := ap+ a1z +. ..+ a, 12" ' + 2", so ergibt sich
unmittelbar

p(B)vy = agvy + a1va + ... + ap_1v, + (—apvy — a1va — ... — ap_q1v,) =0,
und demzufolge
p(B)v, =p(B) Bfly, = B*1p (B)v; =0

fiir alle 1 < k < n. Demzufolge annulliert p (B) sdmtliche Basisvektoren, woraus
folgt, dass p (B) die Nullmatrix ist. Das Minimalpolynom von B teilt also p (z) .
Andererseits ergibt sich jedoch sehr einfach, dass kein Polynom # 0 vom Grade
< n die Matrix annulliert. Sei ¢ (x) = by + bz + ... + b,2™ ein derartiges
Polynom, m < n. Dann ist

Q(B)’Ul = bo'U1 +b1’U2 + ... +bmvm+1 # 0
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wegen der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren. Wir haben somit gezeigt,
dass p(z) das Minimalpolynom von B = AT ist. Damit ist es natiirlich auch
(bis aufs Vorzeichen) das charakteristische Polynom, denn letzteres hat Grad n
und wird vom Minimalpolynom geteilt. Da das charakteristische Polynom von
A mit dem von AT {ibereinstimmt, haben wir b) bewiesen. Aus der Diskussion
des Minimalpolynoms der Jordanschen Normalform folgt nun sofort, dass alle
Eigenwerte von B geometrisch einfach sind. Dies bedeutet natiirlich einfach,
dass fiir jeden Eigenwert \ die Matrix AT — AE,, Rang n — 1 hat. Dann hat aber
auch A — \FE,, Rang n — 1, denn der Rang einer Matrix ist gleich dem Rang der
Transponierten. Somit ist jedes A € spec (A) = spec (AT) geometrisch einfach
fiir A. Damit ist das Lemma bewiesen.

(Tatséchlich ist das Minimalpolynom von A stets gleich dem Minimalpolynom
von AT was wir jedoch nicht bewiesen und hier auch nicht benutzt haben). =

Mit der Information aus diesem Lemma kénnen wir nun den Losungsraum L
von (9.4) bestimmen. Wir betrachten zunéchst den Fall K = C. Seien Ay, ..., g
die verschiedenen Eigenwerte von A, d.h. die verschiedenen Nullstellen von p (z) .
Aus dem Lemma wissen wir, dass alle diese Eigenwerte geometrisch einfach sind.
Die Jordansche Normalform hat deshalb zu jedem Eigenwert nur einen Jordan-
block, dessen Grosse gleich der algebraischen Vielfachheit des Eigenwertes ist.
Sind my, ..., m; die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte, so existiert al-
so eine reguldre Matrix S mit

Jpo0 -0
Ao .
a=s| O g1
0
0 0 Jy
Demzufolge ist
exp (th‘lll) 0 0
A2
exp (tA) =S 0 exp (t7,%) St
: . . 0
0 e 0 exp (tt]é\{; )

exp (tJﬁ;) kennen wir jedoch schon und haben es in (9.3) berechnet. Ist yo €
C" beliebig, so sehen wir, dass jede Komponente von Y (t) = exp (tA) yo eine
Linearkombination der folgenden Funktionen ist:

Zij(t) =t 1<j<m, 1<i<k.

Dies gilt insbesondere auch fiir die erste Komponente y (¢) = yi (), an der wir
eigentlich nur interessiert sind. Diese Uberlegungen fithren nun sehr leicht zum
folgenden
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Satz 9.5 Sie K = C. Die Funktionen zj, 1 < j < m;, 1 <1 < k, bilden eine
Basis von L, dem Lésungsraum von (9.4).

Beweis. Wir haben gesehen, dass sich jede Losung als Linearkombination der
z; ; darstellen ldsst. Nun bezeichnen wir mit M die lineare Hiille der z; ;. Nach
der vorangegangenen Uberlegung gilt L € M. M kann aber hochstens Dimension
n haben, denn es gibt insgesamt genau n = my + ... + my, der z; ;. Somit muss
wegen Satz 9.4 M = L gelten. Insbesondere sind also die z;; auch tatséchlich
alles Losungen. Andererseits miissen die z; ; linear unabhéngig sein, denn sonst
wire dim (M) < n, was wiederum Satz 9.4 widerspriche. =

Der Fall K = R erfordert einige kleine Modifikationen, die wir ohne Beweise
vorstellen. Wir berechnen nach wie vor die Eigenwerte von A, d.h. die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms. Diese konnen natiirlich komplex sein. Da das
charakteristische Polynom jedoch reell ist, miissen die komplexen Nullstellen in
konjugiert komplexen Paaren vorkommen. Genauer:

Lemma 9.6 Sei p(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und sei A = o+ i3
eine komplexe Nullstelle des Polynoms mit algebraischer Vielfachheit m. Dann
ist auch die konjugiert komplexe Zahl X = o — i3 eine Nullstelle mit derselben
algebraischen Vielfachheit.

Beweis. Falls nicht aus Diff.-Int. bekannt: Ubungsaufgabe. m

Wenn wir nach den komplexen Loésungen von (9.4) suchen, so miissen wir
einfach die Funktionen #/ exp (At), A € specc (A), 0 < j < alg.Vielfachheit von A,
betrachten. Ist A\ komplex, A\ = «a + i3, so sind also #/ exp (at)exp (i4t) und
7 exp (at) exp (—ift) , also auch

. . 1. .
t1e™ cos (Bt) = t]eo‘t§ [ 4 &7 F]
und )
/e sin (Bt) = tjeat; [e" — e "]
i

Es ist dann nicht schwierig zu zeigen, dass die Funktionen, die man auf diese
Weise bilden kann, eine Basis des (reellen) Losungsraumes bilden:

Satz 9.6 Sei K = R. Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom von
A r reelle Eigenwerte A1, ..., \. hat mit algebraischen Vielfachheiten my, ..., m,
und 2s komplexe A\py1 = a1 +151, ..., Aps = Qs +10s, Apgsi1 = XT+17 cey Apaos =
Arrs, mit algebraischen Vielfachheiten ny, ..., ng. (Die zweite Hilfte hat dieselben
algebraischen Vielfachheiten). Dann bilden die Funktionen

tieM 0<j<my, 1<k<r,
tle® cos (Byt), e sin (Byt), 0 < j<my, 1 <k <s,

eine Basis von L.
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10 Bilinearformen und Isometrien

Wir setzen in diesem Kapitel generell voraus, dass char K # 2 ist und dass V'
endlichdimensional ist (obwohl wir das nicht iiberall wirklich brauchen wiirden).

10.1 Spezielle Typen von Bilinearformen,
Gramsche Matrix

Wir erinnern an die Definition der Multilinearformen aus Kapitel 5.2. Sei V ein
K-Vektorraum. Eine k-Linearform ist eine Abbildung ¢ : V¥ — K, die linear
in jedem Argument ist. Wie wir gesehen hatten, ist die Menge der k-linearen
Formen in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum. Der Raum der 1-Linearformen,
kurz der Linearformen, ist einfach der Dualraum V*. Wir diskutieren in diesem
Kapitel fast ausschliesslich den Fall £ = 2, und bezeichnen die Formen dann als
Bilinearformen. Wie in Kapitel 5 bezeichnen wir den Vektorraum der Bilinear-
formen mit M, (V).

Sind f,g € V*, so kénnen wir das sogenannte Tensorprodukt von f und g,
f®g e My (V) wie folgt definieren:

(f ®@g) (u,v) = f(u)g(v).
Man priift sofort nach, dass das eine Bilinearform ist.

Bemerkung 10.1 M, (V) ist ein Beispiel eines Tensorproduktes von zwei Vek-
torrdumen, ndmlich von V* mit sich selbst. Man schreibt daher auch V* @ V*

Eine Bilinear- (und allgemeiner Multilinear-)Form ist eindeutig durch ihre
Werte auf einer Basis festgelegt: Ist ¢ € My (V) und ist V = (vy,...,v,) eine
Basis von V, so gilt fiir Vektoren v,w € V, v =31 zv;, w = Y7 y;v; :

o (v,w) = Z xy;0 (v, v;) . (10.1)

ij=1
Definition 10.1 Ist ¢ € My (V) und ist V = (vy,...,v,) eine Basis von V, so
heisst die Matriz
G = (¢ (vi, Uj))1gi,j§n
die Grammatrix von o beziiglich der Basis V.
Wir haben also gesehen, dass eine Basis von V und die Grammatrix die Biline-

arform ¢ eindeutig festlegen. Umgekehrt definiert fiir jede n x n-Matrix G' = (g;)
und fiir jede Basis V = (vy,...,v,) die durch

2 <Zj:1 ZiVi, Z;Zl ijj) = Z LilY;9ij

1,j=1
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definierte Abbildung V' x V' — K eine Bilinearform auf V. Somit werden, analog
wie bei den linearen Abbildungen, Bilinearformen durch Matrizen beschrieben,
wobei die Zuordnung von der gewéhlten Basis abhéngt.

Schreiben wir die Koordinatenvektoren (wie iiblich) als Spaltenvektoren, so
lasst sich das in kompakter Weise wie folgt schreiben:

p (v,w) = 2" Gy,

wobei z der Koordinatenvektor von v und y der Koordinatenvektor von w ist.

Wir untersuchen nun, wie sich die Grammatrix transformiert, wenn man die
Basis wechselt: Sei W = (wyq, ..., w,) eine zweite (,neue*) Basis, mit Matrix der
Basistransformation S = (s;;) :

w]-: E Si]”Ui.
)

Dann berechnet sich die Grammatrix G derselben Bilinearform ¢ beziiglich der

neuen Basis als
g;j = ¢ (wi,w;) = ¢ (Zk SkiUk, Zz Sljvz)

= E Ski SZjSD(Uk,Ul): E Ski St Gki-
k,l kil

Somit haben wir das folgende Resultat bewiesen:

Satz 10.1 Sei ¢ eine Bilinearform, G die Grammatriz beziiglich einer Basis V
und G' die Grammatriz beziiglich einer Basis WW. Sei S die Matriz der Basis-
transformation, die VW durch V darstellt. Dann gilt

G' = STGS.

Korollar 10.1 Der Rang der Grammatrix wird durch die Bilinearform ¢ festge-
legt und hdngt nicht von der speziellen Basis ab.

Beweis. Es gilt fiir jede reguldre Matrix S und fiir jede quadratische Matrix
G :rang (STGS) =rangG. =

Als néchstes wollen wir eine Basis von M, (V') bestimmen. Wir erinnern
daran, dass zu einer Basis V = (vy,...,v,) von V die Dualbasis (f1,..., f,) in
V* eindeutig durch die Festlegung

fi(vj) = b
definiert ist.

Lemma 10.1 Seivq,...,v, eine Basis von V und f1,..., f, die zugehorige Du-
albasis von V*. Dann ist (f; ® f;) eine Basis von My (V).

1<i,j<n
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit. Sind «;; € K mit
> iy (fi ® f;) = 0 (als Element von M, (V)), so folgt fiir alle 1 < k,1 <n:

0= (Z” a; (fi ® f])) (v, vy) = Z” a;j (fi ® f;) (v, )
- Z” aij fi (ve) f5 (0) = a,

Wir zeigen nun noch, dass L [(fz ® f;)
beliebig. Dann gilt

= M, (V) gilt. Seip € My (V)

19434

b= v fi®f

Um dies nachzuweisen, miissen wir wegen der Bilinearitdt nur nachpriifen, dass
die Gleichung gilt, wenn wir links und rechts beliebige Paare (vy,v;) einsetzen:

(Z” ¥ (vi,v5) fi ® fj) Vg, 1) Z U (vi,v5) (fi @ fj) (vk, v0)
= (Uk; ) -
Damit ist das Lemma bewiesen. m
Korollar 10.2 Ist dim (V) = n, so ist dim (M, (V)) = n?.
Eine wichtige Rolle spielen Bilinearformen, die spezielle Eigenschaften haben:

Definition 10.2 Fine Bilinearform ¢ € My (V') heisst symmetrisch, wenn
o (u,v) = ¢ (v,u) fir alle u,v € V gilt. Sie heisst antisymmetrisch, alter-
nierend, oder symplektisch (alle diese Begriffe sind gleichbedeutend), wenn
o (u,v) = =@ (v,u) fir alle u,v € V gilt.

Wir hatten schon in Kapitel 5.2 gesehen, dass die Menge der symmetrischen
Bilinearformen ein Unterraum von M, (V') ist. Das gleiche gilt fiir die Menge der
antisymmetrischen Bilinearformen.

Bemerkung 10.2 Offensichtlich ist eine Bilinearform genau dann symmetrisch,
wenn die Grammatriz (beziglich einer beliebigen Basis) symmetrisch ist, und
symplektisch genau dann, wenn die Grammatriz schiefsymmetisch ist, d.h. dass
GT = @ yilt.

Beispiel 10.1 a) Auf R" ist das dbliche Skalarprodukt

n
- § Tili
1=1

eine symmetrische Bilinearform.
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b) Von besonderer Bedeutung in der Physik ist die folgende Bilinearform auf
dem vierdimensionalen Raum R*. Wir schreiben die Vektoren von R* als (z,t) =
(1,9, 3,1), d.h. als ,Raum-Zeit-Vektoren “. Wir definieren

o ((z,1),(y,8)) == Zl'zyz — s,

wobei ¢ eine Konstante, die Lichtgeschwindigkeit ist. R* versehen mit dieser
Bilinearform nennt man den Minkowski-Raum. (c spielt natirlich mathematisch
gar keine Rolle: Man kinnte genau so gut auch ¢ = 1 nehmen.)

c¢) Eine einfache symplektische Bilinearform auf R? ist

(,y) = x1Yy2 — 2y = det ( o ) .
T2 Y2

Die obigen Definitionen gelten in Vektorrdumen iiber beliebigen Kérpern. Fiir
komplexe Vektorrdume betrachtet man oft eine Modifikation:

Definition 10.3 Sei V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : V xV — C heisst
Sesquilinearform, wenn sie die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:
a) p ist linear im ersten Argument:

¢ (au + pu,w) = ap (u, w) + Be (v,w), Yo, 5 € C, Yu,v,w €V,
b) ¢ ist ,konjugiert linear“ im zweiten Arqument:
o (w, au + pv) = ap (w,u) + Be (w,v), Yo, 3 € C, Yu,v,w € V.
Die Sesquilinearform heisst Hermitesch wenn
o (u,v) = ¢ (v,u), Yu,v €V

gilt. Eine Hermitesche Sesquilinearform bezeichnen wir auch einfach als Hermi-
tesche Form.

Das Standardbeispiel einer Hermiteschen Form in C” ist
j=1

Man beachte, dass fiir eine Hermitesche Form stets ¢ (v,v) € R gilt (wegen
¢ (v,v) = ¢ (v,v)), obwohl natiirlich i.allg. ¢ (u,v) komplexe Werte annimmt.

Wir konnen natiirlich auch fiir Sesquilinearformen die Grammatrix definieren:
Ist V = (vy,...,v,) eine Basis im komplexen Vektorraum V, so setzen wir

gij ‘== @ (Uia Uj) .
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Ist v=">" v, w=>, Y, so gt dann
¢ (v,w) = Zijgij i Yy,

oder in Kurzschreibweise
¢ (v,w) = 27GY.

Offensichtlich ist eine Sesquilinearform genau dann Hermitesch, wenn
G'=aG (10.2)
gilt.

Definition 10.4 Fine komplexe quadratische Matriz, die (10.2) erfillt, heisst
Hermatesche Matrix.

10.2 Normalformen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Bilinearformen ¢, wobei wir jedoch voraus-
setzen, dass ¢ entweder symmetrisch oder symplektisch ist. Im Falle K = C
werden wir auch Hermitesche Formen zulassen. Die fiir uns in diesem Kapitel
wichtige Voraussetzung ist, dass ¢ (u,v) = 0 genau dann wenn ¢ (v, u) = 0 gilt.
Dies ist im allgemeinen fiir Bilinearformen nicht richtig, gilt jedoch offensicht-
lich fiir symmetrische und auch fiir symplektische Formen und natiirlich auch fiir
Hermitesche Formen. Wir definieren

kero:={veV:pww) =0 YweV}.

Definition 10.5 ¢ heisst nichtdegeneriert, wenn kero = {0} ist. Sonst
heisst ¢ degeneriert.

Hat V die Dimension 1, so ist eine Bilinearform ¢ natiirlich genau dann nicht-
degeneriert, wenn sie nicht die Nullform ist. Ist ¢ nicht die Nullform, so ist in
diesem einfachen Fall ¢ (v, w) # 0 falls beide Vektoren # 0 sind. Ist dim (V') > 2,
so gibt es jedoch auch fiir nichtdegenerierte Formen , viele* Paare von Vektoren,
fiir die ¢ (v, w) = 0 ist.

Lemma 10.2 Sei V = (vy,...,v,) eine beliebige Basis in V. Dann ist ¢ genau
dann nichtdegeneriert, wenn die Grammatrixz requldr ist.

Beweis. Offensichtlich ist
kero={veV:p(v,vy)=0 Vi}.

Somit ist v =) ;2;j0; genau dann im Kern, wenn das homogene Gleichungssys-

tem
Zj Q?j @ ('Uj,’Ui) = Zj Q?j gji = O V’l
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erfiillt ist. Dieses Gleichungssystem hat genau dann nur die triviale Lésung, wenn
G regulér ist. m

Ist ¢ eine Bilinearform und U ein Unterraum von V, so konnen wir ¢ sehr
einfach auf U einschrianken: Wir definieren ¢y : U x U — K durch oy (ug, us) :=
¢ (uy, ug) fiir uy, ug € U. Offensichtlich ist ¢y eine Bilinearform auf U.

Beispiel 10.2 a) Wir betrachten auf K? die Bilinearform ¢ (z,y) = T1ys —
x2y1. Diese Bilinearform ist natirlich nichtdegeneriert, denn die Grammatriz ist

( _01 (1) ) . Man beachte, dass stets ¢ (x,x) = 0 gilt. Die Finschrdnkung von ¢

auf jeden eindimensionalen Unterraum von K? ist also die Nullform. Die Ein-
schrinkung einer nichtdegenerierten Bilinearform kann also durchaus degeneriert
semn.

b) Auch symmetrische nichtdegenerierte Bilinearformen kénnen nichttriviale
Unterrdume haben, auf denen die Bilinearform degeneriert ist. Betrachte z.B.
wieder auf K? ¢ (x,y) := x1y1 — xa2y2. Hier ist die Einschrinkung von ¢ auf den
eindimensionalen Unterraum, der aufgespannt wird durch (1,1), die Nullform.
Dasselbe gilt fiir den Unterraum, der von (1,—1) aufgespannt wird.

Wir nennen einen Unterraum U C V nichtdegeneriert (beziiglich einer
Bilinearform ¢), wenn ¢y nichtdegeneriert ist. Wie wir in den Beispielen oben
gesehen haben, konnen nichtdegenerierte Bilinearformen durchaus nichttriviale
degenerierte Unterrdume haben.

Fiir einen Unterraum U definieren wir das Komplement von U beziiglich ¢
durch

Ut ={weV:pwu =0 YucU}.

Da wir vorausgesetzt haben, dass ¢ (v,u) = 0 genau dann gilt, wenn ¢ (u,v) =0
ist, spielt es keine Rolle, in welcher Reihenfolge u und v in der obigen Definition
von U™ stehen. Hat ¢ diese Eigenschaft nicht, muss man zwischen zwei Kom-
plementen unterscheiden und die nachfolgende Diskussion wiirde ein gutes Stiick
umsténdlicher.

Lemma 10.3 a) U~ ist ein Unterraum von V.
b) Ist U nichtdegeneriert, so gilt V =U @& U™.

c¢) Sind U und U+ nichtdegeneriert, so gilt (UL)L =U.

Beweis. a) ist sehr einfach und soll dem Leser {iberlassen sein.

b) Der Beweis spaltet sich in zwei Teile. Wir zeigen zuniichst, dass U N U+ =
{0} gilt. Sei v € UNU*. Wegen v € U™ folgt o (v,w) = 0 fiir alle w € U. Da
v auch in U ist folgt v € ker (¢r) . Daraus folgt v = 0 wegen der Voraussetzung,
dass U nichtdegeneriert ist. Wir haben somit gezeigt, dass

U+Ur=Ua U™
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gilt.
Wir miissen nun noch zeigen, dass U + Ut = V ist. Dazu reicht es aus,
nachzuweisen, dass

dim (U) + dim (U") > dim (V)

gilt. Sei vy, ..., v, eine Basis von U. Wir ergénzen das zu einer Basis in V' durch
Umal, -, Up. Dann ist v = 2?21 z;v; genau dann in U+, wenn ¢ (v,u) = 0
fiir alle w € U ist, d.h. dass ¢ (v,v;) = 0 fiir ¢ = 1,...,m ist. Dies ist aber
gleichbedeutend damit, dass

ijgp(vj,vi) =0,i=1,...,m

i=1

gilt. Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n
Unbekannten. Deshalb ist die Dimension des Losungsraumes mindestens n — m.
Somit gilt dim (U+) > n —m = dim (V) — dim (U) .

c) folgt nun sehr einfach: Sind U und U+ nichtdegeneriert, so gilt

V=UgU-mdV=U"as U")".

Daraus folgt dim U = dim (UL)l . Andererseits ist jedoch U C (UL)L , denn fiir
u e U gilt o (u,v) = 0 fiir alle v € UL. Somit folgt U = (UL)L. n

Definition 10.6 ¢ sei eine Bilinearform auf V. Zwei Unterrdume Uy, Us heissen
orthogonal beziiglich ¢, wenn ¢ (uy,us) = 0 fir alle uy € Uy und alle ug € Us
15t.

Wir diskutieren als néchstes das Normalformenproblem fiir Bilinearformen.
Es geht dabei darum, eine Basis zu finden, beziiglich der eine Bilinearform eine
besonders einfache Grammatrix hat. Wir diskutieren die drei Fille von sym-
metrischen, symplektischen und Hermiteschen Formen separat. Zunéchst der
symmetrische Fall.

Satz 10.2 Sei ¢ eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdimensiona-
len Vektorraum V. Sei ferner n = dimV wund | = dim (ker ). Dann existieren
m :=n — [ eindimensionale nichtdegenerierte Unterrdume Uy, ..., Uy, die paar-
weise orthogonal sind, sodass

V=UoUs®...0U, ®keryp
qgilt.

Bevor wir den Satz beweisen, soll zundchst bemerkt werden, dass wir damit
auch eine Basis gefunden haben, beziiglich der die Grammatrix eine sehr einfache
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Gestalt hat. Wihlen wir namlich Vektoren v; € U;, v; # 0, 1 <17 < m, und eine
Basis v,,41,...,v, in kerp, so ist vy,...,v, eine Basis in V. Andererseits gilt
¢ (v;,v5) = 0 falls ¢ # j ist, und ¢ (v;,v;) = 0 fiir ¢ > m + 1, da die Vektoren
Umats - - -, Up im Kern sind. Fiir i < m gilt jedoch a; := ¢ (v;,v;) # 0. Damit folgt
aus dem obigen Satz das folgende

Korollar 10.3 Unter den gleichen Voraussetzungen an ¢ wie oben existiert eine
Basis von V', beziiglich der die Grammatrix die folgende Gestalt hat

a, 0 .. o 0

0 a O --- 0
am

0 0

0o --- 0

Vorsicht: Die a; brauchen nichts mit irgendwelchen Eigenwerten zu tun zu
haben.

Beweis von Satz 10.2. Wir fithren eine Induktion nach n = dim V' durch.
n = 1 ist trivial.

Wir setzen also n > 2 voraus. Ist ker o = V', so ist ebenfalls nichts mehr zu
zeigen. Wir setzen also voraus, dass ker ¢ # V' gilt. Dann existieren Vektoren
v,w €V mit ¢ (v,w) # 0. Wegen der Symmetrie und char K # 2 folgt

o (v+w,0+w) — ¢ (v,0) — o (w,w) = 20 (v,w) # 0.

Daraus folgt, dass ein z € V existiert mit ¢ (z,2) # 0. Dann ist der Unterraum

nichtdegeneriert. Nach Lemma 10.3 folgt
V=UeaV

mit V' := Ui ¢’ sei die Einschrinkung von ¢ auf V.
Wir zeigen zunéchst
ker ¢ = ker ¢/ (10.3)

Jeder Vektor v € V' hat eine eindeutige Darstellung v = ax 4+ v' mit o € K und
v' € V. Dann gilt

o(,x) =¢(ar+v,2) =ap(z,z) + ¢V, 1)

= ayp (z,2) wegenv' € Uf.
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¢ (x,x) ist # 0. Demzufolge folgt aus v € ker ¢ dass o = 0 ist, d.h. v € V'. Wir
haben also
kerp C V' = U

gezeigt. Somit gilt:

veEkerp <= veUf und ¢ (v,azx+v)=0Va € K, v € U
<= v e Ui und ¢ (v,0) =0W € U
= v c U undv € ker (¢) <= v € ker .

Damit ist (10.3) gezeigt.
Wir kénnen nun die Induktionsvoraussetzung auf V' anwenden und erhalten
die Zerlegung

Vi=Uy@..0U,dkerp =Us @ ... U, @ ker p,

wobei Us,...,U,, eindimensionale nichtdegenerierte Unterraume von ¢’ sind.
Nun ist jedoch offensichtlich jeder nichtdegenerierte Unterraum U’ C V' von
¢’ auch ein nichtdegenerierter Unterraum von ¢. Somit sind Us, ..., U,, eindi-
mensionale nichtdegenerierte Unterrdume C V' von ¢ und es gilt

V:UIEBUQ@@Um@kergo

[

Eine weitere Vereinfachung gibt es im Spezialfall K = C (oder in jedem
Korper, in dem man stets Quadratwurzeln ziehen kann): Ist V = (vy,...,v,)
eine Basis mit ¢ (v;,vj) = a;0;5, o = 0 fiir ¢ > m, «o; # 0 fiir i < m, so definieren
wir v} := v;/B;, mit 32 = q; fir i < m und v} := v; fiir ¢ > m. Dann gilt
© (vg, U;) = 0;; fir i <m und ¢ (vl’-, v;) = 0 sonst. Wir haben also den folgenden
Satz bewiesen:

Satz 10.3 Sei K = C und ¢ sei eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert
eine Basis, beziiglich der die Grammatrix die folgende Gestalt hat:

E, 0
0 Op—m

(0, bezeichnet die (n —m) x (n — m)-Nullmatriz). m ist eindeutig durch ¢ be-
stimmt, hingt nicht von der speziellen Basis ab und ist durch m = n—dim (ker )
gegeben.

Beweis. Die Existenz einer derartigen Basis haben wir schon gezeigt. Dass

m eindeutig ist, folgt einfach daraus, dass der Rang einer Grammatrix eindeutig
durch die Bilinearform gegeben ist (Korollar 10.1). m
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Es sollte jedoch bemerkt werden, dass fiir K = C symmetrische Bilinear-
formen nicht sehr wichtig sind. Wesentlich wichtiger sind Hermitesche Formen.
Wir bleiben jedoch zunéchst beim symmetrischen Fall und diskutieren die beson-
ders wichtige Situation fiir K = R. In diesem Fall kénnen wir nur aus positiven
Korperelementen Wurzeln ziehen. Wir verfahren deshalb wie bei K = C mit der
kleinen Modifikation, dass wir v] = v;/y/0; nur fiir die ¢ mit a; > 0 setzen. Fiir
diese i gilt dann nach wie vor ¢ (v}, v}) = 1. Fiir a; < 0 setzen wir v} := v;/v/—ay.

Dann ist offenbar ¢ (v}, v}) = —1.

[ 2E)

Satz 10.4 (Trégheitssatz von Sylvester) Sei K = R und ¢ sei eine sym-

metrische Bilinearform. Dann ezistiert eine Basis V = (v1,...,Vn,,Vp 41, .-,
Unjdn_s s Unjtn_4no) (N = Ny +n_ +ng), beziglich der die Grammatriz die
folgende Gestalt hat:
E,. 0 0
0O —-E, 0 . (10.4)
0 0 Oy

(ny,n_,ng) ist dabei eindeutig durch ¢ festgelegt.

Definition 10.7 Das Tripel (ny,n_,ng) heisst die Signatur der symmetrischen
Bilinearform. FEine reelle symmetrische Bilinearform mitn, = dimV (d.h. n_ =
ng = 0) heisst positiv definit.

Beweis des Triagheitssatzes. Die Existenz haben wir schon bewiesen. Wir
miissen noch zeigen, dass die Signatur nicht von der speziellen Basis abhéngt.
Seien V = (vq,...,v,) und V' = (v],...,v)) zwei Basen beziiglich denen die
Grammatrix die obige Form hat mit Signaturen (n,,n_,ng) bzw. (n@,n’f , n{)) )
Der Rang der Grammatrix ist wegen Korollar 10.1 durch die Bilinearform fest-

gelegt, und somit gilt ny = ng. Seien
Vii=1L [vl,...,vn+] ,V_:=1L [UMH, . ,vn++n7} ,

und analog VI, V’. Man beachte, dass die letzten ng Vektoren beider Basen auf
jeden Fall ker ¢ aufspannen: In der Tat gilt v = 2?;1 a;v; € ker ¢ genau dann,
wenn ¢ (v, v;) = 0 fiir alle 7 gilt, d.h. genau dann, wenn «; = 0 fiir i < ny+n_ ist.
D.h. kerp =L [vn++n7+1, . ,vn} . Gleiches gilt natiirlich fiir die zweite Basis.
Nun gilt
V=V,aV_dkero =V, aV &kero.

Wenn wir annehmen, dass ny > n/_ gilt, so folgt
dim V. 4 dim (V! @ ker ¢) > n.

Daraus folgt
Vin (V. @kery) # {0}.
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Ist 2 € Vo N (V. @kerp), z # 0, so gilt einerseits ¢ (z,2) > 0 wegen z € V,,
x # 0 und andererseits ¢ (z,z) < 0 wegen x € V' @ ker¢. Dies ist offenbar
nicht moglich, und wir kénnen daher schliessen, dass n, > n/, nicht moglich ist.
Analog schliesst man n/, > n, aus. Daraus folgt n = n/,, woraus auch n_ = n’_
folgt. m

Die vorangegangenen Sétze kann man auch in Matrizensprache ausdriicken:
Sei GG eine symmetrische Matrix. Dann existiert eine regulire Matrix S, sodass
STGS eine Diagonalmatrix ist. Ist K = C, so kann man S so wihlen, dass in
der Diagonalen nur Nullen und Einsen stehen. Im Fall K = R kann man S so
wéhlen, dass in der Diagonalen nur +1 oder 0 vorkommt. Die Anzahlen von +1,
—1 und 0 sind dabei durch G festgelegt.

Wir diskutieren als néchstes den besonders wichtigen Fall, wo K = C und ¢
eine Hermitesche Form ist.

Satz 10.5 Sei K = C und ¢ eine Hermitesche Sesquilinearform. Dann existiert
eine Basis V = (vq,...,v,), beziglich der die Grammatriz von der Form (10.4)
ist. (ny,n_,ng) ist dabei eindeutig durch ¢ festgelegt.

Definition 10.8 Das Tripel (ny,n_,ng) heisst die Signatur der Hermiteschen
Form. Eine Hermitesche Form mit ny = dimV (d.h. n. = ng = 0) heisst
positiv definit.

Beweis von Satz 10.5. Der Beweis geht vollig analog zu den entsprechen-
den Sétzen 10.2 und 10.4. Ein Punkt im Beweis von Satz 10.2 erfordert jedoch
eine etwas genauere Uberlegung: Wir hatten dort verwendet, dass fiir eine sym-
metrische Bilinearform ¢ mit ¢ # 0, ein Vektor v existiert mit ¢ (v,v) # 0. Wir
zeigen nun die gleiche Aussage im Hermiteschen Fall:

Wir zeigen, dass aus ¢ (v,v) = 0 Vo folgt, dass ¢ = 0 ist, d.h. dass ¢ (u,v) =0
fiir alle v, v € V gilt. Zunéchst folgt fiir beliebige u, v :

O=pu+v,u+v)=¢(uu) +euv)+e(u) +e,o)
= ¢ (u,v) + ¢ (v,u) = ¢ (u,v) + ¢ (u,v).

Daraus folgt, dass ¢ (u,v) fiir beliebige u,v € V stets rein imaginér ist. Somit
folgt, dass fiir beliebige u,v auch ¢ (iu,v) = ip (u,v) rein imaginér ist, wobei
jedoch auch ¢ (u,v) rein imaginér ist. Dies geht jedoch nur, wenn ¢ (u,v) = 0
fiir alle u,v € V ist.

Der Rest des Beweises von Satz 10.2 fiithrt nun in einer trivialen Reformulie-
rung sofort zur Aussage, dass eine Basis V = (vy,...,v,) existiert, beziiglich der
die Grammatrix eine Diagonalmatrix ist: G = («;0;5) . Die «; sind dabei € R, da
fiir eine Hermitesche Form stets ¢ (v,v) € R gilt. Ersetzen wir die Basiselemente
vi/+/]eu] falls a; # 0 ist, so erhalten wir wie im Fall reeller symmetrischer Biline-
arformen eine Grammatrix mit +1 und 0 in der Diagonalen. Das Argument im
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Satz von Sylvester geht genau gleich durch und zeigt, dass die Anzahlen von +1
und 0 durch ¢ festgelegt sind. m
Wir diskutieren zum Schluss den symplektischen Fall.

Satz 10.6 Sei ¢ symplektisch. Ist p # 0 so existieren 2-dimensionale, nicht-
degenerierte, paarweise orthogonale Unterrdume Uy, ... Uy, 2m < n = dimV)
mat
V=U®...0U, ®kerop.

Beweis. Wir fithren wiederum eine Induktion nach n durch. Ist dimV =
1, so ist nichts zu zeigen, da dann ¢ = 0 sein muss (wegen ¢ (v,v) = 0 im
symplektischen Fall). Ist n > 2 und ¢ # 0, so existieren Vektoren u,v € V
mit ¢ (u,v) # 0. u,v miissen linear unabhéngig sein. (Sind w, v linear abhéngig,
so folgt ¢ (u,v) = 0). Wir betrachten U; := L [u,v] und setzen wieder V' :=
Ui. Dann gilt V = U; @ V’. Der Rest des Arguments ist wieder véllig analog
zum Satz 10.2: Wir betrachten die Restriktion ' von ¢ auf V' und wenden die
Induktionsvoraussetzung auf ¢ an. Natiirlich muss man wieder zunéchst zeigen,
dass ker o = ker ¢ ist. Wir iiberlassen die Details dem Leser. m

Korollar 10.4 Sei wieder ¢ symplektisch (und char K # 2). Dann existiert eine
Basis, beziiglich der die Grammatriz die folgende Gestalt hat:

0 1
10| ! ' 0
0 0
0 1
0 | 5 4]0
0
0 o 0

Beweis. Nach dem vorangegangen Satz existiert eine Basis

V - <U17U27 LR ;U2m717v2m7'02m+17 L 7Un> )
wobei vy, v9 eine Basis von Uy, vs, v4 eine Basis von U, etc., und vop, 41, . . ., v, €ine
Basis von ker ¢ ist. Setzen wir oy := ¢ (va;_1,v3;) # 0, 80 gilt ¢ (va5,v3,_1) = — ;.
Damit hat die Grammatrix schon fast die obige Gestalt, nur dass die Zwei-
erkéstchen noch a0 anstelle von 10 sind. Wir ersetzen nun noch

—ay _
die Basis durch die Basis

0 U3 Vom—1

— U2, —, U4y ..., y UV2my U2m+1y -+ - -, Un.

aq Qo A,

Dann ist die Grammatrix offenbar von der gewiinschten Form. m
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Bemerkung 10.3 Nach dem vorangegangenen Satz existieren nichtdegenerierte
symplektische Formen nur auf Vektorrdumen gerader Dimension.

Im Gegensatz zu symplektischen Formen sind symmetrische und Hermitesche
Formen durch ihre Werte auf der ,,Diagonalen“ eindeutig festgelegt:

Definition 10.9 Sei ¢ eine symmetrische Bilinearform oder eine Hermitesche
Form. Dann heisst die Abbildung q : V — K (bzw V — R), definiert durch
q(v) := ¢ (v,v), die zu ¢ gehirige quadratische Form. (Fir eine Hermitesche
Form ist ¢ (v,v) stets reell).

Satz 10.7 Symmetrische Bilinearformen und Hermitesche Formen sind durch
thre zugehdrigen quadratischen Formen eindeutig festgelegt.

Beweis. Wir beweisen zunichst den symmetrischen Fall: Wegen
ou+vu+v)=puu)+ 20 (u,v)+ ¢ (v,0)
folgt
o () = 5 g (u+v) — g (v) g ()]

Der Hermitesche Fall ist leicht komplizierter; man rechnet jedoch sofort nach,
dass

SO(UaU):%[—(1+i)Q(U)—(1+i)Q(U)+Q(iu+v)+iQ(U+U)]

gilt. m
Wir diskutieren die Sache noch kurz in Koordinaten. Ist ¢ eine symmetrische
Bilinearform und V = (vy, ..., v,) eine Basis von V, so stellt sich die Bilinearform

in Koordinaten wie folgt dar: Sind u,v € V mit Koordinatenvektoren z,y € K",
SO ist

n
¢ (u,v) = Z 9ijTiYj;
ij=1
wobel G = (g;;) die symmetrische Grammatrix ist. Natiirlich ist die rechte Seite

dieser Gleichung einfach eine symmetrische Bilinearform auf K. Die quadratische
Form ¢ ist in Koordinaten dann einfach durch

n

q(u) =" g,

i,j=1

gegeben. Die Sétze iiber Normalformen stellen sich in Koordinaten dann wie
folgt dar: Zu jeder symmetrischen Bilinearform existiert eine Koordinatentrans-

formation
n
o /
T; = Sij Ly,
=1
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S = (si;) regulér, sodass
Z 9ijTiY; = Z Ty,
ij=1 i=1
ist. Auf der Diagonalen gibt das einfach
Z Gij il = Z a; (l’;)2 .
ij=1 i=1

Man beachte, dass S die Matrix ist, die die ,,alten “ Koordinaten durch die ,,neuen“
ausdriickt, d.h. die Matrix, die die neue Basis durch die alte via

n
/ JR—
’Uj = Si]”l)i
i=1

bestimmt. Ist K = C, so lasst sich S so wihlen, dass alle a; Null oder Eins
sind. Im reellen Fall muss man auch —1 zulassen. Im Reellen ldsst sich also jede
quadratische Form als Differenz von Summen von Quadraten der Koordinaten
schreiben:

n4 ni+n_
qW) =)= 2i- > = (10.5)
1=1 i=n4+1

Im Spezialfall einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform existiert eine
Basis V), beziiglich der die Grammatrix die Einheitsmatrix ist. Das bedeutet fiir
die quadratische Form, dass

alv) =Y (10.6)

ist.

Lemma 10.4 Fine symmetrische reelle Bilinearform ¢ ist genau dann positiv
definit, wenn q (v) := ¢ (v,v) > 0 fir alle v # 0 ist.

Beweis. Ist ¢ positiv definit, so existiert eine Basis, beziiglich der sich ¢
gemaéss (10.6) darstellt. Daraus folgt ¢ (v) > 0, falls v # 0 und damit der Koor-
dinatenvektor x # 0 ist.

Ist ¢ nicht positiv definit, so hat man die Darstellung (10.5) mit n, < n.
Dann existieren offensichtlich Vektoren v # 0 mit ¢ (v) < 0. =

Der Hermitesche Fall geht wie iiblich analog zum rellen symmetrischen Fall:
In Koordinaten driickt sich eine Hermitesche Form durch

o (u,v) = Z 9ijTil;

ij=1
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aus, bzw. die quadratische Form durch
q(u) =Y giuiT;.
ij=1

Dabei ist G eine Hermitesche Matrix: G7 = G. Durch eine geeignete Koordina-
tensubstitution z; = Z?Zl sy lasst sich diese quadratische Form als Differenz
von Summen von Quadraten der Absolutwerte der Koordinaten schreiben:

n n4 ny+n_
__ 712 712
> ggmiE =Y lailf = > |l
i,7=1 =1 i=n4+1

Fiir eine positiv definite Hermitesche Form existiert eine Basis V), beziiglich der
die Grammatrix die Einheitsmatrix ist. Das bedeutet fiir die quadratische Form,

dass
n

g(v) = |z (10.7)

=1

ist. Analog wie im reellen symmetrischen Fall zeigt man:

Lemma 10.5 Fine Hermitesche Form ¢ ist genau dann positiv definit, wenn
q(v):=¢(v,v) >0 fir alle v # 0 ist.

10.3 Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur symmetrische Bilinearformen oder Her-
mitesche Formen.

Das im letzten Abschnitt vorgestellte Verfahren zur Orthogonalisierung ist
nicht sehr konstruktiv, hat aber den Vorteil, dass es immer funktioniert. Wir
stellen in diesem Abschnitt ein Verfahren vor, das , konstruktiver “ ist, das jedoch
an eine Voraussetzung gebunden ist.

Definition 10.10 ¢ sei eine symmetrische Bilinearform (oder eine Hermitesche
Form). Ein Satz von Vektoren vy, ..., v, heisst orthogonal, wenn ¢ (v;,v;) =0

fiir v # j gilt.

Lemma 10.6 Sind vy, ..., v, orthogonal und gilt v (v;,v;) # 0 fir alle i, so sind
diese Vektoren linear unabhdngig.

Beweis. Sei ) ", a;u; = 0. Dann folgt fir 1 <k <n:

0 =@ <Uk7 Zi*l aivi> = QY (Uka Uk) 3
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woraus sich ap = 0 fiir 1 < k < n ergibt. =

Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren besteht nun darin, dass
man eine beliebige Basis V = (vy, ..., v,) schrittweise orthogonalisiert. Wir
miissen jedoch eine Voraussetzung an die Basis machen:

Bedingung 10.1 Alle Unterrdume U; :== L[vy,...,v;], 1 <i <mn, sind nichtde-
generiert.

Die Bedingung besagt insbesondere, dass V' selbst nichtdegeneriert ist, d.h.
dass ker ¢ = {0} ist. Das ist jedoch nicht die entscheidende Einschrinkung, denn
man kann ja den Kern erst abspalten, wie wir das schon frither gemacht haben:
V =V’ @ ker ¢ und die Einschrankung von ¢ auf V' betrachten. Im allgemei-
nen gibt es jedoch auch im Fall, dass ker¢ = {0} ist, durchaus degenerierte
Unterrdume, vgl. Beispiel 10.2 b).

Die obige Bedingung 10.1 ist stets erfiillt, wenn ¢ positiv definit ist: Nach
Lemma 10.4 bzw. 10.5 ist dann stets ¢ (v,v) > 0 fiir v # 0, und deshalb ist in
diesem Fall jeder nichttriviale Unterraum nichtdegeneriert.

Hier nun das Orthogonalisierungsverfahren: Wir starten mit einer Basis V =
(v1,...,v,), die die Bedingung 10.1 erfiillt und konstruieren eine neue orthogo-
nale Basis U = (uq,...,u,) rekursiv. Sind wuy,...,u;_1 schon konstruiert, so
bestimmen wir u; so, dass die folgenden Eigenschaften gelten:

(1) @ (i, ug) 0.

(ii) Luy,...,u] =U;.

(iii) w; ist orthogonal zu allen Vektoren in U;_;.

(ii) kann man etwas anders formulieren: Er besagt, dass sich u; der ,neuen*
Basis aus den ersten ¢ Vektoren der alten Basis darstellen lédsst. Dies ist gleich-
bedeutend damit, dass die Matrix S der Basistransformation von )V nach U eine
obere Dreiecksmatrix ist.

Wir beginnen mit ¢ = 1 und setzen u; := v;. Dann sind offenbar (i) und (ii)

erfiillt und (iii) ist leer. Wir nehmen nun an, dass i > 2 ist und uq,...,u; 1
schon konstruiert sind, wobei (i)-(iii) fiir Indizes < ¢ erfiillt sind. (Insbesondere
sind uq,...,u;_1 orthogonal). Wir bemerken zuerst, dass ui,...,u;_1,v; linear

unabhéngig sind. Wenn (ii) erfiillt sein soll, kénnen wir w; in der folgenden Weise
ansetzen:

i1
k=1
Weil jedoch L [uq, ..., u;_1] = U;_1 schon gilt, konnen wir Z;;ll AU, durch einen

Ausdruck 22;11 apuy ersetzen, und wir versuchen nun, die a’s so zu bestimmen,
dass (i)-(iii) erfillt sind. Wir beachten zunéchst, dass wir u; noch mit einem
beliebigen Faktor # 0 skalieren konnen, ohne dass das etwas an (i)-(iii) &ndert.
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Wir kéonnen deshalb A\; = 1 ansetzen und bestimmen aq, ..., a;_1 so, dass

i—1
U; = U; + E AU
k=1

die gewiinschten Figenschaften hat. Wir setzen das in die Orthogonalitétsbedin-
gung (iii) ein: Es soll ja ¢ (u;,u;) = 0 fiir j < i — 1 sein. Dies fithrt auf ¢ — 1
Gleichungen fiir die noch unbekannten «’s:

. 1—1
0= <vi + Zk:l QU uj> = ¢ (v, uj) + Z agp (ug, u;))
k=1
:(,O(UZ,UJ)—FO@QO(UJ,UJ), 1 <j<i— L.

Nun beachten wir, dass wir (i) fiir Indizes < i vorausgesetzt haben. Wir konnen
die a’s also nun einfach ausrechnen:

oy = —PW) gy

@ (uj,uy)’
Damit ist (iii) erfiillt, und wir haben nachgewiesen, dass mit dieser Wahl von u;
die uy, fiir k& < orthogonal sind. Wir miissen nun noch die Eigenschaften (i) und
(i) nachweisen.

Beweis von (i): Zunichst bemerken wir, dass wegen der Unabhingigkeit
von ug, ..., u;—1,v; der Vektor u; # 0 ist. Ware ¢ (u;, u;) = 0, so ist ¢ (u;,uj) =0
fir alle j < 4. Damit folgt ¢ (u;,v) = 0 fiir alle v € U;. Das bedeutet aber
u; € ker (¢|y,) , d.h. der Unterraum U; wire degeneriert, was wir durch Bedingung
10.1 ausgeschlossen hatten.

Beweis von (ii): Da u; eine Linearkombination von wuy, ..., u; 1 und v; ist,
folgt u; € L [uy, ..., u;_1,v;] = U;. Daraus folgt L [uq, ..., u;] C U;. Dasich jedoch
auch v; als Linearkombination von wq, ..., u; darstellen lasst, folgt die Gleichheit
dieser Unterrdume.

Bemerkung 10.4 a) Uberzeugen Sie sich durch genaues Durchlesen der obigen
Konstruktion, dass die u; bis auf einen Streckungsfaktor eindeutig durch die Fi-
genschaften (i)-(i11) und die Basis V festgelegt sind. Tatsdichlich war die einzige
» Willkiir < in der Konstruktion die Festlegung A\; =1 in (10.8).

b) Um nachzuweisen, dass eine Folge uy, ..., u, durch Gram-Schmidt (bis auf
Streckungsfaktoren) aus einer Folge vy, ... v, hervorgeht, muss man nur (i), (ii)
nachweisen und dass fir jedes i der Vektor u; orthogonal zu vy, ..., v;_q ist. (i)

ist fir positiv definites ¢ automatisch durch u; # 0 gegeben.

c) Ob die Bedingung 10.1 erfillt ist, ,merkt“ man einfach im Laufe des Ver-
fahrens: Die Bedingung ist genau dann erfillt, wenn man bei der Konstruktion
auf keinen Vektor wu; stosst, fir den ¢ (u;,u;) = 0 ist.
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d) Das Gram-Schmidt Verfahren kann in beliebigen Kdrpern verwendet wer-
den. In den meisten Biichern wird es jedoch nur fir reelle, positiv definite Formen
vorgestellt.

Beispiel 10.3 Wir betrachten die symmetrische Bilinearform auf R3 mit der
Grammatriz (beziglich der Standardbasis)

G:

W N
— = O
— = o

Die zugehorige quadratische Form ist einfach
q(z) = 25 + 4a179 + 63123 + 75 + 27973 + X5, (10.9)

Wir wissen natirlich nicht, ob die Form positiv definit ist (sie ist es auch nicht).
Dennoch wenden wir Gram-Schmidt an in der Hoffnung, dass die Sache ,gut
geht“.  Die Ausgangsbasis ist einfach die Standardbasis V = (vq,vq,v3). Wir
nehmen w; = vy. Fir us machen wir den Ansatz

Uy = Vg + QUT.
Mit der Bedingung ¢ (u1,us) = 0 ergibt sich 2+ a =0, d.h. « = —2. Damit ist
—2
U9 = 1
0
Nun miissen wir noch ug finden mit dem Ansatz

Uz = VU3 + QU + Qals.

Wir erhalten

oy = _90(037u1) _ _37 g = _SO(U37U2) _ _§‘
o (ur,ur) © (uz,usz) 3
Damit erhalten wir
1/3
Uz = —5/3
1

Die Grammatriz beziiglich der neuen orthogonalen Basis ergibt sich dann durch
2 (ulaul) - 17 2 <u27u2> - _37 2 (U37U3) = 1/3 und @ (uz,u]) =0 fU/I" { 7£ .] Die
Signatur ist offenbar (2,1,0).
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Die Matrixz der Basistransformation ist

1 -2 1/3
S=|0 1 -5/3
00 1

Die zugehirige Koordinatentransformation (z fiir die alte Basis, y fiir die neue)
15t:

1
T =Y — 2y + §y3
5
Ty = Y2 — §y3

T3 = Ys.

Finsetzen in (10.9) ergibt die quadratische Form ausgedriickt durch die y; :

1
q(z) =y; —3y5 + §y§-

Eine nach dem Gram-Schmidt Verfahren gefundene orthogonale Basis lasst
sich je nach Korper noch normieren. Ist ¢ positiv definit, so konnen wir jede

orthogonale Basis U = (uy, ..., u,) noch durch
w, = i
¥ (ui7 ul)

ersetzen. Dann gilt einfach ¢ (u;, u;) = 0.

Definition 10.11 Ist ¢ eine positiv definite reelle symmetrische Bilinearform
oder eine positiv definite Hermitesche Form, so heisst eine Basis V = (vq,...,Uy)
mit ¢ (v;,v;) = 0;; orthonormiert.

Zum Schluss noch ein Beispiel iiber Polynome. Das Gram-Schmidt Verfahren
fithrt auf eine Vielzahl von orthogonalen Systemen von Polynomen, indem man
eine vorgegebene Folge von Polynomen, meist 1, z, 2%, 23, . . ., nach Gram-Schmidt
beziiglich einer bestimmten Bilinearform orthogonalisiert. Als eines von vielen
Beispielen fiithren wir die Legendre Polynome ein.

Wir betrachten dazu den (unendlichdimensionalen) Vektorraum C' ([—1, 1], R)
der stetigen Abbildungen [—1,1] — R und versehen diesen Raum mit der positiv
definiten Bilinearform

o(f,9):= /1f($)g($) dz.

Wir wenden nun das Gram-Schmidt Verfahren auf die Folge der Polynome 1, z,

2%, 23, ... an. Dass der Vektorraum hier unendlichdimensional ist, braucht uns
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nicht weiter zu storen. Wir kénnen einfach fiir jedes n den (n + 1)-dimensionalen
Unterraum L [1,x,...,2"] von C ([—1, 1], R) betrachten. Die Polynome 1, z, ...,
2" sind linear unabhiingig (Beweis als Ubungsaufgabe: wieder einmal van der
Monde). Wir kénnen dann Gram-Schmidt auf diese endliche Folge anwenden,
kénnen aber natiirlich genausogut ad infinitum weiterfahren. Das Ergebnis ist die
Folge der Legendre Polynome Py (z) = 1, Py (z), P (z),.... Wie schon erwéhnt,
liefert Gram-Schmidt die Vektoren eindeutig bis auf einen Normierungsfaktor.
Die Legendre Polynome werden {iiblicherweise so normiert, dass P, (1) = 1 ist,
und nicht, dass ¢ (P, (x), P, (z)) = 1 gilt, was vielleicht natiirlicher wére.

Satz 10.8 1
— (2 1\
Fu () = 2rp!l dam (*-1)

Beweis. Zuniichst beachte man, dass (22 —1)" ein Polynom von Grad 2n
ist. Demzufolge ist P, (x) ein Polynom von Grad n. Damit ist (ii) nachgewiesen.
(i) folgt aus der Tatsache, dass unser ¢ positiv definit ist. Wir wenden nun
Bemerkung 10.4 b) an und weisen nach, dass fir £ < n die Gleichung

1 dn
F (22 =1)"dx = 10.1
/_1$dx”(m )" dz =0 (10.10)

gilt. Einmalige partielle Integration liefert

1

1 dqn—1
- k:/ zkt (z? — 1)" dz.
1 —

1 dm dn—1
/ b —— (2% = 1)"dr = 2" (22 —1)"
-1

dz™ dxn—1 1 dxn—1

Der erste Summand verschwindet, denn nach (n — 1)-facher Differentiation von
(22 —1)" erhélt man eine Summe von Polynomen, von denen jedes den Faktor
(r? — 1) noch mindestens ein Mal enthilt. Setzt man +1 sein, so erhilt man
0. Nun fahren wir mit dem zweiten Summanden in gleicher Weise weiter. Nach
k-maliger partieller Integration erhéalt man

1kdn 2 n
/_lw %(x —1) dx

I
i
—_
SN—
ol
>
.
g
i
;T?r
—~
8
no
|
[S—y
N—
S
o
S

Damit ist (10.10) gezeigt. Nach der Bemerkung 10.4 sind die P, (x) bis auf eine
Streckung die Polynome, die man aus dem Gram-Schmidt Verfahren erhélt, wenn
man dieses auf die Folge 1, x, 22, ... anwendet. Der Vorfaktor 2"1n! ist die richtige
Normierung, damit P, (1) =1 gilt. Der Leser moge das selbst {iberpriifen. m
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10.4 Positiv definite Bilinearformen und Matrizen

Wir betrachten in diesem Abschnitt reelle oder komplexe Vektorrdume und ¢ sei
eine symmetrische Bilinearform bzw. eine Hermitesche Form.

Ist G = (gi;) eine Grammatrix beziiglich irgendeiner Basis, so ist ¢ genau
dann positiv definit, wenn fiir alle x € R™ \ {0} bzw. z € C"\ {0}

Zgijxixj > 0,
i?j

bzw.

Z gijxiT; > 0,
4,J

gilt. Eine symmetrische (bzw. Hermitesche) Matrix G mit dieser Eigenschaft
nennt man positiv definit.

Lemma 10.7 a) Eine reelle Matriz G ist genau dann symmetrisch und positiv
definit, wenn es eine requlire Matriz S gibt mit G = STS.

b) Eine komplexe Matriz G ist genau dann Hermitesch und positiv definit,
wenn es eine requlire Matriz S gibt mit G = STS.

Beweis. Wir beweisen a). b) geht vollig analog.

Jede Matrix der Form ST'S ist offensichtlich symmetrisch. Ist V die Standard-
basis von R™, so ist G := STS die Grammatrix der Form ¢ (z,y) = >, zy;
beziiglich der Basis die aus den Spalten von S besteht. Damit folgt, dass G die
Grammatrix einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform ist. Demzufolge
ist G positiv definit. (Man kann das natiirlich auch sofort direkt nachrechnen.)
Ist andererseits G positiv definit, so wissen wir nach Satz 10.4, dass eine regulére
Matrix U existiert mit £, = U'GU, d.h. G =STE,S=5TSmit S=U"'. =m

In der Regel ist es nicht ganz einfach zu entscheiden, ob eine symmetrische
(oder Hermitesche) Matrix positiv definit. Ein Kriterium basiert auf Determi-
nanten. Es reicht jedoch nicht aus, nur die Determinante von G zu berechnen.

Ist G = (g;;) eine n x n-Matrix, so bezeichnen wir mit G™ = (9ij) 1< j<m:
fir m = 1,...,n die sogenannten Hauptminoren. Man beachte, dass mit G
auch die Hauptminoren symmetrisch sind. Ist G Hermitesch, so sind es auch die
Hauptminoren. Die Determinante einer Hermiteschen Matrix ist stets reell, denn
es gilt

det G = det GT = det (@) = detG.

Satz 10.9 a) Sei G reell und symmetrisch. Dann ist G genau dann positiv defi-
nit, wenn det (G(m)) >0 firm=1,...,n gilt.

b) Sei G komplex und Hermitesch. Dann ist G genau dann positiv definit,
wenn det (G(m)) >0 firm=1,...,n gilt.
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Beweis. Wir beweisen den reellen Fall. Der Hermitesche geht véllig analog.
(I) Wir setzen zunéchst voraus, dass G positiv definit ist. Dann existiert eine
regulire Matrix S mit G = STS. Demzufolge gilt

det (G) = det (S”S) = det (ST) det (S) = det (S)* > 0.

Ist G positiv definit, so sind offensichtlich auch alle Hauptminoren positiv definit
und wir erhalten det (G(m)) > 0 fiir alle m.

(IT) Die Umkehrung ist etwas delikater. Wir setzen voraus, dass det(G™)
> 0 fiir alle m gilt. Sei V = (v4,...,v,) die Standardbasis von R™. Wir setzen
Upm = L|vy,...,v5]. Sei ¢ die zu G gehorende symmetrische Bilinearform. Dann
ist G die Grammatrix von ¢, := ¢|y,.. Aus det (G(m)) > 0 folgt, dass G(™
regulér ist. Somit ist ¢,, nichtdegeneriert, d.h. alle unsere Unterrdume U, sind
nichtdegeneriert. Wir kénnen also das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren auf die Standardbasis anwenden, d.h. wir konnen eine orthogonale Basis
U= (uy,...,u,) finden mit U,, = L [uy,. .., uy| fiir alle m. Ist S die Matrix der

Basistransformation
n

uj; = Z SijVis
i=1
so sind, nach der Konstruktion bei Gram-Schmidt, die s;; = 0 fiir ¢ > j (u; wird
linear aus vy, ..., v; kombiniert). Setzen wir «; := ¢ (u;, u;), so erhalten wir fiir
jedes m < n :

aq 0 0

0 a2 O — (5T Glm gm)
S

0 0 o

wobei S die Hauptminoren von S sind. Daraus folgt
ay ... a,, =det ((S(m))T G(m)S(m)) — det (S(m))2det (G(m)) ~ 0

fiir 1 < m < n. Daraus folgt a; > 0 fiir alle ¢, woraus sich ergibt, dass die
Signatur von ¢ gleich (n,0,0) ist, was bedeutet, dass ¢ und damit G positiv
definit sind. =

10.5 Isometrien

Ein Vektorraum V', der versehen ist mit einer Bilinearform ¢, fasst man am bes-
ten als einen Raum mit einer zusétzlichen Struktur auf. Wir schreiben dies dann
als Paar (V, ¢). Ein Vektorraum ist per Definition schon versehen mit einer Ad-
dition und einer Multiplikation mit Skalaren. Ein Vektorraum mit einer Bilinear-
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oder Sesquilinearform hat einfach eine zusétzliche Verkniipfung ¢ : V' xV — K.
Einige dieser Paare haben besondere Namen: Ein reeller Vektorraum versehen
mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform heisst Euklidscher Vek-
torraum (was nicht heissen soll, dass Euklid das schon so formuliert hat). Ein
komplexer Vektorraum versehen mit einer positiv definiten Hermiteschen Form
heisst unitidrer Vektorraum. Ein symplektischer Vektorraum ist einfach
versehen mit einer symplektischen Bilinearform. Von besonderer Bedeutung fiir
die Physik ist ein 4-dimensionaler reeller Vektorraum versehen mit einer symme-
trischen Bilinearform der Signatur (3,1, 0). Dies ist der sogenannte Minkowski-
Raum, der in der speziellen Relativitédtstheorie eine besondere Rolle spielt.

Fiir Vektorrdume ohne zusétzliche Struktur hatten wir bisher mit einigem
Aufwand die Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die die Vektorraumstruktu-
ren respektieren, untersucht, d.h. einfach die linearen Abbildungen. Von besonde-
rem Interesse waren dabei die linearen Selbstabbildungen eines Vektorraums, die
Endomorphismen. Wir beginnen nun in diesem Unterkapitel mit der Diskussion
von linearen Abbildungen, die die zusétzliche Struktur invariant lassen.

V, W seien zwei Vektorrdume. Ferner sei ¢ eine Bilinearform auf V und ¢ eine
Bilinearform auf W. (bzw. ¢ und v sind Sesquilinearformen). Wir setzen nicht
notwendigerweise voraus, dass ¢ und @ symmetrisch sind. Wir setzen jedoch
stets voraus, dass sie entweder beide symmetrisch, beide symplektisch, oder beide
Hermitesch sind.

Definition 10.12 FEine linearer Isomorphismus f : V — W heisst eine Isome-
trie, wenn fir alle u,v € V

U (f (), f(v) =@ (uv) (10.11)

gilt. (V, @) und (W, 1)) heissen isometrisch, wenn es eine Isometrie f : V — W
gibt.

Im Prinzip kann man natiirlich auch allgemeine lineare Abbildungen f : V —
W betrachten, fiir die (10.11) gilt. Man beachte jedoch, dass fiir u € ker f dann
¢ (u,v) = 0 fir alle v € V gilt, d.h. dass u € kery ist. Wir werden in der
Regel jedoch nur nichtdegenerierte Bilinearformen betrachten, sodass man sich
dann auf jeden Fall auf injektive Abbildungen beschrinken muss. Eine injektive
Abbildung f : V' — W definiert einen Isomorphismus V' — Im f. Wir schrianken
uns daher von vornherein auf Isomorphismen ein. Man beachte insbesondere,
dass ein Endomorphismus f : V' — V| der (10.11) fiir eine nichtdegenerierte
Form erfiillt, ein Isomorphismus sein muss (falls V' endlichdimensional ist).

Ist V = (v1,...,v,) eine Basis von V und f : V — W ein Isomorphismus,
so ist W = (wy,...,wy,) == (f (v1),..., f (vn)) eine Basis von W. Die Bedingung
der Isometrie besagt dann einfach, dass die Grammatrix von ¢ beziiglich V gleich
der Grammatrix von 9 beziiglich W ist. Daraus und aus den Sétzen der letzten
Abschnitte lassen sich die folgenden Aussagen herleiten:
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Satz 10.10 a) Sei K = R und seien p, v symmetrisch. Dann sind (V, @) und
(W,4) genau dann isometrisch, wenn die Signaturen von ¢ und 1) tbereinstim-
men.

b) Sei K = C und seien @, Hermitesch. Dann sind (V, @) und (W,1) genau
dann isometrisch, wenn die Signaturen von ¢ und 1 tbereinstimmen.

c) Sei K = C und seien ¢,v symmetrisch. Dann sind (V,¢) und (W, 1)
genau dann isometrisch, wenn dim (V) = dim (W) und dim (ker ) = dim (ker ¢))
gelten.

d) Seien ¢, symplektisch. Dann sind (V, ) und (W,v) genau dann isome-
trisch, wenn dim (V') = dim (W) und dim (ker ¢) = dim (ker ) gelten.

Beweis. Die Beweise gehen alle parallel. Wir beweisen a).

I) Wir setzen zunéchst voraus, dass ¢ und v dieselbe Signatur (n,,n_,ng)
haben. Dann muss dimV = dim W gelten (= n := ny + n_ + ng). Nach Satz
10.4 existieren Basen

V= (vl,...,vn+,vn++1,...,vn++n7,...,vn++n7+n0)

W = (wl,...,wm,wmﬂ, o ,wn++n7,...,wn++n7+n0)
von V bzw. W mit

1 firi =75 <ny
o (vi,v;) =Y (wj,w;) =< =1  firng <i=j<ny+n_ . (10.12)
0 firi#jodert=7>ny+n_

Wir definieren eine Isomorphismus durch f (v;) = w;, 1 <1 < n. Dies ist offen-
sichtlich eine Isometrie.

IT) Sei f : V — W eine Isometrie und (ny,n_,ng) sei die Signatur von (V, ¢).
Wir wéhlen eine entsprechende Basis in V' wie oben und definieren w; := f (v;) .
(w1, ..., w,) ist wegen der angenommenen Isomorphie eine Basis von W. Wegen
der Isometriebedingung ist dann v (w;,w;) wie in (10.12). Daraus folgt jedoch,
dass ¢ dieselbe Signatur hat. =

Bemerkung 10.5 Ist f : V — W eine Isometrie, so ist auch die inverse Ab-
bildung f~' : W — V eine Isometrie. Das einfache Argument sei dem Leser
tiberlassen.

Von besonderer Bedeutung sind isometrische Selbstabbildung V' — V' eines
Raumes (V, ¢), d.h. die Isomorphien f : V' — V, fiir die ¢ (f (u), f (v)) = ¢ (u,v)

fir alle u,v € V gilt. Die Menge dieser Isometrien bezeichnen wir mit Iso (V, ¢) .

Satz 10.11 Iso (V, ) ist unter der Operation der Komposition eine Gruppe. Das
Neutralelement ist idy .
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Beweis. Dass idy eine Isometrie ist, ist offensichtlich.
Seien f, g € Iso (V, ). Dann ist fiir alle u,v € V' :

w((gof)(u),(gof)(w)=w(g(f(u),q(f(v)))
= gp(f(u),f(v)) = Qp(uﬂ))'

Somit ist g o f € Iso (V, ).
Ist f €Iso(V,y), so gilt fiir alle u,v € V' :

puv) =0 (f (@), F(fT@)=¢(f (), [ ).
Somit ist 7t € Iso (V, ). m

Lemma 10.8 Sei V' ein Vektorraum und ¢ eine nichtdegenerierte Bilinearform.
Ferner seiV = (vy,...,v,) eine Basis von V und f : V — V ein Isomorphismus.
Dann ist f genau dann eine Isometrie, wenn ¢ (f (v;), f (v;)) = ¢ (v;,v;) fir alle
1,7 gilt.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Linearitdt von f und der
Bilinearitdt von ¢. =

Einige der Isometriegruppen gehoren zu den wichtigsten Objekten der Phy-
sik. Dazu gehoren die Isometriegruppen von Euklidschen und von unitdren Vek-
torraumen. Ebenfalls von herausragender Bedeutung ist die Isometriegruppe
des 4-dimensionalen Minkowski-Raumes, die sogenannte Lorentz-Gruppe. Es ist
meist iiblich, die Isometriegruppen als Matrizengruppen zu beschreiben. Tatséch-
lich kénnen wir die Isometriegruppen als sogenannte Untergruppen der allgemei-
nen linearen Gruppe GL (n, K), also der Gruppe der reguldren n x n-Matrizen
betrachten.

Wir betrachten zunéchst den Fall, wo V' ein reeller Vektorraum ist und ¢
eine nichtdegenerierte symmetrische Bilinearform ist. Da kerp = {0} ist, ist
in der Signatur nyg = 0. Wir bezeichnen mit I, ,_  die n x n-Diagonalmatrix
(n =mny +n_), deren erste n, Diagonalelemente +1 sind und die restlichen —1
sind. Nach Satz 10.4 existiert eine Basis V = (vy,...,v,), beziiglich der die
Grammatrix von ¢ gleich I,,, , ist. Sei f : V — V ein Isomorphismus, deren
darstellende Matrix beziiglich V die Matrix A sei. Wir wollen nachpriifen, welche
Bedingungen A erfiillen muss, damit A eine Isometrie von (V, ¢) ist: Nach Lemma
10.8 gentigt es zu zeigen, dass ¢ (f (v;), f (v;)) = ¢ (v;,v;) . Einsetzen ergibt die
Bedingung

AL, A=1T,, , . (10.13)

Wir bezeichnen die Menge der reellen n x n-Matrizen A, die der obigen Be-
dingung geniigen, mit O (n,,n_) . Die obigen Uberlegungen ergeben sofort, dass
O (ny,n_) beziiglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe ist. Die fiir die spezielle
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Relativitétstheorie besonders wichtige Gruppe O (3, 1) heisst Lorentz-Gruppe.
Im positiv definiten Spezialfall, n, = n, ist die Bedingung einfach

ATA=E, oder A7t = AT,

Matrizen, die dieser Bedingung geniigen, heissen orthogonal. Die Menge der
orthogonalen Matrizen wird mit O (n) bezeichnet. Dies ist ebenfalls eine Gruppe.
Man nennt sie die orthogonale Gruppe.

Von speziellem Interesse ist auch der Hermitesche Fall. Wir betrachten al-
so einen komplexen Vektorraum V| versehen mit einer Hermiteschen Form .
Natiirlich definieren wir wie im bilinearen Fall Iso (V, ¢) als die Menge der Iso-
morphien f: V — V mit ¢ (f (u), f(v)) = ¢ (u,v) fur alle u,v € V. Man zeigt
dann wie oben, dass Iso (V,¢) eine Gruppe ist. Nach Einfiihrung einer Basis
V = (v1,...,vy), beziiglich der die Grammatrix I, ,_ ist, konnen wir das in
Matrizensprache iibersetzen. Ein Isomorphismus f : V' — V ist genau dann in
Iso (V, ¢) wenn die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis V die folgende
Gleichung erfiillt:

AL, o A=1,, , .

Von besonderem Interesse ist wieder der Fall einer positiv definiten Hermiteschen
Form, wenn also I, , = E, ist (d.h. wenn (V,¢) ein unitdrer Raum ist). In
diesem Fall lautet die obige Bedingung:

ATA=E, oder A=t = AT,

Komplexe n x n-Matrizen, die diese Bedingung erfiillen, heissen unitédr. Die
Menge aller unitdren Matrizen wird iiblicherweise mit U (n) bezeichnet. U (n)
ist unter der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Man bezeichnet sie als die
unitire Gruppe. U (n) ist eine Untergruppe von GL (n,C).

Es sollte aus der obigen Diskussion klar geworden sein, dass wir die ,,abstrakte
Gruppen“ Iso (V, ¢), z.B. im reellen symmetrischen Fall, mit den entsprechenden
,konkreten“ Matrizengruppen O (ny,n_) identifizieren kénnen. Wir wollen das
formal prézis formulieren:

Definition 10.13 Seien zwei Gruppen (Gy, x) und (Gs, ) gegeben. Eine bijektive
Abbildung f : G1 — G4y heisst Gruppenisomorphismus, wenn

o f(axb)= f(a)- f(b) fir alle a,b e Gy
o f(a") = f(a)™" firallea e G,

gelten.

Man iiberlegt sich sofort, dass ein Gruppenisomorphismus das Neutralelement
von Gy in das Neutralelment von G9 iiberfithrt. Gruppen zwischen denen ein
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Gruppenisomorphismus existiert (,,isomorphe Gruppen*) sind ,;im wesentlichen “
dieselben.

Wir weisen nun nach, dass im wesentlichen Iso (V, ¢) eine der obigen Matri-
zengruppen ist. Wir beschrinken uns auf den reellen symmetrischen Fall.

Satz 10.12 Sei V' ein reeller Vektorraum und ¢ eine nichtdegenerierte symme-
trische Bilinearform mit Signatur (ny,n_). Dann ezistiert eine Gruppenisomor-
phismus F : Iso (V,¢) — O (ny,n_).

Beweis. Wir haben den Beweis im wesentlichen schon gefiithrt. Wir fithren
eine Basis V = (vy, ..., v,) ein beziiglich der die Grammatrix von ¢ durch I, e
gegeben ist. Ist f € Iso (V) so definieren wir F' (f) als die darstellende Matrix
von f beziiglich V. Aus dem letzten Semester wissen wir schon, dass F'(f o g) =
F(f)F(g)und F(f)™" = F(f)"" fiir f,g € Iso(V,¢) gelten. (Das hat nichts
mit der Tatsache zu tun, dass f, g Isometrien sind). Dass F' bijektiv ist, folgt
sofort: F' ist natiirlich injektiv, was auch nichts mit Isometrien zu tun hat: Sind
f und g verschiedene Endomorphismen, so sind auch die darstellenden Matrizen
verschieden. Zur Surjektivitat beachte man, dass zu jeder Matrix A, die (10.13)
erfiillt, die zugehorige Abbildung f, die durch diese Matrix dargestellt wird, eine
[sometrie ist. m

Zum Schluss diskutieren wir noch kurz die Isometriegruppe einer nichtdegene-
rierten symplektischen Bilinearform. Sei K beliebig (wie immer char K # 2) und
V' ein 2n-dimensionaler Vektorraum, versehen mit einer nichtdegenerierten sym-
plektischen Form ¢. Wie wir schon wissen, existiert dann eine Basis, beziiglich
der die Grammatrix durch die 2n x 2n-Matrix

Jgn = 0 0

gegeben ist. Ist A die darstellende Matrix eines Endomorphismus f : V' — V| so
ist f € Iso(V, ) genau dann, wenn

ATJQnA = J2n

ist. Die Menge Sp (2n, K)dieser Matrizen bilden beziiglich der Multiplikation
eine Gruppe; man nennt sie die Spinorgruppe. Mit der gleichen Uberlegung
wie oben folgt, dass Iso (V, ¢) gruppenisomorph zur entsprechenden Spinorgruppe
ist.

Die orthogonalen und die unitdren Gruppen sind besonders wichtig. Wir
werden sie im nédchsten Kapitel ausfithrlicher diskutieren.
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11 Euklidsche und unitire Vektorrdume
In diesem Kapitel sei V' ein n-dimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum.

Definition 11.1 Fine positive definite Bilinearform ¢ auf einem reellen Vektor-
raum oder eine positiv definite Hermitesche Form auf einem komplexen Vektor-
raum nennt man ein Skalarprodukt. Wir schreiben fiir Skalarprodukte meist
(u,v) anstelle von ¢ (u,v).

Zur Erinnerung: Einen reellen Vektorraum versehen mit einem Skalarprodukt
nennt man einen Euklidschen Vektorraum. FEinen komplexen Vektorraum
versehen mit einem Skalarprodukt nennt man unitdren Vektorraum.

Beispiel 11.1 Die Standardbeispiele kennen wir schon: R™ wversehen mit dem
Skalarprodukt (x,y) := >, xy;, bzw. C" wversehen mit dem Skalarprodukt

(z,y) =2, 2

Bemerkung 11.1 Wie wir schon aus dem letzten Kapitel wissen (Satz 10.10),
ist jeder (endlich dimensionale) Euklidsche Vektorraum isometrisch zum R™ ver-
sehen mit dem Standardskalarprodukt. Ebenso ist jeder (endlich dimensionale)
unitare Vektorraum isometrisch zum C" versehen mit dem Standardskalarprodukt.

Eine wichtige Bemerkung ist, dass in einem Euklidschen oder unitéiren Vek-
torraum V, V' basisunabhéngig mit dem Dualraum identifiziert werden kann.
Dies wird oft fast automatisch verwendet (siche Diff.-Int. II, Gradienten). Wir
betrachten den Euklidschen Fall, der unitédre geht analog.

Wir kénnen jedem Element v € V' ein Element aus ¢ (v) € V* zuordnen:

¢ (v) (w) := (v, w).

Offensichtlich ist die Abbildung ¢ : V' — V* linear und der Kern der Abbildung
ist {0}, denn aus ¢ (v) = 0 folgt (v,w) = 0 fiir alle w, also v = 0. Da V
und V* dieselbe Dimension haben, ist diese Abbildung ein Isomorphismus. (Wir
haben die Positivdefinitheit nicht verwendet: Die Bemerkung ist richtig fiir jede
nichtdegenerierte Bilinearform). In einem Euklidschen Vektorraum braucht man
also nicht zwischen V' und seinem Dualraum zu unterscheiden. Man muss sich
jedoch klar dariber sein, dass diese Identifikation eines Vektorraumes mit seinem
Dualraum vom Skalarprodukt abhdngt. In R™ ist die Identifikation natiirlich ganz
trivial: Einem Element € R"” ordnet man das Element ¢ (z) : R® — R, definiert
durch ¢ (z) (y) == > i zy; zu.

Wiéhlen wir jedoch ein geringfiigig anderes Skalarprodukt in R, z.B. (z,y) :=
> iz, so ist auch die Identifikation eine andere.
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11.1 Langen und Winkel

Sei V' ein Euklidscher oder unitéarer Vektorraum. Dann ist in jedem Fall (v,v) €
Rt :={z eR:x>0}.Ist v #0, so gilt (v,v) > 0.
Wir definieren die Lédnge oder (Euklidsche) Norm eines Vektors durch

[o]] = /(v v).

Lemma 11.1 FEs gelten die folgenden Figenschaften:
a) Es ist ||v|| > 0, und ||v|| = 0 gilt genau dann, wenn v =0 gilt.
b) Fir A€ K undv eV gilt | \v|| = |A]]|v]| .

Beweis. Die beiden Eigenschaften sind offensichtlich. m

Satz 11.1 (Schwarzsche Ungleichung) Sei V' ein Euklidscher oder unitdrer
Vektorraum. Dann gilt fir v,w € V

[(v, w)| < o] flw]-
Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Wir fiithren den Beweis im Euklidschen Fall. Der unitédre geht vollig
analog.

Seien v und w linear abhéngig. Dann existiert « € K mit w = av (oder
v = aw). Somit folgt unter Verwendung des obigen Lemmas

[{v, w)| = [(v; )| = o (v, v) = |[o]l (Jal [v]]) = [Jo] w]-

Seien nun v, w linear unabhéngig. Fiir (o, 8) € R?\ {(0,0)} gilt av + fw # 0
und somit ist

(av + fw, av + fw) = o® [|v]|* + 28 (v, w) + 2 lw]* > 0.

Daraus ergibt sich, dass die Matrix

2
(et
(v, w) |w]]
positiv definit ist. Damit muss aber auch ihre Determinante strikt positiv sein,

d.h. es gilt
2 2 2
[oll [[w]” = (v, w)™ > 0.

Damit ist der Satz bewiesen. m
Lemma 11.2 (Minkowski-Ungleichung oder Dreiecksungleichung) Fiir

v,weV gilt
[+ wl| < floff + [[w]]-
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Beweis. Ausmultiplizieren ergibt
lo+wl* = [[ol* + [lwl]* + 2 v, w).
Unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung folgt
lo+wl* < [loll* + wll® + 2 o]l lwll = (foll + Jwl)®,

und damit die Minkowski-Ungleichung. m

Die Eigenschaften von Lemma 11.1 und Lemma 11.2 machen den Vektorraum
zu einem normierten Vektorraum. Eine Abbildung ||.|| : V' — R™, die diese
beiden Eigenschaften hat, nennt man eine Norm.

Sind v,w € V mit (v,w) = 0, so sagt man auch, dass v und w senkrecht
aufeinander stehen, oder dass sie orthogonal sind. Der nachfolgende Satz ist
nach der obigen Diskussion evident.

Satz 11.2 (Satz von Pythagoras) Stehen v und w senkrecht aufeinander, so
qgilt
2 2 2
[o 4+ w[|” = [Jo]” + [lw]”.

Die obigen Eigenschaften gelten in Euklidschen und unitédren Vektorrdumen.
Fiir Euklidsche Vektorrdume lédsst sich ein Winkel zwischen zwei von Null ver-
schiedenen Vektoren definieren. Sind v,w # 0, so ist nach der Schwarzschen

Ungleichung

(v, w) B
Tol T € 12

Es existiert daher ein eindeutig bestimmter Winkel a € [0, 7] mit

v, w
[l ]|
Wir bezeichnen « als den Winkel zwischen v und w. (Man beachte, dass im
unitdren Fall (v, w) im allgemeinen komplex ist, sodass ein solcher Zwischenwinkel
nicht definiert werden kann).

11.2 Orthogonale Projektion

(V,(,)) sei ein Euklidscher oder unitdarer Vektorraum. Wir sagen, dass zwei
Unterrdume U; und U, senkrecht aufeinander stehen, wenn (u,us) = 0 ist
fiir alle uy € Uy und us € Us. Zur Erinnerung aus dem letzten Kapitel: Ist U
ein Unterraum von V, so ist U+ die Menge der Vektoren, die auf allen Vektoren
in U senkrecht stehen. Da U nichtdegeneriert ist (ein Skalarprodukt ist positiv
definit), gilt V = U @ U+ (Lemma 10.3).
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Satz 11.3 Sei U ein Unterraum von V. Es existiert ein eindeutiger Endomor-
phismus my von V- mit den folgenden Figenschaften:
a) my ist eine Projektion von V auf U, d.h. es gilt myomy = my und immy = U
b) ker myy steht senkrecht auf U.

Bemerkung 11.2 Fiir einen Endomorphismus f besagt fo f = f einfach, dass
im f unter f ein invarianter Unterraum ist. a) besagt daher, dass jeder Vektor
unter my auf U abgebildet wird und die Vektoren in U unter my invariant sind.

Beweis. Fuxistenz: Es gilt, wie oben bemerkt
V=UgU™* (11.1)

Jeder Vektor v € V' hat also eine eindeutige Darstellung v = u + v’ mit u € U,
v € Ut. Wir definieren 7y (v) := w. Dann ist im 7y = U und ker 7y = U+, und
die Eigenschaften a) und b) folgen unmittelbar.

Findeutigkeit: Ist f eine beliebige Projektion (d.h. ein Endomorphismus mit
fof = f)sogilt stets V = im f @ ker f. Dies siecht man wie folgt ein: Ist
veV,soist f(v—f(v) = f(v)— f(v) =0, dh v— f(v) € ker f. Somit
folgt V' = 1im f + ker f. Ist v € (im f) Nker f, so gilt v = f(v) = 0. Damit ist
V =im f & ker f allgemein fiir Projektionen gezeigt.

Ist nun 7y ein Endomorphismus, der a) und b) erfiillt, so gilt also

V=imny ®kermy = U @ ker 7y (11.2)

wegen a). Andererseits folgt wegen b): ker 7y C UL, Da die beiden Zerlegungen
(11.1) und (11.2) gelten, folgt dim (ker 7) = dim (U™) . Somit folgt ker 7y = U~
Ist nun v € V mit der Zerlegung v = u +u', u € U, v/ € UL, so ergibt sich
v (v) = 7y (u) + 7y (v') = u. Damit ist 7y genau die Abbildung, wie wir sie
oben konstruiert haben, und wir haben also gezeigt, dass jede Abbildung, die die
Eigenschaften a) und b) hat so gegeben sein muss. m

Die orthogonale Projektion hat eine sehr einfache geometrische Deutung:

Satz 11.4 Sei U ein Unterraum eines Euklidschen oder unitdren Vektorraums.
Firv € V ist my (v) der eindeutige Vektor in U mit dem kleinsten Abstand zu v,
d.h. mit der Eigenschaft

lv =70 ()]} = min v —ul].

Beweis. Ist u ein beliebiger Vektor in U, so ist

2 2
lo =l = [lv =7 (v) + 70 (v) = ull

= [lv =7 @)” + |70 (v) = ull”,
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die letzte Gleichung wegen Pythagoras, denn v —my (v) € U+ und 7y (v) —u € U.
Wir sehen also, dass fiir alle u € U die Ungleichung

lo =70 (0)* < o —ull”

gilt, mit Gleichheit genau dann, wenn v = my (v) ist. Fiir die Ungleichungen
spielt es jedoch keine Rolle, ob die Ausdriicke auf der linken und rechten Seite
quadriert sind. Damit ist der Satz bewiesen. m

Rechnerische Bestimmung der orthogonalen Projektion:

Wir diskutieren den Euklidschen Fall und geben die Modifikationen fiir den
unitdaren Fall danach. Sei U aufgespannt durch die Vektoren uy, ..., u,,. Istv € V|
so ist 7y (v) eindeutig festgelegt durch die Bedingungen

e Es existieren oy, ..., q,; € R mit
m
iy (v) = Zaiui. (11.3)
i=1

e v — 7y (v) steht senkrecht auf U. Das ist gleichbedeutend damit, dass v —
7y (v) senkrecht auf allen w; steht, d.h.

(v—mpy (v),u;) =0, j=1,...,m.

Aus diesen beiden Eigenschaften kénnen wir 7y (v) sehr einfach ausrechnen:
Wir erhalten nédmlich das folgende Gleichungssystem fiir die a/’s:

(v, u;) —Zai (ujyuj) =0, 7=1,...,m. (11.4)
i=1

Wir fithren die (symmetrische, positiv definite) Grammatrix I des Skalarproduk-
tes auf U beziiglich der Basis (u1,...,un) ein, I' := ({u;, u;)),; ;< die (wWegen
der Positivdefinitheit) natiirlich reguléir ist. Dann erhalten wir die o’s einfach
durch

oy (v,uq) (v,uq)
o = = (FT)_l = F_l s (115)

Uy (v, Um) (v, Unm)
wegen der Symmetrie der ['-Matrix. Ein besonders bequemer Spezialfall liegt
vor, wenn die u; orthonormiert sind, d.h. wenn (u;, u;) = d;; gilt. Dann ist I" die

Einheitsmatrix und wir erhalten

m

m(v) = (v u)u;. (11.6)

i=1

Fir U = V ist natiirlich 7y = idy . Die obige Gleichung ergibt dann das
folgende Resultat:
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Satz 11.5 IstU = (uq,...,u,) eine orthonormierte Basis in'V', so gilt fiir jeden
Vektor v e V

n

v = Z (v, w;) u;.

i=1

Die Zahlen (v,u;) sind also genau die Koordinaten von v beziglich der Basis U.

Wir diskutieren nun noch die Modifikationen im unitédren Fall.

Sei wieder uq,...,u,, eine Basis des Unterraumes U. Fiir v € V existieren
ai, ..., ap € C, die Gleichung (11.3) erfiillen. Nun schreiben wir Gleichung (11.4)
(um zu vermeiden, dass wir I" konjugieren miissen) besser mit Zeilenvektoren:

(v, ur) .. (v um)) = (aq, ..., am) T,

(a1, ... ) = ((v,ur), .o (0, u,)) T

Fiir den Fall, dass die u; orthonormiert sind, ist I' wieder die Einheitsmatrix, und
wir bekommen die Gleichung (11.6) auch im unitéren Fall.

Beispiel 11.2 Wir betrachten C* mit dem Skalarprodukt

3
(z,y) = Z 9i5Til;,

ij=1

1 ¢ 1

G=(g)= ~i 20
1 0 3

Sei U = L [uy,us|, wobei uy, us die ersten zwei Vektoren der Standardbasis seien.
Dann ist die Matriz I' einfach die entsprechende Einschrinkung von G :

(1 (2 —i
(L)t 7)

Wir wollen my (u3) berechnen, wobei us = (0,0,1) ist. Dazu brauchen wir die
Skalarprodukte von us mit uy und us :

((us, ur) , (uz, ug)) = (1,0),

und somit
2
(a1, ) = (1,0) ( - ! ) = (2, —1)
1 1
Somit ist
2
my(uz) = | —i
0
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Wir kénnen das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren unter die-
sen Gesichtspunkten noch etwas anders interpretieren: Wir setzen dazu voraus,
dass (V, (, )) ein Euklidscher oder unitirer Vektorraum ist. V = (v1,...,v,) sei
eine beliebige Basis, U; := L [vy,...,v;]. Um die Basis nach dem Gram-Schmidt-
Verfahren zu orthogonalisieren, miissen wir w; € U;\U;_1 so bestimmen, dass
(uj,uy = 0 fir alle u € U;_ gilt. Nun ist v; — my,_, (v;) ein derartiger Vektor.
Bis auf Streckung ist er daher genau der Vektor, den wir im Gram-Schmidt-
Verfahren gefunden haben. Wenn wir noch die Bedingung stellen, dass die neue
Basis U = (uy, ..., u,) orthonormiert ist, konnen wir

vi — Ty, (Vi)

" T, @]

U

setzen (uy := w1/ ||v1||). Die so gewonnene U-Basis ist nicht ganz eindeutig durch
die Gram-Schmidt-Bedingung L [vy,...,v;] = Lluy,...,u;] und die Bedingung
der Orthonormiertheit festgelegt: Wir konnen die u; noch mit Kérperelementen
vom Betrag 1 multiplizieren, in R also mit £1 und in C mit Zahlen der Form e®.

Wenn wir die u; rekursiv bestimmen, so berechnet sich die Projektion einfach
durch

—_

i—
v (v) = )y (v, uy) uy.
7j=1

Beispiel 11.3 Wir nehmen das Skalarprodukt in C3 von Beispiel 11.2 oben und
orthonormieren die Standardbasis. Wegen ||v1|| = 1 ist uy = vy. Es ist nun

1
Vg — <’U2,U1>U1 = 1
0

Dieser Vektor hat (beziiglich dem durch G gegebenen Skalarprodukt) Ldnge 1,
somit brauchen wir nicht mehr zu normieren und setzen

1
Uy = 1

0
Nun berechnen wir us mit

U3 — (US>U1> Uy — <U3>U2> Uz

ug = :
’ [vs = (vs, ur) ur — (s, uz) ua||
Es ist (v3,u1) = 1 und (vs,us) = —i. Damit ist
—2
v3 — (U3, uy) Uy — (3, Ug) Uz = i )
1
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wiederum mit Lange 1. Somit ist der dritte orthonormierte Basisvektor

-2
Uus = 1
1

Satz 11.6 (Plancherel-Identitit) Sei V' ein FEuklidscher oder unitirer Vek-
torraum mit orthonormierter Basis U = (uy, ..., u,) . Dann gilt

n
loll* = 1o, u) .
=1

Beweis. Wir beweisen zur Abwechslung den unitéren Fall. Wegen

n

v = Z (v, u;) u

folgt
[v]” = (v,v) = <Z <U7uz’>uiaz <U7Uj>uj>
= Z (v, ui) (v, uy) (ug, ug) = Z (v, u) (v, uz)0i5 = Z (v, u;) [
||

Die Plancherel-Identitét ist natiirlich nichts anderes als ein etwas aufgemobel-
ter Pythagoras.

11.3 Methode der kleinsten Quadrate

Wir betrachten eine Anwendung, die in der Statistik (und vor allem auch in der
Physik) eine grosse Rolle spielt. Zunéchst ein Spezialfall. Wir stellen uns vor,
dass wir im zeitlichen Verlauf eine Grosse y messen, von der wir wissen, dass die
zeitliche Abhéngigkeit durch y (t) = a + bt gegeben ist, wobei wir a,b € R nicht
kennen. ¢ sei die Zeitvariable. Man bezeichnet das auch als die Regressionsgerade.
Um a und b zu bestimmen, miissen wir offensichtlich die Grésse y nur an zwei
Zeitpunkten messen.

Nun sind jedoch Messungen stets mit Fehlern behaftet (Messfehler, Run-
dungsfehler etc.), und es empfielt sich daher (falls die Messung nicht zu teuer
ist), ,zur Sicherheit“ ein paar mehr Messungen vorzunehmen. Nehmen wir an,
wir messen y an n Zeitpunkten t; < t5 < ... < t,. Die Messergebnisse seien
Y1, - -+ Yn- Nun suchen wir a,b mit y; = a + bt;, 1 < i < n. Es ist offensicht-
lich, dass im Allgemeinen derartige Zahlen a,b nicht existieren. FEine beliebte
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Methode, die von Gauss eingefiihrt wurde, besteht darin, dass man a und b so
bestimmt, dass die Summe der ,, Residuenquadrate“ minimal ist: Die Residuen
sind definiert durch r; = y; — a — bt;, und wir bestimmen a und b so, dass

n
2
2.
i=1

minimal ist. (Man kann sich natiirlich fragen, wieso man nicht die Summe der
Absolutbetrdge minimiert. Dafiir gibt es eine etwas wacklige theoretische Er-
kldarung, auf die wir hier nicht eingehen kénnen, und eine praktische, dass namlich
die Summe der Quadrate sehr viel einfacher zu minimieren ist als die Summe der
Absolutbetrage. Also: Gauss wird sich schon etwas dabei gedacht haben, und
wir minimieren der Bequemlichkeit halber die Summe der Quadrate). Nun sehen
wir, dass wir das sehr einfach als Projektionsproblem auffassen konnen. Im Vek-
torraum R™ betrachten wir den zweidimensionalen Unterraum, der aufgespannt
wird von den beiden Vektoren

1 t

1 tn
Man beachte, dass 1 und v linear unabhéngig sind. Nach der Diskussion des
letzten Abschnitts miissen wir also nur den Messvektor

Y1

Yn
auf den Unterraum U = L [1,v] orthogonal projizieren und dann die Projektion
7 (y) eindeutig als al4-bv darstellen. Im letzten Abschnitt haben wir das schon

berechnet:
(3)-r(52).

wobei [ die Grammatrix des Standardskalarprodukts auf U beziiglich der Basis

(1,v) ist:
I = ( n Z?:l ti ) _
Z?:l ti Z?:l t?

Das Beispiel lasst sich natiirlich noch viel komplizierter machen: Statt anzu-
nehmen, dass sich die y-Werte aus den t-Werten (bis auf die Messfehler) durch
die Beziehung ¢t — y = a + bt, ergibt, konnen wir einen allgemeineren Regressi-
onsansatz machen, z.B. ein Polynom von Grad k in ¢ :

t— ag+ayt + ...+ aptt. (11.7)
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Wir messen die y-Werte wieder zu Zeitpunkten t; < ... < t,. Ist n > k+1, so hat
man wieder zuviele Messungen fiir die Bestimmung der a; und wir minimimieren

wieder
n

Z (i — (a0 + arti 4+ ...+ aktf))2 :
i=1

Hier projizieren wir den Vektor y auf den (k + 1)-dimensionalen Unterraum, der
aufgespannt wird von den Vektoren vy, ..., vy, mit

Uj =

Das Ergebnis dieser Projektion ist wieder

o (y,vo)
a U
- <y‘ 1) | (11.8)
a (Y, vk)
mit I' = (%’j)ogi,jsk’

Yig = (vi,v5) = Yt
r=1

In der statistischen Theorie bezeichnet man die rechte Seite von (11.8) als die
Schitzung der Regressionskoeffizienten. Die Philosphie hinter dem Verfahren
ist etwa die folgende: Wir gehen davon aus, dass wir ein Gesetz ,kennen“, das
die y-Werte in Abhéngigkeit der t-Werte in der Form (11.7) angibt, wobei wir
jedoch die Koeffizienten a; nicht kennen und iiber Messungen bestimmen miissen.
Natiirlich wird verniinftigerweise niemand davon ausgehen, dass die Beziehung
wegen der unvermeidlichen Messfehler ganz genau stimmt. Wir schétzen daher
die a; aus den Messungen mit dem obigen Verfahren. Bei dem ganzen Verfahren
zweifeln wir jedoch das ,Naturgesetz“ (11.7) nicht an und interpretieren alle
Unstimmigkeiten als Messfehler.

Nun ist offensichtlich, dass die Messungen uns zum Schluss fithren kénnen,
dass unser Naturgesetz gar nicht stimmt, dies insbesondere dann, wenn die Sum-
me der Residuenquadrate auch nach Minimierung noch ,;sehr gross® bleibt. Die
Diskussion dieses Aspektes gehort in die statistische Testtheorie und kann hier
nicht diskutiert werden.!

!Evidenterweise ist hier sehr viel ,,Philosophie“ mit im Spiel, denn wenn wir fest von einem
Naturgesetz iiberzeugt sind, werden uns ein paar lumpige Messungen nicht aus der Ruhe brin-
gen. Solche Aspekte spielen natiirlich fiir alle unsere Erkenntnisse eine Rolle, ausser fiir die
mathematisch und theologisch erworbenen.
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11.4 Fourierkoeffizienten

Wir betrachten reellwertige Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 27).
Dass das Intervall die Liange 27 hat, spielt keine grosse Rolle, ist jedoch fiir die
Notation in der nachfolgenden Diskussion bequem. Es geht hier einfach um die
Diskussion von periodischen Funktionen. Eine Funktion f : R — R heisst T-
periodisch (T" > 0), wenn f (x +T) = f (x) fiir alle x € R gilt. Es ist offensicht-
lich (der Leser moge das selbst beweisen), dass eine T-periodische Funktion durch
ihre Werte auf einem Intervall [0, T) eindeutig festgelegt ist. Jede T-periodische
Funktion f kann in sehr einfacher Weise in eine 27-periodische umgewandelt
werden: f (z) := f(Txz/2m). Es reicht daher aus (modulo einer trivialen Trans-
formation), 2m-periodische Funktionen zu betrachten. Schrénken wir uns weiter
auf stetige Funktionen ein, so miissen wir nur stetige Funktionen [0, 27) — R be-
trachten. Jede stetige Funktion f : [0,27) — R, die f (0) = lim, o, f (x) erfiillt,
kann sehr einfach zu einer 2m-periodischen Funktion auf der ganzen rellen Achse
erweitert werden.

Periodische Funktionen sind fiir viele Vorgénge von grosser Bedeutung, z.B.
fiir alle Schwingungsvorgéinge.

Die obige Diskussion spielt fiir das folgende keine Rolle. Wir betrachten
einfach den Vektorraum C' ([0, 27],R) der reellwertigen stetigen Funktionen auf
diesem Intervall und definieren darauf das Skalarprodukt

(f.g) = / " (@) g (@) de. (11.9)

Die folgenden Funktionen spielen eine besondere Rolle in vielen Bereichen der
Mathematik:

Jo(z) = —= fk(l’>:%COS<kx),k’€N,

gr (r) = ﬁsin (kz), k € N.

Proposition 11.1 Die obigen Funktionen sind orthonormiert beztiglich des Ska-
larproduktes (11.9).
Beweis.
1 2
, = — cos (kx)dr =0, k> 1,
U ) == [ eosha)

und (fo, gx) = 0 ergibt sich gleich. Unter Verwendung der iiblichen Additions-
theoreme fiir trigonometrische Funktionen erhalten wir:

gty i= [ cos (k) sin (1) do
T Jo

:l/oﬂ[%sin((k—{—l)x)+%sin((l—k)x) 0.

™
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1 27
(9K g1) = —/ sin (kx) sin (lz) dx
T Jo

21
:l/ [lcos((k—l)m)+lcos((k+l)x) =0, k1> 1.
™ Jo |2 2
(fr; i) = Ort, k,1 > 0, folgt analog.

Wir betrachten den (2N + 1)-dimensionalen Unterraum Uy von C' ([0, 27, R),
der aufgespannt wird von den Funktionen f;, 0 < k < N, gz, 1 < k < N. Die
orthogonale Projektion einer Funktion ¢ € C ([0, 27],R) ist dann gegeben durch

TUN (SO) - <SO’ f0> f0+2[<907fk> fk+ <90agk> gk] .

k=1
Definition 11.2 Die Zahlen
ag = (p, fo) = \/——
ay = (o, fx) = /27T )cos (kz)dx, k> 1,
by = (¥, gk) \/_/ )sin (kx)dz, k> 1,

heissen die Fourierkoeffizienten der Funktion .

Da ¢ — 1y, (¢) orthogonal auf allen Vektoren in Uy steht, folgt sofort

lell* = | ¢ ()’ dz = |lmuy (D)I° + llp — 70y ()]

c\

N
=ag+ ) (ai +b;) + llo — 7oy (9)]°.
k=1

(Wir lassen ¢ in den Notationen jeweils weg). Aus der obigen Gleichung folgt
insbesondere, dass die Fourierkoeffizienten quadratisch summierbar sind:

Lemma 11.3 -
ag+ Y (a; +b})
k=1

Eine naheliegende und richtige Vermutung ist, dass 7y, (¢) die Funktion ¢
approximiert, wenn N — oo geht. Wir kénnen das hier nicht beweisen, for-
mulieren aber die entsprechenden Sdtze. Die Art der Approximation ist in der
Formulierung sehr wichtig.
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Satz 11.7 (ohne Beweis)
a)

Jim |l = 7oy (9)]| = 0.

b) (folgt sofort aus a))
loll* =ag + > (af + 7).
k=1

c) Ist ¢ einmal stetig differenzierbar, und gilt ¢ (0) = lim,_ 9. ¢ (), so gilt
fir jedes z € [0, 2] :
¢ (z) = lim my, (p) (),

—00

d.h. es gilt

o(x) = \/_ \/_ Z ay cos (kx) + b sin (kx)] . (11.10)

Definition 11.3 Die Reihe (11.10) nennt man die Fourierreihe der Funktion
®.

Der Satz enthélt einige Subtilitdten: a) besagt, dass fiir jede stetige Funktion
die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel konvergiert. Es ist nicht richtig, dass
fiir jede stetige Funktion die Fourierreihe punktweise, d.h. fiir jedes = € [0, 27]
konvergiert. Die Voraussetzungen, wie sie im obigen Satz formuliert sind, sind
jedoch stérker als sie notwendig wiren.

11.5 Orthogonale und unitire Matrizen

Zur Erinnerung: Im Abschnitt 10.5 iiber Isometrien hatten wir orthogonale und
unitdre Matrizen eingefiihrt. Orthogonale Matrizen sind reelle quadratische Ma-
trizen A, die

ATA=E, (11.11)

erfiillen. Orthogonale Matrizen sind die darstellenden Matrizen von Isometrien
eines FEuklidschen Vektorraums beziiglich orthonormierten Basen. Unitdre Ma-
trizen sind komplexe quadratische Matrizen, fiir die

ATA=FE,

gilt. Unitdre Matrizen sind die darstellenden Matrizen von Isometrien eines

unitdren Vektorraums beziiglich orthonormierten Basen. Die Menge der orthogo-

nalen n x n-Matrizen hatten wir mit O (n) bezeichnet und die Menge der unitéren

Matrizen mit U (n). Wie wir gesehen hatten, sind O (n) und U (n) Gruppen.
Hier einige Eigenschaften:
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Lemma 11.4 a) Ist A€ O (n) so gilt det A € {—1,1}.

b) Ist A€ U (n) so gilt |det A| = 1.

c) Ist A€ O(n) [bzw. € U(n)], soist AT € O(n) [bzw. € U (n)].

d) Eine reelle quadratische Matriz ist genau dann orthogonal, wenn die Spalten
beziiglich des Standardskalarproduktes in R™ orthonormiert sind. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Zeilen orthonormiert sind.

e) Fine komplexe quadratische Matriz ist genau dann unitir, wenn die Spalten
beziiglich des Standardskalarproduktes in C™ orthonormiert sind. Dies ist wieder
genau dann der Fall, wenn die Zeilen orthonormiert sind.

Beweis. a) Ist A € O (n) so gilt

1 =det £,, = det (ATA)
= det (AT) det A = (det A).

b) Ist A € U (n) so gilt

1 =det E,, = det (ATZ)
= det (A") det A = det Adet A = |det AP
c)Ist A€ O(n)sogilt ATA= AAT = E,,. Daraus folgt sofort AT € O (n).Im

unitiren Fall folgt die Behauptung durch Konjugieren der Gleichung AA” = E,,.
d) A € O (n) gilt genau dann, wenn

n
Zafjiafjk: =0, 1 <i,k<n
j=1

gilt. Das ist aber nichts anderes als dass die Spaltenvektoren

Qay;

a2;
S; =

Q24

beziiglich des Standardskalarproduktes orthonormiert sind. Dass dies dquivalent
zur entsprechenden Aussage fiir die Zeilen ist, folgt einfach aus c).
e) Der unitére Fall geht analog zum orthogonalen Fall. m

Bemerkung 11.3 Teil d) des obigen Lemmas besagt einfach, dass eine quadrati-
sche Matriz genau dann orthogonal ist, wenn die Spalten eine orthonormierte
Basis von R™ bilden. Analog im unitdren Fall.

Die orthogonalen und unitdren Matrizen mit Determinante 1 spielen eine be-
sondere Rolle:
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Definition 11.4
SO(n)={A€O(n):detA=1},
SU(n)={Ae€U(n):detA=1}.
Die Matrizen in SO (n) heissen spezielle orthogonale Matrizen, und die in
SU (n) spezielle unitire Matrizen.

Lemma 11.5 SO (n) ist eine Untergruppe von O (n), d.h. die Menge der spezi-
ellen orthogonalen Matrizen ist abgeschlossen gegenitiber den Gruppenoperationen
in O (n). Fine entsprechende Aussage gilt fir SU (n).

Beweis. Wir diskutieren den orthogonalen Fall. FE, ist offensichtlich in
SO (n). Sind A, B in SO (n), soist AB € SO (n), denn erstens ist diese Matrix
orthogonal, weil O (n) beziiglich der Multiplikation eine Gruppe ist, und zweitens
gilt det (AB) = det Adet B = 1. Ist A € SO (n), so ist auch A~' € SO (n), was
sich sofort aus det (A~!) = (det A) ™" ergibt. m

Wir wollen nun den wichtigen Spezialfall von orthogonalen 2 x 2-Matrizen
diskutieren. Zunéchst jedoch der Trivialfall:

O1)={-1,1},U(Q1)={e¥:0<p<2r}.

Nun zu O (2) : Sei ( CCL eine reelle Matrix. Nach Lemma 11.4 ¢) ist diese

b
d
Matrix genau dann orthogonal, wenn die folgenden drei Gleichungen erfiillt sind:

a?+c=1, PP+d*=1, ab+cd=0.
Die erste Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn ¢ € [0, 27) existiert mit ( CCL ) =

( Z?ﬁg > Analog gilt fiir die zweite Gleichung, dass sie genau dann erfiillt ist,

wenn ¢ € [0, 27) existiert mit ( 2 ) = ( :?I?Z ) . Die dritte Gleichung bedeutet
dann

cos @ cos ) + sin g siny = cos (p — ) = 0.
Dies ist gleichbedeutend mit

P = (go + g) mod 27, oder

) = <<,0+ 3;) mod 27.

Es gibt also zwei Moglichkeiten fiir unsere Matrix
a b _ oSy TEme ) AT oder
c d sing  cosp @
[ cosp sing A
~ \ sing —cosp | ¢
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Im ersten Fall hat die Matrix Determinante 1, ist also in SO (2) . Im zweiten Fall
ist die Determinante —1.

Wir untersuchen als Néchstes die Eigenwerte dieser Matrizen.

Zunéachst die Eigenwerte von A«; : Das charakteristische Polynom ist

Xaz (x) = det (Af —2E,;) = (cosp — 2)? 4 sin? ¢

= 2% — 2xcosy + 1.

Die zwei Eigenwerte sind also

cos p & \/cos2 o — 1 = cos p + 1/ —sin? .

Man sieht also, dass die Eigenwerte nur fiir ¢ = 0,7 reell sind. Sie sind in
diesem Fall 1 bzw. —1 und in beiden Féllen algebraisch und geometrisch doppelt.
(A§ = FEy und A = —E5). Ansonsten sind die Eigenwerte e .
Nun zu den Eigenwerten von A_.
X4z (2) = det (A, —xE;) = — (cos p — x) (cos p + ) — sin” ¢

=2? — 1.

Wir erhalten also einfach die beiden Eigenwerte 1. A_ ist also &hnlich zur Matrix

(0 5)

Die beiden Eigenvektoren sind einfach zu bestimmen:

i ()
mt (i)

Wir erhalten also

cos (p/2) —sin(p/2) \ A ((cos(p/2) —sin(p/2) \ _ (1 0
( sin (p/2)  cos(p/2) ) 14 ( sin (¢/2)  cos(p/2) ) N ( 0 —1 )
Die Basistransformationsmatrix ist natiirlich A;f/z, also selbst orthogonal (sogar

in SO (2)).
Diese Situation ist wichtig genug fiir eine Definition. Wir geben sie parallel
fiir den Euklidschen und den unitdaren Fall an.

Definition 11.5 Seien A, B quadratische reelle Matrizen [bzw. quadratische
komplexe Matrizen]. Dann heissen A und B orthogonal dhnlich [bzw. unitdr
dhnlich/, wenn S € O (n) ezistiert mit

B=5"1A5=5TAS
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[bzw. wenn eine unitire Matriz U existiert mit
B=U"'AU=T" AUJ.

Die Matrizen € O (2)\SO (2) sind also orthogonal &hnlich zu der Matrix

1 0
(0 %)
Lemma 11.6 Sei (V,(,)) ein Euklidscher [bzw. wunitirer] Vektorraum. V =
(v1,...,v,) sei eine orthonormierte Basis. A sei eine n X n-Matriz. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

a) A€ O(n) [bzw. AeU(n)|.

b) Die Abbildung f :V — V| deren darstellende Matriz beziiglich V A ist, ist
eine Isometrie.

¢) Der Satz von Vektoren us, ..., u,, definiert durch u; :== ). a;v;, ist eine
orthonormierte Basis.

Beweis. Die Aquivalenz von a) und b) haben wir schon gezeigt: Orthogo-
nale Matrizen sind genau die darstellenden Matrizen von Isometrien beziiglich
orthonormierten Basen.

Wir zeigen die Aquivalenz von a) und c):

<Uj, Ut> = Zaijast (%%) = Zaijait'

%,8 %

Wir sehen also, dass die Orthogonalitidtsbedingung an die Matrix dquivalent ist
zu (uj,up) =0, 1 < j,t<n. m

Unsere néchste Aufgabe ist es, Normalformen fiir orthogonale und unitére
Matrizen zu finden. Wir brauchen zwei Voriiberlegungen, die als Lemmata for-
muliert sind:

Lemma 11.7 Sei V' ein beliebiger R-Vektorraum (# {0}) und f ein Endomor-
phismus. Dann existiert mindestens ein eindimensionaler oder ein zweidimen-
stonaler invarianter Unterraum.

Beweis. Hat f einen reellen Eigenwert, so existiert natiirlich ein eindimen-
sionaler invarianter Unterraum. Habe also f keinen reellen Eigenwert. Wir un-
tersuchen die Sache am einfachsten via Matrizen. Sei V = (vy, ..., v,) irgendeine
Basis von V und A die darstellende Matrix von f. Dann hat A sicher mindestens
einen komplexen Eigenwert A ¢ R, d.h. es existiert x € C™ \ {0} mit Az = Az.
Da A reell ist, folgt AT = AT, d.h. X ist ein Eigenwert mit Eigenvektor Z. Da
A nicht reell ist, folgt A # X, und damit folgt, dass 2 und 7 linear unabhingig
sind. Wir betrachten den reellen Vektor, der aus den Realteilen von x besteht:
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Rex := 1 (x4 ), und desgleichen Im z := - (¢ — Z) . Wir konnen natiirlich die

beiden Vektoren Rez und Im z als Elemente von C" auffassen. Da die Matrix

( : )
2
1
2i

regulér ist, folgt aus der Unabhéngigkeit von x und 7, dass Rex und Im x line-
ar unabhéngig sind. Damit sind sie aber natiirlich auch linear unabhéngig als
Vektoren in R™. Nun folgt

N[O |

1 1 -
ARew = 5 (Az + AT) = 5 (Az + A7)
=Re(Az) =ReARez —ImAImz

und analog
Almz = ReAImz + Im ARex.

Daraus folgt
ARex € L[Rex,Imz] und Almzx € L[Rex,Imz],

d.h. L[Rex,Imz] ist invariant unter der Abbildung R" > 2z — Az € R™
Dies iibertrdgt sich nun unmittelbar auf f : Der zweidimensionale Unterraum
L} Re(x;) v, > Im(z;) v;] ist invariant unter f. m

Lemma 11.8 (V,(,)) sei Euklidsch, f eine Isometrie. Ist der Unterraum U C
V invariant unter f, so ist auch das orthogonale Komplement U+ invariant unter

f.

Beweis. Zunichst eine Vorbemerkung: Ist f ein Isomorphismus und U ein
invarianter Unterraum unter f, so ist U auch invariant unter f~!. Der Beweis ist
einfach: Die Einschrénkung von f auf U, f|;, ist eine Abbildung U — U mit
Kern {0} . Daher ist diese Abbildung ein Isomorphismus, was impliziert, dass
Y (u) e U fiir u € U ist.

Nun zum eigentlichen Beweis des Lemmas: Sei v € U+. Dann gilt fiir jedes
Element u € U

(u, f(0)) = (F(f7 (), f(v) = (f" (u),v) wegenderIsometrieeigenschaft
= 0 nach der Vorbemerkung und v € U=,

Daraus folgt f (v) € U+. =

Satz 11.8 a) Sei (V,(,)) ein Euklidscher Vektorraum und f eine Isometrie.
Dann existiert eine orthonormierte Basis, beziiglich der die darstellende Matrix
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von f die folgende ,Kdistchengestalt“ hat:

_l’_
A@l n
A<P2

A+

O

—1

Die A:g sind dabei die friher eingefiihrten 2 x 2-Kdstchen. (Natirlich kénnen die
+1, —1 oder die Kdstchen auch fehlen).

b) Jede orthogonale Matriz ist orthogonal dhnlich zu einer Matrixz der obigen
Form.

Beweis. a) Wir fiithren eine Induktion nach n := dim V. n = 1,2 hatten wir
schon ausfiihrlich diskutiert.

1. Fall f habe einen (reellen) Eigenwert \. v sei ein zugehoriger Eigenvektor.
Dann gilt

Aol = [xoll” = ILf @I = {f (), f (v)) = {v,0) = |Jo]|*.

Somit ist A € {—1,1}.
Sei U := L[v]. U ist natiirlich ein eindimensionaler invarianter Unterraum.

Nach Lemma 10.3 gilt
V=UgU™* (11.12)

und demzufolge hat U+ die Dimension n — 1. Nach Lemma 11.8 ist U~ ebenfalls
invariant unter f. Wir kénnen daher f auf U~ einschrinken. Die Einschrinkung
bezeichnen wir mit f’. f’ ist dann € Iso (U L) (beziiglich der Einschrankung des
Skalarproduktes auf diesen Unterraum). Nach Induktionsvoraussetzung existiert
daher eine daher eine Basis s, ..., v, beziiglich der die darstellende Matrix B
von f’ die obige Kéastchenform hat. Wegen (11.12) ist vs, ..., v,, v eine Basis von
V, und da U und U* invariant unter f sind, folgt, dass die darstellende Matrix
von f beziiglich dieser Basis durch

(o %)

gegeben ist, wobei A = +1 ist. Durch eine eventuelle Umstellung der Basis erhélt
man die gesuchte Késtchenform.
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2. Fall: f habe keinen (reellen) Eigenwert. In diesem Fall gibt es keine inva-
rianten eindimensionalen Unterrdume. Nach Lemma 11.7 existiert dann jedoch
mindestens ein zweidimensionaler invarianter Unterraum, nennen wir ihn wieder
U. (11.12) gilt nach wie vor, und U und U+ sind beide invariant. Sei f, die Ein-
schrinkung von f auf U und f, die Einschrankung von f auf U+. Wahlen wir
eine beliebige orthonormierte Basis vy, v von U, so ist die darstellende Matrix
von f; beziiglich dieser Basis eine orthogonale Matrix, und demzufolge ist sie
eine der Matrizen A7 oder A7. Nun hat aber letztere stets Eigenwerte (£1), was
wir jedoch in diesem Fall ausgeschlossen hatten. Auf fo kénnen wir wieder die
Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten eine Basis vs, ..., v, von U™,
beziiglich der die darstellende Matrix B eine (n —2) x (n — 2)-Késtchenmatrix
ist. Dann ist die darstellende Matrix von f

(¥ 5)
0 B )’
Damit ist Teil a) bewiesen.

b) folgt sofort aus a), denn b) ist nur eine matrizentheoretische Umformu-
lierung von a): Eine orthogonale Matrix definiert beziiglich einer (beliebigen)
orthonormierten Basis eine Isometrie. Wenden wir a) auf diese Isometrie an,
so erhalten wir eine neue orthonormierte Basis, beziiglich der die darstellende
Matrix die Késtchenform hat. Die Matrix der Basistransformation ist selbst
eine orthogonale Matrix, denn sie transformiert eine orthonormierte Basis in eine
orthonormierte. Somit ist jede orthogonale Matrix orthogonal dhnlich zu einer
Matrix der Késtchenform. m

Bemerkung 11.4 Die Anzahl der —1 in der Kdstchenmatrix kann man noch
0

, , , -1 L ‘
reduzieren: Die Matrix ) ist einfach AY, sodass man die Kdistchen-

0 -1
matriz darauf reduzieren kann, dass nur noch eine —1 oder gar keine vorhanden

iwst. Die Matriz ist natiirlich AJ; die Einsen lassen wir jedoch besser

10
01
stehen. Wir kénnen also zu einer Kdistchenmatriz gelangen mit den Winkeln
i € (0,27), einer Anzahl +1 und einer oder keiner —1. Die Matriz hat dann

Determinante +1, wenn keine —1 vorkommt, und sonst hat sie Determinante —1.

Der unitére Fall ist noch etwas einfacher als der Euklidsche, da wir hier stets
Eigenwerte haben:

Satz 11.9 a) Sei (V,(,)) ein unitirer Vektorraum und f eine Isometrie. Dann
existiert eine orthonormierte Basis von V', beziiglich der die darstellende Matrix
eine Diagonalmatriz ist, deren Fintrdge in der Diagonalen alle Betrag 1 haben,
die also von der Form e'¥* sind fiir 1 <k <mn =dimV.

b) Jede unitire Matriz ist unitdr dhnlich zu einer Diagonalmatriz dieser Form.
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Beweis. Da V ein komplexer Vektorraum ist, existieren stets Eigenwerte von
f. Sei A € spec (f) und v ein Eigenvektor. Dann gilt

AP o)l = Ow, do) = (f (), f (0)) = (v, 0) = [Jv]]*.
Wegen v # 0, d.h. ||[o||* # 0 folgt |A| = 1, d.h. es existiert ¢ € [0, 27) mit A = e
Der Rest des Arguments geht genau gleich wie im Euklidschen Fall (Fall 1). =

11.6 Selbstadjungierte Abbildungen

(V,(,)) sei ein Euklidscher oder unitdrer Vektorraum.

Definition 11.6 FEin Endomorphismus f : V. — V heisst selbstadjungiert
oder symmetrisch (letztere meist im Euklidschen Fall), falls

(f (v),w) = (v, f(w)), Yo,w eV
qgilt.

Lemma 11.9 V = (vy,...,v,) sei eine orthonormierte Basis von V.

a) Euklidscher Fall: f ist genau dann symmetrisch, wenn die darstellende
Matriz beziiglich V symmetrisch ist.

b) Unitarer Fall: f ist genau dann selbstadjungiert, wenn die darstellende
Matriz beziiglich V Hermitesch ist.

Beweis. Wir beweisen b): Aus der Linearitdt von f und der Sesquilinearitét
des Skalarproduktes folgt sofort, dass f genau dann selbstadjungiert ist, wenn

(f (Vi) v5) = (i, £ (vg)), Vi, j

gilt. Sei A = (a;;) die darstellende Matrix von f beziiglich V. Dann ist die linke
Seite der obigen Gleichung

n n
E AV, U5 ) = E (077 <Uk,Uj> = Qyjs,
k=1 k=1

und die rechte Seite
n n
v, E gV ) = g arj (Vi, V) = 5.
k=1 k=1

Somit ist f genau dann selbstadjungiert, wenn aj; = @;; fiir alle 4,5 gilt, d.h.
wenn A Hermitesch ist. m
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Bemerkung 11.5 Die Figenschaft, dass die darstellende Matrix von [ symme-
trisch ist, hat fir Vektorrdume ohne Skalarprodukt keine basisunabingige Be-
deutung: Ist A symmetrisch und S eine requlire Matriz, so ist im Allgemeinen
STYAS nicht symmetrisch.

In einem Fuklidschen Vektorraum hat jedoch die Symmetrie der darstellenden
Matrix beziiglich einer orthonormierten Basis eine basisunabhdngige Bedeutung.
Ist die darstellende Matriz symmetrisch, so ist sie es auch beziiglich einer belie-
bigen anderen orthonormierten Basis. Dies sieht man auch auf der Ebene von
Matrizen sofort. Die Matrix einer Basistransformation von einer orthonormier-
ten Basis zu einer anderen orthonormierten ist orthogonal. Ist A symmetrisch
und S orthogonal, so gilt ST*AS = STAS, was offensichtlich wieder symmetrisch
ist. Analog: Ist A Hermitesch und S unitir, so ist S™*AS wieder Hermitesch.

Bemerkung 11.6 Die Menge der symmetrischen (bzw. selbstadjungierten) En-
domorphismen ist nicht abgeschlossen gegeniiber Komposition: Sind f, g symme-
trisch, so ist f o g i.a. nicht symmetrisch:

(f (g (0),w) = (g (), f(w)) = (v,g9 (f(w))).

f ogist also genau dann symmetrisch, wenn fog = go f gilt. Letzteres ist aber
in der Regel nicht der Fuall.

Die Menge der symmetrischen Endomorphismen bilden jedoch einen R-Vek-
torraum: Sind f,g symmetrisch, und sind o, 3 € R, so folgt sofort dass af + Bg
symmetrisch ist.

Eine dhnliche Aussage gilt fiir selbstadjungierte Endomorphismen in einem
unitaren Vektorraum, wobei man sich jedoch beschrdnken muss: Ist f selbstad-
gungiert und ist « € C, so ist af i.a. nicht selbstadjungiert:

(af (v),w) = a{f (v),w) = alv, f(w))
= (v,af (w)).
Man sieht somit, dass af nur dann selbstadjungiert ist, wenn o € R ist. Die

Menge der selbstadjungierten Endomorphismen eines unitdren Vektorraums bil-
den somit einen R-Vektorraum und keinen C-Vektorraum.

Lemma 11.10 Sei V' # {0}. Jeder symmetrische Endomorphismus eines Eu-
klidschen, bzw. selbstadjungierte Endomorphismus eines unitiren Vektorraums,
hat mindestens einen reellen Figenwert. Alle Figenwerte des Endomorphismus
sind reell.

Beweis. Wir betrachten den unitéren Fall:
Sei f selbstadjungiert und A € spec f. Dann existiert eine Eigenvektor v # 0
und es gilt:

Mll* = A v, v) = (w,v) = (f (v),v)
= (v, f (v)) = (v, 20) = X|jo||*.

234



Wegen ||v]| # 0 folgt A = A. Somit sind alle Eigenwerte reell.

Ist f ein symmetrischer Endomorphismus eines Euklidschen Vektorraums, so
betrachten wir die darstellende Matrix beziiglich einer beliebigen orthonormierten
Basis. Diese Matrix ist nach Lemma 11.9 symmetrisch. Aufgefasst als komplexe
Matrix ist sie also Hermitesch. Nach der Uberlegung im unitéiren Fall folgt also,
dass diese Matrix ausschliesslich reelle Figenwerte hat, welche somit auch die
Eigenwerte von f sind. m

Satz 11.10 (Spektralsatz, Hauptachsentransformation) Sei f : V — V
ein Endomorphismus. f ist genau dann symmetrisch (bzw. selbstadjungiert),
wenn eine orthonormale Basis existiert, die f reell diagonalisiert.

Beweis. I) Ist f mit einer orthonormierten Basis reell diagonalisierbar, so ist
f nach Lemma 11.9 offensichtlich symmetrisch (bzw. selbstadjungiert), da jede
reelle Diagonalmatrix symmetrisch ist, bzw. Hermitesch.

IT) Sei umgekehrt f symmetrisch, bzw. selbstadjungiert. Wir diskutieren den
selbstadjungierten Fall (in einem unitidren Vektorraum) und zeigen mit Induktion
nach n := dim V, dass f mit einer orthonormierten Matrix reell diagonalisierbar
ist. Wie wir schon wissen, hat f nur reelle Eigenwerte.

Die Induktionsverankerung n = 1 ist trivial.

Sei also n > 2. Sei A € spec(f). Nach Lemma 11.10 ist A € R. Sei v ein
Eigenvektor. Wir konnen (mit einer Streckung) annehmen, dass ||v|| = 1 gilt. Sei
U das orthogonale Komplement von L [v] .

Der springende Punkt ist, dass U f-invariant ist. Dies sieht man wie folgt:
Sei v € U. Dann gilt

<f (u) 7U> = <u7f (U)> = <u7 )‘U> = X<U7U> =0.

Somit ist f (u) € U.

Wir betrachten nun die Einschrankung f’ von f auf U. Diese ist natiirlich
auch selbstadjungiert. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine orthonor-
mierte Basis vo,...,v, von U, die f’ reell diagonalisiert. Dann ist v, vs,..., v,
eine orthonormierte Basis von V, die f reell diagonalisiert. m

Korollar 11.1 a) Jede symmetrische Matriz ist orthogonal dhnlich zu einer re-
ellen Diagonalmatriz.
b) Jede Hermitesche Matrix ist unitdr dhnlich zu einer reellen Diagonalmatriz.

Wir wollen noch kurz auf einen Zusammenhang von Endomorphismen und
Bilinearformen, und speziell von symmetrischen Endomorphismen und symme-
trischen Bilinearformen eingehen. Es ist dem Leser hoffentlich schon aufgefal-
len, dass eine Ahnlichkeitstransformation mit orthogonalen Matrizen genau der
Transformation von Grammatrizen entspricht: Ist A orthogonal dhnlich zu B,
d.h. existiert eine orthogonale Matrix S mit B = S~'AS, so ist das auch STAS.

235



Das ist genau das Transformationsverhalten von Grammatrizen bei einem Basis-
wechsel. Wir wollen das nun etwas abstrakter formulieren. Wir diskutieren nur
den Euklidschen Fall.

Sei (V, (, }) ein Euklidscher Vektorraum. Ist f : V' — V ein Endomorphismus
(beliebig zunéchst), so definieren wir die Abbildung ¢ :V x V — R durch

(v, w) = (f (v),w).

Man sieht sofort, dass ¢ eine Bilinearform ist. Nun kann man sich sehr einfach
iiberlegen, dass sich jede Bilinearform in dieser Weise darstellen ldsst. Dazu
erinnern wir uns des Isomorphismus ¢ zwischen V' und V*, den wir zum Beginn
des Kapitels vorgestellt hatten: Fiir v € V ist ¢ (v) das Element in V* mit
¢ (v) (w) = (v,w). Wir bezeichnen diesen Isomorphismus hier mit . Sei nun ¢
eine beliebige Bilinearform auf V. Fiir jedes v € V' ist die Abbildung w — ¢ (v, w)
ein Element in V*. Wir konnen deshalb dessen Inverses unter i) betrachten. Das
ist ein Element v € V mit ¢ (v) (w) = (v,w) = ¢ (v,w) fir alle w € V. Nun
muss man sich iiberlegen, dass die Abbildung V' > v — v € V linear ist, was
dem Leser iiberlassen sei. Wir bezeichnen diese Abbildung mit f. f ist also ein
Endomorphismus. Damit erhalten wir ¢ (v,w) = (f (v),w) fiir alle v,w € V.
Wir haben damit bewiesen, dass f — ¢y surjektiv ist. Es ist nicht schwer
zu zeigen, dass diese Abbildung ein Vektorraumisomorphismus zwischen dem
Vektorraum der Endomorphismen und dem Vektorraum der Bilinearformen ist.
Die Bilinearform ¢y ist genau dann symmetrisch, wenn

(f (), w) = (f(w),v) = (v, f(w)), Vo,w eV

gilt, d.h. wenn f geméss unserer Definition 11.6 symmetrisch ist.

Wir kénnen nun unseren Spektralsatz 11.10 noch etwas anders interpretieren.
Er besagt, dass fiir einen symmetrischen Endomorphismus eine orthonormale Ba-
sis V = (v1,...,v,) existiert mit f (v;) = \jv;. Fiir die symmetrische Bilinearform
5 bedeutet das

wr (vi,v5) = (f (Vi) ,v5) = (A, v;) = Nidyj.

Die V-Basis diagonalisiert also diese symmetrische Bilinearform im Sinne von Ka-
pitel 10. Allerdings wissen wir aus dem Satz von Sylvester, dass wir die Gram-
matrix weiter zu einer Matrix mit nur noch £1 und Nullen in der Diagonalen
vereinfachen konnen; dies geht jedoch dann nicht mehr mit einer orthonormier-
ten Basis (aber noch mit einer orthogonalen, denn wir brauchen ja die v; nur
noch zu strecken).

Wir kommen noch zu einer variationellen Beschreibung der Eigenwerte eines
symmetrischen oder selbstadjungierten Endomorphismus, deren unendlichdimen-
sionalen Versionen in der Analysis und der Mathematischen Physik eine grosse
Rolle spielen.

236



Wir betrachten einen symmetrischen Endomorphismus f eines Euklidschen
Vektorraumes, oder einen selbstadjungierten eines unitéren. Der selbstadjun-
gierte Fall geht genau gleich wie der Euklidsche; wir begniigen uns mit letzterem.
Wir wissen schon, dass die Eigenwerte alle reell sind und der Endomorphismus
diagonalisierbar ist. Seien A, < \,,_1 < ... < A\ die der Grosse nach geordneten
Eigenwerte und F;, 1 < ¢ < m, die Eigenrdume. Da f diagonalisierbar ist gilt

Ferner stehen nach dem Spektralsatz die Eigenrdume alle senkrecht aufeinander.

Satz 11.11 FEs gilt
ey L@0

: (11.13)
veV, v#£0 ||U||

und fiir k > 2

lv

k-1
Ak:sup{%:vL@El}. (11.14)

(v L U bedeutet, dass v orthogonal zu allen Vektoren in U ist).

Beweis. Jedes Element v € V' hat eine eindeutige Darstellung
v = zm:m, v; € B (11.15)
i=1
Dann gilt
lol* = in: loall*
i=1
f(v) = Zf (vi) = ZM%
i=1 i=1
(@) 0 = 3l
i=1
Somit folgt fiir alle v € V :
() 0) <0 Yl = A ol
i=1

Andererseits gilt natiirlich fir v € Ey : (f (v),v) = A ||Jv||*. Damit ist (11.13)
bewiesen. (11.14) folgt ganz analog: Man muss nur beachten, dass die Vektoren v,
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die senkrecht auf @f:_ll E; stehen, genau die Elemente sind, die in der Darstellung
(11.15) v; = ... = vp_1 = 0 haben. Der Rest des Argumentes geht genau gleich.
|

Zum Schluss dieses Abschnittes geben wir noch eine

Anwendung auf stochastische Matrizen.

Zur Erinnerung: Eine stochastische Matrix P = (p;), ,., war eine reelle
quadratische Matrix mit nicht-negativen Komponenten und ibij =1 fiir alle
i € I. (I ist eine endliche Menge, die wir natiirlich mit 1, ..., n durchnumerieren

]
irreduzibel und aperiodisch ist (siehe Kapitel 8). Wie wir in diesem Kapitel ge-
sehen hatten, existiert dann eindeutig ein stationidrer Wahrscheinlichkeitsvektor

(Wi)iel mit

konnen). P" = <p(m> ist die n-te Potenz. Wir setzen nun stets voraus, dass P

> 0, \V/Z, Zﬂ-i = 1, Z?Tipij = Tj, VJ

Eine sehr spezielle aber in Anwendungen wichtige Situation liegt vor, wenn die
sogenannte , detailed balance* Bedingung erfiillt ist:

ﬂ-ipij = ijjiu \V/’l,j (1116)
Definition 11.7 Fin stochastische Matriz, die (11.16) erfillt heisst reversibel.

Zu der stochastischen Matrix P definieren wir nun den zugehétrigen Endomor-
phismus fp : Rl — R!) fp (z) := Pz. Zudem fiihren wir das folgende Skalarpro-

dukt auf R’ ein:
(z,y), = Zﬂ%’yi-
el

Lemma 11.11 Ist P reversibel, so ist fp symmetrisch beziiglich dieses Skalar-
produktes.

Beweis. Fiir z,y € R gilt
(fr(2),y), = Zﬂpiﬂjyi = Zﬂjpﬁ%‘%’ = (2, fr(Y)), -
1,] 1]

Bemerkung 11.7 P selbst braucht natirlich keine symmetrische Matrix zu sein.
Die darstellende Matrixz von fp beziiglich einer orthonormierten Basis ist jedoch
symmetrisch. Die Standardbasis von R ist jedoch i.a. nicht orthonormiert. Al-
lerdings gewinnt man natiirlich eine orthonormierte Basis aus der Standardbasis
sehr einfach durch Streckung der Basisvektoren. Der Leser mége sich als Ubungs-
aufgabe tiberleben, wie die darstellende Matriz von fp beziiglich dieser orthonor-
mierten Basis dann aussieht.
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Fiir reversible stochastische Matrizen gilt daher spec (fp) C R. Genauer: Wir
wissen aus Kapitel 8, dass die Eigenwerte vom Betrag < 1 sind. In unserem
Fall gilt also spec (fp) C [—1,1]. 1 ist immer ein Eigenwert einer stochastischen
Matrix. Wenn P irreduzibel und aperiodisch ist, so ist 1 ein algebraisch einfacher
Eigenwert, und —1 ist kein Eigenwert. (Alle von 1 verschiedenen Eigenwerte
haben Betrag < 1). Wir ordnen die Eigenwerte der Grosse nach:

_1<)\m§)\m71§---§)\2<)\1:17

wobei wir Eigenwerte, die algebraisch mehrfach sind, auch entsprechend oft auf-
schreiben. Mit dieser Festsetzung ist m die Anzahl der Elemente in I. Von be-
sonderer Bedeutung ist die sogenannte Spektralliicke

A:=min (1 — A, A\, +1).

Sie gibt also einfach an, wie weit die von 1 verschiedenen Eigenwerte vom Rand
von [—1, 1] entfernt sind. (Wir nehmen an, dass m = |I| > 2 ist.)
Wie wir aus Kapitel 8 schon wissen, gilt fiir jede irreduzible und aperiodische

Matrix P : w

lim p;;” =

n—oo

i, Vi, J.
Dies kéonnen wir fiir reversible Matrizen nun noch wesentlich préziser beschreiben:
Satz 11.12 Sei P reversibel, irreduzibel und aperiodisch. Dann gilt fiiri € I und

neN:
>

1
Vi

p —m;

(1-A)".

<

1 <n>>2 n) |, o L7 )2
:E:_ ()™ _ g , :E:_<..>_1,
jﬂ-j <<pz] Trjpz] +7T] jﬂ-j pzy
Z 1 (n>> Z (n) (n)l L e
j 77]‘ < szzj pzy o sz” :

Somit erhalten wir

2 1
) < —p _ 1. (11.17)
T



Da P reversibel ist, existiert eine orthonormierte Basis V = (vq,...,v,) von
Eigenvektoren, wobei v; der Eigenvektor zu A; = 1 sei, d.h.

1
n=|: 1. (11.18)
1

(Dieser Vektor ist normiert in unserem Skalarprodukt). Wie die anderen Eigen-
vektoren aussehen, konnen wir natiirlich nicht sagen. Wir bezeichnen ferner mit
& =(ey,...,ey) die Standardbasis. Dann ist

n 1
pi = — (es, fpon (€1))

7

— Wi <Z] (s, v5), vj, fpen <Z] (en, ;). Uj)>7T
= ﬂ% Z )\gn <ei, Uj>721_ (11‘19)

1 9 1 o 9
= ﬂ_—z <€Z',Ul>7r -+ ;’L Z )\j <€i7 Uj>7r .

J#1
Nun ist (e;, v1), wegen (11.18) einfach 7;, sodass der erste Summand oben einfach
m; ist. Fiir den zweiten Teil beniitzen wir, dass |A;| <1 — A, fir j # 1 gilt, und
somit

D N env)2 < (1= A" es,v5)?
i1 i1
<(1=2)") (e v)2 = (1= A" [lesl2 = (1= A)*" 7.
j

Kombinieren wir das mit (11.17) und (11.19), so ergibt sich
2 _ 1 n 2 _ 1 2n
(Zj ) Sﬁz/\? {eivj), < —(1=A)™.
i A

e
Damit ist der Satz bewiesen. m
Das néchste Problem ist natiirlich die Bestimmung oder Abschitzung der
Spektralliicke. Das ist in der Regel ein schwieriges Problem. Eine explizite Be-
stimmung ist ohnehin nur in Ausnahmefallen moglich.

Py’ =

11.7 Eine Darstellung des dreidimensionalen Euklidschen
Raumes

Wir benétigen einige Voriiberlegungen iiber die Spur von Matrizen. Wie schon
frither eingefiihrt, sei M (n, K) der Vektorraum der n X n-Matrizen mit Koef-
fizienten im Korper K. Ist A € M (n, K), so ist die Spur trace (4) € K. Wir
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betrachten die Abbildung
M(n,K)x M (n,K) > (A, B) — trace (AB) . (11.20)
Die folgenden Eigenschaften sind sehr leicht nachzupriifen:
e Fiir Matrizen A, B gilt

trace (AB) = trace (BA)

e Fiir o,/ € K und Matrizen A, A, B gilt

trace ((aA + o’ A") B) = atrace (AB) + o trace (A’'B) .

Damit ist (11.20) eine symmetrische Bilinearform auf M (n, K) .
Wir betrachten nur einen Spezialfall. Sei H die Menge der Hermiteschen
2 x 2-Matrizen mit Spur O :

H::{(a b ):aER,bEC}.
b —a

Die Menge der Hermiteschen Matrizen ist ein R-Vektorraum, und H ist ein Unter-
raum, also selbst ein R-Vektorraum. Eine Hermitesche Matrix der obigen Form
kénnen wir wie folgt schreiben

(% _ba):Re(b)((l) (1))+Im(b)((2.) _0’)+a((1) _01)

Definition 11.8 Die drei Matrizen

(01 (0 = /(1 0
=1 0)27 i o0 )T Lo -1

nennt man die Pauli-Matrizen.

Die drei Pauli-Matrizen spannen offenbar H als R-Vektorraum auf und sie
sind linear unabhéngig. Demzufolge bilden sie eine Basis von H. Wir fithren nun
die oben schon diskutierte Bilinearform auf H ein (mit einem unwichtigen Faktor

1/2) : Fir A, B € H sei
1
(A, B) = 5 trace (AB) .
Lemma 11.12 a) (A, B), € R und (-, ) ist ein Skalarprodukt auf H.
b) (A, B), =0 gilt genau dann, wenn AB + BA =0 ist.

c) 01,09, 03 ist eine orthonormierte Basis.
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Beweis. a) Da trace (AB) = trace (AB) = trace (A"BT) = trace (AB)
gilt, ist (A, B), reell. Wir hatten schon gesehen, dass (-, ), symmetrisch und
bilinear ist. Sei A € H. A ist reell diagonalsierbar mit Eigenwerten A{, A\o. Wegen
trace (A) = 0 folgt Ay + Xy = 0, d.h. es gibt die zwei Eigenwerte A und —\. Somit
hat A2 den Eigenwert A\? mit Vielfachheit 2, d.h. es gilt einfach A2 = A\2FE,. Damit
gilt

(A, A)y = %trace (A%) =X >0

und = 0 genau dann, wenn A = 0 ist, d.h. A = 0. Damit ist bewiesen, dass (-, -)
positiv definit ist.

b)

2 trace (AB) = trace ((4 + B)2) — trace (A?) — trace (B?) .

Nun sind, wie oben gesehen, A% und B? Vielfache der Einheitsmatrix. Das gleiche
gilt fiir (A + B)?, denn es gilt A+ B € H. Somit gilt trace (AB) = 0 genau dann,
wenn (A 4+ B)® — A2 — B? = 0 gilt, d.h. wenn AB + BA = 0 ist.

c¢) Die folgenden Multiplikationsregeln der Pauli-Matrizen sind sehr leicht zu

iiberpriifen:
d=d=at= (g 1)

0109 = —0901 = ’iO‘g
0903 — —0309 = iO'l
0301 = —0103 = iO’Q.

Nach b) folgt also
<0i70j>H = 61’]‘7 1 S Z,j S 3

Korollar 11.2 (H, (., .)g) ist isometrisch zum 3-dimensionalen Euklidschen
Raum.

Wir betrachten nun eine wichtige Abbildung U (2) — Iso(H,(:,-)y). Sei
U € U (2). Wir definieren U : H — H durch

U(A):=UAU".

Lemma 11.13 ) Fir Ac H, U € U (2) ist U (A) € H.
b)Uelso(H,(., . )u).

Beweis. a)

(AU = (U ATUT = TAU-.
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Somit ist U (A) Hermitesch. Weiter gilt
trace (UAU ") = trace (A) = 0.

b) U ist offensichtlich linear und invertierbar mit U1 = U~!. Fiir A, Be H
gilt

<(7 (4), U’(B)> - %traee (UAU-'UBUY) = %traee (UABU™)

H

1
= §trace (AB) = (A, B) .

]

Die darstellende Matrix von U beziiglich einer beliebigen orthonormierten
Basis von H ist damit orthogonal. Nehmen wir speziell die Pauli-Matrizen als
Basis von H, so gilt nach Satz 11.5

ﬁ(az-) = Z <(7(U,) ,0’j>HO'j ,

und die darstellende Matrix A = (a;;) ist somit gegeben durch
- 1
%j:<U@U%UOH=:§UMBaﬂUUAUO, 1<i,j<3.

Wir bezeichnen mit & diejenige Abbildung, welche einem U € U (2) diese dar-
stellende Matrix zuordnet. Das heisst, ® : U (2) — O (3) ist definiert durch
®(U) := (4 trace (Uo;U'0y)) Hier einige wichtige Eigenschaften dieser
Abbildung;:

1<i,j<3°

Proposition 11.2 a) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es gilt
o d (EQ) = E3
e O UV)=d((U)D(V), U,V eU(2)
(U HY=0WU) ", UecU(2).
b) @ (-U)=U
c) ®(U) € SO (3) fir alle U € U (2).
d) ®|su(2) bildet SU (2) surjektiv auf SO (3) ab.

Beweis. a) Die erste Aussage ist evident. Fiir die zweite beachte man, dass
ftwrU,VelU(2),AcH

UV)(A) = UVAUV) " =U (VAV YU =T (f/ (A))
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gilt, d.h. (U/V) = U o V. Daraus folgt die Behauptung. Die dritte Aussage folgt
aus den ersten beiden.

b) ist evident.

c¢) Wir verwenden Satz 11.9. Zu U € U (2), existiert S € U (2) und 1, p2 €

0, 27) mit
o1 eiwl 0
oo (0 )s

itp1
Ut:S‘l(e 0 )SeU(Q),Ogtgl.

Wir definieren

0 eite2

Die Matrixelemente von U; sind stetige Funktionen in ¢t. Daraus folgt, dass die
Matrixelemente von ® (U;), die gegeben sind durch %trace (Utint_laj) , stetige
Funktionen in ¢ sind. Somit ist auch det (® (U;)) eine stetige Funktion in ¢.
det (® (U;)) kann aber nur die beiden Werte —1 und +1 annehmen (es ist die
Determinante einer orthogonalen Matrix). Damit muss

det (@ (U)) = det (& (U3)) = det (& (Up)) = det (B3) = 1

gelten.
d) Sei B = (b;;) € SO (3). Wir suchen U € SU (2) mit & (U) = B.
Wir definieren fiir j € {1,2,3} die komplexen 2 x 2-Matrizen

3
&= Zbij@'- (11.21)
i=1

Damit ist

®(U)=B+=Ulo)=¢, j=123
o =U""'gU, j=1,23.

Die ¢; kénnen wir natiirlich wie iiblich als lineare Abbildungen C* — C? auf-
fassen. Wir suchen also ein unitére Basistransformation in SU (2), sodass die
darstellenden Matrizen der §; in dieser neuen Basis gerade durch die o; gegeben
sind.

Da B eine orthogonale Matrix ist, ergibt sich aus (11.21), dass (&, &9, &3)
wie (01,09, 03) eine orthonormierte Basis von H ist. Daraus folgt &2 = E, (vgl.
Beweis Lemma 11.12 a)), trace (§;) = 0, ¢ = 1,2, 3. Die &; sind also alle Hermitesch
mit Eigenwerten +1 und —1.

Wir beginnen mit &;. Nach dem Spektralsatz ist &3 unitdar dhnlich zu o3 =

( (1) _01 ) . Es existiert also eine Matrix V € U (2) mit
V&GV = o3. (11.22)
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V' ist nicht ganz eindeutig: In den Spalten miissen einfach Eigenvektoren der
Léange 1 von &3 stehen. Diese sind dann automatisch orthogonal; wir haben je-
doch noch die Freiheit, diese Eigenvektoren mit Zahlen e zu multiplizieren. Dies
werden wir weiter unten ausniitzen, um V' noch etwas zu verdndern. Wir schrei-
ben V' = (vy,vq), v; die Spaltenvektoren von V. Wir untersuchen nun, welche
Folgerungen wir aus (11.22) fiir & und & ziehen kénnen. vy ist ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1 von &;. Unter Ausniitzung von (£1,&3); = 0 und Lemma 11.12
b) erhalten wir

§ivr = §i1§301 = —&36101.
Somit ist &vp ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 von &3, d.h. von der Form awvs,

a € C. Analog folgt, dass & vy ein Eigenvektor zum Eigenwert +1 von &3 ist.
Somit folgt, dass V=&V von der Form

1 (0D
ist. Da die Matrix auf der rechten Seite nach wie vor Hermitesch ist, folgt a = b,

und wegen &2 = B, : |a|’ = |b|* = 1. Somit ist V"',V von der Form

—1 0 G_M
Vv €1V: i\ 0 ,OS)\<27T.

Analog folgt

0 e
-1 = : <
VLV (e”‘ 0 ),O_u<27r.
Wir kénnen nun A und g noch etwas weiter einschranken: Aus &€, = —&¢; folgt
0 e 0 e i etu=2) 0 etA—n) 0
( e 0 ) ( e" 0 ) B ( 0 el ) T ( 0 el ) '
Daraus folgt e?* = —e?* und damit e = +ie™.
Folgerung: Fiir jede unitdre Matrix V, die (11.22) erfiillt, existiert A mit
N 0 e _ 0  Fie ™
1 _ 1 _

Wir versuchen nun, eine Matrix U € SU (2) mit Spaltenvektoren uy, us so zu
konstruieren, dass o; = U71&U gilt. Wir beginnen mit einer beliebigen Matrix
V e U(2), die (11.22) und (11.23) erfiillt, und versuchen es mit u; = e™wvy,
uy = ey, wobei wir ¢, noch bestimmen miissen. Fiir jede Wahl von ¢,
bleibt (11.22) richtig und es gilt U € U (2) . Es ist dann

e [e® 0 0 e e 0
v §1U—( 0 e_w)<eiA 0 0 ¥

0 eil=A )
=\ ei-Atv—g) 0 -
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Waéhlen wir ¢, 1) so dass
A+ —p=0 (11.24)

_ 01
U1§1U:(1 0>zal.

Ferner folgt mit derselben Rechnung

gilt, so ist

U6U = +o,.

Wir zeigen nun, dass U _1A§2U = —oy nicht moglich ist. Wére dies richtig, so wire
Uloy) =& =Y, bioi, U(os) = =& = =, bipoy, und U(os) = & = >, bizoy.
Weil die Determinante von B gleich 1 ist, wire die Determinante der darstellenden
Matrix von U gleich —1, im Widerspruch zu Teil ¢) dieser Proposition.

Nun sind wir noch nicht ganz fertig, denn wir haben erst gezeigt, dass zu
jeder orthogonalen Matrix B eine Matrix U € U (2) existiert mit ® (U) = B.
U nach der obigen Konstruktion ist jedoch noch nicht ganz eindeutig. Es gilt
offensichtlich @ (e"?U) = B fiir jedes p € [0,27). Nun ist jedoch

det (e”U) = e det (U).
Da jede unitdre Matrix U eine Determinante vom Betrag 1 hat, folgt also, dass
fiir genau zwei Werte p die Matrix U’ := €U in SU (2) ist: p = p1, p = p2 =
p1 + . Die zwei Moglichkeiten, U’ zu bestimmen, unterscheiden sich nur durchs

Vorzeichen.
Damit ist die Proposition vollsténdig bewiesen. m

Bemerkung 11.8 Die obige Konstruktion einer Matriz U € SU (2) mit & (U) =
B ist im wesentlichen eindeutig, bis auf die Fretheit in der Wahl von p im obigen
Beweis. Daraus ergibt sich, dass zu jeder Matriz B € SO (3) genau zwei Matrizen
U € SU (2) existieren mit ® (U) = B. Diese beiden Mdglichkeiten unterscheiden
sich nur durch das Vorzeichen. Man sagt auch, SO (3) sei durch SU (2) zweifach
tiberlagert.

Die Struktur von SU (2) ist relativ einfach zu bestimmen: Ist die Determi-

nante einer Matrix
U:(ab),am@deQ
c d

gleich 1, so ist ihr Inverses gleich

Ul — d —b
—c a )
Somit ist U genau dann in SU (2), wenn U von der Form

( “ E) mit |a|® 4 b =1 ist.
b a
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Schreiben wir a, b in Real- und Imaginérteil, so erhalten wir

. . 4
o Ty +1ry Xzt uxg Z 2
SU(z)_{(—strim x1—ix2>'IJER’,1%_1}'
j:

SU (2) kann als Punktmenge also einfach als dreidimensionale Sphére in einem
vierdimensionalen FEuklidschen Raum aufgefasst werden. Man bezeichnet diese
als S3. Dies ist etwas unprizise: SU (2) hat als Punktmenge auch die gleiche
Miéchtigkeit wie R, das Intervall [0, 1] oder R d.h. es gibt bijektive Abbildun-
gen von SU (2) nach R, nach [0,1], bzw. nach R'%. Das ist nicht sehr schwer zu
sehen, ist jedoch hier nicht gemeint: SU (2) kann nicht , unter Erhalt der Stetig-
keitsstruktur“ mit R oder R% identifiziert werden, wohl aber mit S, d.h. es gibt
eine bijektive Abbildung ¢ : SU (2) — S3, sodass ¢ und ¢! stetig sind. Man
nennt eine derartige Abbildung einen Homdomorphismus. Der Leser moge
sich {iberlegen, dass wir genau einen derartigen Homéomorphismus konstruiert
haben. Man sagt, dass SU (2) ,,topologisch“ mit der dreidimensionalen Sphére
identifiziert werden kann.

Topologisch erhélt man SO (3) , indem man in S? die Antipoden identifiziert.
(Man kann sich jedoch zunéchst nur schwer vorstellen, wie das gehen soll. Wir
konnen auf eine formal exakte Konstruktion hier nicht eingehen.) Das ist der
sogenannte dreidimensionale reelle projektive Raum RP3. SO (3) ist also topolo-
gisch dquivalent zu RP3.

Die obige Identifikation lasst jedoch die Gruppenstruktur ausser Betracht.

Fiir SU (2) lassen sich mit Hilfe der Pauli-Matrizen Erzeuger angeben.

Definition 11.9 G sei eine Gruppe mit Neutralelement e. Eine nichtleere Men-
ge E C G, e ¢ E heisst Erzeugendensystem von G, wenn sich jedes Element
von G als Produkt von Elementen in E und Inversen von Elementen in E dar-
stellen lisst. Man sagt dann auch einfach, dass E die Gruppe G erzeugt. (Per
Konvention erzeugt ) die Gruppe {e}.)

Lemma 11.14 Sei A eine Hermitesche n x n-Matrixz. Dann gilt
a) exp (iA) € U (n)
b) Jedes Element von U (n) ldsst sich auf diese Weise darstellen
c) trace (A) = 0 impliziert exp (iA) € SU (n).

Beweis. Das waren alles (hoffentlich geloste) Ubungsaufgaben. m

Da die Pauli-Matrizen alle Hermitesch mit Spur 0 sind, erhalten wir mit Hil-
fe von ihnen und der Exponentialabbildung Matrizen in SU (2). Eine einfache
Rechnung (bitte nachpriifen) ergibt:

t

t cost isini
- _ 2 2
exp (1201> ( isint cos? ) : (11.25)

2
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t cost sin
L _ 2
exp <z202> ( _sint cos > : (11.26)

t ez 0
| — = v 11.27
P (1203) ( 0 ez ) ( )

(Der Faktor 1/2 ist nur aus historischen Griinden da.) Nun ldsst sich jede Her-
mitesche 2 x 2-Matrix mit Spur 0 als Linearkombination der Pauli-Matrizen dar-

stellen: A = 22:1 a;o;. Man kénnte dann auf den Gedanken kommen, dass

[IISS I

exp (z Z?:l ajaj> = H?:l exp (ia;0;) ist, sodass dann gezeigt wére, dass sich
jede Matrix in SU (2) mit Matrizen der obigen Gestalt darstellen ldsst. Da die
Pauli-Matrizen nicht kommutieren, stimmt diese Gleichung jedoch nicht. Den-
noch lésst sich durch eine direkte Rechnung leicht nachweisen, dass sich jede

Matrix € SU (2), die ja die Form _ag =
von Matrizen der Form (11.25) und (11.27) darstellen lasst. Es gilt namlich
exp (%03) exp (2—01) exp (%03) = .CO.S 296 Y=o ZSHZze'w . (11.28)
2 2 2 isinge'" 2 cosge "2

2

b ) mit |a|® 4 |b|° = 1 hat, als Produkt

Nun lésst sich jede Matrix ( al_) 2 ) € SU (2) so darstellen: Sind a und b # 0,
so wihlen wir 0 < ¢ < 271, 0 < 0§ < m, und —27 < 9 < 27 so, dass |a| = COS%,
arga = ¢+T¢’ argb = HT” ist. In diesem Fall sind diese Winkel eindeutig durch
a und b festgelegt. Fiir den Fall b = 0 wahlen wir # = 0. Dann sind ¢, ¢ nicht
eindeutig bestimmt; wir konnen jedoch einfach ¢) = 0 nehmen. Im Fall a = 0
nehmen wir § = m und wieder ¢ = 0. Dann ist ¢ eindeutig bestimmt. Wir sehen
also, dass die Matrizen (11.25) und (11.27) SU (2) erzeugen. Die obigen Winkel
0, ¢, nennt man die Euler-Winkel.

Wir kénnen die Euler-Winkel nun auch fiir SO (3) bestimmen. Dazu berech-

nen wir erst ® (exp (ito)) :

t
o1 | o1 exp (_iigl) =01,

t
(157)
't .t .
exp (zﬁal) 09 eXpP —2501) = 09C0st — 03sInt,
t
(157)

Damit ist

1 0 0
=| 0 cost —sint |,
0 sint cost

t
03 exp (—2301) = 0ysint 4 o3 cost.
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d.h. einfach eine Drehung um o, (dem ersten Vektor unserer orthonormierten Ba-
sis in H, d.h. im dreidimensionalen Euklidschen Raum) um den Winkel ¢. Analog
zeigt man sofort, dass ® (exp (i%ak)), k = 2,3, ebenfalls einfach Rotationen um
o, um den Winkel ¢ sind. Aus (11.28) und Proposition 11.2 a) ergibt sich dann
sehr einfach, dass sich jedes Element von SO (3) als Komposition einer Drehung
um o3 um den Winkel ¢, dann einer Drehung um ¢; um den Winkel 6, und wieder
einer Drehung um o3 um den Winkel ¢ darstellen lasst. Wegen der Identifikati-
on der Antipoden unter ® kann man sich bei der Wahl von ¢ auf das Intervall
0, 27) einschrénken (was ohnehin klar ist, da man sich bei einer Drehung immer
auf Winkel in [0, 27) einschrénken kann).

Die Darstellung einer Drehung in SO (3) kann man natiirlich auch einfacher
haben: Wir wissen ja schon, dass jedes Element in SO (3) eine Drehung um
eine Achse ist. Daraus kann man mit etwas geometrischen Uberlegungen die
Eulerschen Winkel ebenfalls ablesen. Das obige Argument streicht jedoch den
Zusammenhang mit der Gruppe SU (2) deutlich heraus.

11.8 Hamiltonsche Quaternionen

Der Raum H der Hermiteschen 2 x 2-Matrizen mit Spur 0, der so eine inter-
essante Darstellung des 3-dimensionalen Euklidschen Raumes lieferte, ist nicht
abgeschlossen unter Multiplikation: 009 = i03 ist nicht Hermitesch, und o} = Ej,
hat nicht Spur 0. Aber durch eine einfache Erweiterung erhalten wir einen Raum,
in dem die Multiplikation definiert ist:

H = REQ + 1H
ist abgeschlossen unter Multiplikation. Fiir die folgende klassische Wahl einer
Basis in H,
) 0 —
E.—JO.—E27 I.——ZO'1—<_?: O),

J::—iagz((l) _01), K::—wg:(_ozg>

ergibt sich die Multiplikationstabelle

P=J]=K2=-E, IJ=-JI=K,

JK=-KJ=1, KI=—IK =J. (11.29)

Beachte, dass die Multiplikation nichtkommutativ ist! Damit ist

o
H=LIEIJK| = {(j_jﬂ Jﬂgﬁ),a,méeﬂ%}

{(5 7)) weee]
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eine assoziative R-Algebra, vgl. Bemerkung 4.1. Es gilt sogar: In H gelten alle
Korperaxiome bis auf die Kommutativitat der Multiplikation:

Satz 11.13 H ist ein Schiefkiorper.

Beweis. Vgl. Definition 2.5: Es ist nur zu zeigen, dass jedes Element h € H\ {0}
ein multiplikatives Inverses hat. h ist invertierbar <> det h # 0; det h = |w|?+|z|%;
also gilt deth #0< h#0. =

Definition 11.10 FEin J-dimensionaler reeller Vektorraum H, in dem eine Basis
(E,1,J,K) ausgezeichnet ist und in dem durch die folgende Tabelle

E I J K
E I J K
I -E K -J
J -K -E |
K J -1 -E

NN

eine bilineare Multiplikation definiert ist, heisst eine Quaternionenalgebra.

Wir schreiben die Elemente von H als Koordinatenvektoren beziiglich der Basis
(E,1,J,K): Fiir ¢ € H, g = aE + fI + vJ + 0K, schreiben wir ¢ = («, 3,7, 9).

Lemma 11.15 Die Abbildung

‘ a—1i0 —y—1if
F:H—H, (a,ﬁ,%é)H<7_w o+ i )

ist ein R-Algebra-Isomorphismus, d.h. F ist ein Isomorphismus mit F(qq') =
F(q)F(q) fir alle q,¢ € H, und es gilt F(E) = E, F(I) = I, F(J) = J,
FK)=K.

Beweis. F ist offensichtlich linear und bijektiv, und wegen der Linearitat geniigt
es, F(q¢) = F(q)F(¢) fiir die Basisvektoren von H zu zeigen. Dort sind die
Relationen aber klar, denn die Multiplikation in H entspricht genau der in H
geméss (11.29). m

Korollar 11.3 H ist eine assoziative R-Algebra und ein Schiefkorper.

H erweitert R und C: RE ist eine zu R isomorphe Unteralgebra, und RE + RI
oder RE + RJ oder allgemein jede Ebene in H, die RE enthilt, ist eine zu C
isomorphe Unteralgebra.

Man kann in H das kanonische Skalarprodukt einfithren: fiir ¢ = (o, 3,7, 9)

und ¢ = (o, #',7,¢') ist

(0.4)) = aad’ + BF"+ 77" + 90",
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Die Norm von ¢ € H ist |q| := v/{(¢,q) = /a2 + 2 +7%+ 62 Man hat auch
analog wie in C eine Konjugation, g := (a, —3, —v, —0), fiir die gilt

=q, qq=7q9=19"E, q¢¢ =7

2l

Damit ist das Inverse von ¢q # 0 gegeben durch ¢~ = g/|q|?. Fiir ¢ = (o, 58,7, 9)
nennt man oE den , Realteil* (oder ,skalaren Anteil*) von ¢ und I + ~+J + /K
den , Imaginérteil“ (oder ,vektoriellen Anteil“) von q.

Der Unterraum der rein imagindren oder vektoriellen Quaternionen L[I, J, K]
ist isometrisch zum 3-dimensionalen Euklidschen Raum. Was ist nun das ,,qua-
ternionische Produkt® von zwei Vektoren des R3? Man rechnet nach:

(0,21, 29, 23) (0,41, y2,9y3) = (211 + 22 + 23K) (11 + y2J + y3K)
= —(z1y1 + 2212 + 23y3)E + (22y3 — w392)1
+(zsy1 — 21y3)d + (z1y2 — 22y1)K
= (=(z,9), (@ x y)1, (x x Y)2, (x X y)3).

Das Euklidsche Skalarprodukt erscheint in der skalaren Komponente, und das
Vektorprodukt in den vektoriellen Komponenten. In ,physikalischer Notation*
mit den Pauli-Matrizen liest sich diese Gleichung wie folgt:

(Z-0)(y-0) = (T-§)oo+i(Z xy) -7

mit ¢ = (01, 09,03) und &'+ 7 = w101 + x209 + x303. Mit dieser Darstellung lassen
sich viele Rechenregeln fiir das Vektorprodukt sehr elegant beweisen. (Dies und
viele weitere interessante Eigenschaften der Quaternionen und viel zur Geschichte
der Quaternionen kann man z.B. nachlesen in Ebbinghaus et al., Zahlen, Springer,
1992.)
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12 Quadratische Funktionen
und affine Quadriken

V sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, K ein Korper mit Charakteristik
ungleich 2.

12.1 Affine Riume

Definition 12.1 FEine nichtleere Teilmenge A C V der Form A = ay + U =
{aop+u:ue U}, wobei ag € V und U ein Unterraum von V ist, heisst affiner
Teilraum von V. Die Dimension von A ist gleich der Dimension von U.

Bemerkung 12.1 a) U ist durch A eindeutig bestimmt, d.h. fiir Unterrdume
Uy, Uy mit Uy # Uy gilt ay + Uy # ag + Uy fiir beliebige ai,a9 € V.
b) ag € A (wegen 0 € U ).
c¢) Fiir beliebige a € A gilt ag+U =a+U.
d) Affine Teilraume sind Lisungsmengen von inhomogenen Gleichungssystemen:
Genau dann, wenn A ein affiner Teilraum der Dimension k < n := dim(V') ist,
existieren linear unabhdngige Elemente Iy, ..., l,_r € V* und ay,...,a,_ € K
mat

A={veV L) =a,...lhk(V)=a,}

Die Beweise sind einfache Ubungsaufgaben.
Eine niitzliche Charakterisierung affiner Teilrdume liefert das folgende Lem-
ma:

Lemma 12.1 FEine nichtleere Teilmenge A C V' ist genau dann ein affiner Teil-
raum von V, wenn fiir je zwei Punkte a,b € A die gesamte Gerade durch a und
b in A enthalten ist.

Beweis. Seien a,b € Aund A =a9+ U =a+ U. Dann ist b — a € U, folglich
auch A(b —a) € U fir alle A € K. Damit liegt die Gerade durch a und b,
{a+A(b—a): X € K}, in A. Fiir die Umkehrung wéhle einen Punkt a € A und
betrachte U :={b—a:b € A}. Dann ist a + U = A. Zu zeigen ist also lediglich,
dass U ein Unterraum von V ist. (i) Seien u =b—a € U und A € K. Wir zeigen
Au € U. Weil die Gerade durch a und b in A liegt, ist c = a+ Ab—a) € A
und damit ist A\u = A(b—a) = ¢—a € U. (ii) Seien u = b —a € U und
v=c—a € U. Wir zeigen u + v € U. Weil die Gerade durch b und ¢ in A liegt,
ist b+3(c—b) = 1b+3c € A, und damit ist u+v = b—a+c—a = 2(3b+3c—a) € U
wegen (i). =

Bemerkung 12.2 Das abstrakte Konzept eines affinen Raumes ist das folgende:
FEin affiner Raum ist ein Tripel (A, V,+), wobei A eine Menge von ,Punkten®,
V' ein K-Vektorraum und + eine Verknipfung A x V — A, (a,v) — a + v ist,
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die die folgenden Eigenschaften hat:

a)a+ (v+w)=(a+v)+w firaleae€ A und v,w eV,

b) a+0=a firaleacA,

c) fir alle a,b € A existiert genau ein Vektor v € V. mit a + v = b.

Beispiel 12.1 Das Tripel (V,V,+), wobei V' ein Vektorraum und + die Vektor-
raumaddition ist, ist ein affiner Raum.

Bemerkung 12.3 Das Beispiel 12.1 ist typisch: Jeder affine Raum (A, V,+) ist
durch Festlegung eines ,Ursprungs“ ag € A mit (V,V,+) identifizierbar via die
Bijektion

Voviag+veA.

Beispiel 12.2 Ist A ein affiner Teilraum von V, A = ag + U, so ist (A, U, +)
ein affiner Raum (wobei + die Vektorraumaddition in V' ist).

Definition 12.2 Fin affines Koordinatensystem in einem n-dimensionalen
Vektorraum V' ist ein n + 1-Tupel von Vektoren (vg,v1,...,v,), wobei vg € V
und (vy,...,v,) eine Basis von V ist. Die affinen Koordinaten eines Vektors
v € V bilden das n-Tupel (x1,...,x,) € K", und sind eindeutig bestimmt durch

n
V= vy + E TiV;.
=1

12.2 Quadratische Funktionen

Definition 12.3 Fine Abbildung ) : V — K heisst quadratische Funktion,
falls sie von der Form

Q) =q(v—wvy) + (v —1vy) + ¢
1st, wobei vy € V', q eine quadratische Form, | € V* und ¢ € K 1st.

¢ nennt man den quadratischen Teil und [ den linearen Teil von @) beziiglich vy.
Offenbar ist ¢ = Q(vg). Wie sieht die Darstellung von @) beziiglich eines anderen
Punktes v, aus? Man rechnet nach:

Lemma 12.2 Sei ) wie oben und v, € V., dann ist

Q) = qlv — vh) + (v —vh) + ¢

mat
d=Qv) wund U'=142¢(.,v5—vp).
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Hierbei ist ¢ die zu g gehorende symmetrische Bilinearform:

o) = plve) und (v, w) = Slalv +w) — ge) — gw)]

Der quadratische Teil von () ist also unabhéngig von der Wahl von vy, wéhrend
der lineare und der konstante Teil transformiert werden. Punkte, beziiglich denen
der lineare Teil verschwindet, sind offensichtlich ausgezeichnet:

Definition 12.4 ) sei eine quadratische Funktion mit quadratischem Teil q.
vy € V' heisst Zentralpunkt von @), falls

Qv) = q(v —vg) + Q(vo) fir allev eV
ist. Die Menge aller Zentralpunkte von @) heisst das Zentrum von Q).

Bemerkung 12.4 v, ist genau dann ein Zentralpunkt von @, wenn Q(v) =
Q(vo — (v —vyg)) fiir alle v € V ist. Denn Q(v) — Q(vg — (v — wvg)) = 2l(v — vy)
(weil q(v — vg) = q(vg — v)), und das verschwindet genau dann, wenn vy ein
Zentralpunkt ist. Die Gleichung Q(v) = Q(vo — (v —1vy)) fiir alle v € V' bedeutet,
dass QQ symmetrisch beziiglich Punktspiegelung an vq ist.

Wir untersuchen nun, wie das Zentrum einer quadratischen Funktion aussehen
kann. Zur Erinnerung: Eine quadratische Form ¢ ist nichtdegeneriert genau
dann, wenn die zugehérige symmetrische Bilinearform ¢ nichtdegeneriert ist, d.h.
kerp = {0}, d.h. ¢(v,w) = 0 fiir alle v € V impliziert w = 0. Es ist kerq :=
ker o = ker(G) und rang ¢ := rang(G) (= dim(V') — dim(ker(G))), wobei G die

Grammatrix von ¢ ist.

Satz 12.1 @ sei eine quadratische Funktion mit quadratischem Teil q.

a) Falls q nichtdegeneriert ist, gibt es genau einen Zentralpunkt von Q.

b) Falls q degeneriert ist, ist das Zentrum von Q) entweder leer oder ein affiner
Teilraum vy + U von V mit U = kerq.

Beweis. Sei zuniichst vy ein beliebiger Punkt von V und Q(v) = g(v—w) +1(v—
vo) + ¢. Gemiéss Lemma 12.2 ist v{ genau dann ein Zentralpunkt von @), wenn
I = —2p(., v — ) ist. In der Aufgabe 3 vom Ubungsblatt 8 haben wir gezeigt,
dass die Abbildung h, : V- — V*, h,(v) = ¢(.,v) genau dann ein Isomorphismus
ist, wenn ¢ nichtdegeneriert ist.

a) Wenn ¢ nichtdegeneriert ist, gibt es genau ein ug € V mit ¢( ., ug) = —1/2.
v, = up + v ist also der eindeutige Zentralpunkt.

b) Wenn ¢ degeneriert ist, ist h, nicht bijektiv, und es gibt zwei Fille: Ent-
weder —1/2 ¢ im(h,), dann gibt es keinen Zentralpunkt, oder —1/2 € im(h,,).
Dann gibt es u € V mit ¢(.,u) = —1/2, und v = u + vy ist ein Zentralpunkt.
Seien v{ und vj Zentralpunkte, d.h. —1/2 = ¢(.,v[ —vo) = (., v] — ). Dann
ist p(.,vy —vy) = 0 und folglich v — v] € kerp. Und umgekehrt, wenn v}
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Zentralpunkt und vj € v} + ker ¢ ist, dann ist ¢( ., v) —wvg) = (., v5+k—vy) =
o k) + (.05 —v) =0—1/2 mit k = v — v € ker ¢, also ist auch v ein
Zentralpunkt. Folglich ist das Zentrum von @ ein affiner Teilraum v, +kerp. =

Wir untersuchen als néchstes das Problem der ,,Normalformen“ oder der , ka-
nonischen Formen® fiir quadratische Funktionen: Es geht dabei darum, ein af-
fines Koordinatensystem (vg, vy ..., v,) zu finden, beziiglich dem eine quadrati-
sche Funktion eine moglichst einfache Form hat. Sind (z1,...,x,) € K" die
affinen Koordinaten von v € V, d.h. v = vy + Z?Zl x;v;, so schreiben wir auch

Q(xy, ..., x,) fiir Qv).

Satz 12.2 Q) sei eine quadratische Funktion. Dann gibt es ein affines Koordina-
tensystem, in dem @) eine der folgenden Formen annimmdt:
a) Wenn der quadratische Teil q nichtdegeneriert ist, ist

Q(xy,...,xy,) :zn:)\ix?+c, A€ K\{0},i=1,...,n, ceK.
i=1
b) Wenn q degeneriert, rang ¢ = r und das Zentrum von Q) nichtleer ist, ist
Q(z1, ..., xy) :i)\ix?—l—c, e K\{0},i=1,....,r, c€eK.
i=1
c) Wenn q degeneriert, rang ¢ = r und das Zentrum von @ leer ist, ist

Q(%,-.-,!En)zz)\ﬂ?ﬂLer, A€ K\{0},i=1,...,m

i=1

Beweis. a) und b): Wihle fiir v9 den bzw. einen Zentralpunkt von @, dann ist
Q(v) = q(v—19) +c. Wahle fir (v; ..., v,) eine Basis von V, die ¢ diagonalisiert
gemass Satz 10.2 und Korollar 10.3.

c) Wihle fiir vy zunéchst einen beliebigen Punkt in V' und die Basis (v; ..., v,)
so, dass der quadratische Teil von () diagonal ist:

Q(ry,...,x,) = Z)\,xf + Zﬂixi +c mit g =1(v).
i=1 i=1

Es gibt dann mindestens ein j > r mit p; # 0, denn sonst wire Q(xy,...,%,) =
> et Ail@i + 93-)? + ¢, und der Punkt vo — D7) g3-v; wiire ein Zentralpunkt im
Widerspruch zur Voraussetzung, dass das Zentrum von () leer ist. Folglich ist
(vf,..., v 1) linear unabhéngig in V*. Erginze das zu einer Basis von V* und
betrachte die duale Basis (vy,...,v,) von V.

In dem affinen Koordinatensystem (v, v1,...,0,) hat v € V' die Darstellung

v =g+ > ., T;v;. Esgilt [(7;) =0 fiir i # r+ 1 und I(v,51) = 1. Folglich ist

255



l(v —vy) = Z,31. Fiir den quadratischen Teil gilt

q(v—w) = ) Tidjp(U;, 7).

1,j=1

Stelle die Vektoren v; in der alten Basis dar: v; = Z?Zl a;;v;. Dann ist

n
Vi (U;) = g = Zajiv,’;(vj) =ap firl<k<rundl<i<n.
=1

Also ist fir 1 < i < r vy; = vi+Z?ZT+1ajivj und fir » < ¢ < n ist v; =

D i1 @givy. Weil 370 agivy € ker g ist, gilt (07, 05) = p(vi,v;) = Nidij fiir

1 <4,7 <rund ¢(v;,v;) =0 fir ¢ > r oder j > r. Insgesamt haben wir nun

QT1,... . Tn) = Y NE” + &1+
i=1

Es gibt einen Punkt mit @) = 0, z.B. den Punkt (0,...,0, —¢,0,...0). Wenn man
die Konstruktion an diesem Punkt beginnt, erhélt man die gewiinschte Form mit
c=0. m

Zur Eindeutigkeit der kanonischen Form gilt in den verschiedenen Féllen:

a) (0,...,0) ist der eindeutige Zentralpunkt von @, ¢ ist eindeutig bestimmt
als der Wert von () im Zentrum. Die Willkiir in der Wahl der Basis, die ¢
diagonalisiert, sowie der Koeffizienten \; ist genau wie in Abschnitt 10.2 fiir
die Normalform einer symmetrischen Bilinearform diskutiert. Insbesondere kann
man fiir X' = R die ); in {1} wéhlen, und die Anzahl der +1 und der —1 ist
eine Invariante. Fiir K = C kann man A\; = 1 setzen.

b) Der Koordinatenursprung kann irgendwo ins (mindestens eindimensionale)
Zentrum gelegt werden, aber c ist immer noch eindeutig bestimmt: Seien vy und
vy Zentralpunkte, dann gilt Q(v) = q(v — vo) + ¢, ¢ = Q(vp), und Q(v}) =
q(vy — vg) + ¢ = ¢, weil v — vy € kerq liegt. Fiir den quadratischen Teil gilt
dasselbe wie im Fall a) mit \; = 0 fiir ¢ > r.

c) Jeder Punkt, an dem ) verschwindet, kann als Koordinatenursprung ge-
wéhlt werden, und fiir den quadratischen Teil gilt dasselbe wie bei b).

12.3 Affine Quadriken

Definition 12.5 Fine affine Quadrik ist eine Menge {v € V : Q(v) = 0},
wobei Q) eine quadratische Funktion auf V' ist.

Beispiel 12.3 Die Normalformen von nichtleeren affinen Quadriken im R? las-
sen sich folgendermassen aufgliedern.:
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a) 2* +y? =0 | Punkt
2?2 +y* =1 | Kreis
2?> —y* =0 | 2 sich schneidende Geraden
22 —y? =1 | Hyperbel
b)r=1[22=0 Gerade
=1 2 parallele Geraden
r=0[0=0 Ebene R?
c)r=1|a*+y=0 | Parabel
r=0|z=0 Gerade

Wir untersuchen nun die Frage, ob verschiedene quadratische Funktionen ) die-
selbe Quadrik definieren kénnen. Natiirlich ist () immer nur bis auf Multipli-
kation mit einem Korperelement # 0 eindeutig: Q(v) = 0 & AQ(v) = 0 fiir
A € K\ {0}. Wir haben in Beispiel 12.3 aber auch schon Félle, wo quadrati-
sche Funktionen, die nicht skalare Vielfache voneinander sind, dieselbe Quadrik
erzeugen: {(z,y) € R*: 22 = 0} = {(z,y) € R?* : z = 0}. Noch so ein Beispiel:
Die Gleichung >/, 22 = 0 im R" ist dquivalent zu z; = --+ = z, = 0, und fiir
r > 1 gibt es viele quadratische Funktionen, die dieselbe Quadrik erzeugen, aber
nicht proportional zueinander sind, z.B. >"|_, \ix? = 0 fiir beliebige \; > 0, die
nicht alle gleich sind. In all diesen Féllen ist die Quadrik ein affiner Teilraum.
Tatséchlich ist fiir K = R @ bis auf Multiplikation mit A # 0 eindeutig, wenn
die Quadrik kein affiner Teilraum ist:

Satz 12.3 FEine affine Quadrik X in einem reellen Vektorraum V sei gegeben
durch quadratische Funktionen Q1 und QQs:

X={veV:Qiv)=0}={veV:Qyv) =0}
X sei kewn affiner Teilraum von V. Dann gibt es ein A € R mit Q1 = AQs.

Beweis. X ist kein affiner Teilraum von V', also gibt es gemé&ss Lemma 12.1
zwei verschiedene Punkte a,b € X mit der Eigenschaft, dass die Gerade durch a
und b nicht vollstandig in X enthalten ist. Fiihre ein affines Koordinatensystem
(a,v1,...,v,) mit v, = b — a ein. Damit ist

O (z1,...,2n) = @ (Z xz’%’) + 14 (Z ﬂfivz’)
i=1 i=1

= /\95721 + fi(zr, .. 1) + 912, T),

(¢ = Q1(a) = 0), wobei A = ¢;(v,), f1 ein Polynom in z1,...,z, 1 vom Grad
< 1 und g¢; ein Polynom in zq,...,x,_1 vom Grad < 2 ist. a hat die affinen
Koordinaten (0,...,0), b hat die affinen Koordinaten (0, ...,0, 1), und die Gerade
durch a und b ist die Menge der Punkte mit den affinen Koordinaten (0, ...,0,t),
t € R. Q1(a) = 0 impliziert ¢;(0) = 0, und @4 (b) = 0 impliziert f,(0) = —A. Auf
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der Geraden durch a und b nimmt @Q; die Werte Q1(0,...,0,t) = \? — Mt an.
Dies ist nicht fiir alle t € R gleich 0, also muss A # 0 sein, und wir kénnen \ = 1
setzen. Analog ist

Qa(1, - wn) = @4 + fol@r, .o 1) + g1, T01),

wobei f; ein Polynom vom Grad < 1 und g; ein Polynom vom Grad < 2 ist mit
f2(0) = =1 und g5(0) = 0.

(21 und )5 definieren dieselbe affine Quadrik, haben also dieselben Nullstel-
lenmengen. Wir wollen zeigen, dass ()1 = ()5 ist. Die Losungen der quadratischen
Gleichungen 1 = 0 bzw. ()2 = 0 sind

1 1 .
Ty = —§fi(x1, R I = 5\/fi2(x1, ey Tp1) —Agi(Ty, . ), =12

Bei (z1,...,2,-1) = (0,...,0) sind x, = 0 und z,, = 1 die beiden Loésungen
dieser Gleichungen, die in einer Umgebung von (0, ..., 0) stetig von (z1, ..., z, 1)
abhéngen. Folglich gilt in einer Umgebung von (0, ...,0):

—fH+A\ =49 =—fa+ \/fz2 —4gy
—fi =\ ff =491 = —fa =/ f5 — 4ga.

Addition dieser Gleichungen ergibt f; = f5, und Subtraktion liefert dann g; = gs.
Dies gilt zunéchst nur in einer Umgebung von (0, ...,0). Indem man nun in die
allgemeine Form von f;, fi(x1,...,2,1) = a + 2;2—11 a;jx; spezielle Punkte
aus dieser Umgebung einsetzt, erhélt man die Gleichheit aller Koeffizienten a;;
und damit f; = f; auf ganz R*"'. ZB. z = (0,...,0) = ajg = ag; = =
(0,...,0,€,0,...,0) mit x; = € klein genug = ay; = ag. Analog zeigt man
g1 = go auf ganz R"~! und damit gilt Q; = Qy auf V. m

und
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