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Einleitung

So eine Arbeit wird eigentlich nie fer-
tig, man muf sie fir fertig erkliren,
wenn man nach Zeit und Umstinden
das maoglichste getan hat.

J.W. von Goethe

Das Studium der Mathematik an der Universitat beginnt iiblicherweise mit Vorlesun-
gen zur Analysis (Studium von Funktionen) und zur Linearen Algebra (Studium von
linearen Strukturen und ihren Verkniipfungen). Wéhrend Form und Inhalt einer Analy-
sisvorlesung in den ersten beiden Semestern ziemlich unumstritten festgelegt sind — fiir
die fortsetzenden Vorlesungen zu Differentialgleichungen, Funktionentheorie und Funk-
tionalanalysis gilt dies wohl schon nicht mehr — sind die Inhalte und ihre Gewichte einer
Vorlesung iiber lineare Algebra und analytische Geometrie nicht ganz so klar: Es besteht
viel Spielraum bei der Ausgestaltung und Gewichtung der Aspekte

Strukturen: Gruppen konkret und/oder abstrakt, Korper, Vektorrdume, ... ,
Anschauung: Elementargeometrie, euklidische und/oder projektive Geometrie, . .. |

Beschreibung: Basisfrei, Matrizenkalkiil, . .. .

Ziel unserer Darstellung ist eine Form, die klarmacht, woraus sich die Betrachtungsge-
genstdnde entwickelt haben, wo ihre Untersuchung weitergetrieben wird und worin ihre
Bedeutung als mathematische Objekte liegt. Im Wechselspiel von geometrischer Anschau-
ung, Entwurf einer axiomatischen Begriffswelt und Behandlung ganz konkreter Anwen-
dungen besteht ein ganz betréchtlicher Reiz dieser Vorlesung.

Diese Vorlesung soll nicht zuletzt eine Heranfithrung an die Geometrie sein. Wir holen
dabei etwas weit aus, indem wir das “Hilfsmittel“ Lineare Algebra entwickeln und wir
uns der linearen Algebra in der analytischen Beschreibung von geometrischen Objekten
bedienen (Analytische Geometrie).

Ordnen wir zunéchst einige Begriffe historisch ganz grob ein, etwas ausfiihrlichere histo-
rische Beziige wollen wir im Text an passender Stelle einstreuen.

Geometrie, so wie sie in der Antike verstanden wurde und von Euklid (Euklid von Alex-
andria (3657 — 3007 v.C.)) begriindet wurde, beschéftigt sich mit den Lagebeziehungen von
Figuren in der Ebene (“Planimetrie“) und von Kérpern im Raum (“Stereometrie®). Die
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iiberall in der Umwelt sichtbaren Lagebeziehungen waren Grundlage solcher Kiinste wie
Bau— und Vermessungswesen. Im Zentrum stehen die Objekte Gerade, Lot, Ebene, Kegel,
Polyeder, ... . Sie wurden ordnend gesichtet in dem mathematischen Zweig “Geometrie*.
Eine erste solche Sichtung war die Geometrie in der euklidischen Axiomatik, die spéter
unter die von R. Descartes (1596 — 1650) ausgearbeitete Koordinatengeometrie (oder ana-
lytische Geometrie) subsummiert wurde. Descartes falt Geometrie weiter: Er zdhlt alle
Objekte zur Geometrie, die durch algebraische Gleichungen beschrieben werden kénnen,
nicht nur die, die durch Konstruktionsverfahren zugénglich sind. Als eine weitere Sichtung
kann das sogenannte “Erlanger Programm®, formuliert von F. Klein (1849 — 1925), ange-
sehen werden. In diesem Programm wird die Geometrie als Theorie von Invarianten unter
Transformationen aufgefafit; die Gruppentheorie wird damit beim Studium geometrischer
Fragen von iiberragender Bedeutung. Vorausgegeangen war die voneinander unabhéngige
Entdeckung nichteuklidischer Geometrien (Verzicht auf das “umstrittene“ Parallelenaxi-
om) durch W.F. Bolyai (1775 — 1865), C.F. Gauf8 (1777 — 1832) und N.I. Lobatschewski
(1792 — 1856). Aufbauend auf Arbeiten von G. Desargues (1591 — 1661) iiber die Per-
spektive entwickelte sich (vor allem im 19. Jahrhundert) die projektive Geometrie. Mit
dem Aufsatz “Grundlagen der Geometrie“ (1899) vollendet D. Hilbert (1862 — 1943) die
Prézisierung der Axiomatik der Geometrie.

Die Algebra, die frither einmal die Kunst der Gleichungsauflésung war, ist heute in die
allgemeine Theorie der Verkniipfungen eingemiindet. Die lineare Algebra ist der Teil der
Algebra, der sich mit linearen Verkniipfungen beschéftigt und in der numerischen linea-
ren Algebra seine Verbindung zur Angewandten Mathematik hat. Die Algebra wird im
allgemeinen sehr abstrakt, axiomatisch betrieben, ihr Fundament hat sie in der Grup-
pentheorie — die systematische Untersuchung der Symmetrie fallt in diesen Bereich —,
ihre Verbindung zur Geometrie im Gebiet algebraische Geometrie (siehe Erlangener Pro-
gramm), Arithmetik kann als konkreter Hintergrund ausgemacht werden.

Hilfsmittel der Analysis in der Geometrie wurden interessant durch die Beschreibung
von Objekten durch Koordinaten. Die Diskussion von Kérpern und Kurven in ihrer ur-
spriinglichen Ausrichtung (Kegelschnitte, Spiralen, .. .) wird damit um analytische Mittel
bereichert. Ein Hohepunkt dieser Entwicklung ist mit C.F. Gaufl verbunden: Er verkniipf-
te zur Untersuchung der “inneren“ Geometrie von Flichen Algebra und Analysis in tiefer
und fruchtbarer Weise. Differentialgeometrie und algebraische Topologie kénnen als die
Gebiete angesehen werden, in denen schliellich diese Verbindung von Analysis und Alge-
bra intensiv weiterverfolgt wurde und wird.

Geometrie hat sich von der Elementargeometrie der Antike iiber die Einbeziehung von
analytischen, algebraischen und topologischen Strukturen weiterentwickelt. Geometrische
Sichtweisen finden sich in aktuellen Forschungsgebieten, etwa: Geometrische Mafitheorie,
geometrische Theorie dynamischer Systeme, Theorie der Fraktale, geometric aided design
(Graphikoberflache). Algebra hat Bedeutung iiber die oben angesprochenen klassischen
Gebiete hinaus etwa in der Verkniipfung von Gruppentheorie mit der theoretischen Physik,
in der die Rolle der Symmetrie eine iiberragende ist, in der Gruppentheorie bei endlichen
Strukturen, in der Computeralgebra.
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Der Stoff der Vorlesung wird von Grund auf ohne inhaltliche Voraussetzungen aufgebaut,
allerdings werden wir bei den Themen Fuklidische Vektorrdume, Konvexitét eine gewisse
Vertrautheit mit den dann wohl schon vorliegenden Ergebnisse der Analysis voraussetzen.
Zunéchst wollen wir im ersten Kapitel die Sprache entwickeln, mit der wir iiber die The-
men der Vorlesung reden wollen; sie ist in den Grundziigen aus der Schule bekannt. Im
2. Kapitel besprechen wir die konstruktive Losung linearer Gleichungssysteme. Sie macht
uns auf viele interessante Fragen und erwiinschte Abstraktionsschritte aufmerksam. Nach
der Abstraktionsstufe “Vektordume®, dem Kernstiick der Linearen Algebra, kommen wir
in Kapitel 4 dann auf hoherer Ebene zu den Gleichungssystemen zuriick. Das Kapitel
iiber Eigenwerte und Eigenvektoren beinhaltet Ergebnisse, die bereits viel Bedeutung fiir
Anwendungen (Differentialgleichungen, Spektraltheorie) haben. Ferner fiihrt es auf De-
terminanten hin, die im 7. Kapitel dann algebraisch abgehandelt werden. Im Kapitel iiber
Geometrie kommen wir zur urspriinglichen Intention von euklidischer und analytischer
Geometrie zuriick. Die Kapitel iiber euklidische Vektorrdume und Konvexitéit machen er-
ste, liber die elementare Losung von Gleichungssystemen hinausgehende, Anwendungen
moglich.

Die Beschiftigung mit Beispielen (kleinen Problemen) ist sehr wichtig. Zum einen kann ein
gutes Beispiel Intention und Kernpunkte einer Theorie einprégsam vermitteln, zum ande-
ren wichst aus der Beschéftigung mit Beispielen eine gewisse Vertrautheit mit der Theo-
rie. Im Skript kommen Beispiele etwas zu kurz, die Ubungsaufgaben zur Vorlesung und
Aufgaben in den Lehrbiichern (zum Teil mit Losungsskizzen) sind hierzu eine Ergédnzung.

Mit der Vorlesung wird der Einstieg in Vorlesungen des zweiten Studienjahres, soweit es
Vorkenntnisse aus der Linearen Algebra betrifft, moglich. Vorkenntnisse aus der Linearen
Algebra werden etwa unterstellt in den Vorlesungen iiber Mannigfaltigkeiten, Algebra,
Differentialgleichungen, Funktionalanalysis und Numerische Mathematik.

Die Ausarbeitung folgt keiner speziellen Lehrbuchliteratur. Besonders geeignet dafiir, den
Stoff in kompakter Form nachzulesen, sind die Biicher [15, 16, 26, 37, 31, 48]. Als gerade-
zu klassisches Lehrbuch iiber Lineare Algebra kann [32] angesehen werden; Sprache und
Formulierungen entsprechen nicht mehr ganz unserem heutigen Versténdnis. Bei Verbin-
dungen zur Analysis oder Verwendung von deren Resultaten verweisen wir auf [17, 53];
iiber Zahlen informiere man sich in [13]. Als weiterfithrende Literatur kann [23, 52] an-
gesehen werden, die Briicke zur angewandten Mathematik wird u.a. in [9, 21] und [48]
deutlich.

Fast alles steht so oder dhnlich in irgendeinem der im Literaturverzeichnis aufgefiithrten
(Lehr—)Biichern. Was das Skriptum vielleicht von anderen Biichern unterscheidet, ist in
der Ausformulierung die stéirkere Betonung des konstruktiven Aspekts, in der Stoffaus-
wahl der Verzicht auf eine ausfiihrliche Darstellung der affinen und projektiven Geometrie,
im Aufbau die Vermeidung von Determinanten bei der Diskussion von Eigenwerten und
Normalformen.

Die historischen Beziige im Text entnehmen wir vorwiegend [14, 20, 31, 49]. Diese Anmer-
kungen, festgemacht an Leistungen grofler Geister, sollten nicht den Eindruck erwecken,
dafl Geschichte der Mathematik sich nur entlang genialer Eingebungen entwickelt. Mathe-
matik war und ist auch Bestandteil der allgemeinen Entwicklung der Naturwissenschaften
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und Technik: Die Anfiange der Analysis orientierten sich an der Himmelsmechanik — wie
sihe die Mathematik aus, wenn die Erde der einzige Planet der Sonne wére und die Erde
keinen Mond hétte? —, das Buch, in dem Gaufl die Grundlagen der Geometrie legt, ist
gleichzeitig eine Abhandlung iiber Geodaésie.

Ohne zusitzliche Zeichen kommt die Mathematik nicht aus. Wir versuchen, neben den
noch einzufithrenden Symbolen mit dem lateinischen und dem griechischen Alphabet aus-
zukommen. Hier ist das griechische Alphabet:

A« Alpha I,. | Jota P p Rho
B, Beta K,k | Kappa 3,0, | Sigma
I,y Gamma || A, | Lambda || T, 7 Tau

A6 Delta M, | My T, v Ypsilon
E e,e | Epsilon | N,v | Ny 0] Phi
Z,C Zeta =& | Xi X,x | Chi
H.n Eta 0,0 | Omikron || ¥, | Psi
0,0,9 | Theta II,7 | Pi Qw Omega

Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das
Lernen, nicht das Besitzen sondern das Erwer-
ben, nicht das Da—Seyn, sondern das Hinkom-
men, was den grofiten Genuss gewahrt. Wenn ich
eine Sache ganz ins Klare gebracht und erschopft
habe, so wende ich mich davon weg, um wieder
ins Dunkle zu gehen; so sonderbar ist der nim-
mersatte Mensch, hat er ein Gebdude vollendet,
so ist es nicht um nun ruhig darin zu wohnen,
sondern ein andres anzufangen.

(GauB an Bolyai, 2.9.1808)
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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

In diesem Kapitel geben wir eine Einfithrung in die heute iibliche Sprache der Mathematik,
soweit sie hier Verwendung findet, und stellen im Kontext einige Objekte vor, die allgemein
bekannt sein diirften.

1.1 Aussagen

Fiir die Formulierung unserer Aussagen von mathematischem Gehalt benotigen wir Verab-
redungen, Sprechweisen, Symbole und eine griffige Notation. Dabei wollen wir aber nicht
in die Tiefen der mathematischen Grundlagen (Mengenlehre, Logik) eintauchen, sondern
geben uns mit einem “naiven“ Standpunkt zufrieden. Er fiithrt zu keinerlei Konflikten, da
wir uns stets mit ziemlich konkreten Objekten beschéftigen.

Als logische Verkniipfungen (Junktoren) verwenden wir:

Junktor Sprechweise Symbol
Negation ... nicht ... =
Konjunktion ...ound ... A
Alternative ...oder ... vV
Implikation ... wenn, dann ... -
Aquivalenz | ... genau dann, wenn ... —

Beachte, daB die Aquivalenz bereits mit den dariiberstehenden Junktoren formuliert wer-
den kann.

In Definitionen weisen wir mathematischen Objekten manchmal Eigenschaften mit einem
definierenden Aquivalenzzeichen : <= zu, etwa:
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Das indirekte Beweisverfahren stellt sich dann so dar:
-(B) = ... = ~(V)
Es basiert auf der Beobachtung
(P = Q) < (-Q@ = -P),

wenn P,QQ Aussagen sind.

1.2 Mengen

Den Begriff der Menge wollen und kénnen und sollten wir hier ebenso wie die obigen
Junktoren nicht im Sinne der mathematischen Grundlagen einfithren. Er dient uns nur
als Hilfsmittel fiir eine moglichst kurze Notation von konkreten Mengen. Von G. Cantor
(1845 — 1912), dem Begriinder der Mengenlehre, haben wir folgende Definition:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objek-
te unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche Elemente der Menge
genannt werden — zu einem Ganzen.

Eine Menge besteht also aus Elementen, kennt man alle Elemente der Menge, so kennt
man die Menge. Beispiele:

:= Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen

:= Menge der rationalen Zahlen

S N5
R

Menge der reellen Zahlen

Die oben eingefiihrten Zahlen IN, ZZ, @, IR tragen zusétzliche Strukturen: In IN kénnen
wir ohne Einschrankung addieren und multiplizieren, in Z kénnen wir ohne Einschréankun-
gen addieren, subtrahieren und multiplizieren, in @), IR kénnen wir addieren, subtrahieren,
multiplizieren und mit Zahlen # 0 dividieren. Wir werden insbesondere diese zusétzliche
Struktur von @, IR noch zum Anlaf} fiir umfangreiche Betrachtungen nehmen.

Man kann eine Menge dadurch bezeichnen, dafl man ihre Elemente zwischen zwei ge-
schweifte Klammern (Mengenklammern) schreibt. Die Zuordnung eines Elements zu einer
Menge erfolgt mit dem Zeichen “ € “.
Es hat sich als zweckméfig erwiesen, den Mengenbegriff so aufzufassen, dafl eine Menge
aus gar keinem Element bestehen kann. Dies ist dann die leere Menge, das Zeichen dafiir
ist

() = leere Menge.
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Das Hinschreiben der Elemente kann auf dreierlei Weise geschehen: Hat die Menge nur
ganz wenige Elemente, so kann man sie einfach alle hinschreiben, durch Kommata ge-
trennt, auf die Reihenfolge kommt es dabei nicht an, etwa:

{1,2,3} = {2,3,1} = {3,3,1,2}.

Die zweite Moglichkeit ist, Elemente, die man nicht nennt, durch Punkte anzudeuten,
etwa:

{1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,2,...,8y = {1,...,8}.

Die dritte Moglichkeit besteht darin, Objekte einer Menge als Elemente dadurch zuzuord-
nen, daB man ihnen eine charakterisierende Eigenschaft zuweist. Ist E eine Eigenschaft,
die jedes Objekt x einer Menge M hat oder nicht hat, so bezeichne

{z € M|z hat die Eigenschaft E'}
die Menge aller Elemente von M, die die Eigenschaft F haben; etwa
INg := {z € Z |z nicht negativ}.

Wichtig beim Hinschreiben von Mengen ist, dafl stets nachgepriift werden kann, ob ein
spezielles Objekt einer in Frage stehenden Menge angehort oder nicht; in der Definition
von Cantor ist dies festgehalten. (Dies korrespondiert mit dem ausgeschlossenen Dritten).

Nun haben wir schon viele Worte zu einem recht einfachen Sachverhalt gemacht.

... Ahnlich ist es mit der Notation der Mengenlehre. Sie ist so einfach, daf sie schon an der
Grundschule gelehrt werden kann. Was manchmal seitenlang in einem Vorwort zu einem Lehrbuch
steht, pafit schon in ganz wenige Satze: Mit p € F wird ausgedriickt, dafl p ein Element der Menge
F ist, und mit F' C G, daf} jedes Element von F' ebenso ein Element von G ist. Haben wir zwei
Mengen A und B, dann ist AN B die Menge, die jene Elemente enthélt, die sowohl zu A als auch
zur Menge B gehoren; mit AU B ist die Menge gemeint, die jene Elemente enthilt, die zur Menge
A, B oder zu beiden gehoren; und A’ ist die Menge jener Elemente, die nicht zu A gehoéren. Eine
Menge, die keine Elemente enthilt, ist eine leere Menge und wird mit ), manchmal auch mit {}
angegeben, geschweifte Klammern ohne Inhalt. Ende des Mini-Kurses.

Poulos, J.A.: Von Algebra bis Zufall, Campus, Frankfurt, 1992

Den obigen Mini-Kurs bringen wir noch in eine “anstdndige® Form:

Definition 1.1
Seien A, B Mengen.

(0) ACB: <= (r€ A = z € B) (Teilmenge)
(b)) A=B:<—= (ACB,BCA) (Gleichheit)
(c) ANB :={z|lr € Aund z € B} :={z|x € A,x € B} (Durchschnitt)
(d) AUB :={z|zx € A oder x € B} (Vereinigung)

a
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Das Symbol “:=* haben wir als definierendes Gleichsetzen von Mengen eingefiihrt.

Die Niitzlichkeit der leeren Menge ) wird deutlich bei der Definition des Durchschnitts.
Hier ist ja der Fall, daB AN B kein Element enthalt, sicherlich nicht auszuschliefen.

Nun ist es niitzlich, einige abkiirzende Rechenregeln zur Hand zu haben.

Rechenregeln: Seien A, B, C' Mengen.

(Rl) AcCB,BC(C = AcCC (Transitivitat)
(R2) Au(BUC)=(AuB)UC (Assoziativgesetz)
(R3) AnN(BNC)=(AnB)NnC (Assoziativgesetz)
(R4) AUB=BUA (Kommutativgesetz)
(R5) ANB=BnNA (Kommutativgesetz)
(R6) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetz)
(R7) Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC) (Distributivgesetz)

Beweis von (R6):

Wir haben zu zeigen: AN(BUC) C (ANB)U(ANC),(ANB)U(ANC)C AN(BUC).
Seix € AN(BUC). Dann gilt: x € A,z € BUC'. Daraus folgt: z € ANB oder z € ANC,
je nachdem, ob z € B und/oder z € C. Daraus schlieflen wir: z € (AN B) C (AN C).
Fiir den Beweis der anderen Inklusion lese man die eben vorgefithrten Beweisschritte
riickwarts. [

Ein wichtiges Konstruktionsverfahren fiir Mengen ist die Produktbildung:

Definition 1.2
Seien A, B Mengen.

(a) Sind a € A,b € B, so heifst (a,b) das zugeordnete geordnete Paar (bezogen
auf die Reihenfolge “zuerst A, dann B*).

(b) Zwei Paare (a,b),(a',b') mit a,a’ € A, b,b' € B, heiflen gleich genau dann,
wenn a =a',b=1".

(¢) Die Menge A x B := {(a,b)|la € A,b € B} heifit das kartesische Produkt
von A, B.

O
Wir haben folgende Rechenregeln: Seien A, B, C' Mengen:
(R8) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC).
(R9) Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC).
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Als Kurznotation verwenden wir (A Menge):
A=A, A" = Ax A", ne N .
Hierbei haben wir die induktive Definition verwendet:

Induktiver Beginn: A! := A.
Induktiver SchluB: (A™ definiert = A™*!:= A x A" ist definiert)

Diese Art zu definieren basiert auf der vollstindigen Induktion, die wir hier ohne
weitere Erlduterung anfithren, eine intensive Beschéftigung damit findet in der Analysis
statt:

Eine Aussage A(n) ist fiir alle n € IN wahr, wenn gilt:

e A(1) ist wahr; (Induktionsbeginn)
e Fiir alle £ € IN gilt:
Ist A(k) wahr, dann ist A(k + 1) wahr. (InduktionsschluB)

Beispiel 1.3
Beweise, daf} fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

(n+3)?>3(n+3)+n
Wir betrachten dazu die Aussage
An) : n+3)2>3(n+3)+n

und beweisen die Giiltigkeit der Aussage fiir jedes n € IN nach dem Induktionsprinzip.
Induktionsbeginn: A(1) ist wahr, da 42 > 12 + 1 ist.
Induktionsschlufl: Sei A(n) wahr.

(n+1)+3)* = ((n+3)+1)>

= (n+3)°+2(n+3)+1
3n+3)+n+2n+3)+1

3n+3)+n+1+3

= 3(n+4)+n+1

>
>

Also folgt aus der Giiltigkeit der Aussage A(n) die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1).
Die Aussage A(n) ist nach dem Induktionsprinzip nun fiir alle n € IN bewiesen.
Man sieht, da8 die Ungleichung

(n+3)?*>3(n+3)+n,ne N,

direkt auch ohne den Riickgriff auf das Induktionsprinzip bewiesen werden kann!
Die Aufgabe kann offenbar auch so formuliert werden: Beweise

An) :n*>3n+n—-3,ncIN,n>3.
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Der Induktionsbeginn sieht dann so aus:
A'(4) ist richtig, da 4% > 12 + 1 ist. O

Als weiteres Beispiel fiir die induktive Definition fithren wir die Definition des Summen-
zeichens an. Wir setzen:

n n+1 n
Zai =ay,firn=1, Zai = an+1—|—2ai ,firn > 1;
i=1 i=1 i=1

dabei sind etwa ai,...,a,41 € IR .

Damit sind nun die Mengen
ﬂv”? Zn? @n7n€ ﬂv?

erklart. Ebenso etwa
N49 = {1, e ,49} 5 Nfg = (N49)6 5

Nrotto := {x = (21,...,76) € Nig|z1, ..., 26 paarweise verschieden}.
Ist A eine Menge und « € A", n € IN, so gibt es x1,...,z, € A mit z = (z1,...,x2). Dies
ist die Schreibweise als n-Tupel der Elemente in A™. Dabei haben wir die Schreibweise

schon naheliegend verkiirzt; wir haben ja zundchst nur zweistellige Paarklammern (-, -)
definiert.

Definition 1.4

Sei A eine Menge. Die Potenzmenge von A ist die Menge der Teilmengen von A
einschliefllich der leeren Menge:

P(A) := {B|B C A}.

Mitunter benotigen wir

Definition 1.5

Sei X eine Menge und seien A, B Teilmengen von X. Dann heifst die Menge Q‘A =
{z € X|z ¢ A} das Komplement von A in X und A\B := {z € Alx ¢ B} die

Differenzmenge von A, B. -

1.3 Abbildungen

Mit Abbildungen driicken wir den mathematischen Sachverhalt aus, dafl es zwischen zwei
Objekten eine klar definierte Abbhéngigkeit gibt. Wiederum behandeln wir den Begriff
auf der Ebene einer naiven Auffassung, auf der Ebene einer fundierten Mengenlehre 1483t
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sich der Begriff der Abbildung ebenso wie der Umgang mit Mengen auf eine sicherere
Basis stellen.

Definition 1.6
Seien A, B,C, D Mengen.

(a) Eine Abbildung f von A nach B ist eine Vorschrift, durch die jedem a € A
genau ein f(a) € B zugeordnet wird; A heifit Definitionsbereich, B heifit
Wertebereich von f.

(b) Zwei Abbildungen f: A — B, g:C — D heiflen gleich, wenn
A=C,B=D, f(z) =g(x) fir alle x € A

gilt.

Sei f eine Abbildung von A nach B. Wir schreiben dafiir
f:A — B,z — f(z)

oder
f:A>z2 — f(z)eB

oder kurz
f:A — B.

(Wir verwenden meist fiir Abbildungen zwischen Mengen von Zahlen das Wort “Funk-
tion“. Dahinter steckt kein Tiefsinn.)

Definition 1.7
Sei f: A — B eine Abbildung. Die Menge

graph(f) :=={(a,b) € Ax Bla€ A,b= f(a)}

heifst der Graph von f.

Satz 1.8
Seien A, B Mengen und sei G C A X B. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine Abbildung f: A — B mit graph(f) = G.

(ii) Zu jedem a € A gibt es genau ein b € B mit (a,b) € G.

Beweis:
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Dies ist eine triviale! Umformulierung der Definitionen 1.6 und 1.7. [

Wir fithren noch Quantoren ein. Damit konnen wir dann viele Resultate und Definitionen
noch kompakter hinschreiben.

Notation | Sprechweise

Va e A “fiir alle Elemente a in A

Jac A “es existiert a in A

Jia e A “es existiert genau ein a in A“

Va (P) “fiir alle Elemente a in A ist P wahr*
Va (P) “fiir alle Elemente a in A gilt P¢

Bemerkung 1.9

Unter Benutzung der eben eingefithrten Quantoren lassen sich die dquivalenten Bedin-
gungen von Satz 1.8 wie folgt formulieren:

(¢) 3f : A — B(graph(f) = G).

(17) YVa € A 31b € B((a,b) € G).

Die Bedingung (7¢) — und damit auch (i) — sagt, daf} eine Abbildung immer wohldefiniert
ist, was man noch dquivalent schreiben kann als

Va,o' € Ala=d = f(a) = f(a'))

oder
Va,a' € A(f(a) # f(d') = a#4d).

Beispiel 1.10

An folgender Funktion, die in der Analysis gelegentlich als Gegenbeispiel Verwendung
findet, wollen wir eine weitere Form des Hinschreibens einer Funktion kennenlernen.

Betrachte
1,fallsz € @

ol — IR, @ — {O,fallsxelR\@

Wie soll man den Graph hinzeichnen? O

Ltrivial = platt, seicht, alltéiglich, kommt von Trivium, ein lateinisches Wort fiir Dreiweg, womit der
untere Lehrgang mittelalterlichen Universitétsunterrichts (Grammatik, Dialektik, Rhetorik) bezeichnet
wurde. In der Mathematik nennen wir eine elementare oder offensichtliche Schlulweise oder Aussage
trivial.
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Definition 1.11

Seir A eine Menge. Dann nennt man die Abbildung
idg: A2 — € A

die Identitat auf A. (Manchmal lassen wir den Index A weg und schreiben einfach
id, wenn klar ist, um welches A es sich handelt.)

O
Definition 1.12
Seien A, B Mengen. Dann heifit die Abbildung
m:AxB>(a,b) — a€c A
die Projektion auf den ersten Faktor. -

Es sollte klar sein, dafl entsprechend auch die Projektionen auf beliebige Faktoren in einem
kartesischen Produkt A™ erklért sind:

Tt A" S = (21,...,x5,...,2y) —> ;€ A(JE{L,...,n}).

Definition 1.13
Sei f : X — Y eine Abbildung und seien A C X, B C Y . Dann heifit die Menge

f(A) =A{f(z)|z € A}
die Bildmenge von A oder das Bild von A, und die Menge
fH(B) = {z € X|f(x) € B}

heifit die Urbildmenge von B oder einfach das Urbild von B.

Rechenregel sind (f: X — Y, A1, Ay C X, By, By C Y):
R1) Ay C Ay = f(A41) C f(Ag)

(A1 U As) = f(A1) U f(As)

(A1 N As) C (A1) N f(A2)

(R1)
(R2) f
(R3) f
(R4) B1 C By = fY(B1) C f(Bs)
(R5)

R5) f~H(B1UBy) = f(B1) U f(By)
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(R6) f1(B1\B2) = f~1(B)\f!(B2)
Die Beweise hierzu sind nahezu trivial, wir iibergehen sie daher.

In der folgenden Definition verwenden wir die kompakte Quantoren—Schreibweise, nicht
immer wollen wir so verfahren, da dann der Text ziemlich “unleserlich* wiirde.

Definition 1.14
Seir f: X — Y eine Abbildung.

(i) f injektiv: <= Vz,2' € X (x #2' = f(x) # f(2))
(ii) f surjektiv:<= VyeY dr e X (y = f(x))

(iii) f bijektiv : <= f injektiv und surjektiv.

Man vergleiche (¢) mit der Umformulierung der Wohldefiniertheit in Bemerkung 1.9.

Definition 1.15

Seten f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen. Die Hintereinanderausfiihrung
oder Komposition g o f der Abbildungen f,q ist erklirt durch

gof: X3z — g(f(z)) e Z.

Der Grund fiir die Reihenfolge “zuerst g, dann f“ in der Schreibweise von g o f ist der,
daf ein Bild unter der zusammengesetzten Abbildung g o f gerade g(f(z)) ist.

Rechenregeln sind (f: X — Y,g:Y — Z h:Z — W Abbildungen):
(R7) idy o f = foidx
(R8) ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz)

Man beachte aber, daf§ fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen ein Kommu-
tativgesetz ( f o g = g o f) nicht gilt. Dies sieht man etwa mit

f:R>z — z+1cR,g:R>x — 2°c IR,

da
foglx)=2>+1,gof(x)=(z+1)?°,z€ R,

gilt.
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Satz 1.16
Sei f: X — Y eine Abbildung und sei B := f(X). Dann gilt:

(a) f ist injektiv <= Jg: B — X(go f =idx)
(b) f ist surjektiv <= Jg:Y — X(f og=idy)

(c) f ist bijektiv <= Jg:Y — X(go f=1idx,fog=ridy)

Beweis:
Zunéchst eine Voriiberlegung.
Sei y € B. Dann ist f~*({y}) # 0; wihle z, € f~!({y}). Damit definieren wir

G:Boy — g(y) =z, X.

Zu (a).
Sei f injektiv. Wir setzen g := §. Da f injektiv ist, gilt f~*({y}) = z, fiir jedes y € B.
Sei z € X,y := f(z). Dann ist also z = z,, und wir haben

(go f)(z) =g(f(2)) = 4(f(zy)) = 2y =z = idx(z) fir alle z € X .

Seinun g : B — X mit go f =idx. Seien z,2’ € X mit f(z) = f(2'). Dann ist

z =idx(z) = g(f(z)) = g(f(2")) = idx(a') = 2,

was wir zeigen wollten.
Zu (b).
Sei f surjektiv. Wir setzen g := g und beachten B =Y . Dann ist

(fog)) = f(9(y)) = f(zy) =y =1idy(y).

Die Umkehrung ist trivial.

Zu (c).

Gibt es g mit den notierten Eigenschaften, dann ist nach (a) und (b) die Bijektivitét von
f klar.

Sei nun f bijektiv. Dann gibt es nach (a) und (b) Abbildungen g, : ¥ — X und
g Y — X mit g,0 f =idx, fog,=1idy. Wir zeigen g, = g, und sind dann fertig.
Unter Verwendung der eben angefiihrten Identitéaten folgt:

o =Gaotdy =goo (fog) =(g.0f)og=1idxogy=gp-

Im obigen Beweis haben wir in der Voriiberlegung das sogenannte starke Auswahlaxiom der
Mengenlehre verwendet. Es lautet (etwas oberflachlich): Aus einer Familie nichtleerer Mengen
kann man aus jeder Menge ein Element auswéhlen. Es mag einleuchtend erscheinen, doch hat die
Erfahrung gezeigt, dafl im Umgang mit unendlichen Mengen nichts als selbstversténdlich angenom-
men werden sollte. Das Auswahlaxiom — von E. Zermelo (1871 —1953) und A. Frinkel (1891 — 1965)
wurde ein Axiomensystem (ZF-System) fiir die Mengenlehre begriindet — ist so bedeutsam, weil
die Beweise zahlreicher Sdtze der Mengenlehre von seiner Anerkennung abhingen. Von P. Cohen
wurde 1963 gezeigt, dafl dieses Axiom unabhéingig von den restlichen Axiomen des ZF-Systems
ist, es kann also durch die anderen ZF-Axiome weder widerlegt noch bewiesen werden.
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Die Abbildung g aus (c¢) in Satz 1.16 ist eindeutig bestimmt, denn ist ¢’ : Y — X eine
weitere Abbildung mit
gof=idx,fog =idy,
dann folgt
g=goidy =go(fog)=(gof)og =idxog =g

Dies fiithrt zu

Definition 1.17

Seir f: — Y eine bijektive Abbildung. Dann heifit die nach Satz 1.16 existierende
Abbildung g : Y — X mit go f = idx, f o g = idy die Umkehrabbildung von

f. Wir schreiben dafiir f=1. .

Nun haben wir zweimal das Symbol f~! erklirt. Dies sollte jedoch keine Schwierigkeiten
bereiten, da aus dem Zusammenhang heraus wohl immer klar wird, ob die Umkehrabbil-
dung oder eine spezielle Urbildmenge gemeint ist.

Mit Abbildungen kénnen wir auch die Elemente einer Menge zéhlen. Als Vorbereitung

Satz 1.18

Seir A eine Menge, seien n,m € IN, und seien ¢ : A — IN,, ¢ : A — 1IN,
bijektiv. Dann gilt n =m.

Beweis:
Wir beweisen mit vollstédndiger Induktion die Aussage

Zun € IN gibt es fiir 1 < m < n keine injektive Abbildung g : IN,, — IN,, .

n=1:Klar,da IN,, = {1}, IN,, = 0 fiir m < n.

n + 1: Annahme: Es gibt eine injektive Abbildung g : IN,41 — IN,, 1 <m <n+1.
Da g injektiv ist und IN,; mindestens die Elemente 1,2 enthélt, ist 1 < m. Sei k :=
g(n + 1). Offenbar gibt es eine Bijektion f : IN,, — IN,, mit f(i) = i fiir i # k,m
und f(k) = m, f(m) = k. Nunist (f o g)mw, : INn — IN,,_1 injektiv, wobei also
1 <m —1 < n gilt. Dies ist im Widerspruch zur Induktionsannahme.

Nachdem nun die obige Aussage bewiesen ist, ist die Behauptung des Satzes schnell ge-
zeigt.

Annahme: Es gibt eine bijektive Abbildungen ¢ : A — IN,, ¥ : A — IN,,, n#m.
O.E.seietwan > m.Dao¢~!: IN, — IN,, bijektivist, haben wir einen Widerspruch
zur obigen Aussage. u
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Definition 1.19
Seir X eine Menge.

(a) M heifit endlich, wenn es ein N € IN und eine bijektive Abbildung
&M — {1,...,N} gibt. Da nach Satz 1.18 die Zahl N eindeutig bestimmit
ist, ist die Schreibweise #M := N wohldefiniert.

(b) M heifit abzéhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung
E: M — IN gqibt. Wir schreiben dann #M = oo.

(c) M heifit abzihlbar, wenn M endlich oder abzdihlbar unendlich ist.

Die obige Definition sagt also, daf§ wir die Elemente einer (endlichen) Menge M gezéhlt
haben, wenn wir eine Bijektion ¢ : M — {1,..., N} gefunden haben; das Zahlergebnis
ist #M = N.

Man beachte, daf§ es Mengen gibt, die nicht abzéhlbar sind. Ein wichtiges Beispiel ist
M := IR . Das Cantorsche Diagonalisierungsverfahren, das iiblicherweise in der Analysis
im Zusammenhang mit der Dezimalbruchentwicklung vorgestellt wird, belegt dies.

Satz 1.20

Sei X eine Menge mit #X = N . Dann gilt #P(X) =2V .

Beweis:
Wir beweisen die Aussage

X Menge mit #X =n = #P(X)=2"

durch vollstédndige Induktion nach n .

n=1: Hier ist X = {z} und daher P(X) = {0, {z}}, #P(X) =2.

(Wir hétten auch mit n = 0 beginnen konnen. Hier ist X = () und daher P(X) =
{0}, #P(X) = 1= 2°.)

n+1: Es ist etwa X = {a1,...,an41}. Setze X’ := {ay,...,a,}. Die Induktionsannahme
besagt #P(X') =2".

Sei nun A eine Teilmenge von X . Ist a,,+1 € A, dann ist A = {a,+1}UA mit A’ € P(X').
Ist any1 € A, dann ist A € P(X'). Dies zeigt #P(X) = 2" + 2" = 2", u

Definition 1.21
Seir f: X — Y eine Abbildung und sei A C X. Dann heif$t
f|A:A9x — f(z) €Y

die Einschréankung von f auf A.
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1.4 Relationen

Das Gleichheitszeichen “ = verwenden wir in einer Menge unter der stillschweigenden
Annahme der folgenden Regeln:

T=T;x=Y — Y=T;T=Y,Y=2 — T =2.
Dies nehmen wir zum Anlaf fiir

Definition 1.22
Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R C X x X heifit Aquivalenzrelation auf X,

falls gilt:
(i) (z,z) € R fir alle v € X (Reflexivitdt)
(i) (z,y) e R = (y,x) € R (Symmetrie)
(iii) (z,y),(y,2) € R = (z,2) € R ( Transitivitdit)

O
Liegt mit R auf X eine Aquivalenzrelation vor, so schreiben fiir (z,y) € R

xﬁyoderkurzxwy.

Die Bedeutung einer Aquivalenzrelation liegt darin, daB man damit die Menge X in
Klassen einteilen kann, eine Einteilung, die eventuell grober ist, als die Aufteilung in
einelementige Mengen, und die beziiglich eines “Merkmales*“ doch noch aussagekréftig
ist. Die Klasseneinteilung geschieht durch

2] ={ye Xly~a},reX,

und
X)p = {z]|r € X}.

Die Objekte [z] heifien Aquivalenzklassen, z heifit Repriisentant der Klasse [z]. Man

beachte, dal jedes y € X mit y L g als Représentant fiir [z] Verwendung finden kann.
Das folgende Lemma zeigt, dal X durch “ ~ “ in disjunkte Klassen zerlegt wird.

Lemma 1.23

Sei X eine Menge und sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann gilt:
(a) Fiir jedes v € X gibt es [y] € X, mit x € [y].
(b) Es ist x ~y genau dann, wenn [z] = [y] gilt.

(c) Zwei Aquivalenzklassen besitzen genau dann nichtleeren Durchschnitt, wenn
sie gleich sind.

Beweis:
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Zu (a). Klar: z € [z] fiir alle z € X wegen der Reflexivitét von “~*.

Zu (b). Sei x ~ y. Sei u € [z]. Dann ist u ~ z und aus der Symmetrie und der Transitivitét
folgt u ~ y, d.h. u € [y]. Alsoist [z] C [y] gezeigt. Die Aussage [y] C [z] folgt véllig analog.
Ist [z] = [y| dann ist x ~ y, da wir = € [y| = [z] haben.

Zu (c). Unter Beachtung der Transitivitit, der Symmetrie von “~“ und (b) folgt

zelz|Ny] <= z~z,2~vy <= xz~y < [2] =y

was zu beweisen war. m

Definition 1.24

Seir X eine Menge. Eine Teilmenge O C X x X heifst Halbordnung von X, falls
qilt:

(i) Fir alle x € X gilt (z,z) € O.
(i) (z,y) €O, (y,z) €0 = y==x.
(iii) (z,y),(y,2) € O = (z,2) € 0.
Ist zusdtzlich noch
(i) Fir alle z,y € X gilt (z,y) € O oder (y,z) € O

erfillt, dann heifst O eine Ordnung von X.

Meist schreibt man bei Vorliegen einer Halbordnung O statt (z,y) € O auch x 2 y oder
kurz z < y.

Offenbar haben wir das Ungleichungszeichen “ <“ zum Anlaf} fiir obige Definition 1.24
genommen. Die {ibliche “Kleiner-Gleich-Beziehung“ in Z und @ ist eine Ordnung.

Beispiel 1.25
Ist X eine Menge, dann ist in P(X) eine Halbordnung O definiert durch

(A,B)€eO:<= A<B:<—= ACB.

Beachte, dafl nur in trivialen Fillen eine Ordnung vorliegt. O

1.5 Zahlen

Die reellen Zahlen bezeichneten wir mit IR . Sie umfassen die rationalen Zahlen und wir
kommen von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen, indem wir auch Dezimalzahlen
zulassen, die keine echten Briiche darstellen. In der Analysis wird diese Konstruktion
genauer studiert. Jedenfalls stehen auch hier wieder die Rechenarten
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“Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division“

wie in @ zur Verfiigung. Im Kapitel iiber Vektorrdume werden wir dies zum Anlafl nehmen,
die Existenz solcher “Verkniipfungen“ von Zahlen axiomatisch einzufiihren.
Dariiberhinaus haben wir sogar eine Anordnung in @), ja sogar in IR, d.h. fiir alle x,y € IR
gilt genau eine der folgenden Alternativen (siehe Definition 3.26):

xr =y oder x <y oder x >y.
Damit ist dann der Betrag |z| einer Zahl x € IR erklért:

x , fallsx >0
|z| ;=3 —z | fallsx <0
0 ,fallsz=0

Hierbei ist —x das Negative von .

Ausgehend von IR kénnen wir auch IR™ definieren. Zwischen R' und IR besteht dann ein
zu vernachléssigender formaler Unterschied.

Wir werden IR? als Modell zur Beschreibung der anschaulichen Ebene und IR? als Modell
zur Beschreibung des anschaulichen Raumes kennenlernen.

Skizzieren wollen wir nun den Konstruktionsweg von den natiirlichen Zahlen zu den ganzen
Zahlen. Wir sehen dabei die Niitzlichkeit des Begriffs der Aquivalenzrelation.
Auf IN x IN 143t sich eine Aquivalenzrelation durch

R:={((m,n), (k1)) € IN*x IN*|m +1=n+k}

einfithren. Man bestétigt leicht, dafl in der Tat eine Aquivalenzrelation vorliegt.
Die Zuordnung eines Paares (m,n) zu einer Klasse [(k,[)] geschieht unter dem Gesichts-
punkt, dafl die Differenz m—mn gleich der Differenz k—1 ist. Dies liefert den Zusammenhang
zur Menge der ganzen Zahlen ZZ, wenn wir sie schon als bekannt voraussetzen. Dazu
definieren wir

J:(INxIN)/, > [(m,n)] — m—-n€Z .

Dies ist eine bijektive Abbildung, wie man leicht bestatigt. Wir haben
0=J([(n,n)],1=J([(n+1,n)], =1 =J([(n,n+1)]) (n € IN beliebig).

Daran erkennen wir den Weg, ausgehend von der Kenntnis der natiirlichen Zahlen, die
ganzen Zahlen zu konstruieren:

Man fithrt Z als Menge der Aquivalenzklassen (IN x IN),,. ein.
Vervollstéandigt wird dieser Schritt durch die Beobachtung, dal durch
[(m, )] @ [(k, )] := [(m + k,n +1)]
eine “Addition“ und durch

[(m,m)] O [(k, D] :=[(m-k+n-lm-l+n-k)
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eine “Multiplikation® eingefiithrt wird. Die Anordnung der ganzen Zahlen spiegelt sich in
[(m,n)] < [(k,1)] : <= m+1I<n+k

wieder. Hierbei sei “ < “ bei den natiirlichen Zahlen bekannt.

Bemerkung 1.26

Wenn man mit Aquivalenzklassen neue Objekte unter Verwendung von Reprisentanten
fiir die Klassen definiert, hat man sich zu vergewissern, daf§ die Definition vom Repréi-
sentanten fiir die Klasse unabhéngig ist. Dies ist z.B. oben bei der Definition der Addition,
Multiplikation und Kleiner-Beziehung der Fall. Bei der Addition etwa bedeutet dies, nach-
zuweisen, dafl [(m,n)|®|[(k, )] = [(m/,n')|®[(K,1")] ist, falls [(m,n)] = [(m/,n")], [(k,1)] =
[(K',1")] gilt. Dies siecht man mit Hilfe der Identitdten m +n' = m’' +n, k+1' =k +1
sofort ein. 0

Die oben skizzierte axiomatische Einfithrung der ganzen Zahlen wird meist in der Analysis
vollstandig abgehandelt. Der Weg von den ganzen Zahlen Z zu den rationalen € und von
den rationalen Zahlen @ zu den reellen Zahlen /R kann dhnlich vollzogen werden.

Wie kommt man aber zum Fundament der Konstruktion, ndmlich zu den natiirlichen
Zahlen IN .

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Kronecker, L. (1823 - 1891)

Kardinalzahlen sind (nach B. Russel, 1872 — 1970) Klassen von Mengen im Sinne der Relation
“Zwei Mengen X,Y heiflen gleich, wenn es eine Bijektion ¢ : X — Y gibt“. Mit Kardinalzah-
len, wir schreiben dafiir “card“, kann man dann die Zahlen 0,1,2,... erkliren: 0 = card(®) (0
ist der Reprisentant fiir die Klasse von Mengen M, fiir die es eine Bijektion von () auf M
gibt),1 = card({0}),2 = card({0,1}),...,n = card({0,...,n — 1}),.... Man hat folgende Be-
zeichnung: Ry = card(IN), ¢ = card(IR).

Ein axiomatisches Fundament basiert auf den Peano-Axiomen (G. Peano (1858 —1932)):
Es gibt eine Menge IN, ein Element 1 € IN und eine Abbildung
o:IN — IN (Nachfolgerabbildung) mit:
(P1) o ist injektiv.
(P2) 1 ¢ o(IN).
(P3) Ist M eine Teilmenge von IN mit1 € M und (m € M = o(m) € M),
dann gilt M = IN .

Im Axiom (P3) erkennt man das Prinzip der vollsténdigen Induktion wieder.
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“Seit, Euklid tragen alle Mathematiker dasselbe Bild der Mathematik in sich: Sie ruht auf einfa-
chen Axiomen, deren Kombinationen gewissen logischen Regeln folgen und es erlauben, andere
Aussagen zu beweisen. Die Wahrheit breitet sich sozusagen durch Ansteckung aus; sie beginnt bei
Basisaxiomen, die als solche anerkannt sind, und reicht bis zu allem, was mit deren Hilfe bewiesen
werden kann, das heifit also, so glaubte man, bis zur Gesamtheit der Mathematik, die unter Aus-
schluf} jeder dufleren Kontingenz auf reiner logischer Notwendigkeit griindet. So ist die Mathematik
weder dem Zufall noch der Geschichte unterworfen.
Es war Kurt Godel vorbehalten, 1930 den Beweis zu fithren, dafl dieses Bild falsch ist. In ei-
nem berithmten Theorem (Unvollstindigkeitssatz), das im Jahr darauf verdffentlicht wurde, zeigt
Godel, dafB es in jedem beliebigem System von Axiomen und Regeln (sofern deren Anzahl endlich
ist) moglich ist, eine Ausage iiber ganze Zahlen zu formulieren, die innerhalb des betreffenden
Systems weder bewiesen noch widerlegt werden kann.“

Aus: Ekeland, I., Zufall, Gliick und Chaos, Hanser-Verlag,1992

K. Godel (1906 — 1978) wurde in Briinn geboren. 1930 bewies er den Unabhéngigkeitssatz — ein
alternativer Beweis seines Unvollstandigkeitssatzes wurde spéter von G. Chaitin unter Verwendung
von Begriffen aus der Komplexitéitstheorie erbracht — und 1938 zeigte er, dafl das Auswahlaxiom
durch die anderen ZF-Axiome nicht widerlegt werden kann. P. Cohen fiigte 1963 hinzu, daf} es
durch die anderen Axiome auch nicht bewiesen werden kann. Diese Entdeckungen Gédels markieren
das Ende des “Determinismus® in der Mathematik, ebenso wie W. Heisenbergs Unschérferelation
(1927 formuliert; W. H. 1901 — 1976) den Determinismus in der Physik beendete. Godel starb in
Princeton an selbstverschuldetem Verhungern.

Uber die als “Kontinuumshypothese“ bezeichnete Aussage, daB es keine echt zwischen Ry und
c liegende Kardinalzahl gibt, hat K. Go6del einen atemberaubenden Satz bewiesen, der ungefahr
folgendes besagt (A bezeichne das starke Ausswahlaxiom, C die Kontinuumshypothese): Wenn die
Mathematik ohne die Annahme von A und C widerspruchsfrei ist, so bleibt sie es auch, wenn man
diese Annahme hinzunimmt. Es werden unserer Mathematik also durch die Annahme von A und
C keine neuen Fehler hinzugefiigt.

Rufen wir uns noch die Teilbarkeit in den ganzen Zahlen in Erinnerung.

Definition 1.27

Seien a,b € Z . Wir sagen a teilt b oder a ist ein Teiler von b, falls es k € Z gibt

mit a -k = b; wir schreiben dann alb. 5

Sei m € IN. Wir verwenden m nun als Aquivalenzmodul, denn damit kénnen wir
folgende Aquivalenzrelation auf Z erklaren:

a~b:<= m|lb—a):<= e Z (b=a+1Im).

Dies ergibt eine Zerlegung von Z in Aquivalenzklassen: Ist a € Z, so entscheidet der
Rest bei der Teilung von a durch m, welcher Aquivalenzklasse a zugeordnet wird. Da nur
m verschiedene Reste auftreten konnen, liefert dies eine Zerlegung von Z in m Aquiva-
lenzklassen. Wir haben also

D=7, ={[0],....[m— 1]}
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Interessanterweise kann man in Z,, sogar wieder addieren (Operation @) und multipli-
zieren (Operation ©):

k@l =+, ko] =k-1,klecZ.
Beachte, daf§ hier wieder nachgepriift werden muf}, daf3
K@ (1], [k @ [1]

vom Représentanten k fiir [k] und [ fiir [{] nicht abhéngen.

Die Rolle der Null wird von der Klasse [0] und die Rolle der Eins wird von der Klasse [1]
iibernommen. Man stellt aber fest, daf§ eine Eigenschaft, die bei ZZ keine Entsprechung
hat, hier eintritt: Die Multiplikation von Klassen, die von Null verschieden sind, kénnen
die Nullklasse ergeben; siehe folgende Additions— und Multiplikationstafel fiir m =6 :

@ || (O] (1] [ [2] ] [3] | [4] | [5] © | O] (1] [ 2] [ 3] ] [4] | [5]
(O] || [oF | [1] [ {2 | (3| (4] | [5] (0] || [o] | [o | [0] | [0] | [O] | [0]
A | (0 20 (3] | [4] | 5] ] [0] A [0l | (] |12 | 3] ) (4] | (5]
21| (20| [31 [ 14 | [5] | O] | (1] 2] | [o] | (2] | [4] | O] | [2] ] (4]
B | 31 [4] [ BT[] ) (1] ] 2] 3] | [0] | (3] | O] | [3]| [O] ] [3]
4] || [4) | B o] | (] | 2] ] [3] 4] | [0] | [4] | [2] | O] | (4] | [2]
B B (o] [ (] |2 3] ] (4] 51| [0] | (5] | [4] |13 2] (1]

Man beachte, dafl in der obigen Multiplikationstafel auch “Quadratwurzeln“ zu finden
sind:

Bl =BloB], 4 =H4 o4
Die damit zusammenhéngenden Fragen sind Teil der Ringtheorie, die in der Algebra
behandelt wird.

Das Rechnen in Kongruenzen ist nichts anderes als das Rechnen in Aquivalenklassen wie
oben angedeutet. Mit der Kongruenz

a = b (mod m)

driicken wir aus, da8 a,b zur selben Aquivalenzklasse beziiglich des Moduls m gehéren.
Als Ilustration:

Beispiel 1.28
Betrachte das Kongruenzsystem

Tr =1 (mod4), 2z =1 (mod 3).

7z =1 (mod 4) ist gleichbedeutend mit x = 3 (mod 4), dh. t =3+4z, 2 € Z .
Einsetzen in die Kongruenz 2z = 1 (mod 3) ergibt die Kongruenz

2(34+4z) =1 (mod 3) oder 8z =1 (mod 3),
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und schliefflich
z=2(mod3)oder z=2+3l,l€ Z .

Riickiibersetzung ergibt
x =11 (mod 12).

Definition 1.29
Eine Zahlp € IN |, p # 1, heifit Primzahl genau dann, wenn gilt:

mlp = m=1 oderm =p.

Seit Euklid weifl man, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt.

Definition 1.30

Seien m,n € INg, aber nicht beide 0.
d € IN heifit groBiter gemeinsamer Teiler von m,n, abgekirzt ggT (m,n), genau
dann wenn gilt:

o d teilt m und n;

o teilt ¢ € IN sowohln als auch m, so teilt ¢ auch d.

Bekanntlich gibt es zu jedem m € IN \{1} Primzahlen p,...,p; (nicht notwendig alle
verschieden) mit

m=pi--p

(Primfaktorzerlegung von m). Nun ist klar, daf§ zu je zwei Zahlen m,n € INy mit m+n # 0
stets ein grofiter gemeinsamer Teiler

d = ggT'(m,n)

existiert. Aus der Definition 1.30 liest man ab, daf§ fiir zwei grofite gemeinsame Teiler
d,d von m,n ofenbar d|d', d'|d, also d = d’ gilt. Diesen eindeutig bestimmten gréfiten
gemeinsamen Teiler kann man durch Teilung mit Rest berechnen. Das resultierende Re-
chenschema ist der Euklidische Algorithmus.

Zur Formulierung sind die sogenannten Gaufl)klammern niitzlich. Fiir eine reelle Zahl r
seien definiert:

| | := groBte ganze Zahl z mit z < r, [ r | := kleinste ganze Zahl z mit z > r.
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Euklidischer Algorithmus:

EIN m,n € INg. O.E.m>n>0.
SCHRITT 1 f() =m, f1 =n.
SCHRITT 2 Ist f; =0, gehe zu AUS.

SCHRITT 3 f:= fy— L%Jfl.
SCHRITT 4 f,:= f1, f1:= f gehe zu SCHRITT 2.
AUS fo, fu mit: fo = ggT'(m,n), f1 =0.

Der Schritt 3 ist nichts anderes als eine Umformulierung der Division von fo durch fi mit
einem Rest f kleiner als fj .

Die Verifikation, daf§ der Algorithmus den gréfiten gemeinsamen Teiler d von m, n berech-
net (Nachweis der Korrektheit des Algorithmus), stiitzt sich auf folgende Beobachtun-
gen:

(a) Ist f1 >0, so gilt:
99T (fo, fr) = 99T (f1, fo — L%Jfl) :

(b) Ist fo > f1 >0, so gilt:
Fimfo- 125 < .

(c) Eine (beziiglich <) abnehmende Folge natiirlicher Zahlen enthélt nur endlich viele
Elemente.

Das Wort Algorithmus leitet sich vom Namen des Mathematikers al-Charismi (oder al-
Khowarizmi) aus Bagdad (um 830) ab. Er beschrieb in seinem Werk “Al-jabr wa’l Mugabalah
als erster die elementare Algebra und trug damit erheblich dazu bei, dafl die Algebra nach Europa
kam. Das Wort“Algebra“ leitet sich aus dem Buchtitel ab.

Eine wichtige Aussage im Zusammenhang mit dem Euklidischen Algorithmus halten wir
fest in

Bemerkung 1.31

Analysiert man den Euklidischen Algorithmus, so stellt man fest, daf§ der gréfite gemein-
same Teiler d von m,n stets eine Darstellung d = um + vn mit u,v € Z besitzt. Dies
korrespondiert mit der Tatsache, dafl in ZZ jedes Ideal ein Hauptideal ist und dafl das von
m,n erzeugte Ideal durch d erzeugt wird. (Genaueres erfihrt man hierzu etwa in einer
Algebravorlesung.) 0
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Beispiel 1.32

Man bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler von 3293 und 2405.
Wir schreiben jeweils SCHRITT 3 auf:

3293 1 - 2405 + 888

2405 = 2 - 888 +629
888 = 1 -629 4 259
629 = 2 .259+4 111
259 = 2111437
111 = 3-374+0

Also ggT'(3293,2405) = 37.
Wir stellen fest, daf§ die Zahlenfolge

ay = 3293, ay = 2405, a3 = 888, a4 = 629, a5 = 259, a6 = 111, a7 = 37
folgender Abschétzung geniigt:
a;+2 Sai/Q, 1= 1,...,5.

Lafit sich eine entsprechende Aussage allgemein beweisen? Diese und &hnliche Fragen
werden in der Komplexitétstheorie (Diskrete Mathematik, Mathematische Informatik)
untersucht. O

Damit ist der euklidische Algorithmus fiir natiirliche Zahlen erklért, die Erweiterung auf
ganze Zahlen ist offensichtlich. Er hat seine Entsprechung bei den Polynomen.

Definition 1.33
Sei IK € {Z, @, IR}. Ein Polynom mit Koeffizienten in IK ist eine Funktion

p:IK >z — ZaixiEZK
i=0

Hierbei heifst die Zahl m der Grad von p, falls a,, # 0. (Den Grad des Nullpolynoms
(ap = ... = ay =0) setzen wir mit —1 fest.) Wir schreiben fiir den Grad m von p :

m :=degp. -

In der obigen Definition haben wir den analytischen Standpunkt, ein Polynom als Ab-
bildung aufzufassen, eingenommen. Die algebraische Sicht besteht darin, ein Polynom als
Objekt in einer Unbekannten zu betrachten. In Kapitel 3 gehen wir darauf ein.

Polynome haben iiberragende Bedeutung als interessanter Gegenstand in der Algebra (all-
gemeine Arithmetik), in der Analysis auf Grund der Tatsache, dafl jede stetige Funktion
(lokal) gut durch Polynome approximiert werden kann, und in der numerischen Mathe-
matik, da Polynome dariiberhinaus einfach durch ihre Koeffizienten abgespeichert werden
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kénnen. Bei den Polynomen ist auch eine Division mit Rest, die ja beim Euklidischen Al-
goritmus zentral war, erklart.

Satz 1.34

Sei q ein Polynom mit Koeffizienten in IK € {@, R} mit degq > 0. Dann gibt es
zu jedem Polynom p mit Koeffizienten in IK eindeutig bestimmte Polynome f,r mit

p=fq+r,degr <degq.
Beweis:
Eindeutigkeit:
Sei p = fiq+ri,degry < deg q, p = foq+re,degry < deg q. Dann folgt (fi — f2)q =
(r1 —r2). Da deg(r — r2) < deg q ist, kann diese Identitét nur dann erfiillt sein, wenn
f1 — fo und r; — ro Nullpolynome sind.
Existenz:

Sei p(z) := Zax q(z) == Zax x € IK , mit a,, # 0,b,,, # 0.

Wir fiihren den EX1stenzbewels durch vollstédndige Induktion nach n .

n=0:1Ist m =0, setze f := an/by,r :=0.Ist m > 0, setze f:=0,r :=p.

n+ 1 :Ist degp < deggq, setze f := 0,7 := p. Ist degp > deggq, setze z(z) :=
any1 bt 2™ ™™z € IK . Dann ist deg(f — 2¢) < n + 1 und aus der Induktionsan-
nahme folgt die Existenz von Polynomen fi,r mit p — zq = fiq+r, degr < degq. Also:
p=(z+ fi)g+r,degr < degq. [

Die formale Definition fiir den gréfiten gemeinsamen Teiler wollen wir nicht nochmal
aufschreiben; sie sollte klar sein. Soviel sei allerdings festgehalten: Er ist hier nur bis auf
Vielfache mit Elementen # 0 aus dem zugrundegelegten Koeffizientenbereich (siehe oben)
festgelegt.

Euklidischer Algorithmus bei Polynomen:

EIN Polynome p, ¢ mit degp > degq > 0.

SCHRITT 1 fy:=p, fi:=q.

SCHRITT 2 Ist deg fi <0, gehe zu END.

SCHRITT 3 Division mit Rest: fy = gf1 + f, wobei deg f < deg f; .
SCHRITT 4 f):= fi, fi := f gehe zu SCHRITT 2.

AUS fo, fr mit: fo = ggT(p,q), deg f1 < 0.

Vollig entsprechend zum skalaren Fall bestétigt man, daf§ das Polynom fy, das vom Al-
gorithmus ermittelt wird, einen groffiten gemeinsamen Teiler von p, g darstellt.
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Beispiel 1.35
Betrachte fiir IK := @ die Polynome

p(x) == 2"+ 32> + 62 +5, g(z) :== 32° + 62 + 6.
Der Durchlauf des euklidischen Algorithmus sieht so aus:

EIN p(x) =23+ 322+ 62 +5, q(r) := 32> + 62 + 6.
SCHRITT 1 f() =P, f1 =4q.

SCHRITT 3 f(z) = 2z + 3 denn
(23 + 322 + 62 +5) : (32% + 62 + 6) = 1/3 £ + 1/3 mit Rest 2z + 3.
SCHRITT 4 fo(z) = 32?4+ 62 +6, fi(z) =2z + 3.

SCHRITT 3 f(z) = 15/4 denn
(322 + 62 +6) : (2x + 3) = 3/2 x + 3/4 mit Rest 15/4.
SCHRITT 4 fo(z) =2z + 3, fi(z) =15/4.
SCHRITT 3 f(z) =0 denn
(22 4+ 3) : 15/4 = 8/15 x + 4/5 mit Rest 0.
SCHRITT 4 fo(z) =15/4, fi(x) =0.
Also ist das Polynom d(z) := 15/4 ein grofiter gemeinsamer Teiler der Polynome p,q.
Wir nennen die Polynome auf Grund der Tatsache, dafl der grofite gemeinsame Teiler ein
Polynom vom Grad 0 und dieser ja nur bis auf solche Polynome eindeutig bestimmt ist,

teilerfremd. Dies korrespondiert mit der Tatsache, dal g keine reelle Nullstelle hat und
selbst kein Teiler von p ist, wie die obige Rechnung gezeigt hat. O

Teilbarkeit und Primfaktorzerlegung spielen eine grofie Rolle in der Algebra. Welch inter-
essante Vielfalt Polynome dabei schon aufzeigen, sieht man etwa an dem Polynom

p(z) =z —7.

Betrachtet man das Polynom iiber dem Korper @, so hat es keine Nullstelle und man
kann es nicht echt in ein Produkt von Polynomen mit Koeffizienten in € zerlegen; man
nennt es daher irreduzibel.

Betrachtet man das Polynom in IR, so zerfillt es in Faktoren

p(z) = (2* = V7) (@ + VT)
und man kann zwei reelle Nullstellen ablesen:
T = j:{“/? .

Beachte, daf§ in IR 4-te Wurzeln aufgrund der Vollstandigkeit von IR wohldefiniert sind.
Betrachtet man das Polynom in € — wir haben komplexe Zahlen noch nicht eingefiihrt,
wir erwdhnen dies nur der Vollsténdigkeit halber —, so hat p die Nullstellen

x:i%,x:iz’{“/?,
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und es zerfillt in Linearfaktoren:
p(x) = (x — V) (x + V) (x —iVT)(z +iVT).

Dies korrespondiert mit der Aufteilung des Kreises mit Radius v/7 in vier Sektoren. Im
Abschnitt 3.2 iiber Korper kommen wir darauf zuriick.



Kapitel 2

Lineare (Gleichungssysteme

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme mit “Zahlen“ als Koeffizienten. Wir nehmen
dabei Bezug auf den Abschnitt 1.5, in dem wir als Zahlbereich IK € {@, R} betrach-
tet haben. In den Kapiteln iiber Vektorrdume und lineare Abbildungen ordnen wir die
Betrachtungen in einen allgemeineren Kontext ein.

2.1 Beispiele und Einfiithrung

Sei IK € {@, IR}. Die Addition in IK schreiben wir mit + , die Multiplikation mit -,
meist jedoch lassen wir - auch weg.

Betrachte eine Gleichung
ax=0b (a,b € IK)

in einer “Unbekannten“. Als Losung suchen wir x € IK, sodafl die Gleichung, wenn wir x
einsetzen, erfiillt ist. Die Gleichung hat

— keine Losung, falls a = 0, aber b # 0 ist;
— jedes x als Losung, falls a = 0 und b = 0 ist;
— genau eine Losung x = a~1b, falls a # 0 ist.

Die Gleichung
a1x1 + aoxo = b (21)

in zwei Unbekannten mit a1, as,b € IK hat
— keine Losung, falls a; = ay = 0, aber b # 0 ist;
— alle (71, 29) € IK? als Losung, falls a; = ag = b = 0 ist;
— alle Paare (z1,z) in
{(21,22) |22 = ay’ (b—ay1z1),21 € IK}, fallsas #0,
d.h. alle Punkte der Geraden

y=—ay az+b

26
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mit Steigung —aja; ', bzw.
{(21,29)|21 = a7t (b — ag29) , 20 € IK}, falls a; # 0,

als Losung.

Wir nennen die Gleichung (2.1) eine lineare Gleichung, da in ihr nur Summanden der
Form a; x; auftreten; eine algebraische Definition des Begriffs “linear” in allgemeinerem
Rahmen folgt spiter. Keine linearen Gleichungen sind demnach:

x1+3x§:7, NI+ 2 =—1, 2122+ 22 =1.

Fiir das System linearer Gleichungen

anri +aprz = b (2.2)
2171 + ATz = by (2.3)

mit a1, a1z, a1, a2, by, be € IK sucht man “simultane“ Losungen, d.h. Paare (x1,z2) €
IK?, sodaB beim Einsetzen beide Gleichungen erfiillt sind. Wir machen eine Fallunter-
scheidung:

Fall 1: a11 = Q12 = A1 = Q92 = 0.
Ist by # 0 oder by # 0, so gibt es keine Losung.
Sind b; = by = 0, so sind alle Paare (z1, z5) Losungen.

Fall 2: a1, # 0.
Addiere das (—a;jj ag1) — fache der ersten Gleichung (2.2) zur zweiten Gleichung (2.3).
Dies ergibt

0- xr1 + (CLQQ — CL1_11 ao1 alg)xg = bg — CL1_11 a91 bl . (24)

Multiplikation mit aq; fithrt auf
(a11a22 - a12a21)l’2 = a11by — a1 b; . (2-5)
Die Losungsmengen von (2.2),(2.3) bzw. (2.2),(2.4) bzw. (2.2),(2.5) sind identisch.
Fall 2a: A = a11a922 — A12021 7£ 0.
Man rechnet aus (2.5) z5 aus:

Ty = A" (a12by — ag1b),

setzt in (2.2) ein und “16st* nach z; auf (siche Uberlegungen zur Gleichung mit einer
Unbekannten):

I = A_l (aggbl — algbg) .
Man verifiziert, dafl nun das Paar (x1, z2) den Gleichungen (2.2),(2.3) geniigt. Es gibt also
genau eine Losung.

Fall 2b: A =0.
Nun existiert fiir a11b2 — a21b; # 0 keine Losung. Fiir aj1b2 — ag1b; = 0 ist 25 in (2.5) frei
wihlbar und als Losungsmenge zum Gleichungssystem (2.2),(2.3) erhalten wir die Menge

{($1,$2)|$1 = CL1_11 (bl — algxg) , To € H(} .
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Fall 3: Tritt Fall 1 nicht ein, so kann o.E. Fall 2 erreicht werden, denn:

Ist a11 # 0, ist Fall 2 gegeben.

Ist ag; # 0, mache Gleichung (2.2) zur Gleichung (2.3) und Gleichung (2.3) zur Gleichung
(2.2) durch Umnummerierung (“Zeilenvertauschung®).

Ist a2 # 0, mache Unbekannte x; zur Unbekannten x5 und Unbekannte xo zur Unbe-
kannten x; (“Spaltenvertauschung®).

Ist age # 0, kombiniere die Schritte “Zeilenvertauschung® und “Spaltenvertauschung®.

Bemerkung 2.1

Die Losung des Gleichungssystems (2.2),(2.3) bedeutet offenbar, den Schnittpunkt der
beiden Geraden
a11T1 + a12r2 = b1, a1 ®1 + anrs = b

im “Anschaungsraum® IK? zu suchen. O

Bemerkung 2.2

Die Grofle A, welche im Fall 1 gleich Null ist, bestimmt offenbar, ob es genau eine Losung
des Gleichungssystems (2.2),(2.3) gibt oder nicht. Diese Zahl heift Determinante be-
trachtet in Abhéngigkeit von den Gréflen a;; im Gleichungssystem, heifit sie Determi-
nantenfunktion. Wir widmen dieser Grofle das Kapitel 7.

Die Bezeichnung “Spaltenvertauschung“ wird am Ende dieses Abschnitts noch einsichtig
werden. O

Beispiel 2.3

Wir betrachten eine spezielle Interpolationsaufgabe, eine allgemeinere Betrachtung
folgt in Kapitel 4.

Finde eine Parabel y = ax? + bx + ¢ durch die Punkte (0,0), (1,1),(—1,2).

Als Gleichungssystem erhalten wir in naheliegenderweise:

0=a-0+b-0+c,l=a-1>+b-14+c,2=a-(-1)*+b-(-1) +c.

Also ¢ =0 und
a+b=1,a—b=2,
d.h.
a=3/2,b=-1/2,c=0.
Damit ist die Parabel nun (eindeutig) bestimmt. O

Ein lineares Gleichungssystem in n Unbekannten und m Gleichungen ist gegeben
durch ein Schema

a;1ry + aprs + ... + apx, = b

Am1T1 + GmaZ2 + ... + AT = bm
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Die Groflen a;; nennen wir Koeffizienten des Gleichungssystems. Jede Zeile dieses Sche-
mas konnen wir mit dem Summenzeichen aufschreiben. Dann erhalten wir:

j=1

Definition 2.4
FEin x € IK"™ mit x = (x1,...,x,) heifft Losung von (2.6), falls

n
Zaijxj:bi ,1§z§m
j=1

Bezeichnung: Mit dem Symbol k = n;(n2)ns bezeichnen wir die Aufzidhlung
k= ni,ny +n2,n1 +2n2,...,n3.

Nun fassen wir die Zeilen noch zu einem noch kompakterem Schema zusammen, indem
wir einfithren:

ail aipa ... Qinp

A a91 QA2 ... QA9p
= . . . = (aij)i:J(J)mJ’:I(l)n

Am1 Am2 ... Qmn

Wir nennen A eine Matrix, genauer eine (m x n) — Matrix mit Eintrdgen aus dem
Zahlbereich IK .

Das aus dem Lateinischen kommende Wort “Matrix“ bedeutete urspriinglich “Mutterleib“ oder
“Uterus“, also etwas, worin oder woraus sich etwas entwickelt. Im Vergleich dazu ist die ma-
thematische Definition steril. Die Tensoren, die wir im Kapitel 11 besprechen wollen, sind eine
Verallgemeinerung des Matrixbegriffs. Spétestens aber nach diesen Betrachtungen wird klar sein,
daf3 die Etymologie des Wortes “Matrix“ nicht so unangebracht ist. Als “Erfinder* der Matrizen
ist A. Cayley (1821 — 1895) anzusehen.

Wir fassen nun noch die rechte Seite des obigen Gleichungssystems zusammen zu
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Das Gleichungssystem schreiben wir dann als
Az =b (2.7)

Wir wollen nun dieser Schreibweise und dem Wort “linear” Gehalt geben. Dazu haben
wir noch zusétzliche Strukturen auszumachen.

2.2 Matrizen und Vektoren

Wir setzen

IK™" = {A | A= (aij)izz(z)m,jzz(l)n yi=1(1)m,j = 1(1)7?,}
jedes Element von IK™" heifit eine (m x n) — Matrix. Wir nennen IK"™" den Ring der
(m x n) — Matrizen iiber IK , falls m = n gilt. Die Bezeichnung “Ring* verdeutlichen wir
spiter. Jedes Element A = (aij)izl(l)m j—1(1)n € IK™" ist also ein Schema, wie wir es im
Zusammenhang mit dem Gleichungssystem eingefiihrt haben.

Nun fithren wir Verkniipfungen ein:
Addition:

@ IK™" x IK™" > (A,B) — A®B:= (aij+bij)i:1(1) e IK™"™

m,j=1(1)n

wobei A = (aij)izl(l)m’jzl(l)n , B = (bij)izl(l)m,jzl(l)n .
Multiplikation:
QIH(m’nXH(n’ZB(A,B) — AO®B:= (Zazkbk3> e K™
k=1 i=1(1)m,j=1(1)l
wobei A = (aij)izl(l)m’jzl(l)n , B = (bij)izl(l)n,jzl(l)l .

Skalare Multiplikation:

o IKxIK™" > (r,A) +— reA:=(r-a;) e k™"

i=1(1)m,j=1(1)n

wobei A = (a;5)

i=1(1)m ,j=1(1)n °

Das Wort “skalar® wird seine Bedeutung im Kapitel iiber Vektorrdume bekommen.
Die eben eingefiihrte Bezeichnung wollen wir sofort wieder zugunsten der gebrauchlichen,
kiirzeren Notation abédndern:

K™ x K™ 3 (A,B) — A+B:=A®B¢cIK™

K™ x K™ > (A,B) — AB:=A-B:=A0BcIK™
IKxIK™" > (ryA) +— rA:=r-A:=reAcIK™"
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Die urspriingliche Verwendung von ¢, ®, e dient nur der Verdeutlichung, daf§ +, - unter-
schiedliche Objekte verkniipft. Aus der Addition ergibt sich in iiblicher Weise die Sub-
traktion:

A—-B:=A+(-B),A BecIK™",

wobei das Negative —B von B durch
—B:= (_bij)izz(z)m,jzz(z)n mit B = (bij)izz(z)m,jzz(z)n )

definiert ist.

Beispiel 2.5
Betrachte in @ oder IR die Matrizen

Wir haben
00 0 r
A+B=B+A <4 2),7’A<4r 0),
0 2 -4 0
a8 2) s (0.
Beachte die Tatsache, dal A+ B = B + A, aber AB # BA ist. O

Eine Sonderrolle nehmen die Matrizen in IK™" und IK*" ein. Wir nennen die Elemente
in IK™! Spaltenvektoren und die Elemente in IK'" Zeilenvektoren. Diese Bezeich-
nungsweise wird anschaulich, wenn wir die zugehorigen Schemata betrachten:

In IK™":

ai11
a21
A= (aij)izj(l)m,jzl(l)l -
Am1
In IK'™:
A= (aij)izl(l)l,jzl(l)n = ( aij; Q12 ... Qip ) .

Bemerkung 2.6

Die Bezeichnung Vektor fiir ein Element in IK' bzw. IK™! bzw. IK>" ist aus der Physik
iibernommen. Hier ist der physikalische Hintergrund, eine gerichtete Grofle zu sein, nicht
relevant, einzig und allein die Regeln, mit denen wir mit den n-Tupeln, den Spaltenvek-
toren oder den Zeilenvektoren umgehen, sind entscheidend. Die physikalische Sichtweise
— die Bezeichnung Skalar fiir die Elemente in /K kommt auch aus der Physik — wird
spatestens dann eine Rolle spielen, wenn wir iiber affine Rdume reden werden. a

Es ist offenbar ein enger Zusammenhang zwischen IK™! und IK™ bzw. IK"" und IK™.
Meist identifizieren wir IK™!, IK*™ mit IK™ bzw. IK™ und verwenden fiir Spalten- bzw.
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Zeilenvektoren kleine Buchstaben. Addition, Subtraktion und skalare Multiplikation iiber-
tragen sich sofort von IK™!' auf IK™ gemif

x4y = (T14+ Y1,y T + Ym)
r—y = (L1 =Y,y T — Ym)
re = (rey,...,rTmy),

wobei z = (1,..., Zm), Y= (Y1,---,Ym) € IK™ , r € IK .

Die Schreibweise
Az =10

fiir das Gleichungssystem in n Unbekannten und m Gleichungen ist damit nun wohl
erklart:

Es handelt sich bei der Schreibweise Az um ein Produkt der Matrix A mit
dem Spaltenvektor x.

Eine Matrix A € IK™"™ konnen wir uns, je nach Interesse, aus Spaltenvektoren
A:(al‘...‘a”) Ll e IK™ 1< j<n,
oder aus Zeilenvektoren

bl
A=| : eIk 1<i<m,
bm

aufgebaut denken.
Jede Matrix A € IK™" vermittelt durch

K™ 5 ¢ — Az c IK™!
eine Abbildung T4. Es gilt offenbar:

Ta(x+y) =Ta(z) +Taly), Talrx) =rTs(x), z,y € K™ re IK . (2.8)

Auf Grund der Eigenschaften (2.8) nennen wir die Abbildung T4 linear. Aus der Beschéfti-
gung mit fast ausschliellich linearen Abbildungen leitet sich das Wort linear in der Be-
zeichnung “Lineare Algebra“ ab.

Die Identitét idn1 wird induziert durch die Einheitsmatrix

E = (5ij)i:1(1)n,j:1(1)n )

wobei d;; das sogenannte Kronecker—Symbol

s _ [ 1, fallsi=j
Y1 0, sonst
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ist.

Bezeichnung: Die Spaltenvektoren

1 0 0
0 1 0
el = 0 e? = 0 e = 0
0 0 0
0 0 1

in IK"! heiBen Einheitsvektoren. Die Einheitsmatrix E € IK™" schreibt sich damit als
FE = (61|~~~|6n).

Die Zahl n bei IK" bezeichnen wir als Dimension und IK" nennen wir einen n — di-
mensionalen Raum. Hier ist es einfach eine Sprechweise, spéter werden wir dies genauer
begriinden. Soviel 148t sich jedoch sofort sehen: Ein Vektor in IK™ steht fiir n Freiheits-
grade, da wir in in n Komponenten die Freiheit haben, zu operieren, unabhéngig von den
anderen Komponenten.

2.3 Losungsraum

Betrachte ein Gleichungssystem
Az =b (2.9)

Die Daten des Gleichungssystems sind A € IK™" (Systemmatrix), b € IK™' (rechte
Seite); x € IK™' steht fiir den Losungsvektor.

Bezeichnung:

Mit 6 schreiben wir den Nullvektor in einem Raum IK", also 6 = (0,...,0). Diese Be-
zeichnung verwenden wir sinngeméf auch fiir 6 als Spalten— bzw. Zeilenvektor.

Mit 6 schreiben wir die Nullmatrix in IK™", d.h. @ = (ay)i=1(1)m,j=1(1)» Mit Eintrégen

Definition 2.7

Das System
Ax =b

heifst homogen, falls b = 0 ist, anderenfalls inhomogen.
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Satz 2.8
(a) Ist das System (2.9) homogen, so hat es die triviale Losung x = .

(b) Ly := {x € IK™" |Ax = 0} ist abgeschlossen bzgl. der Addition und skalaren
Multiplikation, d.h.

u+v € Ly, ru € Ly, , falls u,v € Ly,r € IK .

(c) Ist Ly := {x € IK™" |Az = b} # 0, dann ist
Ly =2+ Ly :={Z + ulu € Ly},

wobei T (irgendeine spezielle) Losung von (2.9) ist.
Beweis:
Zu (a). Trivial.
Zu (b). Folgt aus (2.8).

Zu (c).
Sei x € Ly. Dann gilt A(z —z) =0, dh.z —Z € Ly.
Sei x = Z + u mit u € Lyg. Dann ist offenbar Ar = Az =b,d.h. z € L;. [

Beispiel 2.9

) 01
Se1A.<0 0).

2.4 Das Eliminationsverfahren

Die Losung linearer Gleichungssysteme ist zentral in der numerischen Mathematik und
in weiterem Sinne auch in der angewandten Mathematik. Die konstruktive Losungsidee
besteht darin, ein gegebenes System durch dquivalente Umformungen, d.h. durch Umfor-
mungen, die die Losungsmenge nicht dndern, in eine Form zu bringen, aus der man die
Losung dann ablesen kann. Eine solche erstrebenswerte Form ist eine Matrix von oberer
Dreiecksgestalt:
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Definition 2.10

(a) Eine Matriz A = (a;;)
wenn

i—1(1)ym, j=1(1)n heifit von oberer Dreiecksgestalt,

a;; =0, falls © > j,
gilt.

(b) Eine Matriz A = (aij);_;(1ym j—1(1), et Diagonalmatrix, wenn gilt:

a;; =0, falls 1 # j. .

In der “einfachsten* Situation m = n = 2 hat ein Gleichungssystem mit einer Systemma-
trix von oberer Dreiecksgestalt folgende Form:

a11 Qai2 Z1 . by
0 a9o9 ) a b2 .
Nun ist klar: Ist ajja90 # 0, so 16st man so:

-1 . -1 -1
T2 = Qoy bg, Xr1 = (bl — Qg9 algbg)au .

Dies ist die 2 x 2 — Version eines Algorithmus, der Riickwértssubstitution genannt
wird. In der Einfithrung haben wir in (2.2),(2.4) ein solches System vorgefunden.

Definition 2.11

Eine Matrix A = (aij)izl(l)n i=1(1yn VOT oberer Dreiecksgestalt heifst regulér, falls

all"'ann#())

anderenfalls singular.

Beachte, dal eine Diagonalmatrix eine Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist und damit
auch Regularitdt und Singularitdt fiir diesen Typ von Matrizen erklart ist. Das Produkt

a11- - Ay ist im Spezialfall n = 2, a1 = 0 gerade die im Abschnitt 2.1 eingefithrte Grofle
A.

Die Bedeutung des Begriffs “regulér®, der spéter eine Erweiterung erfahren wird, liegt bei
Systemen mit einer Systemmatrix von oberer Dreiecksgestalt darin, dafl die eindeutige
Losbarkeit durch diese Eigenschaft gesichert wird (Losbarkeit alleine kann auch ohne
diese Bedingung vorliegen). Dies ist eine Konsequenz aus dem folgenden Algorithmus, der
die Losung eines Gleichungssystems mit einer Systemmatrix von oberer Dreiecksgestalt
beschreibt.
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Algorithmus “Riickwéartsubstitution*:

EIN Regulidre Matrix A € IK™™ von oberer Dreicksgestalt.
SCHRITT 1 i:=n.

SCHRITT 2 z;:=1;.

SCHRITT 3 Firj=(i+1)(1)n z;:=z; — a;;x;.

SCHRITT 4 z;:=x;/a; .

SCHRITT 5 Isti>1, gehe miti:=14—1zu SCHRITT 2, sonst zu AUS.

AUS Losungsvektor x = (x1,...,2,) .

(Den Losungsvektor haben wir in AUS aus Platz—6konomischen Griinden als n-Tupel und
nicht als Spaltenvektor geschrieben).

Es ist nun erstrebenswert, eine beliebige Matrix auf eine obere Dreiecksgestalt zu trans-
formieren, sodafl die sich der Losungsraum nicht verédndert. Dieses leistet das Elimina-
tionsverfahren, das nach Gaufl benannt ist, das allerdings fiir konkrete Fille schon sehr
viel frither Anwendung fand.

Aus dem 2. Jahrhundert n. Chr. gibt es eine Ubersetzung der “Neun Biicher iiber die Kunst der
Mathematik“, die wohl im 2. Jahrhundert v. Chr. aufgeschrieben wurden; das Methodenmaterial
kann aber durchaus &lter sein. Diese Biicher sind eine Art Lehrbuch fiir Verwaltungsbeamte. Im
VIII. Buch ist folgende Aufgabe enthalten:

Aus drei Garben einer guten Ernte, 2 Garben einer mittelméfiigen Ernte, und 1 Garbe einer schlech-
ten Ernte erhélt man den Ertrag von 39 Tou. Aus 2 Garben einer guten Ernte, 3 Garben einer
mittelméfBigen Ernte und 1 Garbe einer schlechten Ernte erhélt man 34 Tou. Aus 1 Garbe guter
Ernte, 2 Garben mittelméafiger Ernte und 3 Garben schlechter Ernte erhélt man 26 Tou. Wieviel
ist der Ertrag einer Garbe?

Diese Aufgabe wurde in eine rechteckige Tabelle gebracht (Matrixschema !) und nach Regeln
(“Immer multipliziere mit der Garbenzahl der guten Ernte mit der ... ,,), die den Eliminations-
chritten (siehe unten) entsprechen, auf eine Dreieckstabelle gebracht. Dabei kénnen auch negative
Zahlen — sie treten hier wohl erstmals in der Geschichte der Mathematik auf — auftreten, fiir den
Umgang dafiir wurden Regeln angegeben. Wir kénnen das resultierende rechteckige Schema nun
als lineares Gleichungssystem mit einer Systemmatrix von oberer Dreiecksgestalt lesen:

3 2 1 1 39
0 5 1 T3 = 24
0 0 36 T3 39

Nun wird mit Riickwartssubstitution gelost.
Die Idee der Elimination wurde auch studiert von Diophantos aus Alexandrien (um 250 n. Chr.).

Welche Manipulationsschritte — wir nennen sie nun elementare Umformungen — sind
es, die wir auf ein lineares Gleichungssystem anwenden diirfen, ohne die Losungsmenge
zu verdndern? Es sind dies:
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Zeilenvertauschung:

Spaltenvertauschungen:

Multiplikation:

Addition:

Zwei Gleichungen vertauschen, was einer Zeilenvertau-
schung in der Systemmatrix und der rechten Seite bedeu-
tet.

Vertauschung von zwei Unbekannten, was einer Spalten-
vertauschung in der Systemmatrix entspricht; man hat sich
dies zu merken!

Eine Gleichung wird mit einem Skalar r # 0 multipliziert.
Dies entspricht der Multiplikation einer Zeile in der Sy-
stemmatrix und in der rechten Seite.

Eine Gleichung wird zu einer anderen Gleichung addiert.
Dies entspricht einer Addition einer Zeile in der System-
matrix und in der rechten Seite.

Kein Zweifel, nichts dndert sich an der Losungsmenge, da man jeden Schritt wieder
riickgéingig machen kann. Man beachte, dal man, bis auf die Spaltenvertauschung, die
Manipulationen stets auf die geréinderte Matrix (A|b) anzuwenden hat (A Systemma-
trix, b rechte Seite). In unserer Einfithrung in Abschnitt 2.1 haben wir diese Schritte be-
reits kennengelernt. Wir geben dieser elementaren Formulierung eine Matrixformulierung.

Sei eine (m x n) — Matrix Ay gegeben. Wir konstruieren unter Verwendung der obigen
Manipulationsschritte eine Folge Ay, Ay, ... in folgender Weise:

e Sei Ay gefunden und sei Ai von der Form

B C

wobei B € IK®* eine regulére Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist.

e Ist D die Nullmatrix, kénnen wir abbrechen.

e Sonst wird Ay konstruiert nach folgendem Vorgehen:

o Wiahle in D = (dU)

i=1(1ym—k,j—1(1)n—k €0 Element di; 7 0. Ein solches Ele-

ment wird ein Pivotelement (Ankerelement) genannt.

o Bringe dieses Pivotelement durch Spalten— und Zeilenvertauschung in die Po-
sition (1,1) von D, d.h. wir kénnen o.E. nun annehmen: dj; # 0. Beachte:
Zeilenvertauschungen und Addition von Zeilen sind an der gerédnderten Matrix
vorzunehmen, Spaltenvertauschungen hat man sich zu merken.

o Addiere geeignete Vielfache der ersten Zeile von D zu den darunterliegenden
Zeilen mit dem Ziel, dafl

erreicht wird.

doy = -+ = dm_yy1 =0

Dies waren elementare Umformungen und es ergibt sich die Matrix Axy1. Das Vor-
gehen ist damit (induktiv) beschrieben.
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Wir fassen dies nun algorithmisch zusammen.

Algorithmus “Elimination nach Gauf}*:

EIN

SCHRITT 1
SCHRITT 2

SCHRITT 3
SCHRITT 4
SCHRITT 5

SCHRITT 6

AUS

Systemmatrix A € IK™" | rechte Seite b € IK™ .
Zu finden ist € IK™' mit Az =b .

Ag:=(Alb) e IK™" ™  D:=A,d:=b,k:=0.

B C ¢

© D d
mit B € IK** ¢ e IK*! d e IK™ %! gegeben, wobei
k = 0 bedeutet, dafl Ay von der Form (D|d) ist.

Sei Aj in der Form

Ist D die Nullmatrix, setze r := k und gehe zu AUS.
Finde in D ein Pivotelement d;; # 0.

Falls notig, vertausche in (D|d) Zeile i mit Zeile 1 und in D
Spalte 7 mit Spalte 1 mit dem Ziel, dafl in der resultierenden
Matrix (D'|d’) das Element dy; # 0 ist. Sei die Matrix (D'|d")
nach eventueller Vertauschung wieder mit (D|d) benannt.

Mache die erste Spalte der Matrix (D|d) durch elementare
Umformungen, angewendet auf die Matrix (D|d), zum Vektor
e! . Daraus resultiert eine Matrix Az, von der Form

B C c
© D d )

mit D € [K"F-lm=k=l

Setze k := k + 1 und gehe, falls k¥ < min{m,n}, zu SCHRITT 3,

sonst setze r := k und gehe zu AUS .

Aquivalentes Gleichungssystem

B C x|\ [ c
e 6 i) o d ’
wobei B € IK"" eine reguldre Matrix von oberer Dreiecksgestalt

ist; in der Diagonale stehen nur Einsen.
Die Interpretation dieser Form im Falle » = m oder r = n ist

offensichtlich: Es fehlt die Zeile (@ ©) oder die Spalte ( g ) .

Beachte: Dieses Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn
d = 6. Es kann dann mit dem Algorithmus
“Riickwartssubstitution® gelost werden.
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Satz 2.12
Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax =1 (2.10)

mit A€ IK™" be IK™ .
Das Gaufische Eliminationsverfahren liefert ein Gleichungssystem

Az =1 (2.11)

I __ BC m,n /I c m,1
= (2 ) emmmu= () enm

wobei B € IK™",r < min{m, n}, eine reguldre Matriz von oberer Dreiecksgestalt ist.
Zusdtzlich gult:

(a) Das Gleichungssystem (2.10) ist losbar genau dann, wenn d = 6.

(b) Ist das System (2.10) losbar, so erhdlt man die Losungskomponenten x, . .., x,
in eindeutiger Weise (Riickwdrtssubstitution) als Lésung z von

Bz=c (2.12)

durch x; = z;, 1 <1 < r; die restlichen Komponenten x,,1,...,x, sind frei
wdhlbar.

Beweis:

Die Aussagen folgen aus der Entwicklung der Algorithmen “Riickwértssubstitution® und
“Eliminationsverfahren nach Gaufl“. DaBl x,.1,...,x, frei wihlbar sind, folgt aus der
Form des Systems (2.11). |

Folgerung 2.13

Ist das System (2.10) quadratisch, d.h. ist m = n, so tritt genau eine der folgenden
Alternativen ein:

(i) Das System (2.10) ist eindeutig losbar.

(ii) Das zugehorige homogene System (b= 6) hat nichttriviale Losungen.

Beweis:
Es tritt genau eine der Alternativen » = n oder r < n ein. [

Folgerung 2.14

Ist das System (2.10) unterbestimmt, d.h. istm < n, so hat das zugehdrige homogene
System (b = 0) nichttriviale Lisungen.

Beweis:
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Es ist notwendigerweise r < m < n. Nach (b) in Satz 2.12 sind die Komponenten
ZTypi1,- -, T, frei wiahlbar. [

Bemerkung 2.15

In obigem Satz spielt die Zahl r eine nicht unwesentliche Rolle. Es wird hier noch nicht
geklért, ob diese Zahl nur von der gegebenen Systemmatrix A oder auch vom gewihlten
Losungsverfahren abhéngt. Spéter wird sich ergeben, dal r wirklich vom Verfahren un-
abhéngig ist; sie wird dann der Rang der Matrix A genannt. O

Beispiel 2.16

Betrachte das Gleichungssystem aus dem VIII. Buch der “Neun Biicher iiber die Kunst
der Mathematik“:

3 21 1 39
2 31 o | = | 34
1 2 3 T3 26

Der Algorithmus “Elimination nach Gauf3* wird folgendermaflen durchlaufen:

39 321
34 |,D=]2 31
26 123

SCHRITT 1 Ay =

— N W
N W DN
L =

SCHRITT 4 Pivotelement di; = 3.

1 2/3 1/3 13
SCHRITT 6 A;=| 0 5/3 1/3 8
0 4/3 8/3 13

SCHRITT 4  Pivotelement d;; = 5/3.

1 2/3 1/3 13
SCHRITT 6 A;=|0 1 1/5 24/5
0 0 12/5 33/5

32 1 39
AUS 05 1 24
0 0 12 33

Mit Riickwértsubstitution erhalten wir als Losung = = (21, 22, x3) :
w3 =11/4, 20 = 17/4, 2, = 37/4

Beachte, daf§ jeweils viele Pivotelemente zur Verfiigung stehen. O



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 41

Bemerkung 2.17

Nach Durchlauf der Gaufischen Elimination kann man durch elementare Umformungen

die erreichte Form
B C z1\ ([ c
e 6 o )] \d ]~

(66)(2)=(%)

bringen; hierbei ist nun E eine (r x r) — Einheitsmatrix. Das resultierende Verfahren
wird das Gaufl — Jordan Eliminationsverfahren genannt.Die Riickwartssubstitution
gestaltet sich hier sehr einfach. O

in die Form

Bemerkung 2.18

Verschiedenen Varianten eines Eliminationsverfahrens kann man nach der Anzahl der
benotigten Rechenoperationen bewerten. Dabei ist es erlaubt, Additionen und Subtrak-
tionen bzw. Multiplikationen und Divisionen gleichsetzen, da sie etwa gleichgrolen Re-
chenaufwand erfordern.
Bei der Gaufl — Elimination fallen bei einer quadratischen n x n — Matrix héchstens

5 _n(n+1)2n+1)

n+mn-1>%+ 412 = G Additionen

und

_ n(n+1)(2n+1) n(n+1)

nn—1)+mn-1)(n-2)4+---+1 G 5 Multiplikationen
an. Bei der anschliefenden Riickwértssubstitution fallen dann
n—1+n—2+~~~+1—w Additionen
und
n+n—1+---+1= @ Multiplikationen

an. Der Aufwand wiichst asymptotisch also wie n3/3.
Beim Gaufl — Jordan Eliminationsverfahren ermittelt man denselben Rechenaufwand. O

In der Praxis wird die Losung eines (grofien) linearen Gleichungssystems auf einem Com-
puter durchgefiihrt. Dieser hat nur endlich viele (Dezimal-)Stellen fiir die Rechnung zur
Verfiigung, auf die jeweils durch eine Variante einer “Rundung* die Zahlen reduziert wer-
den. Beriicksichtigt man dies, so kommt zu den bisher angesprochenen Fragen

Existenz (einer Losung), Eindeutigkeit (einer Losung)

die Frage der

Stabilitét (der Berechnung gegeniiber Rundung)
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hinzu. Die Frage der Stabilitét ist wesentlicher Teil von Uberlegungen, die in der numeri-
schen Mathematik hinsichtlich der numerischen Lésung von linearen Gleichungssystemen
(auch unabhingig vom Losungsverfahren) angestellt werden. Die Wahl eines Pivotele-
ments spielt eine wesentliche Rolle bei der Betrachtung. Im Abschnitt iiber euklidische
Vektorrdume streifen wir die Werkzeuge fiir die Behandlung dieser Frage, notig ist insbe-
sondere etwas Topologie (Stetigkeit).

Sind bei einem Gleichungssystem alle drei Fragen positiv beantwortet, nennt man das
Problem gut konditioniert. Diese Begriffsbildung ist eine Version des von J. Hadamard
(1865 — 1963) im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen eingefiihrten Be-
griffs korrekt gestellt oder gut gestellt. Nach Hadamard heifit ein Problem korrekt
gestellt, wenn folgende Aussagen verifiziert werden koénnen:

Existenz: Das Problem hat eine Losung.
Eindeutigkeit: Das Problem hat hochstens eine Losung.
Stabilitit: Die Losung hingt stetig von den Daten des Problems ab.

Dem widerspricht nicht, eine Theorie iiber die Behandlung von schlechtgestellten Proble-
men zu entwickeln, d.h. Probleme zu untersuchen, bei denen mindestens eine der oben
angefithrten Eigenschaften nicht gegeben ist; in der Praxis ist die Stabilitdt die Proble-
matik. Ziel einer solchen Theorie ist, herauszufinden, welche “physikalisch“ begriindbaren
Eigenschaften einem mathematischen Modell hinzugefiigt werden miissen, damit ein gut-
gestelltes Problem resultiert (Regularisierung).

2.5 Geometrische Interpretation

Lineare Gleichungssysteme mit sehr vielen Unbekannten, insbesondere mit mehr als drei
Unbekannten, sind sehr interessant. Es lassen sich ohne Miihe viele Anwendungen finden,
bei denen die Anzahl der Unbekannten mehrere Hundert betréigt. Die Betrachtungen der
zugehorigen Losungsmengen spielen sich dann in einem Raum K™ ab mit Dimension n,
die sehr viel grofler als drei ist. Eine geometrische Interpretation von linearen Gleichungs-
systemen setzt dann voraus, dafl es eine Geometrie in Raumen IK", n > 3, “gibt*.

Geometrie ist die Beschiftigung mit Objekten wie Geraden, Kreise, Ebenen, Kugeln . . ..
Die Grundidee einer Geometrie in IK™ besteht darin, mit den Punkten z = (z1,...,z,)
geometrische Objekte wie Gerade, Ebenen, Kugeln, . .. in IK" zu beschreiben. Diese Grun-
didee geht zuriick auf R. Descartes (1596 — 1650) — im cartesischen Koordinatensystem
lebt der lateinische Name Cartesius fiir Descartes fort. Die Einsicht, dal man Geome-
trie in IK",n > 3, treiben kann und sollte, wurde vertieft von A. Cayley (1821 — 1895),
wenngleich mit Mifitrauen und Unglauben aufgenommen:

Man kann mit dem 4-dimensionalen Raum umgehen “sans recourir & aucune notion métaphysique
a I’égard de la possibilité de I'espace a quatre dimensions®.
A.C., 1846

Nahezu gleichzeitig mit A. Cayley schuf H. Grassmann (1809 — 1877) seine “lineale Aus-
dehnungslehre“, ein Werk, dessen Tiefe zunéchst nicht erkannt wurde. Darin wird die
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Geometrie in einem Raum mit n Dimensionen aufgebaut:

... Dadurch geschieht es nun, daf} die Séitze der Raumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben,
die in ihr vermdége ihrer Beschrinkung auf drei Dimensionen keine Befriedigung findet, sondern
erst in der Ausdehnungslehre zur Ruhe kommt.

H. G., 1845

Definition 2.19
Eine Menge G C IK" heifst Gerade genau dann, wenn es p,q € IK", q # 0, gibt mit

G=p+IKq:={p+tqlte IK}.

(G ist Gerade durch p mit Richtung q)

Satz 2.20
Sei G C IK?. Dann sind dquivalent:

(a) G ist Gerade.
(b) Es gibt a € IK*,a # 0, und b € IK mit

g= {(.’13'1,372) < H(Q |CL1£IZ'1 + a9xo = b} .

Beweis:
Zu (a) = (b)
Sei G = {p+tq|t € IK} mit q # 0. Sei etwa ¢, # 0.
Wir setzen a := (—q2,q1), b := ¢1p2 — gap1 und rechnen damit (b) nach.
Ist x € G, dann gilt

r1=p1ttq, x2 =p2 +tqo,
fiir ein ¢ € IK, ndmlich fiir t = (1 — p1)/q1, also

a1x1 + aoxo = b.

Ist a1x1 + agxs = b fiir ein 2 = (x4, 22), dann gilt £ = p + tqg mit t := a5 .

Zu (b) = (a)

Sei etwa ay # 0.

Wir setzen p := (0,bay ), q := (a2, —a;) und haben ¢ # #. Damit rechnet man wie oben
nach, dafl G Gerade durch p mit Richtung q ist. [

Definition 2.21
Eine Menge £ C IK™ heifst Ebene genau dann, wenn es p,u,v € IK" gibt mit

E=p+IKu+IKv:={p+tu+sv|s,te IK},

wobei u # 0,v # tu fir alle t € IK .
(€ ist Ebene durch p mit Richtungsraum u,v).
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Satz 2.22

Sei £ C IK®. Dann sind dquivalent:
(a) E ist Ebene.
(b) Es gibt a € IK®,a # 0, und b € IK mit

E = {(x1, 12, v3) € IK? |ay71 + a2wy + azzz = b} .

Beweis:
Den Beweis dazu wollen wir hier noch nicht fithren, denn er ist mit den hier bekannten
Hilfsmitteln etwas miihsam. Spéter féllt er wirklich sehr leicht. [

Damit ist nun klar, dafl eine Ebene im Anschauungsraum als Losungsmenge einer (nicht-
trivialen) linearen Gleichung auftritt.
Die Forderung

u# 0,v # to fir alle t € IK

— man iiberlege sich, daf} sie dquivalent ist zu v # 0, u # to fiir alle t € IK — in obiger
Definition 2.21 besagt, daB8 die Ebene nicht zu einer Geraden in IK® entartet. Spéter wird
diese Forderung die dquivalente Formulierung “u, v sind linear unabhingig® erhalten.
Wir haben zwar die Charakterisierung der Geraden im “Anschauungsraum® IK® nicht
behandelt, nach Satz 2.22 sollte aber klar sein, daf eine Gerade in IK?® als Schnitt von
zwei Ebenen in IK?® auftreten sollte, also eine Menge von folgender Form sein sollte:

G = {(z1, 29, 73) € IK?|a121 + asxs + azzz = b,ax1 + aywy + ajzy = b'}.

Hier ist dann die Frage zu kldren, wann sich zwei Ebenen schneiden und so eine Gerade
definieren. Dieser Frage gehen wir unter dem Abschnitt “Gleichungssysteme® im Kapitel
4 nach.

Auf die grundsétzlichen Fragen, die mit den Begriffen Gerade und Ebene bei der axioma-
tischen Fundierung auftreten, gehen wir im Kapitel iiber Geometrie ein.



Kapitel 3

Vektorraume

Hier legen wir die Grundlagen fiir die Theorie der Vektorrdume. Von auflerordentlicher
Bedeutung wird der Begriff der Basis sein.

3.1 Gruppen

Definition 3.1

FEine Menge G zusammen mit einer Verknipfung e : G x G 3 (a,b) — aebe G
heifit eine Gruppe genau dann, wenn gilt:

(N) Es gibt ein Element e € G mit aee=cea=a firalleacG.
(1) Zu jedem a € G gibt es ein Element a € G mit aea=aea=ce.
(A) Fir alle a,b,c € G gilt ae(bec)=(aeb)ec.

Ist zusdtzlich noch

(K) Fiir alle a,be G gilt aeb=bea.

erfillt, so heifst die Gruppe kommutativ.

Sei G eine Gruppe.
Die Bedingung (V) besagt, daf} es ein beziiglich der Verkniipfung “e“ neutrales Element
e in G gibt. Ist €’ ein weiteres neutrales Element in G, so lesen wir aus

e =¢cee=c¢

— wir haben dabei (V) zweimal verwendet — ab, dafl das neutrale Element in einer Gruppe
eindeutig bestimmt ist.

Das in der Bedingung (I) eingefiihrte Element a heifit das zu a inverse Element. Es ist
ebenfalls eindeutig bestimmt, denn aus

aea=aea=c,aed =a ea=c¢e,

45
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folgt
ad=adee=ae(aea)=(d'ea)ea=cea=a.

Die Bedingung (A), die wir eben verwendet haben, nennt man das Assoziativgesetz.
Es besagt, dafl Klammern bei der Reihenfolge der Verkniipfungen beliebig gesetzt wer-
den diirfen und deshalb, soweit sie nicht fiir die Lesbarkeit benotigt werden, weggelassen
werden diirfen.

Seit dem 17. Jahrhundert ist der Gruppenbegriff implizit bei Mathematikern zu finden, zunéchst
wohl nur bei konkreten Beispielen. Eine erste explizite Definition einer abstrakten kommutativen
Gruppe findet sich bei H. Grassmann (1809 — 1877). Die Theorie der Gruppen ist nach wie vor
im Zentrum der Algebra sehr lebendig, die vollstéindige Klassifizierung von speziellen Klassen von
Gruppen ist ein Hauptziel der Untersuchungen.

Bemerkung 3.2

Die Forderungen (N) und (I) in Definition 3.1 kann man bei Beibehaltung von (A) auch
schwécher formulieren ohne etwas zu verlieren. Es reicht, statt (N) und (I) zu fordern:

(N') Jee GVaec G (eoa=a).
) Vae GJac G (aea=ce).

Den Beweis — man folgert zunéchst (I) aus (N’) und (I') und dann (N) — wollen wir
iibergehen. O

Uber die Losbarkeit einer “linearen Gleichung in einer Gruppe gibt Auskunft

Folgerung 3.3

Sei (G, e) eine Gruppe und seien a,b € G. Dann gilt:

Jiz,y€ Glaex=b,yea=>0).

Beweis:

Klar: x :=aeb, y :=bea sind Losungen; hierbei ist a das Inverse zu a .
Die Eindeutigkeit folgt etwa im Fall a e x = b so:

Ausaez=0, z € G, folgt

r=aeb=ae(aez)=(aea)ez=cez=z2.
|

Wir fithren nun eine Reihe von Beispielen an. Dabei schreiben wir die Verkniipfung dann
immer mit dem Symbol, das wir in der speziellen Situation bereits kennen. Im Zusam-
menhang mit Vektorrdumen lernen wir weitere Beispiele kennen.
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Beispiel 3.4

(G := Z,e := +) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 und Inversem
—zfirze Z . O

Wenn die Verkniipfung eine Addition ist, nennt man das Inverse eines Elements meist das
Negative. Ist die Verkniipfung e in einer Gruppe einer Addition “verwandt®, so nennt
man sie, wenn sie kommutativ ist, auch abelsch.

Der Begriff “abelsch® ist vom Namen des norwegischen Mathematikers N.H. Abel (1802 —1829)
abgeleitet. Neben Arbeiten zur Konvergenz von Reihen und elliptischen Funktionen beschéftigte er
sich mit der Losbarkeit von Gleichungen fiinften Grades und bewies die Unmoglichkeit der Losung
einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades mit Hilfe von Radikalen (“Wurzelausdriicken“). Seine
Ideen hierzu sind eng mit denen des franzosischen Mathematikers E. Galois (1811 — 1832), dessen
Theorie in der Algebra eine iiberragende Rolle spielt, verwandt. Mit ihm teilt er auch das Schicksal,
sehr jung zu sterben, Abel starb an Schwindsucht, Galois in einem Duell. G. Peano (1858 — 1932)
nahm den Gruppenbegriff auf; ihm standen dazu nun die mengentheoretischen Sprechweisen zur
Verfiigung.

Beispiel 3.5

(G := @, := +), (G := IR,e := +) sind abelsche Gruppen. Das neutrale Element ist
jeweils 0, das Inverse (Negative) eines Elementes r ist —7. O

Beispiel 3.6

(G = IK* := IK\{0},e := -) ist fir IK € {@, IR} eine kommutative Gruppe. Die
Rechenregeln einer Gruppe sind uns hier wohlvertraut, ebenso die Potenzregeln. Man
beachte, dafl wir das Nullelement aus IK entfernen mufiten, da dieses Element kein Inverses
bzgl. der Multiplikation besitzt. O

My oral exam still threatened—one on geometric function theory with that redoubtable professor
Gustav Herglotz. I consulted my experienced friends: what to do? They reminded me that he loved
to lecture. This I bore in my mind during the exam:

Herglotz: What is the Erlanger Program?

Saunders Mac Lane: Everything depends on the group.
Herglotz: What is the group for complex analysis?
Saunders Mac Lane: The conformal group.

That sufficed to start Herglotz on a splendid lecture on geometric function theory in terms of the
conformal group.
My thesis was done, and I was through.

Aus: Saunders Mac Lane, Mathematics at Gottingen under the Nazis, Notices of the AMS 42
(1995)

Nun haben wir die Gruppenstrukturen in den Zahlen erkannt. Wir finden sie auch beim
Rechnen mit Restklassen, wie folgendes Beispiel zeigt.
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Beispiel 3.7

Wir kennen
Zwm ={[0],...,[m—=1]}, m € IN,

aus Abschnitt 1.5 und wissen, da} durch
kel =+, kol =k-1, klecZ,
eine Addition und Multiplikation erklart ist.

(G := Zy, e := @) ist eine kommutative Gruppe ;

das neutrale Element ist die Klasse [0]. Dieses Ergebnis gilt unabhéngig von m. Bei der
Multiplikation liegt die Situation etwa anders. Hier benotigen wir fiir die Aussage

(G := Z,, \{[0]},® := ®) ist eine Gruppe

die Tatsache, daf m eine Primzahl ist. Dies sieht man daran, daf§ etwa [2] ® [2] = [0]
in Z, gilt, d.h. die Verkniipfung fiithrt dort aus G heraus. (Wenn wir [0] zu G wieder
hinzunehmen, hat [0] kein Inverses!) Klar, der Kandidat fiir das neutrale Element dieser
Verkniipfung ist die Klasse [1].

Die Gruppentafeln, so bezeichnen wir eine vollstandige Auflistung der Verkniipfungen
der Gruppenelemente, zu m = 5 sehen so aus:

® || (0] | (1| (2] (3] ] 4]

© || (A (2] (3] ] [4]
O] || [o] | (] [ [2] | 3] | (4]

A 21 3] 4]
A ) (121 3] | (4] | 0]

21| 21| 14 (] 3]
2] | (21| 3] [ 4] | o] | [1]

B B[] ) 4] ] 2]
31| B | 14 [ 0] | (1] | 2]

4] | 14| BT} 2] (1]
4] | [4] [ [o] | (] | 2] | 3]

Man beachte, dafl sowohl in der Gruppentafel zur Addition als auch in der Gruppentafel
zur Multiplikation in jeder Zeile und Spalte jede Klasse genau einmal vertreten ist. O

Beispiel 3.8
Sei ¢ = (qu,...,qn) € IR™, ¢ # 0. Wir definieren in IR" eine Aquivalenzrelation durch

T~y -y =kqgmitkeZ,1<i1<n.

Damit setzen wir

T":=R) = {[z]|lxr € R"}

und erkliren eine Addition in 7" durch

[zl @[y =[xz +y], z,y € R".
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Offenbar ist (G :=T", e := @) eine abelsche Gruppe.
Fiir jedes a € IR™ kénnen wir durch

T, :T" 3 [x] — [z+a]eT"
eine Abbildung erkldaren. Die Familie
T :={T,|a € R"}
ist nun selbst wieder eine abelsche Gruppe, wenn die Verkniipfung so erklart ist:
T,eTg:=T,0Tg="T,p,, 0 € R".

Das neutrale Element ist ¢dy» = Ty und das Inverse von T, ist T_,, .
Von besonderem Interesse ist der Fall n = 1, ¢ = 27. Hier kénnen wir T* durch die
injektive Abbildung

T3 [¢] — (cos¢,sing) € IR?

in IR* “einbetten. Also haben wir mit K, := {(z,y) € IR*|2z? +y? = 1} die bijektive
Abbildung
j:T' > [¢] — (cos¢,sing) € Ky,

d.h. T! kénnen wir als eine “Kopie* des Einheitskreises K5 in IR? ansehen (Daraus leitet
sich ab, T™ als Einheitssphiire in R™™ zu bezeichnen.) Die Abbildungen

T,:T'>[x] — [x+a]eT!
kénnen wir dann zu Abbildungen
D, : K* 3 (cos¢,sin @) — (cos(¢ + a),sin(¢ + a)) € K,

“hochheben:

YR

Mit diesen Uberlegungen ist bereits ein Ansatz dafiir geschaffen, geometrische Objekte als
invariante Objekte von Abbildungen zu studieren; “Drehungen“ D,, spielen eine wichtige
Rolle dabei. O

Nach F. Klein (1849 — 1925) erhélt man eine Geometrie, indem man aus der Gruppe B der Bijek-
tionen von IR? auf sich selbst eine Untergruppe G, also eine Teilmenge G, aus der die Verkniipfung
der Gruppe B nicht herausfiihrt, auswihlt. Ist dann F' eine geometrische Figur in der “Ebene“ IR?,
so ist eine Eigenschaft von F' in der durch G ausgesonderten Geometrie eine Invariante, falls jedes
Bild ¢g(F), g € G, diese Eigenschaft hat. Wenn man fiir G etwa die die von den Translationen, Dre-
hungen, Spiegelungen erzeugte Gruppe der euklidischen Bewegungen nimmt, so ist die entstehende
Geometrie die euklidische Geometrie der Ebene. (Dazu spéter mehr.)
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3.2 Permutationsgruppen
Sei M eine nichtleere Menge. Wir setzen
Abb (M) :={f: M — M}.

In dieser Menge der Selbstabbildungen von M ist eine “Multiplikation® erklért durch die
Komposition von Abbildungen:

feg:=fog, f,gc Abb(M).

Nun ist klar, dafl
(G :={f € Abb(M)|f bijektiv }, e := o)

eine (im allgemeinen nicht kommutative) Gruppe darstellt: das Assoziativgesetz ist klar,
das neutrale Element ist die Identitédt ¢dy;, das inverse Element eines Elements f € G
ist f~'. Man hat noch nachzupriifen, daf8 mit f,g € G auch fog € G, f~! € G gilt.
Dazu hat man nur einzusehen, dafl f o g, f~! bijektiv sind, falls f, g bijektiv sind. Wir
iiberlassen dies dem Leser.

Fiir diese Gruppe G schreiben wir nun S(M) .

Definition 3.9

Ist M eine nichtleere Menge, so nennen wir die Gruppe S(M) die symmetrische
Gruppe von M.
Ist M ={1,...,m}, dann nennen wir S(M) Permutationsgruppe und jedes Element

in S(M) eine Permutation. In diesem Spezialfall schreiben wir kurz S, . 5

Die Wortwahl Permutationsgruppe wird versténdlich, wenn wir beobachten, dafl bei
der Menge M = {1,...,m} einer Abbildung f in S,, die Umstellung der Elemente in M
gemaf

1 2 ... m
f) f(2) ... flm)
entspricht. Die Wortwahl symmetrische Gruppe riihrt daher, dafl die Funktionen der

Variablen x4, ...,x,,, die bei allen Permutationen der Variablen invariant bleiben, die
symmetrischen Funktionen sind.

Beispiel 3.10

Wir betrachten S3. Dazu bezeichnen wir jedes Element von 83 durch seine Wirkung auf
das Tripel (123) (geschrieben ohne Kommata). Die sechs Elemente der Gruppe sind dann

70=(123) 7 = (132) 7 = (213) 75 = (231) = = (312) 75 = (321).

Beispielsweise besagt 7:=7m = (132) : 7(1) =1, 7(2) =3, 7(3) = 2.
Klar, 7o = (123) ist die Identitét. Die Gruppentafel stellt sich folgendermaflen dar:
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e} Zd T1 | T2 | T3 | T4 | Ts

= Beispielsweise bedeutet 74 in
i id| T | T2 | Ts | Ta|Ts Spalte 3, Zeile 4

1 1 Zd T3 | T2 | T5 | T4

. TIOTy = Ty
To || T2 | T4 id T5 | T1 | 73

Ts || T3 |75 | 71| Ta|td | T2 und 75 in Spalte 7, Zeile 5

TalTa |l T |5 0d| 3|7
5 3 T5 O T3 = To .

Ts T | T3 | T4 | T1 | T2 Zd

Bemerkung 3.11

Einer endlichen Gruppe, d.h. einer Gruppe mit endlich vielen Elementen, kann man durch
Blick auf ihre Gruppentafel sofort ansehen, ob sie kommutativ ist. Sie ist ndmlich kom-
mutativ genau dann, wenn ihre Gruppentafel symmetrisch zur Hauptdiagonalen ist. S3
ist also nicht kommutativ. Daraus folgt, da8 S,,, m > 3, nicht kommutativ ist (Beweis!).
O

Eine nahezu triviale Beschreibung der Menge S(M) fiir eine endliche Menge M, d.h. einer
Menge, die bijektiv auf {1,...,m} abbildbar ist, ist enthalten in

Lemma 3.12

Seir M eine endliche Menge. Dann sind dquivalent:
(a) f ist bijektiv, d.h. f € S(M).
(b) f ist surjektiv.

(c) f ist injektiv.

Beweis:

Zu (a) = (b). Klar.

Zu (b) = (c). Ist f surjektiv, dann ist # f(M) = #M, also f injektiv.

Zu (c) = (a). Ist f injektiv, dann ist # f(M) = #M, also f auch surjektiv. |

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB S,, m! Elemente besitzt (Es sind zur Realisierung
einer Permutation m verschiedene Objekte auf m Plétze zu verteilen).

Dabei ist n! (n-Fakultdt) in IN( induktiv so definiert:

0l:=1, (n+ 1) :=(n+1)n!

Sei nun stets S, fiilr m > 2 betrachtet, S; ist ja triviall
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Definition 3.13
Sei o € S,,. Wir setzen

a(0) == #{(i,5) € N x Ny |i < j,0(i) > 0(j)}, €(0) = (=1)*

und nennen o gerade, falls (o) = 1 gilt, anderenfalls ungerade. €(o) heifit das
Signum von o und a(o) die Fehlstandszahl von o .

O
Beispiel 3.14
Sei
1 2 3 45
o= ( 35 1 4 9 ) oder kurz o = (35142) .
Dann gilt a(o) = 6 und o ist eine gerade Permutation. 0
Lemma 3.15
Fiir jedes o € S, gilt
o(j) —o(i)
()= I —
1<i<j<m  J Tt
Beweis:
Sei n :=a(o). Nun gilt:
[ (e(G)—o(@) = II (0(j) —o(@) - II (0(j) —a(i))

1<i<j<m 1<i<j<m,o(i)<o(5) 1<i<j<m,o(i)>0(5)

= 11 (0(j) —o(@) - (=1)" 11 |0(5) — o (3)]

1<i<j<m,o(i)<o(5) 1<i<j<m,o(i)>0(5)
= (=D II le(i) =)
1<i<j<m
= (0" JI G-9)
1<i<j<m

Bei der letzten Gleichung haben wir die Beobachtung verwendet, dafl die beiden Produkte
bis auf die Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten, was aus der Bijektivitédt von o
folgt. [

Ein 7 € §,, heiit Nachbarnvertauschung, wenn
Jied{l,...omtmit (i) =i+ 1,7(i+1)=i;7()=1J,75 #1i,i+1,
gilt. Ein 7 = 1y € S, , k # [, heift Transposition, wenn gilt:
k) =1, 7)=k;7(j) =4, #k1,

gilt. Nachbarnvertauschungen sind also spezielle Transpositionen. Man iiberzeugt sich

leicht, daf fiir eine Transposition 7 € S, gilt: 77! = 7.
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Lemma 3.16
Seio € S, und sei T € S, eine Nachbarnvertauschung. Dann gilt e(Too) = —€(0).
Beweis:
ooy — [ TleU)=Tlol)

(o)) — (o) o(j) - o(i)
T S =7 =y i § By g
o r(o(3)) = 7lo(i)
1<i<j<m o(j) —o(i)
.

Bei der letzten Gleichheit haben wir verwendet, dafl im Produkt auf Grund der Tatsache,
dal 7 eine Transposition ist,

I 7(0(4)) = 7(o (i)

1<i<j<m 9 j) —o(i)

alle Faktoren den Wert 1 haben mit einer Ausnahme, dieser Faktor hat den Wert —1. m

Folgerung 3.17
Sei o € S, und sei T € Sy, eine Transposition. Dann gilt (T o o) = —€(0) .

Beweis:
Sei etwa 7 = 71; . Setze ¢’ := 7 o 0. Betrachte nun

Y:0(1),...,0(m) ¥ o'(1),...,0'(m)

Hier unterscheiden sich die beiden Anordnungen nur dadurch, daf§ £ und [ die Platze
getauscht haben. Sei s die Anzahl der Zahlen, die in ¥ zwischen k£ und [ vorkommen.
Dann erhélt man ¥ aus ¥ durch 2s + 1 sukzessive Vertauschung benachbarter Elemente.

Nach Lemma 3.16 gilt dann €(0’) = (—1)*Te(0) = —¢(0) . u
Satz 3.18
Jedes o € S, laft sich als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben,
d.h. zu jedem o € S,, gibt es Transpositionen Ty, ...,Ts mit 0 =T, 0...0 Tg.
Beweis:

Sei o € S, . Induktion iiber n :=a(o) € INy .

Induktionsbeginn: a(o) = 0.

Nun gilt o(i) < o(j), falls ¢ < j. Dies kann aber nur fiir die Identitét zutreffen. Fiir die
Identitét ¢d gilt jedoch id = 7 o 7 fiir jede Nachbarvertauschung .

Induktionsschlufl: a(o) =n+1.

Annahme: o(i) < (i + 1), fiir alle ¢ € {1,...,m — 1}. Dann gilt also

cl)<o(2)<...<a(m).
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Dies bedeutet aber o(i) = ¢ fiir alle ¢ € {1,...,m}, d.h. ¢ = id im Widerspruch zu
a(o) > 1.

Also gibt es nun ein Paar (i,i+1), 1 <4 < m, mit o(i) > o(i+1). Sei 7 die Transposition,
die o(7) mit o(i+ 1) vertauscht. Dann gilt a(7o0) = a(o) — 1, wovon man sich mittels ein-
facher Fallunterscheidung iiberzeugt. Nach Induktionsvoraussetzung ist nun 7 oo Produkt
von Transpositionen, also auch o0 =710 (100). |

Folgerung 3.19

Ist 0 € S,, Produkt von r Transpositionen, dann gilt (o) = (—1)".

Beweis:
Folgt aus Satz 3.18 durch mehrmaliges Anwenden von

e(too) = —¢(o)
fiir jede Transposition 7. [

Wir haben gesehen, dafl unabhéngig von der Art der Darstellung einer Permutation als
Produkt von Transpositionen die Anzahl der dabei benétigten Transpositionen bei gera-
den Permutationen stets gerade und bei ungeraden Permutationen stets ungerade ist.

Folgerung 3.20
(a) e(c00') = e(0)e(0”), 0,0" € S .
() e(0™)) = €(0), 0 € S
(¢) #Sm =m!, #{0 € Sule(o) = 1} = ml/2, falls m > 2.

Beweis:

(a) folgt aus Satz 3.18, ebenso (b), da fiir jede Transposition 7 gilt: 77! = 7. Die Aussage
#S,, = m! ist klar (siehe oben), die Ausage #{o € Snle(o) = 1} = m!/2 folgt aus der
Tatsache, daB fiir jede Nachbarnvertauschung 7 durch

S,20 —> Too €S,

eine bijektive Abbildung definiert ist, bei der die geraden Permutationen auf ungerade
und die ungeraden Permutationen auf gerade Permutationen abgebildet werden. [

Die Menge A, := {0 € Syle(0) = 1} heiit alternierende Gruppe. Sie ist in der Tat
mit der Einschrinkung der Verkniipfung o eine Gruppe, wie eine einfache Uberlegung,
basierend auf Folgerung 3.20, zeigt.

Erste allgemeine Sitze iiber Permutationsgruppen wurden von P. Ruffini (1765 — 1822) iiber S5 im
Zusammenhang mit dem Versuch, eine Gleichung 5. Grades durch Radikale (“Wurzelausdriicke®) zu
l6sen. Er gibt die 120 Elemente explizit an und betrachtet Teilmengen von Ss, die Untergruppen
sind, d.h. selbst wieder Gruppen in der durch Ss induzierten Verkniipfung sind. Insbesondere
studiert er die alternierende Gruppe As.
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3.3 Korper

Wir wollen nun Korper einfithren. Die Bezeichnung dafiir haben wir in den konkreten
Fillen IK = IR und IK = @ bereits vorweggenommen.

Definition 3.21
Eine Menge IK mit zwei Verkniipfungen

+ K xIK 5 (a,b) — a+be K, (Addition)
- IK X IK 5 (a,b) — a-be IK (Multiplikation)
heifit ein Korper, wenn gilt:
(A) (IK,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(M) (IK* := IK \{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

(D) Fiir alle a,b,c € IK gilt: a-(b+c)=a-b+a-c.

Die Bedingungen (A), (M) sind uns wohlvertraut. Mit der Tatsache 1 # 0 ist schon
klar, daf} ein Korper mindestens zwei Elemente besitzt, ndmlich das Nullelement 0
(neutrales Element bzgl. der Addition) und das Einselement 1 (neutrales Element bzgl.
der Multiplikation). Die Bedingung (D) heiit Distributivgesetz. Es erklért, wie sich die
beiden Verkniipfungen miteinander “vertragen®.

Wir wissen schon, dafl 0,1 durch ihre Eigenschaft, neutrales Element zu sein, eindeutig
bestimmt sind. Das Inverse von a bzgl. der Addition schreiben wir mit —a, das Inverse
von a € IK* bzgl. der Multiplikation schreiben wir mit a~!. Dies geschieht in Anlehnung
an das Rechnen in @ bzw. IR.

Folgerung 3.22
Sei IK ein Korper und seien a,b € IK . Es gilt:
(1) Die Gleichung a + x = b hat die eindeutige Losung x = b+ (—a).
(2) =(=a)=a, =(a+b) = (=a) + (=b).
(3) Die Gleichung a - x = b hat die eindeutige Lésung x = a~'b falls a # 0.
(4) (@H)t =a, fallsa #0.
(5) (a-b)t=b"t-a"t, fallsa+#0,b#0.
(6) a-0=0.
(7) a-b=0 <= a=0 oderb=0.
(8) (=a)-b=—(a-b), (=a)-(=b) =a-b.

Beweis:
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(1) und (3) folgen aus Satz 3.3.

Zu (2).

Aus (—a) 4+ (—(—a)) = 0,(—a) + a = 0 folgt mit (1) die Aussage —(—a) = a.
Aus (a+0b) + (—(a+ b)) =0 folgt durch Addition von (—a) auf jeder Seite
b+ (—(a+b)=—-a,dh —(a+b)=—a+ (D).

(4), (5) folgen analog (2).

Zu (6).

a-0=a-(04+0)=a-0+a-0,alsomit (1) a-0=0.

Zu (7).

Offensichtlich folgt mit (6) aus a = 0 oder b = 0 sofort a-b=0.

Die Umkehrung folgt mit (3), falls etwa a # 0.

Zu (8).
0=0-b=(a+(—a))-b=a-b+ (—a)- b, woraus die erste Aussage folgt. Die zweite
Aussage folgt mit —b aus der eben bewiesenen Aussage. [

Die Aussage (3) in Folgerung 3.22 kann etwas umfassender formuliert werden:

Die Gleichung a - x = b hat die eindeutige Losung x = a~'b falls a # 0, sie hat keine
Losung, falls a = 0 und b # 0, und sie hat jedes x € IK als Losung, falls a = b = 0. Man
hat dazu nur (6) aus Folgerung 3.22 heranzuziehen.

Die Theorie der Kérper beginnt im wesentlichen mit E. Galois (1811 — 1832) und N.H. Abel (1802
— 1829) mit der Erweiterung der Korper @, IR um Losungen algebraischer Gleichungen (Korperer-
weiterung), allerdings noch in einer Formulierung, der mengentheoretische Sprechweisen nicht zur
Verfiigung stehen. R. Dedekind (1831 — 1916) fithrte dann die Begriffe “Kérper”, “Moduln® 1811
ein, 1893 gab dann H. Weber (1842 — 1913) dem Wort “Kérper” den gleichen allgemeinen Sinn,
den es heute hat. Auf abstrakter Ebene finden wir Kérper dann auch bei E. Steinitz (1871 — 1928).

Beispiel 3.23

@), IR sind mit der iiblichen Addition und Multiplikation Korper. Kein Korper ist ZZ, wenn
man mit der iiblichen Addition und Multiplikation rechnen will. Die Menge IF'5 := {n, e}
ist ein Korper, wenn wir die Verkniipfungen durch die folgenden Gruppentafeln erklaren:

+in|e -nle
nin|e nin|n
elleln elln|e

Damit haben wir auch einen “kleinsten“ Korper angegeben. Klar, n steht fiir 0, e steht
fir 1. O

Von Nutzen ist die folgende Schreibweise nx,n € INy,x € IK
Induktiv fir z € IK : 0z :=0; (n+ 1)z :=x+nz,n e INy .

Niitzlich ist auch die Potenzschreibweise, die in einem beliebigem Koérper IK Anwendung
finden kann:

Induktiv fiir z € IK \{0}: 2°:=1; 2" :==2-2" n € IN, .
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Beispiel 3.24

In Z,,, m € IN\{1}, haben wir schon eine Addition und eine Multiplikation kennen-
gelernt. Es ist nun sofort einzusehen, dafl Z,, ein Korper genau dann ist, wenn m eine
Primzahl ist. IF'5 ist bis auf die Wahl der Bezeichnung der Korper Z5 .

Ist nun m = p eine Primzahl, dann beobachten wir in dem zugehédrigen Korper Z,,, daf$

n-1=0firn=p

ist und keine natiirliche Zahl n < p diese Eigenschaft hat. Man sagt, der Korper ZZ, hat
die Charakteristik p. (Einem Korper, in dem n -1 = 0 fiir keine natiirliche Zahl gilt,
wird die Charakteristik 0 zugeordnet. Also haben @, IR die Charakteristik 0.) a

Bemerkung 3.25
Eine Abschwéchung der Struktur “Korper® stellt die Struktur “Ring“ dar.
Ein Ring ist eine Menge R mit Verkniipfungen

+ :RxR>(a,b) — a+beR, (Addition)
-:RxR>(a,b) — a-beR, (Multiplikation)
sodaf gilt:
(R1) (IK,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(R2) Va,b,ce R(a-(b-c)=(a-b)-c) (Assoziativgesetz)

(R3) Va,b,ce R(a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), (a+b)-c=a-c+b-c)(Distributivgesetz)
Gilt zusétzlich

(R4) Va,be R(a-b=10b-a), (Kommutativgesetz)
so heiit der Ring kommutativ.

Als Beispiel sollte man sich M,, := IK™™, IK Korper, und Z,,, m € IN, mit der iiblichen
Addition und Multiplikation ansehen. Dies sind sogar Ringe mit Einselement, M, ist
nicht kommutativ, falls m > 2 ist, Z,, ist stets kommutativ. O

Im Korper der reellen und damit auch der rationalen Zahlen haben wir eine Anordnung,
indem wir Zahlenpaare auf kleiner (<) oder grofier (>) iiberpriifen. Allgemein erfafit dies
die folgende

Definition 3.26

Ein Korper IK heifit angeordnet genau dann, wenn es eine Menge P C IK derart
gibt, dafs gilt:

(a) Fiir alle x € IK gilt genau eine der folgenden Aussagen:
reP,z=0,—z€P.
(b)) re Pye P = z4+ycPar-ycP.

P heifit die Menge der positiven Elemente.
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In IR koénnen wir, wenn wir die reellen Zahlen axiomatisch einfiithren, eine Menge positiver
Elemente gemé&f Definition 3.26 auszeichnen. Sie “stimmt“ mit den Zahlen des rechten
Halbstrahls tiberein. Wichtig dabei ist, dafl das Einselement 1 wegen (b) in Definition 3.26
positiv sein mufl (1 =1-1 = (—1) - (—1)!). Wir schreiben nun in IR fir x € P wieder
x > 0 und statt —z € P wieder z < 0. Den Betrag einer reeellen Zahl x definiert man

damit so:
x S fallsx >0

lz]:=¢ 0 ,fallsx=0
—z ,fallsz <0

Damit kommen wir nun zu den komplexen Zahlen, denn die eben skizzierte Darlegung
zur Anordnung zeigt, dal in IR die Gleichung

?+1=0 (3.1)

keine Losung hat, da 22 und 1 = 12 positiv sind. Im folgenden Beispiel erweitern wir nun
die reellen Zahlen zu einem Korper der komplexen Zahlen. In diesem Koérper hat dann
die Gleichung (3.1) eine Losung.

Beispiel 3.27
Definiere in IR? die folgenden Verkniipfungen:

+ R?*x IR* 3 ((a,b), (c,d)) — (a+c,b+d) € R?, (Addition)
- 1 R* < IR* > ((a,b), (c,d)) — (ac —bd,ad + bc) € IR* . (Multiplikation)
Dann sind

(IR?,+), (IR*\{(0,0)},-) abelsche Gruppen .

Das neutrale Element bzgl. der Addition ist (0,0), das neutrale Element bzgl. der Mul-
tiplikation ist (1,0). Das Inverse von (a,b) € IR* bzgl. der Addition ist (—a, —b), das
Inverse von (a,b) # (0,0) bzgl. der Multiplikation ist (a(a® + b*)~!, —b(a® + b?)71).
Diesen Korper wollen wir nun den

Korper der komplexen Zahlen

nennen.
Eine vielleicht eher bekannte Notation der Elemente von €' ergibt sich aus der Darstellung

(a,b) = (1,0)a + (0,1)b, (a,b) € IR* . (3.2)
Wir haben
(1,0) - (1,0) = (1,0) und (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —(1,0).

Nun schreiben wir fiir das Einselement (1,0) kurz 1 und fiir (0,1) fithren wir die ima-
ginire Einheit i ein. Dies bedeutet nun, dafl wir wegen (3.2) jedes Element (a,b) € €
so schreiben kénnen

(a,b) =a+1ib,
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wobei wir nochmal abgekiirzt haben: Statt 1la haben wir einfach a geschrieben.
Damit schreiben wir nun

€ :={a+bila,bec R}

und passen die Verkniipfungen an:
+ :€xC>(a+ibc+id) — (a+c)+i(b+d) e €, (Addition)
-2 0x €3 (a+ibc+id) — (ac—bd)+i(ad+bc) € € . (Multiplikation)
Der Korper ist nun als Erweiterung des Korpers der reellen Zahlen aufzufassen, da wir in
j:IR>a — a+i0=ac €

eine injektive “Einbettung® haben.

Die trigonometrische Schreibweise fiir eine komplexe Zahl z = a + b ist
z =r(cos ¢ +isin¢)

wobei r = |z| :== v/a? + b? der Modul und ¢ := arg z := arctan(b/a) das Argument der
Zahl z ist. Fiir z = r(cos ¢+ sin ¢) verwendet man auch die exponentielle Schreibweise

z=re?, dh. e =cos¢p+ising.

a

Die Bezeichnung “komplexe Zahl“ hat C.F. Gaufl (1777 — 1855) eingefiihrt. Er hat mit seinen
Untersuchungen das Geheimnis, das die komplexen Zahlen immer noch umgeben hatte, beseitigt.
Das Symbol “i“ stammt von L. Euler (1707 — 1783), er hat in der Formel ¢ + 1 = 0 die
fundamentalen Konstanten der Arithmetik (0,1), der Geometrie (), der Analysis (e) und der
komplexen Zahlen (i) auf einfache Weise zusammmengefaft.

Merkwiirdig ist, dal die erste Einfithrung der komplexen Zahlen in der Theorie der kubischen
Gleichungen bei H. Cardano (1501 — 1576) geschah — er nannte sie “fiktiv® — und nicht bei der
Betrachtung einer quadratischen Gleichung, wie wir sie ins Spiel gebracht haben.

Die trigonometrische Schreibweise geht auf J. Argand (1768 — 1822) zuriick.

Der Ausgangspunkt unserer Uberlegung war die Losbarkeit der Gleichung (3.1). Diese
hat nun in der Tat in € eine Losung, ndmlich das Element ¢ und das Element —i. Die
Losbarkeit dieser Gleichung haben wir durch “Korpererweiterung® erreicht. Damit haben
wir das Problem der Korpererweiterung gestreift, das in der Theorie von Galois seine auch
dsthetisch befriedigende Aufklarung findet.

Beispiel 3.28
Das Prinzip der Korpererweiterung wird auch deutlich, wenn wir etwa die Gleichung

22 =2

im Korper IK := @ 16sen wollen. Wir wissen, dafl keine rationale Zahl diese Gleichung
16st. Also gehen wir wie oben vor: Wir adjungieren zu @ ein Symbol v/2 gemif

Q[V?2] := {a+bV2|a,b € @}
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und definieren Addition und Multiplikation durch
+:0%xQ3 (a+b2,c+V2) — (a+c)+(b+d)V2e @V,

@ X Q3 (a+bV2,c+dV2) — (ac+ 2bd) + (ad + be)V2 € Q[V2].
Dann ist @[v/2] ein Korper, in den @ vermdoge

Q>a — a+0v2cQ[V2

eingebettet ist. Die obige Gleichung ist 16sbar mit z = 0 + 1v/2.
Nun ist die Gleichung
=3

in @[v/2] nicht lésbar. Wir adjungieren ein Symbol v/3 und erhalten (©[v/2])[v/3]. Das
“Spiel“ ist nun wohl durchschaut. O

Von C.F. Gau$l wurde intensiv die komplexe Zahlenebene @]i] untersucht, die hier als Kérperer-
weiterung von @ mit dem Ziel der Losbarkeit von 22 +1 = 0 in @ sicherzustellen, daherkommt.
Der Koérper @[i] hat viele interessante Eigenschaften, die ein intensives Studium von allgemei-
ner Arithmetik angestolen haben, etwa: Wie ist die Darstellung der Primzahl 5 € IN durch
5= (14 2i)(1 — 2¢) € @[i] einzuordnen? In der Algebra werden Antworten gegeben.

Bezeichnung: In einem Korper schreiben wir nun statt a + (—b) kurz a — b, d.h. wir
haben damit eine “Subtraktion“ zur Verfiigung.

Bemerkung 3.29

Es sollte nun klar sein, daf§ man lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus einem
beliebigem Korper betrachten kann, insbesondere aus dem Korper der komplexen Zahlen.
Etwa kann man dann betrachten:

Finde die allgemeine Losung des Gleichungssystems

r+y = a
2v+4y+z2z = 0
Jx+z2z =1

im Koérper IK := Z5 . (Schreibweise: 0 = [0],2 = [2], =2 = [-2],a = [qa],...)

Das Gauflsche Eliminationsverfahren bleibt anwendbar, da wir Addition und Multiplika-
tion von IK € {@®, IR} in einer Weise verwendet haben, wie sie auch in jedem beliebigem
Korper zur Verfiigung steht; Satz 2.12 ist anwendbar. O
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3.4 Vektorraume

Definition 3.30

Sei IK ein Korper mit Finselement 1, set V' eine Menge und seien Verkniipfungen
®:VxV3(uv) — udveV, (Addition)
©:IK XV >3 (a,v) — a@ueV, (Skalare Multiplikation)

gegeben. V' heifit zusammen mit ®,® ein IK — Vektorraum (oder IK — linearer
Raum), falls gilt:

(V1) (V,®) ist abelsche Gruppe.
(V2) Fiir alle u,v € V,a,b € IK gilt:

(1) (a+b)Ov=a0vdbOv,
(2) a®(udv)=a@vdadu,
(3) (a-b) ©v=0a0 (bOv),

(4) 1Ov ="
Die Elemente von V' heiffen Vektoren, die Elemente von IK Skalare und IK heif$t
Skalarkorper.

a

Wir haben in der Definition 3.30 sehr streng die verschiedenen Verkniipfungen unterschie-
den:

“+ ¢ fiir die Addition in IK,

“.“ fiir die Multiplikation in IK,

“©“ fir die skalare Multiplikation in V,
“@ “ fiir die Addition in V.

Wir werden nun diese strenge Unterscheidung der Verkniipfungen sofort wieder aufgeben,
zumal wir “ @ “spéter fiir einen anderen Zweck benétigen, und

@ durch +, ® durch -

ersetzen, und selbst “-“ meist weglassen. Aus dem Zusammenhang wird stets ablesbar
sein, welche Verkniipfung in welcher Struktur gerade gemeint ist. Eine Unterscheidung
wollen wir aufrechterhalten: Das Nullelement in IK bezeichnen wir mit 0, das Nullelement
bzgl. der Vektoraddition bezeichnen wir mit 6.
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Folgerung 3.31
Ser V' ein IK — Vektorraum. Seien a,b € IK u,v € V. Es qilt:

(1) 0-v=0,a-0=29.
(2) a-v=0 <= a=0 oderv=2~0.

(3) (—a)-v=—(a-v)=a(-v),(-1l)v=—v.
(4) a-(u—v)=a-u—a-v.

Beweis:
Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Man orientiere sich an Folgerung 3.22. [

Der Begriff eines (endlich erzeugten) Vektorraums findet sich prézise formuliert bei H. Grassmann
(1809 — 1877), seine Ideen wurden aber erst nach seinem Tod aufgegriffen, insbesondere von G.
Peano (1858 — 1932). Thm standen nun die mengentheoretischen Sprechweisen zur Verfiigung, er
beschréinkte sich auch nicht auf endlich erzeugte Vektorrdume. In Lehrbiichern findet sich der Be-
griff des abstrakten Vektorraums zu Beginn des 20. Jahrhunderts.

Beispiel 3.32

Sei IK ein Korper und seien m,n € IN . Die Menge IK™"™ haben wir in Abschnitt 2.2
fir IK € {@, IR} eingefiihrt. Die dortige Definition ist sofort fiir jeden Koérper sinnvoll,
ebenso die dort eingefithrten Verkniipfungen. Wir wiederholen die Definitionen:

IK™" .= {A | A= (aij)izz(z)m,jzl(l)”}

wobei die Eintrige a;; einer Matrix A = (a;;) aus IK genommen werden.

i=1(1)m ,j=1(1)n
Addition:

—|—1H(m’nXH(m’n9(A,B) — A4 B:= (aij+bij)i:1(1) HEH(m’n

m,j=1(1)
wobel A = (i), (1ym j=1(1yn » B = (@i5)iz1(1ym j=1(1)n -
Skalare Multiplikation:
S IKXIK™" s (r,A) — r-Ai=(r- aij)izz(z)m,jzz(z)n € IK™"
wobei A = (aij)izl(l)m7j:1(1)n :

Die in Abschnitt 2.2 angegebene Multiplikation spielt hier zunédchst keine Rolle.

Es ist nun offensichtlich, daB8 damit IK"™" ein IK — Vektorraum wird. Von besonderem
Interesse ist der Fall IK™' (Spaltenvektoren) und der Fall K" (Zeilenvektoren). Diese
stehen nur in unterschiedlicher Notation fiir den IK — Vektorraum IK™ bzw. IK" . O
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Beispiel 3.33
Sei X eine nichtleere Menge und sei IK ein Korper. Wir setzen

Abb (X, IK) :={f: X — IK}
und definieren Verkniipfungen durch
+: Abb (X, IK) x Abb (X, IK) > (f,9) — f+g€ Abb(X,IK),

(f +9)(x) = f(z) +9(z), z € X,
- IK xAbb (X, IK) 5 (a,g9) — a- f € Abb(X, IK),

(a-f)(z):==a-f(z),z€X,
o Abb(X,IK) x Abb(X,IK) > (f,g) — fege Abb(X,IK),

(feg)(z):=f(x)-g(zx), r€ X,

Es ist klar, daf§ mit “+“ und “-“ Abb (X, IK) zu einem IK — Vektorraum wird. Die Abbil-
dung e haben wir hinzugefiigt, um zu zeigen, dafl Abb (X, IK) noch eine weitere Struktur
tragt. Wichtige Spezialfille sind:

X =IN,IK = IR : Abb(X, IK) steht hier fiir die Menge der reellen Zahlenfolgen.

X =R,IK = IR : Abb(X, IK) steht hier fiir die Menge der reellen Funktionen auf IR. O

Definition 3.34
Ser V' ein IK — Vektorraum. Eine Teilmenge U heifit linearer Teilraum wvon V,
falls U zusammen mit der FEinschrinkung der Addition auf U x U und skalaren

Multiplikation auf IK x U selbst ein IK — Vektorraum ist. -

Lemma 3.35
Ser V' ein IK — Vektorraum, U eine Teilmenge von V. Es sind dquivalent:

(a) U ist linearer Teilraum.

(b)) U#0;(uy,velUaclK = u+veUauecl).

Beweis:

(b) = (a):

Da die Addition und die skalare Multiplikation nicht aus U herausfithrt — man sagt, U ist
abgeschlossen bzgl. Addition und skalarer Multiplikation — leiten sich die Vektorraumaxio-
me fiir U aus der Giiltigkeit der Axiome fiir V' ab, lediglich die Existenz eines neutralen
Elements und eines Inversen bzgl. der Verkniipfung “+4* ist nachzurechnen.

Wihle v € U. Dann ist 0-u =6 € U und 6 ist auch ein neutrales Element in U.

Ist z € U, soist (—1)z € U und (—1)x + 2 = 6. Also ist (—1)z inverses Element von z.
(a) = (b):

Sicherlich ist U # (), da U ein neutrales Element bzgl. der Addition enthélt. Die Abge-
schlossenheit von U bzgl. der Addition und der skalaren Multiplikation ergibt sich aus der
Tatsache, dal auf U Addition und skalare Multiplikation wohldefiniert sind. [
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Beispiel 3.36

IR ist ein linearer Teilraum des IR — Vektorraums €' .

Ist X eine Menge, so ist Abb (X, IR) ein linearer Teilraum des IR — Vektorraums Abb (X, €') .

Lineare Teilrdume von IK" sind z.B. U = {#} und der Losungsraum eines homogenen li-

nearen Gleichungssystems mit n Unbekannten (siehe Abschnitt 2.3 und Bemerkung 3.29).
a

Beispiel 3.37

Sei IK ein Korper. Eine Polynomfunktion iiber IK ist eine Abbildung p € Abb (IK, IK)
der Form .
p(z) = Zai:ci, xelIK,

i=0
mit Koeffizienten a; € IK . Ist a, # 0, so heiflit n der Grad des Polynoms und wir
schreiben dafiir deg(p), also n = deg(p) . Wir haben Polynome fiir IK € {@, IR} schon in
Abschnitt 1.5 betrachtet.
Wir setzen

P = {p|p Polynomfunktion mit Koeffizienten aus IK}.

Offenbar ist nun P ein linerarer Teilraum von Abb(IK, IK) . O

Beispiel 3.38
Sei IK ein Korper. Offenbar ist

Abbo(INo, IK) :={f : INy — IK |f(n) # 0 nur fiir endlich viele n € INy}

ein linearer Teilraum von Abb(INy, IK), insbesondere selbst ein IK — Vektorraum. Wir
bezeichnen diesen Vektorraum als den Raum der Polynome in einer Unbekannten mit

Koeffizienten aus IK . Diese Bezeichnungsweise ergibt sich aus der Tatsache, dafl jedem
f € Abby(INg, IK) mit f(n) =0 fiir n > N durch

N
prilK su — Y f(nju" € IK
n=0

eine Polynomfunktion zugeordnet werden kann. Wir setzen
H([ZI}] = Abbg(ﬂ\[g, H() .

Ein f € IK[z] mit f(n) = 0 fiir n > N schreiben wir mit a,, := f(n), n € IN, meist so
auf:

N
> ana";
i=0

dabei ist dann die Grofle x ein Symbol fiir eine “Unbekannte®.

Als Grad von f € IK|z| definieren wir die kleinste natiirliche Zahl g € INy mit f(n) =
0, n > g und schreiben deg(f) := ¢g. Ist f = 6, dann setzen wir deg(f) := —1.

Der Unterschied zwischen IK [z] und Py wird etwa deutlich in Z5 an p(z) := 2>+ x. In



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 65

Pz, ist es die Nullfunktion, da offenbar p(0) = p(1) = 0 gilt. In Zs[z] ist es sicher nicht
das Nullpolynom, da die Koeffizienten von = und z? nicht verschwinden. a

Definition 3.39

Seir V' ein IK —Vektorraum und set W eine Teilmenge von V. Die Menge
U:=n{Z|W C Z, Z linearer Teilraum von V'}

heif$t lineare Hiille von W. Wir schreiben dafiir L(W).

Klar, die lineare Hiille sollte fiir einen kleinsten linearen Teilraum von V' stehen, der W
enthalt. Die Existenz eines solchen Teilraums ist enthalten in

Folgerung 3.40

Sei V' ein IK —Vektorraum und sei W eine Teilmenge von V. Dann ist L(W) der
“kleinste” lineare Teilraum von V', der W enthdlt, d.h.:

(a) L(W) ist ein linearer Teilraum von V, der W enthdlt;

(b) Ist Z ein linearer Teilraum von V, der W enthdlt, dann ist L(W) C Z .

Beweis:
Offenbar gilt W C L(W) und 0§ € £L(W). Mit Hilfe von Lemma 3.35 sieht man die iibrigen
Aussagen ein. n

3.5 Basis und Dimension

Nun wollen wir ein Maf} fiir die “Grofie“ eines Vektorraumes finden. Zunichst eine

Sprechweise:
Ist V ein IK-Vektorraum und sind u!,...,u™ € V, dann heifit jedes Element

n
au' + -t au” = aud
i=1

eine Linearkombination der u!,... , u";ay,...,a, € IK heiBen die Koeffizienten der
Linearkombination.

Die Linearkombination heifit nichttrivial, falls mindestens ein Koeffizient von 0 verschie-
den ist.

Die Briicke zur Hiillenbildung am Ende des letzten Abschnitts bildet
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Lemma 3.41
Sei V' IK —Vektorraum und ses W C V . Dann gilt:

LW) = {Zaiui|u1,...,u” eW,ai,...,a, € IK,n € ]N} )
i1
Beweis:

Sei U := {i autlut, ... u" € W,ay,...,a, € IK,n € IN}. Wir haben die Inklusionen
=1

LW) C UUC L(W) zu zeigen.

Zunichst: U ist ein linearer Teilraum von V' ; man sieht dies mit Lemma 3.35 ein.

Da offenbar W C U gilt und da L£(WW) der kleinste lineare Teilraum ist, der W enthilt,

folgt L(W) C U .

Sei u = Enj a;ut € U. Sei Z ein linearer Teilraum von V', der W enhiilt. Da Z linearer
i=1

Teilraum ist und die Elemente u!, ..., u™ in W liegen, ist auch u in Z. Damit ist gezeigt,

da u € Z gilt fiir jeden linearen Teilraum von V, der Z enthilt. Also ist u in L(WW).

Damit ist nun auch U C L(W) gezeigt. |

Folgerung 3.42

Ser V' ein IK —Vektorraum und set W C V. Dann sind dquivalent:
(a) W ist linearer Teilraum.

(b) W = L(W).

Beweis:
Unmittelbar klar. [

Definition 3.43
Seit V ein IK —Vektorraum und sei E C V.

(a) E heifst Erzeugendensystem (von V') genau dann, wenn L(E) =V .

(b) E heifit minimales Erzeugendensystem (von V') genau dann, wenn E Er-
zeugendensystem ist und zusdtzlich (E' C E,E' # E — L(E') # V)
gilt.

(c) V heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge E' gibt, die ein Erzeu-

gendensystem (von V') ist. o

Folgende Sprechweisen fiir “E ist ein Erzeugendensystem von V* wollen wir gebrauchen:

E erzeugt V, E spannt V auf.
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Beispiel 3.44
In IK™ bilden die Einheitsvektoren

et :=(1,0...,0),...,e":=(0,...,0,1),

die wir bereits als Spaltenvektoren in IK™! kennengelernt haben, ein Erzeugendensystem
E. Es ist sogar ein minimales Erzeugendensystem, denn fehlt etwa e! in E/ C E, so ist
fiir jedes u = (uq,...,u,) € L(E'), u1 =0. O

Beispiel 3.45

Der Raum der Polynome IK [z] iiber dem Kérper IK ist nicht endlich erzeugt, da eine end-
liche Anzahl von Polynomen mittels Linearkombination nur Polynome von beschréinktem
Grad erzeugt. Man sieht, da8 {f’|i € INy} ein minimales Erzeugendensystem ist; dabei

ist f' € IK[z],i € INg, folgendermafen erklirt: f*(j) :=d;;, j € INg . 0
Lemma 3.46
Sei V' ein IK —Vektorraum und sei E = {u',... u"} CV ein Erzeugendensystem.

Es sind dquivalent:
(a) E ist kein minimales Erzeugendensystem.

(b) Jie{l,... n} (ue L(E\{u}).
(c) Ja=(a,... a) € K" \{0} (é ai’ = 0).

Beweis:

(a) = (b). | A

Sei ' C E,E' # E, mit L(E') =V . Sei etwa u' ¢ E’. (b) ist mit diesem v’ erfiillt.

(b)) = (cl §

Dau'= Y a;u mita; € IK,j+#1,gilt, folgt > a;u/ =0 mit a; = —1 fiir j =.
j=1

=1
© = ().
Sei 3" a;u? = 0 und sei etwa a; # 0 fiir j =i. O.E. a; = —1. Setze E' := E\{u'}. Dann
=}
ist L(E') = L(E), aber E' # E. |

Die Bedingung (c¢) in Lemma 3.46 ist Ausgangspunkt fiir

Definition 3.47

Ser V' ein IK —Vektorraum.
Eine Menge E = {u',... u"} C V heifit linear unbhiingig genau dann, wenn gilt:

(Zaiui—ﬁ — al—...—an—0>,

=1

anderenfalls linear abhingig.
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Definition 3.48

FEine Menge E C V' heifit linear unabhingig genau dann, wenn
(E' C E,E' endlich = E' linear unabhdngig),

gilt, anderenfalls linear abhéngig.

Lineare Unabhéngigkeit taucht erstmals bei L. Euler (1707 — 1783) im Zusammenhang mit linearen
Differentialgleichungen auf. Klar ausformuliert wird der Begriff dann von A.-L. Cauchy (1789 —
1857).

Offenbar ist die Menge {u} in einem IK—Vektorraum linear abhéingig genau dann, wenn
u = 0 gilt.

Manchmal fassen wir Vektoren v' ... v" nicht zu einer Menge {v!,... v"} zusammen,
um sie dann als linear unabhéngig/linear abhéngig zu bezeichnen, wir sagen stattdessen
kurz, v!, ..., v" sind linear unabhéngig/linear abhéngig.

Beispiel 3.49

Offenbar ist IR ein @—Vektorraum. Die reellen Zahlen 1, v/2, v/3 sind in diesem Vektorraum
linear unabhingig. Dies sieht man so:
Aus
a-14+0vV/2+¢v/3=0 (a,b,ce @)
folgt
a® = 207 + 3¢ + 2beV/6,
was /6 € @ impliziert, falls bc # 0 ist. Aber v/6 ist nicht in @ (Beweis!). Also ist bc = 0.

Ist etwa ¢ = 0, dann haben wir
a-1+bv/2=0.

Da v/2 nicht in @ ist, ist b = 0. Nach b = ¢ = 0 folgt nun schlieBlich a = 0. O

Das nun folgende Lemma wollen wir das Abhéngigkeitslemma nennen.

Lemma 3.50
Sei V' ein IK —Vektorraum. Sind u', ..., u™ linear unabhingig und sind u',...,u", u
linear abhingig, dann ist u eine Linearkombination der Elemente u',...,u", d.h.
uwe L{ul,. .. u"}).

Beweis:

Da u!,...,u" u linear abhingig sind, gibt es (ay,...,a,,a) € IK"™ \{0} mit

dau' +au=10.

=1
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Annahme: a = 0.

Da u!, ..., u" linear unabhingig sind, folgt, da8 ai,...,a, verschwinden, was ein Wider-
spruch ist.

Also ist a # 0 und wir kénnen die obige Gleichung mit (—a)~! multiplizieren und erhalten
die gewiinschte Darstellung von u durch eine Linearkombination der u!, ..., u". [

Lemma 3.51

Ser V' ein IK —Vektorraum. Besitzt V' ein Erzeugendensystem E mit n Elementen,
dann sind je n + 1 Elemente aus V' linear abhdngig.

Beweis:
Sei E = {u',...,u"}. Wir wissen L(E) =V .
Seien v!,...,v™™ € V. Dann gibt es zu jedem v/ Skalare a;; € IK,i = 1,...,n, mit
. n ) n+1 )
v/ = Y a;;u’ . Eine Linearkombination ). z;v’ = 6 fithrt zu
i=1 j=1
n+1 n ) n n+l )
(9 = Z LIZ'J(Z aijuz) = Z(Z xjaij)uz .
=1 =1 i=1 j—1

Betrachten wir das Gleichungssystem

Az =0 mit A= (aij)i_s(1yn jm1(1)nts -

dann wissen wir aus der Anwendung des Gaufischen Eliminationsverfahren (siche Satz
2.12), daB} dieses Gleichungssystem eine nichttriviale Losung besitzt. Sei z = (21, ..., Zni1)
diese Losung. Damit folgt nun

n+1 )
Szt =0, x40,
j=1
Also sind v!, ..., v™"! linear abhiingig. [

Das obige Lemma nennen wir das Schrankenlemma, da es eine obere Schranke fiir die
Anzahl linear unabhéngiger Elemente liefert.

Satz 3.52
Sei V' ein IK —Vektorraum, V # {0}, und sei B C V. Es sind dquivalent:

(a) B ist linear unabhingig und ein Erzeugendensystem von V .
(b) B ist minimales Erzeugendensystem von V' (bzgl. der Inklusion).

(c) B ist mazimale linear unabhingige Menge in V' (bzgl. der Inklusion).

Beweis:
(a) = (b):
Sei EC B,E # B.Seiu € B\E.
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Annahme: u € L(E).

Dann gibt es u!,...,u” € B und ay,...,a, € IK mit u = iaiui. Dann ist aber
i=1

{ul,... u™ u} eine linear abhingige Teilmenge von B, was ein Widerspruch zur Vor-

aussetzung ist. Also ist v ¢ L(FE) und damit ist L(E) # V.

(b) = (o)

Aus Lemma 3.46 (c) folgt, dafl B linear unabhéngig ist.
Sei B C EC V und sei E linear unabhéngig. Sei e € E.
Annahme: e ¢ B.

n . .
Da B ein Erzeugendensystem ist, haben wir e = 3 au’ (a; € IK,u' € B,i=1,...,n).
i=1

Also ist {e,u!,...,u"} C E linear abhingig. Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, daf
E linear unabhéngig ist.

Also ist e € B. Damit ist E' = B gezeigt.

(¢) = (a):

Es ist noch zu zeigen, da} V' C L(B) gilt.

Sei v € V. Ist v € B, sind wir fertig, da B C L(B) gilt.

Ist v ¢ B, setzen wir B := B U {v} und nach Voraussetzung ist B’ eine linear abhéngige
Menge. Also gibt es (a,ay,...,a,) € IK"'\{0} und v',... ,u" € B mit

n
av + Zaiuz =0.
i=1

Da u, ..., u" linear unabhiingig sind, ist a # 0. O.E. a = —1. Also ist auch nun v € £(B).
|

Definition 3.53

Ser V' ein IK—-Vektorraum. Eine Menge B C V heifst Basis von V' genau dann,

wenn B linear unabhdngig ist und ein Erzeugendensystem von V' ist. -

Beispiel 3.54

Die Einheitsvektoren e!, . .., e" bilden eine Basis von IK™ . Speziell fiir n = 3 ist aber auch
(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)

eine Basis (Beweis!). Dies zeigt, dal es mehrere minimale Erzeugendensysteme geben
kann, es zeigt auch, daf§ es im allgemeinen kein kleinstes gibt: minimal heifit “nicht ver-
kleinerbar®, ein kleinstes Erzeugendensystem miifite sogar in jedem Erzeugendensystem
enthalten sein.

Allgemeiner, die Matrizen

Ekl = (6ik6jl)i:1(1)m,j:1(1)n y k= 1,. . .,m,l = 1,. o, n,

bilden eine Basis von IK™" . O
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Satz 3.55

Sei V' ein IK —Vektorraum und set B C V. Dann sind dquivalent:
(a) B ist Basis von V.

(b) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte Elemente u',... u™ € B und
eindeutig bestimmte Koeffizienten aq,...,a, € IK mit

n

= Z a;u’

i=1
Beweis:

(a) = (b):

Die Existenz ist klar, da B auch Erzeugendensystem ist.
Die Eindeutigkeit folgt so: Sei v = Z a;u’ = Z bv"

O.E. m= n ut =l . . u" =" (Emfugung von Koeffizienten, die 0 sind!).

Dann gilt Z (a; — b; )u = @, woraus aus der Eigenschaft, dafl B linear unabhéingig ist,

folgt: a; fbl,..., an = by, .

(b) = (a):

Die Aussage £(B) =V ist schon klar.

Seien u!,...,u" € B,ay,...,a, € IK mit > a;u’ = 0. Da die Linearkombination, die

n .

darstellt, eindeutig bestimmt ist, und da sicherlich auch Y 0 - u* eine Linearkombination
i=1

fiir 0 ist, folgt a; = ... =a, =0. ]

Die Definition der linearen Unabhéngigkeit besagt also, dal eine Darstellung von 6 durch
eine Linearkombination eindeutig bestimmt ist. Aus der linearen Struktur (Addition, ska-
lare Multiplikation) folgt dann die eindeutige Darstellbarkeit eines jeden Elements durch
Vektoren einer Basis.

Beispiel 3.56

Sei IK = € . Die Monome 1,z,?, ... bilden eine (nicht endliche) Basis von Pg. Dies
kénnen wir hier mit den bisher zur Verfiigung stehenden Mitteln der Linearen Algebra
und der Analysis nicht beweisen. Setzen wir jedoch den Fundamentalsatz der Algebra
voraus, so ist es einfach. Dieser Satz besagt:

Ein Polynom in Pg vom Grad n > 1 besitzt mindestens eine Nullstelle in €' .
Als Konsequenz ergibt sich mit dem Euklidischen Algorithmus:
Jedes Polynom in Py vom Grad n > 1 besitzt genau n Nullstellen in €' .

Dieses Resultat liefert nun die lineare Unabhéngigkeit der Monome, denn aus

p(z) ::Zaixizﬁ, xe C,
i=0
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folgt, dal p jedes x € € als Nullstelle hat, es mufl also das Nullpolynom sein, d.h.
apg=...=a, =0.

Klaren wir hier noch die 4 -ten Wurzeln aus 7, die wir am Ende von Kapitel 1 angefiihrt
haben. Man rechnet nach, dafl

r=+v7 , T = +iv/7 ,
in der Tat Nullstellen des Polynoms p(z) := z* — 7 sind. Nach dem Fundamentalsatz sind

dies nun alle Nullstellen dieses Polynoms. O

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals streng 1799 von C.F. Gauf in seiner Dissertation
bewiesen. Er geht auf A. Girard (1595 — 1632) zuriick, J.B. d’Alembert (1717 — 1783) hat 1746 einen
Beweisversuch vorgelegt. Nun gibt es eine Reihe von Beweisen, die sich unterschiedlicher Theorien
bedienen (C.F. Gauf} hatte auch schon drei unterschiedliche Beweise gefunden). Der wohl einfachste
Beweis 148t sich mit der Funktionentheorie, also der Theorie der Funktionen f : € — €, fiihren.

Satz 3.57
Sei V # {0} ein IK—-Vektorraum, der endlich erzeugt ist. Dann gilt:

(a) V besitzt eine Basis aus endlich vielen Elementen.

(b) Je zwei Basen haben gleich viele Elemente.

(c) Ist M :={u,... u"} linear unabhingig, dann ist M entweder eine Basis oder
es gibt Elemente v ... u" € V derart, daff B := {u',... ,u"} eine Basis
von V ist.

Beweis:

Wir beweisen zunéchst (c).

Ist U := L(M) =V, dann sind wir schon fertig. Ist U # V, dann gibt es u"** € V\U. Nach
dem Abhéngigkeitslemma 3.50 ist M’ := {u',... u",u"*!} linear unabhiingig. Nun kann
das Verfahren fortgesetzt werden. Nach dem Schrankenlemma 3.51 bricht das Verfahren
nach endlich vielen Schritten ab. Also erhalten wir die gewiinschte Basis.

Nun beweisen wir (a).

Nach Voraussetzung gibt es v # 6 in V. Dann ist {v} linear unabhéngig und kann nach
(¢) zu einer Basis erginzt werden.

Nun zu (b).

Seien B, B’ Basen von V mit n bzw. n’ Elementen.

Da B ein Erzeugendensystem mit n Elementen ist, folgt mit dem Lemma 3.51, dal n + 1
Elemente in V' linear abhéngig sind, also ist n’ < n. Vertauscht man die Rollen von B, B’,
folgt n < n/'. [ ]

Bemerkung 3.58

Auch nicht endlich erzeugte Vektorrdume besitzen eine Basis. Zum Beweis braucht man
weitergehende Hilfsmittel aus der Mengenlehre, ndmlich das Zornsche Lemma, das in
der Ndhe des Auswahlaxioms angesiedelt ist; der Beweis zur Existenz einer Basis wird
damit nichtkonstruktiv gefithrt. Die Bedeutung der (algebraischen) Basen in nicht endlich
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erzeugten Vektorrdumen ist gering, im Kapitel iiber Euklidische Vektorrdume wird uns
ein “wertvolleres” Konzept begegnen. O

Wegen Satz 3.57, insbesondere Bedingung (b) davon, ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.59

Seir V' ein IK —Vektorraum.

Ist V endlich erzeugt und ist n die Anzahl der Elemente einer Basis von V', so heifft
n die Dimension von V' (iber IK ) und wir schreiben n = dimg V' .

Ist V' nicht endlich erzeugt, dann schreiben wir dimg V = oo und nennen V' unend-

lichdimensional. 0

Beispiel 3.60
dimg IK" =n, dimp € =2, dimk IK™" = mn, dimg IR = oo.

Die letzte Behauptung wollen wir nicht vollsténdig beweisen. Dafl dimg /R nicht endlich
ist, sieht man damit, daf3 IR nicht abzahlbar ist. Ware nédmlich IR iiber € endlich erzeugt,
wiirde aus der Abzéhlbarkeit von @ die Abz&hlbarkeit von IR folgen.

Fiir eine unendliche linear unabhéngige Teilmenge steht als Kandidat die Menge

W := {/p|p Primzahl}

bereit. Wir haben bereits in Beispiel 3.49 die Teilmenge {\/5, \/§} davon verwendet. Es
148t sich in der Tat beweisen, dafl W eine iiber @ linear unabhingige Teilmenge von IR
ist. Der Nachweis ist nicht einfach, einfacher ist er zu

L := {log p|p Primzahl} .

Hier gelingt dies mit der Primfaktorzerlegung und etwas Analysis (Logarithmus, Expo-
nentialfunktion).
Weder W noch L ist zusammen mit 1 eine Basis von IR iiber @) ! O

Die Existenz einer Basis fiir den Vektorraum IR iiber ¢ wurde erstmals 1905 von G. Hamel mit
Hilfe des Wohlordnungssatzes, der zu den Fundamenten einer axiomatischen Mengenlehre gehort,
bewiesen. Aber es hat noch niemand eine Basis explizit angegeben.

Wir haben oben festgestellt, dal €' ein zweidimensionaler Vektorraum iiber IR ist. Zu
diesem Vektorraum sind wir gekommen, weil wir die algebraische Gleichung 22 +1 = 0
l6sen wollten. Den Versuch, nun €' in dhnlicher Weise in einen Koérper IK einzubetten,
der dann ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber €' ist, kann man in zwei verschiedene
Richtungen starten: Erstens, man gibt die Idee, dal die Elemente des Korpers IK Losun-
gen von polynomialen Gleichungen mit Koeffizienten in €' sind, auf, und man muf sie
aufgrund des Fundamentalsatzes aufgeben, dann kommt man zu transzedenten Korperer-
weiterungen. Zweitens, man bettet €' in eine Menge mit den Verkniipfungen Addition
und skalarer Multiplikation ein, in der nicht mehr alle Kérperaxiome erfiillt sind. Diesen
Weg hat erfolgreich R. Hamilton (1805 — 1865) beschritten: Wenn man in IK auf das
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Kommutativgesetz bzgl. der Multiplikation — man nennt dann die resultierende Struktur
einen Schiefkérper — verzichtet, kann man einen Schiefkérper IH so konstruieren, dafl
IH ein zweidimensionaler Vektorraum iiber €' wird. Dieser Schiefkorper heifit der Qua-
ternionenkorper. Diese zweite Idee tragt noch eine Stufe weiter: Verzichtet man im
Schiefkorper auch noch auf das Assoziativgesetz bzgl. der Multiplikation, dann kann man
einen solchen “schwécheren“ Schiefkérper © konstruieren, der ein zweidimensionaler Vek-
toraum tiber IH, also ein achtdimensionaler Vektorraum iiber IR ist. Dieses “Zahlsystem*
@ wird die Algebra der Cayley—Zahlen genannt.

3.6 Unterriume und Dimensionsformel

Sei V' ein IK—Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V. Der Durchschnitt
UNW von U W ist sicherlich ein linearer Teilraum von V(Beweis!), nicht jedoch im
allgemeinen die Vereinigung U U W .

Dazu

Definition 3.61

Seir V' ein IK —Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V. Dann heifit
U+W: ={ut+wluecUweW}

die Summe der Riaume U, W .

Folgerung 3.62

Sei V' ein IK —Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V. U + W ist der
kleinste lineare Teilraum von V, der U UW enthdilt, d.h. U +W = LUUW .)

Beweis:

Offenbar ist U + W C L(U U W). Da aber U + W selbst ein linearer Teilraum ist, der
U UW enthalt, gilt auch LOUW) Cc U+ W. |
Satz 3.63

Sei V' ein IK—-Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V endlicher Di-
mension. Dann gilt:

dimy U + dimg W = dimy (U + W) + dimg (U N W)

Beweis:

Ist V' = {6}, dann ist nichts zu beweisen. Sei also nun V' # {60}.

Sei By := {v!,...,v"} eine Basis von U N W. Nun kann B, etwa durch {u!,...,u™} zu
einer Basis von U und durch {w!,... ,w"} zu einer Basis von W ergénzt werden. Nun

behaupten wir, dafl
A 1 r o1 m n
B:={v,...;0o"u,...,u" w,. .. w"}
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eine Basis von U + W ist.
Wir zeigen U + W C L(B), woraus U + W = L(B) folgt.
Sei v € U+ W. Dann gibt es u € U,w € W mit v = u + w. Nach Konstruktion gibt es

CL1,...,ar,bl,...,bm,Cl,...,Cr,dl,...,dnEH(,

sodaf3 . . . .
U = Zazv —i—szui, w = Zczv —i—Zdzwz,
=1 =1 =1 =1
also . . .
v = Z(CLZ + Ci)’Ui + Z bzuz + Z dzwz .
i=1 i=1 i=1

Also ist v € L(B).
Wir zeigen, daf§ B linear unabhéngig ist.

Sei
Zaivz + Zbiuz + Zciwz =0.
i=1 i=1 i=1
Dann ist
vi= aivz—l—Zbiuz ceU
i=1 i=1

und —v € W, da Enj cw' in W ist, d.h. v € W. Also ist v € U N W . Daher gibt es
i=1
€1,...,6, € IK mit

T
v = Z eiv’ .
i=1

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung von v durch die gewéhlte Basis von U folgt

a1 =¢€y,...,a, =¢€., by =...=b,, =0,
also
Zaivz—l—Zciwz =40.
i=1 i=1
Da {v!,...,v",w!,... w"} linear unabhéngig ist, folgt

ag=...=a,=0,c1=...=¢,=0.

Die Begriffe “Linearkombination von Groflen, die linear abhéngig sind, Basis eines Vektorraums
und Dimension“ werden bei H. Grassmann (1809 — 1877) sehr klar beschrieben. Bei ihm findet sich
auch erstmals klar die Dimensionsformel.

Wichtig ist der Spezialfall U N W = {6} . Dazu
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Definition 3.64

Sei V' ein IK —Vektorraum und seien V', U, W lineare Teilrdume von V.
V' heifit direkte Summe der linearen Teilrdume U, W, falls

VI=U+W,UNW = {6}

gilt. Wir schreiben dann V' = U@ W und nennen U ein Komplement von W und

W ein Komplement von U (beziiglich V). .

Hilfreich ist folgende Charakterisierung,.

Lemma 3.65

Sei V' ein endlichdimensionaler IK-Vektorraum wund seien V' ,U, W lineare
Teilrdume von V. Es sind dquivalent:

() VI=U&W.

(b) Zu jedem v € V' gibt es eindeutig bestimmte Elemente u € Uyw € W, sodafl
v=utw.
Beweis:
Zu (a) = (b):
Es ist nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also

v=ut+w=uv+w mit wuveUww eW.

Dann ist u — v = w' —w € UNW = {#} und daher v = v/, w =w'".

Zu (b) = (a):

Es ist nur UNW = {0} zu zeigen.

Seiv e UNW . Dann ist § = 0+ 6 = v+ (—v) . Daraus folgt mit der dank (b) gegebenen
Eindeutigkeit der Darstellung von 6 € V' schliefilich v = 6. [

Lemma 3.66

Sei V' ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume
von V. Es sind dquivalent:

(a) V=UaW.
(b)) V=U+W und dimg V = dimk U + dimg W .
(c) UNW = {0} und dimk V = dimk U + dimk W .

Beweis:

Zu (a) = (b):

Dimensionsformel aus Satz 3.63.

Zu (b) = (o):

Aus der Dimensionsformel folgt dimx UNV =0, also UNW = {6}.
Zu (¢) = (a):
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Wegen der Dimensionsformel mufl dim V' = dim (U + W) sein. Sei B eine Basis von
U + W . Dann ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von V' . Da

dimg V = dimg (U + W) = #B

gilt, ist B sogar eine Basis von V, also auch ein Erzeugendensystem von V' . Daraus folgt
V=LB)=U+W. ]

Satz 3.67

Sei V' ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum von
V. Dann gibt es einen linearen Teilraum W von V, sodaff V. =U & W gilt.

Beweis:

Ist U = {0}, wihle W = V. Ist U =V, wihle W = {6}.

Nun sei dimj U = k mit 0 < k < dimg V. Wéhle eine Basis By von U und ergénze diese
Basis mit B’ zu einer Basis B von V. Definiere W := L(B’). Dann gilt V=U& W . =

Der lineare Teilraum aus Folgerung 3.67 heifit direkter Summand zu U. Er ist keines-
wegs eindeutig bestimmt, ebensowenig wie Basen eindeutig bestimmt sind.

Beispiel 3.68

Sei IK ein Kérper. Betrachte e! := (1,0),¢e? := (0,1),2 := (1,1) € IK* .

Dann sind {e!,e?} und {e!,z} Basen von IK? . Die Basis {e',e?} nennt man die Stan-
dardbasis von IK? .

Setzt man

U=L{e}),W:=L{e}), W = L({z}),

so sind W, W’ direkte Summanden von U. O

Definition 3.69
Sei V' ein IK —Vektorraum und seien V', Uy, ..., Uy lineare Teilrdume von V.
V' heiffit direkte Summe der linearen Teilrdume Uy, ..., Uy, falls es zu jedem
v € V' eindeutig bestimmte Elemente u' € Uy, ..., u* € Uy gibt, sodaff v = Ekjluz

gilt.
Wair schreiben dann



Kapitel 4

Lineare Abbildungen

Nun fiigen wir der Struktur “Vektorraum® die zur Vektorraumstruktur passenden Ab-
bildungen hinzu. Damit erscheinen dann die Matrizen und Gleichungssysteme in neuem
Licht.

4.1 Definition und Beispiele

Definition 4.1

Seien X, Y IK —Vektorraume. Eine Abbildung L : X — Y heifit IK—linear genau
dann, wenn

L(z' + 2%) = L(z') + L(2*), L(ax) = aL(z) fir alle 2", 2%, € X, a € IK (4.1)
gilt. -

Man beachte, dafl in (4.1) auf der linken Seite die Addition und skalare Multiplikation in
X, auf der rechten Seite die Addition und skalare Multiplikation in Y Verwendung findet.
Ist L: X — Y eine Abbildung, so haben wir auch die Abbildungen

idk x L:IK xX 3 (a,z) — (a,L(z)) € IK XY,
LxL:XxX>(2',2%) — (L(z"),L(z*)) €Y x Y.

Damit konnen wir die Diagramme

K x X “5F mxy XxX 2% vy
@l l@ @l j@
X L, Y X L, Y

betrachten. Die Linearitéit von L ist nun offenbar damit dquivalent, daf§ die Diagramme
kommutieren, d.h. daf3

Oo(idk XL)=Lo®,®o(LxL)=Lo®

78



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 79

gilt. Hierbei haben wir der besseren Lesbarkeit wegen fiir die Addition + das Symbol &
und fiir die skalare Multiplikation - das Symbol ® (wie frither) eingesetzt.
(Diagramme erfreuen sich in der Algebra grofler Beliebtheit.)

Es sollte klar sein, daf die Hintereinanderausfithrung (Komposition) von linearen Abbil-
dungen selbst wieder linear ist.

Beispiel 4.2
Sei IK ein Korper. IK-lineare Abbildungen sind:

o id : IK — IK,

e O :IK>a — 0elK,

o +:IKxIK > (a,b) —> a+beIK,

o S:IK xIK > (a,b) —> (a,—b) € IK x IK (Spiegelung),

o m;: IK" > (x1,...,2j,...,2,) —> x; € IK (Projektion),

o Tyh:IK™ 52 — Az € IK™' wobei A eine Matrix in IK™" ist.
Keine IK-lineare Abbildung ist

IK? 3 (11, 15) — z120 € IK .
O

Die Schreib— und Sprechweise “L IK-linear* verkiirzen wir meist zu “L linear”, da in
der Regel klar ist, welcher Kérper gemeint ist.

Sei X ein IK—Vektorraum mit Basis {x!,...,2"}. Dann haben wir die Abbildung

kx: X 3z=)Y ax’ — (a1,...,a,) € K"

i=1
oder
n .
kx : X Bx:Zaixz — (a1...a,) € IKM"
i=1
oder
n ax
kX:XBx:Zaile—> : e IK™! .
i=1
Qnp

Jede dieser Abbildungen heifit Koordinatenabbildung. Wir sprechen aus naheliegenden
Griinden von der Koordinatenabbildung und verwenden jede “Realisierung® ihrem Zweck
entsprechend. Sie ist wohldefiniert, da die Darstellung eines Elementes x € X durch die
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Basis eindeutig bestimmt ist. Diese Abbildung ist linear und bijektiv. Die Umkehrabbil-
dung ist offenbar gegeben durch

n
K" 3 (a1,...,a,) — z=> az' €X
i=1

und ist offenbar selbst wieder linear.

Beispiel 4.3
Sei IK ein Korper. Die “Ableitung*

D:IK[x]>p — Dpe€ IK[x],

Dp = Zz’ai:ci_l falls p= Z a;x’,

i=1 =0
ist offenbar [K—linear. Sie iibernimmt im Raum der Polynomfunktionen Pp die Rolle der
Ableitung. 0

Folgerung 4.4
Seien X, Y IK-Vektorriume und sei L : X — Y linear. Es gilt dann:

(i) L(0) =0; L(—x) = —L(x) fir alle x € X .
(ii) Das Bild L(X) ist ein linearer Teilraum von'Y .
(iii) Das Urbild L=({0}) ist ein linearer Teilraum von X .

(i) L ist injektiv genau dann, wenn L=1({0}) = {0} gilt.

Beweis:

(i) folgt aus L(#) = L(0+0) = L(O)+ L(#) und 0 = L(0#) = L(x+ (—x)) = L(x) + L(—z) .
Die Aussagen (i7), (i) sind nahezu trivial. Wir beweisen exemplarisch (7i7) .

Seien u,v € L7(0), d.h. L(u) = L(v) = 0, und seien a,b € IK . Aus L(au + bv) =
aL(u) +bL(v) = af + bl = 6 folgt au + bv € L7(). Damit ist die Aussage auch schon
bewiesen.

Die Aussage iiber die Injektivitét folgt aus der Tatsache, daff dank der Linearitit L(z) =
L(z') genau dann gilt, wenn L(x — z’) = 0 erfiillt ist. |

Definition 4.5

Seien X,Y IK-Vektorrdume und sei L : X — Y . L heifst Isomorphismus

genau dann , wenn L linear und bijektiv ist. -

Ist L: X — Y ein Isomorphismus, so nennen wir die Rdume X, Y isomorph (bzgl.
L); wir driicken dies auch durch = aus.
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Beachte: Ist L : X — Y ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ein
Isomorphismus. Dazu ist lediglich die Linearitét zu iiberpriifen.
Seien u,v € Y, a,b € IK . Dann folgt aus

L(L Y (au + bv) —aL *(u) — bL7'(v)) =0,
wobei die Linearitdt von L Verwendung fand, mit der Injektivitéit von L
L (au+bv) —aL ' (u) —bL*(v) = 0.

Dies war zu zeigen.

Satz 4.6
Seien X, Y IK—Vektorraume. Dann gilt:
(a) Ist dimk X =dimgx Y < 0o, dann gibt es einen Isomorphismus
L: X — Y.
(b) Sind X,Y isomorph, so gilt dimpk X = dimg Y .

Beweis:
Zu (a).

Wihle Basen {x!,... 2™} {y',...,y™} in X bzw. Y.

L:X>z= g a;xt — Yy = § a;y® €Y ist ein Isomorphismus.
i=1 =1

Zu (b).

Sei {z!,...,2™} C X linear unabhéngig. Dann ist {L(z'),..., L(z™)} linear unabhéngig,
denn aus

folgt mit der Injektivitét
0 = Z a;xt
i=1
und schlieBlich aus der Tatsache, da8 {z',..., ™} linear unabhingig ist,
ar=...=a,=20.

Also gilt dimg Y > dimg X .
Anwendung des eben vorgefiihrten Schlusses auf L= fithrt zu dimx X > dimg Y . [ |

Bemerkung 4.7

In Beispiel 3.54 haben wir gezeigt, dafl ein IK—Vektorraum der Dimension n isomorph zu
IK™ ist. IK™ ist also ein konkreter IK—Vektorraum der Dimension n. Er kann als Stan-
dardmodell eines n—dimensionalen Vektorraums angesehen werden. Alle Phénomene,
die in n—dimensionalen Vektorraumen auftreten und auf der linearen Struktur (Vektor-
raum/lineare Abbildung) beruhen, kénnen folglich in dem konkreten IK—Vektorraum IK"
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untersucht werden. Man konnte nun sich fragen, warum wir nicht von Anfang an nur den
konkreten Raum IK™ betrachtet haben, in dem eine Basis direkt hinschreibbar ist. Dazu
ist einzuwenden, dafl in Anwendungen Vektordume in allgemeinen nicht als IK™ direkt er-
kennbar sind. Der Vorteil unseres Vorgehens besteht also gerade darin, dafl wir fiir unsere
Untersuchungen nicht immer gleich eine Basis zur Hand haben miissen. O

Sei X ein IK—Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum. Wir definieren eine Aquiva—
lenzrelation durch
r~y: <= zrz—yeU.

(DaB in der Tat eine Aquivalenzrelation vorliegt, ist einfach zu verifizieren.) Damit defi-
nieren wir wie iiblich
X/U = X/N = {[x]|x S X}

Wir haben in X/, wieder eine skalare Multiplikation und eine Addition, ndmlich
IK XX, > (a,[z]) — |az] € X/,

Xjy x Xpy 2 ([l [Y]) — [z +yl € Xy

Diese Definition haben wir noch daraufhin zu iiberpriifen, ob Wohldefiniertheit vorliegt,
d.h. etwa im Fall der skalaren Multiplikation:

Ist [ax] = [ay], falls [z] = [y]?

Sei also [z] = [y]. Dann ist x — y € U und daher auch az — ay = a(z — y) € U. Also gilt

laz] = [ay].
Damit ist nun klar, da§ X, ein IK—Vektorraum ist.

Definition 4.8

Sei X ein IK-Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum. Der IK —Vektorraum

X, heift der Faktorraum von X (faktorisiert) nach U. o

Folgerung 4.9

Sei X ein IK —Vektorraum, sei U ein linearer Teilraum und sei W ein Komplement
von U. Dann gibt es einen Isomorphismus L : X, — W.

Beweis:
Da W ein Komplement von U ist, gilt X = U@ W . Also besitzt jedes x € X eine eindeutig
bestimmte Darstellung = xy + zy . Wir wollen L so erkléren:

L:X,,3[z=mr+ow] — zw eW.
Die Wohldefiniertheit folgt aus

lzy +2w] = [yv + yw]| = Tw = yw
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Die Linearitét ist klar, ebenso die Surjektivitat. Die Injektivitat folgt aus

Lx=2y+aw]) =0 <= 2w =0 <= zc€U < [z] =0.

Folgerung 4.10

Ser X ein IK —Vektorraum, sei U ein linearer Teilraum. Dann gilt

(mit der Vereinbarung oo + oo = 00,00 +n = oo,n € INg).

Beweis:

Sei dimpy X = oo. Es ist zu beweisen, dafl entweder dimj U oder dimjg X /U unendlich
ist.

Annahme: dimi U =1 < 00, dileX/U =7r <o0.

Sei {u',...,u'} eine Basis von U und sei {[z'],..., [2"]} eine Basis von X/,

Sei x € X. Da [r] € X, gibt es ay,...,a, € IK mit

s s

(2] = _ail2'] = [; a;z'].

=1

Also ist = — fj a;x' € U und damit gibt es by,...,b € IK mit
i=1

r l
T=) ax'+) bu'.
i=1 i=1

"ul, ..., u'} ein Erzeugendensystem von X ist, im Widerspruch

Dies zeigt, da$ {z!,..., z
zu dimp X = oo.
Ist dim X endlich, dann hat U nach Satz 3.67 ein Komplement W. Nach Folgerung 4.9

und Satz 4.6 ist dimy W = dimg X, . Mit Folgerung 3.66 folgt die Behauptung. [

4.2 Rang und Defekt
Seien X, Y IK—Vektorraume. Wir setzen
Homg(X,Y):={L: X — Y|L IK —linear}

Die Bezeichnung Hom (X, Y) ist abgeleitet aus der Tatsache, da§ wir IK-lineare Abbil-
dungen auch Homomorphismen nennen wollen. Homk (X,Y) tragt selbst wieder die
Struktur eines IK—Vektorraums, doch dazu spéter.
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Definition 4.11

Seien X,Y IK -Vektorrdume und sei L € Homk (X,Y).
Wir nennen Kern(L) := L™(0) den Kern von L und def (L) := dimy Kern(L) den

Defekt von L. -

Folgerung 4.12

Seien X,Y IK-Vektorrdume und sei L € Hom g (X,Y). Dann ist L injektiv genau
dann, wenn def (L) = 0 ist.

Beweis:
Dies ist nur eine Umformulierung der Definition des Defektes. [

Definition 4.13

Seien X,Y IK -Vektorrdume und sei L € Homk (X,Y).
Wir nennen Bild(L) := L(X) das Bild von L und rg(L) := dimgy Bild(L) den

R L.
ang von -

Folgerung 4.14

Seien XY IK-Vektorriume, sei dimkY < oo, und sei L € Homu(X,Y). Dann
ist L surjektiv genau dann, wenn rg(L) = dimg Y ist.

Beweis:

Dahinter verbirgt sich nur eine Umformulierung der Definition des Ranges. Die Vorausset-
zung “dim Y < oo ist nétig um aus dimgy Bild(L) = dim Y die Tatsache Bild(L) =Y
folgern zu konnen. n

Nun ist es Zeit, weitere gebrauchliche Bezeichnungsweisen fiir die Abbildungen zwischen
Vektorrdumen aufzuschreiben.

Definition 4.15
Seien X,Y IK -Vektorrdume und sei L € Homk (X,Y).

(i) L Monomorphismus : <= L injektiv.
(i) L Epimorphismus : <= L surjektiv.
(#i) L Endomorphismus: <— X =Y.

(iv) L Automorphismus : <= X =Y, L bijektiv.
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Fiir einen Endomorphismus L : X — X definieren wir induktiv:

LY :=idy, L™ :=LoL",neIN,.

Satz 4.16
Seien X, Y IK-Vektorriaume und sei L € Homp (X,Y). Dann gilt:

(a) 7, X >z —> [z] € X kern(z) 15t €in Epimorphismus.
(b) fr: X ern(z) 2 [z] — L(x) € Y ein Monomorphismus.

(c) from, = L.

Beweis:
Zu (a). Linearitédt und Surjektivitét sind offensichtlich.
Zu (b). Die Wohldefiniertheit folgt aus

[z] =[2/] < Lz —2')=4.
Die Linearitét ist klar, die Injektivitat folgt aus
z] =60 <= L(z)=19.

Zu (c).
Ergibt sich aus der Definition von fr,7y. [ ]

Der obige Satz, genauer (b) in obigem Satz, heift Homomorphiesatz. Er ist verbunden
mit dem folgenden Diagramm:

X L v
T
X/Kern(L)

Ein wichtiges Ergebnis ist nun die folgende Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

Satz 4.17
Seien X, Y IK-Vektorriume und sei L € Homp (X,Y). Dann gilt

dim X = def(L) 4+ rg(L) . (4.2)

Beweis:
Sei U := Kern(L), V := Bild(L) . Nach Satz 4.16 ist

gr Xy, 2 [z] = L(z) €V
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ein Isomorphismus und aus Folgerung 4.10 und Satz 4.6 folgt die Behauptung. [

Uberraschenderweise hingt also die Summe def (L) + rg(L) von der linearen Abbildung
L gar nicht ab. Man gerdt in Versuchung, im Fall X = Y zu beweisen, da} Kern(L) @
Bild(L) = X gilt. Wie das nachfolgende Beispiel zeigt, ist dies im allgemeinen falsch.

Beispiel 4.18

Setze IK ,[z] .= {p € IK[z]|degp <n},n € IN, .
Betrachte nun die “zweite Ableitung“ als Abbildung auf IK3[z|, d.h.

L:IK3[z]>p — DoD e IK3x];

hierbei ist D die Ableitung (siehe Beispiel 4.3).
Es ist einfach zu sehen, dafl Kern(L) = Bild(L) = IK[z] ist. O

Folgerung 4.19

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume mit dimxX = dimgY < oo und
sei L € Hom(X,Y). Dann sind dquivalent:

(a) L ist injektiv.
(b) L ist surjektiv.

(c) L ist bijektiv.

Beweis:
Folgt aus der Dimensionsformel (4.2). |

Die obige Folgerung ist ohne die Voraussetzung, dal XY endlichdimensional sind, im
allgemeinen falsch. Fiir ein Gegenbeispiel schaue man sich bei IK[z], dem einzigen Bei-
spiel fiir einen unendlichdimensionalen Vektorraum, das wir bisher konkret kennen, um.
Hier ist ein Hinweis:

Dem iiberragenden Mathematiker an der Wende des Jahrhunderts D. Hilbert (1862 — 1943) wird
folgende kleine Geschichte zugeschrieben. Ein Mann kommt spét nachts in ein Hotel und fragt nach
einem Zimmer. Der Besitzer bedauert, es sei kein Zimmer mehr frei. Nach kurzem Nachdenken sagt
er jedoch: “Mal sehen, was sich machen l48t. Vielleicht findet sich ja doch noch ein Zimmer fiir
sie.“ Er verldfit die Rezeption, beginnt seine Géste zu wecken und bittet sie, jeweils ein Zimmer
weiter zu ziehen. Der Gast auf Zimmer 1 bekommt Zimmer 2, der Inhaber von Zimmer 2 erhilt
Zimmer 3 und so weiter, bis schliefllich jeder umgezogen ist. Zur Verbliiffung des spéten Gastes
ist das Zimmer 1 auf einmal frei; iiberaus gliicklich bezieht er es und will sich schlafen legen. Ein
nagender Gedanke 148t ihn jedoch nicht zur Ruhe kommen: Wie konnte es sein, dafl durch das
blofle Umziehen jedes Hotelgastes in das néichste Zimmer das erste Zimmer frei geworden war?
Und dann ddmmerte es unserem Reisenden: dies mufite Hilberts Hotel sein, das einzige Hotel in
der Stadt, das unendlich viele Zimmer besaf!
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Folgerung 4.20

Seien X,Y, Z endlichdimensionale IK—Vektorrdume und sei L € Homk(X,Y),
R € Homi (Y, Z). Dann gilt

dimk (Bild(L) N Kern(R)) = rg(L) —rg(Ro L) = def(Ro L) — def (L)

Beweis:
Setze ) := R|pjq(r) - Dann folgt mit Satz 4.17:

dimg Bild(L) = dimgk Bild(Q) + dimx Kern(Q)
= dimgk Bild(Ro L) + dim (Bild(L) N Kern(R))

Die zweite Behauptung folgt daraus mit
dimg Bild(Ro L) + dimk Kern(Ro L) = dimjy X = dimy Bild(L) + dimg Kern(L) .

4.3 Matrizen

Nun wollen wir den engen Zusammenhang zwischen einem IK—-Vektorraum X der Di-
mension n und dem [K—Vektorraum IK" etwas genauer studieren. Dieser Zusammenhang
basiert auf der Tatsache, dafl jeder Vektor z € X nach Wahl einer Basis {z!,...,2"} in
X eine eindeutige Darstellung

n
Tr = Z CLjLUj
i=1

besitzt. Dabei nennen wir den Vektor (ay,...,a,) € IK" den Koordinatenvektor von x
bzgl. der gewéhlten Basis. Diese Begriffsbildung deckt sich mit dem iiblichen Vorgehen
bei der Wahl von Koordinaten in der Ebene IR%:

Man wihlt einen Punkt O (“Ursprung®) und zwei (gerichtete) Geraden g; und
g2, die sich in O schneiden. Zu jedem Punkt P der Ebene ziehe man nun die
Parallelen durch P zu g; und g¢,. Thre Schnittpunkt P, mit ¢g; und P mit g,
kann man nun als Koordinatenpaar fiir den Punkt P verwenden, wenn man
die Punkte auf g; bzw. g in umkehrbar eindeutiger Weise den reellen Zahlen
zuordnet. Man hat dazu lediglich noch auf jeder Gerade eine Einheit festzule-
gen, welche der Einheit 1 in IR entspricht.

Verwendet man aufeinander senkrecht stehende Geraden (Koordinatenach-
sen), spricht man von einem kartesischen Koordinatensystem. Wir kom-
men im Kapitel tiber Geometrie auf diese Konstruktion zuriick. Dort geben
wir den umgangssprachlichen Begriffen etwas mehr formalen Gehalt.

Es ist klar, da8 fiir n = 2 die Geraden g¢i, go durch die Basisvektoren !, x> geméfl Defini-
tion 2.19 so gegeben sind:

g1 :={r =a2'a; € IK}, go := {2 = apz?|ay € IK}
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Der Vektor z = a2 4+ asz? € X entspricht im Koordinatensystem der Punkt P, den man
so erhélt:

Trage von 6 aus a; Einheiten auf g;, as Einheiten auf g, ab und hefte das enstehende
Geradensegment auf g, durch Parallelverschiebung an das Geradensegment auf g; an; der
Endpunkt des angehefteten Segments ist der Punkt P.

Lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen kann man konkret mit
Hilfe von Matrizen beschreiben.
Seien X, Y endlichdimensionale IK—Vektorraume und sei

L: X — Y (4.3)
eine IK—lineare Abbildung. Sei n := dimyg X, m := dimg Y, und seien

{zt, .. 2"} {yt, .. ™) (4.4)
Basen von X bzw. Y. Ist

n
r=> ajz’,
g=1

dann ist wegen der Linearitét von L das Bild L(z) gegeben durch
L(z)=> a;L(z7).
j=1

Man sieht daran zweierlei:

e Die Abbildung L ist vollstéindig angeben, wenn die Werte L(z7), j = 1(1)n, fest-
gelegt sind.

e Der Vektor L(z) 148t sich in der Basis {y',...,y™} darstellen, wenn die Bilder
L(z7), j =1(1)n, in der Basis {y',...,y™} dargestellt sind.

Seien also .
L(xj) = Zaijyi, j=11)n.
i=1
Dann ist . . o
L(z) =Y a;(>_ayy’) = > (O aya;)y’ .
=1 =1 i=1 j—=1

Dies zeigt uns, dafl wir die Abbildung L : X — Y bei gegebenen Basen vollstandig mit
Hilfe der Matrix

Ap = (aij)izz(z)m,jzz(z)n (4‘5)

beschreiben konnen: Ist
a1

a= : e K™

Qn
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der Koordinatenvektor von x, so ist
b:= ALCL < H(m’l

der Koordinatenvektor von L(z).
Die Spaltenvektoren

aii Qin
Am1 Amn
von Ay, stellen gerade die Koordinatenvektoren der Bilder L(z'), ..., L(z™) dar.

Definition 4.21

Die Matriz A, aus (4.5) heifit die Matrix(darstellung) der linearen Abbildung
L aus (4.3) bzgl. der Basen (4.4).

O
Beispiel 4.22
Sei X :=IR*Y :=R'L:R*>(z—1,25) — z1+12€ IR.
Wiihle als Basis in X {(1,1),(0,1)} und als Basis in IR* {(1)}. Wegen
L(1,1)=1+1=2=2-(1), L((0,1)) =0+ 1=1=1- (1),
folgt
A=(21).
O

Beispiel 4.23
Betrachte wieder die Ableitung D in X := IK,[z]. Als Basis in X haben wir die Monome

Man sieht, dafl A A
Du’ =6, Du =u"", i=1(1)n,

gilt. Daher ist die Matrixdarstellung Ap dieser linearen Abbildung gegeben durch

0O 1 0 O 0
0O 0 1 0 0
Ap = L c [Kntintl
o 0 --- 0 1 0
0 O 0 1



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 90

Seien X, Y endlichdimensionale IK—Vektorraume und sei L : X —— Y IK-linear. Ist
dann A die Matrixdarstellung von L bei gewihlten Basen und T4 die von A := Ap
induzierte Abbildung

K" ' 54 — Aa € IK™!,

dann haben wir

L L

X — Y X — Y
kxl /CyOL: TAO/CX lk}y oder kurz kxl /CyOL: AO/CX lk}y
H(n,l & H(m,l H(n,l i> H(m,l

Wir wissen, dafl bei linearen Abbildungen die Hintereinanderausfithrung wieder linear ist.
Wir gehen der Frage nach, was dies fiir die zugehorigen Matrizen bedeutet. Im obigen
Beispiel spiegelt sich die Eigenschaft D"*! = @ wider in A%,

Erinnert sei an die Matrixmultiplikation aus Abschnitt 2.2. Sie bekommt nun einen tiefe-
ren Sinn.

Satz 4.24

Seien X,Y, Z endlichdimensionale IK—Vektorrdume und seien R: X — Y,
S:Y — Z IK-lineare Abbildungen. Seien in X,Y,Z Basen gewdhlt.
Sind dann Agr, As, Asor die zu R bzw. S bzw. S o R gehdrenden Matrixdarstellun-
gen, so gilt

Asor = As Ar.

Beweis:
Seien {x!,... 2"}, {y},...,y™}, {2}, ..., 2!} Basen von X bzw. Y bzw. Z.
Dann ist Az € IK™", Ag € ZKl’m,AgoR e IK". Setze

Ap = (aij)izz(z)m,jzz(z)n , Ag = (bij)izz(z)l,jzz(z)m
Nach Konstruktion von Az und Ag gilt:

Zawy ] Zbkz Zfl )

Daraus folgt fir j = 1(1)n
l m
(So R)( Z aiy’) Z i Z briz") = D (D briay)z
i=1 k=1 i=1
Also besteht Ag.r aus den Spaltenvektoren
21 biia;;
,Jj=11)n.
> biag;
i=1
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Dies sind aber gerade die Spaltenvektoren des Matrixprodukts Ag Ag . [ |

Gehen wir von einem Isomorphismus L : X — Y mit der zugehorigen Matrix Ay, (bei
gewahlter Basis in X und Y') aus, so haben wir

ZdX :L_loL, idy:LOL_l.
Dies bedeutet dann nach Satz 4.24
E — AL—I AL’ E — ALAL—l .

Dies nehmen wir zum Anlaf fiir

Definition 4.25

Seir IK Korper und sei A € IK™". A heifst regulér oder invertierbar, falls es
B e IK™ gibt mat
E=AB=BA,

anderenfalls heifst A singulér oder nicht invertierbar.
Fiir die Matriz B - sie ist eindeutig bestimmt — schreiben wir A~! und nennen diese

Matriz die Inverse von A. 0

Die Eindeutigkeit von A~! folgt wie die Eindeutigkeit des inversen Elements bei Grup-
pen. Allerdings sollte man zur Kenntnis nehmen, dafl wir dabei die Kommutativitat der
Multiplikation nicht niitzen konnen (siehe Beispiel 2.5). Wir wiederholen den Schluf:
Aus

E=AB=BA,E=AB =B'A,

folgt
B=BE=BAB =EB =PB'.

Bemerkung 4.26

Wir haben in Kapitel 2 die Matrizen von oberer Dreiecksgestalt kennengelernt und dort
dafiir Regularitét einer solchen Matrix definiert. Mit Hilfe des Gauflschen Eliminations-
verfahrens — die Gleichung A B = F ist zu losen — sieht man, daf§ die dortige Definition
mit der nun gegebenen Definition {ibereinstimmt. O

Folgerung 4.27
Seien A, B € IK™" requldr. Dann gilt:
(A YH)?t=A4,(AB)'=B1A"

Beweis:
Folgt wie bei den Gruppen. [
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Seien X,Y IK—Vektorrdume und sei L : X —— Y eine IK-lineare Abbildung. Seien
®x, Py Basen in X bzw. Y. Dann haben wir eine Matrixdarstellung von L bzgl. die-
ser Basen. Wie “transformiert“ sich nun diese Matrix, wenn wir einen Basiswechsel von
Oy, Dy zu Basen @'y, @}, vornehmen? Eine Voriiberlegung, die wesentlich zur Definition
4.25 gefiithrt hat, ist:

Folgerung 4.28

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und seien ®x,®’y Basen in X. Ist
A die Matrizdarstellung der Identitdt, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis
®x und im Wertebereich X die Basis ®'y wdhlen, dann ist A invertierbar und Al
ist die Matrizdarstellung der Identitdt, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis
@'y und im Wertebereich X die Basis ®x wdhlen.

Beweis:

Sei B die Matrixdarstellung der Identitdt, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis ®x
und im Wertebereich X die Basis ®x wéhlen. Da A die Matrixdarstellung der Identitéat
ist, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis ®x und im Wertebereich X die Basis @’y
wiahlen, folgt aus Satz 4.24 F =AB=BA. [

Definition 4.29

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und seien ®x, @, Basen in X. Die
Matrizdarstellung der Identitdt bzgl. der Basis ®x im Definitionsbereich und @'y im

Wertebereich heifit Ubergangsmatrix von ®x nach ®. 5

Beispiel 4.30
Sei X := IR? L := idx. Wihle als Basis in X {(1,0),(0,1)} bzw. {(2,0),(1,1)}. Wegen

L((1,0)) =1/2-(1,0), L((0,1)) =1/2-(2,0) +1-(1,1),

Ao ( 1/2 —1/2 ).

folgt

0 1

Satz 4.31

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume und sei L : X — Y eine IK -
lineare Abbildung. Seien ®x, ®'y Basen in X und seien @y, P\ Basen inY . Ist dann
A die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basen ®x,®y in X bzw. Y, dann gibt es
invertierbare Matrizen T, S, sodaf

A :=TAS™! (4.6)

die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basen @y, @y in X bzw. Y ist.

Beweis:
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Betrachte die Sequenz
(X0} 5 (X, 0x) 5 {V0y} 5 (Y20}

wobei vermerkt ist, welche Basis jeweils gewéhlt ist. Nach Folgerung 4.28 gibt es inver-
tierbare Matrizen S, T die

(X, ®x} 25 (X, @) bzw. {Y, 0y} 225 (Y, ®})

darstellen. Daraus lesen wir mit Satz 4.24 unter Verwendung von Folgerung 4.28 ab, dafl
T AS~! die Abbildung

(X, 24} = {v.2}}
darstellt. n

Bemerkung 4.32

Die Darstellung A" = TA S~ und nicht A" = T A S mit einer invertierbaren Matrix S ist
Konvention. Sie ist allerdings durch die Sequenz im Beweis zu Satz 4.31 nahegelegt, denn
S ist die Ubergangsmatrix von ®x nach @, und T ist die Ubergangsmatrix von ®y nach
DY . 0

Bemerkung 4.33
Liegt ein Endomorphismus vor, so lautet (4.6)
A=8SAS5",
falls man in Satz 4.31 mit X =Y die Gleichheit ®x = &y, &y = @}, hat. O

Bemerkung 4.34

Jede Matrix A € IK™" kommt als Matrixdarstellung einer linearen Abbildung vor. Man

hat dazu nur die lineare Abbildung L = T4 : IK™' 3 a —— Aa € IK™ und ihre

Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasis zu betrachten. Dann gilt offenbar A = Aj.
O

Definition 4.35
Sei A € IK™" und sei dazu Ty : IK™ a > +— Aac IK™! .

(a) Bild(A) := Bild(T4), rg(A) :=1rg(Ta).

(b) Kern(A) := Kern(Ta), def(A) := def (Ta) .

(c) rg,(A) := Mazimale Anzahl linear unabhingiger Spalten in A.
(d) rg9,(A) := Mazimale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen in A.

rg(A) heifst Rang von A, rg,(A) heifst Spaltenrang von A und rg,(A) heifit Zei-

lenrang von A. .
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Niitzlich im Zusammenhang mit Spalten— und Zeilenrang ist die Einfithrung der trans-
ponierten Matrix. In der Theorie der Linearformen und der euklidischen Vektorrdume
bekommt diese Begriffsbildung eine tiefere Bedeutung.

Definition 4.36

Sei A = (aij),_y(4 € IK™" . Die Matrix

ym,j=1(1)n
Al = (aji)jzz(z)n,izz(z)m € K™

heifit die zu A transponierte Matrix. -

Sofort klar ist fiir A € IK™"™ neben der Tatsache, daf§ stets
rg(A) < min{m,n}, rg,(4) <n, rg.(A) <m,
gilt, auch
1g,(A) = 19.(A"), 19.(A) = rg,(A"). (4.7)

Lemma 4.37

Ser A € IK"™"™. Dann gilt:

(a) r9,(A) = r9(A).

(b) rg,(A) =rg,(TAS), r9,(A) =19,(T'AS), falls T € IK™™ S € IK™" inver-
tierbar sind.

Beweis:
Zu (a).
Da rg(A) = dim Bild(A) gilt und die Spalten von A ein Erzeugendensystem von Bild(A)
sind, ist die Behauptung klar.
Zu (b).
Klar ist, daf§ def (AS) = def (A) gilt, da S invertierbar ist. Also ist rg(AS) = rg(A) nach
der Dimensionsformel. Daraus folgt mit (a) nun rg,(A) = rg,(AS). Entsprechend beweist
man rg,(A) = rg,(T'A). Also

rg5(A) = 19,(T'A) = rg,(T'AS).
Schliefflich haben wir
rg.(A) = rg,(A") = rg,(S'A'T") = rg,(TAS)") = rg.(T AS).
Beachte, dafl mit 7', S auch T%, S* invertierbar sind. [

Bevor wir zum Beweis des Hauptergebnisses dieses Abschnitts (“Spaltenrang = Zeilen-
rang“) kommen, benétigen wir noch eine “Normalform* einer Darstellung von IK-linearen

Abbildungen.
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Lemma 4.38

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume und sei L : X — Y eine IK -
lineare Abbildung. Dann gibt es Basen ®x, Py in X bzw. Y, sodafl die Matrizdar-
stellung von L bzgl. dieser Basen folgende Form hat:

A—(% g). (4.8)

Dabei ist E, eine Einheitsmatriz in IK™" und r ist der Rang von A und L.

Beweis:
Wir wissen: 7 := rg(L) = dim Bild(L).
Sei @y = {y',...,9y", 4", ... ,y"} eine Basis von Y, wobei {y!,... 3"} eine Basis von

Bild (L) ist.
Wir wissen wegen
def(L) + rg(L) = dimp X =:n,

da8 dimpy Kern(L) = n — r ist. Sei {z"1,... 2"} eine Basis von Kern(L). Sei W ein
direkter Summand von Kern(L), also X = Kern(L) @ W . Dann ist r = dim W und
T := Ly ist ein Isomorphismus von W nach Bild(L). Seien z* := T '(y"), 1 <i <r.

Dann ist ®x := {z',... 2", 2" ... 2"} also eine Basis von X, wobei {z"*! ... 2"} eine
Basis von Kern(L) ist und L(z%) = y*, i = 1(1)r, gilt.

Bzgl. dieser Basis hat L offenbar eine Darstellung in der gewiinschten Form. [
Satz 4.39

Sei A € IK™" . Es gilt:
rg(A) = rg,(A) = r9,(A).
Beweis:
Seir :=rg(A) und sei L :=Ty : IK™ > a > Aac IK™'. Aist die Matrixdarstellung
von L bzgl. der Standardbasis in IK™' und IK™' . Nach Lemma 4.38 gibt es Basen in
X = K™Y := IK™*, sodaB L bzgl. dieser Basen eine Matrixdarstellung

(5 )
hat. Nun liest man ab:
rg(L) = rg(A) = rg,(A') = rg,(A") = r.
Nach Satz 4.31 gibt es invertierbare Matrizen T, .S derart, daf3
A=TAS™! (4.9)

ist. Da aber A’ und A nach Lemma 4.37 gleichen Spalten— und Zeilenrang besitzen, ist
der Satz bewiesen. n
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Folgerung 4.40
Sei A € IK™" . Dann ist rg(A) = rg(A").

Beweis:
Folgt aus der Tatsache, da§ rg(A*) = rg,(A") = rg,(A) = rg(A). n

Die Aussage aus Satz 4.31 kann man als Aquivalenzrelation begreifen, denn in der Tat
wird auf IK"™"™ durch

A ~ B : <= Es existieren invertierbare Matrizen T, S mit A = TBS™!
eine Aquivalenzrelation definiert. Dies halten wir fest in

Definition 4.41
Zwei Matrizen A, B € IK™"™ heiflen &quivalent — wir schreiben dafiir “~“ — genau
dann, wenn es invertierbare Matrizen T € IK™™ und S € IK™" gibt mit A =

-1
TBS—. O

Nun kann ein Hauptergebnis dieses Abschnitts bewiesen werden.

Satz 4.42
Seien A, B € IK™" . Dann sind dquivalent:

(a) A~ B.

(b) r9(A) = r9(B).

(c) A,Bw(% 8>fiiremr€ﬂ\70.

Beweis:

Zu (a) = (b). Siehe Lemma 4.37 mit Satz 4.39.

Zu (b) = (c). Nach Lemma 4.38 und Satz 4.31 sind A, B dquivalent zu ( gr 8 ) .
Zu (¢) = (a). Aus der Transitivitdt von “~* folgt A ~ B. |
Der Satz 4.42 besagt, dal der Rang eine Invariante (Unverénderliche) von Matrizen bzgl.
der Aquivalenz ist. Fiir jede Aquivalenzklasse haben wir eine Normalform wie in (4.8)
angegeben. Die Bemerkung 4.33 fiihrt uns bei quadratischen Matrizen zu einer weiteren
Aquivalenzrelation, ndmlich zu der der Ahnlichkeit.

Definition 4.43
Zwei Matrizen A, B € IK™" heiffen ahnlich genau dann, wenn es eine invertierbare

Matriz T € IK™™ gibt mit A= TBT L. .

Das Klassifikationsproblem, d.h. die Charakterisierung der Aquivalenzklassen bzgl. Ahn-
lichkeit durch eine Invariante ist schwieriger als bei der Aquivalenz. Wir kommen spéter
zu diesem Problem zuriick.
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4.4 Lineare Gleichungssysteme

Wir kommen nun zu den Gleichungssystemen zuriick und schreiben die Ergebnisse mit
den nun schon entwickelten Begriffen auf.
Betrachte das Gleichungssystem

Ax =1 (4.10)

mit A € IK™" b e IK™!
Wendet man das Gaufische Eliminationsverfahren an, kann man aus der Endform

(29)(2)-(3)

wobei B € IK"" eine reguldre Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist, ablesen:

r—rg(B)—rg(BC)—rg«g g))

Da sich durch elementare Umformungen Spalten— und Zeilenrang nicht veréndern, ist also
r=rg(A).

Damit ist erkannt, dafl mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren die Invariante r = rg(A)
berechnet werden kann. Es ist nun auch klar, daf§ diese Zahl » vom Verfahren nicht abhéngt
(siche Bemerkung 2.15).

Satz 2.8 aus Kapitel 2 bekommt nun folgende Fassung:

Satz 4.44
(a) Ist das System (4.10) homogen, so hat es die triviale Losung x = 6.

(b) Ly :={x € IK™ |Az = 0} = Kern(A) ist ein linearer Unterraum mit Dimen-
sion def (A).

(c) Das System (4.10) ist losbar genau dann, wenn rg(A) = rg(A|b) gilt.

(d) Das System (4.10) ist eindeutig l6sbar genau dann, wenn rg(A) = rg(A|b) =n
gilt.

(e) Das System (4.10) ist losbar fiir alle b € IK™" genau dann, wenn rg(A) =m
gilt.

(f) Ist das System (4.10) losbar, dann ist die Losungsmenge
Ly = {z € IK™" |Az = b}

gegeben durch
Ly, =z + Kern(A),
wobei T (irgendeine) spezielle Losung von (4.10) ist.

Beweis:
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Zu (a). Trivial.
Zu (b). Folgerung 4.4 und Definition von Kern(A).
Zu (c). Aus der Endform des Gaufischen Eliminationsverfahrens

(65) (%)= (i)
e 6 To d
lesen wir ab, daf bei Losbarkeit (d = 6 !)
r=r19(BClc) = rg(Alb) = rg(A) = rg(BC) = rg(B) =r
gilt. Also folgt bei Losbarkeit
r=rg(Alb) = rg(A).

Ist rg(A|b) = rg(A), dann ist b Linearkombination der Spaltenvektoren von A, also
b € Bild(A) und Losbarkeit liegt vor.
Zu (d). Aus der Dimensionsformel (siehe (4.2)) folgt

n=rg(A) < def(A) =0, d.h.n=rg(A) < Kern(A) = {6},

was unter Beriicksichtigung von (¢) nur noch zu zeigen war.

Zu (e). Klar, denn m = rg(A) <= Bild(A) = IK™" .

Zu (f). Siehe (b) und Satz 2.8. |
Als erster hat mit Rangargumenten wohl J. Sylvester (1814 — 1897) gearbeitet. Der Begriff “Rang*

wird von F.G. Frobenius (1849 — 1917) eingefiihrt. Die Bedingung (c) in Satz 4.44 wurde im Jahr
1875/1876 von G. Fontené, G. Rouché, F.G. Frobenius gefunden.

Die nun bereitstehenden Ergebnisse gestatten es, den Identitétssatz fiir Polynome zu
beweisen.

Satz 4.45
Sei IK ein Korper mit # IK = co. Dann sind P, IK [z] isomorph.

Beweis:

Wir definieren die Abbildung
H:IK[zx|>p — H(p) € Px

durch . .
H(p)(z):=> aiz', z€ IK, fallsp=> aza’ € IK|z].
=0 =0
Offenbar ist H linear und surjektiv.
Sei p = i a;z' € Kern(H), d.h. H(p)(z) = 0 fiir alle 2 € IK . Zu zeigen ist ag = ... =
a, = 0. 0
Wiéhle zg,...,2z, € IK mit #{z0,...,2,} = n + 1. Dies ist wegen # IK = oo moglich.

Dann gilt also
Azoy...,2zn)a =10,
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wobei
1 z9 28 -+ 28 a
0 20 0 0
1 Z1 212 Zln aiy
1,n+1 1,1
A(zoy .. oy2n) = | . . € KMt g = € K"
1 2z, 22 -+ 2z a
n n n n

ist. Dieses Gleichungssystem besitzt nur die triviale Losung, da wir zeigen kénnen:
rg(A(zo,...,2n)) =n+1.

Der Beweis dazu geht so:

Wir wenden elementare Umformungen auf A(z, ..., 2,) an. Fir k = (n+1)(—1)1 subtra-
hiere das 2o — fache der (k — 1)—ten Spalte von der k-ten Spalte. Dies ergibt eine Matrix
A’, die e! als erste Zeile und

(1, 2i — 20, 27 — 2024, - - -, 28 — 2028 ")
als i—te (i > 1) Zeile hat. Dann ist
rg(A(zo, - 2n)) = 19.(A(20, ..., 2n)) = 19.(A") =rgs(A") =1+ rgs(B) =1+ rg(B),

wobei

A’—(ll) g) mit b € K™

ist. Der Rang éindert sich nicht, wenn wir die i—te Zeile von B mit (z;—2¢) ' multiplizieren;
1 < ¢ < n.Dann entsteht aus B die Matrix A(zy,...,2,) € IK™" . Induktiv erhalten wir
also

rg(A(zo, ..., 2n)) = 1+71g9(A(z1,...,2,)) =n+ 1.

Wir koénnen aus Beispiel 3.38 ableiten, dafl der Identitéitssatz in endlichen Koérpern nicht
gilt.

4.5 Die allgemeine lineare Gruppe

Definition 4.46

Die Menge
GL,(IK) :={A € IK™" | A invertierbar}

heifit die allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

Die Definition unterstellt, da§ GL,,(IK) eine Gruppe ist. Welche Verkniipfung ist gemeint?
Die Addition von Matrizen kann nicht gemeint sein, denn G L,,(IK) ist nicht abgeschlossen
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bzgl. der Addition (Beachte A + (—A) = O fiir alle A € IK™"). Die Multiplikation ist
gemeint!

Satz 4.47

GL,(IK) ist eine Gruppe bzgl. der Matrizmultiplikation; Einselement ist die Ein-
heitsmatriz E.

Beweis:

Wir haben in Folgerung 4.27 schon notiert: (AB)™ = B~'A~1. Also ist GL,(IK) abge-

schlossen bzgl. der Multiplikation. Alle anderen Bedingungen sind einfach zu verifizieren.
|

Beispiel 4.48

Sei A= (aij)i—s(1yn j—1(1yn € IK™" . A gehdrt zu GLy (IK),
e falls A reguldre Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist;
e falls A = B* und B regulire Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist;

o falls n =2 und A := aj1a92 — ajsa9; # 0 ist, denn:

Wir wissen aus Abschnitt 2.1, dafl bei A # 0 das Gleichungssystem
Az =0
eindeutig fiir alle b € IK*" 16sbar ist. Also ist Kern(A) = {#} und A ist in GLy(IK).

||
Betrachte die Elementarmatrizen

Ey = (6ikél]‘)i:1(1)r7j:1(1)r ceIK" 1<kl<r,
und damit die Gau3matrizen
Ey(a) =FE+aEu,1<kil<r,aclK .
Man sieht:

e Multiplikation einer Matrix A € IK™" von links mit Ey(a) € IK™™ bedeutet, das
a—fache der [-ten Zeile von A zur k—ten Zeile von A zu addieren.

e Multiplikation einer Matrix A € IK™" von rechts mit Ey(a) € IK™" bedeutet, das
a—fache der k—ten Spalte von A zur [-ten Spalte von A zu addieren.

Damit sind die elementaren Zeilenumformungen als Matrixmultiplikation beschrieben.
Zeilen— und Spaltenvertauschungen lassen sich ebenfalls als Matrixmultiplikation verste-
hen: Seien

Pg=FE+Ey+Ey—Eu—FEy, 1<kIl<r.

Es gilt:
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e Multiplikation einer Matrix A € IK""™ von links mit P; € IK™™ bedeutet, die [-te
Zeile von A mit der k—ten Zeile von A zu vertauschen.

e Multiplikation einer Matrix A € IK"™" von rechts mit P; € IK™" bedeutet, die k—te
Spalte von A mit der [-ten Spalte von A zu vertauschen.

Damit sind alle elementaren Umformungen, die das Gaufische Eliminationsverfahren aus-
machen, durch Matrixmultiplikation unter Verwendung der Matrizen Ejy(a), Py, 1 <
k,l <r, 6 k+#1, beschrieben.

Es gilt:

° Ekl(a)Ekl(b) = Ekl(a—l—b), 1 < k},l < T, k 7£ l.
° Ekl(a) < GLT(H() und Ekl(a)_l = Ekl(—a), 1< k},l <r, k 7é l.
e P, eGL,(IK), Pj' =Py, 1<kJI<r.

Da also die bei elementaren Umformungen benétigten Ey(a), Py invertierbar sind, sehen
wir erneut, dafl elementare Umformungen der Rang einer Matrix nicht verdndern.

(55)(2)-(:)

die Endform des Gaufischen Eliminationsverfahrens, angewendet auf das Gleichungssy-
stem (4.10), so konnen wir die Rechenschritte als Berechnungsverfahren fiir eine LU-
Zerlegung einer permutierten Matrix interpretieren. Die Matrix

(55)

(U%HQHMHHQ—<B C) (4.11)

ensteht namlich als

e 6
wobei G4, ...,Gs Gaulmatrizen und P, ..., Ps, I, ..., II; Permutations— oder Einheits-
matrizen sind.
Definition 4.49
Sei A € IK™"™. Dann heifit A = LU eine LU-Zerlegung von A, wenn U, L' Ma-

trizen von oberer Dreiecksgestalt sind. -

Aus (4.11) liest man die LU-Zerlegung von A ab, falls keine Zeilen— und Spaltenvertau-
schungen benotigt werden:

A—LUmﬁL—@y~&YﬂU—<g g).

Man sieht sofort, dal in der Tat eine LU—Zerlegung vorliegt.
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Das vorliegende Gleichungssystem (4.10)
Az =b, dh. LUz =0b,
148t sich dann zweistufig durch Vorwérts— und Riickwértssubstitution 16sen:
Ly=0b,Ux=1y,

In der numerischen Mathematik beschéftigt man sich mit Stabilitédts— und Speicherfragen.
Soviel sei hier gesagt: U bendtigt die obere Hélfte einer n x n — Matrix, die untere Hélfte
ohne Diagonale kann L aufnehmen, da wir sowieso wissen, dafl in der Diagonalen von L
lauter Einsen stehen (Beweis!).

4.6 Linearformen und Dualraum

Definition 4.50

Sei X ein IK —Vektorraum.

Der IK -Vektorraum X' := Hom (X, IK) :={L: X — IK|L IK —linear} heifit
(algebraischer) Dualraum von X. Jedes Element A € X' heifit eine Linearform
oder lineares Funktional auf X.

O
Beispiel 4.51
Sei IK ein Korper. Die Abbildung
O s IK[z) 5 p=> aix’ — Y aith € IK (to € IK)
=0 =0
ist eine Linearform auf IK[z], d.h. &, € IK|[x]". O

Sei X ein IK—Vektorraum.
Die Anwendung eines Elements A € X’ auf ein Element € X schreiben wir allgemeiner
Gewohnheit folgend anders wie wir es bei (gewohnlichen) Abbildungen sonst tun:

<Az >:= Mz).
Wir haben damit eine Abbildung
<> X'xX>5(\x) —<\z>€elK,

die in beiden Argumenten offenbar IK-linear ist. Wir nennen diese Abbildung die kano-
nische Paarabbildung.
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Satz 4.52
Sei X ein IK —Vektorraum. Dann gilt:

(a) X' ist ein IK —Vektorraum.
(b) Hat X Dimension n, dann hat X' ebenfalls Dimension n.

(c) Ist &x := {x',... 2"} eine Basis in X, dann hat X' eine Basis
(I)X/ = {)\1,...,)\”} C X" mit

<MN,2! >=6;,14,5=11)n. (4.12)

Diese Basis ®x ist durch die Eigenschaft /.12 eindeutig bestimmit.

Beweis:

(a) ist ein Spezialfall: Homg(X,Y) ist ein Vektorraum, falls X, Y Vektorrdume sind.
Zu (b). Wird unter (¢) mitbewiesen.

Zu (c).

Wir schreiben X’ als Projektion auf die i-te Koordinate von x bzgl. der Basis ®x, d.h.

)\i:Xax:Zajxj — a; € IK ;i€ {1,...,n}.

j=1

Diese Elemente \* sind wohldefiniert, da die Darstellung eines Elements x € X durch die
Basis eindeutig ist. Sie sind offenbar auch IK-linear. Die Eigenschaft (4.12) ist offensicht-
lich. Bleibt zu zeigen, da§ {\!,... A"} eine Basis von X’ darstellt.
Sei .
A=) biN =0.

i=1

Dann gilt wegen (4.12) A
0=< )2 >= bj, 7= 1(1)7?,

Dies zeigt, da8 ®x/ := {\!,..., A"} linear unabhéngig ist.
Sei A € X'. Dann gilt fiir alle z = Enj a;z? € X wegen (4.12)
i=1

n n n
<Az>=)a; <A\ >=) <N,z >< Al >=<) <N/ >N,z > .
=1 =1 =1

Dies zeigt, daB A = 3. < A,z > M € L(®x/) ist. Also ist Py auch ein Erzeugendensy-
j=1

stem von X’ ist. Damit ist ®x+ eine Basis in X’.

Zur Eindeutigkeit: Ist Uy, := {pu',..., u"} eine weitere Basis mit der Eigenschaft 4.12,

dann gilt fir i € {1,...,n} < XN —pf, 27 >= 0,1 < j < n. Daraus folgt offenbar

< XN — i,z >=0 fiir alle z € X. Also \! = pif . u
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Definition 4.53

Sei X ein IK—Vektorraum und sei ®x := {z',... 2"} eine Basis in X. Dann heifit
eine Basis ®x/ = {\',... . \"} C X' mit

<Al >=6;, 4,5 =1(1)n,

die duale Basis zu ®x.

Folgerung 4.54

Sei X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum. Dann gibt es zu jedem x € X\{6}
ein A € X'\{0} mit
<Az >#0. (4.13)
Beweis:
Wihle eine Basis ®x = {z',...,2"} in X und dazu eine duale Basis ®x: = {\!,... \"}
in X’. Da fiir z = i a;x’
j=1
aj =<XN,z>,j=11)n,
gilt, gibt es zu z € X\{#} ein j mit < M,z >+# 0. u

Beispiel 4.55

Wiihle in X := IK™' die Standardbasis e',...,e" und Kx die zugehorige Koordinaten-
abbildung. Jede Linearform X’ 3 ' : IK™' 3 a > kx(a); € IK aus der dualen Basis
konnen wir somit so hinschreiben:
< Ma>=(¢))"

Also kénnen wir den Dualraum X’ von X := IK™' gleichsetzen mit IK™', wenn wir
< -,- > noch erkldren durch < \,a >:= Ma, \,a € IK™' .

Verzichten wir auch noch auf die “Feinheit* IK™! statt IK™ zu schreiben, kénnen wir den
Dualraum X’ von X := IK" gleichsetzen mit IK", wenn wir < -,- > durch < \,a >:=

n
> A\a; erkléren. O
i=1

Bemerkung 4.56

Ist X ein n—dimensionaler IK—Vektorraum, dann wissen wir nun, dafl auch X’ ein n—
dimensionaler IK—Vektorraum ist. Beide Rdume sind dann isomorph zu IK™ . Dies nutzen
Wwir so:

Sei {x!,...,2"} eine Basis in X und sei {\!,...,\"} eine duale Basis in X’. Mit den
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Koordinatenabbildungen kxy : X — IK" kyx, : X’ —— IK" erhalten wir nun fiir
reX xeX:

<Ahz> = Y <Az'>< N,z >
i=1
= > ko (Nikx(2);
i=1
= k}X/()\)t k}X (LIZ') .
Auf diese Weise kénnen wir dann eine Gleichung
<ANrx>=bMNeX zeX,belK)

mit einer Gleichung
addx=b (a€IK", z € IK")

identifizieren; siehe Beispiel 4.55. Damit ist die Briicke zu den Gleichungssystemen ge-
schlagen. 0

Satz 4.57
Sei X ein IK —Vektorraum. Dann gilt:

(a) Fiir jedes x € X ist die Abbildung
g X' 29X — g.(N) =<\ x>€lK

ein Element von (X')".
(b) Die Abbildung
jx : X2z — g, € (X
ist injektiv und ein Element von Homk (X, (X')').

Beweis:
Zu (a): Trivial.
Zu (b): Fiir alle z,y € X, a,b € IK gilt

Jx(az +by)(A) =< Nax+by >=a < \z>—+b< \y> fiiralle A € X',

d.h. jx(ax+by) = ajx(z) +bjx(y) . Damit ist die Linearitét von jx klar. Die Injektivitét
folgt aus Folgerung 4.54. ]

Definition 4.58

Sei X ein IK—-Vektorraum. Der IK —Vektorraum (X')" heiffit Bidualraum zu X und

wir schreiben dafir X". .
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Folgerung 4.59

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum. Dann ist der Bidualraum X" iso-
morph zu X.

Beweis:
Folgt aus Satz 4.52 unter Beachtung von Bemerkung 4.56 [

Definition 4.60
Sei X ein IK —Vektorraum und sei U C X ein linearer Teilraum. Dann heifst

U :={ e X'|<X\u>=0 firaleue U}

der Annihilator von U.

O
Satz 4.61
Sei X ein IK —Vektorraum und sei U C X ein linearer Teilraum. Dann gilt:

(a) U® ist ein linearer Teilraum von X'.

(b) Ist dimk X < oo, dann ist dimpg U + dimg U® = dimg X .
Beweis:
Zu (a).
Folgt entweder durch direktes Nachrechnen oder mit Hilfe von Folgerung 4.4.
Zu (b).
Wihle eine Basis {x!,..., 2"} von U und ergénze diese zu einer Basis ®x = {z!,... 2"} in

X. Wihle dazu eine duale Basis ®x: = {\!},... A"} in X’. Wir zeigen, da§ {\"*! ... A"}
eine Basis von U? ist.

Da {\"™1 ... A"} sicherlich linear unabhiingig ist, ist nur zu zeigen, da§ {\"*! ... A"}
ein Erzeugendensystem von U? ist.

Sei A € U% Da {\,..., \"} eine Basis in X" ist, gibt es (b1, ...,b,) € IK™ mit A = i b\t .
i=1

Wegen 0 =< A\, 27 >=b;, j = 1(1)r, folgt A = S BN, also A € LN ..0A"}) . =
i=r+1
Folgerung 4.62

Sei X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum und sei U C X ein linearer Teil-
raum. Dann ist jjy (siehe Folgerung 4.59) ein Isomorphismus von U auf

(UM :={pe X" <u,A>=0 fir alle \ € U} .

Beweis:
Sei jx : X — X" der Isomorphismus gemif Folgerung 4.59 und sei W := j* ((U?)).
Sei v € U. Dann ist

< Jx(u), A >=< A\ju >=0 fiir alle A € U*,
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also jx(u) € (U*)?, d.h. uw € W. Damit wissen wir, da§ U C W gilt. Aus
dlmﬂ( U -+ dlmﬂ( U* = dlleX = dlmﬂ( X/ = dlmﬂ( U -+ dimﬂ((U“)a,

(siehe 4.61) folgt dimpy U = dimg (U*)* = dimg W, also U = W. |

Folgerung 4.63

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum, z° € X und sei U ein linearer

Teilraum von X. Sei | := dimgk U® und sei \',...,\' € X' eine Basis von U®.
Damit sind fiir x € X dquivalent sind:

(a) <X x >=< X 2°> i=1(1)].

(b)) €+ U.

Beweis:
Es gilt offenbar fiir x € X :

r—2'clU +— <jx@—2",\N>=0,i=1(1),
— <XNz-—2">=0,i=1(1)l.

Definition 4.64

Fine Teilmenge A von X heifit affiner Teilraum (der Dimension r), wenn es
2% € X und einen linearen Teilraum (der Dimension r) gibt mit A = 2° + U.

Nun ist wegen Folgerung 4.63 klar, daf§ jeder affine Teilraum als Losungsraum eines linea-
ren Gleichungssystem auftritt; die Umkehrung kennen wir schon aus Satz 4.44. Beachte
hierzu Bemerkung 4.56. Mehr noch, wir kénnen nun ganz einfach den noch ausstehenden
Beweis von Satz 2.22 fithren. Dieser Satz iiber Ebenen lautet:

Satz 4.65
Sei IK ein Korper und sei £ C IK®,E # 0. Dann sind dquivalent:
(a) & ist Ebene.
(b) Es gibt a € IK®,a # 0, und b € IK mit

& = {(z1,22,23) € IK® |a121 + asw2 + aszs = b} .

Beweis:
Zu (a) = (b).
Ist £ eine Ebene, dann ist £ ein affiner Teilraum der Dimension 2, da der Richtungsraum
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nach Definition zweidimensional ist. Also haben wir £ = 2° 4 U, wobei U ein zweidimen-
sionaler Teilraum von IK?® ist. Aus Folgerung 4.63 folgt die Existenz von A € IK*\{6}
mit < \,z >=< \, 2% > fiir alle z € £. Aus Bemerkung 4.56 folgt dann b).

Zu (b) = (a).

Sei a := (a1,a9,a3) € IK"" und sei V := L({a}),U := {u € IK*'|a'u = 0}. Nun ist
dimy V =1,U = V¢ dimgk U = 2 und = € € genau dann, wenn a’(z — 2°) = 0 gilt. Also
ist # € £ genau dann, wenn z € z° + U gilt (beachte Bemerkung 4.56). Daher ist £ ein
zweidimensionaler affiner Raum und damit eine Ebene. [

Definition 4.66
Sei X ein IK —Vektorraum. Sei A € X'\{0} und sei b € IK . Dann heifit

HA,b = {$€X| <)\,£13' >= b}

eine Hyperebene.

Bemerkung 4.67

Die Folgerung 4.54 besagt, dal der Punkt z° # 6 nicht auf der Hyperebene H) g liegt.
Im Kapitel 9 (Konvexitdt) gehen wir genauer auf die Diskussion von Hyperebenen ein.
Erwéhnt sei hier aber noch, dafl die Existenz von Linearformen mit der Eigenschaft aus
Folgerung 4.54 in unendlichdimensionalen Raumen keine Trivialitit ist. Hierzu liefert der
Satz von Hahn-Banach, einer der drei Hauptsétze der Funktionalanalysis, Ergebnisse. Die
geometrische Fassung dieses Satzes hat mit trennenden Eigenschaften von Hyperebenen zu
tun. (Die “Ebene*“ IK" wird durch eine Hyperebene H) , aufgespalten in zwei Halbraume.)

O
Daf} folgende Definition sinnvoll ist, belegt das nachfolgende Lemma.
Definition 4.68
Seien X, Y IK—Vektorraume und sei L : X — Y IK-linear. Die Abbildung
L':Y'spvr— L'(p) e X mit <L'(u),r>=<pLx)>,zeX,
heifit die (zu L) adjungierte Abbildung. .

Lemma 4.69

Seien X,Y ein IK —Vektorriume und sei L : X — Y IK -linear. Dann ist L' eine
wohldefinierte IK —lineare Abbildung.

Beweis:
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Ist die Wohldefiniertheit gezeigt, ist alles klar, denn die Linearitét ist offensichtlich.
Sei p € Y'. Dann wird durch

Xoz —<pLx)>eclK
offenbar eine IK—lineare Abbildung definiert. Also gibt es A € X' mit
<p, L(z) >=<Nz>,zeX.
Ist X' € X' eine weitere Linearform mit
< L(z) >=< XN,z >,z X,

dann ist < A— X,z >=0 fiir alle x € X, also A\— X = 6. Die Setzung L’(u) := X ist also
sinnvoll. [

Satz 4.70
Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume, seien ®x, Py Basen in X bzw.
Y und seien ®x., @y die zugehorigen dualen Basen in X' bzw. Y'. Ist dann

die Matrixdarstellung der IK —linearen Abbildung L : X — Y bzgl. x, Py, dann

18t

Al = (CLJ‘Z‘) c IK™™

j=1(1)n,i=1(1)m
die Matrizdarstellung von L' : Y — X' bzgl. ®x/, Py.

Beweis:
Seien ®x = {z',... 2"}, Dy = {y},...,y"}, Dx = {A\, .. N}, Dy = {pb, .. M)
Wir wissen:

L(xj) = Zasjys, j=11)n.
s=1

Fiir ¢ = 1(1)m folgt nun
L) = Y <L) >N
=1

= > <y, L@)>N
j=1

= > O ag <p iy >N

=1 s=1
m .

= > ayN
=1

Daraus liest man nun die Spalten der Matrixdarstellung von L’ in der behaupteten Form
ab. [

Den Inhalt dieses Kapitels kénnen wir nun ziemlich gut durch ein Diagramm wiedergeben.
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Seien X, Y IK—Vektorraume mit dimy X =n, dimgx Y =m.

Seien ®x, Py Basen in X bzw. Y und seien @'y, ®}. duale Basen in X’ bzw.
Y’

Sei L: X — Y IK-linear und sei A die Matrixdarstellung bzgl. der gewéhl-
ten Basen.

Damit haben wir:

X L, Y X' L Y
k;Xl ky o L= Aoky lky k;X/l ki o I = A o ky lky/
H(n,l i> H(m,l H(n,l <i H(m,l

4.7 Fredholm—Alternative *

Abschliefend nochmal ein Blick auf die linearen Gleichungssysteme. Eine Charakterisie-
rung der Losbarkeit eines Gleichungssystems ist auch unter Zuhilfenahme der adjungierten
Abbildung moglich. Dazu eine Vorbereitung.

Lemma 4.71
Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum. und sei L : X — Y linear.
Dann gilt:
(a) Kern(L') = Bild(L)".

(b) Bild(L') = Kern(L)".

Beweis:

Sei A € Y/ mit L'(y) = 6. Dann ist < A\, L(z) >=< L'(A\),z >= 0 fiir alle z € X. Also ist
A € Bild(L)*. Die Umkehrung ist daraus auch ablesbar. Damit ist (a) gezeigt, (b) beweist
man entsprechend. [ |

Als Verallgemeinerung von Lemma 4.40 haben wir

Folgerung 4.72

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume, sei L : X — Y linear. Dann
gilt rg(L) = rg(L').
Beweis:
rg(L') = dim Bild(L') = dim Kern(L)* = dim X — dim Kern(L) = dim Bild(L) = rg(L).
|

Der folgende Satz wird als Fredholm—Alternative (in endlichdimensionalen Rdumen)
bezeichnet.
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Satz 4.73

Seien X, Y endlichdimensionale IK —Vektorraume, sei L : X — Y linear. Betrach-
te die folgenden vier Gleichungen:

(1) L(z) =y (3) L(z) =6
(2) DN =p (4) () =0
Damit gilt:

Entweder sind beide Gleichungen (1), (2) losbar fir alle A, pu, und in diesem Falle
sind sie eindeutig losbar, oder die Gleichungen (3),(4) haben diesselbe Anzahl von
linear unabhdngigen Losungen x',... xt und N\, ... )\, und in diesem Falle ist (1)
(bzw. (2)) losbar genau dann, wenn < Ay >=--- =< A\ y >=0 (bzw. < p,z* >=
=<yt >=0) gilt.

Beweis:

Losbarkeit von (1), (2) fir alle A\, u bedeutet, da8 Bild(L) = Y, Bild(L') = X', d.h. daf§
Kern(L")* =Y, Kern(L')* = X' ist; also Kern(L') = {6}, Kern(L) = {6}.

Ist Kern(L) # {0}, dann ist dim Kern(L') = dim Kern(L') und y € Bild(L) genau dann,
wenn y € Kern(L')® ist, d.h. wenn < A,y >= ... =< A,y >= 0 gilt. Entsprechend
erhiilt man u € Bild(L') genau dann, wenn < p, 2! >= ... =< p,z! >= 0 gilt. |

Im Abschnitt iiber Euklidische Vektorrdume werden wir auf obigen Satz zuriickkommen.

Die Fredholm—Alternative (Fredholm, I., 1866 — 1927, Schwede) in unendlichdimensionalen Réiu-
men ist von iiberragender Bedeutung in der Theorie der linearen Integralgleichungen. Die lineare
Abbildung kommt hier als kompakte Stérung der Identitit daher. Der besondere Wert liegt darin,
dafl aus der Injektivitit einer Abbildung (Eindeutigkeit) auf Surjektivitidt (Existenz) geschlossen
werden kann. Mit Integralgleichungen kénnen u.a. Randwertaufgaben dquivalent beschrieben wer-
den.



Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir studieren hier die linearen Teilraume eines Raumes X, auf denen eine lineare Abbil-
dung L : X — X besonders einfach operiert. Von besonderer Bedeutung ist dabei auch
der zugehorige Skalarkorper. Mit dem Skalarkérper €' konnen alle wesentlichen Fragen
abschliefend diskutiert werden, am Ende des Kapitels diskutieren wir auch den Fall des
Skalarkorpers IR . Stets setzen wir voraus, dafl kein endlicher Skalarkorper IK vorliegt.
Dann kénnen P und IK[z] gleichberechtigt verwendet werden.

5.1 Definition

Vor einem hinfithrenden Resultat noch eine Bezeichnung:
Mit A1,..., A, € IK |, IK Koérper, setzen wir:

M O - - 0
0 X 0 -~ 0
diag(Ai, ..., An) == | . :
0 - - A

Lemma 5.1

Ser X ein n—dimensionaler IK —Vektorraum und sei L : X — X ein Endomor-
phismus. Sei A = (aij)izl(l)n’jzl(l)n die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basis
{z',...,2"} C X. Fiir \i,..., A\, € IK sind dann dquivalent:

(a) A=diag(A,...,\).

(b) L(z") = Nz', 1 <i<n.

Beweis:
(a) = (b): | |
Der Spaltenvektor A;e* ist der Koordinatenvektor des Bildes L(z"), d.h.

L(z") = a2, 1<i<n.

112
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(b) = (a):
Man lese die obige Argumentation riickwérts. [

Definition 5.2

Ser X ein IK —Vektorraum und sei L : X — X ein Endomorphismus.
Ein Skalar A € IK heifst Eigenwert von L genau dann, wenn es einen Vektor

x € X\{0}, genannt Eigenvektor, gibt mit L(z) = Az . .

Der allgemeine Begriff des Eigenwerts eines Endomorphismus tauchte im achtzehnten Jahrhundert
auf, und zwar nicht im Zusammenhang mit linearen Abbildungen, sondern in der Theorie der
linearen Differentialgleichungen. Hierin kann man eine wesentliche Anwendung fiir die folgenden
Uberlegungen zu einer Normalform einer Matrixdarstellung sehen. Die Zusammenfassung aller
Eigenwerte einer linearen Abbildung miindete spiter bei F. Riesz (1880 — 1956) in den Begriff des
Spektrums.

Das Lemma 5.1 sagt uns, welche Basis wir wihlen sollten, damit die Matrixdarstellung
eines Endomorphismus besonders einfach wird, ndmlich eine Basis aus lauter Eigenvek-
toren. Endomorphismen, fiir die eine solche Wahl moglich ist, sind ausgezeichnet und
erhalten einen Namen.

Definition 5.3

Sei X ein IK—Vektorraum. Ein Endomorphismus L : X — X heifit diagona-
lisierbar oder halbeinfach genau dann, wenn es in X eine Basis gibt, die aus

Eigenvektoren von L besteht. -

Beispiel 5.4
Sei IK Korper, X := IK? und sei der Endomorphismus L gegeben durch die Matrix

o )

Diese Abbildung beschreibt offenbar eine Spiegelung der “Ebene“ IK? an der e'-Achse.
Man verifiziert leicht, dafl

e! Eigenvektor zum Eigenwert A = 1

(Auf L({e'}) ist A die Identitit!)

und
e? Eigenvektor zum Eigenwert A = —1

(Auf L({e?*}) ist — A die Identitzt!)
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ist. Also ist A diagonalisierbar. Beachte, daf§ die Matrix A als Diagonalmatrix vorliegt.
O

Die Bezeichnung “diagonalisierbar® wird spéter erst klarer werden. Einige Arbeit werden
wir in die Problemstellung investieren, Basen zu finden, zu denen eine Matrixdarstellung
von oberer Dreiecksgestalt gehort.

Das folgende Beispiel erlautert die Bezeichnung und macht klar, da3 Diagonalisierbarkeit
nicht immer errreichbar ist.

Beispiel 5.5
Sei X = IR? und sei der Endomorphismus L gegeben durch die Matrix

0 —1

()
Diese Abbildung beschreibt offenbar eine Drehung der “Ebene® IR* um den Winkel 7/2.
Dieser Endomorphismus besitzt keine Eigenwerte, und damit definitionsgeméfl auch keine
Eigenvektoren. Da eine Drehung um 7 /2 vorliegt, {iberrascht dies auch nicht, denn Ei-
genvektoren werden durch die Anwendung des Endomorphismus ja nur “gestreckt“. Daf}
in der Tat keine Eigenwerte existieren, verifiziert man so:

Aus Az = Mz folgt —x9 = Ax1, 11 = Axg, also, falls etwa x5 # 0, —15 = A2 25, d.h.
A?2+1 = 0. Da diese Gleichung in IR nicht 1sbar ist, kann auch kein Eigenwert existieren.
Betrachtet man den obigen Endomorphismus bzgl. des Skalarkorpers €', dann édndert sich
die Situation vollstindig, es existiert nun in €*' sogar eine Basis aus Eigenvektoren,
namlich:

u = ie' 4 e? ist Bigenvektor zum Eigenwert \ =i,

v :=e' 4 ie? ist Eigenvektor zum Eigenwert A\ = —i.

Der Endomorphismus L ist also diagonalisierbar. Man rechnet nach, dafl es eine Matrix
S € €% gibt mit ST'AS = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist; S := (u|v) leistet
namlich das gewiinschte. u

Die Frage nach der Existenz von Eigenwerten fiithrt auf das Gleichungssystem
(A= AE)x =0,

gesucht ist eine nichttriviale Losung dieses Gleichungssystems. Bringt man dieses Glei-
chungssystem mit Hilfe der Gaulschen Elimination auf obere Dreiecksgestalt, so ist zu
erwarten, dafl sich eine Bedingung an A ergibt, die hinreichend dafiir ist, dafl sich ei-
ne nichttriviale Losung finden 148t. Da sich die Divisionen mit Pivotelementen bei den
Umformungsschritten nachtrédglich durch Multiplikation mit dem Hauptnenner wieder
“beseitigen” lassen, ist zu erwarten, dafl diese hinreichende Bedingung eine polynomiale
Gleichung in A ist; der Grad kann hochstens n sein, da maximal n— 1 Eintrége zu eliminie-
ren sind. Spéater wird uns diese Gleichung als Nullstellengleichung fiir das charakteristische
Polynom wieder begegnen.

Beispiel 5.6
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Sei
2 00
A=0 01| emr?*
0 -1 0
Hier ist
2-X 0 0
A—)\E = 0 -\ 1| em3®.

0 -1 —=A

Da der Rang von A—\FE drei ist fiir A = 0, ist A\ = 0 schon mal auszuschlieflen. Elimination,
angewendet auf A — \FE fiihrt auf

2-X 0 0
0 =\ 1 e R33 .
0 -1 —Xx=\1

Da die Gleichung A\? + 1 = 0 keine Losung besitzt, bleibt nur noch A = 2 als Eigenwert.

Dazu ist

ein Eigenvektor. O

Lemma 5.7

Sei X ein IK —Vektorraum und sei L : X — X ein Endomorphismus. Sind

Ay N € IK paarweise verschiedene Eigenwerte mait zugehorigen Eigenvektoren
b, ... 2" € X, dann sind z', ... " linear unabhdngig.
Beweis:

Vollsténdige Induktion nach 7.
Ist 7 = 1, so ist ! linear uanabhingig, da z' # 0 ist.
Sei die Behauptung nun fiir » — 1 richtig. Sei

> aat=9. (5.1)
i=1
Wenden wir L auf diese Linearkombination an, so entsteht
i=1

Multipliziert man (5.1) mit A, und subtrahiert die so erhaltenen Gleichung von (5.2),

erhalt man )

az()\z — )\T)LIZ'Z =0.

T

s
I
—

Also folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung

a;(Ai —N) =0, alsoa;=0,1<i:<r—1.
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Da z" ein Eigenvektor ist, ist wegen (5.1) auch a, = 0. Also sind z!,..., 2" linear un-
abhéngig. [

Folgerung 5.8

Seit X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum. Die Anzahl der verschiedenen Ei-
genwerte eines Endomorphismus L : X — X st nicht groffer als die Dimension
von X.

Beweis:
Triviale Folgerung aus Lemma 5.7 [
Satz 5.9

Sei X # {0} ein endlichdimensionaler €—Vektorraum und sei L : X — X ein
Endomorphismus. Dann besitzt L einen Eigenwert.

Beweis:
Sei n :=dimg X. Sei z € X\{#}. Dann sind die n + 1 Vektoren
z,L(z), L*(z),..., L"(x)

linear abhéngig; hierbei haben wir fiir die n—fache Hintereinanderausfithrung von L kurz
L™ geschrieben. Also gibt es a = (ag, ...,a,) € €™ a # 6, mit

iaiLi(x) =

Sei das Polynom p € Pg definiert durch p(z) := Z a;z',z € €. Da x # 0 ist, ist p nicht

das konstante Polynom. Sei p (unter Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra und
Division mit Rest) zerlegt in Linearfaktoren:

Dann haben wir — man argumentiere induktiv —

i L )\1 de) -0 (L—)\nde)(l')

=0

und folgern daraus, dafl L — \; idx nicht injektiv ist fiir mindestens ein ¢. Dies zeigt, dafl
mindestens ein \; Eigenwert von L ist. [

Das eingangs gegebene Beispiel und der obige Satz belegen, dal der Korper €' dank der
Eigenschaft, dal jedes Polynom mit Koeffizienten in € in Linearfaktoren zerfillt, grofie
Bedeutung fiir die Existenz von Eigenwerten besitzt.

Die Tatsache, dafl nicht immer eine Basis aus Eigenvektoren erreicht werden kann, selbst
im Fall des Skalarkorpers €', erkennt man sehr schnell an folgendem

Beispiel 5.10
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Betrachte auf €' die lineare Abbildung, die durch die Matrix

o 01 2,2
A‘(O 0)6@

vermittelt wird. Sie hat nur den Eigenwert A\ = 0 und die zugehorigen Eigenvektoren
spannen einen eindimensionalen Vektorraum auf, nimlich F := £({e'}). Wir beobachten
aber, daf fiir e? gilt:

(A —Xid)?*(e?) =9.

e? ist Eigenwert in einem weiteren Sinne und e', e? stellt eine Basis von IK? dar. O

Definition 5.11

Sei X ein IK—Vektorraum, sei L : X — X ein Endomorphismus und sei \ € IK
ein Eigenwert von L. Ein Vektor x € X\{0} heifit verallgemeinerter Eigenvek-
tor zum Figenwert X\, falls es ein k € IN gibt mit

(L — Xidx)*(z) = 6.

Wir setzen H(X) := L({z € X|z verallgemeinerter Figenvektor zu A}) und nennen
H(X) den zu A gehiorenden verallgemeinerten Eigenraum oder Hauptraum. -

Lemma 5.12

Sei X ein n — endlichdimensionaler IK—Vektorraum, L : X — X Endomorphis-
mus und sei XA € IK ein Eigenwert von L. Dann gilt:

(a) H(\) = Kern(L — Nidx)".
(b) L(H(X\)) C H(N), d.h. H(\) ist invariant unter L.

Beweis:

Zu (a).

Offenbar ist Kern(L — Xidx)™ C H()).

Sei x ein verallgemeinerter Eigenvektor. Nach Definition gibt es k € IN mit

(L — Nidx)*(z) = 6.
Sei k € IN mit dieser Eigenschaft schon miminal gewahlt, d.h.
(L —XNidx )/ () #6, 0<j<k-—1.

Sind
z, (L — XNidx)(z),..., (L — Xidx)*(z)

linear unabhéngig, dann ist k¥ < n und = € Kern(L — \idx )™ ist gezeigt, da nun

x € Kern(L — Nidx)* C Kern(L — Nidx)"
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ist.
Wir zeigen die lineare Unabhéngigkeit von
z, (L — Nidx)(z), ..., (L — Xidx )" ().

Sei

k-1 A

Z CLZ(L — )\de)z(l') = (9

i=0
mit ag,...,a,_1 € IK. Wenn wir (L — Xidx)*"! auf jede Seite der obigen Identitit an-
wenden, erhalten wir

ao(L — Nidx)* ! (z) =0,
also ap = 0. Anwendung von (L — \idx)¥~2 auf beiden Seiten fiihrt auf a; = 0. So
fortfahrend, erhalten wir insgesamt ag = --- = ax_1 = 0.
Da Kern(L—M\idx)" ein linearer Teilraum von X ist, folgt aus der eben gezeigten Tatsache,
daf jeder verallgemeinerte Eigenvektor in Kern(L — Aidx)™ liegt, schlieBlich H(\) C
Kern(L — XNidx)™.
Zu (b).
Folgt aus (a), da Lo (L — Aidx) = (L — Aidx) o L ist. |

Wir erweitern nun die Aussage von Lemma 5.7.

Lemma 5.13
Sei X IK — Vektorraum und sei L : X — X ein Endomorphismus. Sind
xl ..., 2" € X wverallgemeinerte Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen FEigen-
werten Ay, ..., \ € IK, so sind x', ..., x" linear unabhdngig.

Beweis:

Vollstindige Induktion nach r. Ist 7 = 1, so ist ! linear unabhiingig, da z; # 0 ist.
Sei die Behauptung nun fiir » — 1 richtig. Sei

i a;zt = 6.
i=1
Sei k € IN minimal so gewihlt, dafl (L — \;idx)*(x!) = 0 ist. Wende
(L — \idx)" o (L — M\gidx)" oo (L — A\ idx)"
auf die obige Identitdt an. Dies ergibt mit Lemma 5.12
ar(L — A\ idx)" o (L — M\yidx)" o0 -+ o (L — M\, idx)"(z') = 6. (5.3)

Wenn wir

(L —Xgidx)" oo (L—\idx)"

als
((L - )\1 de) + ()\1 - )\2) de)n O-+-+0 ((L — )\1 de) + ()\1 - )\2) de)n

schreiben und jede Potenz nach dem Binomialsatz ,ausmultiplizieren®, bleibt in (5.3)
lediglich der Term

ar(Ar — X)™ - (AL — A)(L — Midx)* 1 (zh) = 6

itbrig. Also ist a; = 0. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt ay = --- =a, = 0. [
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5.2 Das Minimalpolynom

Zunichst eine Verabredung.
Sei X ein IK — Vektorraum und sei L € Homp (X, X). Dann ist zu jedem Polynom

p= i a;z" € IK[z] eine lineare Abbildung p;, : X — X erklért durch
i=0

pr(z) =Y a;L'(z), 2 € X.
i=0

Wir schreiben dafiir kurz p(L), d.h. p(L)(-) := pr(-) . (Wir haben hier den Standpunkt
“Polynomfunktion eingenommen.)

Lemma 5.14

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei L : X — X ein
Endomorphismus.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen k € IN,ay,...,ar_1 € IK mit

agidx + arL+ - +ap L"1+LF =0,

q(L) # O fir alle Polynome q € IK [x]\{6} mit deg(q) < k.

Beweis:
Sei dimp X = n.
Der IK — Vektorraum Homp (X, X) hat die Dimension n?. Also sind

2

tdx,L,...,L"
linear abhéngig in Homy (X, X). Daher gibt es eine kleinste Zahl k£ € IN derart, dafl
idx,L,...,L"
linear abhingig sind. Dann gibt es aber Zahlen ag, a4, ..., ar—1 € IK mit
agidx + a1 L + -+ ap LM+ LF =6

(ar, = 1 kann O.E. angenommen werden, da wir & minimal gew&hlt haben).

Da k € IN minimal gew&hlt ist in obigem Sinne, ist auch die zweite Eigenschaft erfiillt.
Der Grad k ist damit eindeutig bestimmt. Auch ay,...,ar_1 sind eindeutig bestimmt,
denn:

Es gelte auch byidx + by L + -+ 4 by LF~! + L¥ = ©. Dann gilt auch

(b() — CL()) ZdX -+ (bl — CL1)L + -+ (bk—l — ak_l)Lk_l = 6.

Da k in obigem Sinne minimal gewéhlt ist, mufl bp —ag = -+ = bp_1 —ax_1 = 0 gelten. m
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Definition 5.15

Ser X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und set L : X — X ein
Endomorphismus. Das nach Lemma 5.14 eindeutig bestimmte Polynom

k-1 k-1
"+ apt € K[z) mit L'+) al'=6
1=0 1=0

heifit das Minimalpolynom von L; wir schreiben dafiir py, .

Satz 5.16
Sei X ein endlichdimensionaler IK - Vektqrmum und set L : X — X ein
Endomorphismus mit Minimalpolynom ur. Aquivalent fir A € IK sind:

(a) X ist Eigenwert von L.
(b) X ist Nullstelle von ur, d.h. () =0.

Beweis:

Zu (a) = (b).

Sei A Eigenwert von L mit Eigenvektor z. Dann gilt § = pz(L)(z) = pr(N)z, und da
x # 6 ist, haben wir puy(\) = 0.

Zu (b) = (a).

Sei A € IK mit ur,(A) = 0. Division mit Rest zeigt p11.(2) = (2 — A)g(z) mit einem Polynom
q mit deg(q) < deg(ur). Wegen 6 = ur(L) = (L — Nidx) o q(L) folgt q(L) # 6, da sonst
o, nicht Minimalpolynom wire. Also gibt es 2’ € X mit x := q(L)(2") # 6. Daraus folgt

0 = (L — Nidx)q(L)(@') = (L — Nidx)z.

Also ist x ein Eigenvektor zu . [

Beispiel 5.17
Betrachte auf €*' die lineare Abbildung L, die durch die Matrix

._ 21 2,2
A‘(O 1)6@

vermittelt wird. Sie hat die Eigenwerte A = 2, A = 1. Mit Lemma 5.16 schlieBt man
daraus, daf fiir das Minimalpolynom p, von L gilt:

pur(z) = (2 —2)(z — 1) ¢(2) mit einem Polynom g .
Man stellt fest, dafl (A — 2E)(A — E) = O gilt. Also ist g(z) = 1. 0

Wir haben schon gesehen, dal die Eigenschaft, dafl Eigenwerte im “gewihlten* Skalar-
korper existieren, wesentlich bei der Frage der Diagonalisierbarkeit ist. Hier ist die ent-
sprechende Begriffsbildung.
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Definition 5.18

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum, sei L : X — X ein Endo-
morphismus. L heifit split iiber IK genau dann, wenn das Minimalpolynom pr,
von L tber IK in Linearfaktoren zerfdllt, d.h. wenn es Ai,..., A\, € IK gibt mit

prL(z) =(z—M)---(2—X\), z€ IK. o

Wir wissen auf Grund des Fundamentalsatzes der Algebra, daf§ jeder Endomorphismus
itber €' split ist.

Die Frage, ob ein Endomorphismus split iiber IK ist, kann auch dahingehend abgewandelt werden,
ob es zu einem Polynom p € IK[z] stets einen Kérper IK' derart gibt, dafl das gegebene Polynom
iiber diesem Korper in Linearfaktoren zerféllt. Dies kann positiv beantwortet werden. Der “kleinste
Korper, der dies leistet, heiflt Zerfallungskorper. Die damit zusammenhéngenden Fragen miinden
ein in die Theorie der endlichen Kérpererweiterungen, die von E. Galois (E. Galois, 1811 — 1832)
in seiner aufregenden Theorie erfaffit wurde.

Lemma 5.19

Sei X endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus L :
X — X split dber IK . Sei A € IK ein Eigenwert von L. Dann gilt:

(a) X = Kern(L — Nidx)" @ Bild(L — Nidx)* = H(\) @ Bild(L — Nidx)".
(b) Ist L split iber IK, dann ist auch
L' X' = Bild(L — Xidx)" >z — L(z) € X’

split tiber IK .

Beweis:

Zu (a).

Sei x € Kern(L — Nidx)" N Bild(L — Aidx)™. Dann ist (L — Aidx)"(z) = 6 und es gibt
y € X mit (L — Xidx)"(y) = x. Daraus folgt (L — \idx)*"(y) = 0. Aus Lemma 5.12 folgt
(L — XNidx)™(y) = 0, also = = 6.

Dies zeigt Kern(L — Nidx )" N Bild(L — Aidx)™ = 6. Aus der Dimensionsformel 4.39 folgt

X = Kern(L — Nidx)" @ Bild(L — Nidx )"

Beachte noch Kern(L — Nidx)™ = H()) (sieche Lemma 5.12).

Zu (b).
Ist deg(pr) > deg(pr), dann ist pr = pr auf Grund der Definition von puy.
Ist deg(pr/) < deg(pr), dann erhalten wir mit Division mit Rest

pr = pp f+r
mit Polynomen f,r, wobei deg(r) < deg(ur/) ist. Aus

6 = (L) = uu (L) F(L) +r(L) = (L)
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folgt (L') = © und wegen deg(r) < deg(pr/) schlieflich » = . Also ist pz ein Teiler von
pur und L' ist split iiber IK . |

Lemma 5.20

Sei X endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus L :
X — X split iber IK . Dann gilt:

X = L({H(N)|A\ Eigenwert von L})

Beweis:

Sei n := dimk X. Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n.

Der Induktionsbeginn n = 1 ist trivial.

Sei n > 1. Sei A ein Eigenwert von L. Ein Eigenwert existiert, da das Minimalpolynom
iitber IK in Linearfaktoren zerfillt. Betrachte

L': X' :=Bild(L — Xidx)" >z —— L(z) € X.
Jeder verallgemeinerte Eigenvektor von L’ ist auch ein verallgemeinerter Eigenvektor von
L und L' ist split iiber IK nach Lemma 5.19. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
X' = L({H(XN)|N Eigenwert von L'}).

Da jeder Vektor in Kern (L — Aidx )" ein verallgemeinerter Eigenvektor von L ist, ist der
Induktionsschlufl abgeschlossen. [

Nun setzen wir die bisherigen Ergebnisse zu einem ersten Hauptergebnis zusammen. Offen
bleibt noch die Konstruktion des Minimalpolynoms.

Satz 5.21

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split iber IK . Seien A\1,...,\. € IK die paarweise verschiedenen
Figenwerte von L und seien H(\1),...,H(\,) die zugehiorigen verallgemeinerten
Eigenrdume. Dann gilt:

(a) X =H(\)&--- & H\).
(b) L(H(Xj)) C H(Ny);1<j <
(c) (L— )\jidx)vg(,\j) =0 firemk;€ IN;1<j<r.

(d) L|my;) hat den einzigen Eigenwert \j;1 < j <.

Beweis:

Zu (a) :

Folgt aus Lemma 5.13 und Lemma 5.20.
Zu (b) :

Schon in Lemma 5.12 gezeigt.

Zu (c) :
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Folgt aus der Definition von verallgemeinerten Eigenvektoren und aus Lemma 5.12.
Zu (d) :

Sei X' ein Eigenwert von L' := L|x/, X' := H(}\).

Sei z € H()\;). Dann gilt

(L = Ajidx)(x) = (L = Ajidx)(z) = (A = Aj)x

und
(L' — N\jidx)*(2) = (L — \jidx)"(x) = (X — \))Fx

fiir jedes kK € IN. Da z ein verallgemeinerter Eigenvektor von L zum Eigenwert \; ist,
gibt es k; € IN mit (L — \;idx)%(z) = 0. Also (N —X\j))¥z =0, dh. N =\, |

Beispiel 5.22

Sei
2 1 1
A= 1 -2 1| eRr®®.
1 1 -2

In der Standardbasis von IR*' ist bekanntlich A die Matrixdarstellung des Endomorphis-
mus L: R*' > 2 — Az € R .
Sicherlich sind A° und A' linear unabhingig in IR*®. Weiter ist

6 —3 —3
A2 =] =3 6 -3
-3 -3 6

Somit gilt A2 = —3A. Also ist das Minimalpolynom g4 von A, genauer von L, gegeben
durch pa(z) := 22432 = (2+3)z, z € IR . Als Eigenwerte lesen wir ab: \; = 0, \y = —3.
Der Hauptraum H (A1) wird erzeugt durch den Eigenvektor

0 1
z? = 1|, a2%:= 0
—1 -1

Als Konsequenz wissen wir, daf3 A auf dieser Basis sehr einfach operiert. a
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Satz 5.23
Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L : X — X split iiber IK. Seien \i,...,\. € IK die paarweise verschiede-
nen Eigenwerte von L, seien H(\1),..., H()\.) die zugehorigen verallgemeinerten
Eigenrdume und seien oy, ...,a, € IN die kleinsten Zahlen mit

(L —A\jidx)*(v) =0 fir alleve HA\;),1 <j<r.

Sei das Polynom p erkldart als

Dann gilt:
(a) Der Grad von p ist héchstens gleich der Dimension von X.
(b) p ist das Minimalpolynom py, von L.

(c) Ist q ein Polynom mit q(L) = O, dann ist uy, ein Teiler von q.

Beweis:
Zu (a) :
Sei 1 < j < r. Wende (a) aus Lemma 5.12 auf X' := H()\;), L' := L|x unter Beachtung
von (b) aus Lemma 5.12 an. Dann ist H(\;) = Kern(L' — \jidx/)” mit n' = dim H()\;).
Also ist a; < n' = dim H()\;).
Nach Satz 5.21 gilt X = H(\) @ -+ @ H(),), also ﬁl a; < dimg X.

o

Als Vorbereitung zu (b) und (c) zeigen wir:

Ist g # 6 ein Polynom, das iiber IK in Linearfaktoren zerfallt, mit ¢(L) = ©, dann ist p
ein Teiler von gq.

Sei also ¢ # 6 ein Polynom mit ¢(L) = O, das iiber IK in Linearfaktoren zerfillt. Es
geniigt zu zeigen, daf fiir jedes j € {1,...,r} das Polynom (z — X;)® ein Teiler von g ist.
Sei j € {1,...,7}. Da ¢ tiber IK in Linearfaktoren zerfallt, 148t sich ¢ so schreiben:

m

qt)=c][(z=&)"(z—N\))" ,z€ IK;

=1
hierbei sind ¢, &1, ..., &n € IK, Y1, ..., Ym € IN,v € INg, ¢ # 0.
O.E konnen wir &1, ...,&mn, A; als paarweise verschieden annehmen.
Sei v € H();). Dann ist nach Satz 5.21 (L — \;idx)”(v) € H(\;) und wir haben

c[T(L = &idx)" (L — X idx)"(v) = q(L)(v) = 0.
=1

Da .

c[I(L = &idx)" [moy)

=1

injektiv ist, folgt (L — \;idx)”(v) = 6. Da v € H()\;) beliebig war, gilt nach Konstruktion
von «; nun a; < .
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Zu (b) :
Da py, ein Polynom ist, das iber IK in Linearfaktoren zerféllt und fiir das ur(L) = ©
gilt, folgt aus der obigen Uberlegung, daf p ein Teiler von py, ist.
Sei j € {1,...r}. Sei v € H(\;). Wir haben
TI(L = Nidx)*(v) = [[(L — Nidx)* (L — ayidx)* (v) = p(L)(v) = 6.
=1 1#]

Wegen X = H(\) @ --- @ H()\,) folgt damit p(L)(z) = 0 fiir alle z € X, also p(L) = 6.
Da also p ein Teiler von py, ist, mufl p das Minimalpolynom sein.

Zu (c) :

Ist deg(q) < deg(ur), dann ist ¢ = 6 auf Grund der Definition von pup. Ist deg(q) >
deg(ur), dann erhalten wir mit Division mit Rest

gq=urf+r

mit Polynomen f,r, wobei deg(r) < deg(pr) ist. Aus
O = q(L) = pr(L)f(L) + r(L) = r(L)

folgt r(L) = O und wegen deg(r) < deg(ur) schlielich » = 6. Also ist g ein Teiler von
q. |

Definition 5.24

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei L : X — X ein

Endomorphismus. Sei A € IK ein FEigenwert mit zugehorigem verallgemeinerten

FEigenraum H(X). Dann heifit 5 := dimk H(X) die Vielfachheit von . .

Folgerung 5.25

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split dber IK. Sind \y,...,\. € IK die paarweise verschiedenen
Eigenwerte mit zugehorigen Vielfachheiten By, ..., 3., dann gilt:

=1

Beweis:
Folgt aus Satz 5.21. [



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 126

Definition 5.26

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split dber IK. Sind \y,...,\. € IK die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von L mit zugehorigen Vielfachheiten (1, . . ., B, dann heifst das Polynom

T

X, (2) = H(z — )\l)’gl, z € IK,

=1

das charakteristische Polynom von L.

O
Beispiel 5.27
Betrachte erneut
-2 1 1
A= 1 -2 1| ecR*
1 1 =2
(siche Beispiel 5.22). Man liest aus der Tatsache, dafi zum Eigenwert Ay = —3 zwei linear
unabhéngige Eigenvektoren existieren, ab, daff as = 1 und f = 1 ist. Also
M=0ag=0=1L =3 a=170F=2
Xa(2) = (24 3)%2, pa(2) = (2 + 3)z.
O

Satz 5.28

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split iiber IK . Ist x, das charakteristische Polynom von L, so gilt

X, (L) = 6.
Beweis:
Seien Ag, ..., A\, € IK die (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von L mit Vielfachheiten

B1, ..., 0 € IN . Seien ferner oy, ..., a, € IN die kleinsten Zahlen mit
(L—)\jidx)ai|H(>\i) =40 ,1 S 7 S T.

Aus Lemma 5.12 und Satz 5.21 wissen wir a; < 3;,1 < j < r. Also ist nach Satz 5.23 das
Minimalpolynom ein Teiler von x, und daher y, (L) = 6. |

Satz 5.28 geht auf A. Cayley zuriick; er bewies das Ergebnis nur fiir n = 2 und n = 3. Die
Verallgemeinerung — der Skalarkorper ist dann beliebig — wird als Satz von Cayley — Hamilton
bezeichnet.

Der obige Satz wird als Satz von Cayley — Hamilton bezeichnet. Im Kapitel iiber
Determinanten kommen wir darauf zuriick, auch von der Anwendungsseite her. Dort ha-
ben wir dann auch ein Hilfsmittel bereit, das es erlaubt, das charakteristische Polynom
“einfach® zu finden.
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Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Voraussetzungen und Bezeichnungen:

e X ein IK — Vektorraum, dimy X < 0o.

e [: X — X Endomorphismus, L split iiber IK .

e )\i,..., \ € IK paarweise verschiedene Eigenwerte von L.

e 1,...,0, Vielfachheiten der Eigenwerte: 3; := dimg H(\;), 1 <i <.

® ai,...,q, wie in Satz 5.23: H(\;) = Kern((L — Nidx)*), 1 <i <.

Ergebnisse:

e X=HMN)®---®H\).

® (L— )\iidx)ai|H(>\i) = @, 1 S 7 S T.
o u(z) = ﬁ (z—=X)* ,z € IK. Minimalpolynom von L.
i=1
e x,(2)= i (z—\)% ,z€ IK. Charakteristisches Polynom von L.

1

<.
I

o pr(L) = x,(L) = 6.

Das zweite Ergebnis (L — \jidx )| m(y,) = © gibt Anlal zu

Definition 5.29
Sei X ein IK — Vektorraum und L € Homp (X, X). Dann heifit L nilpotent, falls

es k € IN gibt mit LF = 6. -

Folgerung 5.30

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L : X — X split dber IK. Ist A\ = 0 der einzige Eigenwert von L, so ist L
nilpotent.

Beweis:



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 128

Sei n := dimy X. Nach Lemma 5.20 ist jedes x € X ein verallgemeinerter Eigenvektor
zum Eigenwert A = 0, also X C Kern(L™) nach Lemma 5.12. |

Wir haben in Abschnitt 2.3 Matrizen von oberer Dreiecksgestalt kennengelernt. Wir
verschérfen zu

Definition 5.31

Eine Matrix A € IK™" von oberer Dreiecksgestalt heifit von strikter oberer Drei-

ecksgestalt, falls die Elemente in der Diagonalen von A verschwinden. -

Lemma 5.32

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei L € Hom (X, X) nilpo-
tent. Dann besitzt X eine Basis, beziiglich der L eine Matrizdarstellung von strikter
oberer Dreiecksgestalt besitzt.

Beweis:

Wihle eine Basis von Kern(L) und erweitere diese Basis zu einer Basis von Kern(L?).
Fahre in dieser Weise fort. Da L¥ = @ ist fiir ein k € N, erhilt man so eine Basis von X.
Klar, beziiglich dieser Basis hat L eine Matrixdarstellung von oberer Dreiecksgestalt. m

Satz 5.33

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split iber IK . Seien A\1,...,\. € IK die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von L. Dann besitzt X eine Basis beztiglich der L eine Matrizdarstellung

A der Form
A =diag(Dn,...,D,), (5.4)
D; = M;E + N; , N; von strikter oberer Dreiecksgestalt,1 <i <r, (5.5)
hat.
Beweis :
Dies folgt aus Satz 5.21 nach Lemma 5.32. ]

Bemerkung 5.34

Der obige Satz stellt eine Normalform eines Endomorphismus bereit: Jeder Endomor-
phismus kann trianguliert werden. Eine schéirfere Normalform stellt die Jordansche
Normalform dar. Sie besagt, dal jedes NN; in (5.5) in eine Form gebracht werden kann,
bei der hochstens in der oberen Nebendiagonalen Eintrége von Null verschieden sind; falls
sie von Null verschieden sind, sind es Einsen. Diese Normalform werden wir im folgenden
Abschnitt ableiten. 0

Liegt eine Matrixdarstellung A eines Endomorphismus L : X — X in der Form (5.4),
(5.5) vor, dann liest man die Eigenwerte von L in der Diagonalen von A direkt ab.
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5.3 Jordansche Normalform

Wir wollen nun eine Normalform beweisen, die die gewiinschte Verschirfung der Trian-
gulierung darstellt. Dazu zunéchst eine

Bezeichnung: Sei IK ein Korper, sei 0 € IK . Eine Matrix

o 1 o --- 0
o 1 :
Ji(o) = 0 | €K
o
0 0 o

mit Ji (o) := (0) € IK"! wird als Jordanblock bezeichnet.

Eine Matrix J := diag(Jg,, ..., Jr,) € IK™" mit Jordanblécken Jy,, ..., Ji
nale wird Jordanmatrix genannt.

in der Diago-

T

Die Jordansche Normalform stellt einen Hohepunkt der Linearen Algebra dar. In seinen “Traité
des substitutions* hat C. Jordan (1838 — 1922) sich mit der Frage beschéftigt, wann zwei Matrizen
mit Eintrdgen aus Z, kommutieren. Dazu fiihrte er eine Normalform von Matrizen ein. Spéter
iibertrug er die Methode auf € und wendete die Normalform bei linearen Differentialgleichungen
an. (Wir werden dies spéter auch tun.)

Definition 5.35
Ser A € IK™" . A heifit split iiber IK, wenn der Endomorphismus

Ty: X =IK"' 352 — Az e IK™ =Y

split iber IK ist. Statt pr, schreiben wir kurz pa und nennen pa das Minimalpo-

1 A.
ynom von -

Der folgende Satz stellt die Jordansche Normalform bereit:

Satz 5.36

Ser A € IK™" split tiber IK, dann gibt es eine nichtsingulire Matrix P € IK™", so
daf J := P~YAP eine Jordanmatriz ist.

Beweis:
Der Satz ist offenbar bewiesen, wenn wir in IK™! eine Basis finden konnen, so daf8 die
lineare Abbildung

Th: X =IK" 3z +— Aze K" =Y

von der wir wissen, daf§ sie split iiber IK ist, bzgl. dieser Basis (in X und Y) eine Jor-
danmatrix als darstellende Matrix besitzt. Wir beweisen die Existenz einer solchen Basis
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— wir nennen sie Jordanbasis — mit vollstdndiger Induktion nach n.

Der Fall n =1 ist trivial. Der Induktionsschluf} sieht so aus (n > 1):

Sei A € IK ein Eigenwert von A; die Existenz ist klar, da T4 split iiber IK ist. Setze
B := A — A\E. Nun sieht man:

e B ist nicht injektiv, d.h. Kern(B) # {0}, dim Bild(B) < n.
e Eine Jordanbasis zu B ist auch eine Jordanbasis zu B + AFE, also zu A.

Betrachte die Kette
Bild(B°) > Bild(B") D Bild(B*) > ...

Es gibt dann p € IN mit
Bild(BP*') = Bild(B?) # Bild(B"™).

Dann ist
Bild(B?) N Kern(B) = {0}, Bild(B"~*) N Kern(B) # {0}

— dies sieht man an der Formel
dimg Bild(BP) = dimy Bild(Q) + dimy Kern(Q),
wobei @ := B|pjapr) ist — , also
BP(Bild(B?)) = Bild(B") .
Setze
S; := Bild(B" )N Kern(B) = {y = B" 2|z € Kern(B")},i=1,2,... ,
und betrachte die Kette

Kern(B):SlDSQD...DSPDSP+1:{0},

wobei S, # {6} gilt. A | |
Starte mit einer Basis P11, ..., zPb% von S,. Dazu gibt es xPP7 mit BP~1aPPd = gPlJ

) ? p )
Jj=1,...,1,. Damit setze aPkd = Bphgppd 5 =1 .. Jp, E=1,...,p—1. Wir haben
nun

7k+17A — 7k7A y — —
BaP™ ) =™ g =1, l,,k=1,...,p—1.
Lok — _

Setze B, == {«P™|j=1,...,0,,k=1,...,p—1}.
Erginze {zP1'!, ... aPble} zu einer Basis von S, ; durch {zP~ 111 . ap~bLb-1} Kon-
struiere dazu wie oben zP~1P~LL | pp=Lp—Lb-1 it

_17k+17 — _17]{:7‘ ) — —
Ba? T=aP " =1, 1, k=1,...,p—2.

Setze B, 1 :=={aP WRij=1,...  l,.1, k=1,...,p—2}.
So fortfahrend, haben wir nun 3, ..., 31 gewéhlt.

Hier ist ein Diagramm dazu:
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BP—1ppd — p:lsd

pPP—LJ .— ByPpi | BP—2pp—lp—1j — p—11,j

pPP=20 .= B2,PPd | pP~1p=2J .— Byp—lp—1J | Bp=3,p—2,p=2,j — 4p—2,1,j

P20 = BP2Ppd | P~ 1,27 . — Bp—20p—1p=1j | 2p=2.2,] .— BP—2,P—2,p—2,]

Pt 1< <, | 2P B 1< <1, pP2 1 <5<,y | |2 1< <]
S, Sp_1 Sp_o S
ﬁp ﬁp—l ﬁp—Q cee ﬁl

Beachte, dafl nach Konstruktion 3 := UY_, 3; eine Teilmenge von Kern(BP) ist.
Erginze 8 durch eine Basis 3y := {z%%7]5 = 1,...,lo} von Bild(B?). Damit haben wir

nun B3, ..., 31, Bo gewdhlt.
Wir haben

Nun gilt mit Folgerung 4.20
dim S; = dim(Bild(B’~') N Kern(B)) = dim Kern(B’) — dim Kern(B’™), j =1,...,p,

also
p
lo+ Y dim(S;) = dimp Bild(BP) + dimy Kern(BP) = dimy IK™" .

J=1

Aus der Dimensionsformel 4.39 folgt, dal wir nun eine Basis von IK™' haben, wenn die
so gefundene Menge von Vektoren linear unabhingig ist. Sei

p t
FH2 20 diigat =0 (5.6)

mit f € Bild(B?). Wende B? auf (5.6) an. Dann folgt BP(f) = 0 aus der Konstruktion
von [y, ..., . Da wegen BP(Bild(B?)) = Bild(BP)

BP|pgacsry : Bild(B?) — Bild(B?),

surjektiv und damit auch injektiv ist, ist Kern(BP|puqpr)) = {0}. Also ist f = 6. Wende
nun sukzessvie B¥, k =p—1,...,1 auf (5.6 ) an. Wir erhalten so, daf alle Koeffizienten

d; ;,; der Linearkombination verschwinden. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit gezeigt.
Betrachte nun G := B|pja(r). Wegen Bild(BP*!) = Bild(BP) haben wir

G : Bild(B?) —> Bild(B?).
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Da Bild(BP) ein echter Teilraum von IK™' ist, besitzt nach Induktionsannahme die Ab-
bildung

G : Bild(B?) — Bild(BP)
eine Jordanbasis v!, . .., v*. Diese Jordanbasis v, ..., v® stellt nun zusammen mit den Vek-
toren aus B3, ..., 3 eine Jordanbasis in X = IK™' dar, da IK™' = Bild(BP) ® Kern(BP)
gilt; siehe Aussage iiber G.
Damit ist der Induktionsschlufl abgeschlossen und der Beweis erbracht. [

Bemerkung 5.37

Wir haben oben den “kurzen“ Beweis der Jordanschen Normalform nach H. Viliaho® wie-
dergegeben. Dies ist ein gewisser Endpunkt in einer Reihe von “elementaren® Beweisen
zur Jordanschen Normalform.

Die Jordansche Normalform J einer Matrix A € IK™" ist bis auf die Reihenfolge der
Jordanblocke in J eindeutig bestimmt. Wir verzichten auf den Beweis. O

5.4 Komplexifizierung

Bisher haben wir an entscheidenden Stellen stets vorausgesetzt, dafl die vorliegende Ab-
bildung split war; im Skalarkorper €' ist dies sichergestellt. Wir wollen nun einen “Trick*
beschreiben, der uns hilft, entsprechende Resultate auch fiir den Skalarkorper IR abzulei-
ten.

Sei X ein Vektorraum iiber dem Skalarkorper IR. Wir definieren einen Vektorraum X ¢
iiber dem Skalarkorper €', der die Komplexifizierung von X genannt wird, durch

Xe = {z +iyla,y € X},
wobei Addition und skalare Multiplikation folgendermaflen erklért sind:

(z4+iy)+ (' +iy) = (@+2)+ily+y), 29,2,y € X,
(a+if)(z+iy) = (ax—Py)+ilay+Pz),a,f e R a,yecX

(Eigentlich sollten wir X ¢ zunéchst als Tupelraum erkliren wie dies auch bei der Einfiithrung
von € ausgehend von IR geschehen ist. Die Vorgehensweise ist uns aber schon vertraut.)
Wir “finden” den Vektorraum X wieder als Teilraum

U={z+iylze X, y=20}

Ist nun {z',..., 2™} eine Basis des reellen Vektorraumes X, so ist offenbar {z!,... 2™}
auch eine Basis des komplexen Vektorraums X ¢, d.h. dimp X = dimg X¢ .

Seien X,Y Vektorrdume iiber IR und seien Xg¢,Ys die Komplexifizierungen. Ist dann
L:X — Y eine IR — lineare Abbildung, dann wird durch

Le¢ : X¢dzx+iy — L(zx)+iL(y) € Ye

'H. Viliaho: An elementary approach to the Jordan form of a matrix, Amer. Math. Monthly 93 (1986),
711 - 714
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offenbar eine € — lineare Abbildung definiert. Wahlen wir eine Basis in X, Y und betrach-
ten wir diese Basen auch als Basen in X¢, Yy (siehe oben), so stimmen die Matrixdar-
stellungen von L und der Komplexifizierung L ¢ iiberein.

Sei X ein Vektorraum iiber IR und sei L : X — X eine IR — lineare Abbildung mit
Komplexifizierung L¢ : X¢ — Xg. Ist A € IR ein Eigenwert von Lg, dann ist A auch
ein Eigenwert von L, denn aus

Le(z +dy) = Mz + iy)

folgt
Lx = Az, Ly = \y.

Ist \ = a+1i03 € € ein Eigenwert von L¢ , dann ist auch X := a — i € € ein Eigenwert
von L¢; genauer gilt fiir k € IN

(Lg — Nidx )" (x +iy) = 0

genau dann, wenn

(Lg — XNidx)*(x —iy) = 0
gilt.
Man beweist dies mit vollstdndiger Induktion. Ist also A € € ein Eigenwert von L& mit
Vielfachheit 3, so ist die Vielfachheit von X € € auch 8. Da die Summe der Vielfachheiten
der Eigenwerte von Lg die Dimension von X ¢ also, auch von X ergibt, besitzt L, falls
die Dimension von X ungerade ist, einen Eigenwert in IR.

Folgerung 5.38

Ser X ein IR — Vektorraum und sei L : X — X IR — linear. Ist die Dimension
von X ungerade, dann besitzt L einen reellen Eigenwert.

Beweis:
Siehe obige Herleitung. m

Das Minimalpolynom und charakteristische Polynom von L sind definiert als Minimalpo-
lynom bzw. charakteristisches Polynom der Komplexifizierung L& von L. Beide Polynome
haben offenbar reelle Koeffizienten. Da ein Polynom ungeraden Grades mit reellen Koef-
fizienten stets eine reelle Nullstelle besitzt — dies ist eine einfache Folgerung aus dem
Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen —, folgt das Resultat aus Folgerung 5.38 erneut.

5.5 Einfiihrung der Determinante

Abschlieend fithren wir auf die néchsten Kapitel hin, in denen wir uns mit Determinan-
ten in ihrer algebraischen Darstellung beschiftigen wollen.

Bezeichnung: Zu =z = (z1,...,x,) € €" setzen wir T := (Z; ..., Z,), wobei mit 4 die zu
u komplex konjugierte Zahl gemeint ist.
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Aus dem Kapitel tiber Euklidische Vektorraume nehmen wir vorweg:

Definition 5.39
(a) Die Abbildung
<> 0" X O (x,y) — Tye €@
heifit das euklidische Skalarprodukt auf €.

(b) Zwei Vektoren x,y € €™ heifien orthogonal, falls < z,y >= 0 gilt.

Die Einschrankung des euklidischen Skalarprodukts auf IR" x IR™ bezeichnen wir als eu-
klidisches Skalarprodukt in IR"™. Es ist damit klar, dal wir von Orthgogonalitdt auch in
IR" reden konnen.

Betrachte nun den Fall, daf eine Matrix A € IR™", aufgefait als lineare Abbildung

Ty:R">z — Ax € IR",

nur reelle Eigenwerte {1, ..., \,} besitzt und eine Basis von Eigenvektoren {z',... 2"}
in IR"™ bestimmt. Sind diese Eigenvektoren paarweise orthogonal, dann ist das “Volumen*
des Quaders

Q = {Zajxj|0§aj§1,1 <j<n}

. 1/2
(H(xj)txj) |

j=1

gleich

wahrend das Volumen des Bildes
L(Q) := {ZajL(xjﬂO <a;<1,1<5< n}
j=1

von () unter L sich als

. 1/2
(H Aj (fﬁj)t)\jfﬁj)

j=1
ergibt. Also ist der “Streckungsfaktor” das Produkt ﬁ |Aj|. Diese Beobachtung nehmen
j=1

wir zum Anlaf fiir2

2Im Abschnitt 5.2 haben wir uns von dem Aufsatz “Down with determinants!“ von S. Axler aus
American Math. Monthly 1995 leiten lassen.
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Definition 5.40
Sei X ein IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus L : X — X split tiber
IK . Seien Ay, ..., A\ € IK die Figenwerte von L mit Vielfachheiten (31, ..., 3,. Dann
heift

det(L) := [T\
=1

die Determinante von L.

Folgerung 5.41

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split iiber IK . Dann sind dquivalent

a) L ist injektiv.
b) L ist bijektiv.
c¢) det(L) # 0.

Beweis:

Zu a) <= b) : Siehe Folgerung 4.19

Zu a) <= c¢) : Offensichtlich. |
Lemma 5.42

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus
L: X — X split dber IK. Dann ist das charakteristische Polynom x, von L
gegeben durch

X, (2) :=det(zidxy — L),z € IK .

Beweis:

Seien A1,...,\. € IK die paarweise verschiedenen Eigenwerte von L mit Vielfachheiten
0B1, - -, B Also sind die Eigenwerte von zidxy — L gegeben durch z — Ay,..., 2z — A, mit
Vielfachheiten 31, ..., 3,. Also gilt

det(zidx — L) = [J (= — \))™.

Bemerkung 5.43
Wir wissen nun, daf} sich die Eigenwerte einer Matrix A € IK™" aus der Polynomgleichung

det(zidx — A) =0

berechnen lassen, vorausgesetzt, das Minimalpolynom ist split iiber IK . Diese Gleichung
entspricht der Gleichung, an die wir schon im Anschlufl an die Definition der Eigenwerte
iiber die Gauflsche Elimination herangefiihrt hatten. Im Kapitel iiber Determinanten wer-
den wir auf die “léastige” Voraussetzung, dafl A split {iber IK ist, auf der Berechnungsseite
verzichten konnen. O



Kapitel 6

Geometrie

Geometrie ist die mathematische Behandlung anschaulich motivierter Strukturen. Hier
verschaffen wir uns lediglich einen Uberblick iiber verschiedene Auspragungen von Geo-
metrie: Euklidische, affine, projektive Geometrie.

6.1 Geometrie, Symmetrie, Invarianz

Es lassen sich drei Entwicklungsphasen der Geometrie erkennen:

Die erste Phase fiihrte zur synthetischen Geometrie. Hier werden die Strukturen ohne
Beziige zu anderen Disziplinen direkt oder ,rein geometrisch“ in einer eigenen Axiomatik
eingefiihrt, in der nur mengentheoretisch deutbare Operationen (,,Verbinden“, Schnei-
den“) vorkommen.

Die zweite Phase fithrte zur Analytischen Geometrie, in der man sich der Sprache der
linearen Algebra bedient. Punkte und geometrische Figuren der synthetischen Geometrie
werden durch Koordinaten bzw. Gleichungen in den Koordinaten gegeben. Die Resulta-
te werden erzielt durch algebraisches Rechnen mit den Gleichungen. In ihrer modernen
Fortentwicklung ist die analytische Geometrie zu dem geworden, was heute mit der Al-
gebraischen Geometrie umschrieben wird.

Die dritte Phase 148t sich schliellich in der Entwicklung der Differentialgeometrie
festmachen. Hier bedient man sich auch der Sprache der Analysis, und zwar u.a. zur Be-
schreibung von Tangenten an Kurven und Fliachen, Arbeitsmittel sind ,, Ableitung® und
,Integral“ . Fiir die mathematische Physik ist dieser Entwicklungszweig der Geometrie
besonders fruchtbar (Hamiltonsche Mechanik, Relativitdtstheorie).

Spezielle Geometrien sind die euklidische Geometrie, die affine Geometrie und die
projektive Geometrie. Zur Geometrie wird man im allgemeinen auch die Topologie
oder aber zumindest Teile der algebraischen Topologie und Differentialtopologie zéhlen.

Auf eine Axiomatik der Geometrie gehen wir nicht ein. Als Leitlinie bevorzugen wir die
Einordnung unter das Erlanger Programm von F. Klein. Die geometrischen Strukturen
werden danach geordnet, welche Transformationsgruppen mit ihnen vertréglich sind. Das
Ziel einer bestimmten Geometrie ist dann, solche Sétze aufzustellen, die gegeniiber der

136
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betreffenden Gruppe invariant sind. Als Beispiel haben wir die ,,lineare Geometrie* in der
Gestalt der Theorie der Vektorrdume betrieben; die Transformationsgruppe ist hier die
allgemeine lineare Gruppe (siehe unten). Die nun zur Sprache kommenden Geometrien
fiigen neue Strukturen zur Struktur der Vektorrdume mit ihren linearen Abbildungen hin-
zu.

Eng verkniipft mit der Geometrie ist der Begriff der Symmetrie.

Symmetrie, ob man ihre Bedeutung weit oder eng fafit, ist eine Idee, vermoge derer der Mensch
durch Jahrtausende seiner Geschichte versucht hat, Ordnung, Schénheit und Vollkommenheit zu
begreifen und zu schaffen.

H.Weyl, 1885-1955.

Vor dem eigentlichen, mathematisch gefafiten Begrif der Symmetrie sollen einige bekannte
Beispiele von Symmetrien erwéahnt werden:

Spiegelsymmetrie: Es handelt sich um die ,einfachste Symmetrie, fiir den Nichtfach-
mann mit der Symmetrie allgemein gleichgesetzt. Invariant unter Achsenspiegelung sind
etwa Strecken, Quadrate und Kreise in passender Lage.

Allgemeine diskrete Symmetrien: Hierher gehéren Symmetriebetrachtungen von/an
regelmiBigen Figuren in IR? oder Kérpern in IR®. Ebenfalls hierher gehéren Symmetrien
von Ornamenten und Parkettierungen.

Hohere Geometrien: Hierunter fafit man Symmetriebetrachtungen, die sich bevorzugt
schon in abstrakten Strukturen bewegen. Etwa: Ahnlichkeitstransformationen der eukli-
dischen Ebene, Drehungen des euklidischen Raumes IR", Transformationsgruppen in der
Quantenmechanik (Spin, ...).

Als geeignetes mathematisches Werkzeug zur Beschreibung von Symmetrien erweist sich
der Gruppenbegriff. Der Zusammenhang zwischen dem Gruppenbegriff und dem Begriff
der Symmetrie ist der folgende: Symmetrie im mathematischen Sinne wird zunéchst durch
Symmetrietransformationen beschrieben. Eine Symmetrietransformation eines Objek-
tes ist eine Transformation, d.h. eine bijektive Abbildung auf diesem Objekt, welche das
Objekt im Sinne einer vorher festgelegten Struktur nicht verdndert: das Objekt ist bezo-
gen auf die Struktur invariant (unverénderlich) unter der Transformation. Zum Beispiel
kann es sich um eine algebraische Struktur wie Gruppenstruktur oder Vektorraumstruktur
handeln. In diesem Falle heiflen solche strukturerhaltenden Transformationen Automor-
phismen.

Wichtig ist, dal die Symmetrietransformationen eines Objektes mit vorgegebener Struk-
tur eine Gruppe bilden. Diese Gruppe ist umso grofler je symmetrischer das Objekt ist.
Im Falle der Vektorraumstruktur etwa ist diese Symmetriegruppe die allgemeine lineare
Gruppe (siehe unten).
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Invarianz und Symmetrie sind Leitprinzipien mathematischer Asthetik. Sie sind komplementire
Begriffe: Etwas ist in dem Mafle symmetrisch, wie es invariant (unverédnderlich) ist, wenn es einer
gewissen Transformation unterworfen wird. Einsteins Relativitatstheorie resultiert aus der Vorstel-
lung, dafl die physikalischen Gesetze invariant unter der sogenannten Lorentz—Transformation sein
sollten. A. Einstein (1879 — 1955) dachte sogar daran, seine Relativitéitstheorie Invariantentheorie
ZU nennen.

Werden wir nun mathematisch. Wir haben die Begriffe Symmetrietransformation, Inva-
rianz und Struktur zu erldutern.

Definition 6.1

Sei (G, o) eine Gruppe mit Einselelement e und sei M eine nichtleere Menge.
FEine Wirkung von G auf M ist eine Abbildung ¢ : G x M — M mit

¢(6, m) =m, ¢(l’, ¢(y’ m)) = ¢(l’ *Y, m)

fir alle x,y € G,m € M. (G, ¢) heiffit dann Transformationsgruppe auf M und
man sagt: G wirkt von links auf M (durch ¢).

O
Folgerung 6.2
Sei (G, @) Transformationsgruppe auf M.
(a) Fir jedes x € G ist die Abbildung
¢ M>m — ¢(z,m)e M
bijektiv, d.h. ¢, € S(M).
(b) Die Abbildung }
»:Go32 — ¢, € S(M)
st ein Gruppenhomomorphismus, d.h.
oz o y) = d(x) 0 d(y), v,y € G.
Beweis:
Zu (a) : Sei x € G.
Injektivitdt: Seien m,m’ € M mit ¢(z,m) = ¢(x,m'). Dann gilt mit dem Inversen
x~! von x :

m = ¢(e,m) =gz ex,m) = p(x"", p(x,m)) =
= ozt o(z,m)) = p(z ' ez, m') = p(e,m’) =m'.
Surjektivitdt: Sei m € M. Dann gilt
m = ¢le,m)=g(zex ', m)=¢(z,d(z~",m)) =

= ¢(z,m') mit m:=¢(x",m).
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Zu (b) :
Seien z,y € G . Dann folgt fiir alle m € M

¢on(m) = ¢(l‘ L y’m) = ¢(l‘, ¢(y>m)) =
= @u(B(y, m)) = ¢z(Py(m)) = (¢z © By)(m).

Beispiel 6.3
Sei G die additive Gruppe IR und sei M := IR*. Wir setzen

®(t,x) := (e'r1,e '), t € R,z = (11, 12) € R?,
und haben damit eine Wirkung auf IR? erklirt, denn ®(0,z) = 2 und

O(t, O(s,z)) = O(t, (e*x1,e "))
= (e'e’z1,e e xy
(e(t+8)x1, e_(t+8)x2)

O(t +s,x).

(Die Variable in der additiven Gruppe IR haben wir mit ¢, s bezeichnet. Damit tragen
wir der liebgewordenen Gewohnheit Rechnung, im Kontext, wo eine physikalische Zeit
auftritt, diese mit %, s, ... zu bezeichnen. In der Tat stellt die Wirkung ® nichts anderes
dar als den Flufl einer Bewegung eines Teilchens in der Ebene: ®(t,z) ist die Position
des Teilchens zur Zeit ¢, das zur Zeit ¢ = 0 in der Position z war. Diese Bewegung wird
beschrieben durch das Differentialgleichungssystem

v =v1, 11(0) =21, y5 =2, ¥2(0) = 5.

In der Theorie der dynamischen Systeme kommt zur “algebraischen“ Forderung an eine
Wirkung noch eine topologische Forderung hinzu, ndmlich die Stetigkeit von ®.) O

Die obige Folgerung (b) kann man so interpretieren, dafi die Vorgabe einer Transforma-
tionsgruppe (G, ¢) gleichbedeutend mit der Festlegung eines Gruppenhomomorphismus
¢ von G nach S(M) ist. Jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — S(M) induziert
namlich durch

d(xz,m) :=p(z)(m),z € G;m € M,

eine Wirkung von ¢ von G auf M.

Definition 6.4

Sei M eine nichtleere Menge. Dann heifit jede Untergruppe von S(M) eine

Symmetrie-Gruppe. 5

Zur Erinnerung: Eine nichtleere Teilmenge U von G heifit Untergruppe von (G, e), falls
mit x,y € U stets auch zy~! € U gilt.
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Ist U eine Symmetriegruppe auf M — der Fall U = S(M) ist zugelassen — , dann wird also
durch
ov:UxM> (u,m) — u(m)e M

eine Wirkung auf M definiert. Im allgemeinen spricht man von kontinuierlichen Symme-
triegruppen, wenn #M = oo ist, sonst von diskreten Symmetriegruppen.

Ihre Bedeutung erhalten ausgezeichnete Symmetriegruppen dadurch, daf sie zu gewissen
Strukturen passen. Den Strukturbegriff wollen wir hier nicht definieren, in Beispielen wird
deutlich werden, was wir meinen.

Beispiel 6.5

Sei V' ein IK—-Vektorraum. Die Gruppe GL(V) := {L € S(V)|L IK-linear} der Isomor-
phismen auf V' nennen wir die zur linearen Struktur passende Symmetriegruppe.

Beispiel 6.6

Sei M eine nichtleere Menge. Die “volle“ Symmetriegruppe S(M) nennen wir zur leeren
Struktur passend. “Leere Struktur® sagen wir, weil ein f € S(M) ohne weitere Uber-
priifung einer Vorgabe anderer Art zur Symmetriegruppe gehort.

Ein wichtiges Beispiel, das vor allem in der Theorie der Mannigfaltigkeiten von Interesse
ist, ist

Beispiel 6.7
Sei M C IR" offen.! Die Gruppe

Diff(M) := {f € S(M)|f, f* differenzierbar}

der Diffeomorphismen von M nennen wir die zur differenzierbaren Struktur auf M
passende Symmetriegruppe. (Der Satz iiber implizite Funktionen hat eine grofie Bedeu-
tung bei der Untersuchung von Diffeomorphismen.)

Beispiel 6.8

Betrachte in IR? die regelmifBigen Polygone (regelmiBige Vielecke) im Einheitskreis mit
0 als Mittelpunkt. Ein solches Polygon P, mit n Ecken 148t sich durch die Eckpunkte
M, :={p',...,p"} C P, repriisentieren. Symmetriegruppen, die zu diesen symmetrischen
Figuren passen, sind dann beschrieben durch Untergruppen von S(M,,), die das Polygon
P, in sich iiberfithren und die Absténde zwischen den Endpunkten erhalten.?

Der Fall n = 3 ist schnell klar. Hier ist die ,volle* Gruppe S(M3) die passende Symme-
triegruppe (3 Drehungen, 3 Spiegelungen).

LM heiBit offen, wenn es zu jedem m € M einen Wiirfel W := (aq,b1) X -+ X (an,b,) gibt mit
meW C M.

o

2Der (euklidische) Abstand d(z,y) zwischen z,y € IR" ist erkldrt als d(x,y) := (x: — i)

i=1
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Im Fall n = 4 stellt man schon fest, daf die ,volle* Gruppe S(M,) nicht die passende
Symmetriegruppe ist, etwa ist die Permutation

(12 34
™\la431 2
nicht zuléssig.

Fiir n > 4 ist die sogenannte Diedergruppe D,, C S(M,,) die passende Symmetriegrup-

pe. Sie enthélt als Untergruppe Z,, (Drehungen um den Winkel 27‘(’% ) und n Spiegelung.
Eine genauere Betrachtung zeigt, dal D,, genau diese 2n Elemente enthélt. D,, ist nicht
kommutativ und nicht isomorph zu Zy x Z,, ! (Dies bedeutet, dal es keine bijektive
Abbildung von D,, nach Z, x Z,, gibt, bei der die Gruppenoperationen mit der Abbil-
dungsvorschrift vertréglich sind.)

Die topologische Struktur wollen wir nur am Spezialfall der metrischen Struktur erlédutern.

Dazu benotigen wir

Definition 6.9
Sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung

d: M xM> (z,y) — d(z,y) € R

heifft Metrik (auf M ), falls gilt:

(a) d(z,y) =0 genau dann, wenn x = y. (Definitheit)
(b) d(z,y) =d(y,z) VYe,y € M (Symmetrie)
(c) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) Ve,y e M (Dreiecksungleichung)

Das Paar (M,d) heiffit dann metrischer Raum. .

Wir werden eine Reihe von Beispielen fiir metrische Rdume kennenlernen. Das zunéchst
wichtigste Beispiel ist der IR" zusammen mit der Metrik, die vom euklidischen Abstand
induziert wird (siehe Abschnitt 6.2).

Beispiel 6.10

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
Die Abbildungen, die zur metrischen Struktur passen, sind die Isometrien, d.h. die zu-
gehorige Symmetriegruppe ist

ISO(M,d) == {f € S(M)| d(x,y) = d(f(x), f(y)) Y&,y € M}
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Nun kénnen wir wohl erlautern, was das von F. Klein im Jahre 1872 formulierte Erlanger
Programm zum Inhalt hat: Es ist eine Menge und eine Transformationsgruppe gege-
ben; untersuche die der Menge ,,angehérenden” Gebilde auf Eigenschaften, die durch die
Transformationsgruppe nicht gedndert werden.“ Gegeniiber der Definition einer Sym-
metriegruppe hat sich der Blickpunkt vollkommen umgedreht: Gegeben ist nicht eine
Struktur und eine dazu passende Symmetriegruppe, sondern vorgegeben ist eine Trans-
formationsgruppe, welche eine Struktur auf M, zu der dann die Transformationsgruppe
die passende Symmetriegruppe ist, erst definiert.

Nach dem Standpunkt von F. Klein sind also nicht die geometrischen Groflen wie Ab-
stand, Winkel,. .. die Grundgroflen der Geometrie, sondern das fundamentale Objekt der
Geometrie ist die Transformationsgruppe als Symmetriegruppe; die geometrischen Gréfien
ergeben sich daraus.

6.2 Der Euklidische Raum

Beginnen wir mit der euklidischen Ebene IR?. Die euklidische Struktur auf M := IR? wird
durch die euklidische Metrik (auch euklidischer Abstand genannt)

d(z,y) = \/(z1 — y1)? + (22 — po)?

definiert. (Dafl eine Metrik vorliegt, zeigen wir unten in einer allgemeineren Situation.)
Offenbar sind alle Translationen

T,:R*>z > v+bec R* (be R?)

strukturerhaltend, d.h. abstandserhaltend. Ferner sind es alle Rotationen

R,:R*>z — A,z e R?, A, = ( oS Ty ) :
sing  cosp

um den Winkel ¢ € [0, 27).
Wir fassen zusammen:

T = {Ti|b € R*},80(2) := {R,lp € [0,27)}
Beide Mengen sind Gruppen bzgl. der Hintereinanderausfiithrung:
TaOTb :Ta+b7 Rsoon :Rsﬁ_w.

Die euklidische Gruppe £(2) sei die kleinste Untergruppe von S(IR?), die 7 und SO(2)
enthélt. Diese Gruppe ist eine Symmetriegruppe der euklidischen Struktur. Da auch die
Spiegelungen

51:R29(x,y) — (y,x)EZRQ,SQ:ZRQB(x,y) — (—x,y)EZR2

strukturerhaltend sind, ist eine weitere Symmetriegruppe der euklidischen Struktur gege-
ben durch die kleinste Untergruppe £*(2) von S(IR?), die 7,SO(2) und S;, S, enthiilt.
Die Elemente von £(2) werden als (euklidische) Bewegungen bezeichnet.
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Nun betrachten wir den n — dimensionalen Fall.

Definition 6.11
(a) Die Abbildung

dy: R" x R" 3 (z,y) — |z —y| = (2 —v:)?)? € R

heifsit euklidische Metrik.

(b) Die Abbildung
|-|:R">x —— dy(z,0) € R

heifit euklidische Norm.
(c) Die Abbildung

<>t R"XR"> (z,y) — Y ziy; € R

=1

heifit euklidisches Skalarprodukt.

Lemma 6.12
Es gilt:

(a) |z| >0, <z, 2 >=|z|? fiir alle v € R".

(b) | <z,y>|<|z||ly| fir alle z,y € R".

143

(¢) 1. |z| =0 genau dann, wenn x = 6. (Definitheit)
2. laz| = |al|x| fir alle a € R,z € IR"™. (Homogenitdt)
3. |x+y| <l|z|+|y| fir alle x,y € R™. (Dreiecksungleichung)

Beweis:

Zu (a) : Klar

Zu (b) :

Seien x,y € IR". Ist y = 0, dann ist die Aussage schon klar. Sei also nun y # 6.
Offenbar gilt 0 < < x — ay,z — ay > fiir alle a € IR, also

0<<z,2>-2a<zy>+a’<y,y>.
Setze a :=< z,y >< y,y >"' . Dann folgt

<xz,y>2

0 <<z,2>— ,
<Yy>
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woraus wir die Aussage nun ablesen.
Zu (c) :
Nur die letzte Ungleichung ist nicht offensichtlich. Seien x,y € IR"™ . Es gilt mit (b)

lz+y)? = <ztyrty>=<z,y>+2<z,y>+<y,y>
< a2 + 20z y| + |y|?
(lz] + |y

und die Aussage ist bewiesen. [

Bemerkung 6.13

Die Ungleichung aus (b) in Lemma 6.12 ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Die Eigenschaften aus (c) belegen, daf§ die Abbildung

do: R"xXR" > (z,y) — |z —y|€ R

tatsédchlich eine Metrik im Sinne von Definition 6.9 darstellt. Wir sprechen dabei auch
vom euklidischen Abstand.
O

Wie sehen die Symmetriegruppen auf dem euklidischen Raum R™ (also IR™ versehen mit
der euklidischen Struktur) aus? Dazu folgende Bezeichnungen:

On) = {A € R™ |A'A = AA' = B}, SO(n) := {A € O(n)| det(A) = 1}.

Hierbei sei an die Einfithrung der Determinante aus Abschnitt 5.5 erinnert. Da wir noch
nicht iiber den Determinantensatz det(AB) = det(A) det(B) verfiigen, konnen wir noch
nicht elementar nachweisen, dafl O(n) und SO(n) Gruppen sind. SO(n) heifit spezielle
orthogonale Gruppe; sie steht fiir die Rotationen in der euklidischen Ebene. Die eu-
klidische Gruppe £(n) wird definiert als diejenige Untergruppe von S(IR"), welche von
SO(n) und der Gruppe der Translationen

T :={Tbe R"} (Ty(z) :=b+=z,be R",z € R")

erzeugt wird. Die volle Symmetriegruppe, d.h. die Gruppe, die zur euklidischen Struktur
gehort, ist nicht sehr viel groBer als £(n); dazu

Satz 6.14
Jedes f € S(IR™), welches den euklidischen Abstand invariant laft, d.h.

|f(2) = f(y)l = l& —y| fiir alle z,y € IR",

ist nach Identifikation von IR™ mit IR™ wvon der Form f = T, o A mit A € O(n)
und b € IR™';b und A sind dabei eindeutig bestimmd.

Beweis:
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Sei zunédchst f(6) = 0. Wir zeigen, da§ f linear ist.
Nach Voraussetzung gilt

[f(@)| = |f(x) = 0] = |z — 0] = |z|
fiir alle x € IR™ . Nun folgt fiir alle x,y € IR" :
2< f(2), fly) > = [f@F +1fW) —|f@) = f)I

= |zP+lyl* = |z -yl
= 2<z,y>.

Also 148t f auch das euklidische Skalarprodukt invariant.
Mit der Standardbasis e!,...,e" € IR" folgt damit nun

< f(e"), f(e) >=06;; ,1<j<n,

und f(el),..., f(e) ist eine Basis von IR".

Seixz € IR",z = Y x;e'. Damit haben wir
i=1

vl =<uz,e >=< f(x), f(e") >, 1<i<n,
und

fz) = ixiﬂei).

Daraus lesen wir ab, da8 f ein Endomorphismus ist, der das Skalarprodukt invariant 1a8t.
Nun kénnen wir ohne Einschrinkungen R™ mit IR™" identifizieren und annehmen (nach
Wabhl einer Basis), da8 mit A € R™" gilt:

f(z) = Az, r € R™ .
Aus < Az, Ay >=< z,y >, z,y € IR™", folgt in leichter Rechnung
<xy>=< AlAx,y >=< 2, A'Ay >, z,y € R™ .

Daraus folgt A'A = E und schliellich auch AA' = F.
Sei nun b := f(6). Setze g(x) := f(x) — b,z € IR™'. Man sieht, daB auch g den Abstand
invariant 1a8t. AuBerdem gilt g(f) = 6. Aus obigem Spezialfall folgt die Existenz von
A € O(n) mit
f(x)=b+ Az ;v € R™,
also
f = Tb o A.

Fiir jede andere solche Darstellung
f=T.0B

mit ¢ € IR™" und B € O(n) folgt zuniichst b = f(f) = ¢ und dann Az = Buz fiir alle
z € R™, also A= B. [
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Wir wissen
| <z,y>| < |z||y| fiir alle z,y € R,

also cry>
—1< 7|x|’|y| < 1 fiir alle z,y € R™\{60}.
Y
Also gibt es zu z,y € R™"\{0} einen eindeutig bestimmten Winkel ¥ = J(z,y) € [0, 7| mit
<z,y>
————— = cos(¥(z,y)) .
|z[y]

Wir nennen 9(x,y) den Winkel zwischen x und y.
Aus der obigen Beweisfithrung ergibt sich, daf jedes f € S(IR"), welches den euklidischen
Abstand invariant 148t, auch die Winkel invariant 14£t.

Der richtige Rahmen fiir die euklidische Geometrie und ihrer Symmetriegruppen ist eigent-
lich erst durch den Begriff des euklidischen affinen Raumes gegeben. Wir kommen darauf
im néchsten Abschnitt zuriick.

Beispiel 6.15
Analog zu Beispiel 6.8 untersucht man geometrische Gebilde im IR* mit der von IR® in-

duzierten euklidischen Struktur auf Symmetrie. Dabei ergeben sich Symmetriegruppen
fiir allgemeine Polyeder und insbesondere fiir die reguldren Korper wie Tetraeder, Wiirfel,
Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder. Entsprechend der Anzahl k der Ecken sind die vol-
len Symmetriegruppen der regelmafligen Korper als Untergruppen von S aufzufassen.
Fiir das Tetraeder mit 4 Eckpunkten ist die zugehérige volle Symmetriegruppe zum Bei-
spiel isomorph zur alternierenden Gruppe A, in S;. Die Symmetriegruppe des Wiirfels
ist isomorph zu S, und die volle Symmetriegruppe des Dodekaeders ist isomorph zur
alternierenden Gruppe As in S; mit bereits 60 Elementen a

Unter dem Stichwort Kristallographische Gruppen fait man Symmetriegruppen und
, Uberdeckungen® des IR? durch einen Korper aus IR® und dessen Translationen und
Drehungen zusammen.

Beispiel 6.16
Versehen wir /R™ nicht mit dem euklidischen Skalarprodukt sondern mit einer moglicher-

weise ausgearteten Bilinearform, genaueres dazu spéter, so erhalten wir andere Symme-
triegruppen.
Betrachte in IR* etwa ( < -,- > euklidisches Skalarprodukt):

<o o>pRPXIR? S (n,y) — my1 — 20y € R .

Zur Symmetriegruppe dieser Bilinearform gehoren die hyperbolischen Drehungen, die
durch Matrizen der Form

[ coshp sinhgp
He = ( sinhp cosh ¢ ) p € I,
gegeben sind, d.h.
< Hyx,Hyy >, =<z,y>p ,2,Y € R’ ocR.

So kommt man in IR* in &hnlicher Weise zur Lorentz—Gruppe, einer Gruppe, die in der
Relativitatstheorie von grofler Bedeutung ist. O
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6.3 Affine Riume und affine Abbildungen

Hiufig sehen wir IR? als Zeichenebene und IR? als den uns umgebenden Anschauungsraum
an. Dabei gehen wir fast immer von einem festgelegten Koordinatensystem aus. Fiir IR?
bedeutet dies:

Man wihlt einen Punkt O (“Ursprung®) und zwei (gerichtete) Geraden g; und
g2, die sich in O schneiden. Zu jedem Punkt P der Ebene ziehe man nun die
Parallelen durch P zu g; und g¢,. Thre Schnittpunkt P, mit ¢g; und P mit g,
kann man nun als Koordinatenpaar fiir den Punkt P verwenden, wenn man
die Punkte auf g; bzw. g in umkehrbar eindeutiger Weise den reellen Zahlen
zuordnet. Man hat dazu lediglich noch auf jeder Gerade eine Einheit festzule-
gen, welche der Einheit 1 in IR entspricht.

Verwendet man aufeinander senkrecht stehende Geraden (Koordinatenach-
sen), spricht man von einem kartesischen Koordinatensystem.

Es ist klar, daB fiir n = 2 die Geraden g;, g» durch die Basisvektoren x!, 2 so
gegeben sind:

g1 :={z=a1z'|a; € IK}, go := {x = as2®|ay € IK}

Dem Vektor z = a;z' +asz? € X entspricht im Koordinatensystem der Punkt
P, den man so erhilt:

Trage von O aus a; Einheiten auf g;, as Einheiten auf g» ab und hefte das
entstehende Geradensegment auf g, durch Parallelverschiebung an das Gera-
densegment auf g; an; der Endpunkt des angehefteten Segments ist der Punkt
P.

Treibt man aber “nur“ Geometrie, so sind Ursprung und (Koordinaten-) Achsen keines-
wegs ausgezeichnet, sie werden, wenn sie denn gebraucht werden, den Bediirfnissen ange-
paBt.

In der Zeichenebene oder in dem uns umgebenden Raum ist schnell einzusehen, dafl die
Parallelverschiebungen (Translationen) eine kommutative Gruppe bilden (siehe oben).
Mehr noch: zu je zwei Punkten gibt es genau eine Parallelverschiebung, die den einen
Punkt in den anderen iiberfiihrt.

Definition 6.17
Sei X ein IK —Vektorraum. Eine Menge A # () heifit affiner Raum iiber X, wenn
es eine Abbildung =
AxA>(PQ) — PQeX

gibt mat:
(a) Fiir jedes P € A ist die Abbildung A > Q P_é € X bijektiv.
(b) Fir je drei Punkte P,Q,R € A gilt PQ + QR = PR.

Man setzt affdim A = dimpg X.
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Den Sachverhalt . . .
PQ +QR = PR
kann man in der tiblichen Weise zeichnen: Man heftet an P den Pfeil P@ an und kommt

zu  und man heftet an @) den Pfeil Q_ﬁ und kommt zu R. Man heftet an P den Pfeil
PR und kommt auch zu R.

Folgerung 6.18
Sei A affiner Raum tiber dem IK —Vektorraum X. Es gilt:

(a) PP =0 fir alle P € A.

(b) QP = —PQ fir alle P,Q € A.

(c) Aus P@ — RS folgt PR = Q__,é . (Parallelogrammregel)
Beweis:
Zu (a) :
Nach Definition gilt PP + PP = P_TD, also PP = 0.
Zu (b) :
Aus der Definition und (a) folgt 6 = PP = P_é + Q_ﬁ, also P_é = —Q_ﬁ
Zu (c) :
PR =PQ +QR =RS +QR = QR + RS = QS. n

Folgerung 6.19
Ist X ein IK—Vektorraum, dann wird X durch die Abbildung

XxX3(z,y) — y—zeX

zu einem affinen Raum.

Beweis.
Offensichtlich. m

Beispiel 6.20
Den affinen Raum, der aus IK" geméafl Folgerung 6.19 abgeleitet wird, schreiben wir als
A (IK). O
Da die Abbildung .

A>3Q — PQ eX
fiir jedes P € A bijektiv ist, konnen wir die Definition 6.17 im Lichte von Folgerung 6.19

pauschal etwa so wiedergeben:

Ein affiner Raum entsteht aus einem Vektorraum, indem man die Auszeich-
nung eines festen Punktes als Ursprung (eines Koordinatensystems) aufhebt.
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Sei A affiner Raum {iber dem IK—Vektorraum X. Aus der eben formulierten Tatsache
leiten wir ab, daf§ wir ohne Verluste auf die Unterscheidung zwischen dem Vektorraum
X und der Menge verzichten konnen. Wir haben lediglich die Sprechweise anzupassen. In
der affinen Sprechweise sind die Elemente von X nun Punkte. Die affine Grundoperation
besteht darin, je zwei Punkten u,v den Verbindungsvektor v — u von u nach v zuzu-
ordnen. Zu gegebenem Punkt x € X und Vektor u € X existiert genau ein Punkt v € X,
sodafl u der Verbindungsvektor von x nach v ist, ndmlich v = x + u. Man sagt, der Punkt
v entsteht aus 2 durch Abtragen des Vektors u. Ist 2° ein fester Punkt von X und v € X,
so heiit der Verbindungsvektor v — z° auch Ortsvektor von v beziiglich dem Ursprung
2°. Da die Zuordnung v +— v — 2° bijektiv ist, ist bei festem 2° jeder Punkt v durch
seinen Ortsvektor v — 2° charakterisierbar. Fiir 2° = 6 erhélt man spezielle Ortsvekto-
ren, die aber in der affinen Betrachtung keine Sonderrolle spielen. Die Ortsvektoren eines
Punktes v beziiglich zweier Urspriinge unterscheiden sich nur durch einen festen Vektor.

Definition 6.21

Sei X ein IK-Vektorraum. FEine Teilmenge A von X heifit affiner Teilraum wvon
X, wenn es x € X und einen linearen Teilraum U von X gibt mit A =x+ U. Man
setzt affdim A := dimg U.

Den Raum U nennt man Richtungsraum von A.

Affine Unterrdume sind uns schon bei der Einfithrung der Faktorrdume begegnet. Wir
wissen auch schon, dafl U durch A schon eindeutig bestimmt ist.

Sei X ein IK-Vektorraum X.

Die affinen Teilrdume der (affinen) Dimension 0 sind die Punkte z € X, die eindi-
mensionalen affinen Teilrdume sind die Geraden. Einen affinen Teilraum der Dimension
n — 1 (n := dim X) nennt man eine Hyperebene.

Definition 6.22

Seien Ay = x1 + U und Ay := xo + V affine Teilrdume des IK —Vektorraums X.

A1, Ao heiffen parallel, wenn U CV oder V C U gilt. -

Achtung! Die Parallelitt ist keine Aquivalenzrelation.

Beispiel 6.23

Sei IK := Z/5 und betrachte Ay(IK). Wie sehen die affinen Teilrdume von Ay(IK) aus?
Punkte sind :
(07 0)7 (07 1)7 (17 0)7 (17 1)

Geraden sind:
Gl = {(07 0)7 (170)} G2 = {(07
1 1

) )? (17 1)}7 G = {(0? 0)? (17 1)}7 Gy = {(0? 1)’ (170)}7
Gs = {(0’0)?(07 )}7 Ge = {( ) ) (1 1



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 150

Parallele Geraden sind G1, G2 bzw. G3, Gy.
(Ein weiterer affiner Teilraum ist noch der Raum selbst). O

Sei X ein IK—Vektorraum X und sei A := z+U ein affiner Teilraum von X. Ist {u?, ..., u*}
eine Basis von U, dann kann man jedes v € A in der Gestalt

k
U:x—i—Zaiuz mit ay,...,a; € IK
i=1
schreiben. Man nennt dies eine Parameterdarstellung von A mit Richtungsvektoren
u!,...,u* und Parametern aq,...,ay.
Der Begriff einer Basis 148t sich nun mit Hilfe der Basen von Richtungsraumen auf affine

Réume iibertragen.

Definition 6.24

Sei X ein IK -Vektorraum. Punkte 2°,z',..., 2% € X heiflen affin unabhiingig,

wenn {zt — 2% ... 2% — 2°} linear unabhingig in X ist. o

Man bestétigt sehr einfach, dafl in der Definition 6.24 die Reihenfolge der Elemente nicht
wesentlich ist, d.h. sind 2% ',..., 2% € X affin unabhingig, dann sind z™©@ . . z7*)
affin unabhéngig fiir jede Permutation 7 von 0, ..., k.

Beispiel 6.25

Im affinem Raum A, (IK) ist {6, e, ..., e"} mit den Standardeinheitsvektoren €', ... e" €
IK™ affin linear unabhéngig. O

Seien 2°, 2!, ..., 2" € X affin unabhiingig in X. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten

k—dimensionalen affinen Teilraum A, der die Punkte z°, ..., z* enthélt. Seine Parameter-
darstellung ist

k
v=2"+> a;j(z' —2°) mit ar,...,a, € K . (6.1)
i=1

Dieser affine Teilraum heit der Verbindungsraum von z°, ..., 2" . Wir schreiben dafiir

29V 2tV ...V z* Durch Umrechnen der Darstellung (6.1) ergibt sich

k k
v=1-Y a)2"+> a’ mit ai,...,ar € IK, (6.2)
i=1 i=1
also
koo k
U:Zbixzmitbg,...,bkeﬂ(,Zbizl. (6.3)
=0 i=0

Bei der Darstellung (6.3) ist die Sonderrolle des Punktes z° beseitigt; sie liefert eine véllig

symmetrische Darstellung der Punkte von 2° V 2! v ...V z¥. Die Zahlen by, . . ., by, in der

Darstellung (6.3) heien die baryzentrischen Koordinaten von v beziiglich 20, . .., z*.
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Diese Bezeichnung riihrt daher, daf (6.3) der Formel fiir den Schwerpunkt v von k + 1
“Massenpunkten® z°, ..., z* mit den Massen by, ..., b; und der Gesamtmasse 1 gleicht.

Fiir £ = 2 haben wir eine Verbindungsgerade z° V 2! zweier Punkte. Ist v ein weiterer
Punkt von 2°V 2!, so heifilen 2°, #!, v kollinear und der eindeutig bestimmte Skalar a mit

v =212+ a(z' —z2°)

0

wird das Teilungsverhiltnis von 2°, z!, v genannt; wir schreiben dafiir

a=TV(’ 2" v).

Ist dimg = n und sind 2%, ..., 2" affin linear unabhéngig, dann nennt man {z°, ... 2"}
eine affine Basis von X.

Definition 6.26

Seien X, Y IK-Vektorriume. Eine Abbildung f : X — Y heifit affin, falls es
eine IK — lineare Abbildung L : X — Y gibt mit

f(u) — f(v) = L(u —v) fir alle u,v € X.

Folgerung 6.27

Seien X,Y IK-Vektorrdume und seien Ay, As affine Unterrdume von X wund sei
f: X — Y affin. Dann gilt:

(a) f(A1), f(A2) sind affine Unterrdume von'Y .
(b) Sind Ay, As parallel, dann sind auch f(A1), f(A2) parallel.

Beweis:
Trivial.
|

Seien X,Y IK—Vektorrdume und sei f : X — Y. Dann ist f offenbar affin genau dann,
wenn es y° € Y und eine lineare Abbildung L : X — Y gibt mit f(x) = ¢° + L(z) fiir
alle z € X. Man kann also f als Hintereinanderausfithrung der linearen Abbildung L mit
der Translation 7, auffassen, die 0 in y° iiberfiihrt.

Damit sind wir nun bei den Objekten angelangt, die die Briicke zum Erlanger Programm
schlagen helfen. Die zur affinen Geometrie passende Symmetriegruppe ist gegeben durch
die Gruppe

GA(X) = {f € S(X)|f affin},

die sogenannte affine Gruppe. Die Elemente von GA(X) heiflen Affinitéten. Die affine
Geometrie beschéftigt sich mit Aussagen, die invariant unter Affinitdten sind. Spezielle
Affinitédten sind die Translationen. Dies sind die Abbildungen

To: X3z — b+2zeX (be X).
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Die Abbildung
X3br— T € GA(X)

ist injektiv. Dies fithrt dazu, daf die abelsche Gruppe (X, +) mit mit einer Untergruppe
der affinen Gruppe GA(X) identifizierbar ist. Mit diesem Sachverhalt wird haufig auch
auf den Begriff des Vektorraums hingefiihrt.

Bemerkung 6.28

Beachte, dafl man eine Translation
To: X3z — b+zeX (beX)
als Wirkung der abelschen Gruppe (X, +) auf X verstehen kann:

®: X xX>(bz) — btreX.

Kommen wir zu Invarianzeigenschaften.
Sei f € GA(X), f(-)=2+ L(-), z € X, L linear. Dann gilt fiir u,v € X

v—u = fv) - fu).

Dies kann man dahingehend zusammenfassen, dafl Parallelogramme invariant unter Af-
finitdten sind. Eine zweite Invarianzeigenschaft ist das Teilungsverhéltnis. Dies folgt mit
20,2t v e X, 2% # 2!, aus

v—1’=a(z! —1°) = f(v) - f(2°) = a(f(z') — f(z°)).
Man fafit dies als Geradentreue zusammen.

Einer der Ausgangspunkte fiir die Entwicklung der affinen Geometrie war die Untersu-
chung von Parallelprojektionen in der darstellenden Geometrie. Wichtige Spezialfille
davon sind die Parallelprojektionen des dreidimensionalen Raums auf eine Ebene. Diese
werden, wie wir nun sehen wollen, beschrieben durch affine Abbildungen.

Satz 6.29

Ser X ein IK—-Vektorraum X und seien Ai, Ay affine Teilrdume von X mit Rich-
tungsraum Uy bzw. Uy . Es gelte: X = Uy @ Us. Setze firv € X Aj(v) == v+ Uy.
Dann gilt:

(a) Zu jedem v € V gibt es genau ein x, € X mit A;(v) N Ay = {z,}.

(b) Die Abbildung f: X > v — x, € X ist affin.

Beweis:
Sei etwa Ay = w + Uy = wy + we + Us mit w = wy + wo, wy € Uy, ws € Us.
Sei v € X,v = vy +vy,v1 € Up,vg € Usy. Setze dazu z, := vs + w;. Dann gilt mit
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U1 1= wi—v; einerseits v+u; € Al(v) und andererseits v+u; = wW+vy—we+v; U —w; =
w + (vg — wsy) € As.

Damit ist (a) bis auf die Eindeutigkeit schon klar. Diese folgt sehr schnell aus der Tatsache,
daf3 U1 N U2 = {(9} ist.

(b) ergibt sich aus der Definition von z,,. |

Die Abbildung f aus Satz 6.29 nennt man Parallelprojektion von X auf A, ldngs A; .

Definition 6.30
Seir X ein reeller Vektorraum.
Fine Abbildung <,>: X xX — IR heif$t Skalarprodukt (auf X ), wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

(1) <z,x>=0 <= z=10. (Definitheit)
(2) <x,y>=<y,z > firalex,y€ X. (Symmetrie)
(8) <ax+by,z>=a<z,z>+b<vy,z> firallea,be R, x,y € X.(Linearitdit)

Der Raum X zusammen mit dem Skalarprodukt < -,- > heifit dann euklidischer

Raum. .

In der affinen Sprache heifit ein reeller Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt
ein affiner euklidischer Raum. Wir gehen in Kapitel 8 nidher auf euklidische Rdume
ein.

Bemerkung 6.31

Zur Formulierung der klassischen Mechanik, wie sie von Isaac Newton (1643 — 1727) be-
griindet wurde, sind Aussagen und Annahmen iiber das Raum—Zeitkontinuum zu treffen.
Bewegung eines Massenpunktes wird im Ortsraum IR® formuliert, Bewegungen sind im-
mer relative Bewegungen von (mindestens zwei) physikalischen Systemen zu verstehen.
Nur die Angaben der relativen Positionen (Teilchen A zu Teilchen B, Teilchen A zu Be-
obachter B) zu jedem festen Zeitpunkt ist physikalisch sinnvoll.

Die Mechanik geht aus von der Annahme, dafl physikalische Bewegung eines Massen-
punktes in einem Raum stattfindet, der die Struktur eines dreidimensionalen euklidischen
Raumes besitzt. Der Bewegungsraum des Teilchens ist also ein affiner Raum, wie es der
physikalischen Anschauung entspricht: Die Angabe einer einzigen Position z(t) zur Zeit
ist nicht sinnvoll, wohl aber die Angabe von z(t) relativ zur Position y(t) eines Beobach-
ters zur selben Zeit. Versieht man den affinen Raum mit einem Ursprung, d.h. definiert
man einen Nullpunkt z.B. durch Vorgabe eines Beobachters, so wird daraus wieder der
dreidimensionale reelle Vektorraum IR> . O

6.4 Projektive Riume und projektive Abbildungen

Die affine Geometrie hat ihren Ursprung in der Parallelprojektion. Eine weitere Pro-
jektionsart, die von Interesse ist und in der Natur etwa bei Abbildungen des Raumes mit
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Hilfe einer Lochkamera auf eine Ebene vorkommt, ist die Zentralprojektion. Die geeig-
nete mathematische Theorie zur Betrachtung von Sétzen, in denen die Zentralprojektion
eine Rolle spielt, ist die Theorie der projektiven Raume. Die projektive Geometrie kann
dann wieder entsprechend dem Erlanger Programm als Beschéftigung mit Invarianten ge-
geniiber der Zentralprojektion angesehen werden.

Zunichst wollen wir projektive Rdume und Abbildungen ganz algebraisch einfiihren, die
anschauliche Seite wird hervortreten, wenn wir ein “Modell“ fiir einen projektiven Raum
betrachten.

Definition 6.32
Seir X ein IK —Vektorraum. Dann heifit die Menge

PR(X) :={U C X|U linearer Teilraum von X,dimg U = 1}

der projektiver Raum zu X. Die projektive Dimension von PR(X) ist defi-

niert als prodim PR(X) := dimg X — 1, falls dimx X < oo ist. .

Definition 6.32 kann man auch so hinschreiben:
PR(X) = {[u]|lu € X\{0}},
wobei die Aquivalenzklasse [u] aus der Relation
u~u < u=tu miteinemte IK*
resultiert. Damit ist auch die kanonische Projektion
m: X\{0} 2 u — [u] € PR(X)

erklart.

In der synthetischen Geometrie entwickelt man die (ebene) projektive Geometrie aus den Objekten
Punkte, Geraden, Inzidenzrelation. Die Inzidenzrelation beschreibt die Vorstellung “Punkte
liegen auf einer Geraden“. Ein bemerkenswerter Zug einer solchen Fassung der projektiven Geo-
metrie liegt in der Tatsache begriindet, dafl jeder Satz sofort einen dualen Satz impliziert. Die
Dualitdt entsteht dadurch, dal man die Worter “Punkt® und “Gerade“ sowie “liegen auf“ und
“gehen durch“ miteinander vertauscht.

Definition 6.33

Sei PR(X) der projektiver Raum zu X. Eine Teilmenge QQ von PR(X) heifit
projektiver Unterraum von PR(X), wenn es einen linearen Teilraum U von X

gibt mit QQ = PR(U). .

Klar, ist @ ein projektiver Unterraum von PR(X), so ist @ selbst wieder ein projektiver
Raum. Durch @ ist der lineare Teilraum U von X mit Q = PR(U) eindeutig bestimmt.
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Dies folgt so:

Ist @ = PR(U) =PR(W),U, W lineare Teilrdume von X, so folgt fiir u € U, u # 6, auch
L{u}) € @ =PR(W), d.h. L({u}) ist linearer Teilraum von W und daher v € W. Also
ist U C W. Aus Symmetriegriinden bekommt man U = W.

Die projektiven Unterrdume der Dimension 0 sind die einelementigen Teilmengen von
PR(X), und sie werden deshalb iiblicherweise mit den Punkten in PR(X) identifiziert.
Die projektiven Unterrdume der Dimension 1 nennt man Geraden. Eine Gerade in
PR(X) ist also ein projektiver Raum PR(U), wobei U ein linearer Teilraum von X
und dimp U = 2 ist.

Beispiel 6.34
Sei IK ein Kérper. Dann nennen wir P, (IK) := PR(IK™™) den (kanonischen) n—
dimensionalen projektiven Raum iiber IK . O

Halten wir noch fest:

In der projektiven Ebene schneiden sich je zwei verschiedene Geraden in genau
einem Punkt und durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

Dies folgt zum Teil aus der Dimensionsformel

prodim PR(U; + Uz) = dimg (U +Usz) —1
= dimk (Uy) + dimg (Us) — dimg (U; N Uz) — 1
= prodim PR(U;) + prodim PR(U;) — prodim PR(U; N Us)
= 2 —prodim PR(U; NUs),

da hier prodim PR(U; + Usz) < 2 und daher prodim PR(U; NUsy) > 0 ist.

Wir sehen also, da die Ausnahmen, die man in der euklidischen Geometrie des IR® haufig
wegen der Parallelitdt von Geraden und Ebenen machen muf}, in der projektiven Ebene
nicht auftreten sollten.

In der bisherigen Betrachtung ist “keinerlei“ Anschauung eingearbeitet. Wir wollen nun
ein “Modell“ des projektiven Raumes in der Anschauungsebene und im (uns umgebenden)
Raum entwickeln, das den Begriff der Zentralprojektion aufnimmt.

Betrachte in IR? eine Gerade ¢ mit Richtungsvektor p, die nicht durch den Nullpunkt geht.
Dann kénnen wir jedem Punkt u der Geraden g den Punkt £({p}) € IP1(IR) zuordnen.
Damit erhalten wir alle eindimensionalen Teilrdiume von IR? mit Ausnahme von py :=
L({p}) . Diesen Punkt fiigen wir nun hinzu und erhalten so die projektive Gerade IP;(IR).
Den Punkt py := L({p}) bezeichnet man als unendlich fernen Punkt. Man verkniipft
damit die Vorstellung, dafl die beiden “Enden“ von IR zu einem Punkt zusammengebunden
werden. Eine Untermauerung dafiir ist, daf} es eine bijektive Abbildung von IP;(IR) auf die
Kreislinie in IR? gibt. In #hnlicher Weise gehen wir eine Dimension hoher vor. Betrachte

in IR? eine Hyperebene £, d.h. einen affinen Teilraum der Dimension 2, der den Nullpunkt
f nicht enthélt. Dann konnen wir die Abbildung

o€z — L({z}) € Po(IR)
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betrachten. Damit haben wir im Bild von o alle eindimensionalen Teilrdume (Geraden)
in IR® erfaBt, die nicht in der zu & parallelen Ebene & durch den Nullpunkt 6 liegen.
Fiigen wir diese dem Bild von ¢ hinzu, dann haben wir den “vollen® projektiven Raum
vorliegen. Wir kénnen also mit Hilfe von £ := £ U & den projektiven Raum IP5(IR)
“parametrisieren.

Wiéhrend in [P5(/R) alle Punkte, also die eindimensionalen Teilrdume des Vektorraumes
X, gleichberechtigt sind, werden im konkreten Modell € die Punkte der Ferngeraden,
d.h. der Geraden, die durch Punkte in & représentiert werden und in ganz & liegen, vor
den anderen ausgezeichnet. Sie entsprechen keinen Punkten von £, sondern einer Richtung
in £.

Machen wir uns ein zweites “Modell® der projektiven Ebene.

Sei 8% := {(z,y, 2) € IR*|2*>+y?+ 2 = 1} die Einheitssphire. Jede Gerade g in IR* durch
den Nullpunkt 6 trifft auf S? in zwei antipodal liegenden Punkten. Unser zweites Modell
des IP5(IR) ist nun die Menge aller Paare (u,v) antipodal liegender Punkte, d.h.

{(u, —u)|u € S?}.

(Es ist nicht moglich, einfach aus jedem Paar einen Punkt auszuwihlen, da die Menge
ungeordnet ist. Der Aquator z = 0 ist sicher ein besonderes Hindernis.) In der Theorie der
Mannigfaltigkeiten lernt man, diesem Modell noch weitere Anschaulichkeit abzugewinnen.

Bemerkung 6.35

Sei X ein n + 1 — dimensionaler IK — Vektorraum und sei PR(X) der n — dimensionale
projektive Raum zu X. Die linearen Teilrdume U von X korrespondieren mit linearen
Teilraumen U in X'; siehe Definition 4.60 und Abschnitt 4.6. Damit korrespondieren mit
den projektiven Unterrdumen PR(U) der Dimension k projektive Unterrdume PR(U®)
der Dimension n — k — 1 in PR(X’). Daraus ergibt sich das Dualitédtsprinzip der
projektiven Geometrie: Sétze bleiben im allgemeinen richtig, wenn in ihnen projektive
R&ume der Dimension k£ durch projektive R&ume der Dimension n — k — 1 ersetzt werden.
(“Im allgemeinen“ bedeutet, daf sich die Formulierung der Sdtze mit der Annihilator—
Bildung “vertrégt“.) Fiir £ = 0 ergibt sich die Tatsache, da} Punkte gegen Hyperebenen
ausgetauscht werden diirfen. O

Seien X,Y IK—Vektorrdume, sei L : X — Y IK- linear und sei U := Kern(L). Ist
U # X, dann werden eindimensionale Unterrdume von X, die nicht ganz in U enthalten

sind, auf eindimensionale Unterrdume von Y abgebildet. Damit wird in einfacher Weise
eine Abbildung

€L PR(X)\PR(U) 3 L{u}) —— LH{{L(uw)}) € PR(Y)

induziert. Dies fithrt uns zu
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Definition 6.36

Seien PR(X),PR(Y) projektive Riume und sei U ein von X wverschiedener Teil-
raum von X . Fine Abbildung & : PR(X)\PR(U) — PR(Y) heifit projektiv,
wenn es eine lineare Abbildung L : X — Y gibt mit Kern(L) =U .

Der projektive Unterraum PR(U) heifit das Zentrum von & .

Aus der Voraussetzung U # X in obiger Definition folgt sofort PR(X) # PR(U).

Ist der Teilraum U in obiger Definition O—-dimensional, dann ist der projektive Raum
PR(U) leer. Wir sehen dann, dafl die projektive Abbildung ¢ auf ganz PR(X) erklért
ist.

Beispiel 6.37
Sei H eine Hyperebene im Vektorraum X, die 6 enthélt, und sei 2° € X\ H . Dann ist

X = Ha £({a%)
und wir setzen
U:=p’:=L({2"}), L := Projektion von X auf H,

d.h.
L(z) :=h, falls x = h + u mit h € H,u € L({z°}).

Die zugehérige projektive Abbildung ist £ : PR(X)\L({z°}) — PR(H). Man sieht,
da8 £(p) der eindeutig bestimmte Schnittpunkt der Geraden, die p und p° in PR(X)
verbindet, mit PR(H) ist. Deshalb heifit £ die Zentralprojektion von PR(X) auf die
Hyperebene PR(H) in PR(X) mit dem Zentrum p°.

Mit allgemeineren direkten Zerlegungen von X lassen sich allgemeinere Zentralprojektio-
nen betrachten. O

Bemerkung 6.38

In einem projektiven Raum PR(X) kann man iiber eine Basis von X wieder Koordinaten
im projektiven Raum selbst einfithren. Wahrend man fiir einen n — dimensionalen linea-
ren Raum n Vektoren fiir ein Koordinatensystem, fiir einen n — dimensionalen affinen
Raum n + 1 Punkte fiir ein Koordinatensystem benétigt, sind fiir ein Koordinatensystem
in einem n — dimensionalen projektiven Raum n + 2 Punkte nétig.

Die “Parametrisierung® der eindimensionalen Rdume gelingt durch homogene und in-
homogene Koordinaten, das sogennante Doppelverhéltnis ist eine inhomogene Ko-
ordinate. Daraus leiten sich dann auch Darstellungen der projektiven Abbildungen ab;
sie fithren auf gebrochen lineare Abbildungen auf der Koordinatenebene. Genaueres
erfadhrt man z.B. in der Geometrie und auch in der Theorie der Mannigfaltigkeiten. O

Abschlielend wollen wir nun wieder die Objekte angeben, die die Briicke zum Erlanger
Programm schlagen helfen. Die zur projektiven Geometrie passende Symmetriegruppe ist
gegeben durch die Gruppe

PGL(X) :={¢ € S(PR(X))|¢ projektiv},
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die sogenannte projektive Gruppe; den Nachweis der Gruppeneigenschaft iibergehen
wir. Die Elemente von PGL(X) heifilen Projektivitéten.

Die projektive Geometrie beschiftigt sich mit Aussagen, die invariant unter Projekti-
vitdten sind. Aus der Linearitdt der die projektive Abbildung erzeugenden Abbildung
L folgt auch, dafl eine projektive Abbildung projektive Unterrdume in projektive Un-
terraume abbildet. Dies ist eine erste Invarianzeigenschaft. Eine weitere ist, dafl unter
projektiven Abbildungen das in Bemerkung 6.38 kurz erwdhnte Doppelverhéltnis inva-
riant ist.



Kapitel 7

Determinanten

Jeder Matrix kann ein Skalar (Determinante) so zugeordnet werden, daf§ er Auskunft
dariiber gibt, ob eine Matrix invertierbar ist oder nicht. Wir konstruieren diese Determi-
nante hier nun in einem allgemeinen algebraischen Kontext.

Der Skalarkorper sei in diesem Kapitel ohne weitere Erwdhnung immer von der Charak-
teristik 0, also insbesondere auch unendlich; an geeigneter Stelle verweisen wir auf den
Grund. Damit kénnen wir wieder P und IK|[z] gleichberechtigt verwenden.

7.1 Einfiihrung

Erinnern wir uns an Kapitel 2: Bei der Losung des Gleichungssystems

anri + apprs = by

a1T1 + agery = by

ailz a2
ag21 Aa22

A = ajja; — a2a91

haben wir die von der Matrix

abgeleitete Grofle

(Produkt der Haupdiagonalen minus Produkt der Nebendiagonalen) kennengelernt. Die
zugehorige Abbildung

ailz a2
§: IK*? > ( 4 a — A 1= aq1099 — a12a91 € IK
21 Q22

hat interessante Eigenschaften.

(R1) §(F) =1 fiir die Einheitsmatrix E.
Folgt durch einfaches Nachrechnen.

(R2) §(4) = (4"

Folgt durch einfaches Nachrechnen.

159
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(R3) §(A) dndert das Vorzeichen, wenn man die Spalten (Zeilen) vertauscht.

Folgt durch einfaches Nachrechnen.

(R4) §(A) multipliziert sich mit A, falls man eine Spalte (Zeile) mit A multipliziert.
Folgt durch einfaches Nachrechnen.

(R5) §(A) = 0, falls die beiden Spalten (Zeilen) gleich sind.

Folgt durch einfaches Nachrechnen.

(R6) 0 ist eine lineare Abbildung der Spalten (Zeilen).

Sei A = (a'|a?) € IK*? u € IK*" . Dann ist offenbar §((a'+u|a?)) = 6((a'|a?))+6((u|a?)).

Eine Konsequenz aus Regel (R6) ist, daB8 6(A) = 0, falls A eine Nullspalte (Nullzeile)
enthalt.

(R7) Die elementaren Umformungen “Subtraktion eines Vielfaches einer Spalte (Zeile)
von einer anderen Spalte (Zeile)* d&ndern den Wert von § nicht.

Folgt aus den Regeln (R4) und (R5).
(R8) §(A) = 0 genau dann, wenn A singulér ist.

Dies folgt aus der Tatsache, dafl man wegen Regel (R8) ohne Einschrankungen annehmen
kann, da3 A von oberer Dreiecksgestalt ist. Dann ist die Aussage aber klar.

(R9) §(AB) =4d(A)d(B).
Folgt durch einfaches Nachrechnen.

Damit haben wir nun Aussagen gefunden, die wir spater nach Einfithrung der Determi-
nantenfunktion det als Verallgemeinerung von ¢ wiederfinden werden.

Betrachten wir nun eine Matrix
aix a2 c IR22
a1  Aa22
von oberer Dreicksgestalt. (Wir haben den Korper IK = IR gewéhlt, damit die Anschau-

ung eine bessere Grundlage hat.) Dann koénnen wir dieser Matrix das Parallelogramm
OABC mit den Eckpunkten

0(0,0) A(air,a12) B(an + a2, a12+a) C(az,as).
zuordnen. Die Fldche (Der Inhalt) von OABC ist offenbar gegeben durch
F=ay;-a2—ap-an= 5(A)-

(Man betrachte etwa zundchst die Flache des Dreiecks OAC und verdopple dann.) Da-
mit erhélt der Skalar 6(A) die Bedeutung der Fliche des durch die Zeilen der Matrix
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A aufgespannten Parallelogramms. Regel (R2) besagt, dafi die Flache des von den Zei-
len aufgespannten Parallelogramms gleich dem durch die Spalten von A aufgespannten
Parallelogramms ist. Andere Regeln lassen erkennen, daf3 die Funktion J die von einer
Fldchenfunktion zu erwartenden Eigenschaften besitzt. Als Verallgemeinerung von ¢ wird
die Determinantenfunktion det dann als Volumenfunktion interpretiert.

Beispiel 7.1

Hat man eine Matrix

A—(‘gl j )eﬂ(?’ﬁ mit A, € IK>2, A, € K,
2

in Késtchenform, so sollte sich das Volumen des von den Spalten von A aufgespannte
Parallelepiped, wenn die obige Interpretation zutrifft, als 6(A;) - §(Asz) ergeben. Vergleiche
dies mit dem Resultat aus Regel (R1)und (R4). O

Die Behandlung von Determinanten in der linearen Algebra ist nicht so unumstritten
wie dies fiir Gruppen, Vektorrdume und lineare Abbildungen gilt. Die héufig zu findende
Begriindung fiir die Einfithrung von Determinanten, daf sie fiir die Diskussion von linea-
ren Gleichungssystemen gebraucht wiirden, ist irrefithrend: Weder fiir die theoretischen
Uberlegungen (Existenz und Eindeutigkeit), noch fiir die praktischen Schritte werden sie
benotigt. (Unsere obige Darstellung tauscht eine Relevanz fiir die Gleichungssyteme nur
vor: Wir wollten an das Kapitel 2 ankiipfen, in dem erst ein Verfahren zur Behandlung
bereitzustellen war, und die Begriffe Rang und Defekt noch nicht bereitstanden.) Die
eigentliche Motivation fiir die Einfithrung von Determinanten ist die Tatsache, dal bei
der Behandlung von Volumina spétestens dann Detrminanten benétigt werden, wenn man
Koordinaten—Transformationen vornimmt (Substitutionsregel; sieche Analysis II).

Im Kapitel 5 haben wir die Determinante einer Matrix auf sehr indirektem Weg eingefiihrt;
die Interpretation als Volumenfunktion ist damit vorweggenommen. Fiir die obige Matrix
bedeutet dies

det(A) = A1 - A2, A1, Ay Eigenwerte von A.

Die Schwierigkeit dieser Definition liegt in der Tatsache, daf§ dazu Eigenwerte von A
existieren miissen, eine Tatsache, die offenbar mit der Eigenschaft, dafl A split iiber IR
ist, zusammenhéngt. Als Kandidat fiir das charakteristische Polynom erhalten wir aus
einem Eliminationsschritt (“Elimination von x;“), angewendet auf das Gleichungssystem

(CL11 - )\)l’1 + apze =0, anx; + (azz - )\)1’2 =0

die Polynomgleichung
(CL11 - )\)(CL22 - )\) — ajzaz =0

oder
A% — Nan1 + as2) + azeain — arzas = 0.

Diese Polynomgleichung 148t sich lesen als

5(A— AE) =0



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 162

und als Konsequenz ist der Kandidat fiir das charakteristische Polynom y , gegeben als
(A — AE) = 0. Die Gleichung §(A — AE) = 0 hat unabhéingig von den Eigenwerten von
A einen Sinn. Formal entdecken wir auch sofort wieder den Satz von Cayley — Hamilton:
X, (4)= 6.

7.2 Multilinearformen

Definition 7.2

Ser X ein IK —Vektorraum und sei m € IN .
Eine Abbildung T : X™ — IK heifst multilinear, wenn T in jedem Argument
IK — linear ist, d.h. wenn

T(z', ..., 27 au +bv, 271 .. 2™)

_ 1 j—1 j+1 m 1 j—1 j+1 m
=al(x",...; 0" w2 o 2™+ 0T (a2 e, 2™

fiir alle 2%, ..., 27 Y u,v, 27, ... 2™ € X,a,b € IK , gilt.
Wir setzen T (X) :={T : X™ — IK |T multilinear} .

Offensichtlich ist 7,,(X) wieder in gewdhnlicher Weise ein IK—Vektorraum. Fiir m = 1
haben wir 7,,(X) = X’ und fiir m = 2 sprechen wir bei 7;,(X) vom Raum der Bilinear-
formen (siehe Abschnitt 8.1).

Ist X ein endlichdimensionaler Raum mit Basis {e!,... e"}, dann ist jede Abbildung
T € T, (X) auf Grund der Multilinearitit durch die Werte

T(e™,....e™), 1<iy,...,0m <n,

festgelegt. Dies fiihrt zu

Folgerung 7.3
Ist dimkx X =n, dann ist dimg T,,(X) = n™.

Beweis:

Betrachte die multilinearen Abbildungen 7}, die durch

----- Jm

7-.}1 ,,,,, jm(eil,. . .,eim) = 5j1i1 "'5jmim7 1< il,. .. ,im <n
festgelegt sind; 1 < j1,...,Jm < n. Man stellt fest, dafl diese Abbildungen eine Basis

bilden. -

Beispiel 7.4
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Sei X = IK™' A € IK™ . Betrachte
T:XxX>(zy) — 2 Ayec IK .

Offenbar gilt T' € T2(X).
T(x,z) ist ein Polynom zweiten Grades in n Variablen. Die “Niveaulinien“ T'(z,z) = d

beschreiben in Spezialfillen fiir n = 2 die Kegelschnitte Kreis, Ellipse, Parabel, Hyperbel.
O

Unter den multilinearen Abbildungen sind nun solche ausgezeichnet, die gewisse Ver-
tauschungseigenschaften hinsichtlich ihrer Argumente besitzen. Eine solche Klasse von
multilinearen Abbildungen ist die Menge der alternierenden (schiefsymmetrischen) Ab-
bildungen. Sie spielen eine wichtige Rolle in der Analysis (Differentialformen, Satz von
Stokes). Hier fiihren sie uns zur Determinantenfunktion.

Erinnert sei an Abschnitt 3.2, in dem Permutationen ¢ und ihr Vorzeichen €(o) eingefiihrt
wurden.

Definition 7.5

Ser X ein IK —Vektorraum und sei m € IN . Eine multilineare Abbildung
T:X™ — IK heifit alternierend (schiefsymmetrisch), wenn

T(:c"(l), . ,x"(m)) =e(0)T(z',...,2™)

fiir alle o0 € S, gilt.
Wir setzen Ap(X) :=A{T € Tp(X)|T alternierend} .

Lemma 7.6

Ser X ein IK —Vektorraum und sei m € IN . Dann sind fiir eine multilineare Abbil-
dung T : X™ — IK dquivalent:

(a) T € An(X).
(b) T(...

(

(c) T(...
(
(

, &, x,...) =0 fir alle x € X .
2y, .) ==T(..,y,z,...) fir alle z,y € X .

(d) T(...,z,...,y,...)==T(...,y,...,x,...) fir alle x,y € X .

(e) T(...

(f) Sind z*,... ™ linear abhingig, dann gilt T'(z*,..., ™) =0.

Ty Xy ...) =0 fiir alle x € X .

Beweis:

Die Implikation (a) = (c) ist klar, da eine Nachbarvertauschung eine ungerade Permu-
tation ist.

Die Implikation (¢) = (d) folgt aus der Tatsache, daf jede Transposition als Produkt
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einer ungeraden Anzahl von Nachbarnvertauschungen geschrieben werden kann.

Die Implikation (d) == (a) ist klar, da eine Permutation Produkt von Transpositionen
ist.

Der Ringschluf (b)) = (¢) = (d) = (¢) = (f) == (b) sei dem Leser
iiberlassen. ]

Bemerkung 7.7

Den Schluff (d) = (e) in obigem Beweis zieht man so: Aus
T(...,z,...,z,..)+T(..;z,...,2,...) =0

folgt
T(...,z,...,z,...) =0,

da die Charakteristik von IK als Null vorausgesetzt ist.
Vergleiche (¢) mit Regel (R3) und (b) mit Regel (R5) aus Abschnitt 7.1. O

Folgerung 7.8

Sei X ein IK -Vektorraum und sei m € IN . Dann ist A, (X) ein linearer Teilraum

von T (X) .

Beweis:
Mit Hilfe von Lemma 7.6 ist dies leicht zu verifizieren. [ ]

Satz 7.9
Sei X ein IK —Vektorraum und sei m € IN . Die Abbildung

Alty(T) (2, .. 2™) == — 3 €(o)T(x°W, ..., 27, (z,...,2™) € X™,

hat folgende FEigenschaften:
(a) Alt,, ist IK ~linear.

(b) Altm|Am(X) = Z'd.Am(X) .
(c) Bild(Alt,,) = An(X).

Beweis:

Aus Definition von Alt,, folgt Alt,,(T) € T, (X) fir jedes T € T,,(X), da T, (X) ein
IK—Vektorraum ist. Also ist die oben vorgenommene Definition korrekt.

(a) ist trivial.
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Zu (b). Sei T € Ap(X). Seien zt,... ;2™ € X . Es gilt:

1
Alt,(T) (2!, ..., 2™) = — > ()T (2D, ..., zo™)
m: TESMm
1
= LY doporia. .
T 0ESH
= T(z',...,2™)

Zu(c). Die Tatsache Bild(Alt,,) C A, (X) folgt so:
Sei T' = (Alt,,)(T") mit T" € T,n(X) . Sei 7 € S;, und seien z!,... . 2™ € X .

1
Al (T) (2™, 2™™) = = 37 (o) T/(27"M), . 27
m! 35
1 ! /
= — (o’ or HT' ("W, ... 27 (™)
m: o' eSm
1 - o’ o'(m
= Z e(de(r T (x @z ))
o' eSm
1 / /
= 6(7’)—‘ > €(o)T'(a” @z M)
T o'E€ESm

= Alt, (T (2, ... ,2™)

Damit ist 7' = Alt,,(T") € A (X) gezeigt. |

Satz 7.10

Seir X ein n—dimensionaler IK —Vektorraum. Dann gilt:

m

dimp A, (X) = ( " ) .

Beweis:

Von den Basiselementen 7}, ., 1 < j1,...,jm < n in T, (X) (siehe Beweis zu Satz 7.3),
die durch

i1 % _ . .
le ----- jm(e ?“‘?em)*(shh'”(sjmim?1§Zl7"'7zm§n

festgelegt sind, bleiben hier nur die iibrig, fiir die die Tupel (ji,. .., jm) paarweise ver-
schiedene Komponenten haben. Die Anzahl dieser Elemente ist gleich der Anzahl aller
Teilmengen von {1,...,n} mit m Elementen. |

Aus der obigen Dimensionsformel lesen wir ab:
dimg A, (X) =1, falls dimx X = m.

Dies fithrt uns im nachsten Abschnitt zur Determinantenfunktion.
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7.3 Determinantenfunktion

Nun wollen wir die alternierenden Formen in den Spalten einer Matrix betrachten. Wir
wissen schon, daf§ die alternierende Form 7" € 7, (IK") bis auf eine Konstante festgelegt
ist, durch Normierung wird sie dann also eindeutig. Dies ist Inhalt von

Definition 7.11
Die eindeutig bestimmte alternierende Form det € T,(IK™") mit det(e!,... e") =1
heifit Determinantenfunktion.
Ist A € IK™" eine Matriz mit Spaltenformulierung A = (a'|...|a"), dann heifst
det(a,...,a") die Determinante von A und wir schreiben kurz:

det(A) := det((a'|...|a")) := det(a’,...,a").

Auf den Zusammenhang des Determinantenbegriffs mit der Volumenmessung wollen wir
hier nicht weiter eingehen, dies soll aber im Kapitel 8 nachgeholt werden.

Erstmals wurden Determinanten dhnliche Objekte wohl von dem japanischen Mathematiker Se-
ki Kowa (1642 — 1708) betrachtet. G.W. Leibniz (1646 — 1716) beschrieb in einem Brief an G.
I"Hospital (1661 — 1704) die 3 x 3 — Determinante als Hilfsmittel, ein lineares Gleichungssystem in
2 Unbekannten und drei Gleichungen zu l6sen.

Halten wir nochmal ausdriicklich fest, daf§ die Determinantenfunktion det in IK™" voll-
standig festgelegt ist durch drei Eigenschaften:

(D1) det(A) ist linear in jeder Spalte der Matrix A. (Multilinearitét)
(D2) det(A) ist Null, wenn zwei Spalten von A gleich sind. (Alternation)
(D3) det(A) ist Eins, wenn A = F ist. (Normierung)

Fiigen wir noch Konsequenzen hinzu, die sich aus der Tatsache ergeben, dafl det eine
alternierende Form ist (siche Abschnitt 5.2).

(D4) Die Determinante &ndert sich nicht, wenn man zu einer Spalte eine Linearkombi-
nation einer anderen Spalte addiert.

(D5) Die Determinante dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten vertauscht.
(D6) det(A) ist Null, wenn rg(A) < n ist.

(D7) det(Ey) =0,1<k,l<n,det(Eg(a)=1,1<kl<n,k#l;n>1.
(D8) det((eM]|...|e°™)) = (o), wobei o eine Permutation ist.

(D8) ist richtig fiir Transpositionen, da die Determinantenfunktion alternierend ist. Sei
o € §,, eine Permutation. Nach Satz 3.18 gibt es Transpositionen 7,...,7; mit o =
To...oT,. Damit folgt mit Folgerung 3.19

det((e"(l)| e |e"(”))) = (=1)"det(E) = (—1)* = €(0).
Der Multiplikationssatz lautet:
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(D9) det(AB) = det(A) det(B).

Er folgt so: Sei B = (b'|...|b") in Spaltenform hingeschrieben. Da
K™ x ... x IK™ 3 (2, ... 2") > det(Az',... Az"™) € IK

eine alternierende Multilinearform in 7,,(IK™") definiert, gibt es einen Skalar d € IK mit
det(A B) = det((Ab']...|Ab")) = d det((b'|...|b")) = d det(B).

Wihlt man B = E, erhilt man d = det(A).

Trivial ist

(D10) det(a A) = a™ det(A).
und wichtig ist

(D11) det(A") =det(A).

Der Beweis zu (D11) geht so:

Wegen (D6) koénnen wir o.E. annehmen rg(A) = n, d.h. A ist invertierbar. Das Gaufische
Eliminationsverfahren liefert eine Darstellung von A als Produkt von Gaufi— und Permu-
tationsmatrizen (siehe Abschnitt 4.5). Fiir jede dieser Matrizen gilt die Aussage (D11).
Also gilt wegen (D9) die Aussage auch fiir A selbst.

Kommen wir zur Berechnung von Determinanten. Fiir Matrizen von oberer Dreiecksge-
stalt sind wir sofort erfolgreich:

(D12) Ist A = (aij);—s(1yn  j=1(1)n €ine Matrix von oberer Dreiecksgestalt, dann gilt:

det(A) = ay1- - apy -
Dies folgt so:
Ist aj1 -+« apy = 0, dann ist rg(A) < n und (D6) liefert hier die Aussage.

Sei nun ai; - - apy # 0. Wegen (D10) konnen wir o.E. a3 = -+ = an, = 1 annehmen.
Wegen (D4) gilt dann det(A) = det(E) = 1.

(D13) Ist A eine Matrix in Késtchenform, d.h.

A= ( g g ) € IK"™" mit Be IK"",D € IK"™""";C € IK""™",

dann gilt
det(A) = det(B) det(D).

Der Beweis dazu:
Sei zunéchst C' = @ . Durch

nn B 6
0:IK BB»—>det<<@ D))eZK
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wird eine alternierende Form auf den Spalten von B erklédrt. Also gibt es einen Skalar
d € IK mit
§(B) = (B) fur alle B € IK™" .

;

Fir B = F ergibt sichd = ¢ )) Also folgt

(3 8)) (2 8w

(2 3)) (2 2o
o

— det (( E ) det(B) det(D) = det(B) det(D).

Der allgemeine Fall folgt nun so:
Ist rg(B) < r, dann gilt auch rg(A) < n und es ist wegen (D6) nichts mehr zu zeigen.
Sei nun r¢(B) = r. Dann ist B € GL,(IK) und man hat

(25)-(28)(5 )

Nun folgt aus dem Multiplikationssatz (D9) unter Verwendung des Resultats im Spezialfall
und (D12) die Aussage.

o —
OO o
S

Analog erhélt man

Daraus folgt

ey

Die Aussage (D13) kann dazu verwendet werden, die Berechnung der Determinante einer
“groffen” Matrix auf die Berechnung der Determinante von “kleinen“ Matrizen zuriick-
zufithren. Eine in den Eintrégen explizite, wenngleich nahezu unbrauchbare Formel fiir
die Determinante ist Inhalt der nichsten “Regel®.

(D14) Ist
A= (aij)izz(z)n,jzz(z)n - (aiaj)izl(l)n,jzl(l)n

(die etwas abgeénderte Schreibweise dient der besseren Lesbarkeit der folgenden
Formel), dann gilt

det(A) = > €(0)at,o1)" - Anom)

geSy

und
det(A) = Y €(0)ag)1 - do(m)n

geSy
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Nur der Beweis der zweiten Formel ist zu erbringen, die erste Formel folgt aus der Tatsa-
che, dal det(A) = det(A") gilt (siche (D11)).
Sei A = (a'|...|a"™) in Spaltenform gegeben. Dann wissen wir, dafi mit der Standardbasis

el .. e"in K™ gilt: o = Y a; ¢, 1 < j < n. Die Multilinearitéit (D1) von det liefert
i=1

det(4) = > ...> a1 a;, ndet((e?]...]e™))

i1=1 in=1
= D Qo)1 Uo(n)n€(0)
geSy

wobei wir auch (D8) verwendet haben.

Beispiel 7.12
Mit Regel (D14) berechnet man

ailz aiz ais
ds :=| aa1 a2 ag
az1 asz as3

nach folgender Formel:
ds = a11a22a33 + A12023a31 + Q13021032 — G11023A32 — Q12021033 — Q13022031

Hierzu hat man lediglich die Kenntnis von S3 einzubringen.

Die Formel, die auch Regel von Sarrus heifit, kann man sich leicht merken durch fol-
gende Stiitze:

Man schreibt den ersten und zweiten Spaltenvektor der Matrix hinter die drei Spalten der
Matrix; die drei Produkte der Hauptdiadonalen ergeben die positiven Summanden, die
drei Produkte der Nebendiagonalen ergeben die Summanden mit dem negativen Vorzei-
chen. O

Bemerkung 7.13

Man sollte nicht der Versuchung unterliegen, die Formeln aus (D14) als effektive Methode
zur Berechnung einer Determinante anzusehen: Bei der Auswertung fallen n!(n—1) (teue-
re) Multiplikationen an, abgesehen von den (etwas billigeren) Additionen.! Die Methode
der Wahl zur Berechnung einer Determinante sollte das GauBsche Eliminationsverfahren
zusammen mit (D12) und (D13) sein. Hier fallen nur etwa 2n? Multiplikationen an. O

Bemerkung 7.14

! Die Stirlingsche Formel sagt, daf8 n! sich etwa wie n"e~"v/2mn verhilt.
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Aus der Formel
det(A) = > €(0)as()1- - Go(mn

geSy

fiir eine Matrix A = (a; ) kann man die Regel det(A") = det(A) auch

ableiten. Dies geht so:

i=1(1)n,j=1(1)n

det(A") = > e(0)aro()  tnom
geSy
= Z 6(0'_1)CLU—1(1)’1 s a0—1(n)’n
geSy
= Z 6(OJ)acr/(l),l e aa/(n),l
o'eSy
= det(A)
O
Satz 7.15
Fir A € IK™" sind dquivalent:
(a) Ae GL,(IK).
(b) det(A) #0.
Zusatz: Ist A € GL,(IK), dann gilt det(A™1) = (det(A))!.
Beweis:
(a) = (b) und der Zusatz folgen aus F = A A~! mit dem Multiplikationssatz.
Zu (b) = (a). Aus det(A) # 0 folgt rg(A) = n, d.h. A ist invertierbar. |

Erinnert sei nun an die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n) :={A € O(n)|det(A) = 1}

wobei O(n) :={A € R""|A'A = AA' = E} die orthogonale Gruppe ist. Aus den obigen
Ergebnissen folgt sofort, dal SO(n) mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung eine
Gruppe ist.

Definition 7.16
Sei A = (a']...]a") € IK™". Wir setzen

a; == det((a']...|a" €'’ |a™), 1 < i,5 < n,
und nennen af; die algebraischen Komplemente von A. Die damit aufgebau-

te Matriz A% = adj(A) = (a#

ji)izz(z)n,jzz(z)n heifit die zu A komplementéire
Matrix oder Adjunkte.

a



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 171

Lemma 7.17

Sei A = (aij)izz(z)n,jzz(z)n
Komplemente. Dann gilt:

af; = (—1)" det(A;;), wobei Ay € IK™ ™' aqus A durch Streichen der i—ten Zeile
und j—ten Spalte entstanden ist; 1 < i,5 < n.

€ IK™" und seien af;, 1 <1,5 <n, die algebraischen

Beweis:
Sei Aj; € IK™" die Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte durch el e IK™
und Ersetzen der i-ten Zeile durch ¢/ € IK'™ entsteht. Aus (a'|...|a? !|ef|a’!|...|a")

!/

entsteht durch elementare Spaltenumformungen diese Matrix A;;, und es gilt

det((a']...|a’ !|e'|a’™] ... ]a™)) = det(A;) .

Durch (i — 1) Spalten— und (j — 1) Zeilenvertauschungen ensteht aus Aj; die Matrix

1 0
HAZ‘J‘ '

Es gilt: A o -
det((a'|...|a" e/ |a™? ... |a™)) = det(Aj;) = (—1)"" det(Aj;) .
|
Lemma 7.18
Sei A € IK™" und sei A% die zu A komplementire Matriz. Dann gilt:
AA* = A% A =det(A) E.
Beweis:
Wir berechnen die Eintriige von A% A.
Safiar; = Y agidet((@'] ... |a ek[a ] .. [a™))
k=1 k=1
= det((a']...[a" " Y arzela’t. .. a™))
k=1
= det((a']...|a" a'|a"™|. .. |a"))
= 5ij det(A)
Also ist A% A = det(A)E. Analog A A# = det(A)E . |

Gegeben sei ein Gleichungssystem
Az =10

mit A € IK™", b€ IK™" . Ist det(A) # 0, dann existiert A~ und wir lesen aus Lemma
7.18 ab: .
-1 _ A#
det(A)
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Die Losung x des Gleichungssystems ist dann also gegeben durch

1
= #b.
T det(A)
Unter Ausnutzung der Definition von A% erhalten wir
1 , A
T = Tot(A) det((a']...|a? Y bla™|...]a"), 1<j<n.

Diese Darstellung der Losungskomponenten heifit Cramersche Regel.

Wie bereits frither vermerkt, hat G.W. Leibniz (1646 — 1716) die 3 x 3 — Determinante als Hilfsmit-
tel, ein lineares Gleichungssystem in 2 Unbekannten und drei Gleichungen zu 16sen, beschrieben.
Von C. MacLaurin (1698 — 1746) wurde 1748 eine Losungsmethode fiir ein lineares 4 x 4 Glei-
chungssystem Hilfe von Determinanten angegeben. G. Cramer (1704 — 1752) verallgemeinerte 1750
diese Methode auf ein n x n — Gleichungssystem (siche Cramersche Regel). Von P.S. Laplace (1749
-1827) stammt der Entwicklungssatz, den Multiplikationssatz hat A.-L. Cauchy (1789 — 1857) be-
wiesen. Von ihm stammt die Bezeichnung “Determinante”. Unabhéngig davon hat J.L. Lagrange
(1736 — 1813) 3 x 3— Determinanten zur Volumenmessung bei Pyramiden verwendet.

Satz 7.19

Sein > 2 und sei A = (ai;) € IK™".

i=1(1)n,j=1(1)n
(a) Fiir jedesi € {1,...,n} gilt det(A) = Ei: (—1)"Ta;; det(Ay) .

7j=1
(b) Fiir jedes j € {1,...,n} gilt det(A) = 3 (—1)"a;; det(Ay) .
i=1
Beweis:
Wir beweisen nur (b). Nach Lemma 7.18 gilt A# A = det(A)E . Daraus folgt

det(A) = Zaf;aij
i=1

n
= > agdet((a']...|a’ e'|a?t .. |a"))
i=1

= Y (—1)"a;; det(A;;)
=1
-

Der Satz 7.19 enthélt den Laplaceschen Entwicklungssatz: Entwicklung nach der i—ten
Zeile ((a)), Entwicklung nach der j—ten Spalte ((b)).

Mitunter verwenden wir die auch anderswo zu findende Schreibweise

aix - Qin aix - Qin
fiir det

Qp1 - Qnpn Qp1 - Qnpn
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Beispiel 7.20
In der Ebene IR? arbeiten wir meist mit (den) kartesischen Koordinaten, d.h. mit den Ko-
ordinaten bezogen auf die Standardbasis e, 2. In vielen Féllen vereinfachen sich Rechnun-
gen betrachtlich, wenn man bei den Rechnungen stattdessen Polarkoordinaten verwendet.
Dies bedeutet, die Lage eines Punktes (z,y) € IR? durch Koordinaten r > 0, ¢ € 0, 27)
geméf

x =rcos(p), y=rsin(¢p)

auszudriicken. Fiir (z,y) # (0,0) hat man
_ 2 2 b = arct ZY f 0.0 = tg (=) f 0.
r=1/x?+y?, ¢ = arc an(x) iir © # 0, ¢ = arcctg (y) ir y #
Die Abbildung
(0,00) x [0,27) > (r,¢) — (rcos(¢),rsin(¢)) € IR?

ist (unendlich oft) partiell differenzierbar. Die Jakobi-Matrix J (79, ¢o) in einem Punkt
(ro, o) € (0,00) x [0,27) ist gegeben durch

s (i) 1)

Fir ihre Determinante erhalten wir
detJ(r0,¢0) =7r9>0.

(Nichtlineare Transformationen mit der Eigenschaft, dafl die Jakobimatrix regulér ist,
haben die Eigenschaft, daf sie sich lokal invertieren lassen (siehe Analysis II).) O

Beispiel 7.21
Das Interpolationsproblem fiir Polynome lautet:

Gegeben: (Stiitz—)Punkte t4,...,t, € IR, (Stitz—)Werte y1,...,y, € IR .
n—1 .

Gesucht: Polynom p(t) := > x;t/ mit p(t;) =y, 1 <i<mn.
j=0

(Der Grad des gesuchten Polynoms ist so gewahlt, daf§ die Anzahl der Interpolationsfor-
derungen gleich der Anzahl der Freiheitsgrade (Koeffizienten des Polynoms) ist.)

Die Wortwahl “Interpolationsproblem® wird klar, wenn man sich die Daten v, ..., y, als
Werte einer Funktion auf IR vorstellt.

Offensichtlich ist die Aufgabe &quivalent zum linearen Gleichungssystem

Az =y,
wobei y* = (y1,...,yn) € RY™ und
1oty t? - !
A=Alty,... t) = 1 ta 8 - Hi_l c K™
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ist. Dieses Gleichungssystem besitzt genau eine Losung, da die Determinante von A nicht
verschwindet, denn

det(A) = det(A(ty,....tn) = [ (t;—t).

1<i<j<n

Der Beweis dazu geht so:
Zu k = n(—1)2 subtrahiere das t;— fache der (k — 1)-ten Spalte von der k—ten Spalte.
Dies ergibt eine Matrix, die e! als erste Zeile und

(L ti — by, 88 — tatyy . 67— 10t ] )
als i—te (i > 1) Zeile hat. Mit Regel (D13) folgt

to —t1 1o (tg — tl) o tgn_Q (tg — tl)
det(A(ty,...,t,)) = det : :
to —t1 1o (tg — tl) o tgn_Q (tg — tl)

= (tg — tl)(tg — tl) s (tn — tl) det(A(tg, e ,tn)) .
Die Behauptung folgt also mit Induktion.

Zur Berechnung der Losung der Interpolationsaufgabe eignet sich das obige Gleichungs-
system nicht sehr gut, da die Matrix A(ty,...,t,) vollbesetzt ist. Dies liegt daran, dafl
die Monome 1,t,t2,...,t" ! keine problemangepafite Basis des n—dimensionalen Raums
P n—1 darstellen. Eine geeignetere Basis (“Basis der Newtonpolynome*) ist

Lt —ty, (E—t)(t—ts),. .., (E—t1) - (t —tn_y).

Das Gleichungssystem wird dann zu Ay x = y mit

1 0 0
1 to—-t2 0 - 0
Ay = | ; :
1 0
1 (tn_tl)"'(tn_tn—l)

Dieses Gleichungssystem kann nun allein durch Vorwértselimination geltst werden.

Eine in dieser Beziehung noch giinstigere Basis ist die Basis der “Lagrange-Polynome*:

1i(t) = H

k=

U=t) )i,
(t;—ti)

k#j
Hierzu gehort dann ein Gleichungssytem, das durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird,
also sehr einfach auflésbar ist. In dieser Basis hat das Interpolationspolynom die Darstel-
lung (Lagrangessche Interpolationsformel)
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Allerdings hat diese Basis gegeniiber der Basis der Newtonpolynome zwei Nachteile: Er-
stens ist die Auswertung der Lagrangepolynome nicht sehr stabil, zweitens hat man die
Basis komplett neu aufzustellen, wenn etwa ein Datenpunkt ¢,,1, ¥»+1 neu hinzukommt.
Die Darstellung des Interpolationspolynoms durch die Lagrangepolynome eignet sich aber
sehr gut fiir theoretische Uberlegungen (Fehlerabschiitzung, Entwurf von Quadraturfor-
meln). O

Ein Schwerpunkt der Gaufischen Beitrage zur numerischen Mathematik liegt in der Interpolation
und der Integration. Am 25.11.1796 steht in seinem Tagebuch die Eintragung

“’Formula interpolationis elegans®
womit wahrscheinlich die Interpolationsformel von Lagrange gemeint ist.

7.4 Determinante von Endomorphismen

Nun {ibertragen wir die Determinantenfunktion in naheliegender Weise auf Endomorphis-
men.

Definition 7.22

Sei X ein IK —Vektorraum mit Basis ®x = {x',..., 2"} und sei L : X — X
IK - linear. Wir setzen
det(L) :=det(Ayr),

wobei Ap die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basis ®x ist.

Damit die obige Definition sinnvoll ist, ist zu zeigen, dal det(L) nicht von der gewéhlten
Basis abhéngt. Dies ist aber mit Bemerkung 4.33 sofort klar, da sich Matrixdarstellungen
von L nur bis auf Ahnlichkeit unterscheiden, d.h.:
Ist A’ die Darstellung von L bzgl. einer weiteren Basis @'y, dann gibt es eine invertierbare
Matrix S mit

A, =S1ALS.

Also ergibt der Multiplikationssatz
det(L) = det(S™' A S) = det(S™1) det(Az) det(S) = det(L).

Dies war zu zeigen.
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Satz 7.23

176

Sei X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum und sei L : X — X IK- linear.

Dann sind fir A € IK dquivalent:
(a) X ist Eigenwert von L .
(b) Kern(Nidx — L) # {6} .
(c) Kern(AE — A) # {0} fir jede Matrizdarstellung A von L.
(d) det(AE — A) = 0 fiir jede Matrizdarstellung A von L.
(e) det(Aidx — L) =0.

Beweis:

Sei n := dimg X und sei A eine Matrixdarstellung von L (bei gewédhlter Basis in X .
(a) < (b)

Klar, ein Vektor z ist Eigenvektor zu A genau dann, wenn z in Kern(Aidx — L) ist.
(b) = (c)

Betrachte das Diagramm

X - X
kxl /CXoL:AO/CX lk}X
H(n,l i> H(n,l

mit der Koordinatenabbildung kx . Aus der Kommutativitidt des Diagramms und der

Tatsache, da kx ein Isomorphismus ist, folgt, daB jedes Element kx(z) € IK™'
x € Kern(Aidx — L) in Kern(AE — A) liegt.

Damit ist (b) = (c) klar, die Umkehrung folgt analog.

Die Implikationen (¢) <= (d), (d) <= (e) sind trivial.

Sei A = (aij;) € IK™" . Betrachte die Abbildung

i=1(1)n,j=1(1)n

pa:IK 5\ — det(AE—A) € IK .

mit

Die Darstellungsformel (D14) zeigt sofort, daf p4 ein Polynom ist, dessen Grad hochstens
n ist. Der Grad ist wirklich n, denn der Summand, der zur Identitit id € S,, gehort,

lautet
(A—a11)~~~()\—a,m).
Der Koeffizient von A" ist also 1. Der Koeffizient von \*~! ergibt sich zu

_(a11+---+ann)7

der Koeffizient von \° ist (—1)" det(A). Also haben wir

pa(N) = A" — (a1 + ..o+ @) N (=1)"det(A), A € IK .

(7.1)
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Kommen wir nun zur Definition des charakteristischen Polynoms in einer allgemeinen
Situation (siehe Definition 5.26).

Definition 7.24
Das Polynom x ,(\) := det(A\E— A) heifit charakteristisches Polynom der Matriz
A= (aij)izz(z)n,jzz(z)n :
Der Koeffizient aiy + ... + any von A" in x, heiffit Spur von A.

Ist nun A € IK™" eine Matrixdarstellung einer IK-linearen Abbildung L, dann ist x , von
der speziellen Matrixdarstellung gar nicht abhéingig, da eine andere Matrixdarstellung
dazu dhnlich ist. Daher ist sinnvoll:

Definition 7.25

Set X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und set L : X — X IK - linear.
Das Polynom x,, definiert durch x,(\) := x,(A), A € IK, wobei A eine Matrizdar-

stellung von L ist, heifst das charakteristisches Polynom wvon L. -

Bemerkung 7.26
Bei dhnlichen Matrizen stimmen die charakteristischen Polynome offenbar iiberein. Die
Umkehrung gilt nicht, wie man an folgendem Paar nichtdhnlicher Matrizen erkennt:

- (39) 0= (23)

Beide Matrizen haben als charakteristisches Polynom das Polynom p(\) := A\?. O

Folgerung 7.27

Seir X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum und ser L : X — X IK - linear.
A € IK ist genau dann Eigenwert der IK — linearen Abbildung L : X — X , wenn
A Nullstelle des charakteristischen Polynoms x, von L 1ist.

Beweis:
Satz 7.23. ]

Kennt man einen Eigenwert A eines Endomorphismus L : X — X (dimx X endlich),
dann berechnet man einen Eigenvektor, indem man eine Basis von X wéhlt, die zugehori-
ge Matrixdarstellung A von L ermittelt, einen (Koordinaten—)Vektor a in Kern(AE — A)
berechnet und diesen mit Hilfe der Koordinatenabbildung kx zu einem Vektor z €
Kern(Aidx — L) macht (siche Beweis zu Satz 7.23).

Das Hauptproblem liegt also im Auffinden von Eigenwerten von Matrizen. Hierzu sind
nach Folgerung 7.27 die Nullstellen des charakteristischen Polynoms aufzufinden. Damit
kommt nun der Fundamentalsatz der Algebra



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 178

Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt genau n Nullstellen in €

wieder ins Spiel (siehe Abschnitt 3.3). Liegt also der Skalarkérper € vor, dann haben wir
n := deg(x,) Nullstellen des charakteristischen Polynoms und das Problem, geniigend
viele Eigenvektoren zu finden (siehe Lemma 5.7 und Lemma 5.1), scheint zumindest prin-
zipiell gelost. Leider fithrt uns Lemma 5.7 nur dann zu einer Basis von Eigenvektoren in
X, wenn die Eigenwerte paarweise verschieden sind. Hier ist wieder der zentrale Punkt
der Theorie diagonalisierbarer Abbildungen erreicht.

Der Satz von Cayley — Hamilton erhélt nun eine allgemein giiltige Fassung.

Satz 7.28

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und set L : X — X IK - linear.
Ist x, das charakteristische Polynom von L, so gilt x,(L) = 6.

Beweis:

Sei n := dim X und sei A irgendeine Matrixdarstellung von L.

Sei p(A) :=det(\E — A) =ag+aA+... +a, 1 A" T+ A" A€ K.

Sei fiir A € IK B#*(X) = (b;i(N))iz1(1)n,j=1(1)n die zu AE — A komplementére Matrix.
Jeder Eintrag bj;(-) stellt ein Polynom dar und hat hochstens Grad n — 1; dies folgt aus
der Definition der algebraischen Komplemente. Also kénnen wir B#(\) mit Cy, ..., C, 1 €
IK™5"1 50 hinschreiben:

B*(\) =Co+CiA+ -4+ Cp X"E.
Nach Definition des Komplements gilt
(AE — A) B¥(\) = det(A\E — A)E.
Ein Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen
—ACy=ayE,-AC1 +Co=aE,...,-AC, 1 +Ch2=0a,1E,C,1 =FE.

Indem man hier die k-te Gleichung mit A* multipliziert (k = 0,...,n) und die Ergebnisse
addiert, kommt man zur Beziehung

O =ayE+aiA+...+a, 1AV + A" = p(A).
|

Nun ist auch klar, wie das Minimalpolynom eines Endomorphismus L, losgelost von der
Annahme, dafl L split iiber dem Skalarkorper ist, definiert werden kann. Es existiert ja
nun offensichtlich ein Polynom p kleinsten Grades mit p(L) = 6.
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Definition 7.29

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei L : X — X ein
Endomorphismus. Das eindeutig bestimmte Polynom

k-1 k-1

"+ apt € Klz] mit L'+ al'=6
1=0 =0

heifit das Minimalpolynom von L; wir schreiben dafiir jr, .

Beispiel 7.30
Sei X := IR* und sei der Endomorphismus L : X — X dargestellt durch die Matrix

_ (0 -1 2,2
A.(l 0>€ZR .

Das charakteristische Polynom ist offenbar y, (A\) := A? + 1. Es ist identisch mit dem
Minimalpolynom. Da es keine Nullstellen in IR? hat, ist der Endomorphismus nicht split
itber IR . Klar, iiber € ist der Endomorphismus split. O

Mit etwas Kenntnissen aus der Theorie der Ideale im Polynomring IK[z] leitet man ab,
dal gy ein Teiler des charakteristischen Polynoms x, ist und dafl x, ein Teiler von
it (n =dimg X) ist.

7.5 Orientierung

In R' kann man eine “Orientierung einfithren, indem man einen Halbstrahl der Zahlenge-
raden als positiv auszeichnet.

In IR? erhilt man eine “Orientierung®, indem man einen Drehsinn als positiv auszeichnet.
Im allgemeinen ist dies der Gegenuhrzeigersinn.

Im IR?® schlieBlich kann man eine “Orientierung* einfithren, indem man einen “Schrau-
bungssinn® als positiv auszeichnet. Der Physiker hat dafiir die sogenannte Dreifingerregel
parat.

Allgemein l&8t sich eine Orientierung mittels geordneter Basen einfiithren. Davor nochmals
ein Blick auf IR*. In IR? gibt es zwei verschiedene Drehrichtungen. Man gebe sich eine
Basis {a!, a?} vor. Die Gerade £({a'}) kann durch die Gleichung

det(a'|z) =0
beschrieben werden. Damit gibt es die zwei Halbebenen
det(a'|z) > 0, det(a'|z) < 0.
Die beiden Orientierungen lassen sich also dadurch unterscheiden, ob

det(a'la®) > 0 oder det(a'|z) <0
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gilt. Welche Orientierung als positiv ausgezeichnet wird, ist willkiirlich.

Definition 7.31

Zwei geordnete Basen {x',... x"} {y',...,y"} im IR — Vektorraum X heifen

gleich—orientiert, falls det(A) > 0 fiir die Ubergangsmatriz A gilt. .

Die Relation “gleich—orientiert* ist eine Aquivalenzrelation. Die Eigenschaften Reflexivi-
tat, Symmetrie, Transitivitédt folgen aus

det(E) = 1,det(A™") = det(A) ™', det(AB) = det(A) det(B).

Die Klasseneinteilung ist einfach; sie fithrt auf zwei Klassen. Wiederum ist es willkiirlich,
welche Klasse von geordneten Basen als positiv orientiert bezeichnet wird. Beachte, dafl
es wirklich auf die Reihenfolge in der Angabe der Basis ankommt: Bei Vertauschung von
zweil Basiselementen wechselt die Basis die Klasse.

Beispiel 7.32

Sind in IR? die beiden Basen {e',e?, e’} und {e', e + €2, e' — e®} gleichorientiert?
Die Ubergangsmatrix ist

11 1
A=]101 0
0 0 -1
und damit det(A) = —1 < 0. Also sind die Basen nicht gleichorientiert. O

Definition 7.33

Einen endlich—dimensionalen IR — Vektorraum mit einer in thm gewdhlten Orientie-
rung, d.h. mit einer als positiv ausgezeichneten Klasse von Basen, nennt man einen

orientierten Raum. 0

Man 16se ein Etikett von einer Thunfischdose ab, gebe dem Papierstreifen eine halbe Drehung und
klebe ihn so zusammen, daf} die blanke Innenseite nahtlos in die beschriftete Auflenseite iibergeht.
Auf diese Weise bekommt man ein Mobiusband mit all seinen seltsamen Eigenschaften. Erstens,
das Mobiusband hat nur eine Seite. Man entdeckt dies, wenn man versucht, das Mobiusband auf
einer Seite rot und auf der anderen Seite blau zu farben. Zweitens, man kann es nicht teilen,
wenn man es entlang der Mittellinie durchschneidet. Drittens, es ist nicht orienterbar. Man sieht
dies, wenn man ein kleines Koordinatenkreuz entlang der Mittellinie iiber das M6biusband schiebt:
Wenn man einmal rum ist, kommt das Koordinatenkreuz nicht zu Deckung.

Dieses aufregende (topologische/geometrische) Objekt wurde von A.F. Mébius (1790 — 1868) ent-
deckt.

Wir fithren nun ein Vektorprodukt, d.h. ein “Produkt“ von zwei Vektoren, das wieder ein
Vektor ist, so ein, dafl gilt:
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Sind z,y € IR® linear unabhingig und ist z x y das zugehérige Vektorprodukt, dann ist
T,y,T X y eine positiv orientierte Basis von IR® (e, e? €3 ist als positiv orientierte Basis
festgelegt).

Da das Vektorprodukt auch linear in jedem Argument sein soll, mufl dann notwendiger-
weise gelten:

3

el xel=ede? xed=el e xel =€,

Definition 7.34

Sei IK ein Korper. Unter dem Vektorprodukt x x y von x,y € IK>' versteht man

den Vektor
ToY3 — T3Y2
T XYy = T3Y1 — T1Y3 e IK3t .
T1Y2 — T2

Das Bildungsgesetz 148t sich leicht merken, indem man die Entwicklung einer Determi-
nante nach einer Spalte in sehr formaler Weise verwendet:

1
€ I1 U
2 y 1| L2 Y2 2| T1 Y1 3| 1 Y1
xxy::exgygzzexy—exy e:cy
3 3 Y3 3 Y3 2 Yo
€ T3 Y3

Bei der Einfithrung des Vektorprodukts haben wir Spaltenvektoren verwendet. Es ist klar,
daB wir damit auch ein Vektorprodukt in IK® zur Verfiigung haben. Diesen Standpunkt
nehmen wir nun ein und unterscheiden in diesem Zusammenhang nicht zwischen Spalten-
vektoren und Tupeln.

Unter Verwendung des euklidischen Skalarprodukts < -,- > in IR* b haben wir folgende
Rechenregeln:

Rl) zxy=—yxzx,zxzx=40.
R2) (ax+by) X z=ax x y+by X z.

R3) z X (ay+bz) =ax x y+bx X z.

(R1)
(R2)
(R3)
(R4) zx (yxz)=<z,2>y— <z,9y>%2. (Grassmann — Identitdit)
(RB) zx (yxz2)+yx(zxz)+2zx(xxy)=40. (Jakobi — Identitdt)
(R6) <z xy,z>=det((z]y|z)).

(R7)

R7) <z,z xy>=<vy,zxy>=0.

(R8) |z x yf* = [Py~ < 2,y >*= det( <mE> <zYy> )

<my> <yy>

(R9) |z x y| = |Ax x Ay fir A € O(3).
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(R10) |z x y| = [z][y|sin(6), < z,y >= |z||y[ cos(F),0 < 6 < .

Bemerkung 7.35
IR?® zusammen mit der Vektoraddition und dem Kreuzprodukt als “Multiplikation® ist

eine nichtkommutative Algebra, die statt assoziativ zu sein, die Jakobi — Identitét (R5)
erfiillt. Eine solche Algebra heifit Lie—Algebra. O

Von der Orientierung der Basen gelangt man zu einem orientierten Volumen von Parallel-
epipeds. Ein solches Parallelepiped wird aufgespannt durch eine Basis z!, ..., 2" gemi8

P .= {Zajxj|ogaj§1,1§jgn}.

=1
Das Volumen von P ist gegeben durch det(x!|---|z") und wir sehen, daf es positiv ist,
falls die Standardbasis {e,...,e"} und die Basis {z!,... 2"} gleichorientiert sind.

7.6 Anwendung: Gleichungen der Mechanik *

An den Anfang der eines kurzen Abrisses der Mechanik sollten wir Newtons Grundgesetze
in ihrer urspriinglichen Formulierung stellen:

e Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gleichformig ge-
radlininigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird,
seinen Bewegungszustand zu &ndern.

e Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportio-
nal und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene
Kraft wirkt.

e Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich; oder die Wirkungen zweier Kérper
aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

Mit Korper sind zunéchst Massenpunkte, das sind punktféormige Teilchen, gemeint. Fiir
die folgenden Betrachtungen sehen wir von der rdumlichen Ausdehnung eines physikali-
schen Korpers/Massenpunktes zunéchst also ab.

Fiir die Beschreibung der Bewegung des Massenpunktes — wir sprechen von Bewegung,
wenn sich im Ablauf der Zeit die Koordinaten des Kérpers in einem gewéhlten Koordina-
tensystem dndern — wihlen wir ein geeignetes Koordinatensystem, etwa die drei Kanten
des Labors, die in einer Ecke als Ursprung zusammenstoflen; siche Bemerkung 6.31.

Die Zeit spielt in der nichtrelativistischen Mechanik eine Sonderrolle. Die tégliche Erfah-
rung sagt uns, dafl die Zeit universell zu sein scheint, d.h. dal sie unbeinflufit von den
physikalischen Gesetzen ablauft. Wir beschreiben die Zeit durch einen eindimensionalen
affinen Raum oder, nach Wahl eines Nullpunktes, durch die reelle Gerade IR .

Sind P(t) € IR die Koordinaten des Massenpunktes zur Zeit ¢, so heifit

r(t) := OP(t)



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 183

der Ortsvektor der Bewegung, wobei O als Koordinatenursprung angenommen wird. Der
Geschwindigkeitsvektor ist definiert als zeitliche Verdnderung des Ortsvektors:

o(t) = #(t) = ().

Der Beschleunigungsvektor ist

b(t) = 0(t) %U(t).

(Die Notation 7, v ist von den Physikern “geliehen“.) Der Geschwindigkeitsvektor v ist
eigentlich ein Tangentialvektor an die Bahnkurve ¢ — r(t) und liegt daher im Tangen-
tialraum an die Mannigfaltigkeit der Ortsvektoren an der Stelle r. Hier konnen wir aber
zunichst noch diesen Tangentialraum mit IR® identifizieren, in allgemeiner Situation hat
man auf die Theorie der Mannigfaltigkeiten zuriickzugreifen.

Eine Einwirkung auf einen Massenpunkt, die eine Bewegung hervorrufen kann, bezeich-
net man als Kraft. Eine Kraft K besitzt einen Angriffspunkt, hat eine Gréfle und eine
Richtung. (Eine besonders offensichtlicher Fall einer Krafteinwirkung ist die Schwerkraft:
Jeder Korper erfahrt auf der Erdoberfliche eine Krafteinwirkung nach unten, ndmlich sein
Gewicht. Damit kann eine Krafteinheit (Kilopond) festgelegt werden. Aufler der Schwer-
kraft gibt es elektrische , magnetische, ... Krifte.)

Die gleichformig geradlinige Bewegung ist eine Bewegung mit konstanter Geschwindig-
keit. Bezugssysteme (Koordinatensysteme), in denen alle kréftefreien Bewegungen eines
Korpers geradlinig sind, heiflen Inertialsysteme. In solchen Inertialsystemen hat das
Newtonsche Gesetz der Mechanik die Form

mb=K .

Hierbei ist der Skalar m die Masse des Korpers, ein Ma$ fiir die Tragheit (Beharrungsver-
mogen) des Korpers. Die Masseneinheit ist die Masse des Archivkilogramms, die Masse
der Volumeneinheit eines homogenen Korpers wird Dichte genannt. K kann eine Funktion
von (t,r,v) sein.

Statt mb = K kann man auch schreiben

%(mv) =K.

In dieser Form ist das Gesetz auch giiltig bei verdnderlicher Masse, etwa bei der Be-
schreibung der Bewegung einer treibstoffverbrennenden Rakete. Die Grole P := muv heif$t
Impuls oder Bewegungsgréfie. Wenn also keine Krafteinwirkung vorliegt, bleibt der Impuls
konstant.

Isaac Newton (1643 — 1727) gibt in seiner Arbeit “Philosophia naturalis pricipia mathematica® eine
axiomatische Grundlage der klassischen Mechanik. Sie enthilt das Gravitationsgesetz, das Gesetz,
nach dem ein Apfel zur Erde fillt und das den Mond auf seiner Bahn um die Erde hilt. Sein
Aktionsprinzip lautet so: Die auf eine Zeiteinheit bezogene Anderung der Bewegungsgrofe ist der
Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht in der Richtung, in der jene Kraft
angreift.

I. Newton und G. W. Leibniz (1646 — 1716) “fanden“ die Differential- und Integralrechnung fast
gleichzeitig und unabhéngig voneinander.
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Beispiel 7.36

Betrachte die Schwingung einer an einer Feder aufgehdngten Masse.

Es bezeichne z(t) die Auslenkung der punktformigen Masse aus der Ruhelage zur Zeit ¢.
Aus einem Hauptsatz der Newtonschen Mechanik folgt

ma"(t) = f(t) (7.2)

wobei m die Masse ist und f(t) die Gesamtheit der zur Zeit ¢ auf die Masse wirkenden
Kréfte darstellt. Nach dem Hookschen Gesetz ist die Riickstellkraft f,(¢) der Feder zur
Zeit t gegeben durch

fa(t) = —cx(t)
wobei ¢ > 0 die sogenannte Federkonstante ist. Wird auch die Reibungskraft f, (mit Luft,
in einem Olbad,. ..) beriicksichtigt, so ist ein modellhafter Ansatz

fr(t) == —2d 2'(t)

wobei 2'(t) fiir die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ steht und 2d > 0 eine Reibungskonstante
ist, die wir zweckméBigerweise zu 2d angesetzt haben. Damit bekommt man aus (7.2)

ma” (t) = fn(t) + fr(t) = —cx(t) — 2d'(t), (7.3)
also
z"(t) + 2da'(t) + cx(t) = 0. (7.4)

Dabei haben wir die Masse nun der Einfachheit halber auf den Wert 1 gesetzt.

(7.4) ist nun eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die wir durch Einfithrung der
Auslenkung z; := z und der Geschwindigkeit 2z, := z’ als Variablen in ein System um-
schreiben:

. 0 1
Z=Az nutA—(_C —2d>' (7.5)

Nun haben wir die Beobachtung, daf}
2(t) =Mz, t € IR,

eine Losung des Systems (7.5) ist, falls A € IR ein Eigenwert von A und z, ein Eigenvektor
dazu ist. Dies folgt aus:

2(t) = NeMzy, AeMzy = M Az = My
Aus

|
c A+2d

-5

folgt

)\1/2:—d:|: \/dQ—C.

Nun hat man drei Falle zu unterscheiden:

Fall 1: &> — ¢ > 0.
Hier haben wir zwei verschiedene Eigenwerte und wir erhalten dazu die zwei Losungen

2(t) = Mz, 22(t) i= Mz,
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wobei 2,1, 20,2 die zugehdrigen Eigenvektoren sind.

Fall 2: > —c < 0.
Hier haben wir erneut zwei verschiedene Eigenwerte und wir erhalten dazu die zwei
“Losungen®

2H(t) = Mz, 22(t) i= Mz,

wobei 2 1, 20,2 die zugehorigen Eigenvektoren sind. Dies kann uns aber nicht zufriedenstel-
len, denn hier sind ja die Eigenwerte A;/; komplex, ein Umstand, der nicht zum Anliegen,
ein reelles Phédnomen zu studieren, pafit. (Die Tatsache, die Exponentialfunktion auch
fiir komplexe Exponenten erkliren zu miissen, wollen wir tibergehen, es ist mdoglich! Be-
achte auch, daf8 wir nun die Eigenvektoren in €2 zu suchen haben.) Der Ausweg ist die
Beobachtung, daf3

2H(t) = R((€M201)) , 22(1) = S((€M201))

)

zwei (verschiedene) Losungen sind.

Fall 3: d> —c=0.
Dies ist der sogenannte Grenzfall. Hier haben wir nur einen zweifachen Eigenwert und wir
erhalten dazu die Losung

Zl(t) = 6>\1t2’071 .
Woher eine zweite Losung nehmen? Dazu wére zuerst zu klaren, warum wir nach einer
zweiten Losung suchen sollten. Der Grund dafiir ist, dafl bei der Anfangsvorgabe zur Zeit
t = 0 zwei Freiheitsgrade vorliegen: Es kann die Auslenkung und die Geschwindigkeit
vorgegeben werden. Um diese Vorgaben erfiillen zu kénnen, benotigen wir im allgemeinen
zwei (linear unabhéngige) Losungen.
Die zweite Losung finden wir mit einem Ansatz

2(t) i= eMiz(t),

wobei jede Komponente von z(¢) nun keine Konstante, sondern ein Polynom vom Grad
kleiner gleich 1 ist. Auf die Begriindung wollen wir verzichten, als Rezept hilft es allemal
weiter. 0O

Beispiel 7.37

Betrachte das obige Beispiel mit den Zahlenwerten d = 1 und ¢ = 1. Es liegt dann der
Grenzfall vor. Die “erste* Losung ist in Zeilenschreibweise

2t)= (et —e ), te R.
Die zweite Losung finden wir mit dem Ansatz (in Zeilenschreibweise)
2(t) = (e "(a+bt),e(c+dt)),tc R.

Es ergibt sich durch Koeffizientenvergleich — Polynome stimmen iiberein genau dann,
wenn die Koeffizienten {ibereinstimmen — als eine zweite Losung

2t)=(te",(1—-t)e "), tc R .
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a

Bisher hatten wir den vorliegenden Korper als Massenpunkt (ohne Ausdehnung) betrach-
tet. Bei ausgedehnten Korpern ist die Annahme, dafl die Krifte alle an demselben Punkt
angreifen, nicht zu halten. Wir sehen von Deformationen ab und betrachten nun einen
sogenannten starren Korper. Die angreifenden Krifte konnen nun neben beschleunig-
ten Parallelverschiebungen auch Drehungen bewirken. Fiir ihre Beschreibung treten an
die Stelle von Kraft, Masse, Beschleunigung die Begriffe Drehmoment, Tragheitsmoment,
Winkelbeschleunigung. .

In einem Punkt P eines Korpers mit Ortsvektor r := OP greife eine Kraft an. Der Koérper
werde in O festgehalten. Dann heif3t

Dp =rx K
das (resultierende) Drehmoment. An die Stelle von mb = K tritt nun
Ow=D.

Hierbei ist © das Tréagheitsmoment, w die Winkelgeschwindigkeit um eine fest gewéhlte
Achse, w die Winkelbeschleunigung und D die Summe aller Drehmomente. (Das Tragheits-
moment einer punktférmigen Masse in Bezug auf den Ortsvektor r := OP ist © = m|r|?.)
Betrachten wir etwa eine (masselose) Stange, an der an den Enden im Abstand r; bzw.
ro vom Auflagepunkt Massen m; bzw. ms angebracht sind. Damit sich die Stange nicht
um ihren Auflagepunkt dreht, miissen die Drehmomente entgegengesetzt gleich sein. Dies
bedeutet in eindimensionaler Betrachtung:

rimig = romesg oder 1My = oMo

Hierbei ist g die Gravitationskonstante.
Also dreht sich die Stange nicht, wenn die Stange im Schwerpunkt unterstiitzt wird. Er
teilt die Stange im Verhéltnis r1 : 7o = mg : My

Betrachten wir nun als Beispiel die Bewegung eines Massenpunktes in einem Zentralfeld.
Als Anwendung kann man sich dann die Bewegung eines Planeten um die Sonne vorstellen.
Weist jeder Vektor K(z,y,z) eines Kraftfeldes K im Raum IR® auf ein und denselben
Punkt 6, so nennen wir das Kraftfeld K ein Zentralkraftfeld. Dies bedeutet, dafy wir

K(x7y72) = f(x,y,z)(x,y,z), (:c,y,z) € R’ \{0}

haben mit einer Funktion f : IR*\{0} — IR.
Unter dem Einflul einer solchen Kraft moége nun ein Punkt mit Masse m sich bewegen.
Sind r(t) := (z(t),y(t), 2(t)) die Koordinaten zur Zeit ¢, dann ist nach dem Newtonschen

Kraftgesetz

m(E(t),§(t), 2(t)) = f(x(t), y(t), 2()) (z(t), y(2), 2(t))
Daraus folgt (ohne Argumente) fr xr = mr x #, und da r X r verschwindet, erhalten wir
die Gleichung 7 x #* = 0. Da offenbar 4 (r X 7) =7 X ¥ +7 x 7 = r x i gilt, muB also die
Ableitung von r x 7 verschwinden und somit r x 7 dauernd konstant sein. Dies zeigt, dafl
der Drehimpuls mr x 7 konstant ist. Dies ist ein wichtiges Ergebnis: In einem Zentralfeld
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ist der Drehimpuls konstant.

Sei nun d dieser zeitunabhéngige Drehimpuls. Ist d = 6, dann sind r und r linear abhéngig
und die Bewegung des Massenpunktes findet auf einer Geraden statt. Ist d # 6, folgt aus
<d,r >=<r,rxr >=0, dafl der Massenpunkt sich sténdig in einer Ebene befindet, die
orthogonal zu d ist. Es liegt also eine ebene Bewegung vor. Fiir die Planetenbewegung
bedeutet dies, daf die Planeten sich in einer Ebene durch den Nullpunkt, in dem die Sonne
sich befindet, bewegen. Wahlt man nun diese Ebene als die Ebene z = 0, so erhalten wir

xy —yx = dp, (dy eine reelle Konstante)

Fithren wir die Polarkoordinaten geméfl

(t) = a(t) cos ¢(1), y(t) = a(t) sin ¢(?)

ein, dann zeigt eine einfache Rechnung

a(t)2p(t) = dy .

Da die Fliache F(ty,t5), die der Bewegungsstrahl in dem Zeitintervall [t1, t5] iberstreicht,
durch

to
Flty, ts) = 1/2 / a(t2d(t)dt = 1/2(ts — t1)do
t1
gegeben ist, ergibt sich der Flachensatz: In einem Zentralfeld iiberstreicht der Radius-
vektor der Bewegung in gleichen Zeiten gleiche Flichen. Durch eine genauere Analyse
erhalten wir fiir die Planetenbewegung die sogenannten Keplerschen Gesetze:

1. Keplersches Gesetz Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in derem einem Brenn-
punkt die Sonne ist.

2. Keplersches Gesetz Der von der Sonne zu einem Planeten weisende Radiusvektor
iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen,

3. Keplersches Gesetz Das Verhiltnis zwischen dem Quadrat der Umlaufzeit und dem
Kubus der grofien Achse (der Bahnellipse) ist fiir alle Planeten des Sonnensystems
gleich.

Die beiden ersten Gesetze verdffentlichte Johannes Kepler (1571 — 1630) 1609, das dritte 1619.
Er schlo3 damit eine Etappe der Revolution in der Astronomie aufbauend auf die Arbeiten von
Kopernikus und Tycho Brahe ab. Newton konnte diese empirisch aufgestellten Gesetze aus seinem
Gravitationsgesetz in strenger mathematischer Beweisfithrung ableiten. Die von ihm gefundene
Differential- und Integralrechnung spielte als Hilfsmittel eine tiberragende Rolle.

Wichtige Eigenschaften des Raumes der physikalischen Bewegungen sind seine Homoge-
nitét (“er sieht tiberall gleich aus“) und seine Isotropie (“alle Richtungen sind gleich-
berechtigt“). Fiir die Zeit gibt es eine Ordnung der Zeitpunkte in frither bzw. spiter,
Vergangenheit und Zukunft. Fafit man den momentanen Ort eines Teilchens und den
Zeitpunkt, zu dem dieser Ort angenommen wird, zu (z,t) € IR? x IR zusammen, so spricht
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man von einem Ereignis. Diese Zusammenfassung von Raum und Zeit wird in der re-
lativistischen Physik besonders wichtig, weil dort eine tiefere Symmetrie von Raum und
Zeit herrscht. In der nichtrelativistischen Mechanik spielt die Zeit nur die Rolle eines
Parameters, vergleichbar mit den Parametern bei der Beschreibung von Kurven.

Man macht sich klar, dal die allgemeinste Transformation, die Inertialsysteme in Iner-
tialsysteme abbildet, folgende Form haben muf:

r — Ar+wt+Z mit AcO3),wec R?,
t — M+s mit A\=ZEl1.

Es ist sinnvoll, fiir eine solche Transformation noch det(A) = 1 und A = 1 zu verlangen.
Diese Transformationen heiffen dann Galilei—Transformationen. Sie bilden eine Grup-
pe, die sogenannte eigentliche orthochrone Galilei—-Gruppe. Hierin verbergen sich
10 freie Parameter (6 fiir A, 3 fiir w, 1 fiir s). Sie entsprechen den 10 Erhaltungsgrofien
Impuls, Drehimpuls, Schwerpunkt, Energie.



Kapitel 8

Euklidische Vektorraume

Wir betrachten nun die Begriffe ,Lange“ und ,, Winkel“ in allgemeinem Rahmen. Daraus
entwickeln sich dann ,,Orthogonalitat®, ,,Orthonormalbasis“ und , Normalformen“ sym-
metrischer Endomorphismen.

8.1 Normierte Riume

Definition 8.1

Sei IK € {IR, €} und sei X ein IK-Vektorraum. Eine Abbildung ||| : X — IR
heifst Norm genau dann, wenn gilt:

(1) ||z]| > 0 fiir alle x € X und es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 6.
(2) |laz|| = |al||z|| fir alle x € X,a € IK .
(3) llz+yll < llzll +yl fir alle z,y € X.

Das Paar (X, || -||) heift dann ein normierter Raum. .

Die Eigenschaften aus Definition 8.1 hatten wir bereits in Lemma 6.12 kennengelernt. Es
besagt damit, dafl der euklidische Abstand eine Norm darstellt. Im n#chsten Abschnitt
ordnen wir dies allgemein ein.

Man sieht auch sehr schnell, dafi ein normierter Raum (X, | - ||) mit der Metrik

d: X x X3 (z,y) — |lz—y| € R

zu einem metrischen Raum wird. Wir konnen daher (wie in der Analysis) die topologi-
schen Begriffe ,offen, abgeschlossen, kompakt“ erkldren. Dazu noch eine Bezeichnung:
Die abgeschlossene Kugel um z° € X mit Radius r > 0 ist die Menge

Br(:co) ={z € Xl|||z — :L'OH <r}.

189
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Definition 8.2

Sei (X, ]| - ||) ein normierter Raum und sei M C X.

(a) M heifst offen, wenn fiir jedes 2° € M eine Kugel B,(x°),r > 0, ezistiert
mit B,.(z°) C M.

(b) M heif$t abgeschlossen, wenn X\M offen ist.

(c) M heifit kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung
M C UUi, U; offen fiir alle i € I,
iel

Indizes 11, ...,7 € I gibt mit

Beispiel 8.3
Sei X := €". Wir haben zu p € [1,00) die Norm

|-|: X2z — (Z|xi|p)5€ZR.

=1

Die Normeigenschaften sind bis auf die Dreiecksungleichung sofort klar. Ist p = 1, dann ist
die Dreiecksungleichung eine einfache Konsequenz aus der Giiltigkeit dieser Ungleichung
fiir den Betrag. Sei nun p € (1, 00). Zur Verifikation der Dreiecksungleichung ziehen wir
das nachfolgende Lemma heran. Sei q € (1,00) mit ¢! +p~! = 1.

Seien x,y € €™ . Mit Lemma 8.4 erhalten wir:

lz+yl” = > |zt yl
i=1

S olzilles + P+ |willws + waP

<
=1 i=1
n 1 n L n 1 n 1
= (Z |~’Uz‘|p> p (Z i +yz~l(”‘1)q> 4 (Z |in”> p (Z | +yz~l(”_1)q> q
=1 =1 i=1 i=1

) {(@m) " <Y;|y|>} <Z; lxi+yi|p>l_%

Daraus liest man nun die Dreiecksungleichung ab.

Ergénzt wird diese Normenfamilie (|| - ||,,p € [1,00)) durch

| flo: X €z —> 11;1%|x1|€ﬂ%
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Man rechnet fiir p € [0, 0o0) sehr einfach die folgende Ungleichung nach:
1 n
[2lleo < llzlly < nrflzle , 2 € € (8.1)
Darauf kommen wir in allgemeinerer Situation wieder zuriick. O

Das folgende Lemma stellt die Héldersche Ungleichung bereit.!

Lemma 8.4

Seien x;,y; € €,1<i<n,pc IR mitl < p<oo. Definiere ¢ durchp=* +q ' = 1.
Dann gilt

>z < S Jzallyl < O ) e (O il 9)s
=1 =1 =1 =1

Beweis:
Als Vorbereitung fithren wir fiir a,b,7 € IR mit a > 0,b > 0,7 € (0,1) die folgende
Ungleichung an:

a’b'" <ra+(1-1r)b (8.2)

Fiir a = 0 oder b = 0 ist nichts zu beweisen. Sei nun 0 < a < b. Die stetige Funktion
la,b] 5t —> tT" € R

ist monoton fallend. Daher ist
b
BT gt = (1— ) /t"’dt <(1=rb-a)a"

und es folgt
ab' " <a+(1-r)b—a)=ra+(1-7)b.

Ist 0 < b < a, dann folgt die Aussage durch Anwendung des eben Bewiesenen nach
Vertauschung von r mit » — 1.
Nun zum eigentlichen Beweis.

Setze r := % Es ist dann 1 — r = é Sei a = (i |z [P) " Hai|P, b= (i |y;19) ]9 fiir
ein festes i. Nach Ungleichung (8.2) ist

1 1.1

n 1 n n L
|xi||yi|(2|xj|p) "(Z|yj|q) e < arba
Jj=1 j=1

12 _ 12 _
= = | ) Ml + = sl il
P o q =

Summation iiber ¢ und Umstellung ergibt die Behauptung. [

R . .. :
'Fiir a > 0 sei mit a? die nicht negative Lésung von P = a bezeichnet.
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Definition 8.5

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Eine Folge (x,)nemw in X konvergiert gegen
x € X genau dann, wenn gilt:

Ve >03dN € IN ¥n > N(||z, — z|| <€)

x heifft dann der (eindeutig bestimmte!) Grenzwert oder Limes von (x,)nemw- .

Die Ungleichung 8.1 besagt, dafl in €™ die Konvergenz, betrachtet in unterschiedlichen
Normen || - ||, , zu keinen unterschiedlichen Ergebnissen fiihrt.

Lemma 8.6

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und sei A C X. Dann sind dquivalent:
(a) A ist abgeschlossen.

(b) Ist (z")nem ein konvergente Folge mit " € A fiir alle n € IN,
so qilt hEIIIZlV " e A.

Beweis:

(a) = (b)

Sei (2")nev ein konvergente Folge mit 2™ € A fiir alle n € IN . Sei 20 := 7116111]1\[ "
Annahme: z° € X\ A.

Da X\ A offen ist, gibt es € > 0 mit B.(z°) C X\ A. Dazu gibt es N € IN mit 2" € B.(z°)
fiir alle n > N. Dies ist im Widerspruch zu z" € A fiir alle n € IN .

(b) = (a)

Annahme: A nicht abgeschlossen, d.h. X'\ A nicht offen.

Dann gibt es 2° € X\ A derart, daf zu jedem n € IN ein 2™ € A existiert mit ||z° — z"|| <

%. Dann ist aber (2"),emw eine Folge in A mit l.lerzrzlv z™ = 2°. Dies ist ein Widerspruch.
n

Definition 8.7
Sei (X, || - ||) ein normierter Raum.
(a) FEine Folge (z,)nemnv heifst Cauchyfolge in X, wenn gilt:

Ve > 0dN € IN Vn,m > N(||z, — zm| <€)

(b) (X,||-]|) heifit vollstdndig oder ein Banachraum, wenn jede Cauchyfolge

m X gegen ein x in X konvergiert. -

Die Theorie der normierten Rdume entwickelte sich aus der Theorie der metrischen Rdume heraus.
MafBgeblichen Anteil hatte S. Banach (1892 — 1945) an dieser Entwicklung. Seine Beitréige sind eng
verbunden mit der Begriindung der heutigen Form der Funktionalanalysis.
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Aus der Analysis wissen wir, dafl IR und €', betrachtet als normierter Raum — die Norm
ist der Abstand —, vollsténdig sind. Daraus schlieit man sofort, daf§ auch (IR", || - ||~) und
(€", ] - ||oo) vollstéandig sind. Mit der Ungleichung (8.1) folgt dann, daf sogar (IR", || - ||,)
und (€™, |- |/p) ;1 < p < oo, vollsténdig sind.

Aus der Analysis wissen wir, daf§ die Einheitskugel B;(#) in (€",|| - ||) kompakt ist.
Meist wird dieser Sachverhalt aber so ausgedriickt:

Jede beschrinkte Folge in B;(f) hat eine konvergente Teilfolge.

(Eine Folge (z,,)nem in einem normierten Raum (X, || - ||) heiBt beschrénkt, falls es ein

r > 0 gibt mit 2" € B,(0) fiir alle n € IN .) Die Aquivalenz dieser Aussage beweist man
(in der Analysis) sehr einfach.

Wir benétigen die Kompaktheit in normierten Raumen meist in der folgenden dquivalen-
ten Aussage:

K ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in K besitzt.

Insbesondere ist jede kompakte Menge abgeschlossen (siehe Lemma 8.6). Fiir den Beweis
verweisen wir auf die Analysis.

Definition 8.8
Seien (X, || - ||x), (Y, || - |ly) normierte Raume. Eine Abbildung f : D — Y, D C X

heifst stetig in x° € D genau dann, wenn gilt:

Ve > 036 > 0Vr € D(||z — 2% x <§ = ||f(z) — f(@O)|ly < &)

Bemerkung 8.9

Betrachte den normierten Raum (€", || - |/,),1 < p < oo, und eine Abbildung f: D —
€". Die Ungleichung (8.1) besagt, daf die Stetigkeit von f auch iiberpriift werden kann,
wenn man die Norm || - [|2 gegen die Norm || - || austauscht. Damit féllt das Rechnen
meist einfacher, da koordinatenweise gerechnet werden kann. O

Beispiel 8.10

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Die Normabbildung
f: X2z — |z]| € R

ist stetig. Dies folgt aus

[f(@) = f@)] = [llzll = 12°l]] < [l= —2°|.
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Satz 8.11

Sei (X, ||-]|) ein normierter Raum, sei A C X kompakt und sei f : A — IR stetig.
Dann gibt es 2°, 21 € A mit

f(2°) = inf f(z), f(z') = sup f(z).
z€A €A
Beweis:
Es ist der Beweis nur zu einem Fall zu fiithren.
Sei (2" )nem eine Minimalfolge, d.h. 1.1511111\[ f(z") = i1.€11f4 f(z).Da A kompakt ist, enthélt diese

. . .0 1 ng .. . 0 _ T nE) —
Folge eine konvergente Teilfolge: x ]}éI}]lV ™ . Da f stetig ist, gilt f(z°) ]}éI}]lV f(z™)

inf f(z). |

r€A

Karl Weierstrafl (1815 — 1897) klirte die Begriffe “Infimum* und “Minimum* véllig auf und besei-
tigte damit die vorhandenen Unklarheiten, die aus der Auslassung von Existenzbetrachtungen bei
Extremalaufgaben an vielen Stellen entstanden waren; das sogenannte Dirichletproblem (P.G.L.
Dirichlet (1805 — 1859)) war zentral dabei. Das Dirichletsche Prinzip besteht darin, eine Lésung
mit Hilfe der Variationsrechnung zu finden. Bis etwa 1870 blieb allerdings dabei die Frage nach
der Existenz von Minima nahezu unbeachtet; “inf“ wurde allzuoft mit “min“ gleichgesetzt.

Hier hat auch seine “Entdeckung® der gleichmifliigen Konvergenz durch K. Weierstrafl (von Funk-
tionenfolgen) seinen Platz.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu einer fiir die Lineare Algebra in endlich-
dimensionalen Vektorrdumen wichtigen Aussage:

Satz 8.12

Sei X ein endlichdimensionaler Vektorraum tber IR oder €. Seien || - || und || - ||~
Normen in X. Dann gibt es reelle Zahlen ¢y > 0,cy > 0 derart, dafl

allz)|~ < |lz|| < ealz||~ fir alle x € X

gilt.
Beweis: " "
Sei {x!,..., 2"} eine Basis von X. Durch ||-|lo: X 2z =Y a;x® —— Y |a;| € IR wird
i=1 i=1
offenbar eine Norm || - ||o auf X erkldrt. Es ist

n n n
I el < 3 laillla’|] < ell Y- ai'llo
i=1 i=1 i=1

mit ¢ := max ||z’||. Damit gilt
1<i<n

n
2]l = | Y- ai’|| < cl|zlo fir alle z € X
=1

Betrachte die Abbildung

fiR">a — [|> a2’ € R.

=1
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(Wir betrachten hier den Fall, daf§ der Skalarkorper IR ist.) Es ist

n n

[f(@) = f@®)] < 1D (ai —ai)a’]| < c;lai —a;l.

=1

Dabher ist f stetig (beziiglich der Norm || - ||;) und nach Satz 8.11 gibt es m > 0 mit
|lz|| = | Zai:ﬁiH = f(a) > m fiir alle z mit ||z, < 1.
i=1

Daraus folgt sofort
||| = m||z|o fir alle z € X .

Wendet man dies nun auch auf die Norm || - ||~ an, dann erhélt man die Aussage durch

einfaches Umrechnen. O

Satz 8.12 besagt, dafl in einem endlichdimensionalen Vektorraum iiber (IR oder €) die
induzierte Topologie von der gewédhlten Norm unabhéngig ist.

Satz 8.13

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann gilt:
(a) Ist dim X < oo , so ist (X, || - ||) vollstindig.

(b) Jeder lineare Teilraum U von X mit dimU < oo ist eine abgeschlossene
Teilmenge von X.

Beweis:

Zu (a):

Nach Satz 8.12 geniigt der Nachweis, da§ X fiir irgendeine Norm vollsténdig ist. Sei
{z!,..., 2"} eine Basis von X. Betrachte die Norm

n
. . — . L .
|-|: X >z ;azx — 11;1%|az|EZR

Da jede Cauchyfolge in X iiber die Koordinatenabbildung sofort zu einer Cauchyfol-
ge in (€7, || - ||oo) fihrt und umgekehrt, folgt die Vollsténdigkeit von (X, || - ||) aus der
Vollstandigkeit von (€™, || - ||oc)-

Zu (b):
Sei U C X ein linearer Teilraum mit dim U < oo. Nach (a) ist (U, ||-||) vollstandig. Daraus
folgt sofort, dafl U auch abgeschlossen ist (siche Lemma 8.6). O

Im folgenden Beispiel kldren wir iiber die Situation auf, wenn wir auf die Voraussetzung
der endlichen Dimension verzichten. Fiir den Fortgang der linearen Algebra ist das fol-
gende Beispiel aber nicht wesentlich.

Beispiel 8.14
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Sei X :=CI0,1]:={f:[0,1] — IR|f stetig}. Auf X ist durch
1
|-Ih:Xef— [If@ldte R
0

eine Norm gegeben. Wir definieren durch

1 0<t<s—2
n 1 1 1 1
n _ L1 -~y 1,1
foi013¢t — {27 2 SS9t cp e,
1 1
1 L ied<e
eine Cauchyfolge (f,,)nemn in X, denn fiir m > n gilt

4
m

= Flle = [ 1520) = fm(®)lat <
0

Wir zeigen nun, daf§ es kein f € X gibt, das Grenzwert der Folge (f,)nemv ist.
Annahme: (f,)nemw konvergiert gegen f € X. Aus der Stetigkeit der Norm folgt, dafl

ft) =1,0<t< %,f(t) = —1,% < t <1, gelten muB. Dann kann aber f nicht stetig
sein. Wahlt man auf X die Norm

I lloo = X' f /— max [f(t)] € R,

0<t<1

dann beschreibt die Konvergenz bzgl. dieser Norm gerade die gleichmafiige Konvergenz von

Funktionenfolgen in X. Aus der Analysis wissen wir daher, da8 (X, || ||oo) nun vollstandig
ist. Dieser Sachverhalt belegt nun, daf in X der Satz 8.12 beziiglich der Normen ||-[|1, |||/«
nicht gilt. a

Fiir manche Uberlegungen benétigen wir noch die Sprechweise “innerer Punkt®.
Ein x € A einer Teilmenge A eines normierten Raumes X heifit innerer Punkt von A,

falls es r > 0 gibt mit B,(z) C A; wir setzen A= {z € A|z innerer Punkt von A}.

Wir wollen nun wieder zu den Abbildungen der linearen Algebra, ndmlich den linearen Ab-
bildungen, zuriickkommen. Als Hauptresultat erhalten wir, daf alle linearen Abbildungen
auf endlichdimensionalen Rdumen stetig sind. Zuvor ein Gegenbeispiel dazu:

Beispiel 8.15
Sei X := C[0,27] := {f : [0,2nr] — IR|f unendlich oft differenzierbar}. Auf X
betrachte die Norm

|- :X3f+— /|f(t)|dtelR.
0

Betrachte dazu die lineare Abbildung (Ableitung)

D:X>f+— feX
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Setze .
fn(t) := —cos(nt),t € [0,27],n € IN .
n
Es gilt || full1 = 2%,77, € IN . Also ist (fn)nem eine Nullfolge in X. Aber es ist

[Dfalli =4, n € IN.

Somit ist D nicht stetig. 0
Satz 8.16
Seien (X, || - ||x), (Y, - |ly) normierte Riume und sei L : X — Y linear. Dann

sind dquivalent:
(a) L ist beschrinkt, d.h. es gibt ¢ > 0 mit | L(z)|ly < c||z||x fir alle x € X.
(b) L ist stetig in jedem x° € X.

(c) L ist stetig in 2° := 0.
Beweis:
a) = b):
Sei 2° € X. Sei e > 0. Wihle § := £. Fiir ||z — 2°|| < ¢ gilt dann
IL(z) — L(2°)]| = [|IL(z — 2°)|| < ]l — 2°]| <e.
b) = ¢): Klar.
c) = a):
Wihle € := 1 und dazu ¢ > 0 mit
lz =0 <6 = |IL(z) = LO)|| <1.

) . L Y
Fiir z € X\{0} gilt dann mit 2 := zf[z[|7'5

J 2
Il =5, 1L < 1, dhe [[L(2)]| < 5]

Setze nun c := % [
Satz 8.17

Seien (X, | - ||lx), (Y, - [ly) normierte Raume und sei X endlichdimensional. Dann

ist jede lineare Abbildung L : X — Y stetig.
Beweis:
Wihle eine Basis 2!, ..., 2" in X und definiere eine Norm || - ||~ in X durch

n
. . — . L .
| |~: X2 ;azx — 11;1%|az|EZR.
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Dann gilt fiir z = 3 gz
i=1

IL(2) [y

1> ail(z)]ly
i=1

%
n e 126 Iy o]

IN

IN

%
n- e max | L) Iy olx

Dabei haben wir Satz 8.12 verwendet; die Konstante c ist daraus abgeleitet. Mit Satz 8.16
folgt nun die Behauptung. [

8.2 Bilinearformen

Sei X ein IK — Vektorraum. Wir erinnern an die Multilinearformen in 75(X) :
T € T3(X) genau dann, wenn 7" eine Abbildung von X x X nach IK ist mit

T(ax+by,z) =al(xz,2z)+ b1 (y,z), T(z,ax + by) = aT(z,x) + bT(2,y)

fir alle z,y,2 € X,a,b € IK. Wir wissen auch, dafl 73(X) ein IK — Vektorraum der
Dimension n? ist, falls n = dim X < oo ist. Die Multilinearformen in 73(X) nennen wir
auch Bilinearformen.

Definition 8.18
Sei X ein IK — Vektorraum. Fine Bilinearform T € T3(X) heifst

(a) symmetrisch : <= T(z,y) = T(y, ) fir alle x,y € X;
(b) antisymmetrisch : <= T(x,y) = —T(y,z) fir alle z,y € X;

(c) nichtausgeartet: <— (T'(z,y)=0Vy € X\{0} — z=10).

,Nichtausgeartet” sollte nur fiir symmetrische oder antisymmetrische Bilinearformen ver-
wendet werden, denn bei der Definition wird ja ein Argument ausgezeichnet.
Fiir symmetrische Bilinearformen ist dann

Kern(T) :={z € X|T(x,y) =0 fir alle y € X}
ein wohldefinierter linearer Teilraum von X; er heifit Bilinearkern von 7'
Ist nun 7T eine Bilinearform von X und ist z € X, dann kénnen wir die Abbildung
T,: X2y — T(z,y) € IK

erkldren. Da T im zweiten Argument linear ist, erhalten wir eine lineare Abbildung 7}, ,
also T, € X’. Nun ist offenbar

T": X3z +— T, =T(z,") e X’
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eine lineare Abbildung, d.h. 7™ ein Homomorphismus der Vektorrdume. Diese Abbildung
T* ist injektiv genau dann, wenn Kern(T') = {0} gilt. Also haben wir

Satz 8.19

Seir X ein IK — Vektorraum und seil" eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinear-
form. Dann ist durch
T": X3z — T(z,-) e X'

ein Monomorphismus definiert.
Zusatz: Ist X endlichdimensional, dann ist T* ein Isomorphismus, insbesondere gibt
es zu jeder Linearform A € X' ein v € X mit A = T*(x).

Beweis:

Nur noch der Zusatz bedarf eines Beweises. Er ergibt sich aber aus der Tatsache, dal nun
T* sogar bijektiv ist, da X’ endlichdimensional ist. ]
Satz 8.20

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei T' € T5(X) eine symmetri-
sche nicht-ausgeartete Bilinearform von X. Dann gibt es zu jedem L € Hom (X, X)
ein L* € Hom (X, X) mit

T(z,L(y)) = T(L*(x),y) fir alle z,y € X.

Zusatz: L* ist hierdurch eindeutig bestimmit.

Beweis:
Fiir z € X betrachten wir die Linearform

Ao X2z — T(x,L(2)) € IK.
Nach Satz 8.19 gibt es genau ein £ € X mit
Me(2) =T (x,L(2) =T(%,2),z € X.
Damit erkldaren wir die Abbildung
L": Xz +— € X.
Diese Abbildung ist linear, denn da 7' nichtausgeartet ist, folgt aus

T(L*(ax +by),z) = T(ax+ by, L(2))
= al(x,L(2)) + b1 (y, L(2))
= aT(L*(z),2)+ T (L*(y), 2)
= T(aL*(z),2z)+T(bL*(y), 2)
offenbar
L*(ax + by) = aL*(z) + bL*(y).
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Die eindeutige Bestimmtheit von L* folgt sofort daraus, daf§ 7' (symmetrisch und) nicht-
ausgeartet ist. [ |

Definition 8.21

Seir T eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform auf dem IK — Vektorraum
X und sei L € Homk (X, X).

(a) Die lineare Abbildung L* € Homp(X,X) heifst die Adjungierte von L
(bzgl. T).

(b) L heifit selbstadjungiert (bzgl. T ), falls L* = L gilt.

In Abschnitt 4.6 hatten wir bereits eine adjungierte Abbildung eingefiihrt. Da wir, falls
dim X < oo ist, den Isomorphismus

T": X3z — T(z,-) e X'
haben, kénnen wir zu L € Hom i (X, X) die adjungierte Abbildung
L':X'5X— ')A\ eX , <L'(\,z) =<\ L(z) > firalle z € X,
hier auch so erhalten:
L'\ =(T*o L* o T* H(N\)

d.h.
L' =T*o L*oT* !

Hier ist ein Diagramm dazu:

Satz 8.22

Seir X endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei T eine symmetrische nichtaus-
geartete Bilinearform von X.
Dann gibt es einen Isomorphismus Jr : To(X) — Homk (X, X) mit

T(x,z) =T(L(x), 2) fir alle x,z € X, wobei L := Jp(T). (8.3)

Beweis:
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Sei T € T2(X). Sei z € X.
Die Abbbildung }
X3z v+ T(x,2) € IK

ist linear. Also gibt es ein £ € X mit

T(x,z) =T(Z,2) fur alle z € X.
Die so resultierende Abbildung
Xozr— 2eX

ist linear (vergleiche Beweis zu Satz 8.20), und es gibt daher L € Homy (X, X) mit
Z = L(z),z € X. Die Linearitat dieser Zuordnung T — L folgt aus der Tatsache, daf}
T nichtausgeartet ist, die Injektivitédt aus der Tatsache, dafl T'(6,z) = 0 fur alle z € X
ist. Da Hom (X, X) endlichdimensional ist, ist J sogar bijektiv. |

Unter den Voraussetzungen von Satz 8.22 ist die Bilinearform T symmetrisch genau dann,
wenn L selbstadjungiert (beziiglich T') ist. Sie ist auch nichtausgeartet, wenn L bijektiv
ist.

Ist z1,..., 2" eine Basis von X, dann kann man einer Bilinearform T' € T5(X) die Matrix
Br:= (T(a',27))1<ij<n

zuordnen. Unter Verwendung des Skalarproduktes

o(a,b) = Zaibi ca,be IK™!

=1

und der Koordinatenabbildung kx : X — IK ™! kann man nun die Bilinearform T so
darstellen:

T(x,y) = kx(z)'Brkx(y)

Offenbar ist also T' eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform genau dann, wenn
B, = Br und By invertierbar ist. Ist 7' nun eine symmetrische nichtausgeartete Bili-
nearform und ist Ay die Matrixdarstellung von L € Homk (X, X) beziiglich der Basis
xl, ..., 2", dann ist A} die Matrixdarstellung von L' : X’ — X’ beziiglich der dualen

Basis und die Beziehung
T(L(z),y) = T(x,L*(y)) fir alle z,y € X
liefert fiir die Matrixdarstellung Ap* von L* die Identitét

AL* = B;lAEBT
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8.3 Skalarprodukte und Orthogonalitét

Wir diskutieren nun wieder Vektorrdume iiber einem Skalarkorper IK € {IR, €'}. Von Fall
zu Fall haben wir dann IK = IR und IK = € zu unterscheiden. Wir erinnern daran, dafl
wir die konjugierte Zahl von a € € mit @ bezeichnen.

Definition 8.23

Sei X ein Vektorraum tber IK . Eine Abbildung o : X x X +— IK heifit Skalar-
produkt (inneres Produkt) auf X, wenn gilt:

(a) o(x,x) € R,0(x,x) >0 fir alle x € X,0(x,2) =0 <= z=16;
(b) o(z,y) =o(y,z) fir alle x € X;

(c) o(z,ay + bz) = ao(z,y) + bo(x, z) fir alle z,y,z € X,a,b € IK .

Ist 0 : X x X — IR ein Skalarprodukt auf dem IR — Vektorraum X, dann ist o eine
nichtausgeartete symmetrische Bilinearform.

Lemma 8.24
Sei o ein Skalarprodukt auf X. Dann gilt:

o (2, y)|* < oz, 2)a(y,y) fir alle z,y € X.

Zusatz: Es steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn x,y linear abhdngig sind.

Beweis:
Die Ungleichung beweist man fast wie die entsprechende Aussage (b) von Lemma 6.12.
Seien z,y € X. O.E. y # 6. Fiir alle a,b € IK gilt

0 < o(az + by, ax + by) = |al*o(z,z) + abo(y, x) + bao(z,y) + [b]*c(y,y) .
Wiéhle a := o(y,y). Es folgt
0 <o(z,z)o(y,y) +bo(y,z) + ba(x,y)+ |b]*.
Setzt man noch b := —o(y, ), so folgt
0<o(z,z)o(y,y) - oy, x)o(z,y).

Daraus liest man die behauptete Ungleichung ab.
Ist |o(z,y)|* = o(x, 7)o (y,y), so folgt mit a,b wie oben

0 = o(ax + by, ax + by), also ax +by =6.

Dies zeigt, dafl z,y linear abhéngig sind. Dafl fiir linear abhéngige z,y die Gleichheit
steht, ist einfach einzusehen. [
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Folgerung 8.25
Sei o ein Skalarprodukt auf X. Dann wird durch

| llo: X2z — o(z,z)? € R
eine Norm || - ||» auf X definiert.
Beweis:
Die Eigenschaften der Norm folgen in einfacher Weise aus Lemma 8.24; beachte auch
Lemma, 6.12. ]

Definition 8.26

Sei o ein Skalarprodukt auf X und sei |||, die nach Folgerung 8.25 zugehirige Norm.
Dan heifit (X, o) Hilbertraum, falls der normierte Raum (X, || -||s) vollstindig z'sé.

Die Theorie der Hilbertraume entwickelte sich aus dem Studium von Integralgleichungen heraus.
Damit wurde die moderne Ara der Analysis eréffnet. Die Spektraltheorie der quadratischen Formen
in einem Hilbertraum ist der tiefliegendste Beitrag D. Hilberts in der Analysis.

Beispiel 8.27

Das euklidische Skalarprodukt < -,- >, auf IR" (siehe Definition 6.11) ist auch im Sinne
von Definition 8.23 ein Skalarprodukt.
Das natiirliche Skalarprodukt auf €™ ist gegeben durch

<zy>e=o(z,y) =) Ty, v,y € C" .
i=1

Ein Skalarprodukt o auf dem unendlichdiensionalen Raum C|a, b| liegt in
b
Cla,b] % Cla,b] > (f,9) — [ fH)g(t)dt € R

vor. Die Definitheit folgt aus der Tatsache, dal eine stetige Funktion genau dann nicht
verschwindet, wenn sie in einem Teilintervall nicht verschwindet. Die davon induzierte
Norm || - ||, ist

b
CWMBf%%/ﬂﬁWﬁER.

Analog zu Beispiel 8.14 schliefit man, dafl (X, o) kein Hilbertraum ist. O
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Definition 8.28

(a) Ein Paar (X, o) heifst ein euklidischer Vektorraum, wenn X ein Vektor-
raum tber IR und o ein Skalarprodukt auf X ist.

(b) Ein Paar (X, o) heifit ein unitdrer Vektorraum, wenn X ein Vektorraum

tber € und o ein Skalarprodukt auf X ist. -

Ist (X, o) ein euklidischer (unitdrer) Vektorraum und ist U ein linearer Teilraum, dann
ist auch (U, o) wieder ein euklidischer (unitérer) Vektorraum.

Sei X := €™ und A € €™". Wann wird durch
XxX3(z,y) — <z,Ay >, € €

wieder ein Skalarprodukt erklért? Sicher benétigen wir A = Zt, wobei A die konjugiert
komplexen Eintrédge von A hat. Dies sichert uns < z, Az >€ IR fiir alle x € €™ . Fiir die
Definitheit benétigen wir auch noch

<x,Ar >9 >0 firallex #86.
Dies fiihrt uns zu

Definition 8.29
Ser A € IK™" . A heifst

(a) symmetrisch (hermitesch) < Ac R™ A=A (Aec ¢"", A = A).
(b) positiv definit <= A hermitesch, < z,Ax >2> 0, z € IK \{0}.

(c) positiv semidefinit <= A hermitesch, < x, Az >:>0, z € IK \{0}.
(d) negativ definit <= A hermitesch, < x,Ax >3<0, z € IK \{0}.

(e) negativ semidefinit <= A hermitesch, < z,Ax >2< 0,z € IK\{0}.

(f) indefinit <= FEs gibt x,y € IK" mit <z, Az >3<0, <y, Ay >2>0.D

Folgerung 8.30
Ist A € IK™" positiv definit, dann gibt es C7 > 0,Cy > 0 mit

Cil|z]|3 < <, Az >9 < Collz|)5 2 € IK™.

Beweis:
Da fiir z = 6 die Ungleichung sicher richtig ist, haben wir sie nur fiir x # 6 zu zeigen. Wir
zeigen dazu die Existenz von C; > 0, Cy > 0 mit

< <LIZ',ALIZ' >, < (O , T € H(n,Hngzl
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Die Menge S := {z € IK" |||z||s = 1} ist kompakt und die Abbildung
fIK">2x — <2, Az > € IR

ist stetig. Dies folgt aus

|f(x) = F(y)]

| <z, Az > — <y, Ay > |
|<z—y, Az > |+ | <y, Az — Ay > |
1z = yll2ll Azl + [yl Az = y)ll2
Kllz =yl

VANRVANVAN

wobei sich K aus der Stetigkeit der linearen Abbildung
IK">z — Az c K"
ergibt (sieche Satz 8.16 und Satz 8.17). Also erhélt man C, Cy als Minimum bzw. Maximum

von f auf S. [

Beispiel 8.31
Sei X := €™". Wir definieren ein Skalarprodukt auf X durch

c:XxX53(AB) — spu(A'B)e €,

wobei mit spur(C') die Spur einer Matrix C' € €™" bezeichnet wird:

spur : €™" > C' = (Cij)i=1(yn,j=1(1yn — Y i € C.
i=1

Als die von ¢ induzierte Norm || - ||, erhalten wir fiir A = (aij)i—1(1)n,j=1(1)n
n n 1
1Al = (32> layl?)?.
j=11i=1

Sie entspricht der euklidischen Norm, wenn man A spaltenweise als Vektor in €" schreibt.
O

Als Anwendung unserer bisherigen Uberlegungen koénnen wir nun das Vektorprodukt von
IR? auf IR" erweitern.

Sei X := IR" und sei ¢ das euklidische Skalarprodukt in R". Zu u!,...,u" ! € IR" und
z € IR™ betrachte det(u!]...|u"!|z). Dies definiert uns eine Linearform A € X’ durch

A X > det(ut|...[u" z) € R .
Also gibt es nach Satz 8.19 ein z € X mit
<Az >=det(ul,... v x)=<2z,2>0,2€ R.
Man nennt z das duflere Produkt von !, ..., u" ! und schreibt

z=u' A AU
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also

det(ul|... [u" Hz) =< u' A AU T >y
Aus den Regeln fiir Determinanten entnimmt man u! A ... A u"! = § genau dann, wenn
ul,...,u""! linear abhingig sind. Man vergewissert sich nun, daf fiir n = 3 das uns schon

aus Abschnitt 7.5 bekannte Vektorprodukt entsteht.

Definition 8.32

Sei (X,0) ein euklidischer (unitirer) Vektorraum. Zwei Vektoren x,y € X heiffen
orthogonal, wenn o(x,y) = 0 gilt.
Zwei Mengen U C X,V C X heiffen orthogonal, falls o(u,v) = 0 fir alle u €

UveV gilt. -

Sei (X, o) ein euklidischer Vektorraum. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (siehe
Lemma 8.24) folgt fiir  # 6,y # 0

o(x,y
Yoy ::’ (2, ) e [-1,1].

|zl 1yl

Also gibt es genau einen Winkel (z,y) € [0, 7] mit

o(z,y) = l|zllollylle cos((z, y))

und man erhalt offenbar:

(R1) z,y orthogonal <= ~(z,y) =% .

(R2) z,y linear abhéngig <= ~(z,y) =0 oder y(z,y) = 7.

(R3) [l = yllz = lzllZ + [lyl5 — 2llz]l- [y llo cos(v(z, y)) (Kosinussatz)
(R4) ||z +9ll2 = ||z|2 + |||, falls o(x,y) = 0 ist. (Satz von Pythagoras)
(R5) [lz —yl% + |z + |2 = 2||z||2 + 2|jy||2 (Parallelogramm-Identitét )

Beispiel 8.33
Betrachte den €' — Vektorraum

X :={f:]-mn] — € |f stetig},
versehen mit dem Skalarprodukt

f)g(t)dt .

—

o(f,9) =

3
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Dann ist die Familie (ex)re v, mit

1 .
ex(t) := ——e™* t e [, 7],

V21

paarweise orthogonal, genauer:
a(ek,el) = (Skl, k},l € IN, .

Dies liest man fiir k£ # [ aus der Identitét

/N 1 , _
—ikt _ilt - i(l—k)t|t=m
dt = ——
/ c -k e

ab; der Fall £ = [ ist trivial. O

Definition 8.34

Sei (X, 0) ein euklidischer (unitirer) Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum
von X. Dann heifst

Ut :={y e X|o(x,y) =0 fiir alle x € U}

das orthogonale Komplement von U.

Offenbar ist U~ stets wieder ein linearer Teilraum von X und es gilt {#}+ = X, X+ = {0}.
Die Bezeichnung ,Komplement“ wird einsichtig durch

Folgerung 8.35

Sei (X,0) endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Vektorraum und sei U ein
linearer Teilraum von X. Dann gilt

X=UqU' dimX =dimU + dimU~.

Beweis:
Wiihle ein Komplement W von U, d.h. X = U @ W. Sei u!, ..., u" eine Basis von U.
Seize€ X,z =u+w,u€ U,wc W. Wir zeigen, daf es ein y € U gibt mit w —y € U™.

Ansatz: .
y=>_ au
j=1

Offenbar ist w —y in U genau dann, wenn o(w —y,u’) = 0,1 < i < n, gilt. Also geniigt
es zu zeigen, dafl das Gleichungssystem
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eine Losung besitzt. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl das zugehorige homogene System nur
trivial 16sbar ist.
Sei also

o(z,2) =3 bibjo(u,u") =0,

Jj=11i=1
also z = 0 und somit b; = ... = b, = 0, da u',...,u" eine Basis von U ist. Also gilt
X = U + U*. Die Tatsache U N U+ = {0} ist trivial. |

Die Hyperebenen durch 6 sind gerade die (n — 1)— dimensionalen Teilrdume von X. Ist
H eine Hyperebene durch 6, so ist H* nach dem obigen Korollar eindimensional, also
H+ = L£({z°}) mit 2° € X\{6};2° ist dadurch bis auf einen von Null verschiedenen
Faktor eindeutig bestimmt. Wir sehen damit, daf§ die Hyperebenen durch 6 gerade die
Mengen

Hyo ={x € X|o(2°,z) =0} ,2° # 6,

sind. Eine beliebige Hyperebene (affiner Teilraum der affinen Dimension n — 1) hat dann
die Form
Hy,={z € X|o(2",z) =a} ,2° #£0,a € IR.

In anderer Darstellung (Hessesche Normalform) haben wir
1 0
Hyqo={z€ X|w(0’(ﬂf ,x) —a) = 0}.
%o

Der Abstand dist(z, H,0,) eines Punktes 2 € X von der Hyperebene H,o , ist definiert
durch
dist(z, Hyo ) = inf{||z — z||,|z € Hyo o} .

Aus der Hesseschen Normalform liest man ab

. 1
dist(z, Hyo,) = W(O’(ﬂfo, z) —a),

0 0

denn mit dem Lot 2° := z — ||z°||;%(c(2°, 2) — a)2° von z auf H,o, gilt:

22 € Hpoy,2° — 2 € L({2°}),0(x — 2°,2%) = 0 fiir alle z € H,o,,

|z — 2|12 = ||z — 2°)2 + [|2° — 2||> > ||2° — 2| fiir alle x € Hyo 4.

Damit ist die Berechnung des Abstands eines Punktes von einer Hyperebene formelméafig
bekannt.
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Definition 8.36

Sei (X, 0) ein endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Vektorraum. Dann heift
eine Basis x',...,x" von X mit

O-(xi7xj) = 5ij 71 < Z)] <n,

etne Orthonormalbasis.

Satz 8.37

Sei (X,0) ein endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Vektorraum. Dann be-
sitzt X eine Orthonormalbasis.

Beweis:
Sei n := dim X und sei u}, ..., u" eine Basis von X. Wir konstruieren eine Orthonormal-
basis z!, ..., 2" induktiv:

n=1:z":=u!u!|;!. Dann ist o(z!,z') = 1 und L({u'}) = L({z'}).
Seien z!,..., 2" ! definiert mit

o(z',27) = 6,1 <i,j <k, L{xt,... 2*}) = L({u},. .., u"}) (8.4)
firk=1,...,n— 1.
Setze .

Zk+1 — uk—i—l - Zo_(uk—i—l’xi)xi
i=1
Dann gilt o(2*1,28) =0 1 < i < k,uftt #£ 0, da 2t,... 2% 25 linear unabhingig
sind. Mit
xk—f—l = Z]H—lHZk—HH;l

gilt dann (8.4) fiir k :=k + 1. |

Das Kontruktionsverfahren aus dem Beweis zu Satz 8.37 nennt man Schmidtsches Or-
thonormalisierungsverfahren.

Orthogonalisierung und Orthonormalbasen tauchen erstmals bei der Untersuchung von schwin-
genden Saiten und beim Studium der Newtonschen Anziehung von Massen auf. A.M. Legendre
(1752 — 1833) fand bei der Entwicklung des Newtonschen Potentials eine Schar von Polynomen,
die paarweise orthogonal war. Diese Polynome werden heutzutage als Legendre—Polynome bezeich-
net. Eingang als Theorieelement fand der Begriff der Orthonormalbasis durch E. Schmidt (1876 —
1959) bei der Beschreibung von Hilbertraumen.

Im Abschnitt iiber Bilinearformen haben wir in Satz 8.20 jedem Endomorphismus L :
X — X einen adjungierten Homomorphismus L* : X — X geméf

o(xz,L(y)) = o(L*(z),y) fir alle z,y € X

zugeordnet. Dies ist allerdings dort nur fiir den Fall, da§ (X, o) ein euklidischer end-
lichdimensionaler Vektorraum ist, gezeigt. Dies ist auch richtig im Fall, da (X, o) ein
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unitdrere endlichdimensionaler Vektorraum ist; der Beweis verlduft analog. Ebenso ist
damit auch in diesem Fall der Begriff selbstadjungiert dadurch erklart, dal L = L*
gefordert wird. Man spricht nun statt von “Selbstadjungiertheit von Symmetrie, falls
der Fall des euklidischen Vektorraums vorliegt.

Definition 8.38

(a) Sei (X,0) ein euklidischer Vektorraum. Wir setzen
O(X,0) :={L € Hom(X, X)|o(L(z), L(y)) = o(z,y),z,y € X}
und nennen O(X, o) die Gruppe der orthogonalen Abbildungen.

(a) Sei (X,0) ein unitirer Vektorraum. Wir setzen
UX, o) :={L € Hom(X, X)|o(L(z), L(y)) = o(z,y),z,y € X}

und nennen U(X, o) die Gruppe der unitdren Abbildungen.

Es ist klar, da8 jede orthogonale Abbildung in einem euklidischen Vektorraum eine Iso-
metrie ist. Umgekehrt ist auch jede lineare Isometrie eine orthogonale Abbildung (siehe
Abschnitt 6.1 und Satz 6.14).

Folgerung 8.39

Sei (X,0) ein endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Vektorraum. Dann ist
O(X,0) (U(X,0)) eine Untergruppe von GL(X).

Beweis:

Wir betrachten nur den euklidischen Fall, der Beweis fiir den unitéren Fall lduft analog.
Der Beweis, dal O(X, o) eine Teilmenge von GL(X) ist, folgt wie im Beweis zu Satz 6.14.
Die Aussagen idy € O(X,0),fog e O(X,0), falls f,g € O(X, o) sind trivial.

Sei nun f € O(X,0). Sei f(x) = 6. Dann folgt 0 = o(f(z), f(z)) = o(z,z), also x = 6.
Also ist f injektiv.

Dies zeigt, daB jedes f € O(X, o) linear und sogar bijektiv ist, also zu GL(X) gehort.
Fir f € O(X,0) gilt nun mit z,y € X

o(f @), W) = o(f(f (@), F(f (W) = o(z,y).
Also ist auch f~! in O(X, o). u
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Folgerung 8.40

Sei (X, 0) ein endlichdimensionaler euklidischer (unitirer) Vektorraum und sei L €
O(X,0) bzw. L € U(X,0). Dann gilt

L*oL=LoL"=1idx, |det(L) =1,

und ist Ar eine Matrizdarstellung von L beziiglich der Orthonormalbasis zu L, dann

qgilt
AA=AA=E.
Beweis:
Folgt unmittelbar aus der Definition von L*. [

Sei (X, o) ein endlichdimensionaler euklidischer Raum. Zu z € X\{6} definieren wir die
Abbildung

sp,: X1 — x—QZEZ’g c X.
Wir haben sp, € O(X,0) , denn
o) o)
U(sz(x)78pz(y)) - ( 20_(2’2) ’ O'(Z,Z)y)
= o(x,y) — a(:c,z)o_ z a(y,z)o_ T,z 7 x,z)a(y,z)o_ 2,2
= @) 20’(2,2) (v, 2) 20’(2,2) (z )+40(2,z)0(2,z) (2:2)

= o(z,y).
Ferner gilt sp, o sp, = idx und sp,, = sp.,a # 0.
Ist nun H, = {z € X|o(z, z) = 0}, dann haben wir
X =L({}) © H.
und fiir z = az +u € L({z}) ® H, folgt
sp.(z) = sp.(az + u) = —az + .

Also stellt sp, eine Spiegelung des Raumes X an der Hyperebene H, dar.

Satz 8.41

Sei (X, 0) ein euklidischer Vektorraum mit dim X = n. Ist L € O(X,0), so gibt es
Spiegelungen Sy, ..., Sk, k <mn, mit L= Spo---05].

Beweis:
Wir beweisen die Aussage induktiv. Der Fall n = 1 ist trivial. Sein > 1. O.E. kann L # id
angenommen werden. Also gibt es € X mit L(z) —z =: z # 0. Sei S := sp, (siehe
oben). Dann ist

S(L(x) —x)=8Sz=—2z=—(L(z) — x)

und
S(L(z) + z) = L(z) + =,
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dawegen L € O(X,0) o(z, L(z)+z) = o(L(z)—x), L(z)+z) = o(L(z), L(z))—o(z,z) =
0. Dies zeigt S o L(z) = x. Daraus folgt nun S o L(L({z})*) = L({z})* so:
Sei uw € L({z})*) und So L(u) = az +v,a € IK,v € L({z})*}). Es folgt mit Folgerung
8.40

u=(SoL) o(SolL)(u)

und daher

0 = o(u,z)

= o((SoL) o (SoL)(u),z)
(
(

(SoL)(ax +v),(SoL)(z))

= o(ax +v, )

= 0

= ao(z,x)+0o(v, )

= ao(z,x).

Da offenbar S o L auch injektiv ist, ist S o L sogar bijektiv.

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt die Existenz von Spiegelungen S7,...,S;_;,k—1 <
n—1, mit So L|q,y)r = S}, 0---08]. Seien S; Spiegelungen an z;,1 <7 < k— 1. Seien
Si == sp,,1 <1 <k —1, die zugehorigen Spiegelungen im Raum X. Es folgt

SolL(x)=x= Sk 0085 (x),

da z; € L({z})+,1 <i <k — 1. Daraus folgt SoL = S;_10---0S5;. Wegen So S = id
folgt nun
L=So0S,_10---005;.

Beispiel 8.42

Als ein Beispiel fiir Satz 8.41 betrachten wir etwa die lineare Isometrie A € SO(2), die
eine Drehung um den Winkel 7/2 bewirkt:

0 —1
(1)
Der Satz 8.41 besagt, dafl es Spiegelungen 57, S5 gibt, die hintereinanderausgefiihrt die-
selbe Wirkung haben.
Eine Analyse des Beweises zu Satz 8.41 zeigt, daf etwa mit z := Ax —z, z := e!, eine erste
Spiegelungsachse gefunden ist (Spiegelung an der Geraden {u € IR*| < z,u >»= 0}). Eine

weitere Spiegelungsachse ist die Koordinatenachse zu e?, da sie gerade £({z})* darstellt.
a

Damit haben wir nun alle ldngentreuen Transformationen kennengelernt:

Translation, Drehung, Spiegelung
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Der Bequemlichkeit halber definiert man tiblicherweise noch als vierte langentreue Trans-
formation die Gleitspiegelung. Sie ist das Ergebnis einer Achsenspiegelung bei gleich-
zeitiger Translation entlang dieser Achse (Fuspuren im Sand sind ein Beispiel dafiir). Bei
unendlichen Bandornamenten kann man diese Transformationen als Symmetrieoperatio-
nen erkennen. Betrachte etwa das Bandornament

invariant unter einer Translation und einer Spiegelung bleibt. (Es gibt iibrigens sieben
solche Symmetrieoperationen bei unendlichen Bandornamenten. )

Wenn man statt der eindimensionalen Bandornaments die zweidimensionale “Ornamentebene*
betrachtet, so nimmt die Anzahl der méglichen Symmetrien zu; wir haben ja etwa schon zwei
unabhéngige Translationen. Vom russischen Kristallographen E.S. Fedorov (1853 — 1919) wurde
1891 gezeigt, daf es genau 17 verschiedene Symmetrietypen gibt. (Man hat zu unterscheiden zwi-
schen diesen 17 Symmetrietypen und der unendlichen Vielfalt der moglichen Ornamente mit der
man die Ebene iiberdecken kann.) Beispiele fiir jeden Ornamenttyp sind in der Ornamentkunst des
Altertums vertreten.

Folgerung 8.43
Sei (X,0) ein euklidischer Vektorraum mit dim X = n und sei L € O(X, o).

(a) Ist det(L) =1 und ist n ungerade, dann hat L einen Eigenwert 1.

(b) Ist det(L) = —1 und ist n gerade, dann hat L einen Eigenwert 1.

Beweis:
Sei L =S, 0---051, k <n, geméf Satz 8.41. Da det(S;) = —1,1 < i < k, ist, haben wir
det(L) = (—1)* und daher k < n in beiden Fillen. Sei S; = spy,, 1 < i < k. Dann 148t L

den Raum
k

ﬂ E({wz})L = E({wl, e ,wk})l

i=1
invariant. Da

dim L({wy, ..., wp})T =n —dim L({wy,...,wp}) >n—k>0

gilt, folgt L({w,...,wx})t # {0} |

Definition 8.44

Sei (X,0) ein euklidischer (unitirer) Vektorraum und seien z',... 2" € X. Die
Matriz

(0(2",27))iz1(1)n j=1(1)n

n

heifft Gramsche Matrix zu z!, ..., x™; wir schreiben dafir T'(z!, ... ™).
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Satz 8.45
Sei (X, 0) ein euklidischer (unitirer) Vektorraum und seien x',... 2" € X. Dann
sind x',.. ., x" linear unabhingig genau dann, wenn det T'(z!,... z™) # 0 ist.
Beweis:

Seien z!,...,2" € X linear abhiingig. Sei i a;xt = 0, i la;|* # 0. Dann gilt mit dem
i=1 i=1
Vektor

ai
a = : e IK™!
Qnp
['(z',...,2")a = 6 und daher detT'(z?,...,z") = 0.
Sei det I'(z!,...,2") = 0. Dann sind die Spalten von I'(x!,... z") linear abhiingig, etwa

n—1
o(2?,2") = > bo(z?,2") ,1 < j<n.
i=1

n—1 .
Der Vektor z := 2™ — Y bz’ ist orthogonal zu jedem der Vektoren z', ..., 2™ und folglich
j=1
zu jedem Vektor aus L({z!,...,z"}), also auch zu z € L({z?!,...,2"}). Dies zeigt = = 0,
n—1 .
d.h. 2" = Z bjxj. |
j=1

8.4 Symmetrische Endomorphismen

Definition 8.46

Sei (X, 0) euklidischer Vektorraum und sei L : X — X linear. Der Ausdruck

heifft Raleigh—Quotient von x € X\{6}.

Die Bedeutung ist sehr schnell einzusehen. Fiir einen Eigenwert A € IR mit Eigenvektor
x gilt ndmlich Ry (z) = \.

Wir wollen den Spiefl umdrehen und Eigenwerte und Eigenvektoren mit Hilfe von Ry,
konstruieren.

Wir benétigen dazu hier, dal der zugrundeliegende euklidische Raum endlichdimensional
ist in zweifacher Hinsicht: Die Menge S(X) := {z € X|||z||, = 1} ist dann kompakt und
L ist stetig.
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Definition 8.47

Sei (X, 0) euklidischer Vektorraum und sei L : X — X linear. L heifft symme-
trisch (beziiglich der Bilinearform o), falls o(T(x),y) = o(z,T(y)) fir alle x,y € X

gilt. -

Satz 8.48

Sei (X,0) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Sei L : X — X
linear und symmetrisch (beziglich der Bilinearform o). Dann gilt:

(a) Es gibt xy,x_ € X mit ||zi|lo = ||z-|, =1 und

A= Rp(xy) = xg{zﬁ%} Rrp(z), A = Rp(z_) = xen)}l\r{le} R (z).

(b) L(zy) = Aoy, L(x_) = A_x_

(c) Fiir jeden Eigenwert A € IR von L gilt Ay < A < A_

Beweis:
Zu (a) :
Wir zeigen, daf§ Ry auf S(X) := {z € X|||z||, = 1} stetig ist. Seien u,v € S(X).
|Rr(u) — Rr(v)] = o(u, L(u)) — (v, L(v))|
< lo(u, L(w) = o(u, L(v))| + o (u, L(v)) = o (v, L(v))|
< ullo | Lu = v)llo + flu = vllo | L)+
< 2cllu —v|o-

Dabei ist ¢ so gewahlt, daf ||L(z)|, < c||z||, fir alle z € X gilt (siche Satz 8.16). Also
folgt nun die Existenz der Extrema von Ry wie in (a) behauptet.

Zu (b) :

Betrachte zu x € X die Funktion f(¢) := Rp(z4 +tx),t € IR. Da

24 +tzlle > x4 llo = [tllzlle = 1 = t]zllo

gilt, gibt es tp > 0 mit
|zy +tx|le > 0, t € (—to,to).

Also ist f auf (—to,to) definiert, ja sogar differenzierbar, da f eine rationale Funktion ist.
Nach Konstruktion von z; hat f in ¢ = 0 ein lokales Maximum. Also gilt f/(0) = 0.
Dies bedeutet

0 = o(L(z4),2) = o(zy, L(z4))o (24, 7)

= o(L(z4) — o(zs, L(zy)) 2, 7).

Da z € X beliebig war, folgt

L(zy) = o(zy, L(z4))24
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Die Aussage L(xz_) = A_z_ folgt analog.
(c) ist klar. |

Wir haben hier nun ziemlich viel Analysis benutzt. Man kann hier auch einen rein alge-
braischen Beweis fithren. Dazu hat man allerdings nach € auszuweichen und den Fun-
damentalsatz der Algebra zu benutzen. Da es sich bei euklidischen Vektorrdumen ja um
eine metrische Struktur handelt, ist die Zuhilfenahme von Analysis wohl gerechtfertigt,
ja vielleicht sogar angebracht. (Ubrigens, auch in den Beweisen des Fundamentalsatzes
steckt meist Analysis.)

Satz 8.49

Sei (X,0) ein n — dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei L : X —
X linear und symmetrisch. Dann gibt es eine Orthonormalbasis x*,... z" in X,
beziiglich der L die Matrizdarstellung

AL = dz'ag()\l, ey )\n)

hat, wobei \i,..., A\, € IR die zu z',... 2" gehérenden Eigenwerte sind.

Beweis:

Wir beweisen induktiv nach der Dimension n von X.

n = 1: Klar, ein Endomorphismus ist Vielfaches der Identitét.
n>1:

Nach Satz 8.48 gibt es 2" € X und A, € IR mit

L(z"™) = Mz, ||2"]|, = 1.

Setze U := L({z"}). Dann ist X = U @ U*. Offenbar ist L(U) C U. Es gilt aber auch
L(UY) c UL, denn: Sei z € U+, d.h. o(x,u) = 0 fiir alle u € U. Dann gilt: o(L(z),u) =
o(x, L(u)) = 0 fiir alle u € U, d.h. L(z) € U+.

Betrachte nun Ly := L|y..

Offenbar ist L; : Ut — U™ wieder linear und symmetrisch und (U4, o) ein euklidischer
Vektorraum. Die Induktionsvoraussetzung, angewendet auf L; liefert z!,..., 2" ! € U+
und A1,..., A1 € IR mit

L") =Nz" ;1 <i<n—1.

Damit ist der Beweis erbracht, wenn man noch beachtet, dafl z!,..., 2" ! z" linear un-
abhingig sind, da 2" € U gilt und z',..., 2" ! € U* nach Induktionsvoraussetzung linear
unabhéngig sind. [



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 217

Folgerung 8.50

Sei (X, 0) ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei T : X x X — IR
eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Orthonormalbasis x*, ..., x™ in X,
beziiglich der die Bilinearform o und T Matrizdarstellungen B,, By der folgenden
Gestalt besitzen:

B, = diag(1,...,1) ,Br = diag(A1, ..., \n).
Dabei sind A1, ..., N\, die Eigenwerte des Endomorphismus L mit

T(z,y) = o(z, L(y))

fiir alle x,y € X.

Beweis:
Wir wissen aus Satz 8.22, daf§ es genau ein L € Hom(X, X) gibt mit

T(x,y)=o0(z,L(y)) furallez,y e X.

Dieses L ist sogar symmetrisch, da 7" eine symmetrische Bilinearform ist. W&hle nun nach
Satz 8.49 eine Orthonormalbasis x!, ..., 2" in X. Damit verifiziert man die Aussagen des
Satzes. .

Der Sachverhalt in obiger Folgerung wird als simultane Diagonalisierbarkeit zweier Bili-
nearformen bezeichnet. Man nennt die Aussage auch Satz iiber die Hauptachsen-
transformation. Das Ergebnis aus Satz 8.49 ist die Tatsache, daff symmetrische Matrizen
diagonalisierbar sind (mit Hilfe orthogonaler Matrizen).

Bemerkung 8.51

Auf dem Raleigh-Quotienten baut ein Verfahren zur Berechnung des grofiten Eigenwertes
von L auf. Man kann zeigen, daf}

.. oz, LF)) L Lrx
M= o D) T A T,

gilt, wenn z nicht orthogonal zu x ist (Verfahren von Mises). O

Beispiel 8.52

Ist L eine lineare Isometrie in einem euklidischen Vektorraum der Dimension 2, dann
ist LoL* = L* o L = id und det(L) = 1 oder det(L) = —1. Daraus folgt, da§ L eine

Matrixdarstellung der Form
A, = (cps*y —sm*y)
siny cosvy

hat, falls det(L) = 1 ist. O
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Satz 8.53

Sei (X, 0) einn - dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei L : X — X eine
lineare Isometrie. Dann exisitiert eine Orthonormalbais x*,...,x" in X, beziiglich
der die Matrixdarstellung von L die Form

Ap =diag(D(y1),...,D(v),1,...,1,—=1,...,—1)

mit Y1, ...,% € IR hat. Hierbei ist

! siny;  cos7y; o=

Beweis:

Vollstéandige Induktion nach n.

n =1: Hier ist L = idx oder L = —idx und nichts ist mehr zu beweisen.
n>1:

Setze H := L+ L* = L+ L~'. H ist symmetrisch. Also gibt es A € R,z € X\ {0} mit
H(z) = A\z. Es folgt

L(z) + LY (z) = Az, L*(z) = —2 + AL(x).

Setze U := L({z, L(z)}). Es gilt offenbar 1 < dimU < 2/ L|y : U — U Isometrie und
L(U) = U, da L bijektiv ist. Daraus folgt:

dimU*+ <n—1,L(U*) = U Lly. : UY — U* ist Isometrie.

Also hat nun L|y eine Orthonormalbasis der behaupteten Form. Bei dim U = 1 folgt dies
aus der Betrachtung von n = 1, bei dimU = 2 ist die Voriiberlegung in Beispiel 8.52

anwendbar, da det ( 0 -1 ) =1 gilt.

1 A
Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf L|; 1 liefert eine Orthonormalbasis in U+
der gewiinschten Form. [

Die Matrix Ay aus Satz 8.53 heifit Normalform der zugehorigen Drehung L.

8.5 Quadriken

Wir beschéftigen uns hier nochmals mit Bilinearformen auf reellen Vektordumen. Jedes
Skalarprodukt kann als Beispiel dienen.
Sei T' € T3(X), X IR — Vektorraum. Aus der Zerlegung

QT('T?y) = (T(l‘,y) + T(y> l‘)) + (T(l‘,y) - T(y> l‘))

liest man ab, dal man jede Bilinearform als Summe einer symmetrischen Bilinearform und
einer antisymmetrischen Bilinearform schreiben kann. (Wiirde man hier einen allgemeinen
Skalarkorper IK verwenden, miifte man auf char(IK) # 2 achten.) Wir wollen uns im
folgenden nun auf symmetrische Bilinearformen beschréinken.
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Definition 8.54

Ser X ein IR — Vektorraum und sei q : X — IR eine Abbildung. Wir nennen q
eine quadratische Form auf X, falls es eine symmetrische Bilinearform T auf X
gibt, sodajs

q(z) =T(z,z), x € X,

qgilt.

In der Definition 8.54 bestimmt 7" die quadratische Form ¢. Man kann aber T auch aus ¢
zuriickgewinnen:

2T (z,y) = q(z +y) —q(z) — q(y), z,y € X.

Fiir eine quadratische Form gilt
q(0) =0,q9(—z) = q(z),q(ax) = aQq(x), a€ R,z e X,

und
gz +y)+qlr—y)=2q(x) +2q(y),z,y € X.

Definition 8.55

Sei q eine quadratische Form auf dem IR — Vektorraum X und sei M C X. Wir
nennen q

(a) positiv definit auf M : <= ¢(z) > 0,2 € M\{6}.

(b) positiv semidefinit auf M : <= q(z) > 0,z € M.

(c) negativ definit auf M : <= q(z) < 0,2 € M\{0}.

(d) negativ semidefinit auf M : <= q(z) <0,z € M.

(c) semidefinit auf M : <= q ist positiv semidefinit oder q ist negativ semi-

definit auf M. -

Definition 8.56

Sei T eine Bilinearform auf dem IR — Vektorraum X und sei x',..., 2" € X eine
Basis in X. Wir nennen x',... 2" eine Orthogonalbasis, falls

T(z',27) =0, firi# j,

gilt.
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Satz 8.57

Ser X IR — Vektorraum mit dimX = n. Sei T eine symmetrische Bilinearform auf
X und sei q die zugehorige quadratische Form. Dann gilt:

(a) Es gibt eine Orthogonalbasis x',...x" x™ ™ ... o™ .. 2" sodaf gilt:

1. Kern (T) = L({z',...,2"}).
2. qist auf L{z"L ... 2" }) positiv definit und auf L({z"T, ... 2"})
negativ definit.

(b) Man kann die Basis in (a) so festlegen, daf8 gilt

n

n
q(z) = Zeia?, wobei x = Zaifﬁi,

i=1 i=1
mite; =01 <:1<reg=1r+1<:1<r+t,e=-1r+t+1<1<n.

Die Zahlen t und n — r hdngen nur von T ab.

Beweis:

Sei w!,...,w" eine Basis von X. Wir beweisen mit vollstindiger Induktion nach n und
kénnen dann dazu g # € annehmen.

Ist dim X = 1, so ist die Aussage des Satzes klar.

Sei also nun dim X > 1.

Betrachte zuniichst den Fall, dafl T'(w*, w*) = 0,1 < k < n, gilt. Da ¢ nicht verschwindet,
gibt es ein Paar (i, k) mit T'(w’, w") # 0. Ersetze nun in der Basis w' durch @' := w’ + w*
und w* durch @* := w® — w*. Dies liefert

T (@', 0") = 2T (w', w") # 0.

Also kénnen wir nun nach Umnummerierung 7' (w!, w!) =: y; # 0 annehmen. Ersetze nun
in der Basis w*, k > 2, durch

" = wh — T(w!, w") T (w, wh)w.
Dies liefert T'(w!, @w*) = 0,k > 2. Also kénnen wir

T(w',w*) =0,k > 2,

n .
annehmen. Sei nun z = Y a,w’. Es gilt
i=1

q(z) = mai + > aapT (W', w*) = pal + ¢ (&) mit =Y aw’.
i k=2 =2
Hierbei ist ¢; die quadratische Form auf X; := L({w?,...,w"}), die zu T'|x, xx, gehort.
Mit der Induktionsannahme gelten in X; die Aussagen (a) und (b) des Satzes. Also ist

beziiglich einer geeigneten Basis 2! := w!, 22,..., 2"

q(z) =Y wai mit g, = T(2',2") und z = aa’.

i=1 i=1
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Um (a) zu erreichen, miissen wir eventuell nur noch die Reihenfolge in der Basis dndern.
Fiir (b) ersetze 2’ durch u; %z, falls p1; # 0 ist. Damit sind (a) und (b) bewiesen, es bleibt
nur noch der Zusatz iiber die Unabhéngigkeit von ¢ und n — r von der gewéhlten Basis
zu zeigen. Sei v', ... vP ... vPTT ... v" eine zweite Basis, die (a) und (b) erfiillt.
Setze:

Uy = L{a™ 2™, U = L({a" L 2™)),

V= L{v" ™ P V= LT 2.
Dann ist Uy N'V_ = {0}, da T auf U, positiv definit und auf V_ negativ definit ist.

Genauso gilt U- NV, = {0}. Also dimV; < dimU,,dimU; < dimV,, dh. r =p,t =7.
|

Der obige Satz heifit Tragheitssatz von Sylvester. Die im Satz definierten Zahlen ¢
und n — 7 nennen wir den Tragheitsindex bzw. den Rang der Bilinearform.

Etwa um 1850 bewiesen C.G.J. Jakobi (1804 — 1851) und J.J. Sylvester (1814 — 1897) unabhéngig
voneinander die Existenz der Trigheitsindizes als Invarianten gegeniiber linearen Transformatio-
nen. Damit nahm das Problem der Klassifikation von Quadriken eine betrichtliche Entwicklung.

Die Klassifikation von quadratischen Formen illustrieren wir am einfachsten Fall:

Beispiel 8.58
Sei X IR —Vektorraum der Dimension 2. Der Trigheitssatz liefert folgende Félle.

L.r=1t=1: qla1z* + apz?) = a?.
2. 7r=0,t=1: qlarz' + asx?®) = a? — 3.

3. 1=0,t=2: qlarx' + asx?®) = a? + d2.

Bemerkung 8.59

Ist (X,0) ein euklidischer Raum, dann definiert jede symmetrische Matrix A € R™"
durch T'(z,z) := o(x, Az), x € X, eine symmetrische Bilinearform; davon gilt auch die
Umkehrung (siehe Satz 8.20. Also kann man daher den Satz 8.57 auch als Resultat iiber
die Normalform einer symmetrischen Matrix verstehen: Ist A € IR™" eine symmetrische
Matrix,dann gibt es eine orthogonale Matrix M € R™" mit M*AM = diag(©, E, —F).
Damit wird auf dem raum der symmetrischen Matrizen eine Aquivalenzrelation erzeugt.
Rang und Trigheitsindex (der zugehorigen quadratischen Form) bestimmen die Aquiva-
lenzklassen.

Ein entsprechendes Ergebnis gilt auch im Fall eines unitdren Raumes. O

Der Vollsténdigkeit halber fithren wir noch an:
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Satz 8.60

Sei q eine semidefinite quadratische Form auf X mit Bilinearfrom T. Dann gilt

T(z,y) < q(z)q(y),z,y € X.

Beweis:
Siehe Beweis zur Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. [

Beachte, dafl der Zusatz iiber die Gleichheit hier fehlt, da ja die Definitheit im allgemeinen
nicht gegeben ist.

Definition 8.61
Ser X IK — Vektorraum. FEine Teilmenge (Q # X wvon X heifft Quadrik, wenn es
eine symmetrische Bilinearform T € To(X)\{0}, A € X' und c € IK gibt mit
Q={re X|T(z,x)+ < A\ z>+c=0}.

Die Abbildung X > ¢ +—— T(z,z)+ < \,z > +c € IK heifit Quadrikform und

die Forderung T(z,x)+ < A,z > +c=0 heifit Quadrikgleichung. .

Die Forderung ) # X schliefit lediglich gewisse lastige Sonderfille von der Betrachtung
aus.

Beispiel 8.62

Wir betrachten IR? und wihlen die Standardbasis in IR?. Dann koénnen wir die Koordi-
natenform einer Quadrikgleichung so hinschreiben:

CL11£IZ'2 + 2&1233@ —+ a22y2 + 2b1x -+ 2b2y +c=0

Darin sind nun u.a. die aus der Elementarmathematik bekannten Standardgleichungen
der Kegelschnitte enthalten (vergleiche mit Beispiel 8.58):

Ellipse : ”2—;—1-%;—1—0.
Parabel : y? —2px = 0.
Hyperbel : "2—2—%2—1—0.
Sich schneidendes Geradenpaar : ”2—; — %22 =0
Paar paralleler Geraden : 22 —a’>=0

Mit Ausnahme der Parabel sind alle Quadriken Mittelpunktsquadriken. (Ein Punkt z € X
heifit Mittelpunkt von () C X genau dann, wennaus x+q € @, ¢ € @, stetsx —q € Q
folgt. O



Baumeister: Lineare Algebra II / Stand: August 1996 223

Von A. Diirer (1471 — 1528) gibt es Aufzeichnungen iiber eine “Unterweisung“ iiber den Umgang
mit Zirkel und Lineal zur Konstruktion von Figuren, die fiir Steinmetze,. .. von einigem Interesse
sein konnten. Dabei beschreibt er u.a. auch die Konstruktion der Kegelschnitte. Dabei stoft er auch
auf das Problem der Quadratur des Kreises und gibt ein Verfahren an, das dies ndherungsweise
leistet; die Ndherung 3% fiir , die schon den Babyloniern bekannt war, wird dabei benutzt.
Obwohl P. Fermat (1602 — 1665) noch keine analytische Geometrie zur Verfiigung stand, gelingt
es ihm doch, die Kegelschnitte als geometrische Orter durch Gleichungen zu beschreiben. Die
geometrischen Grundtatsachen tauchen bei ihm als definierende Eigenschaften auf, wihrend sie in
der Antike als Konsequenz der Konstruktion abgelesen werden konnten.

AbschlieBend bemerken wir noch, daf quadratische Formen in IR? zur Klassifikation von
partiellen Differentialoperatoren (zweiter Ordnung) herangezogen werden. Den Typen ent-
sprechend gibt es elliptische Differentialgleichungen (r = 0,¢ = 1/ Laplacegleichung),
hyperbolische Differentialgleichungen (r = 0,¢ = 1/ Wellengleichung) und parabolische
Differentialgleichungen (r = 1,¢t = 1/ Wérmeleitungsgleichung).



Kapitel 9

Konvexitit und lineare Optimierung

Konvexe Mengen tauchen ganz natiirlich auf in der Geometrie, spielen eine fundamentale
Rolle in der Analysis und gestatten es, Probleme in Anwendungen zu beschreiben und
zu klassifizieren. Wir stellen die Ergebnisse bereit, die uns helfen, lineare Ungleichungs-
systeme zu studieren und zu lésen. Einen groflen Raum nimmt das Simplexverfahren ein.

9.1 Konvexitit

Definition 9.1
Sei X ein IR — Vektorraum, sei M C X, z,y € X.

(a) Jeder Vektor z € X mit z =y +a(zx —y) =azx + (1 —a)y,a € [0,1], heifst
Konvexkombination von z,y.

(b) M heifit konvex, falls fir alle x,y € M und a € [0,1] ax + (1 —a)y € M

gilt. -

Klar, jeder lineare Teilraum und jeder affine Unterraum eines IR — Vektorraums ist konvex.
Beispiel 9.2
Sei (X, || - ||) normierter IR — Vektorraum. Die offenen Kugeln
B,)(2") :={z € X[l — 2| <}
und die abgeschlossenen Kugeln
B, (2°) :={z € X[z —2°|| <}

sind konvex. Dies folgt mit der Dreiecksungleichung. Hier ist der Beweis zu B,(z°).
Seien z,y € B,.(2°), d.h. ||z — 2% <7, ||y — 2°|| < r. Sei a € [0, 1].
°

laz + (1 —a)y — = la(z — 2%) + (1 — a)y||

< la(z =2+ 11 = a)(y — )]
= lalllz — 2°) + 1 - allly — 2|
< ar+(1—a)r=r.

224
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Dies zeigt: az + (1 — a)y € B,(29). O

Lemma 9.3

Seien X,Y IR — Vektorraume, sei L : X — Y linear, seien K1, Ky C X, K3 CY
konvexr und seien a,b € IR. Dann gilt

(a) KiN K> ist konvex.
(b) Ki x L(K3) :={(u,v) € X xY|u € Ky,v e L(K1)} ist konvexr (in X xY ).
(c) L7YK3) :={u € X|L(z) € K3} ist konvexr.

(d) aKi+ bKy := {au+ bvju € Ky,v € Ky} ist konve.

Beweis:
Trivial

Beispiel 9.4
Sei X IR — Vektorraum mit Dualraum X’. Sei A € X', a € IR. Dann sind

Hi,={reX|<dx>>oa}, H ,={zecX| <\z>>a},
H)Ha = {$€X| < )\,213'>: C\&}, HIQ\HA’O‘,H;’O‘\HA’Q

konvex. Dies folgt im wesentlichen aus der Linearitdt von < -,- > im 2. Argument.

Die Mengen
H;a, H, , bzw. HIQ\H,\’Q, Hy \H) o

werden Halbrédume bzw. offene Halbrdume genannt. Bekanntlich ist H) , eine Hyper-
ebene, falls A\ # 0 und H, , # 0 ist. 0

Definition 9.5
Sei (X,0) ein euklidischer Raum und sei P C X, P # ().

(a) P heifst Polyhedron, genau dann, wenn es Halbrdume
H,:={z e X|o(zi,z) <a;} (zi€ X,a, € R),1<i<k,

gibt mit

(b) P heifit Polytop, genau dann, wenn P ein beschrdinktes Polyhedron ist.
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Es ist unmittelbar klar, daf3 jedes Polyeder und jedes Polytop konvex ist.

Beispiel 9.6
Sei X IR —Vektorraum und sei A C X. Setze

A={de X' <\u><1fir alle u € A}.

Dann ist A’ eine konvexe Teilmenge von X’. A" heifit die zu A polare Menge. a

Lemma 9.7

Sei (X, || - ||) normierter IR — Vektorraum und sei K C X konvezx. Dann ist auch
K(e): =K+ B.(0) :={ue X|Jz € K(||lu—z| <€},

Abschluf$ von K und das Innere von K konver.
Beweis:
Trivial [ |

Ist eine Teilmenge A eines IR — Vektorraumes X nicht konvex, so kann man versuchen,
eine ,kleinste (im Sinne der Inklusion) konvexe Menge K zu finden, die A enthélt. Da
der Raum X sicherlich konvex ist, macht dies Sinn.

Definition 9.8
Sei X ein IR — Vektorraum und seir A C X. Die Menge

K:=({C|C> A, C konvez}
heifit konvexe Hiille von A. Wir schreiben

K = co(A). .

Eine naheliegende Verallgemeinerung der Regel (a) aus Lemma 9.3 fiir beliebige Durch-
schnitte belegt, dafi co(A) stets konvex ist.

Folgerung 9.9
Ser X IR — Vektorraum, A C X. Dann gilt

co(A) =4z € Xl|z = aut,ut, . o ut € Aay, ... a, €10,1 a;=1,ne€IN
() { ) ) ) ) ) ) ) ) )

i=1 i=1
Beweis:
Se1K—{x€X|x—Zauu Lu € Aay,.. ., [Ol]ZazflnEZN}

K ist offenbar konvex und A ist in K enthalten. Daraus folgt sofort co(A) C K. Ist z € K,
dann ist offenbar = € co(A). Also gilt co(A) = K. |
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Folgerung 9.10

Sei X IR — Vektorraum und seien Ay C Ay C X. Dann gilt co(A1) C co(As).

Beweis:
Trivial mit Folgerung 9.9. [ |

Beispiel 9.11

Wir betrachten die Menge S := {(eW]...|e?™) € R™" |0 € S,,}
Wir wissen #S5 = n!. Setze
D := co(S5).

Man rechnet nach, daf§ fiir eine Matrix D = (d;;) € D gilt:
Sy =Y dp=1,d;>0,1<i,j<n.
k=1 k=1

Die Matrizen in D nennt man doppeltstochastische Matrizen. O

Satz 9.12
Sei X ein n—dimensionaler IR — Vektorraum, sei A C X, A # (). Dann gilt

co(A) = {x—ZaixW Yoai=1la'€Aae [0,1],1§z'§m,m§n+1}
i=1 i=1

Beweis:
OE. sei X =R". .
Sei K :={z = ZamﬂxieA a; € 0,1],1<i<m, Zaizl m <n+1}.

Sei z € co(A), d. h. :L'—Zax rt € Aya; € Aya; €10,1],1 <i <k, und Zazfl Ist
E<n+1,ist z € K und nlchts ist mehr zu zeigen. Sei also nun k£ > n+ 1. Da dimX =n

1 k
und k > n + 1 ist, ist rg(M) < n + 1, wobei M := ( § * ) € IR™™* ist. Also

1 1

gibt es by, ..., b, € IR mit

k k k
i=1 =1 =1

Setze
Q:={¢€e R|ghbi+a; >0,1 <i<k}
@ ist abgeschlossen, nichtleer, da 0 € ), und verschieden von IR, da nicht alle b; ver-

schwinden. Sei g € @, sodafl gb; +a; = 0 fiir mindestens ein j € {1, ..., k} ist. Ein solches
q existiert, da @ # IR und @) abgeschlossen ist. Dann ist

k
x—Zax —|—qu:¢ = (a; + qbi)z’ = _(a; + qby)z’
i=1

i#]
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und wir haben eine Darstellung von x als Konvexkombination durch £ — 1 Vektoren, da
> (a; + ¢gb;) = 1 und daher a; + ¢b; € [0,1],1 < i < k, gilt. [

i#£]

Der obige Satz 9.12 wird Satz von Carathéodory genannt. An einem Dreieck in der
Ebene kann man ihn sich gut veranschaulichen. Etwa erhélt man den Schwerpunkt T eines
Dreiecks mit den Endpunkten

(Koordinaten a’ bzgl. der Standardbasis) als

1 1 1
T = §a1 + §a2 + §a3

(Je nach Betrachtungsweise, kann man dies auch als definierende Gleichung fiir den
Schwerpunkt ansehen.)

Aus dem Satz von Carathéodory schlieft man sehr einfach, dafi co(A) beschrankt (kom-
pakt) ist, falls A beschrénkt (kompakt) ist.

Jede konvexe Menge
K =co({z',...,2"})

in einem IR — Vektorraum X wird ein konvexes Vielflach in X genannt.

Beispiel 9.13
D aus Beispiel 9.11 ist ein konvexes Vielflach. [

Definition 9.14

0

Sei X ein IR — Vektorraum und seien 2°,. .., 2% € X affin linear unabhingig. Dann

nennen wir das Vielflach
Y(z°, ..., 2%) = co({2, ..., z*})

einen k — Simplex.

Ist K eine Teilmenge des IR — Vektorraums X, dann gibt es einen kleinsten affinen Teil-
raum A (bzgl. der Inklusion) mit X' C A; man nennt dieses A affine Hiille von K. Als
Dimension koénnen wir dann K die affine Dimension der affinen Hiille von K zuweisen.
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Lemma 9.15

Sei (X, || - ||) normierter IR — Vektorraum, sei dim X < oo, und sei K # () eine
konvezre Teilmenge von X. Dann sind dquivalent:

(a) dim K = dim X

(b) K hat innere Punkte.

Beweis:
a) = b)
Seien x!,..., 2" € K affin linear unabhiingig. Dann ist
1 1
4. 42"

n+1 ( )
ein innerer Punkt von K.
b) = a)
Sei 2° € K innerer Punkt von K sei B,(2°) C K, > 0. Sei z!, ..., 2™ eine Basis von X.

O.E. ||z|| < r,1 <i < n. Offenbar ist mit U := L({z?,...,2"})
D42t " e K2+ U C A,
wobei A die affine Hiille von K ist. ]

Mit dem Konvexitatsbegriff fiilr Mengen kénnen wir schnell auch die Konvexitét von Funk-
tionen erkldren. Sei X ein IR — Vektorraum und sei f : X — IR eine Funktion. Wir
sagen f ist konvex, falls

epi(f) :={(z,r) € X x R |f(z) <r}
konvex ist. Die Menge epi(f) heifit der Epigraph von X.

Beispiel 9.16

Sei A € IR™"™ symmetrisch. Die Funktion IR" > ¢ —— < z, Ax > € IR ist konvex genau
dann, wenn A positiv semidefinit ist. O

9.2 Der Projektionssatz

Eine fundamentale Eigenschaft konvexer Mengen driickt sich in den Trennungssitzen
aus. Diese Sitze besagen anschaulich, dafl man zwei disjunkte konvexe Mengen durch
Hyperebenen trennen kann, d.h. es gibt eine Hyperebene H | so dafl jede der beiden
Mengen auf jeweils einer ,anderen Seite von H“ liegt. Hier beschrianken wir uns auf
euklidische Réume, im nichsten Abschnitt beschéftigen wir uns damit dann in einem
allgemeineren Rahmen.
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Satz 9.17

Sei (X, o) reeller Hilbertraum und sei C C X konvez, abgeschlossen, # (), und sei
z € X\C. Dann gibt es genau ein z° € C' mit

dist(z,C) = inf{||u — z||o |u € C} = ||2° — 2|,

und es gilt

o(z’ —z,u—2°) >0, supo(u,z° —z) > o(z,2° — 7).

ucC
Beweis:
Sei a := inf{||u — z||,|u € C'}. Da C abgeschlossen ist, ist a > 0. Dazu gibt es eine Folge
(Uu™)pew mit u™ € C;n € IN, und llelllzlv |u™ — x|l = a. Sei € > 0. Aus der Identitéat

1
" =™l =2l = 25+ 2™ = 2lly — 4"+ u") — 2

und 3(u” 4+ u™) € C fiir alle n,m € IN folgt die Existenz von N € IN mit
|u™ —u™|)? < 2(a® + €) + 2(a® + €) — 4a*,n,m > N.

Dies zeigt, dal (u™),emw eine Cauchyfolge in (X, | - ||,) ist. Also gibt es z° € X mit
20 = hEIlIZlV u™. Da C' abgeschlossen ist, gilt z° € C. Aus der Stetigkeit der Normabbildung

folgt
a=lim [[u" -z, = [a° = z,.

Zur Eindeutigkeit von z°. Sei 2! € C mit
dist(z,C) = [|2° — 2|, = ||2' — z[|, = a.

Dann folgt
1
|27 = 25 = 2[}2° — 7 + 22" — 2l = 4lI5 (2" + 2") — 2ll; < 20” + 20" — da® = 0.

Dies zeigt 2° = z?.
Sei u € C. Fiir t € (0, 1] betrachte 2° + ¢(u — 2°) = tu + (1 — t)z° € C. Damit gilt

|2 + t(u — 2%) — [|7 > [|]2° — 2[5 ,t € (0, 1],

oder
20 (2" — x,u — %) + tl|lu—2°||2 > 0, € (0,1].

Grenziibergang t — 0 liefert die Behauptung o(2® — z,u — 2°) > 0 fiir alle u € C.

Der Rest der Aussage folgt aus

olu, 2’ —2) > o(z°— 2,2
(

o(z’ —2,2° — 1)+ o(2° — 2, )

= a*+o(2° —z,1).
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Folgerung 9.18

Sei (X, o) reeller Hilbertraum und sei C C X konvex, abgeschlossen, # (). Dann gibt
es zu jedem x € X\C ein 2° € X mit

supU(ZO’U) < O'(ZO,LIZ') ) H'ZOHU =1

ueC

Beweis:

Folgt aus Satz 9.17 durch Normierung von — (z°

—z)zuz’i=—(2 —z)|2° —z||;t. =

Die Interpretation von Folgerung 9.18 ist, da mit a € (sup o(2% u), 0 (2% z)) gilt:
ucC

CCH,,={veXlo2") <a}, z € H}, :={veX|o(,2°) >a}.
Man sagt C und x werden strikt durch die Hyperebene
Hyoq,:={veX|o(v,2")=a}

getrennt.

Folgerung 9.19

Sei (X, o) reeller Hilbertraum und sei U C X abgeschlossener linearer Teilraum von
X. Dann gilt
X=UoaU"

Beweis:
Es ist nur die Zerlegbarkeit von x € X in z = u +v mit u € U,v € UL zu zeigen. Sei also
r € X\U. Anwendung von Satz 9.17 liefert 2° € U mit

o(u—2°2° —x) >0 fiir alle u € U.
Da U linearer Teilraum ist und z° € U gilt, folgt sogar

O —x)=0 fiir alleu € U.

o(u,x
Also ist  — 2° € U+ und wir haben
r=a"+(x—2° e U+ U
|

Wir erinnern an den Abschlufl A einer Menge A in einem normierten Raum (X, || - |) :

A={reX|Ve>03dyec A(|z—y|| <€)}
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Folgerung 9.20

Sei (X,0) reeller Hilbertraum und sei dimX < oco. Sei A C X offen und konvez,
z ¢ A. Dann gibt es 2° € X mat

sup o(2°,u) < (2%, ).
ucA
Beweis.
Wiéhle eine Folge (y™)pemnw in X mit l.lel}zlv y" = z,y" € X\A,n € IN. Dazu gibt es nach

Folgerung 9.18 eine Folge (2"),ecn mit:

supo(z™,u) < o(z",y"), ||2"ls =1,n € IN .

u€A
Da (2")nemv eine beschriankte Folge ist, besitzt sie eine konvergente Teilfolge (2™ )kemn.
Sei 20 := ]}éI}]lV 2. Es folgt dann aus der Stetigkeit des Skalarprodukts

supo (2%, u) <supo (2%, u) < o(2°,2).

Bemerkung 9.21

Auf die Voraussetzung ,,dim X < co“in der Folgerung 9.20 kann verzichtet werden. Dazu
mufl man wissen, daf§ in einem Hilbertraum eine beschriankte Folge (2"),emw stets eine
Teilfolge (2™ )gem und ein 2° € X existiert mit

lilgna(z,’j,v) = 0(2% ) fir alle v € X.

(Schwache Kompaktheit der Einheitskugel). O

Als Anwendung der eben bewiesenen Resultate werfen wir noch einen Blick auf lineare
Gleichungssysteme. Betrachte die lineare Gleichung

Az =y (9.1)

mit A € R™" und y € IR™"'. Die Losbarkeit dieser Gleichung ist im allgemeinen nicht
gesichert. Diese Tatsache ist dann besonders “listig®, wenn y aus y° durch Stérung (MeB-
fehler,. . .) entstanden ist und Gleichung (9.1) fiir y := y° 16sbar ist.

... sie hat keine Losung!
Wir wissen selbst, daf} sie keine Losung hat. Wir wollen wissen, wie sie zu l6sen ist.
Du redest aber sonderbar. ... Wie kann man eine Losung suchen, wenn es sie nicht gibt. Es ist
Unsinn.
Entschuldige, du redest Unsinn. Es hat ja keinen Sinn, eine Lésung zu suchen, wenn es sie sowieso
gibt. Es geht um die Frage, was mit einer Aufgabe anzufangen ist, die keine Lésung hat. Das ist
eine sehr prinzipielle Frage. . .

(Frei zitiert aus [44])
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Sei < -, - > das euklidische Skalarprodukt und sei || - ||» die euklidische Norm in IR"™ bzw.
R™.

Definition 9.22
Ein 2° € IR™" heift Pseudoldsung (Ausgleichslosung) von (9.1), falls gilt:

1Az® = yll2 = inf{|| Az — yl|o|z € R™"}.

O
Satz 9.23
(a) FEine Pseudoldsung von (9.1) existiert.
(b) z° € IR™" ist Pseudolosung genau dann, wenn
At Az® = Aty
gilt.
Beweis:
Da fiir eine Pseudoldsung z°
dist(y, Bild(A)) = inf{|| Az — y||2|z € R"} = [|A2° -y, ,
gilt, folgt die Aussage aus Satz 9.17 und Folgerung 9.19. [
Die Gleichung
A'Az® = Aly (9.2)

nennt man Normalgleichung zu Gleichung (9.1). Die Eindeutigkeit einer Pseudolésung
ist im allgemeinen nicht gegeben, da die Normalgleichung nur dann eindeutig losbar ist,
wenn det(A*A) # 0 gilt.

Ein allgemeines Problem experimenteller Arbeit besteht darin, eine mathematische Bezie-
hung y = f(z) zwischen zwei Variablen x und y zu bestimmen, die die in unterschiedlichen,
in Versuchen ermittelten Wertepaare

(t1,y1)s -y (tny Yn)

moglichst gut beschreibt. Setzt man f etwa als Polynom zweiten Grades an, so hat man
drei Konstanten (a, b, c) zu bestimmen. Dazu kann man die Ausgleichslosung der Glei-
chung

f(CL?b)C;ti) =Y, 1<q <n,

heranziehen. Man nennt das so skizzierte Vorgehen Ausgleichsrechnung oder Methode
der kleinsten Quadrate.
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Die Methode der kleinsten Quadrate wurde erstmals von C.F. Gaufl (1777 — 1855) im Rahmen
seiner Studien in der Geodisie dargelegt (1821). Nicht nur der Reichtum der Ideen, sondern auch
sein aufergewthnlicher Fleif in der Durchfithrung von endlosen Zahlenrechnungen sind in die-
sem Zusammenhang beeindruckend. In der mathematischen Statistik wird gezeigt, dal die Aus-
gleichslésung besonders einfache statistische Eigenschaften besitzt.

Definition 9.24
Fine Pseudollosung & von Gleichung (9.1) heif$st normal, falls gilt:

|2]|2 = inf{||z°||2|2° Pseudolisung von (9.1)}.

Da die Menge der Pseudolésungen von (9.1) konvex und abgeschlossen ist — dies schliefit
man aus Folgerung 9.23 — | ist nach Satz 9.17 die normale Pseudolésung eindeutig be-
stimmt. Man kann sie finden als die Pseudolésung, die in Kern(A?)* liegt. Verfahren wie
das QR~Verfahren — A wird dargestellt als () R mit einer orthogonalen Matrix () und einer
oberen Dreiecksmatrix R — sind in der Lage diese normale Losung zu finden.

9.3 Der Satz von Hahn — Banach *

Wir kehren nun zum Abschnitt iiber normierte Rdume zuriick.
Ist X ein IK — Vektorraum, dann wissen wir aus Abschnitt 4.6, dafl

X" :={\: X — IK |\ linear}

wieder ein IK —Vektorraum ist; wir hatten ihn als algebraischen Dualraum bezeichnet. Ist
nun X sogar ein normierter Vektorraum, so werden wir unter Einbeziehung der zusétzli-
chen Struktur (Normierung/Stetigkeit) zu

X*:={A: X — RI|\ € X', \ stetig}

gefithrt. Klar, auch X* ist wieder ein IR —Vektorraum; wir nennnen ihn den stetigen
Dualraum von X und jedes A € X* nennen wir eine stetige Linearform. X* ist sogar
wieder ein normierter Vektorraum, da offenbar

| s: X*2A — sup | <A\z>|€R
[Jz]|<1

dank Satz 8.16 eine Norm auf X* ist. Die Reichhaltigkeit von X’ haben wir im Folgerung
4.54 gezeigt. Hier wollen wir dies fiir X* tun. Allerdings ist festzuhalten, dal wir schon
wissen, dafl X’ = X* ist, wenn dim X < oo ist, da dann jede Linearform dank Satz 8.17
stetig ist.
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Definition 9.25
Ser X ein IR — Vektorraum. Ein sublineares Funktional ist eine Abbildung
p: X — IR mit folgenden FEigenschaften:

1. p(ax) = ap(x) ,a € [0,00], z € X.

2. plx+y) <plx) +p(y) 2,y € X.
Offenbar ist jede Norm ein sublineares Funktional.

Lemma 9.26

Sei X ein IR — Vektorraum, p : X — IR sublineares Funktional, U C X linearer
Teilraum und Ay : U — IR linear. Es gelte

< A,u>< p(u) Yuel.
Ist dann z € X\U, so gibt es
AW — R W :=L({z}UU)

mit
Ao = A, A linear , < A\, w > < p(w) Yw € W.

Beweis:
Fiir alle u,v € U gilt:

<Apu>+<AL,v> = < A,ut+ov>
< plu+v)
= p((u+2)+(v—2))
< plu+z)+pl—2),

also
<A,v > —p(v—2) <plu+2z)— < Aj,u>.

Hieraus folgt

m :=sup(< Aj,v > —p(v —2)) < irel(f](p(u—i- 2)— < Aj,u>)=M
vel u

Wir wéhlen a € [m, M] und definieren fiir z € U und b € IR
< ANx+bz>:=< A,z > +ba.

Dann ist A : W — IR linear und Ay = A;. Fiir b > 0 und z € U folgt mit der Wahl
von a

< Ax>+bM
<Az >+bp(b e+ 2)— <\ bz >)
= p(x +bz).

<ANzr+bz> <
<
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Entsprechend gilt fiir b < 0 und x € U

<A x> +bm

<Az >+b(< A\ —b e > —p(—blr - 2))
= p(z+bz2)

<ANzr+bz> <
<

Folglich gilt
< Aw >< p(w) fir alle w € W.

Satz 9.27

Ser X IR — Vektorraum und sei p ein sublineares Funktional auf X. Sei U C X ein
linearer Teilraum und sei y : U — IR linear. Es gelte

< pyu > < p(u) fir alle u € U.
Dann gibt es A € X' mit

Mo =p, < Nz >< p(x) fir ale x € X.

Beweis:
Wir sagen, da§ (W, v) zur Menge Z gehort, wenn gilt:

W ist linearer Teilraum von X mit U C W,

v:W — IR ist linear und vy = p, < v,w > < p(w)Vw € W.

Wir erklédren auf der so definierten Menge Z eine Halbordnung durch
(W) < (W' V)<= W W Vw=r

Ist (Wi, vi)ier eine Kette, d.h. je zwei Elemente der Familie (W}, v;);es sind mit “<* ver-
gleichbar, so definieren wir

W= Uie Wi,

n:W — IR, <,z >=<u;,x >, falsx € W;.

Aus der Ketteneigenschaft erhalten wir, daﬁ_W ein linearer Teilraum von X ist und daf
I eine wohldefinierte lineare Abbildung auf W ist. Offensichtlich ist also (W, ) € Z eine
obere Schranke der Kette, d.h.

(Wi, i) < (W, ) fiir alle i € 1.
Nach dem Zornschen Lemma hat Z ein maximales Element, d.h. es gibt (W, \) € Z mit
(W,p) € Z,(W,\) < (W,pn) = W=W,\=pu

Daraus folgt mit Lemma 9.26 W = X.
Das lineare Funktional A hat also die gewiinschte Eigenschaft. [
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Satz 9.28

Ser X ein normierter IR — Vektorraum, sei U C X ein linearer Teilraum und sei
w:U — IR linear und stetig. Dann gibt es A\ € X* mit
Mo = g Al =sup{| < p,u > |u € U}.

Beweis:
Sei a := sup{| < p,u > ||u € U}. Setze p(x) := a|z|,z € X. Nach Satz 9.27 gibt es
A € X' mit

Mo =p,<A\z><plz)VeeX.

Es gilt
—<ANr>=<\—z>< p(—z)=p(z),z € X.

Also haben wir
| < Az>|<al|z|],zeX.

Dies zeigt zusammen mit Satz 8.16 die Stetigkeit von A und schliellich auch

[All« = e

Folgerung 9.29

Sei X normierter Vektorraum und sei z° € X\{0}. Dann gibt es X\ € X* mit

< A% >#£0.
Beweis:
U:=L{2"}),n:U > az’ — a € R. Wende nun Satz 9.28 an. u

Eine geometrische Version des Satzes von Hahn-Banach ist

Satz 9.30

Ser X ein normierter IR — Vektorraum, seien A, K C X konvex und sei K £ ().
Dann gibt es A € X*\{0} und o € IR mit

sup < A, u >< a<inf <\ v >
’U.EK ’UEA
Beweis:
Sei 2° € K und sei B,(2°) C K. Sei u° € A beliebig. Setze
Z=u'+ K- A.

Klar, Z ist konvex, u° ¢ Z, und B,(z°) C Z. (Beachte § € U° — A.)
Definiere
p(z) :=inf{t >0t 'z € Z}, v € X.

Da zu beliebigem x € X stets ein ¢ > 0 existiert mit t 'z € B,(2°) ¢ K C Z, ist p
wohldefiniert. Ferner gilt:
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0) =0,p(x) >0 Ve € X,

=rp(z) ,r >0,z € X;

ﬁ
=

4. plv) >1Vv e X\Z,p(z) <1Vze Z.

(1) und (4) sind sofort einzusehen, (2) folgt aus der Definition von p, (3) folgt so:
Sei e > 0,s := p(z) + 5 ,t :=p(y) + 5. Da s > p(x),t > p(y) ist, gilt s 'z, t7 'y € Z.
Wegen der Konvexitédt von Z folgt dann

(s+t) Ho+y)=(s+t) (s(sa)+t(t'y)) € Z,
also, dank p((s +¢)~*(z +y)) < 1, schliefilich

ple+y) = (s+)E((s+1) " (z+y))
< (s+1t)=p() +py) +e

Da € > 0 beliebig war, folgt die Aussage (4).
Also ist p ein sublineares Funktional. Definiere auf U := £({u’}) das lineare Funktional

p:U3au’ — ap(u’) € R.
Wir erhalten fiir a € IR
< p,au’ > < max(0, ap(u®)) < p(au®).
Also gibt es nach Satz 9.27 ein A € X’ mit,
Mo =p, <\ z>< pz)Vr € X.
Daraus folgt fiir z € 7 :
<Az><pz) <1<p’) =< \u’ >=<pu’ > .
Damit ist insbesondere A # 6 und fiir u € K,v € A folgt
<Mu'4+u—v><1, dh <Au><<\v>.

Insbesondere haben wir
<ANu>< a:=inf < \,v >
vEA

fiir u € B,(z°). Dies zeigt A € X*.

Bemerkung 9.31

Das im Beweis von Satz 9.30 aufgefithrte Funktional
p(z) =inf{t >0t 'x €2}, 2 X

heifit das Minkowskifunktional (der Menge 7). 0
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9.4 Lineare Ungleichungen *

Wir betrachten hier lineare Ungleichungen in /R". Dazu bendtigen wir

Bezeichnungen : R" :={z € R"|z; > 0,1 <i< n},
R? :={zx e R"|z; >0,1 <1i<n}.

Orthogonale Komplemente sind stets beziiglich des euklidischen Skalarprodukts < -, - >:=<
-,» >9 gebildet. Beachte auch, daf§ der algebraische (stetige) Dualraum von IR" vermdoge
des euklidischen Skalarprodukts mit IR™ identifiziert werden kann.

Lemma 9.32

Sei U ein linearer Teilraum von IR™ mit U N IRy = {6}. Dann gilt U+ N RZ # 0.

Beweis:
Annahme: U+ N R? = {).

Da Ut+R! = U w+RY gilt, ist K := UL+ IRY offen. Offenbar ist K auch konvex.
weU+

Wegen U+ N IRY =0, ist 0 ¢ K. Nach Satz 9.27 gibt es z € IR” \ {6} mit
0 <inf{<y,z>|ye U+ R"}. (9.3)

Daraus folgt
0 <inf{<y,x>|yc U}

wegen der Stetigkeit von < -, - > . Wegen —U* = U+ und 6 € U~ folgt
sup{| < y,z > |ly c U} =sup{< g,y > |y € U'} = —inf{< —y,z > [y c U} <0.
Dies zeigt € (U+)1 = U. Nun folgt aus (9.3) auch
0 <inf{<u,z>|uec R}
und aus Stetigkeitsgriinden
0 §<ei,x>,1§z’§n,

also « € IR"} . Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, da « € U N IR}, \{0}. |

Satz 9.33
Sei A € IR™"™ . Dann sind dquivalent:
(a) Es gibt x € IRY mit Az = 0.
(b) Es gibt kein y € IR" mit A'y € IR, \{6}.

Beweis:
(a) = (b)
Es folgt aus y € IR"™ mit A’y > 0 stets < A'y,x >=<y, Az >= 0. Da x € IRZ ist, ist
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Aty =6.

(b) = (a)

Setze U := Bild(A"). Dann wissen wir U N IR’ = {6}. Aus Satz 9.32 folgt die Existenz
von z € U+ N IR” . Damit folgt

<y, Ar >=< Aly,x >= 0 fiir alle y € IR",
und daher Ax = 6. [ ]

Nun koénnen wir einen Existenzsatz fiir Ungleichungen beweisen.

Satz 9.34
Ser A € IR™"™ . Dann gibt es x € IR",y € IR™ mit

r+Alye R}, Az =0,z € R}, A'y € R} .

Beweis:
Sei A= (a']...]a") und Y := {y € R™|A'y € R"} }.
Betrachte

f:Y>y — {ie{l,...n}|(A%); > 0} € POT({1,...,n})

Dann gibt es offenbar y € Y, soda8 f(y) maximal beziiglich der Inklusion ist;

k := #f(y). Definiere Matrizen B = (b'|...|b") € R™" und C = (c || ") e R™"
durch
a i€ f(y
{ 6 , sonst
0 i€ fly
a’ , sonst

Offenbar ist A= B+ C, C'y = 6. Fiir s € IR und z € IR" gilt
Al(sy + z) = sB'y + B’z + C'z.

Annahme: Es gibt j und z € R™ mit < ¢/, 2z > > 0.
Dann ist j ¢ f(y) und wegen

<d,syt+z>=<al,y>+<ad,z>
folgt: A
i€ fly) = <da’,sy+z>> 0 fiir s gentigend grof,
i=j¢ fly) = <d,sy+z>=<d,2>> 0.

Also haben wir einen Widerspruch zur Konstruktion von f(y).
Dies zeigt, dafl die Bedingung (b) in Satz 9.33 mit C anstelle von A erfiillt ist. Also gibt
es w € IRY mit Cw = 6. Definiere x € IR!, durch

{OA i€ f(y)
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Es gilt dann C'z = 0 und Bz = 0, also Az = 6. Schliefllich ist auch x + Ay € IR" nach
Konstruktion von y und Definition von z. [

Als Folgerung erhalten wir das sogenannte Lemma von Farkas.

Lemma 9.35
Sei A € IR™",be IR™. Dann sind dquivalent:

(a) Az =b hat eine Losung v € IR, .

(b) Aty € IR", impliziert < y,b>> 0.

Beweis:
(a) = (b)
Sei A'y € IR"} . Es folgt

<y,b>=<y Az >=< Aly,z >> 0.

(b) = (a)
Sei B := (A|b). Nach Satz 9.34 gibt es 2’ € R,y € R™ mit

'+ B'y € R, Bx’' =6, B'y = 0.

Da A'y = 6 ist, folgt aufgrund von (b) £ < y,b >> 0, also < y,b >= 0. Damit ist
z,.; > 0 und o.E. konnen wir z],;, = 1 annehmen. Also ist 2’ = (z,1) und wir haben
Ax — b= Bx' = 0. ]

Das obige Lemma geht zuriick auf eine Arbeit von J. Farkas zur “Theorie der einfachen Unglei-
chungen® (1902). Allerdings war es in Grundziiugen schon in einer Arbeit (1836) von J.B. Fourier
(1768 — 1830) vorhanden.

Kommen wir nun zu Aufgabenstellungen, wo lineare Ungleichungenen wesentlich Ein-
gang finden. Es ist dies die lineare Optimierung. Hier haben wir es mit einer Optimie-
rungsaufgabe zu tun, in der eine lineare Funktion (Zielfunktion) iiber einem Polyeder
(zuléssiger Bereich) zu minimieren/maximieren ist. Es handelt sich hier um eine Auf-
gabe, bei der sowohl die Zielfunktion als auch der zuléssige Bereich konvex ist.

Da némlich die Einrichtung der ganzen Welt die vorziiglichste ist und da sie von dem weisesten
Schopfer herstammt, wird nichts in der Welt angetroffen, woraus nicht irgendeine Maximum-— oder
Minimumeigenschaft hervorleuchtet. Deshalb kann kein Zweifel bestehen, dafl alle Wirkungen der
Welt ebenso durch die Methode der Maxima oder Minima wie aus den wirkenden Ursachen selbst
abgeleitet werden kénnen.

L. Euler (Frei iibersetzt aus “Commentationes Mechanicae“).

Betrachten wir ein Problem der optimalen Produktionsplanung.

Ein Unternehmer produziert n Produkte Ay, ..., A,, zu deren Herstellung m verschiedene
Rohstoffe By, ..., B,, benttigt werden. Das Produkt Aj enthalte aj; Anteile des Rohstof-
fes B; und moge beim Verkauf pro Einheit einen Reingewinn von ¢, Zahlungseinheiten
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erbringen. Vom Rohstoff B; sei die Menge b; verfiigbar. Wir wollen vereinfachend anneh-
men, dafl der Markt fiir die Produkte Ay, ..., A, unbegrenzt aufnahmefihig ist und dafl
die Hohe des Angebots keine Riickwirkung auf die Preise hat. Die Produktionsmenge xy
der Ware Ay, soll nun so festgelegt werden, daf§ der Gewinn maximal wird. Diese Aufgabe
1Bt sich mathematisch als Bestimmung eines Maximums der Zielfunktion

n
fz1,... x,) = Z CLTr
k=1

unter den Nebenbedingungen
agay < b, 1<I<m,z,>0,1<k<n,
k=1
formulieren. In Matrixschreibweise erhalten wir mit
A = (alk)lglgm’lgkgn , Ci= (Cl, e ,Cn) y b = (bl, ey bm)
unter Verwendung des euklidischen Skalarprodukts < -, - > die Optimierungsaufgabe

Minimiere < c¢,x >
unter den Nebenbedingungen Az < b,z > 6.

Dabei verstehen wir die Symbole “< “ und “>*“ bei Vektoren komponentweise (siehe
Abschnitt 9.4). Die Aufgabe heifit linear, da sowohl die Zielfunktion als auch die Neben-
bedingungen durch lineare Abbildungen beschrieben werden. Klar, die zuldssige Menge

Zgq ={z € R"|Az < b,z > 6}

ist ein (konvexes) Polyeder.
Die obige Optimierungsaufgabe 148t sich geometrisch interpretieren. Betrachte dazu fol-
gendes konkrete

Beispiel 9.36
Sei m := 3,n := 2 und seien A, b, ¢ gegeben durch

10 5 50
A= -2 -1 |, b= -6 |, c:i=(-10, —20).
—200 —400 —1000

Das Polyeder der zulédssigen Menge wird im 1. Quadranten ZRfL begrenzt durch die Gera-
den
10z + by = 50,2z + y = 6,200z + 400y = 1000

Durch die Zielfunktion ist die Geradenschar
—10z — 20y = a

mit dem Scharparameter a definiert. Diejenige Gerade dieser Schar, die fiir die Punkte
(x,y) des zuldssigen Polyeders einen minimalen Parameter a besitzt, liefert die (eine)
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Losung des Optimierungsproblems. Im vorliegenden Beispiel ist die Losung eindeutig

bestimmt. Sie liegt im “Eckpunkt* (%,%) des Polyeders. Der entsprechende Wert der
Zielfunktion betréigt f(%,3) = —50. (Der negative Gewinn kann als Kosten interpretiert
werden.) 0

Die obige Form der Optimierungsaufgabe wollen wir zu einer Standardform abwandeln.
Wir behandeln

Minimiere < c¢,x >
unter den Nebenbedingungen Ax =b, xz > 6.

Dabei sind also
Ae R™" , be IR", ce IR"

gegeben und wir kénnen o.E. n > m annehmen. Anderenfalls hat ndmlich das Glei-
chungssystem Az = b im allgemeinen genau eine oder keine Losung; in keinem Falle ist
die Aufgabe dann interessant.

Auf diese Standardform — wir benennen sie mit (LOP) — lassen sich urspriinglich an-
ders formulierte Aufgaben, auch das eingangs formulierte lineare Optimierungsproblem,
umschreiben.

Beispiel 9.37
Durch Einfithrung der “Hilfsvariablen* y € IR™ wird aus der Aufgabe

Minimiere < c¢,x >
unter den Nebenbedingungen Ax < b, x > 6

die Aufgabe

Minimiere < ¢, 2’ >
unter den Nebenbedingungen A'z' =b', 2’ > 0,

wobei

A= (AE),V :=b, 2 = ( ”; ) , = (clf)

ist. O

Die Beschiftigung mit Aufgaben vom Typ (LOP) wird unter dem Stichwort “Lineare
Optimierung“ zusammengefafit; sie ist Kern des Fachgebiets “Operations Research®. Hier
sind typische Anwendungen der linearen Optimierung: Transportprobleme (Kosten-
minimierung beim Transport von Giitern zu den Mérkten), Rundreiseprobleme (Ko-
stenminimierung bei der Ausarbeitung einer Tour durch eine vorgegebene Anzahl von
Stédten); letzteres Problem ist ein Problem der ganzzahligen Optimierung. Das im
néchsten Abschnitt zur Vorstellung kommende Simplexverfahren kann so abgeéndert wer-
den, dafl es auch ganzahlige Probleme 16st.

Fiir das Problem (LOP) wollen wir das Simplexverfahren beschreiben. Davor haben wir
noch einige Vorbereitungen zu treffen.
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9.5 Extremalpunkte

Im Beispiel der Produktionsplanung hatten wir gesehen, dal die Losung ein “Eckpunkt®
des zuldssigen Polyeders ist. Dieser Sachverhalt stellt die Basis des im néchsten Abschnit
zu besprechenden Simplexverfahrens dar. Hier bereiten wir die Schritte dieses Verfahrens
vor. Dazu studieren wir einige Eigenschaften von Polyedern genauer.

Definition 9.38

Ser X IR — Vektorraum und sei M C X konver.
Ein Punkt x € M heifit Extremalpunkt von M genau dann, wenn aus der Bezie-
hung

r=ay+ (1l —a)z,z,y € M,0<a <1,

stets x = y = z folgt.
Die Menge der Extremalpunkte von M bezeichnen wir mit ext(M).

Beispiel 9.39

Sei M :={x € IR"|||z||2 < 1}. Dann ist ext(M) = {x € R"|||z|2 = 1}.
Sei M := {x € R"|||z||; < 1}. Dann ist ext(M) = {e'|1 <i < n}.
Sei M := Z,q mit Z,4 aus Beispiel 9.36. Dann ist

ext(M) = {(0,6), (0, 10), (5,0), (%? %)} :

In jedem Falle stellen wir fest, dal die Ausgangsmenge M als konvexe Hiille der Extremal-
punkte dargestellt werden kann. Dies wollen wir spater fiir Polyeder allgemein beweisen.
(In der Funktionalanalysis stellt der Satz von Krein-Milman das entsprechende Resultat
dar.) 0

Liegt ein Polyeder vor, so bezeichnen wir der Anschauung geméfl Extremalpunkte auch
als Ecken.

Sei nun stets
Z :={x € R"|Az = b,z > 0}.

Zu z € Z bezeichnen wir mit
I(z):={j€{1,...,n}z; > 0}

die Menge der aktiven Indizes von z.
Die Matrix A in Spaltenschreibweise sei A = (al]...|a").

Im folgenden Satz stellen wir eine algebraische Charakterisierung von Ecken bereit.
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Satz 9.40

Es sind fiir x € Z folgende Aussagen dquivalent:

(a) z ist Ecke von Z.

(b) Die Vektoren a?,j € I(x), sind linear unabhingig.
Zusatz: Ist rg(A) = m, dann ist (b) auch zur Aussage

(c) Es gibt pa, ..., pm € {1,...,n} mit rg(a**|---|a*™) = m und x; = 0 fir
J&{m, - pm}
dquivalent.

Beweis:
(a) = ()
O.E. kénnen wir annehmen [(z) = {1,...,r} mit r > 1. Wegen = € Z gilt die Beziehung

r
Zaijxj:bi,lgigm.
j=1

Annahme: a',...,a" sind linear abhiingig. Dann gibt es also ay, ..., ®, € IR mit
T ) T
ZajaJ =0 ,Za? # 0.
j=1 j=1

Da fir j € {1,...,7} ja x; > 0 gilt, gibt es € > 0 mit
LIZ‘j:IZ&C\{j>0 ,1§]§7’

Setze

y+ = (-Tl+€041’---xr+604r’0?“"0)’

y = (x1 —eay,...,z, —€a,,0,...,0).

Dann haben wir
yt>0,y" >0

und
n T T T
J,t _ J,t _ Jop . nd —
S iyt = Y = Yl ey ol = b
j=1 j=1 j=1 j=1

Also sind y* € Z und L (y* +y7) ==

Da y* # z, ist dies ein Widerspruch zur Tatsache, da8 x Extremalpunkt von Z ist.
(b) = (a)

Sei 0.E. I(z) = {1,...,r}. Betrachte eine Darstellung

r=ay+ (l—a)z,y,2 € Z,a € (0,1),
von z. Offensichtlich gilt dann I(z) = I(y) U I(z). Wegen Az = b = Ay folgt daraus

T

’= i“j(yj —z;) = (y; — %)

J=1
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und wegen der linearen Unabhéngigkeit von a', ..., a" weiterhin y; = 2;,1 < j < r, und
yi=2;=0,7+1<j <n, wegen I(x) = I(y) U I(z). Damit ist z Ecke von Z.
Zum Zusatz. (¢) = (b) ist klar. (b)) = (c) folgt so:

O.E. konnen wir I(z) = {1,...,r} annehmen. Da offenbar r < m gilt, hat man im Fall
r <ma',...,a" nur mit Spalten der Matrix A zu einer Basis von IR™ zu ergiinzen. Dies
ist moglich, da rg(A) = m gilt. ]
Satz 9.41

Ist Z # 0, so besitzt Z Ecken.

Beweis:
Da die Menge {#I(z)|z € Z} eine Teilmenge von IN| ist, gibt es ein x € Z mit

#I1(x) = min{#I(2)|z € Z}.

Wir wollen zeigen, dafl « eine Ecke ist. Dabei ist dies schon klar, falls #I(x) = 0 ist. Wir
nehmen also nun #I/(z) > 1 an. O.E. also I(z) ={1,...,7} ,r > 1L
Annahme: a',...,a" sind linear abhiingig. Dann gibt es oy, ..., a, € IR mit

Zajaj = 0,204? # 0.
=1 j=1

Setze
e := min{z;|aj] Va; £0,1<j <r}

und sei l € {1,...,r} mit
€= xl|al|_1,al 7é 0.

Sei u:= (1 — eay, ...,z — €a,,0,...,0). Dann gilt
Au = Ax—eiajaj = Ax =0,
j=1
also u € Z, da offenbar u > 6 ist. Nun gilt
#HI(u) >r—1,
was ein Widerspruch zur Konstruktion von r ist. [ |

Kennt man die Ecken eines Polyeders, so kann man damit das Polyeder einfach beschrei-
ben. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 9.42

Ist Z ein Polyeder, so gilt
Z = co(ext(Z)).

Beweis:
Sei z € Z und r := #I(x). Ist r = 0, so ist = selbst Ecke. Wir beweisen die Aussage nun
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induktiv nach r.

Wiederum kénnen wir also o0.E. annehmen: I(x) = {1,...,7}. Sind @', ..., a, linear un-
abhingig, so ist # Ecke und wir haben nichts mehr zu zeigen. Seien also a', ..., a" linear
abhéngig. Dann gibt es aq,...,a, € IR mit

Zajaj =0 ,Za? # 0.
7j=1 7j=1

Setze fiir € € IR
z(€) := (1 + €, ..., T, + €a;,0,...,0).
Da Z konvex abgeschlossen und beschrankt ist, gibt es € < 0, €2 > 0 mit:
x(e) € Z fiir € € [e1, €], x(€) ¢ Z fiir € & [e1, €2), x(€1); = x(€2); =0,r +1 < j <.
Dazu gibt es auch [,k € {1,...,r} mit
z(e1); = z(e2)p = 0.

Also gilt #1(z(e1)) <7, #I(z(e2)) < 7.
Nach Induktionsvoraussetzung sind z(e1) , z(€2) € co(ext(Z)). Da

€2 €2

T = z(er1) + (1 —

€ — €1 € — €1 )37(62)

gilt, ist x selbst in co(ext(Z)). |

Das obige Ergebnis ist im wesentlichen der Satz von H. Minkowski (1909 — 1964): Jedes Polyeder
ist die konvexe Hiille seiner Extremalpunkte. Die erste systematische Abhandlung iiber konvexe
Mengen wurde im Nachlafl von Minkowski gefunden.

Nun kommen wir zum Hauptergebnis.

Satz 9.43
Sei Z # 0 und sei Z beschrinkt. Dann gibt es eine Ecke x von Z mit

<ec,x>=min{< ¢,z > |z € Z}.

Beweis:
Da Z abgeschlossen und beschrankt ist, ist Z sogar kompakt. Da die Zielfunktion stetig
ist, gibt es u € Z mit

<c,u>= min{< ¢,z > |z € Z}.

Nach Satz 9.42 gibt es ay,...,a; € [0,1] und Ecken 2!, ..., 2! von Z mit

l l
U = Zakxk,Zak = 1.
k=1

k=1
Wegen

!
min{<c¢,z> [z €2} =<cu>= Y a,<cz">>min{<cs">[1<k <1}
k=1
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muf} es ko € {1,...,l} geben mit
<cu>=< c,:cko > .
Also leistet z := zF0 das Gewiinschte. [}

Nun konnen wir das Prinzip des im nédchsten Abschnitt zu beschreibenden Simplexver-
fahren schon skizzieren: Da das Minimum in einer Ecke angenommen wird, sucht man das
Minimum in einer Ecke. Satz 9.40 liefert uns nun eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Ecken x von Z, da es hochstens nur (:;) Ecken geben kann. Da (:;) sehr schnell grofl
wird, wenn etwa realistischerweise n ~ 2m gilt, ist das Verfahren, die Zielfunktion in den
Ecken auszuwerten und ihre Werte zu vergleichen, kein effizientes Vorgehen. Es ist der
Vorteil der im néchsten Abschnitt zu besprechenden Methode, dafl im allgemeinen sehr
viel weniger als (::1) Ecken berechnet werden miissen, ehe eine Losung gefunden ist.

9.6 Simplexverfahren

Satz 9.40 entnimmt man, dafl eine Ecke x von Z hochstens m positive Eintrége z; haben
kann, wenn rg(A) = m gilt.
Generelle Annahme: rg(A)=m

Definition 9.44
Ein z € Z heifit Basispunkt mit Basisvariablen puq, ..., iy, falls gilt:
at, ... a"* sind linear unabhingig, z; =0, falls j & {p, ..., fim}-
Die Variablen {j|7 ¢ {1, .., m} heiffen Nichtbasisvariablen.

O
Lemma 9.45
Es sind dquivalent fiir z € Z :
(a) z ist Ecke.
(b) z ist Basispunkt.
Beweis:
Siehe Satz 9.40. ]

Bei der Definition von Basisvariablen fillt auf, dafl nicht behauptet wird, daffi Komponen-
ten z;, die zu Basisvariablen gehoren, positiv sind. Dies kann man im allgemeinen auch
nicht erwarten.

Definition 9.46

Fine Ecke z € Z heifit entartet , wenn es eine Basisvariable j gibt mit z; = 0.
O
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Beispiel 9.47
Betrachte das Minimierungsproblem

Minimiere < c¢,x >
unter den Nebenbedingungen Az =b, z > 0

fiir m :=3,n := 5 und

11100
A=[2100 1 |,b:=[3|,c=(-3-1).
10010 1

Dann ist z = (1,1,0,0,0) eine entartete Ecke mit Basisvariablen 1,23 bzw. 1,2,4 bzw.
1,1,5. Die Ecke bestimmt also die Basisvariablen nicht in eindeutiger Weise. O

Kommen wir nun zur Beschreibung des Simplexverfahrens; entartete Ecken erfordern
dabei eine Sonderbehandlung. In seiner Durchfithrung unterscheidet man zwei Schritte:

Phase I Bestimmung einer Startecke von Z.

Phase IT Ubergang von einer nichtoptimalen Ecke zu einer ,benachbarten“ Ecke, in
der der Wert der Zielfunktion zumindest nicht anwichst (Eckenaustausch) und
Entscheidung, ob ein weiterer Eckenaustausch die Zielfunktion verkleinert oder
nicht (Optimalitéitstest).

Da der Eckenaustausch mit ,,benachbarten“ FEcken erfolgt, kann man diesen Schritt als
Schritt von einer Ecke entlang einer ,Kante“ zu einer anderen Ecke verstehen. Man
beriicksichtigt also sehr wesentlich, daf§ der zulédssige Bereich die ,,Form“ eines Simplex
hat; daher die Bezeichnungsweise.

Das Simplexverfahren wurde 1947/48 von G.B. Danzig eingefiihrt. Es war lange Zeit konkurrenzlos
was Effektivitdt und Praktikabilitdt betrifft. Erst 1980 und 1985 wurden andersartige Verfahren
(Ellipsoid-Verfahren, Innere-Punkte-Verfahren) vorgeschlagen, die im Vergleich zum Simplexver-
fahren etwas mehr beweisbare Effektivitit besitzen. In der Praxis ist das Simplexverfahren aber
wohl immer noch konkurrenzlos.

Kommen wir nun zur schrittweisen Darstellung des Verfahrens. Dazu stellen wir zunéchst
ein Ergebnis zum Optimalitétstest bereit. Sei
Z7*={ye R™ | Ay < c}.

Im n#chsten Abschnitt wird klar werden, da§ Z* als zuléssige Menge eines zu (LOP)
“dualen® Problems (LOP)* auftritt.

Lemma 9.48

Sei x € Z,y € Z* und es gelte < c,x >=< b,y > . Dann ist x eine Ldsung von
(LOP).

Beweis:
Sei u € Z. Offenbar gelten wegen x > 6,u > 6 die folgenden Ungleichungen:

<cu>><Alyu>=<y Au>=<yb>=<cz>.
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Also ist
<c,x>=inf{< c,u>|ue 7}

Wir fithren mit Indizes py, ..., um € {1,...,n} folgende Bezeichnungen ein:

A(,u1| . |,um) = (CL“1| - |aﬂm) c ZRm,m’
O]+ [pm)" = (G- - -, Cpy) € RM™.

Ausgangspunkt fiir das Simplexverfahren ist nun eine Ecke z € Z mit Basisvariablen
Wiy -y . Setze B = {1, ..., fim}-

Schritt 1 Sei # € R™" definiert durch Z; := Zu,1 <1<m,.

Da z nach Voraussetzung Ecke ist, gilt

Al |pm)Z =b ,T > 6. (9.4)

Schritt 2 Berechne die eindeutige Losung y von

Alpa| -+ )y = c(pal - - |ftm) (9.5)

und setze
A= Aly —c.

(A heiBt Schlupf.)

Beachte, da8 rg(A(u1|- - |pum)t = m gilt, da a*,... a*™ linear unabhingig sind. Wir
sehen nun, dafl mit Lemma 9.48 auf die Optimalitdt von x geschlossen werden kann, falls
A > 0 ist. Wir halten dies fest in

Schritt 3 Ist A > 6, so ist x eine Losung von (LOP). STOP

Ist der Optimalitatstest in Schritt 3 negativ, so versuchen wir eine neue Ecke zu konstru-
ieren. Deren Basisvariablen sollen sich nur in einem Element unterscheiden (Ubergang zu
einer ,benachbarten“ Ecke/Einzelaustausch).

Schritt 4 Bestimme ein r € {1,...,n} mit A, <O0.

Wegen (9.5) gilt » & {u1, ..., um} = 5.
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Schritt 5 Berechne die eindeutige Losung d von

A(pal -+ [pm)d = a” (9.6)

Der Vektor d enthilt die Koordinaten der Darstellung von a” durch die Basis a1, ... a*™.
Wir diskutieren die Bedeutung von d fiir das weitere Vorgehen. Definiere dazu fur ec R
den Vektor z(¢) € IR™durch

T; —ed; Lfalls j = p;
z(e)j =1} € Jalls j =
, sonst

)

Damit gilt also fiir € € IR :

ALIZ‘(G) = Z(i‘z — edi)a“" +ea” = Zi‘ia“" =b
i=1 i=1
und
<cx(e) > = Y (% — edi)ey, + e,
i=1
= <c(pl-|pm), @ > —e(<c(pul] - |pm), d > —c;)
= <clu| - |pm), @ > —e(<y, AQul - [p™)d > —c;)
= <cx>—€A,
Lemma 9.49
Ist d gemdf$ (9.6) berechnet und gilt d < 0, dann ist das Problem (LOP) unlésbar.
Beweis:

Es gilt offenbar z(e) € Z fiir alle € > 0. Dies zeigt

inf < ¢,z(e) >= —o0.
e>0
|
Schritt 6 Ist d < 0, so ist das Problem (LOP) nicht lésbar. STOP

Schritt 6 nennen wir den Losbarkeitstest. Fallt er negativ aus, d.h. tritt d < 6 nicht
ein, fahren wir so fort:

¢ = min{z;d; *|d; > 0,1 <i <m}.

Damit gilt
(€)Y e Z,x(e)=0fiireinl € {p1,...,ptm}

(Beachte: €’ ist das grofitmogliche € > 0, fiir das z(e) zuléssig bleibt.)
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Schritt 7 Wéhle s € {1,...,m} mit
¢ =xz,.d;" d, >0,

und setze

= B\ s} U{r}, 2’ = z(€).

Lemma 9.50

Wird 5" und x' gemdfS Schritt 7 bestimmt, so ist x' FEcke mit Basisvariablen (3.

Beweis:
O.E.s=1,dh. g = {r pe,...,un} Offensichtlich gilt I(z') C §'. Wir tiberpriifen die
lineare Unabhéngigkeit von a”, a2, ..., a*™. Sei dazu

m
aa” + Zaia“" =40.
i=2

Ist a = 0, so folgt aus der Tatsache, dal a™, ... a*™ linear unabhéngig sind, ap = --- =
am = 0. Ist a # 0, so kénnen wir 0.E. @« = —1 annehmen. Dann gilt

i o;at = a”
=2
und ein Vergleich mit (9.6) zeigt
di=0,d; =qa;,2 <1< m.
Nach Wahl von r gilt aber d; > 0. Widerspruch ! ]

Nach Lemma 9.50 kénnen wir nun, vorausgesetzt wir sind nicht in Schritt 3 oder Schritt 6
ausgestiegen, mit x := z’, 3 := 3’ bei Schritt 1 fortsetzen. Einige mit Schritt 4 und Schritt
7 zusammenhingende Fragen klidren wir spéter.

Wir wollen nun die Schritte 1 bis 7 in einem Rechenschema zusammenfiithren, dem soge-
nannten Simplextableau.

In Schritt 1 und Schritt 5 werden Darstellungen von b und a” durch die Basis a*?, ... a*™
erforderlich. Wir formulieren allgemein:

m m
@ = ap;a* 1 <j<nb=> apoat.
k=1 k=1

Offenbar gilt
Ay = 5kl ,1 S k},l S m.

Die Koeffizienten oy, sind zu interpretieren als Losungskomponenten einer Gleichung

~

A(pa] - |ptm)E = b (b= a? oder b=1b).
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Diese kann man auch ablesen, nachdem die geriinderte Matrix (A(uy|- - - |pm)|b) durch
elementare Umformungen auf eine Form gebracht wurde, in der in den Spalten pu1, . . ., fim,
eine Einheitsmatrix steht.

Wir fassen zusammen (1. Form des Tableaus):

M1 | Q11 0 Q1 | Q1o
Hm | Om1 v Oy | Q0

Beispiel 9.51

Minimiere < ¢,z >
unter den Nebenbedingungen Ax = b,x > 0

wobei
2 0 20 4
(;(1,3,0,0),A<1 e 1),5(3)
1st.

Eine Ecke liegt fiir die Basisvariablen p; = 1, us = 2 vor. Wir erhalten so aus der gerdnder-
ten Matrix

2020 | 4

1101 | 3

durch Umformung schliefflich als 1. Form des Tableaus

2 3 4
0 1 02
1 1

o~

2 -1

Daraus lesen wir nun in der letzten Spalte auch die Koordinaten der Ecke ab:
r =1(2,1,0,0) mit I(z) = {1,2}
Es liegt eine nichtentartete Ecke vor O

Der Wert der Zielfunktion in der Ecke x stellt sich folgendermafien dar:

m m
Ag:=<c¢,x>= Y poCu, = Y_ W oCu, — 0. (9.7)
k=1 k=1
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In Schritt 2 werden die Gréflen A; bendtigt.

Aj = (Ay);—q (9-8)
= <ad,z>—¢ (9.9)
= <) o att x> —¢ (9.10)
k=1

= Y oy <a x> —q¢ (9.11)

k=1
= D owjcu, — ¢ (9.12)

k=1

(9.7) und (9.8) lassen sich folgendermaflen lesen:

Man erhilt (A|Ag) aus (—c|0) durch elementare Zeilenumformungen unter
Zuhilfenahme der Zeilen des Tableaus mit dem Ziel

Ay =-=A, =0.

M1

Wir fiigen der bisherigen Form des Tableaus die Zeile (—c|0) an und fithren die elementaren
Zeilenumformungen durch.

Beispiel 9.52
Aus dem Tableau

1 4
1 012
210 1 -1 111
-1 -3 0 010
erhalten wir
1 2 3 4
111 0 1 0|2
210 1 -1 111
0 0 -2 315
Der Wert der Zielfunktion in der aktuellen Ecke ist also Ag = 5, der Schlupf Aj ist —2,
der Schlupf A4 = 3. O
Das nun so entwickelte Tableau
1 n
M1 | Q11 o Q1p | 010
Hm am,l T am,n am,O
A - A, | A
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enthélt alle Grolen, die in Schritt 1 bis 7 ben6tigt werden; Schritt 2 ist als Zwischenschritt
fiir Schritt 3 nicht notig, da der Schlupf durch elementare Umformungen berechnet werden
kann (siehe oben).

Beispiel 9.53
Als Starttableau (8 = {1,2}) haben wir nun

1 2 3 4
1110 1 0|2
201 -1 11
0 0 =2 315

Schritt 1: 2 = (2,1) ,z = (2,1,0,0).

Schritt 3: Keine Optimalitit, da Ay > 0.

Schritt 4: r = 4.

Schritt 5: d = (0,1).

Schritt 6: Losbarkeit kann nicht ausgeschlossen werden.

Schritt 7: dy > 0; also s =2, da 2—; = %
Gehe mit 3" := {1,4} zu Schritt 1. O

Um Schritt 7 einfacher auswerten zu konnen, ist es sinnvoll dem Tableau eine weitere
Spalte anzuhéngen. Sie wird in Schritt 7 ausgefiillt und enthélt die Gréflen

Q;0
Q;

u; = , 1 <4 <m,

wobei wir u; = oo fiir a;, < 0 vereinbaren. Damit kénnen wir dann ein s leicht ermitteln.

Wir haben nun noch zu iiberlegen, wie wir aus dem Simplextableau zur Basis § das
Simplextableau zur Basis 3" erhalten. Dies entspricht einem Basiswechsel, der allerdings
nur in einem Vektor vollzogen wird.

Wir wissen aus Schritt 7:

asr >0, a", ... at", ... a' ist Basis von IR™ .
Es gilt
a’ = Z ak,ra“k + as,ra“s,
k#s
s 1 I T
a = - (Z akvra + a )'
Qs hts

Damit erhalten wir fiir 1 < j <n

a] — Z ak,_]a/“k + OCSJCLNS’
k#s

d.h.

A Qs Qs
a’ = E (ar; — Loy, )a + —2La".
’ Q ’ Q
k;és S,T 5T
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Ferner

Q.0 Q.0 r
b= Z(O&k’() — ak,g)a“’“ + a .
k#s as,r as,r

Dies bedeutet: Zu 3’ gehort das Tableau mit den Groflen (0 < j <n,1 <k <m)

Qs j
{ Okj — @, Ok Jk#s

Qs j > o

Wj’ ,k =S

Man erhélt also das neue Tableau durch elementare Zeilenumformungen mit dem Ziel, dafl
in der r-ten Spalte der s-te Einheitsvektor entsteht. Die Berechnung von (A|Ag) erfolgt
dann wie oben beschrieben: Elementare Zeilenumformungen mit dem Ziel A, = 0.

Beispiel 9.54
Wir starten mit 8 = {1,2} und erreichen in Schritt 7 das Tableau

1 2 3 4
111 0 1 0]2
2/01 -1 1]1

0 0 -2 3|5

Es wird die Variable ps = 2 gegen r = 4 ausgetauscht. Also ergibt sich als néchstes
Tableau

1 2 3 4
111 0 1 0 2
410 1 -1 1 o0
0 -3 1 02

Es liegt noch keine Optimalitédt vor und es wird die Variable u; = 1 gegen r = 3 ausge-
tauscht. Als Tableau ergibt sich

1 2 3 4
311 0 1 012
411 1 0 1|3
-1 -3 0 00
Da A; <0,A; <0 ist, liegt Optimalitiat vor. Die optimale Ecke ist
x=(0,0,2,3)
und der zugehorige Wert der Zielfunktion ist 0. a

Der obigen Darstellung entnimmt man, dafl die Zielfunktion von Tableau zu Tableau strikt
abnimmt, wenn die Ecken nicht entartet sind. Dies bedeutet, da} wir mit endlich vielen
Austauschritten zum Ziel kommen. Besitzt das Problem (LOP) jedoch auch entartete
Ecken, so kann nicht ausgeschlossen werden, dafl man zu einer entarteten Ecke gelangt.
Da dann die Zielfunktion eventuell beim Austausch nicht abnimmt, kann nicht gesichert
werden, dafl man zu einer schon betrachteten Ecke nicht wieder zuriickkehrt: Das Sim-
plexverfahren kann zyklisch werden. Beeinflufit wird dies durch die Wahl von r und s,
die ja im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. Naheliegend sind folgende Regeln:
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In Schritt 4 : Wihle kleinstes r mit A, = min{A,/|A,» > 0}

In Schritt 7 : Wéhle kleinstes s mit % = min{%|di >0,1<i<m}.

Zyklen werden durch eine solche Festlegung im allgemeinen immer noch nicht vermie-
den. Man kann diesem Problem aber beikommen durch eine Ordnung der Ecken (siehe
Spezialliteratur).

Das Simplexverfahren benétigt beim Start eine Ecke (Phase I). Enthélt die Matrix eine
Einheitsmatrix, so ist eine Startecke sofort ablesbar, wenn b > 6 gilt. Bei grolen Proble-
men ist dies meist, selbst wenn dies der Fall sein sollte, nicht so einfach zu sehen. Hier
gibt es einen ,, Trick“ : Betrachte das Hilfsproblem

Minimiere < e, w >
unter den Nebenbedingungen Ax +w =b,xz > 0, w > 0,

wobei e = (1,...,1) ist. Eine Losung dieses Hilfsproblems kann man mit dem Simplexver-
fahren berechnen, denn hier ist nun eine Startecke bekannt, ndmlich (6, )(o.E. kann b > 6
angenommen werden.) Ist nun (z*, w*) eine Losung dieses Hilfsproblem und ist w* # 6,
dann enthilt das Ausgangsproblem (LOP) keinen zulédssigen Vektor, also Z = (); ist da-
gegen w* = #, dann kann man aus z* leicht eine Startecke von (LOP) ableiten.

Es existieren Zeit und Speicher sparende Versionen des Simplexverfahrens. Allerdings ist
auch ein Beispiel bekannt, bei dem alle Ecken durchlaufen werden. In diesem Fall ist die
Anzahl der Rechenschritte exponentiell in der Anzahl der Variablen. Aus der Praxis hat
man die Beobachtung, dafl das Verfahren im allgemeinen mit einer Zahl von Rechen-
schritten auskommt, die polynomial in der Anzahl der Variablen/Gleichungen ist. Diese
Beobachtung wird gestiitzt durch die Tatsache, dafl unter Annahme an die Verteilung der
Daten, im Mittel die Anzahl der Rechenschritte polynomial beschrankt ist. Diese Effizienz
konnte fiir zwei Verfahren, die lineare Polygramme l6sen, erst neulich bewiesen werden:
1980 fiir die Ellipsoid-Methode von Kachian und 1984 fiir den Karmarkov-Algorithmus.
Sie arbeiten auch mit dem Inneren der zuldssigen Menge.

9.7 Dualitat *

Ein wesentlicher Zug der linearen Programmierung ist, dafl einem linearen Programm
stets ein duales lineares Programm zugeordnet werden kann, das eine sehr tiefe Einsicht
iiber das Ausgangsprogramm liefert. In unserem Fall ist das duale Programm (LOP)* zu
(LOP) gegeben durch

Maximiere < b,y >
unter den Nebenbedingungen A'y < c.

Die zulédssige Menge
7" ={ye R™|A'y < c}
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hatten wir bereits benutzt (siche Lemma 9.48).

Setze
a = inf{<c,z>|z€ 7},
ax = sup{<by>|ye 2},
wobei wir a = 0o und a* = —oo vereinbaren, falls Z = () bzw. Z* = () gilt.
Lemma 9.55

Seien x € Z,y € Z*. Dann qilt < c,x > > < b,y > .

Beweis:
Mit Hilfe von Aly < ¢,z > 6 folgt

<cr>><Ayr>=<y Ar>=<y,b>.
|
Das obige Ergebnis bezeichnet man als schwachen Dualitétssatz. Ein stérkeres Ergebnis

ist der folgende sogenannte starke Dualitétssatz

Satz 9.56
Es gilt:

(a) Ist Z #0,Z* # 0, so sind (LOP) und (LOP)* losbar und es gilt:

—0o < a=a" <oo.

(b) Ist Z # 0 und Z* =0, so gilt o = —o0.

(c) Ist Z =0 und Z* #+ 0, so gilt a* = 0.

Beweis:
Sei x € Z,y € Z*. Dann gilt mit Lemma 9.56 < ¢,z >> < b,y > . Also

0o ><cr>>a>a ><by>> —o0.

Wir zeigen die Existenz einer Losung von (LOP) und a = o*. Die Existenz einer Losung
von (LOP)* folgt dann aus Symmetriegriinden (siehe unten).

Annahme: Es gibt kein x € IR" mit < ¢,x >= o*, Az = b,z > 0. Das Lemma von Farkas
(siehe 9.35) liefert u € R™, z € IR mit

Alu 4 ye >0, < bu > +ya* <0.
Wihle v € Z. Damit folgt

0 <<Au+tvyc,v>=<u,b>+y<cv>< —ya* +v<cv>,
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d.h. (mit a > o)
Y(<ev>—a*)>0,7>0.

Setze y := —1y. Damn gilt:

v

1
Aly = —;Atu <c¢<by>> a'

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von o*. Also gibt es x € Z mit

o <a <<czr>=a,
d.h. z ist Losung von (LOP).
Zu (c)
Sei y € Z*. Da Z = () gilt, hat das System

Ax=b,x >0

keine Losung. Mit dem Lemma von Farkas (siehe 9.35) folgt die Existenz von u € IR™
mit
Alu >0, < b,u> < 0.

Also folgt fiir y(e) :=y —eu ,e>0:
Aly(e) = Aly —eA'u < Aly < ¢ ,e > 0,

sup < b,y(€) >=< b,y > +sup —€ < b,u >= 0.
e>0 e>0
Zu (b)
Folgt aus Symmetriegriinden (siehe unten). [

Wir haben oben zweimal mit einer Symmetrie argumentiert. Dies soll heiflen, daf3 das
duale Problem von (LOP)* wieder (LOP) ist. Um dies zu verifizieren, ist zunéchst aber
(LOP)* selbst als ein Problem in Standardform zu verstehen. Dies geht so:

(LOP)* ist dquivalent mit

Minimiere < —b,u — v >
unter den Nebenbedingungen A'u — A'v +w =c,u > 6,v > 60,w > 0.

Das dazu duale Problem ist

Maximiere < ¢, 2’ >
unter den Nebenbedingungen Az’ < —b, — Az’ < b, 2’ <6.

Daraus liest man durch Ersetzen von ' durch —z ab, dafl das Problem (LOP) entstanden
ist.

Das duale Problem (LOP)*, genauer die dualen Variablen, haben im allgemeinen ei-
ne ,,physikalische“ Interpretation, wenn die primalen Variablen, d.h. die Variablen von
(LOP), eine ,,physikalische“ Interpretation haben.
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Bemerkung 9.57

Hat man mit dem Simplexverfahren das Problem (LOP) gelost und liegt das optimale
Tableau mit Basisvariablen pyq, ..., t,, vor, dann kann man auch die Losung y des dualen
Problems (LOP)* ablesen, denn es gilt ja

Ay =<a"y > —cy =Y —cy, 1 <1 <m.

d.h.
i = Ay +ep, 1 <i<m.

Beispiel 9.58

Das optimale Tableau unseres Illustrationsbeispiels war

1 2 3 4
311 0 1 0
1 1 01
-1 -3 0 0

Also 16st y := (0,0) das duale Problem

Maximiere 4y; + 3y
unter den Nebenbedingungen 2y; + 2 < 1,92 < 3,2y;1 < 0,9y, < 0.
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