îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ãÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ä. œ. áÎÏÓÏŒ ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÅ

íãîíï, œëí îíõ 1999 áÎÏÓÏŒ äÍÉÔÒÉÊ œÉËÔÏÒÏŒÉÞ, ÁËÁÄÅÍÉË òáî

ä. œ. áÎÏÓÏŒ.

ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÅ. | í.: íãîíï, œëí îíõ, 1999. | 105 Ó.

ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÓŒÅÄÅÎÉÊ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É Ô. Ð.), ËÎÉÇÁ ÄÁÅÔ ÏÂÚÏÒ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÒÕÇÁ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÍÉ Œ ÍÅÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ), ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. åÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÏ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ Œ ÔÅÎÉ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÄÒÕ- ÇÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. úÁÍÅÔÎÏ ÕÐÒÏÝÅÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ: ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ĂÚŒÅÚÄÏÞËÁĄ) É ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÔÏÔÉÐ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ èÏÄÖÁ { ìÅÐÁÖÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

© ä. œ. áÎÏÓÏŒ 1999 © íãîíï, œëí îíõ, 1999

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

œÅÒÓÔËÁ œ. ëÏÒÄÏÎÓËÉÊ

ïÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÊ ÚÁ ŒÙÐÕÓË œ. ðÒÁÓÏÌÏŒ

ìÉÃÅÎÚÉÑ ìò Ć071150 ÏÔ 11.04.95 Ç ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ 22.02.99 Ç. ôÉÒÁÖ 300 ÜËÚ.

íãîíï 121002, íÏÓËŒÁ, â. œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11. ôÅÌ. 241{05{00

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 §1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 §2. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. . . . . . . . . . . . . . . . . 19 §3. œÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ L É ~ ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

üÔÁ ËÎÉÇÁ | ÓŒÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ËÏÎÓÐÅËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ, ŒÓÅ ÖÅ ÔÁË É ÎÅ ÓÔÁÌ ÕÞÅÂÎÉËÏÍ. ñ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÏÔËÕÄÁ ŒÚÑÌÓÑ ÜÔÏÔ ËÏÎÓÐÅËÔ, ÐÏÞÅÍÕ Ñ ÎÅ ÄÏÒÁÂÏÔÁÌ ÅÇÏ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ É ÐÏÞÅÍÕ Ñ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÉÚÄÁÎÉÅ ŒÓÅ ÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ.

œ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ ÍÎÏÇÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. çÌÁŒÙ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ Œ ËÎÉÇÁÈ ÐÏ ĂÁÌÇÅÂÒÅ ŒÏÏÂÝÅĄ (ËÁË ÇÏŒÏÒÉÌÉ Œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ, ÏÂÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ). éÍÅÀÔÓÑ ÏÂÝÉÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÉÈ ĂÂÁÚÏŒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑĄ, | ÓËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ, ËÁË ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ, | ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ ÜÔÉÈ ÓŒÅÄÅÎÉÊ, ÎÏ É ÐÏ ÉÈ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. òÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÖÅ ÏÎÉ ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÂÁÚÏŒÙÍ ÓŒÅÄÅÎÉÑÍ) ÍÁÔÅÒÉ- ÁÌÁ, ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÏ ÓÐÏÓÏÂÕ ÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ. (þÁÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÂÁÚÏŒÙÍÉ ÓŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ É ÐÏÔÏÍÕ ÏÔÒÁÖÅÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ, ÎÏ, ÐÏŒÔÏÒÑÀ, ÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ.)

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ËÎÉÇÁ ÁÄÒÅÓÏŒÁÎÁ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓŒÏÉÌÉ (É ÈÏÒÏÛÏ ÕÓŒÏÉÌÉ) ÂÁÚÏŒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÏÂÒÅÌÉ (ÐÕÓÔØ ÐÏ- ÔÏÍ É ÏÔÞÁÓÔÉ ÚÁÂÙÌÉ) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÐÕÓÔØ ÎÅÐÏÌÎÙÅ) ÐÏÚÎÁÎÉÑ ËÏÅ Ï ÞÅÍ ÅÝÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÎÅÊ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÛÅ ÎÁÚŒÁÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏÍ. ðÏÒÏÊ Ñ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÀ ÎÅÞÔÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÔÞÁÓÔÉ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÍ. ðÉÓÁÔØ ÖÅ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÕÞÅÂÎÉË ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÅ ËÁÚÁÌÏÓØ ÉÚÌÉÛÎÉÍ | ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÅÇÏ ÐÏŒÔÏÒÑÌÁ ÂÙ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÕÞÅÂÎÉËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ËÁË Ñ ŒÙÂÒÁÌ ÜÔÏÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÁ- ÔÅÒÉÁÌ. œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÎÉËÁË ÎÅ ŒÙÂÒÁÌ, ÉÂÏ ÜÔÉ ÚÁÍÅÔËÉ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÐÅËÔÏÍ ÍÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ. éÈ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ. þÉÔÁÑ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ (ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ), Ñ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÏÔŒÌÅËÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ

ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÌÓÑ, ÎÏ ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÍÎÅ ÎÕÖÅÎ; ÏÎ ÂÙÌ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÍ. éÎÏÇÄÁ Ñ ÓÏÏÂÝÁÌ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÏ- ŒÙÅ ÆÁËÔÙ, ÉÎÏÇÄÁ ËÏÅ-ÞÔÏ ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÎÁÐÏÍÉÎÁÌ, Á ÉÎÏÇÄÁ ÐÏ- ÐÏÌÎÑÌ, ÏÔÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏŒÁÌ ÉÌÉ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÌ (Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÏŒÏÊ ÄÌÑ ÎÉÈ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ) ÎÅËÉÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ, Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÉÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÔÞÁÓÔÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ. ñ ÏÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÌÓÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ŒÅÝÁÈ ÎÅ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ Œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÓŒÑÝÅÎÎÙÈ ÉÍ ÌÅËÃÉÑÈ, Á ÐÏ ÍÅÒÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÏÚÎÉ- ËÁÌÁ Œ ÎÉÈ ÐÏÔÒÅÂÎÏÓÔØ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ñ ÄÕÍÁÀ (É ÓÌÙÛÁÌ ÔÁ- ËÏÅ ÖÅ ÍÎÅÎÉÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ), ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ŒËÒÁÐÌÅÎÉÅ ÉÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÚÁÔÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÏÓÔÏÉÎ- ÓÔŒÁ, ÄÁŒÁÑ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÝÕÝÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍÉ, ÓËÁÖÅÍ ÔÁË, ÕÞÅÂÎÙÍÉ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÉÚÕÞÁÔØÓÑ É ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔÞÁÓÔÉ ÜÔÏ É ÄÅÌÁÅÔ- ÓÑ, | ÎÏ ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÓŒÑÚÉ ÏÝÕÝÁÌÉÓØ ÂÙ ÓÌÁÂÅÅ (if any). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁŒÛÉÈÓÑ ÕÒÙŒËÁÍÉ ÐÒÅÄÍÅÔÏŒ | ÜÔÏ ŒÅÄØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÁ É Ô. Ä., ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÏÂÝÉÍÉ ÉÄÅÑÍÉ, ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ, ÍÅÔÏÄÁÍÉ; ÔÁËÏÊ ÅÅ ÏÂÒÁÚ É ÄÏÌÖÅÎ ÓÌÏÖÉÔØÓÑ Œ ÇÏÌÏŒÅ Õ ÕÞÁ- ÝÅÇÏÓÑ. õÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÕÒÙŒËÁÍÉ ÜÔÏÍÕ ÎÅ ÏÞÅÎØ-ÔÏ ÓÐÏÓÏÂÓÔŒÕÀÔ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ŒÏŒÓÅ É ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÉÊ. œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÕÞÁÝÉÊÓÑ Ó ÎÉÍÉ ÚÎÁËÏÍ | Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÏÔ ÍÏÉÈ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÊ ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÁÌÏ ÔÏÌËÕ. îÏ Ñ ÐÏÌÁÇÁÀ (ÏÓÎÏ- ŒÙŒÁÑÓØ ÎÁ ÓŒÏÅÍ ÐÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÏÐÙÔÅ), ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÞÎÙÍ É (ÄÁÖÅ Œ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÚÄÅÓØ ŒÅÓØÍÁ ÓËÒÏÍÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ) ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÄÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÔØ, Á ËÏÅ Ï ÞÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, É ÓÏÏÂÝÁÔØ ŒÐÅÒŒÙÅ. üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÌÅËÃÉÑÍ. á ŒÏÔ ÐÒÉ ÐÏŒÔÏÒÅ- ÎÉÉ ÕÞÁÝÅÍÕÓÑ, ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÄÏÂÎÅÅ É ÐÏÌÅÚÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ, ÈÏÔÑ ÂÙ É ËÏÎÓÐÅËÔÉŒÎÏÅ, ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏ- ÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ. œ ÏÄÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÁŒÅÓÔÉ ÓÐÒÁŒËÕ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ ŒÓÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÍÅÔÕ, ÓÏÂÒÁÎÏ ŒÏ- ÅÄÉÎÏ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ. œ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓŒÏÄËÁ ÓŒÅÄÅÎÉÊ (ÐÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ, ÄÁÓÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ (ÈÏÔÑ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÐÒÉŒÌÅËÁÅÍÏÍ ÐÒÅÄÍÅÔÅ ËÁË Ï ÞÅÍ-ÔÏ ÅÄÉÎÏÍ.

ðÏÜÔÏÍÕ Ñ ŒÙÄÅÌÉÌ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ŒËÒÁÐÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÌ ÉÈ ÐÏ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÍ ÔÅÍÁÍ É ËÏÅ-ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÉÌ, ÐÒÉÄÁŒ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. ïÂÒÁÂÏÔËÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÅÍ, ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ, ËÁË Ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÐÒÉŒÅÄÅÔ Ë ÎÁÐÉÓÁÎÉÀ ÄŒÕÈÔÏÍÎÉ- ËÁ ĂäÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÌÁŒÙ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉĄ (Â«ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÏÍÁ ÕÖÅ ÎÁÐÉÓÁÎÁ). á ŒÏÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, Ñ ÎÅ ÓÔÁÌ ÄÏŒÏÄÉÔØ ÄÏ ÕÒÏŒÎÑ ÕÞÅÂÎÉËÁ | ËÁË ÐÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ÔÁË É ÐÏ ÂÁÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÎÅÈŒÁÔËÉ ŒÒÅÍÅÎÉ. úÎÁËÏÍÓÔŒÁ Ó ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÕÞÅÂÎÉËÏÍ ÍÏÉ ÚÁÍÅÔËÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔ. îÏ ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÕÖÅ ÅÓÔØ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ ÐÏÍÏÖÅÔ ÌÕÞÛÅ ÕÄÅÒÖÁÔØ ÜÔÉ ŒÅÝÉ Œ ÐÁÍÑÔÉ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ, ÞÔÏ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÓÏÚÎÁÎÎÏÍ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÉ. á ÅÓÌÉ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ ÎÅÔ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÌÕÖÉÔØ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ. úÎÁÑ, Ï ÞÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÐÒÉ ÖÅ- ÌÁÎÉÉ ÓÍÏÖÅÔ ÐÏÔÏÍ ÐÏÐÏÌÎÉÔØ ÓŒÏÉ ÚÎÁÎÉÑ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ ËÎÉÇÁÍ. (üÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÉÈ ÚÁ- ÍÅÔÏË, ÍÅÛÁÀÝÉÊ ÉÍ ÓÔÁÔØ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÕÞÅÂÎÉËÏÍ, ÈÏÔÑ ÂÙ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ĂäÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÌÁŒĄ, | ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÎÏÅ ÏÔÓÕÔ- ÓÔŒÉÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ.) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ñ ÄÕÍÁÀ, ÞÔÏ ÍÏÉ ÚÁÍÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÕÞÁÝÉÈ- ÓÑ. ñ ÐÉÛÕ Ï ŒÏÐÒÏÓÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÏËÁÚÙŒÁÌÉÓØ ÎÕÖ- ÎÙÍÉ ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÛÉÒÏËÏÍÕ ËÒÕÇÕ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ŒÌÉ- ÑÌÁ ÎÁ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ^{[1]}. ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÁÖÅ ÓÁÍÙÅ ĂÞÉÓÔÙÅĄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÙ ÎÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ĂÞÉÓÔÙĄ, ÞÔÏÂÙ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅ ÚÎÁÔØ (ÎÅ ÇÏŒÏÒÑ ÕÖÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÁŒÔÏÒÏŒ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÂÙÌÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ó ÛÉÒÏËÉÍ ËÒÕÇÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒ). é ŒÓÅ ÖÅ Œ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ñ ĂÎÁÈÏÖÕÓØ Õ ÓÅ- ÂÑ ÄÏÍÁĄ É ÍÏÉ ÚÁÍÅÔËÉ ŒÏÚÎÉËÌÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÄ ŒÌÉÑÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ĂÄÏÍÁÛÎÉÈ ÄÅÌĄ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÅÓÔØ É ËÏÅ-ËÁËÉÅ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÕÓÏŒÅÒÛÅÎÓÔŒÏŒÁÎÉÑ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÎÉ ÕÖÅ ËÅÍ-ÔÏ ÐÒÉÄÕÍÁÎÙ, ÎÏ ÐÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ Œ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ).

[1]œ ÓŒÑÚÉ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÏÊ ĂŒÙÈÏÄÁ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ŒÏ ŒÎÅÛÎÉÊ ÍÉÒĄ Ñ ÂÏÌØ- ÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÙÞÎÏ, ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÌÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÔÅÎËÁÈ, ŒËÌÀÞÁÑ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ÉÎÏÇÄÁ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÙ).

œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÉÚÄÁÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÂÒÏÛÀÒÕ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË-ÔÏ ÐÒÏÓÔÏ. ñ ÉÍÅÀ Œ ŒÉÄÕ ÄÁÖÅ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÁÄÍÉÎÉÓÔÒÁÔÉŒÎÙÅ ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ, ÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÅÌÁ: ÉÚÄÁ- ÎÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÌÏ ÎÅÍÁÌÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÌÀÄÅÊ. ôÅÐÅÒØ Œ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÊ ÔÒÕÄ ÎÁÍÎÏÇÏ Â«ÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÀÄÅÊ, ÎÏ ÔÒÕÄ, ŒÏÐÌÏÝÅÎÎÙÊ Œ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁÈ, ÐÒÉÎÔÅÒÁÈ É ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ. üÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ÓÁÍÉÚÄÁÔ ÓÄÅÌÁÌ ÎÅÎÕÖÎÙ- ÍÉ ÁÄÍÉÎÉÓÔÒÁÔÉŒÎÙÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ É ÎÉÚŒÅÌ ÐÒÏÉÚŒÏÄÓÔŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÏ ÄÏ ÐÅÞÁÔÁÎÉÑ ÔÅËÓÔÁ, ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÎÁ ÐÉÛÕÝÅÊ ÍÁÛÉÎËÅ, Á ÎÁ ÐÕÌØÔÅ ÐÅÒÓÏÎÁÌËÉ. ñ ÕŒÅÒÅÎ, ÞÔÏ Ñ ÎÅ ÐÅÒŒÙÊ É ÕÖ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ, ËÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÞÅÌ ÉÌÉ ÓÏÞÔÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ É ÎÕÖÎÙÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÐÕÓÔÉÔØ Œ ÛÉÒÏËÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ËÏÎÓÐÅËÔ ÓŒÏ- ÉÈ ÌÅËÃÉÊ (ÉÌÉ, ËÁË Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÅÇÏ-ÔÏ Ó ÎÉÍÉ ÓŒÑÚÁÎÎÏ- ÇÏ), ÎÅ ÄÏÖÉÄÁÑÓØ ÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÕÄÁÓÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ É ÏÔÒÅÄÁËÔÉÒÏŒÁÔØ, ÄÏŒÅÄÑ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ËÎÉÇÉ. íÏÖÎÏ ŒÅÄØ É ÎÅ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ, ÂÌÁÇÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÄÅÌ. á ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÌØÚÕ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÅÓÔÉ É ËÏÎÓÐÅËÔ.

ä.œ. áÎÏÓÏŒ ïÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ R, ÈÏÔÑ Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÍÅÓÔ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÒÁÔØ É ÄÒÕÇÏÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ.

x1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n

üÌÅÍÅÎÔÙ R^n (ĂŒÅËÔÏÒÙĄ ÉÌÉ ĂÔÏÞËÉĄ) ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂÃÙ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ

x = x^1 . . x^n . (1.1)

ðÏÜÔÏÍÕ R^n ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍĄ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. òÁÄÉ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÐÉÓØÍÁ É ÎÁÂÏÒÁ ÔÅËÓÔÁ ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÅÍ x = (x^1, . . . , x^n), ËÁË ÂÕÄÔÏ ÂÙ ÜÔÉ x^i ÂÙÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÒÏËÉ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÉ x^i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÏÌ- ÂÅÃ.

üÔÏ | ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÒÑÄÁ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁ- ÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÍÏÌÞÁÌÉŒÏ. œÏ ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ ËÏÎÓÐÅËÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÉÈ ÏÔÞÅÔÌÉŒÏ.

ïÂÒÁÝÁÅÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ŒÅÒÈÎÉÅ, Á ÎÅ ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ; ÜÔÏ Œ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂ- ÎÙÍ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ; ÜÔÏ ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÏÇÏŒÏÒÏË ÂÙŒÁÅÔ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎ- ÔÅËÓÔÁ, ÈÏÔÑ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÎÉÍÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x^1 Œ ËŒÁÄÒÁÔ, ÔÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ (x^1)^2. úÁÐÉÓØ x^{12} ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅ ÓÔÏÌØ ŒÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÁ, Á x^{12} ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË 12-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ.

œÙÛÅ ÏÂ x^i ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ËÁË Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÅËÔÏÒÁ x. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÍÉĄ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n :

e_1 = 1 0 0 . . 0 0 , e_2 = 0 1 0 . . 0 0 , . . . , e_n = 0 0 0 . . 0 1 ,

j-Ê ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ e_j ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÚ ÞÉÓÅÌ (d^i_j)_{i=1,...,n}, ÇÄÅ d^i_j | ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ:

d^i_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j É d^i_j = 1 ÐÒÉ i = j.

(åÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ d_{ij}, ÎÏ Œ ÄÕÈÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÎÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÅÊÞÁÓ ÌÕÞÛÅ ÐÉÓÁÔØ d^i_j.) œ R^n ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ, ÐÏÄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ R^n ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ. œ ÜÔÏÍ ÏÔÌÉÞÉÅ R^n ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÇÄÅ ÎÅ ŒÙÄÅÌÅÎÙ ÏÓÏÂÏ ÎÉËÁËÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÕÖÅ Œ ÓÁÍÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÓÔÒÏËÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x^1, . . . , x^n ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÓÔÏÌÂÅÃ (1.1). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏŒÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÓÔÒÏËÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÅÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅ ËÒÕÇÌÙÍÉ ÓËÏÂËÁÍÉ, Á ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÉÎÙÍÉ, ÓËÁÖÅÍ, ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ (x^1, . . . , x^n) | ÜÔÏ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÒÏËÁ, Á [x^1, . . . , x^n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÏÌÂÅÃ (1.1). œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ col (x^1, . . . , x^n) (ÏÔ column). îÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ^{[2]}, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ-ÓÔÒÏËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ-ÓÔÏÌÂÅÃ, É ÎÁÐÉÓÁÔØ

[2]äÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÚÎÁÞËÉ^′,^∗ ,^t ,^t, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÉÎÏÇÄÁ ÓÔÁŒÑÔ ÎÅ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÕÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÅÒŒÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÚÎÁÞËÁÍÉ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÙ ÓÞÉÔÁ- ÅÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, ÎÏ ŒŒÉÄÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Œ R^n (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ | ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ.

x = (x^1, . . . , x^n)^′. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÚŒÏÌÉÍ ÓÅÂÅ ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÔØ Ë ÐÏ- ÄÏÂÎÙÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÍ.

íÏÖÎÏ (Á ÉÎÏÇÄÁ É ÎÕÖÎÏ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÎÁÒÑÄÕ Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ-ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ (1.1) ÔÁËÖÅ É ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÉ

x = (x_1, . . . , x_n) (1.2)

(ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÔÁŒÑÔÓÑ ŒÎÉÚÕ). ïÎÉ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ËÁË ÂÙ ŒÔÏÒÏÊ ÜËÚÅÍÐÌÑÒ R^n . ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÜÔÉ ÄŒÁ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏ- ÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÜËÚÅÍÐÌÑÒ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ (ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ | ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ, Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÒÏË ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ R^{n∗} . á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ (1.2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

R^n → R x →^∑ x_ix^i, (1.3)

É ÏÂÒÁÔÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ R^n → R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ- ËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ-ÓÔÒÏËÉ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÉ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ-ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÐÅÒŒÙÈ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÉÈ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÌÑ ŒÔÏÒÙÈ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒÕ (1.2), ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ x(x) ÉÌÉ ËÏÒÏÞÅ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ x. œÐÒÏÞÅÍ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (1.3) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ (1.2) ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ (1.1) ÐÏ ÐÒÁŒÉ- ÌÁÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÁË ÞÔÏ x(x) = xx. éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÉÓÁÔØ x(x), ÉÎÏÇÄÁ xx.

üÌÅÍÅÎÔÙ R^{n∗} ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÝÅ ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÌÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙ- ÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ R^n | ÐÒÏÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÉÌÉ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. üÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ (ËÁË É ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÎÉÖÎÉÈ ÄÌÑ ËÏ- ŒÅËÔÏÒÏŒ) ÐÒÉÎÑÔÁ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ; ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉŒÙÞÎÁÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

Ax = b (1.4)

ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ dx dt = A(t)x + f(t) (1.5)

ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÖÅÌÁ- ÌÉ, ÞÔÏÂÙ x ÂÙÌÏ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÏÊ, ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ x ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÎÅ ÓÌÅŒÁ. œÍÅÓÔÏ (1.4) É (1.5) ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ

xA = b, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, dx dt = xA + f. (1.6) œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÜÔÏ ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÈÕÖÅ, ÎÏ ÍÅÎÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÏ. (úÁÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ x ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ (1.4) ÉÌÉ (1.5), ÔÏ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ x^′ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (1.6), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ Œ (1.4) ÉÌÉ (1.5), Á ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅ ÐÕÔÅÍ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ x^′ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (1.4), (1.5) ÐÕÔÅÍ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÔÏÌÂÃÙ b É f ÔÏÖÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÕÀÔÓÑ, Ô. Å. ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ.)

œ R^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ | ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ) (x, y) = ∑ x^iy^i ÄÌÑ

ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ x = (x^1, . . . , x^n), y = (y^1, . . . , y^n).

ïÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ x ∈ R^n ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ x ∈ R^{n∗} , Á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ y → (x, y). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (1.3) Ó x_i = x^i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÅ R^n c R^{n∗} , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÙÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÒÏË É ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÓÔÏÌÂÃÏŒ | ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÙ É ÓÔÒÏËÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÞÉÓÅÌ (Œ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÝÅ ÔÁË: ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÃÕ x ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ x = x^′ (ÇÄÅ ÛÔÒÉÈÏÍ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ).

(m × n)-ÍÁÔÒÉÃÁ

A = (a_{ij}) = (a_{ij})_{i=1,...,m; j=1,...,n} = a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{m1} a_{m2} . . . a_{mn} (ÇÏŒÏÒÑÔ ÅÝÅ: ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ (m×n)) | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó m ÓÔÒÏ- ËÁÍÉ É n ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ (1.1) | ÜÔÏ (n × 1)-ÍÁÔÒÉÃÁ, Á ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ (x^1, . . . , x^n) | ÜÔÏ (1 × n)- ÍÁÔÒÉÃÁ. (n × n)-ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.) éÎÄÅËÓÙ ÓÔÏÑÔ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ: ÓÐÅÒŒÁ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏ- ËÉ, ÚÁÔÅÍ ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ. ëÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÂÕËŒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÉÎ- ÄÅËÓÙ | ÎÅŒÁÖÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ ÚÁÐÉÓØ ŒÒÏÄÅ (a_{ij})^′ = (a_{ji}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÒÉ ŒÓÅÊ ÓŒÏÅÊ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, ÎÅÂÒÅÖÎÏÊ. áËËÕÒÁÔÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ

(a_{ij})^′ = (b_{ij}), ÇÄÅ b_{ij} = a_{ji}.

éÎÄÅËÓÙ ÍÏÇÕÔ ÐÉÓÁÔØÓÑ ÅÝÅ É ÔÁË: ÓŒÅÒÈÕ ÓÔÏÉÔ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ, ÓÎÉÚÕ | ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÔÁË ÞÔÏ A = (a^i_j)^{i=1,...,m} j=1,...,n . (1.7) íÁÔÒÉÃÁ (1.7) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ A: R^n → R^m , ÉÍÅÎÎÏ: A x^1 . . x^n = a^1x^1 + . . . + a^1_nx^n . . . . . . . . . . . . . . . . a^m_1 x^1 + . . . + a^m_n x^n = Ax,

ËÏÒÏÞÅ:

(Ax)^i = ∑ j a^i_jx^j. (1.8)

ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÁ | ÜÔÏ ÏÄÎÏ (ÔÁÂÌÉÃÁ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÄÒÕÇÏÅ. îÏ ÚÁÐÉÓØ Ax ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁ- ÔÒÉÃ: (m × n)-ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ (n × 1)-ÍÁÔÒÉÃÕ.

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Œ ÎÉÈ) ÍÏÖÎÏ ŒÓÅ- ÔÁËÉ ÐÏÚŒÏÌÉÔØ ÓÅÂÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ĂÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ AĄ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ R^n → R^1 = R ÍÙ ÕÖÅ ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ x É ËÁË ÓÔÒÏËÕ (1.2), É ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (1.3).

ôÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ- ÓÔÒÏËÕ x ÉÚ R^{m∗} (ÎÅ ÉÚ R^{n∗} , ÅÓÌÉ m ≠ n!). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ- ÓÔÒÏËÁ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^{m∗} → R^{n∗} x → xA. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÀ A: R^n → R^m . üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ x(Ax) = (xA)x. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^∗ : R^{m∗} → R^{n∗} , ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë

A: R^n → R^n , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏŒÅËÔÏÒÕ x ∈ R^{m∗} ÔÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ A x ∈ R^{n∗} , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ x ∈ R^n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó x(Ax). îÏ ŒŒÉÄÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ x(Ax) = (xA)x, Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ xA ÎÁ x ËÁË ÒÁÚ É ÒÁŒÎÏ x(Ax); ÚÎÁÞÉÔ, xA | ÜÔÏ É ÅÓÔØ A^∗x.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A^∗ ÔÁËÖÅ ËÁË É ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^m → R^n , | ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÞÔÏ

(A^∗x, y) = (x, A y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n , y ∈ R^m (1.9)

(ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÀ Œ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ x(z) = (x, z) ÎÁ R^n (ÄÌÑ ÎÅÇÏ x = x^′) É h(y) =

= (A^∗x, y) ÎÁ R^m (ÄÌÑ ÎÅÇÏ h = (A^∗x)^′) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ h = A^∗x =

= xA, Ô. Å. A^∗x = (xA)^′ = A^′x^′ = A^′x. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ

A^∗ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ-ÓÔÏÌÂÃÙ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ A^′

(Ó ÞÅÍ É ÓŒÑÚÁÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÚÎÁËÁ^∗ ÄÌÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ). ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ A^∗ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ŒÒÏÄÅ (1.3), (1.8) ÞÁÓÔÏ ÏÐÕÓËÁÀÔ ÚÎÁË ÓÕÍÍÙ, ŒŒÏÄÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ: ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅ- ÎÅ ÉÎÄÅËÓ (i Œ (1.3), j Œ (1.8)) ÎÁÐÉÓÁÎ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÓÎÉÚÕ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ

ÓŒÅÒÈÕ, ÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ^{[3]}. ïÎÏ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÜÔÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ (Œ (1.3), (1.8) | ÐÏ i ÉÌÉ j = 1, . . . , n); (1.3), (1.8) ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ŒÉÄ x → x_ix^i, (Ax)^i = a^i_jx^j. åÓÌÉ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÎÅ ÑÓÎÏ, ÐÏ ËÁËÉÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÍ ÎÁÄÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÕËÁÚÙŒÁÔØ. (üÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÐÅÒÅÍÅÛËÕ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅË- ÓÏŒ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÓÅÇÏ ÄŒÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏŒÉÔØÓÑ Œ ÏÄÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÄÎÉ ÂÕËŒÙ (ÓËÁÖÅÍ, ÌÁÔÉÎ- ÓËÉÅ), Á Œ ÄÒÕÇÉÈ | ÄÒÕÇÉÅ (ÓËÁÖÅÍ, ÇÒÅÞÅÓËÉÅ).)

ðÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ Ñ ÒÅÛÉÌ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÁŒÉ- ÌÏÍ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ É ÞÅÓÔÎÏ ÐÉÓÁÔØ ÚÎÁË ÓÕÍÍÙ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÓÏÂÏ ÏÇÏŒÏÒÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Õ ÎÁÓ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÁÌÏ ÂÙ ÎÅ ÔÁËÕÀ ÕÖ ÂÏÌØÛÕÀ ÜËÏÎÏÍÉÀ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ (É ÜÔÏ ŒÁÖÎÅÅ), ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÇÏÄÎÙÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÖÉÚÎÉ. œ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ŒŒÅÒÈÕ É ŒÎÉÚÕ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÅÒÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. œ ÎÅÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ R^n ⊕ R^{n∗} , Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁÄÏ ÂÙ- ÌÏ ÂÙ ÐÉÓÁÔØ Ó ŒÅÒÈÎÉÍÉ, ÄÒÕÇÏÅ | Ó ÎÉÖÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. üÔÏ ÅÝÅ ÎÉÞÅÇÏ, ÎÏ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÏËÁÚÙŒÁÀÔ-

[3]éÎÏÇÄÁ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÅ- ÍÕÓÑ ÉÎÄÅËÓÕ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÎ ÓÔÏÑÌ ÏÂÁ ÒÁÚÁ ŒÎÉÚÕ ÉÌÉ ÏÂÁ ÒÁÚÁ ŒŒÅÒÈÕ. ôÁË ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÑÔ ÚÁ ÔÅÍ, ËÁËÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÔÁŒÉÔØ ŒŒÅÒÈÕ, Á ËÁËÉÅ ŒÎÉÚÕ; ÓËÁÖÅÍ, ËÏÇÄÁ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÔÁŒÑÔ ŒÎÉÚÕ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÛÅ a^i_j x^j ÔÏÇÄÁ ÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË aij xj . îÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÙŒÁÀÔ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ĂËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊĄ ÉÌÉ ĂËÏŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏÊĄ ÐÒÉÒÏÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Œ ÓÌÕÞÁÅ a^i_j ÏÂSSÅËÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ | ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÐÏ i É ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÐÏ j). ôÏ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÕÓÌÏŒÉÌÉÓØ ÐÉÓÁÔØ ŒŒÅÒÈÕ, Á ŒÔÏÒÏÇÏ | ŒÎÉÚÕ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÉÎÄÅËÓÙ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ, Á ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏÓÔÉÞØ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ŒÓÅÇÄÁ ÓÔÁŒÑÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ, Á ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ | Œ ÄÒÕÇÏÍ. ðÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÂÁ ÓÔÏÑÔ, ÓËÁÖÅÍ, ŒÎÉÚÕ (ËÁË Œ aij xj ), ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÄŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ, Á ÚÁ- ÐÉÓØ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÕÞÛÅ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÅÍÕÓÑ ÉÎÄÅËÓÕ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ŒÎÉÚÕ, ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ ŒŒÅÒÈÕ.

ÓÑ ĂÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙÍÉĄ, É ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØÓÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ËÁË ÂÙ ĂÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁ- ÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊĄ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ x^1 + x_2; Ó ËÁËÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÅÅ ÐÉÓÁÔØ | ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÌÉ ÎÉÖÎÉÍ?

ïÄÎÁËÏ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÚÎÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ĂÄÌÑ ÓÅÂÑĄ Ñ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÏÌØÚÕ- ÀÓØ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÕÍÅÓÔÎÏ).

îÁÐÏÍÎÀ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÎÇÁ. òÁÎÇ (k ×n)-ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

1) ĂòÁÎÇ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍĄ ÒÁÎÇ_1A ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

2) ĂòÁÎÇ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍĄ ÒÁÎÇ_2A ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A.

3) ĂòÁÎÇ ÐÏ ÍÉÎÏÒÁÍĄ ÒÁÎÇ_3A ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A.

4) A ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^n → R^k (ÍÁÔÒÉÃÁ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ-ÓÔÏÌÂÃÙ ÉÚ R^n ) É ÄÁÖÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØÓÑ Ó ÔÁËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. åÇÏ ÏÂÒÁÚ AR^n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^k . þÅÔŒÅÒÔÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÒÁÎÇ_4A = dim AR^n .

5) A ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^{k∗} → R^{n∗} (ÍÁÔÒÉÃÁ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ-ÓÔÏÌÂÃÙ ÉÚ R^{k∗} ) É ÄÁÖÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØÓÑ Ó ÔÁËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ- ÅÍ. åÇÏ ÏÂÒÁÚ R^{k∗} A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{k∗} . ðÑÔÙÊ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ÒÁÎÇ_5A = dim R^{k∗} A.

œÓÅ ÐÑÔØ ÒÁÎÇÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ÒÁÎÇ_1A = ÒÁÎÇ_4A. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ x ∈ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1, . . . , e_n; ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ŒÉÄÁ Ax ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ae_1, . . . , Ae_n. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ae_{i1} , . . . , Ae_{ir} ; ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ AR^n , ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÎÇ_4A = r. îÏ Ae_i | ÜÔÏ i-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉ-

ÃÙ A, ÐÏÜÔÏÍÕ Ae_{i1} , . . . , Ae_{ir} | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ A É ÏÔ ÔÏÇÏ ÒÁÎÇ_1A = r.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ_2A = ÒÁÎÇ_5A. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ_1A = ÒÁÎÇ_3A, ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_r ∈ R^k | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏŒ r-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ

(a_1, . . . , a_r) = a^1 . . . a^1_r . . . . . . . . . a^k_1 . . . a^k_r (1.10)

(Œ i-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ a_i; ÓÌÅŒÁ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË ÓÔÒÏËÁ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÏÊ) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ r = 1, . . . , k. ðÒÉ r = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ a_1 ≠ 0, ÔÏ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0; ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r; ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ r+1, Ô. Å. ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ a_1, . . . , a_{r+1} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÍÉÎÏÒÏŒ (r + 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ

(a_1, . . . , a_r, a_{r+1}) = a^1 . . . a^1_r a^1_{r+1} . . . . . . . . . . . . . . . a^k_1 . . . a^k_r a^k_{r+1}

(1.11)

ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÒÅÄÉ ÍÉÎÏÒÏŒ r-ÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ (1.10) ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ; ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ | | | | a^{i1}_1 . . . a^{i1}_r . . . . . . . . . . a^{ir}_1 . . . a^{ir}_r

| | | | . (1.12)

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÉÎÏÒÙ (r +1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ (1.11) ÒÁŒ- ÎÙ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ | | | | | a^{i1}_1 . . . a^{i1}_r a^{i1}_{r+1} . . . . . . . . . . . . . . . . a^{ir}_1 . . . a^{ir}_r a^{ir}_{r+1} a^i_1 . . . a^i_r a^i_{r+1}

| | | | | = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i = 1, . . . , n. (1.13) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ 1 = i_1, . . . , i_r, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕ- ÌÀ. ëÏÇÄÁ ÖÅ 1 ≠ i_1, . . . , i_r, ÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÉÎÏÒÏŒ (r + 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ (1.11), É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. òÁÚÌÁÇÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (1.13) ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ r+1∑ j=1 (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ a^i_j ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ) × a^i_j = 0.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ a^i_j ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÉ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ (1.13). ðÏÓÌÅ ŒÙÞÅÒ- ËÉŒÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÉ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ i. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÉ j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ D_j, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ i. éÔÁË, r∑ j=1 e_jD_ja^i_j + e_{r+1}D_{r+1}a^i_{r+1} = 0, (1.14)

ÇÄÅ e_h | ÜÔÏ ÚÎÁËÉ ±1, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔ- ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ D_h. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ e_h = (−1)^{r+j−1}, ÎÏ ÎÁÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ e_h ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ i É ÞÔÏ e_{r+1} ≠ 0. éÚ (1.14)

a^i_{r+1} = − r∑ j=1 ejDj er+1Dr+1 a i j.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ^{ejDj}_{er+1Dr+1} Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ i, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ a_{r+1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1, . . . , a_r, ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ r + 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ_1A = ÒÁÎÇ_3A. ðÕÓÔØ ÒÁÎÇ_1A = r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a_i := Ae_i. ðÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ A ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÔÏÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Õ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÉÚÍÅÎÑÔØÓÑ ÚÎÁËÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁÎÇ_1A = ÒÁÎÇ_3A ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒŒÙÅ r ÓÔÏÌÂÃÏŒ a_1, . . . , a_r ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ. œÙ- ÒÁÖÁÑ ÓÔÏÌÂÃÙ a_{r+1}, . . . , a_n ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ a_1, . . . , a_r, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (a_1, . . . , a_r, 0, . . . , 0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ŒÓÅ ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ ⩾ r ÒÁŒÎÙ 0, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÎÇ_3A ⩽ r. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ Õ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÉÎÏÒ r-ÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ (ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ ĂÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÊĄ ÍÁÔÒÉÃÙ (1.10)). óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÎÇ_3A ⩾ r.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ_2A = ÒÁÎÇ_3A.

x2. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ R.

1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_n | ÂÁ- ÚÉÓ V (ÉÎÄÅËÓÙ ÐÉÛÅÍ ŒÎÉÚÕ). ëÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ v = ∑ x^ia_i. (2.1)

(x^i, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ v Œ ÂÁÚÉ- ÓÅ {a_i}. õ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÎÄÅËÓ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÎÁŒÅÒÈÕ, É Œ (2.1) ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ ÎÁŒÅÒÈÕ, Á ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ | ŒÎÉÚÕ.) ïÂÒÁÚÏŒÁŒ ÓÔÒÏËÕ A = (a_1, . . . , a_n) (ÅÅ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÏÍ-ÓÔÒÏËÏÊ, ÉÂÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÎÅ ÞÉÓÌÁ, Á ŒÅËÔÏÒÙ^{[4]}) É ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ x = (x^1, . . . , x^n), ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ (2.1) Œ ŒÉÄÅ

v = (a_1, . . . , a_n) x^1 . . x^n = Ax (2.2)

(ÈÏÔÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÒÏËÉ A | ÎÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ax ÐÏ- ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁ- ÔÒÉÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ a_ix^i É ÉÈ ÓÕÍÍÁ. ôÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ a_i ÎÁ ÞÉÓÌÏ x^i ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÎÁÐÉÓÁÎ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÂÙÞÎÏ, ÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ^{[5]}.)

[4]œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ V = R^n , ŒÅËÔÏÒÙ ai ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂÃÙ, ÔÁË ÞÔÏ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ; ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÏËÏÊ ÉÚ n ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÏ É ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

[5]óÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÄÕÐÒÅÄÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÌÉ, ÌÕÞÛÅ ÓËÁÚÁÔØ, Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ŒÉÄÁ ĂŒÅËÔÏÒ a, ÕÍÎÏÖÅÎ- ÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏĄ, ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÄÁÅÔÓÑ ÉÎÏÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÅÖÅÌÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ ĂŒÅË- ÔÏÒ a, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏĄ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. ðÅÒŒÏÅ ÖÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ĂÞÉÓÌÏĄ | ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ; ÐÏÄ af ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ a (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ a Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁ-

âÁÚÉÓ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

R^n → V x → Ax =^∑ x^ia_i, (2.3)

ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^{[6]}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i ∈ R^n ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ a_i. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ R^n → V ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a_i ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÏÂÒÁÚÙ e_i). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ R^n → V .

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ R^n É ĂÏÂÝÉÍĄ n-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÕÖÅ ÐÏÄÞÅÒËÉ- ŒÁÌÏÓØ, Œ R^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÎÉËÁËÏÊ ÉÚ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ V ÎÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ. åÓÌÉ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ŒÏÐÒÏÓÅ ÍÙ ÐÏÞÅÍÕ-ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÏÔÄÁÍ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÅ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÏÄ- ÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ A Œ V , ÔÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ ÓÔÉÒÁ- ÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A: R^n → V . (ïÄÎÁËÏ Œ R^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. œÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ Œ V ÎÉËÁËÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÎÅ ŒÙÄÅÌÅÎÏ, Á ÅÓÌÉ ŒÙÄÅÌÅÎÏ, ÏÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ Œ R^n ).

ÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ f). îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÎÅ Ó ÁÎÁÌÉ- ÚÏÍ, Á Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÏÐÒÏÓÁ Ï ÓÍÙÓÌÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ĂŒÅËÔÏÒ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏĄ, ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ. ëÏÇÄÁ ÖÅ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ Ó ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ŒÏÚÎÉËÁÔØ, ÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÝÁÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÎ- ÔÅËÓÔ É, ŒÏ ŒÔÏÒÙÈ, ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ f ËÁË ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÌÕÞÛÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÕÀ ÚÁÐÉÓØ, | ÓËÁÖÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏŒÉÔØÓÑ ÐÉÓÁÔØ a • f.

[6]óÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÙÅ m ŒÅËÔÏÒÏŒ a1, . . . , am ∈ V (ÏÎÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ É ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ V ) É, ÏÂÒÁÚÏŒÁŒ ÓÔÒÏËÕ (a1, . . . , am) = A, ŒŒÅÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^m → V x → Ax =^∑ x^iai. åÓÌÉ A | ÎÅ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÇÏ ÏÂÒÁÚ

AR^n | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ {ai} ÉÌÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-

ÎÏÅ ÉÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô. Å. ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÊ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ó ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C = (c^i_j) n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅ- ÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÓÈÏÄÎÙÍÉ) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÓÍÙÓÌ ËÏÔÏÒÙÈ, ÏÄÎÁËÏ, ÒÁÚÌÉÞÅÎ):

ú) úÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V . (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.)

ï) ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → V .

œ ú) Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ V ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, Á ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅ- ÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÆÏÒÍÕÌÙ ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÎÏŒÙÅ É ÓÔÁÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ. œ ï) ŒÅËÔÏÒ v ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÒÕÇÏÊ) ŒÅËÔÏÒ Cv; ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ Cv Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ v Œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÅ.

œ ú) ÍÁÔÒÉÃÕ C ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: (úë) (ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). åÓÌÉ Œ ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (a_1, . . . , a_n) = A) ŒÅËÔÏÒ v ÉÍÅÌ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x = = (x^1, . . . , x^n) (ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÔÏÌÂÅÃ), ÔÏ Œ ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ (b_1, . . . , b_n) = B) ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y = Cx. éÚ v = B(Cx), v = Ax = (AC^{−1})(Cx) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ B = AC^{−1}, A = BC. (2.4) (úâ) (ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÉÓÁ). íÁÔÒÉÃÁ C ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ- ÂÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÎÏŒÙÊ ÂÁÚÉÓ B = (b_1, . . . , b_n) ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÒÙÊ ÂÁÚÉÓ A = (a_1, . . . , a_n):

B = (b_1, . . . , b_n) = (a_1, . . . , a_n)C = AC, b_i = ∑ c^j_i a_j. (íÅÖÄÕ ÔÅÍ Œ (2.4) ÂÁÚÉÓ ÚÁÍÅÎÑÌÓÑ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y ŒÅËÔÏÒÁ v ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÒÙÅ ÎÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ y = Cx ÉÚ (úë), Á ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ y = C^{−1}x, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ x = Cy: v = By = ACy, v = Ax = ACC^{−1}x, y = C^{−1}x.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ŒÒÏÄÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ĂÓÉÓÔÅ- ÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÃÙ CĄ, ÜÔÏ ÔÒÅÂÕ- ÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Œ ŒÉÄÕ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (úë) ÉÌÉ ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (úâ)?

œ ï) ÍÁÔÒÉÃÕ C ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÏÖÅ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: (ïë) (ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ). œÅËÔÏÒ v, ÉÍÅŒÛÉÊ Œ ÂÁÚÉÓÅ A ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x, ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅËÔÏÒ Cv, ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Cx: Cv = Ay = ACx. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ B = AC, b_i = ∑ c^j_i a_j ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ É Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÅËÔÏÒ Cv ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x, ËÁËÉÅ v ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ A. åÓÌÉ C | ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÔÏ B | ÎÅ ÂÁÚÉÓ, ÏÄ- ÎÁËÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ Cv ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ b_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ x_i.

(ïâ) (ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ). íÁÔÒÉÃÁ C ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙ- ÒÁÚÉÔØ, Œ ËÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ B ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓ A ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ C. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÔÒÏËÕ (a_1, . . . , a_n) ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ C (ÔÏÌØËÏ ÓÐÒÁŒÁ ÜÔÏ É ÍÏÖÎÏ):

B = (b_1, . . . , b_n) = (Ca_1, . . . , Ca_n) = (a_1, . . . , a_n)C = AC,

b_i = ∑ c^j_i a_j. œÅËÔÏÒ v = Ax = ∑ x^ia_i ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅËÔÏÒ Cv =^∑ x^iCai = (Ca1, . . . , Can)x = ACx. ëÁË ŒÉÄÎÏ, Œ (ïë) É (ïâ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

C: V → V . œ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ï) ĂÌÕÞÛÅĄ, ÞÅÍ ú).

îÅ ÓÔÏÉÔ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ, Œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÑÓÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ, ÞÔÏ ÂÙŒÁÀÔ ËÁË ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÁË É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÁ- ÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , É ÞÔÏ ËÁË ÔÅ, ÔÁË É ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÑŒÎÏÇÏ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÌÉÂÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÌÉÂÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÙ. æÏÒÍÕÌÙ ÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÚÁ ÐÁÒÕ ÍÉÎÕÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ) É ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÁÍËÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÙÈ Œ ÎÅÊ ĂÄÅËÁÒÔÏŒÙÈĄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÍÏÖÅÔ ÉÄÔÉ Ï ÔÏÞËÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ M Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÏÂ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÈ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ M, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÑÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÔÏÞÅÞÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍĄ, Á Ï ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÁÍÉ ÔÏÞ- ËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÇÏŒÏÒÑÔ ËÁË Ï ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÉĄ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ, ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅ Œ M, Á Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ R^n , ÇÄÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.) œÙÒÁÖÅÎÉÅ ĂÔÏÞÅÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅĄ ÂÙÌÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ Œ ÈÏÄÕ Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÛÌÏÇÏ É ÎÁÞÁÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ŒÅËÁ, ÐÏ- ÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ ÔÏÇÄÁ ËÁË ÎÅÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÎÏŒÏÅ, ÎÅÖÅÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ- ÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÓÔÁÒÏ, ËÁË É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÓÁÍÉÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ), É ÓÔÏÉÌÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÕËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÉÍÅÎÎÏ Ï ÔÏÞÅÞÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ, Á ÎÅ Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ. œ ÎÁÛÉ ÄÎÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ĂÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅĄ | ÜÔÏ ÞÁÝÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏÞÅÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, Á ÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ.

íÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ C: V → V ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÓÅÂÑ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C: V → W ÏÄÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÓËÁÖÅÍ, n-ÍÅÒÎÏÇÏ) Œ ÄÒÕÇÏÅ W (ÓËÁÖÅÍ, k-ÍÅÒÎÏÅ). ðÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^1, . . . , x^n Œ V É y^1, . . . , y^k Œ W (ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ ÐÕÓÔØ ÂÕÄÕÔ e_i É e^′_j) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C ÏÐÉ- ÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C = (c^i_j )^{i=1,...,k}_{j=1,...,n}: ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ u ∈ V ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x^i, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂÅÃ x, ÔÏ Cu ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ y^j, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂÅÃ y = Cx. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Ce_i =^k ∑ j=1 c^j_i e^′_j. ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅ-

ÍÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ V É W ÍÁÔÒÉÃÁ C ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ^C.

åÓÌÉ D | ÍÁÔÒÉÃÁ (úë) Œ V É D_1 | ÍÁÔÒÉÃÁ (úë) Œ W , ÔÏ ^C = D_1CD^{−1}. (2.5)

òÁÎÇ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C: V → W ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim CW ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. ïÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÎÇÏÍ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ C (ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ C ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ). åÓÌÉ ÒÁÎÇ C = r, ÔÏ Œ V É W ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x = (x^1, . . . , x^n) É y = (y^1, . . . , y^k), ÞÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x → y, ÇÄÅ y_i = x_i ÐÒÉ i = 1, . . . , r É y_i = 0 ÐÒÉ i > r. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ e_i | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x Œ V , Á e^′_i | ÓÉ- ÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y Œ W , ÔÏ e_i → e^′_i ÐÒÉ i = 1, . . . , r É e_i → 0 ÐÒÉ i > r. åÝÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( I_r 0 0 0 ) }r }k − r , (2.6)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ I_r | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ r-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÔÁË ÞÔÏ ÛÉÒÉÎÁ ÌÅŒÙÈ ÂÌÏËÏŒ ÒÁŒÎÁ r, Á ÐÒÁŒÙÈ | n − r). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ĂÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊĄ ĂÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅĄ (2.6). œ ĂÞÉÓÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈĄ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ (k × n)-ÍÁÔÒÉÃÙ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ D É ÔÁ- ËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ D_1, ÞÔÏ D_1CD^{−1} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (2.6).

åÓÌÉ V = W , ÔÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÎÅÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ÏÄ- ÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÏÄÎÕ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÄÒÕÇÕÀ | ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏ- ŒÏÒÉÍ ÏÂ ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÈ; ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ŒÏÐÒÏÓÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ | É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ ÏÂ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ ÏÂ ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÈ, | ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÓÕÖÁ- ÀÔÓÑ | Œ (2.5) D_1 = D. œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ ŒÉÄÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V , Ô. Å. ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅ- ÎÙ C ÎÁ DCD^{−1}, | ÜÔÏ ÐÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ

ÆÏÒÍÙ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÎÁ ÎÅÊ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ, ÉÂÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ É ÄŒÕÍÑ ÓÌÏŒÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÎÅ- ÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | Ñ ÎÅ ÉÍÅÀ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÎÉËÁËÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÏÉÌÏ ÂÙ ÐÏÄÅÌÉÔØÓÑ Ó ÞÉÔÁÔÅ- ÌÅÍ.

œ ÓŒÑÚÉ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ C: V → V Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V ÏÂÒÁÝÁÀ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det C = = det DCD^{−1}, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ det C ÓÁÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ C. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ I ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ V , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ det(C − lI), ÇÄÅ l | ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C; ÏÎ, ÓÔÁ- ÌÏ ÂÙÔØ, ÔÏÖÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ C É ÍÏÖÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. (éÎÏÇÄÁ ÅÇÏ ÂÅÒÕÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ (−1)^n, Ô. Å. ÐÏÄ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏÍ C ÐÏÎÉÍÁÀÔ det(lI − C); Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ

ÅÓÔØ l^n.)

2. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë V ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ) ÎÁ V . (óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.) áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ V^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÝÅ ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÌÉ ËÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ V | ÐÒÏ- ÓÔÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÉÌÉ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. œ V^∗, ËÁË É Œ V , ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÕÖ ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V , ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ËÁËÏÍÕ- ÔÏ ÂÁÚÉÓÕ a_1, . . . , a_n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ Œ V ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÅÓÎÏ ÓŒÑ- ÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ V :

V^∗ → R^{n∗} a → (x_1, . . . , x_n), ÇÄÅ x_i = a(a_i) (2.7)

(ËÁË ŒÉÄÎÏ, Õ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÎÄÅËÓ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ŒÎÉÚÕ É ÎÁ- ÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÒÏËÉ). åÓÌÉ ÄÌÑ

ËÏŒÅËÔÏÒÁ a ÉÚŒÅÓÔÎÙ (x_1, . . . , x_n), ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏŒÅËÔÏÒ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ; ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = ∑ x^ia_i a(v) = ∑ x^ix(a_i) = ∑ x_ix^i.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ n ÞÉÓÅÌ (x_1, . . . , x_n) ∈ R^{n∗} ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ a, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉ x_i, Ô. Å. ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a(a_i) = x_i. ôÁËÏŒÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÐÒÉÎÉÍÁÀ- ÝÉÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ ∑ x_ix^i. ðÏÜÔÏÍÕ (2.7) | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V^∗. ëÁËÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÏÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ? œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ŒÏÐÒÏÓÏÍ ŒŒÅÄÅÍ ÓÐÅÒŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÁÚÉÓÙ a_1, . . . , a_n Œ V É a^1, . . . , a^n Œ V^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ), ÅÓÌÉ a^i(a_j) = d^i_j ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, j. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ (2.7) i-ÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a^i, ËÒÏÍÅ i-Ê, ÒÁŒÎÙ 0, Á i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ, a^i ÑŒÌÑÅÔÓÑ i-Í ŒÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÇÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (2.7). (úÁÏÄÎÏ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ a_1, . . . , a_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÂÁÚÉÓ a^1, . . . , a^n Œ V^∗.) éÔÁË, ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ ÇÌÁÓÉÔ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (2.7) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÂÁÚÉÓÅ a^1, . . . , a^n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, ŒÚÁ- ÉÍÎÏÍ Ë ÂÁÚÉÓÕ a_1, . . . , a_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ a^i ÎÁÍ ÄÁŒÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÏÄ ÄÒÕÇÉÍ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ. i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x^i ŒÅËÔÏÒÁ v Œ ÂÁÚÉÓÅ a_1, . . . , a_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ v, Ô. Å. (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ V . ðÏÓËÏÌØËÕ

a_j = 0 · a_1 + . . . + 1 · a_j + . . . + 0 · a_n = ∑ i d^i_ja_i,

ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ a_j ÒÁŒÎÏ d^i_j. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ | ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÅÓÔØ a^i; ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó a_1, . . . , a_n ÂÁÚÉÓ V^∗ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V , ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍÉ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ v. äÁÌÅÅ Ñ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÐÉÛÕ a^i, Á ÎÅ x^i | Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ x^i ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ (ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ) ŒÅËÔÏÒÁ v,

Á ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ x^i ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ĂÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁĄ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ^{[7]}.

åÓÌÉ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÒÏÄÅ a = ∑ x_ia^i Œ ÓÏËÒÁ- ÝÅÎÎÏÍ ŒÉÄÅ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ (2.3) ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ v = Ax, ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÚÑÔØ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ Œ V^{∗[8]}

a = (x_1, . . . , x_n) a^1 . . a^n = xA. (úÄÅÓØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ a^i ÇÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÕ- ËŒÏÊ A, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÚÁÇÌÁŒÎÕÀ ÇÒÅÞÅÓËÕÀ ĂÁÌØÆÕĄ ÔÒÕÄÎÏ ÏÔÌÉ- ÞÉÔØ ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ A. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÛÒÉÆÔÏŒ ÄÌÑ TEX’Á ÄÁÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÁËÉÈ ÚÁÇÌÁŒÎÙÈ ÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÂÕËŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ.) œÐÒÏÞÅÍ, ÍÙ ÒÅÄËÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ. œÓÅ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÂÁ- ÚÉÓÏÍ A ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ R^{n∗} → V^∗ | ÁÎÁÌÏÇ (2.3) | ÉÍÅÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÉÄ x → xA.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É V^∗, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ËÁË É ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ n-ÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÄÎÁËÏ ÎÉËÁËÏ- ÇÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÏÇÏ, ĂÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏĄ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ V ŒŒÅÄÅÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ⟨·, ·⟩, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÅÇÏ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ

[7]ïÄÎÁËÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ, ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÏÅ Ë x^i. óÁÍÉ x^i ÔÁÍ ÏÂÙÞÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M (ÞÔÏ ÎÁÓ ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ), Á ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ (ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ | ÜÔÏ ÎÁÓ ÔÏÖÅ ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ TxM ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ dx^i (ÞÔÏ ÎÁÓ ÕÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÜÔÉ dx^i ÓÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ TxM, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë TxM ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗_x M = (TxM)^∗. œ ÄÕÈÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÂÒÏÛÕÒÙ ÉÈ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÂÕËŒÏÊ, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÀÔ, Á ÔÁË É ÐÉÛÕÔ dx^i. (œÏÔ ÅÓÌÉ Œ T^∗_x M ÂÅÒÕÔ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÇÒÅ- ÞÅÓËÕÀ ÂÕËŒÕ).

[8]åÓÌÉ V = R^n É ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ V = R^{n∗} , ËÁÖÄÏÅ a^i | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ, Á ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÚ n ÔÁËÉÈ ÓÔÒÏË ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (·, ·) Œ R^n , ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V → V^∗, ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ a(w) = ⟨v, w⟩. åÓÌÉ A = (a_1, . . . , a_n) | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V É v = Ax, w = Ay, ÇÄÅ x, y ∈ R^n , ÔÏ ⟨v, w⟩ = ∑ x^iy^i; ÚÎÁÞÉÔ, a ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i = x^i, Ô. Å. Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → V^∗ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ R^n → R^{n∗} , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ x Œ x^′. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÓŒÑÚÁÎÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (·, ·) Œ R^n , ËÁË ÎÁ- ÛÅ V → V^∗ | ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ⟨·, ·⟩ Œ V ; ÔÁË ÏÎÏ É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÉÂÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (2.3), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, (·, ·) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ⟨·, ·⟩.

3. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ Œ V ŒÍÅÓÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ), Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B: V × V → R (v, w) → B(v, w), ËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ: B(v1+v2, w) = B(v1, w)+B(v2, w), B(v, lw) = lB(v, w), B(v, w1+w2) = B(v, w1)+B(v, w2), B(v, lw) = lB(v, w).^{(2.8)}

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ A = (A_1, . . . , A_n),

B ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ÅÓÌÉ v = Ax, w = Ay (Ô. Å. ÅÓÌÉ v, w ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x, y), ÔÏ B(v, w) =^∑ bijx^iy^j = (B^′x, y) = (x, By) = x^′By, ÇÄÅ B = (b_{ij}), b_{ij} = B(a_i, a_j).

(2.9)

(œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ∑ b_{ij}x^iy^j ÉÎÄÅËÓÙ Õ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ b_{ij} ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÁŒÉÔØ ŒÎÉÚÕ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÆÉÇÕ- ÒÉÒÕÀÝÉÈ ÚÁÔÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ B^′x É By ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂ- ÃÙ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂÃÙ.) üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (2.8), ÅÓÌÉ Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ B ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ∑ x^ia_i ŒÍÅÓÔÏ v É ∑ y^ja_j ŒÍÅÓÔÏ w.

âÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÄŒÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

a(w) = B(v, w), b(w) = B(w, v).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V → V^∗ v → a = B(v, ·) É v → b = B(·, v). (2.10)

éÚ (2.8) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ. üÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

B | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ, Ô. Å. B(v, w) = B(w, v). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÜÔÏÇÏ

ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ. (äÌÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÏÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ (ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ | ÚÎÁËÏÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ) B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ B(v, w) = −B(w, v)^{[9]}, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ (2.10) ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ V^∗ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ A, ŒÚÁÉÍÎÙÊ

[9]ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B(v, v) = −B(v, v), ÔÁË ÞÔÏ B(v, v) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ B ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÏ

0 = B(v + w, v + w) = B(v, v) + B(v, w) + B(w, v) + B(w, w) =_= B(v, w) + B(w, v), Ô. Å. B ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.

ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ B(v, v) = −B(v, v) Ë B(v, v) = 0, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ R ÉÚ 2a = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏ- ÌÑÈ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 2. ëÏÇÄÁ ÖÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ (ËÁË, ÓËÁ- ÖÅÍ, ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ mod 2) ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 2, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ B ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÉÍÅÎÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂB(v, v) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ vĄ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B(v, w) = −B(w, v), ÎÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅÇÄÁ a = −a, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ.

œ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÎÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÁË ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂB(v, v) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ vĄ. ïÄÎÁËÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÓŒÏÊÓÔŒÁ ĂÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÚÎÁË B ÍÅÎÑ- ÅÔÓÑĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ŒÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÍ.

Ë ÂÁÚÉÓÕ A Œ V ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (2.10) ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

ÅÓÌÉ v = Ax, w = Ay, a = xA, b = hA É B ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (2.9),

ÔÏ x_j = ∑ i b_{ij}x^i, Ô. Å. x^′ = B^′x ÉÌÉ x = x^′B,

É h_i = ∑ j b_{ij}x^j, Ô. Å. h^′ = Bx.

(2.11)

ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (2.10) ÎÅÔ. âÕÒÂÁ- ËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ

Ó B ÓÌÅŒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÁŒÁ.

æÕÎËÃÉÏÎÁÌ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔ- ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, Ô. Å. a = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ v = 0; ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É V^∗.

2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ; ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É V^∗.

3) íÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ B = (b_{ij}) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ 1) { 3) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (2.9) É (2.11).

åÓÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ É ÎÅŒÙÒÏÖ- ÄÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ (ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ) ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ^{[10]} Œ V É (ÅÓÌÉ ÏÎ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ- ÓÑ ËÁË ĂÏÓÎÏŒÎÏÊĄ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁË ÂÙ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V^{[11]}) ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÞÁÝÅ Œ ÔÁËÏÍ ÖÅ ŒÉÄÅ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ R^n , Ô. Å. ËÁË (v, w), ÔÏÌØËÏ ÓËÏÂËÉ ÍÏ- ÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÒÕÇÉÍÉ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÎ

[10]éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ É Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B

ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.12) ÎÉÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ n, Á r ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ, ÇÄÅ r | ÒÁÎÇ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ B, Ô. Å. ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÁ V ÐÒÉ ÌÅŒÏÍ ÉÌÉ ÐÒÁŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÍ Ó B. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÚÁÔÅÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

[11]ïÔÍÅÞÕ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ,

ÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ Œ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. (œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ TxM Ë ÇÌÁÄËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M Œ ÔÏÞËÅ x (ÓÍ. ÇÌ. 3), ÎÏ ÄÌÑ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ.)

ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (v, w) = k∑ i=1 x^iy^i − n∑ i=k+1 x^iy^i ÄÌÑ v = Ax, w = Ay, (2.12)

ÐÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÏ k ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. âÏÌÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒËÁ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q(v) = (v, v): ÏÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ĂÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒĄ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ (ŒÏÐÒÅËÉ ÂÕËŒÁÌØÎÏÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ÓÌÏŒÁ ĂÓÕÍÍÁĄ) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÓÏ ÚÎÁ- ËÏÍ ĂÍÉÎÕÓĄ, ÐÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏŒÙÈ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÉÑ (ĂÚÁËÏÎ ÉÎÅÒÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙĄ). ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ^{[12]} (Õ ÎÁÓ | ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ). Q ÂÙÌÁ ŒÙÒÁÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÎÏ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ^{[13]}: Q(v, w) = 12(Q(v + w) − Q(v) − Q(w)). üÔÁ ÓŒÑÚØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ (·, ·) Ë ŒÉÄÕ (2.12) ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ Q.

åŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ V , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (·, ·), ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ (v, v) ⩾ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ v É (v, v) = 0 ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ v = 0. ôÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ. œÅÄØ ÅÓ- ÌÉ ÌÅŒÏÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ v Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (v, v) = 0, Á ÔÏÇÄÁ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, v = 0. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ĂÏÂÝÅÇÏĄ (ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÁ).

[12]ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ. ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÔÅÒÍÉÎÁ

ĂÉÎÄÅËÓĄ ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÕÐÒÅÄÉÔØ, ÞÔÏ âÕÒÂÁËÉ ÄÁÀÔ (Œ ÉÎÏÊ ÏÂÓÔÁÎÏŒËÅ) ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë min(k, n − k). îÁ- ÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏ Œ ŒÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ (ÇÄÅ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ Ë ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ).

[13]äÅÌÅÎÉÅ ÎÁ 2 ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 2. îÁÄ ÐÏÌÑÍÉ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÔÅÏÒÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ.

åÓÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ Œ B(v, w) ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ËÏŒÅËÔÏÒÁÍ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ a → v, b → w, ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÌÅŒÏÍÕ É ÐÒÁŒÏÍÕ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÍ Ó B ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ (ÄÌÑ ÌÅŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ B ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÌÅŒÏÅ, Á ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ | ÐÒÁŒÏÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ^B ÎÁ V^∗. âÕÒÂÁËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÇÏ ĂÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ

Ë BĄ. ïÓÎÏŒÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÇÏ) ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑ-

ÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ (ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ Œ V^∗ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ A, ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ A Œ V ) ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ^B ÓÌÕÖÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ B^{−1}, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë B ÉÚ (2.9). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

a = xA, b = hA, v = Ax, w = Ay, h^′ = By, y = B^{−1}h^′,

B(v, w) = a(w) = xy

(ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ, Ô. Å. ∑ x_iy^i),

^B(a, b) = B(v, w) = xy = xB^{−1}h^′ =^{∑^}b^{ij}xihj,

ÇÄÅ ^b^{ij} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ B^{−1}.

åÓÌÉ B | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÉÌÉ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ, ÔÏ É ^B ÔÏÖÅ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ï ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ, ÎÏ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎ- ÎÏ. œ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓËÁÌÑÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ V ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ (g_{ij} ) É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ (ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÁË ÜÔÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ), Á ÍÁ- ÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ (ĂÏÂÒÁÔÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙĄ) Œ V^∗ | ÞÅÒÅÚ (g^{ij} ) (ÏÐÕÓËÁÑ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ĂËÒÙÛËÕĄ ÎÁÄ g). ïÂÁ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÈÏÔÑ ÂÙ É ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (2.10) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ x_i = g_{ij}x^j (ĂÏÐÕÓËÁÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁĄ), Á ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ x^i = g^{ij}x_j (ĂÐÏÄÎÉÍÁÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁĄ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ É ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÅÊÞÁÓ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ (2.11), ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎÎËÃÉÏÎÁÌÁ Œ V | ÎÅ

(b_{ij}), Á (g_{ij}), É ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍ- ÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C: V → V ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B, ÅÓÌÉ B(v, w) = B(Cv, Cw) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v, w ∈ V . œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÅÐÅÒØ y ÂÕÄÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ w) ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(Bx, y) = (BCx, Cy) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, y ∈ R^n (ÉÌÉ C^n ),

ÇÄÅ (·, ·) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ R^n (ÉÌÉ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Œ C^n ), ÏÔËÕÄÁ B = C^′BC. åÓÌÉ B | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (det C)^2 = 1, det C = ±1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÉÌÉ ÐÓÅŒÄÏÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ±1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉ- ÍÅÒÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÏÂÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. äÒÕÇÏÊ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ëÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄ- ÎÉÊ ÉÇÒÁÅÔ ÏÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ËÁË ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÞÅÒÔÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅ- ÍÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÔÏ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅÍ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ det C = ±1. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÎÅ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ: ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ det C = 1.

4. óÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ C: V → W | ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÍ A = (a_1, . . . , a_n) Œ V É B = (b_1, . . . , b_m) Œ W , ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C = (c^i_j)^{i=1,...,m}_{j=1,...,n} . ëÁË É ÄÌÑ ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÉÈÓÑ ŒÙ- ÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V → V , ÚÁÄÁÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ C ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ŒÅËÔÏÒ w ∈ W Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y) É ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓ A (ÏÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ B ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ C | ÂÁÚÉÓ A ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÁÂÏÒ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ (Ca1, . . . , Can) = (b1, . . . , bm)C = BC, Ô. Å. a_i ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ Ca_i = ∑ j c^j_i b_j) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ (ÅÓÌÉ v = Ax, ÇÄÅ x ∈ R^n , ÔÏ Cv = ACx). óÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∗ : W^∗ → V^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ b ÎÁ W Œ ÔÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ a = C^∗b ÎÁ V , ÞÔÏ a(w) = b(Cv) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V. (2.13)

(õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ a | ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v → b(v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÏÍ ÎÁ V . œ ÐÒÏŒÅÒËÅ (ŒÅÓØÍÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ) ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ b → C^∗b.) ðÒÉ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÉÉ Œ V^∗ É W^∗ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÍ a^1, . . . , a^n É b^1, . . . , b^m, ŒÚÁÉÍÎÙÈ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë a_1, . . . , a_n É b_1, . . . , b_m ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ b ∈ W^∗ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ h (Ô. Å. b = ∑ h_ib^i), ÔÏ C^∗b ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ hC, Ô. Å. C^∗b = ∑ x_ia^i, ÇÄÅ x^i = ∑ j h_jc^j_i . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

ÄÌÑ v = Ax ÉÍÅÅÍ: b(Cv) = h(Cx) (ÓÐÒÁŒÁ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ-ÓÔÒÏËÉ h ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ-ÓÔÏÌÂÅÃ Cx), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ (hC)x, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÁ hC ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÁ C^∗b. œÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ËÁËÉÈ- ÔÏ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÇÕÒÉÒÕ- ÅÔ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ C^′. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ŒÁÒÉÁÎÔÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ÚÁ- ÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ. œ ÎÁÛÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏŒÅËÔÏÒÙ b É C^∗b ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ h É x = Ch, Á ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ h^′ É x^′ = (Ch)^′ = C^′h^′. ëÁË ŒÉÄÎÏ, Œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÏÌÂÅÃ h^′, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ C^′.

õÍÅÓÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÅÝÅ ÔÁËÏÊ ÒÏÄÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ

C: V → W | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ

ÂÁÚÉÓ (a_1, . . . , a_n) ÐÅÒŒÏÇÏ Œ ÂÁÚÉÓ (b_1, . . . , b_n) ŒÔÏÒÏÇÏ, ÔÏ

C^∗ : W^∗ → V^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ë (b1, . . . , bn) ÂÁÚÉÓ

(b^1, . . . , b^n) ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ë (a_1, . . . , a_n) ÂÁ- ÚÉÓ (a^1, . . . , a^n) ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ W^∗ ËÏŒÅËÔÏÒ

C^∗b ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ (a^1, . . . , a^n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÔÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ b ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ (b^1, . . . , b^n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W^∗; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÁÍÉÍ b^i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,

ÞÔÏ C^∗b^i ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ (a^1, . . . , a^n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ d^i_j.

åÓÌÉ Œ V É W ŒŒÅÄÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÈÏÔÑ ÂÙ É ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏÅ), ÔÏ ÐÏÄ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏ- ÎÉÍÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂSSÅËÔ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∗ : W → V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

(v, C^∗w) = (Cv, w) ÐÒÉ ŒÓÅÈ v ∈ V, w ∈ W. (2.14)

ó ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Œ (1.9). ëÁË É ÔÁÍ, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ b = (·, w) ÎÁ W É a = (·, C^∗w) ÎÁ V (2.14) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a = C^∗b (ÇÄÅ C^∗ ÐÏÎÉ- ÍÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ). ðÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ Œ V É W ÔÁËÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ (·, ·) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (2.12), ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x ŒÅËÔÏÒÁ C^∗w Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x ËÏŒÅËÔÏÒÁ a É ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ŒÅËÔÏÒÁ w Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ h ËÏ- ŒÅËÔÏÒÁ b ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔ. åÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, Ô. Å. ÅÓÌÉ Œ (2.12) ÎÅÔ ÍÉÎÕÓÏŒ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÀ, ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÝÅÍÕ ÓÔÏÌÂÅÃ Œ ÓÔÒÏËÕ; ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ C ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C, ÔÏ

x = hC, x = x^′ = (hC)^′ = C^′h^′ = C^′y.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V → W ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. (ëÏÇÄÁ Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÉ x, h ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ- ÃÁÍÉ x^′, h^′, ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ËÁË ÒÁÚ ÐÅÒÅÛÌÉ Ë x É y, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÛ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÂÙÌ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ.) åÓÌÉ ÖÅ Œ (2.12) ÉÍÅÀÔÓÑ ÍÉÎÕÓÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ x, h Ë x, y ÎÁÄÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÓÔÒÏËÉ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÎÏ É ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË Õ ÞÁÓÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ x = Ch Ë ÆÏÒÍÕÌÅ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ x ÞÅÒÅÚ y, ÎÁÄÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ C, ÎÏ É ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁËÉ Õ ÞÁÓÔÉ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ.

îÁÒÑÄÕ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ V → V ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V , ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÕÀ (ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ | (úë) É (úâ)) ÍÁÔÒÉÃÅÊ C. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ V^∗, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÙ A É B, ŒÚÁÉÍÎÙÅ Ó ÂÁÚÉÓÁÍÉ A É B Œ V .

(úë) œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ Ð. 1, v = Ax = By, y = Cx. ôÁË ËÁË

a^i(v) = i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ v Œ ÂÁÚÉÓÅ A = x^i,

b^i(v) = i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ v Œ ÂÁÚÉÓÅ B = y^i, ÔÏ b^1(v) . . b^n(v) = y = Cx = C a^1(v) . . a^n(v) , b^1 . . b^n = C a^1 . . a^n , B = CA. éÔÁË, ÅÓÌÉ Œ V ÍÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÍ (úë) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C, ÔÏ Œ V^∗ ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÉÔ (úâ) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÌÅŒÁ (Á ÎÅ ÓÐÒÁŒÁ, ËÁË Œ V ) ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ A. åÓÌÉ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÚÁÐÉÓÉ ÂÁ- ÚÉÓÏŒ Œ V^∗ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ B = CA ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ B^′ = A^′C^′. óÏÇÌÁÓÎÏ (úâ) ÉÚ Ð. 1, ÔÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x^′, h^′ (ÚÁ- ÐÉÓÙŒÁÅÍÙÅ ÓÔÏÌÂÃÏÍ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÔÁË: h^′ = (C^′)^{−1}x^′, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÓÔÒÏÞÎÏÊ) ÉÈ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ h = xC^{−1}.

(úâ) œ Ð. 1 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ (úâ) Œ V Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ (úë) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C^{−1}. á ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ Œ V^∗ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ (úâ) Ó ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C^{−1}: B = C^{−1}A, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ h = x(C^{−1})^{−1} = xC.

5. ôÅÎÚÏÒÙ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ, ËÁË É Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅ- ÓÔÁÈ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÐÕÓÔØ ÎÅ- ÐÏÌÎÏÅ É ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÍÕÔÎÏÅ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ. îÁ- ÐÏÍÎÀ ŒËÒÁÔÃÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k + l Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , k ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É l ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Œ V ÎÁÂÏÒ n^{k+l} ÞÉÓÅÌ (ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔĄ ÉÌÉ ĂËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔĄ ÜÔÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ) T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} , ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓÙ i_1, . . . , i_k, j_1, . . . , j_l ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, . . . , n, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ÎÉÖÅ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ. äÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÇÏ

ÖÅ ÔÅÎÚÏÒÁ | ÜÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^{[14]} V × . . . × V l ÒÁÚ × V^∗ × . . . × V^∗ k ÒÁÚ → R (ÉÌÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÅ).

óŒÑÚØ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (Œ ËÏÔÏÒÏÊ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ Œ ĂÔÅÎÚÏÒÎÏÍĄ ËÏÎÔÅËÓÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏ ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ) T (v_1, . . . , v_l, u^1, . . . , u^k) = T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} v^{j1}_1 . . . v^{jl}_l u^1_{i1} . . . u^k_{ik} (2.15) ÄÌÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ T ÏÔ v_1, . . . , v_l ∈ V^∗, u^1, . . . , u^k ∈ V , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍÏÊ ÔÅÎÚÏÒÕ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ {T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} }. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} ÓÕÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÉĄ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ T . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ a_1, . . . , a_n | ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V , Á a^1, . . . , a^n | ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗, ÔÏ T^{i1,...,ik} j1,...,j_l = T (aj1 , . . . , ajl , a i1 , . . . , a^{ik} ). ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎ- ÚÏÒÁ ÐÒÉ úë Œ V . œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏ- ÇÌÁÛÅÎÉÊ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÈ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ËÏÍÐÏÎÅÎÔ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ (ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ É ÞÔÏ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ | ÐÏ ËÁËÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÏÎ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉ- ÁÎÔÅÎ, ÐÏ ËÁËÉÍ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ). ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÓÕÍ- ÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ (ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ, ÎÏ ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ). äÁÌÅÅ, ÔÅÎÚÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ (ĂËÏÒÅÎÎÏÊ ÂÕËŒÏÊĄ), ÞÔÏ É ÓÁÍ ÔÅÎÚÏÒ, ÎÏ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ ËÏÒÏÔËÏ ĂÔÅÎ- ÚÏÒ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} Ą, Á ÎÅ ĂÔÅÎÚÏÒ T Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} Ą. ôÁË, Õ ÎÁÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v ÂÙÌÉ x^i, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÉÈ ÎÁÄÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅ- ÒÅÚ v^i, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ĂŒÅËÔÏÒ v^iĄ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ

[14]æÕÎËÃÉÑ f(w

1, . . . , wr), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ W1 × . . . × ×Wr ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W1, . . . , Wr, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏŒÅËÔÏÒÅ b_i (ÓÁÍÁ b_i | ÜÔÏ ÂÙŒÛÁÑ x_i, Ô. Å. i-Ñ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁ ËÏŒÅËÔÏÒÁ b, ÎÏ Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ĂËÏŒÅËÔÏÒ b_iĄ ÅÓÔØ ÓÁÍ b), ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ c^j_i , ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÅ b_{ij} (ËÁË ŒÉÄ- ÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÔÅÎÚÏÒÙ, ÓÌÕÖÁÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ). éÎÄÅËÓÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÔÅÎÚÏÒ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÅÎ, ÓÔÁŒÑÔÓÑ ÎÁŒÅÒÈÕ, Á ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÅÎ | ŒÎÉÚÕ^{[15]}. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^1, . . . , x^n Œ V (ÓÅÊÞÁÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÌØ- ËÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ) Ë ÄÒÕÇÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x^{1′} , . . . , x^{n′} , | ËÁË ŒÉÄÎÏ, ÍÙ ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔÁŒÉÍ ÛÔÒÉÈ Õ ÉÎÄÅËÓÏŒ, | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ Œ ÎÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÐÒÅÖÎÅÊ ÂÕËŒÏÊ (ŒÅÄØ ÓÁÍ ÏÎ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ), ÎÏ Õ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÓÔÁ- ŒÉÍ ÛÔÒÉÈ. (ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌ ÂÙ ÄŒÕÈ ÛÔÒÉÈÏŒ^{[16]} ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞËÏŒ ËÁË Õ ÓÁ- ÍÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁË É Õ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÅÎÚÏÒÁ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, B(v, w) = bijv^iw^j = bi′j′ v^{i′} w^{j′} . ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÄÌÑ ÔÅÎ- ÚÏÒÁ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} ÅÇÏ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ T^{i′1,...,i′k}_j′_{1,...,j}′_l ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÒÙÅ: T^{i′1,...,i′k} j^′1,...,j^′_l = T i1,...,i_k j1,...,j_l ∂xi^′1 ∂xi^1 . . . ∂x^i ′ k ∂xi^k ∂xj^1 ∂xj^{′1} . . . ∂x^{jl} ∂xj^{′l} . (2.16)

ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÅÅ ŒÉÄ. óÐÒÁŒÁ ÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑ- ÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ. ðÏŒÔÏÒÑÀÔÓÑ (ÓŒÅÒÈÕ

[15]ïÔ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÎÕÍÅÒÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÁÄÏ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÉÎÄÅËÓÙ, ÎÕÍÅÒÕ-

ÀÝÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. õ ÎÁÓ ÔÁËÏŒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÏÍÅÒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ai, ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ a^i, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÎÕÍÅÒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (3.3) ŒÏ ŒŒÏÄÉÍÏÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÎÅÛÎÉÈ k-ÆÏÒÍ. ðÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÉ ĂÔÅÎÚÏÒÎÏÊĄ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁËÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÔÁŒÑÔÓÑ ÎÅ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ËÏÒÅÎÎÏÊ ÂÕËŒÙ, Á ÎÁÄ ÎÅÊ ÉÌÉ ÐÏÄ ÎÅÊ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ: a_i ,^ia. íÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÍ.

[16]ĂþÔÏ ŒÙ ÂÕÄÅÔÅ ÄÅÌÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÄÏÊÄÅÔÅ ÄÏ ÔÒÉÎÁÄÃÁÔÏÇÏ ÃÅÚÁÒÑ?Ą ÓÐÒÏÓÉÌ

Õ ÓÅÎÁÔÏÒÏŒ ÒÉÍÓËÉÊ ÉÍÐÅÒÁÔÏÒ ôÉÂÅÒÉÊ, ËÏÇÄÁ ÓÅÎÁÔ ÒÅÛÉÌ ÂÙÌÏ ÐÅÒÅÉÍÅ- ÎÏŒÁÔØ Œ ÞÅÓÔØ ôÉÂÅÒÉÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÅÓÑÃÅŒ (ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÒÁÎÅÅ ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÓÑÃÁ ÂÙÌÉ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÙ Œ ÞÅÓÔØ àÌÉÑ ãÅÚÁÒÑ É áŒÇÕÓÔÁ). œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÅÎÁÔÏÒÏŒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÍÙ ÎÁÐÉ- ÛÅÍ x^{i(13)} .

É ÓÎÉÚÕ) ŒÓÅ ÎÅÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ (i_1, . . . , i_k, j_1, . . . , j_l) (ÐÒÉ- ÞÅÍ Õ ËÏÒÅÎÎÏÊ ÂÕËŒÙ ÎÅÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÅÓÔÅ, Œ ËÁËÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÓÔÏÉÔ Õ ËÏÒÅÎÎÏÊ ÂÕËŒÙ ÓÌÅŒÁ), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ ÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ. ëÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} ÎÁÛÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ É ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ÏÄÎÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÄÒÕÇÉÍ | ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÓÔÁÒÙÍ É ÓÔÁÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÎÏŒÙÍ. œÓÅÇÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ k + l ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ | ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÔÅÎÚÏÒÁ. èÏÔÑ ÞÁÓÔÎÁÑ

ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{∂xi} ′ ∂xi ÉÌÉ^{∂xi}_{∂xi′} | ÎÅ ÔÅÎÚÏÒ (ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÄŒÕÍÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ x^i, x^{i′} É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), Õ ÎÅÅ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ĂŒÅÒÈ- ÎÉÊĄ ÉÎÄÅËÓ | ÜÔÏ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Õ ÂÕËŒÙ x^{i′} ÉÌÉ x^i, ÓÔÏÑÝÅÊ Œ ĂÞÉÓÌÉÔÅÌÅĄ, | É ĂÎÉÖÎÉÊĄ ÉÎÄÅËÓ | ÜÔÏ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Õ ÂÕËŒÙ x^i ÉÌÉ x^{i′} , ÓÔÏÑÝÅÊ Œ ĂÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅĄ. œ (2.16) ËÁÖÄÏÍÕ ÛÔÒÉÈÏŒÁÎ- ÎÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ (ŒÅÒÈÎÅÍÕ, ŒÉÄÁ i^′_h, ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÍÕ, ŒÉÄÁ j^′_h), ÓÔÏÑÝÅ- ÍÕ Õ ËÏÒÅÎÎÏÊ ÂÕËŒÙ ÓÌÅŒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ (ÔÏÖÅ ÛÔÒÉ- ÈÏŒÁÎÎÙÊ) ÉÎÄÅËÓ Õ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, Ô. Å. ÔÏÖÅ ÓŒÅÒÈÕ ÉÌÉ ÔÏÖÅ ÓÎÉÚÕ. œÔÏÒÏÊ ÉÎÄÅËÓ Õ ÜÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ | ÔÁËÏÊ ÖÅ ÎÅÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ; ÅÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ (ÓŒÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ) ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÀ ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÁÅÔ ŒÅÒ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÔÅÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, | ÄÌÑ v^i, b_i, c^i_j, b_{ij}, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒŒÏÄÉÍÙÈ Œ §3 ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÔÅÎÚÏÒÙ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ T^{i′1,...,i′k} j^′1,...,j^′_l v j^′1 1 . . . v^{j′l}_l u^1_i′_1 . . . u^k_i′_k = T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} v^{j1}_1 . . . v^{jl}_l u^1_{i1} . . . u^k_{ik} , Ô. Å. ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (2.15) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ T (v_1, . . . , v_l, u^1, . . . , u^k). (ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÐÒÉ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (2.15) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.) ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ T (v_1, . . . , v_l, u^1, . . . , u^k), ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÅÅ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉĄ (ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (2.15)) ÐÒÉ (úë) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (2.16).

ðÏÍÉÍÏ ÚÁÍÅÎ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÝÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

A: V → W ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÙ?

1Á) åÓÌÉ T | ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ Œ V (ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ T^{i1,...,ik} ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ (ĂÐÒÑÍÏÍ ÏÂÒÁÚÅĄ) A_∗T ÜÔÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ. üÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ Œ W Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ- ÍÉ (A∗T )^{j1,...,jk} = T^{i1,...,ik ∂yj1}_{∂xi1} . . .^{∂yjk}_{∂xik} . íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A_∗T ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ: A∗T : W^∗ × . . . × W^∗ k ÒÁÚ → R A∗T (w^1, . . . , w^k) = T (A^∗w^1, . . . , A^∗w^k) ÐÒÉ w^1, . . . , w^k ∈ W^∗.

1Â) åÓÌÉ T | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ Œ W (ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ T_{i1,...,ik} ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÂÒÁÚÅ (ĂÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÂÒÁÚÅĄ) A T ÜÔÏÇÏ ÔÅÎ- ÚÏÒÁ. üÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ Œ V Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (A^∗T )i_1,...,i_k = Tj_1,...,j_k^{∂yj1}_{∂xi1} . . .^{∂yjk}_{∂xik} . íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A^∗T ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ: A^∗T : V × . . . × V k ÒÁÚ → R A^∗T (v1, . . . , vk) = T (Av1 . . . , Avk) ÐÒÉ v1, . . . , vk ∈ V. 2) åÓÌÉ T ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÞÉÓÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÎÉ ÞÉÓÔÏ ËÏÎ- ÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÔÏ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÅÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÉ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ A^{[17]}. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

2Á) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ A_∗T ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ V ÔÅÎÚÏÒÁ T Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A ËÁË ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÅÎÚÏÒ Œ W . ðÕÓÔØ a_1, . . . , a_n | ÂÁÚÉÓ Œ V , a^1, . . . , a^n | ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗. ôÏÇÄÁ Aa_1, . . . , Aa_n | ÂÁÚÉÓ Œ W , (A^∗)^{−1}a_1, . . . , (A^∗)^{−1}a_n | ÂÁÚÉÓ Œ W^∗, ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ë Aa_1, . . . , Aa_n. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (A∗T )^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} = T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} . (2.17) (ó ÐÏÍÏÝØÀ A ÍÙ ÐÅÒÅÎÏÓÉÍ Œ W ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÚ V ; Œ ÐÏÌÕÞÅÎ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Œ W ŒÓÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ, ËÁË Œ V .) óÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ T ↔ S ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V : ÐÒÉÍÅÍ,

ÞÔÏ A∗T ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔ ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÞÔÏ É T Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V ; ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ (úë) Œ V , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÁÑ (úë) Œ W ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ; ÐÏÜÔÏÍÕ, ÎÏ- ŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ A_∗T ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÖÎÉÅ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÐÏ ËÁËÉÍ ÎÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ T ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÖÎÉÅ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ; ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (2.17). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁË ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A_∗T ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: A∗T : W × . . . × W l ÒÁÚ × W^∗ × . . . × W^∗ k ÒÁÚ

[17]åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÔÉÐ ÔÅÎÚÏÒÏŒ | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V1 × . . . × Vl × W^∗_1 × . . . × W^∗_k Ó (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V1, . . . , Wk, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ Ai : V i → Vi, Bj : Wj → W j ÔÅÎÚÏÒÕ T ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ S : V 1 × . . . × V l × W^∗_1 × . . . × W^∗_k → R S(v1, . . . , vl, w^1, . . . , w^k) = T (A1v1, . . . , Alvl, B^∗_1 w^1, . . . , B^∗_k w^k).

A∗T (w1, . . . , wl, w^1, . . . , w^k) =_{= T (} A^{−1}w1, . . . , A^{−1}wl, A^∗w^1, . . . , A^∗w^k).

2Â) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ A^∗T ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Œ W ÔÅÎÚÏ- ÒÁ T Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ A ËÁË ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ÔÅÎÚÏÒ Œ V . ðÕÓÔØ b_1, . . . , b_n | ÂÁÚÉÓ Œ W , b^1, . . . , b^n | ŒÚÁÉÍ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ W^∗. ôÏÇÄÁ A^{−1}b_1, . . . , A^{−1}b_n | ÂÁÚÉÓ Œ V , A^∗b_1, . . . ,

A^∗bn | ÂÁÚÉÓ Œ V^∗, ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ë A^{−1}b1, . . . , A^{−1}bn. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (A^∗T )^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} = T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} . (ó ÐÏÍÏÝØÀ A^{−1} ÍÙ ÐÅÒÅÎÏÓÉÍ Œ V ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÚ W ; Œ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Œ V ŒÓÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÖÅ, ËÁË Œ W .) ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÐÅÒÅÆÒÁÚÉÒÏŒËÁ Œ ÔÅÒÍÉ- ÎÁÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 2Á). ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ A^∗ = (A^{−1})_∗. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, A^∗ = (A_∗)^{−1}, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÎÁ ËÁËÏÍ ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ- ÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_∗. (óËÁÖÅÍ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Œ V , k ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ É l ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ, ÉÌÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÏÏÂÝÅ.) œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÓÁÔØ A^∗ = A^{−1}_∗ , ÎÅ ÚÁÂÏÔÑÓØ Ï ÒÁÓÓÔÁ- ÎÏŒËÅ ÓËÏÂÏË.

6. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÆÕÎ- ËÃÉÏÎÁÌÁ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ B ŒÓÅ- ÇÄÁ ÞÅÔÎÙÊ É ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ ÒÁŒÅÎ 2k, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ a_1, . . . , a_n, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ i < k, ÔÏ B(a2i−1, a2i) = 1, B(a2i−1, aj) = 0 ÐÒÉ j ≠ 2i, B(a2i, aj) = 0 ÐÒÉ j ≠ 2i − 1;

ÅÓÌÉ i > 2k, ÔÏ B(a_i, a_j) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ j.

(2.18)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ŒÉÄ B = ( B 0 0 0 ) ,

ÇÄÅ B | ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 2k-ÇÏ ÐÏÒÑÄ-

ËÁ, ŒÄÏÌØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÊ k ÒÁÚ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ ÂÌÏË ( 0 1 −1 0 ) , ÔÁË ÞÔÏ

B =

0 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . −1 0 0 0 . . . 0 0 0 . . .

0 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 −1 0 . . . 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÂÌÏËÏŒ É (ÉÌÉ) ÎÕÌÅÊ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØ- ÛÅ, ÞÅÍ ÕËÁÚÁÎÏ). œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x, y ŒÅËÔÏÒÏŒ v, w ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ

B(v, w) =^{k∑}_{i=1}(x^{2i−1}y^{2i} − x^{2i}y^{2i−1}). (2.19)

(ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ŒÉÄ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÁ).

äÁÎÎÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ v É w ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ^{[18]} É ÐÉÓÁÔØ v ⊥ w, ÅÓÌÉ

[18]óÅÊÞÁÓ V ÎÅ ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Ô. Å. ÔÁÍ ÎÅ ŒŒÅÄÅÎÏ ÎÉËÁ-

ËÏÊ ĂÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÏÊĄ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÁÓÎÏÓÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ (ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÍ) ÓÍÙÓÌÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÁ. åÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÍÅÌÁÓØ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Ï B-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÌÉ Ï ËÏÓÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÏÎ ŒŒÏÄÉÔ Œ V ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ

B(v, w) = 0. ôÁË ËÁË B(v, w) = −B(w, v), ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ v ⊥ w

É w ⊥ v ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÉÌÉ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ^{[19]}). œÅËÔÏÒ v ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W ⊂ V (ÚÁÐÉÓØ: v ⊥ W ), ÅÓÌÉ v ⊥ w ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ W . ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_1, W_2 ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙ (ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ; ÚÁÐÉÓØ: W_1 ⊥ W_2), ÅÓÌÉ w_1 ⊥ w_2 ÐÒÉ ŒÓÅÈ w_1 ∈ W_1, w_2 ∈ W_2. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ W^⊥ Ë ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W | ÜÔÏ W^⊥ = { v ∈ V ; v ⊥ W }; ÏÎÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. äÌÑ W = R v ŒÍÅÓÔÏ W^⊥ ÐÉÛÕÔ ËÏÒÏÞÅ v^⊥. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÌÕÞÁÑ, ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅÇÄÁ v ∈ v^⊥ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏŒÏ ĂÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅĄ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÔÏÔ ÓÍÙÓÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÍÕ ÐÒÉÄÁÅÔÓÑ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÔÉ- ÐÁ ĂV ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ W É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅ- ÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁĄ). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ, ĂÓÌÁÇÁÅÍÙÅĄ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÍÏÖ- ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = W_1 ⊕ W_2 ⊕ . . . ⊕ W_k ⊕ W , ÇÄÅ W_i ÄŒÕÍÅÒÎÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

B |Wi (Ô. Å. B |Wi × Wi) | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ, Á B |W ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ-

ÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. (ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ W_i ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ a_{2i−1}, a_{2i}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ B(a_{2i−1}, a_{2i}) = 1, ÏÞÅŒÉÄÅÎ: ÐÒÉÎÉ- ÍÁÅÍ ÚÁ a_{2i−1} ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ W_i, ÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ b ∈ W , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ B(a, b) ≠ 0 (ÇÏÄÉÔÓÑ, ËÓÔÁÔÉ, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ W_i, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ Ó a), É ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÅÅ ÞÉÓÌÏ). á ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ V ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = W_1 ⊕ V_1, ÇÄÅ W_1 ÄŒÕÍÅÒÎÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ B |W_1 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ. (ĂïÔÝÅÐÉŒĄ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ W_1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

[19]îÅ ÄÅÌÁÑ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÅ B,

ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ B(v, w) = 0 É B(w, v) = 0 ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ B ÌÉÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ, ÌÉÂÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ. óÍ. ü. áÒÔÉÎ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969.

B |V1 É, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ĂÏÔÝÅÐÌÑÅÍĄ ÅÝÅ

ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ W_2, É Ô. Ä.)

á ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ B ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ u, v ∈ V , ÞÔÏ B(u, v) ≠ 0. ðÏÌÏÖÉÍ W_1 = R u+R v. W_1 ÄŒÕÍÅÒÎÏ, ÉÂÏ u É v ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, | ÉÎÁÞÅ B(u, v) ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÎÕÌÀ. œ ÂÁÚÉÓÅ u, v ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_1 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B |W_1 ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉ-

ÃÉÅÎÔÏŒ ( 0 B(u, v) −B(u, v) 0 ) É, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ. ìÉÎÅÊ-

ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ B(u, ·) É B(v, ·) = −B(·, v) ÎÁ V | ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ; ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÉÂÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÎÁ u É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÎÁ v, Á ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ŒÓÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. úÎÁÞÉÔ, V_1 = { w : B(u, w) = B(v, w) = 0 } | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. òÁÚ ÏÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ u É v, ÔÏ ÏÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ V_1 ⊥ W_1. îÁËÏÎÅÃ, W_1 ∩V_1 = {0} (ÏÔËÕÄÁ ÕÖÅ ÐÏ ÏÄÎÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉ- ÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V = W_1⊕V_1). œÅÄØ ÅÓÌÉ lu+mv ∈ W_1, ÔÏ 0 = B(v, lu + mv) = −l É 0 = B(u, lu + mv) = m, Ô. Å. l = m = 0.

7. ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ. îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ A = (a_1, . . . , a_n) É B = = (b_1, . . . , b_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ (úë) ÉÌÉ (úâ) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ. (çÏŒÏÒÉÔØ ÌÉ ÚÄÅÓØ Ï (úë) ÉÌÉ (úâ), ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÏ. œ ÐÅÒ- ŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÁÔÒÉÃÅ C_1, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÅÊ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑ- ÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ v, ÐÒÉ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÅ ÏÔ A Ë B (ÅÓÌÉ x ÅÓÔØ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ A, Á y | Œ ÂÁÚÉÓÅ B, ÔÏ y = C_1x); ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÁÔÒÉÃÅ C_2, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÊ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ B ÞÅÒÅÚ A (ÉÍÅÎÎÏ, B = AC_2); ÎÏ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ C_1 = C^{−1}_2 , ÔÁË ÞÔÏ Õ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÚÎÁËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ.) ìÅÇ- ËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ĂÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØĄ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÁÚÉÓÏŒ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ) ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÅ ÓÔÏÌØ ÌÅÇËÏ (ÎÏ É ÎÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÔÒÕÄÎÏ) ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÂÁ- ÚÉÓÁ A, B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ Œ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÂÁÚÉÓÏŒ (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ A(t) = (a_1(t), . . . , a_n(t)), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ĂÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉĄ t ∈ [0, 1], Ô. Å. Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ a_i(t) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÐÏ t, É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A(0) = A, A(1) = B).

úÁÄÁÔØ (ŒÙÂÒÁÔØ, ŒŒÅÓÔÉ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ | ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ËÌÁÓÓÏŒ É ÏÂSSÑŒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ (É ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ĂÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉĄ, Á ÂÁÚÉÓÙ (É ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÄÒÕÇÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ | ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍÉĄ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ ÏÄÉÎ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ (ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ), ÉÂÏ ÜÔÉÍ ŒÙÂÏÒÏÍ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ËÌÁÓÓ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ôÁË ËÁË ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ŒÓÅÇÏ ÄŒÅ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, ÇÏŒÏÒÑÔ ËÁË ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ðÕÓÔØ V, W | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒ- ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F: V → W ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÔÏÇÄÁ É ÌÀÂÏÊ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ V Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ W . œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ

F ÉÚÍÅÎÑÅÔ (ÏÂÒÁÝÁÅÔ, ÚÁÍÅÎÑÅÔ) ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. œÙÂÒÁŒ ÐÏ ÐÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ Œ V É W , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ

F Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ F (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÁ ŒÁÒÉÁÎ-

ÔÁ | (ïë) É (ïâ) | ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ F ). F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ det F > 0.

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.

œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÖÉ- ŒÅÍ, ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÂÁÚÉÓÏŒ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÐÒÁ- ŒÙÍĄ É ĂÌÅŒÙÍĄ; ÓÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ É ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ĂÐÒÁŒÙÍÉĄ É ĂÌÅŒÙÍÉĄ, Á ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÂÁÚÉÓÁÍ ÇÏŒÏÒÑÔ Ï ĂÐÒÁŒÙÈ É ÌÅŒÙÈ ÔÒÏÊËÁÈ ŒÅËÔÏÒÏŒĄ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÔÏÐÙÒÉÔØ ÐÅÒŒÙÅ ÔÒÉ ÐÁÌØÃÁ ÐÒÁŒÏÊ ÒÕËÉ É ÎÁÐÒÁŒÉÔØ ÐÅÒŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÂÁÚÉÓÁ ŒÄÏÌØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÁÌØÃÁ (ÏÔ ÐÑÓÔÉ Ë ËÏÎÃÕ ÐÁÌØÃÁ), ŒÔÏÒÏÊ ŒÅËÔÏÒ | ŒÄÏÌØ ÕËÁÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ É ÔÒÅÔÉÊ | ŒÄÏÌØ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÐÁÌØÃÁ. ðÒÅÄ-

ÓÔÁŒÉÔÅÌØ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅŒÏÊ ÒÕËÉ. œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØ- ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ; ÏÎÉ É ÓÞÉÔÁÀÔ- ÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. çÌÑÄÑ ÉÚ ËÏÎÃÁ ŒÅËÔÏÒÁ e_1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_2, e_3 (ŒÓÅ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔÓÑ ÉÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ), ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÔ e_2 Ë e_3 (ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÊ ÐÏ ÕÇÌÕ, ÍÅÎØÛÅÍÕ 180^∘) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁ- ÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. åÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ËÏÎÃÁ e_2 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, e_3), ÔÏ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ÏÔ e_3 Ë e_1 (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔ e_1 Ë e_2).

œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ É ÆÉÚÉËÅ (ŒËÌÀÞÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÕ) ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔ ŒÙÂÏÒ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÔÁË É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. æÉÚÉÞÅ- ÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ, ÐÒÉÓÕ- ÝÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÇÏÌ ∠(u, v) ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ (ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ) ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ u, v ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÉÍÉ u, v, Á ÏÂ ÉÈ ÄÌÉÎÁÈ |u|, |v| ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÙÂÒÁÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ ÄÌÉÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (u, v) = |u||v| cos ∠(u, v) ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÏÇÏŒÏÒËÉ Ï ÅÄÉÎÉÃÅ ÄÌÉ- ÎÙ (ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÆÉÚÉËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÄÉÎÉÃ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ). œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ [u, v] ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÁŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ. åÇÏ ÄÌÉÎÁ |[u, v]| = |u||v| sin ∠(u, v), | ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÁ ÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÄÌÉÎÙ, | Á ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ: ŒÅËÔÏÒ [u, v] ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ŒÅËÔÏÒÁÍ u, v É ŒÅËÔÏÒÙ u, v, [u, v] ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁŒÕÀ ÔÒÏÊËÕ. (úÄÅÓØ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ u, v ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙ. åÓÌÉ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ |[u, v]| = 0, É ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ [u, v] ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ | ËÕÄÁ ÅÇÏ ÎÉ ÎÁÐÒÁŒÉÔØ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ.) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (e_1, e_2, e_3) ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

[u, v] = | | | | e_1 e_2 e_3 u^1 u^2 u^3 v^1 v^2 v^3

| | | | (u^i, v^i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ u, v). (2.20)

(ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÄÏ ĂÒÁÓËÒÙÔØĄ ÔÁË, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ÂÙÌÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ ÄŒÁ ÞÌÅÎÁ Ó e_1:

u^2v^3e_1 − u^3v^2e_1 = (u^2v^3 − u^3v^2)e_1.

u^2v^3 − u^3v^2 | ÜÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ [u, v]^1 ŒÅËÔÏÒÁ [u, v].)

ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÌÅŒÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ, ÅÓÌÉ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÉ [u, v] ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÁŒÏÊ ÔÒÏÊËÅ, Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.20) ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÅÒÅÄ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÚÎÁË ĂÍÉÎÕÓĄ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ (e_1, e_2, e_3) ÐÒÉ ÐÒÅÖÎÅÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÉ [e_1, e_2] = −e_3, Á ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (2.20) ÂÅÚ ĂÍÉÎÕÓÁĄ ÄÁÌÁ ÂÙ e_3.) ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ É ÐÒÁŒÙÍÉ, É ÌÅ- ŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÔÏ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÉÎÁÞÅ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÒÉÎÉÍÁ- ÀÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÍÅÔÒÉËÉ (ŒËÌÀÞÁÑ ÓÀÄÁ É ÍÁÓÛÔÁÂ ÄÌÉÎÙ), ÎÏ É ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ u, v, [u, v] ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ u, v ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ; Œ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ŒÏÐÒÏÓÁ Ï ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ [u, v] ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ (É ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ) ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ-ÔÒÅÔØÉÈ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ- ÔÁËÉ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ Ó ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÎÑÅÔÓÑ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÉ ÔÁËÉÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÈ ÆÏÒÍÕÌÁ (2.20) ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÏÂÙÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ: ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÏÎ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ÔÏÇÄÁ ËÁË Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ −→AB ÎÉÞÅÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÝÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÏÄÁ, | ÉÈ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÁËÓÉÁÌØÎÙÍÉ (ÏÓÅŒÙÍÉ) ŒÅËÔÏÒÁÍÉĄ ÉÌÉ ĂÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÁÍÉĄ. ðÒÉ

ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒ ÎÅÏÔÌÉ- ÞÉÍ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ĂÉÚÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅÍĄ, ÎÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏŒÏÍÕ ĂÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀĄ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÁ Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÇÌÏŒÁÑ ÓËÏ- ÒÏÓÔØ w. œ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉ- ÇÕÒÉÒÕÅÔ ÐÒÁŒÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÉÌÉ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÁ ÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÌÕÞÛÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÕÓÌÏŒÉÀ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÔÒÏÊËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ w ÆÏÒÍÕÌÁ v_A − v_0 = [w, −→OA], ËÏÔÏÒÁÑ ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÅ (ĂÌÉÎÅÊÎÙÅĄ) ÓËÏÒÏÓÔÉ v_A É v_O ÔÏÞÅË A, O ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ (ÍÇÎÏŒÅÎÎÕÀ) ÕÇÌÏŒÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ w, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ É ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ, É ÄÌÑ ÌÅŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. (ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÏÂÙÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ÐÓÅŒÄÏ- ŒÅËÔÏÒ w, ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ, ÎÏ É Õ [·, ·] ÔÏÖÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÚÎÁË, Á ÐÏÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏ- ÒÁ ÎÁ ÏÂÙÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ËÁË ÏÎÏ É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÔÏÉÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.)

œ ÆÉÚÉËÅ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÔÏÇÄÁ ËÁË ÎÁÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏ- ÇÏ ÐÏÌÑ | ÏÂÙÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ).

óËÁÚÁÎÎÏÅ Ï ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÁÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ïÄÎÁËÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏ- ÒÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞ- ÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ) ÇÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÓÅŒÄÏÔÅÎÚÏÒÁ^{[20]}.

[20]œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÅÒÍÉÎ ĂÐÓÅŒÄÏÔÅÎÚÏÒĄ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑ-

ÀÔ Œ ÄÒÕÇÏÍ (É, Œ ÏÂÝÅÍ, ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍ) ÓÍÙÓÌÅ. œ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ËÁÖÅÔÓÑ, ĂÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÙĄ É ĂÐÓÅŒÄÏÔÅÎÚÏÒÙĄ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ, ËÁË ÚÄÅÓØ.

îÁÍ ÎÅ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÓÅŒÄÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ÐÓÅŒÄÏÔÅÎ- ÚÏÒÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ïÂSSÅËÔ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, ÐÏÑŒÉÔÓÑ Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ (Œ ËÏÎÃÅ §3, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÇÏŒÏÒÁ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ).

åÓÌÉ Œ V ŒŒÅÄÅÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, ÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ É Œ V^∗: ÂÅÒÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ A = (a_1, . . . , a_n) Œ V É ÏÂSSÑŒÌÑÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ A = ÓÔÏÌÂÅÃ (a^1, . . . , a^n). îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ B Œ V , ÔÏ ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÂÁ-

ÚÉÓ B = ÓÔÏÌÂÅÃ (b^1, . . . , b^n) ÓŒÑÚÁÎ Ó A ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ

Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. œÙÛÅ ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B = AC^{−1} ((úë) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C), ÔÏ B = CA ÉÌÉ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÚÁ- ÐÉÓÉ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ V^∗ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÒÏË (ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÒÉÅÎ- ÔÁÃÉÉ ÍÙ ŒÅÄØ ÚÁÐÉÓÙŒÁÌÉ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁË ÓÔÒÏËÉ), B^′ = A^′C^′. îÏ det C^{−1} É det C^′ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË.

x3. œÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ R.

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÓÔÅÐÅÎÉ k (ËÏÒÏÞÅ, k-ÆÏÒÍÁ ÉÌÉ k-ËÏŒÅËÔÏÒ) ÎÁ V | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

a: V^k → R, ÇÄÅ V^k = V × . . . × V

k ÒÁÚ , ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 1-ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ V . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ, ÞÔÏ 0-ÆÏÒ- ÍÙ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ (ÞÔÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÕËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÂÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, Á ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ). ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ (ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ Õ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÚÎÁË, ËÏÇÄÁ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÅÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ^{[21]}. ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë 0-ÆÏÒÍÁÍ É 1-ÆÏÒÍÁÍ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÌÀ- ÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏ-ÔÏĄ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁŒÔÏ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÓÑ, ÉÂÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ É ÐÏÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÞÔÏ, ŒÅÒÎÏ (ÈÏÔÑ É ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ). óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ~^kV^∗ (ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÑÓÎÅÎÏ ÄÁÌÅÅ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ~^0V^∗ = R É ~^1V^∗ = V^∗.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ 0, ÅÓÌÉ Œ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÄŒÕÈ ÅÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ŒÅËÔÏÒÙ (ÓËÁÖÅÍ, v_i = av_j, a ∈ R). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ a ∈ ~^kV^∗ É ŒÅËÔÏÒÙ v_1, . . . , v_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ,

[21]ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÄÁÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ

R; Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ≠ 2.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÁÍ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ, ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 0. (ïÄÎÁËÏ Œ ÉÚÍÅÎÅÎÎÏÍ ŒÉÄÅ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁ- ÒÁÇÒÁÆÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÉÔØ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÎÉÖÅ ÐÅÒŒÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ.)

ÔÏ a(v_1, . . . , v_k) = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ, ÓËÁÖÅÍ v_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. úÁ- ÍÅÎÉŒ ÅÇÏ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ a ÐÏ i-ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a(v_1, . . . , v_k) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ i-Ê ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÍÕ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ k > n, ÔÏ ~^kV^∗ = 0, Ô. Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ 0 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ) ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÉÂÏ ÐÒÉ k > n ÌÀÂÙÅ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. éÎÏÇÄÁ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÐÅÒÉÒÏŒÁÔØ Ó ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ > n, ÈÏÔÑ ÏÎÁ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÔ, Á ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ Ë ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍ ÉÎÏÇÄÁ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_k ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÓÔÅÐÅÎÉ k, Ô. Å. ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË^{[22]} ÞÉÓÅÌ 1, . . . , k. (õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ S_k ÏÐ- ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÏÂÙÞÎÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÉÅËÃÉÊ {1, . . . , k} → {1, . . . , k}: ÄÌÑ c, t ∈ S_k É i ∈ {1, . . . , k} ÐÒÉÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ (ct)(i) = c(t(i)). üÔÏ ÓÔÏÉÌÏ ÏÇÏŒÏÒÉÔØ, ÉÂÏ ÓÔÏÌØ

[22]éÍÅÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌÉÚÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ Sk ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ, Á ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁĄ ÓÏÈÒÁÎÑ- ÀÔ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ 1, . . . , k Œ ŒÉÄÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, | ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ Œ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅ- ÝÅÎÉÊ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, (4,2,1,3) | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, Á c: 1 → 4, 2 → 2, 3 → 1, 4 → 3 | ÜÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ ( 1 2 3 4 4 2 1 3 ) . îÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ É ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÎÅŒÅÌÉËÏ: ÅÓ- ÌÉ c: i → c(i), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ i ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÏ c(i) (Ó ÞÅÍ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÓŒÑÚÁÎÏ ÐÒÉŒÌÅÞÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÓÌÏŒÁ ĂÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁĄ), É ÉÚ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ {1, . . . , k} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ {c^{−1}(1), . . . , c^{−1}(k)} (ÎÁ ÍÅÓÔÏ i ÐÒÉÈÏÄÉÔ c^{−1}(i)). (äÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ, Œ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÒÁÔÎÙÊ: ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ i-Å ÍÅÓÔÏ ÓÔÁŒÉÔÓÑ c(i).) ïÂÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍÉ É ÄÒÕÇÉÍÉ (ÐÌÏÈÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÂÉÅËÃÉÉ, Œ ÒÁŒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ).

ÖÅ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ (ct)(i) = t(c(i)).) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ S_k ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ V^k → R (ÎÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ), ÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ f : V^k → R, v_1, . . . , v_k ∈ V

(cf)(v_1, . . . , v_k) = f(v_{c(1)}, . . . , v_{c(k)})^{[23]}.

œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ k-ÆÏÒÍÙ a ÔÁËÏŒÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ c (Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ É ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ca = −a. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ŒÓÅÇÄÁ ÞÅÔÎÏ (ÈÏÔÑ É ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ c Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ), Á ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ | ÎÅÞÅÔÎÏ. ðÏÌÏÖÉŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ c ∈ S_k

e(c) = { 1, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ c | ÞÅÔÎÁÑ; −1, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ c | ÎÅÞÅÔÎÁÑ,

ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ca = e(c)a ÕÖÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ c ∈ S_k.

äÌÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ïÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ~^0V^∗ É ~^1V^∗ ÜÔÉ ÄŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÔÅ ÖÅ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÀÔÓÑ Œ R É V^∗.) òÅÚÕÌØÔÁÔ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÎÏ- ŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ~^kV^∗ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ R.

îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÛÁÇÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÍÏÇÏ ÚÎÁËÏÍ ∧:

~^kV^∗ × ~^lV^∗ → ~^{k+l}V^∗ (a, b) → a ∧ b (3.1)

[23]þÔÏÂÙ ÓÏŒÓÅÍ ÕÖ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÐÏ ÐÏÌÏÞËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÐÅÒŒÁ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ V^k ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ v : {1, . . . , k} → V v(i) = vi, ÚÁÔÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Sk ÎÁ V^k ËÁË c^∗v = v ∘c, ÇÄÅ ∘ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÙÞÎÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ c^∗(v1, . . . , vk) = (v_{c(1)}, . . . , v_{c(k)}), Á ÚÁÔÅÍ ÕÖ ÓËÁÚÁÔØ. ÞÔÏ cf = f ∘ c^∗.

(ËÁË ŒÉÄÎÏ, ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÆÏÒÍ ÓËÌÁ- ÄÙŒÁÀÔÓÑ.) ïÎÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ, ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÏ^{[24]}, É ËÏÓÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ; ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a ∧ b = = (−1)^{kl}b ∧ a. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ~^0V^∗ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞ- ÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂŒÎÅÛÎÉÍĄ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ | ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÙ ŒÙ- ÈÏÄÉÍ ÉÚ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (~^kV^∗, ~^lV^∗) É ÐÏÐÁÄÁÅÍ Œ ÔÒÅÔØÅ (~^{k+l}V^∗). ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ~^kV^∗: ÜÔÏ ÅÓÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ V^∗ ∧ · · · ∧ V^∗

k ÒÁÚ

, Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÏÎÉ-

ÍÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÜÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

a_1 ∧ · · · ∧ a_k, ÇÄÅ ŒÓÅ a_i ∈ V^∗, (3.2)

ÎÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÔÁËÉÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ. (ôÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÉÄÁ (3.2), ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.) œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ É ÓÁÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÎÅÛÎÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ, Á ~^kV^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔ k-Ê ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R^{[25]} .

[24]áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÆÏÒÍ

(ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ), ÎÅ ÚÁÂÏÔÑÓØ Ï ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÅ ÓËÏÂÏË. ôÁË, a ∧ b ∧ g | ÜÔÏ É (a ∧ b) ∧ g, É a ∧ (b ∧ g).

[25]ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ Ăk-Ê ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ RĄ (ÉÌÉ ÎÁÄ ÉÎÙÍ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V . ðÒÁŒÄÁ, ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V = (V^∗)^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ~^kV ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÙÍ ËÁË ~^k(V^∗)^∗. ôÁËÉÍ ÏÂÈÏÄÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ~^kV É ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ~^kV × ~^lV → ~^{k+l}V ; ÓÍ. Œ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ. îÏ ÜÔÏÔ ÏÂÈÏÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ | ÎÅ ÏÞÅÎØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ. œ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÃÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ ÉÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V Œ ŒÉÄÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÊ ÄÁÀÔ ÔÅ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÞÔÏ É ÎÁÛÉ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ, ÉÂÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ~^kV^∗. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÌÅËÃÉÑÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÚÎÉËÌÉ ÜÔÉ ÚÁÍÅÔËÉ, ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÎÕÖÎÙ ÇÌÁŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÓÌÕÞÁ- ÑÈ k = 0, 1, 2, n − 1, n, ÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ËÁË-ÔÏ ÎÅÌÅÐÏ, ÄÁ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ.) œÐÒÏÞÅÍ, ÐÒÉ ÕÐÏÍÉÎÁ-

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ~^∗V^∗ =^n ∑ k=0 ⊕~^kV^∗. åÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÕÔØ ÓÕÍ-

ÍÙ^n ∑ k=0 a_k Ó a_k ∈ ~^kV^∗; ÔÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÌÕÞÛÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ËÁË

ÓÕÍÍÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ËÁË ÜÔÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ, Ô. Å, Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÂÏÒ (a_0, . . . , a_n), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÁÞÅ. óÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÙ É ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÓÕÍ- ÍÙ: (_n ∑ k=0 a_k ) + (_n ∑ k=0 b_k ) = n∑ k=0 (a_k + b_k), a n∑ k=0 a_k = n∑ k=0 aa_k (ÇÄÅ a ∈ R), (_n ∑ k=0 a_k ) ∧ (_n ∑ l=0 b_l ) = n∑ k,l=0 (a_k ∧ b_l),

ÐÒÉÞÅÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÕÍÍÅ ÕÖÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏÞËÏÊ ŒÙÛÅ (ŒÅÄØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ k + l ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k, l, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ | ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÉÄÁ^n ∑ i=0 g_i Ó g_i ∈ ~^iV^∗,

Á ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ (3.1) ËÁË ÂÙ ÏÂSSÅÄÉÎÑÀÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ~^∗V^∗. ðÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ŒŒÅÄÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ~^∗V^∗ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏ- ÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ R (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ RĄ), ÞÔÏ ĂÐÒÉÑÔÎÏĄ Ó ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÉÈ ÖÅ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÃÅÌÅÓÏ- ÏÂÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ë ~^∗V^∗ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÌÉ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÓÕÍÍÙ ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ. œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉ- ËÁÀÔ; ÇÏŒÏÒÑ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÔÁÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÅËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÆÏÒÍ a_k

ÅÍÏÊ ÐÏÐÕÔÎÏ ĂÞÉÓÔÏ-ÔÅÎÚÏÒÎÏÊĄ ÔÒÁËÔÏŒËÅ ~^kV^∗ ÏÞÅŒÉÄÎÁ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÁÑ ÔÒÁËÔÏŒËÁ ~^kV .

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ŒŒÏÄÉÍÏÊ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÅÒÉ- ÒÏŒÁÔØ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ∑ a_k, ÞÅÍ Ó ÓÁÍÉÍÉ ÜÔÉÍÉ a_k ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. œ ÂÏÌÅÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ É ÏÂÒÁÝÁÔØ- ÓÑ Ë ~^∗V^∗ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

íÙ ÎÅ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÐÒÏŒÅÒËÕ ÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒ. ðÏÌÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÅÓÔÁ É ÍÙ ÎÅ ŒÉÄÉÍ, ËÁË ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ- ÓÑ Œ ÒÑÄÅ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ. íÙ ÔÏÌØËÏ ÈÏÔÉÍ ÏÂÒÁÔÉÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁ.

œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÆÏÒÍÅ, ÎÏ É Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÏÅ Œ ÞÅÍ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÒÁŒÄÁ, ŒÎÅÛÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ~^∗V^∗ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ~^0V^∗ É ~^1V^∗ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ~^kV^∗ Œ ~^kV^∗. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a^1, . . . , a^n | ÂÁÚÉÓ V^∗, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} , i_1 < . . . < i_k, (3.3)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ~^kV^∗. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅ-

ÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ C^k_n = ( n k ) | ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖ-

ÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ {1, . . . , n}.) ìÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (3.3), ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ- ÃÉÊ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ É Ô. Ä., ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÉÌÉ ÎÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÐÒÉ ÏÂÏÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ∧. îÏ ËÏÇÄÁ ÍÙ ŒÓÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ~^kV^∗ ÓÕÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V^k, ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÒÉ ÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ËÏ- ÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b^1, . . . , b^k ∈ V^∗ É v_1, . . . , v_k ∈ V^{[26]}

[26]æÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ k > n, ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

(b^1 ∧ · · · ∧ b^k)(v_1, . . . , v_k) = = | | | | b^1(v_1) . . . b^1(v_k) . . . . . . . . . . . . . . . . b^k(v_1) . . . b^k(v_k)

| | | | = det(b^i(v_j))_{i,j=1,...,k}, (3.4)

Á ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ |

(b^1 ∧ · · · ∧ b^k)(v_1, . . . , v_k) = 1_k! det(b^i(v_j))_{i,j=1,...,k}. (3.5)

æÏÒÍÕÌÕ (3.4) ÉÌÉ (3.5) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ÏÓÎÏŒÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÓÔÕÌÉÒÏŒÁŒ ÅÅ ŒÎÁÞÁÌÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ a^i. îÏ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÂÙÌ ÂÙ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ. œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÉÎÁÞÅ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÁÅÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ a ∈ ~^kV^∗, b ∈ ~^lV^∗. óÐÅÒŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÀ

f : V^{k+l} → R f(v_1, . . . , v_{k+l}) = a(v_1, . . . , v_k)b(v_{k+1}, . . . , v_{k+l}),

ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÕÀ, ÎÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. áÒÇÕÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÄŒÅÒÇÁÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÁÍ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÞÅÒÅÚ S_{k+l} ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÓÔÅÐÅÎÉ k + l; ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ c ÐÏÌÁÇÁÀÔ (cf)(v_1, . . . , v_{k+l}) = f(v_{c(1)}, . . . , v_{c(k+l)}). œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÂÅÒÕÔ ÓÕÍÍÕ ∑ c∈Sk+l^e (c)cf (3.6)

É ÄÅÌÑÔ ÅÅ:

| ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧ | ÎÁ k! l!; | ÐÒÉ ŒÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧ | ÎÁ (k + l)!.

òÅÚÕÌØÔÁÔ É ÅÓÔØ a ∧ b.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ a, b ∈ V^∗ É u, v ∈ V ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ,

(a ∧ b)(u, v) = a(u)b(v) − a(v)b(u) = | | | a(u) a(v) b(u) b(v) | | | ,

(a ∧ b)(u, v) = 12(a(u)b(v) − a(v)b(u)) = 12 | | | a(u) a(v) b(u) b(v) | | | , Ô. Å. ÓÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (3.4), Á ÐÒÉ ŒÔÏÒÏÍ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕ- ÞÁÊ (3.5). œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÍÕ, ÆÏÒ- ÍÕÌÕ (2.19) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

B =^{k∑}_{i=1} a^{2i−1} ∧ a^{2i}, (3.7)

ÉÂÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

B(v, w) =^{k∑}_{i=1} (a^{2i−1}(v)a^{2i}(w) − a^{2i}(v)a^{2i−1}(w)) = = k∑ i=1 (a^{2i−1} ∧ a^{2i})(v, w).

ïÓÎÏŒÎÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÏÐÕÓËÁÅÍ, | ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÏÎÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ, ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓÌÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ (3.4) ÉÌÉ (3.5), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ∧ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ t ∈ S_{k+l}. óÒÅÄÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË c ∈ S_{k+l} ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {1, . . . , k} Œ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {t(1), . . . , t(k)}, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ t (Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {k + 1, . . . , k + l} | Œ {t(k + 1), . . . , t(k + l)}). äÌÑ ÎÉÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

(cf)(v_1, . . . , v_{k+l}) = a(v_{c(1)}, . . . , v_{c(k)})b(v_{c(k+1)}, . . . , v_{c(k+l)})

Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ Õ a É Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ Õ b ÓÔÏÑÔ ÔÅ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÙ v_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÑÔ Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ Õ a É b Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ (tf)(v_1, . . . , v_{k+l}), ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ cf É tf ÐÏÒÑÄÏË ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁÚÌÉÞÅÎ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ p É r, ÞÔÏ

p ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ k + 1, . . . , k + l, (3.8) r ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ 1, . . . , k (3.9)

É c = tpr. ïÞÅŒÉÄÎÏ, cf É tf ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ e(p)e(r), ÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÚÎÁËÏÍ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ e(c) É e(t). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÓÅÊÞÁÓ c ÉÍÅÅÍ e(c)cf = e(t)tf. þÉÓÌÏ ÖÅ ÔÁËÉÈ c ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË p, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ (3.8), É ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË r, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ (3.9), Ô. Å. k! l!. éÔÁË, ŒÍÅÓÔÅ Ó f(v_{t(1)}, . . . , v_{t(k+l)}) Œ (3.6) ŒÈÏÄÉÔ k! l! ÔÁ- ËÉÈ ÖÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. üÔÉÍ ÍÏÔÉŒÉÒÕÅÔÓÑ, ÐÏÞÅÍÕ (3.6) ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ- ÓÑ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ k! l!.

œÓÅ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÏ É ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ (k + l)! ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÔÉŒÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ: Œ (3.6) ŒÈÏÄÉÔ (k + l)! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ŒÏÔ ÍÙ É ÄÅÌÉÍ ÎÁ (k + l)!, ÂÅÒÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÒÅÄÎÅÅ.

œÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Œ ÏÂÝÅÍ, ÂÏÌÅÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÂÝÉÍ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÞÁÓÔÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÏÓØ Œ ÐÒÏ- ÛÌÏÍ. óÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÓÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ÎÕÖÎÁ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ É ÞÔÏ ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÁŒÔÏÎÏÍÉ- ÅÊ | ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÉÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÄÅÌÁ (Ë ËÏÔÏÒÏÊ É ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ), ÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ŒÅËÔÏÒÁÈ, ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ, ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍÁÈ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÏÂSSÅËÔÁÈ | ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁÈ (ÓÍ. ÎÉÖÅ)^{[27]}. íÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ ÏÂ ÁŒÔÏ- ÎÏÍÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÏŒÏ: Ñ ÉÚÌÁÇÁÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÏÐÒÏ- ÓÙ ÁŒÔÏÎÏÍÎÏ, ÎÏ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÎÁ ÆÏÎÅ ÏÂÝÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ, Ô. Å. ÏÔÍÅÞÁÑ ÓŒÑÚÉ Ó ÎÉÍ. œÎÅÛÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ŒËÌÀÞÁ- ÀÔ Œ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ ËÕÒÓ, ÉÎÏÇÄÁ ÎÅÔ; ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒËÌÀÞÁÀÔ, ÈÏÔÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÍÏÇÕÔ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ Œ ÓÔÏÒÏÎÅ. åÓÌÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÔØ ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ĂÂÅÚ ÏÇÌÑÄËÉĄ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÅÎÚÏÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ |

[27]œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÇÁÈ Ï ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁÈ ÎÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, Á ŒÎÅÛÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÙ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÔÅÐÅÎØ ÉÈ ÁŒÔÏÎÏÍÎÏÓÔÉ | ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ), Á ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÏÌØ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÓÔÕÐÁÅÔ ÒÏÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ.

Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.4) ÎÅ ÎÁÄÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ k!.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (3.3) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ~^kV^∗. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÔÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ~^kV^∗. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a = ∑ i1<...<i_k a(a_{i1} , . . . , a_{ik} )a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} (3.10)

(a_1, . . . , a_n | ÂÁÚÉÓ, ŒÚÁÉÍÎÙÊ Ë a^1, . . . , a^n). îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ (3.10) ÎÁ ÌÀÂÙÈ k ŒÅËÔÏÒÁÈ v_1, . . . , v_k ∈ V ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v_h ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ Œ V :

v_h = ∑ j_h v^{jh}_h a_{jh} (3.11)

(ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÍÅÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v_h ÓŒÏÊ ÉÎÄÅËÓ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÄÅÔ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÜÔÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÄÌÑ v_1, . . . , v_k ÞÅÒÅÚ j_1, . . . , j_k). ðÏÄÓÔÁŒÉŒ (3.11) Œ a(v_1, . . . , v_k), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

a(v_1, . . . , v_k) = ∑ j1,...,j_k a(a_{j1} , . . . , a_{jk} )v^{j1}_1 . . . v^{jk}_k . úÄÅÓØ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ j_h ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 1 ÄÏ n (ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ j_i). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ i_1, . . . , i_k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1 ⩽ i_1 < . . . < i_k ⩽ n. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.10) ÉÍÅÅÔÓÑ k! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {j_1, . . . , j_k} = {i_1, . . . , i_k}, ÎÏ ÜÔÉ j_h, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ (ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ) ÎÅ Œ ÐÏ- ÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. éÍÅÅÔÓÑ k! ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ i_1, . . . , i_k Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ; ÜÔÉ ÓÐÏÓÏÂÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ

c ∈ Sk, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ j1, . . . , jk

Ó j_1 = i_{c(1)}, . . . , j_k = i_{c(k)}. ðÒÉ ÜÔÏÍ

a(a_{ic(1)} , . . . , a_{ic(k)} ) = e(c)a(a_{i1} , . . . , a_{ik} ),

ÔÁË ÞÔÏ

a(v_1, . . . , v_k) = ∑ i1<...<i_k a(a_{i1} , . . . , a_{ik} ) ∑ c∈Sk^e (c)v^{ic(1)}_1 . . . v^{ic(k)}_k .

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ∑ c∈Sk^e (c)v^{ic(1)}_1 . . . v^{ic(k)}_k = | | | | v^{i1}_1 . . . v^{i1}_k . . . . . . . . . . v^{ik}_1 . . . v^{ik}_k

| | | | . (ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÔÁË. âÅÒÕÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ, Ô. Å. Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ŒÅÒÈÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ; ÓËÁÖÅÍ, Œ i-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ÂÅ- ÒÕÔ v^{ic(i)}_i . úÄÅÓØ c ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÚ S_k. œÙÂÒÁÎ- ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÎÁ e(c). îÁËÏÎÅÃ, ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÁÍ ŒÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ, Ô. Å. ŒÓÅ- ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ c. îÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ É ÓÔÏÉÔ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.) äÁÌÅÅ, ÐÏÓÌÅÄ- ÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÐÏ (3.4), ÒÁŒÅÎ

a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} (v_1, . . . , v_k);

ÚÎÁÞÉÔ,

a(v_1, . . . , v_k) = ∑ i1<...<i_k a(a_{i1} , . . . , a_{ik} )a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} (v_1, . . . , v_k). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ (v_1, . . . , v_k), ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ (3.10) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n^k ÞÉÓÅÌ a_{i1...ik} , 1 ⩽ i_1, . . . , i_k ⩽ n, ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÉÎÄÅËÓÏŒ (Ô. Å. ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ Õ a_{...} ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÚÎÁË; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÉÎÄÅËÓÁ ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ a_{...} = 0). ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ nk ÞÉÓÅÌ v^i_j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k. ôÏÇÄÁ ∑ 16i1<...<ik6n a_{i1...ik} | | | v^{i1}_1 . . . v^{i1}_k . . . . . . . . . . v^{ik}_1 . . . v^{ik}_k

| | | = a^i1^{...i}k v^{i1}1 . . . v^{ik}k , (3.12)

ÇÄÅ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ i_1, . . . , i_k, ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, . . . , n.

œÙÛÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÌÏÓØ Ë ÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ a_{i1...ik} = = a(a_{i1} , . . . , a_{ik} ), ÇÄÅ a | ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ, a_i | ÂÁÚÉÓ- ÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, Á v^i_j | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_j. îÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ (3.12) ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏ ÔÁËÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙ- ÓÌÁ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÁÖÎÏ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÉÎÄÅËÓÙ | ŒŒÅÒ- ÈÕ ÉÌÉ ŒÎÉÚÕ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ (3.3) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ~^kV^∗ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÒÁŒ- ÎÁ ÎÕÌÀ: ∑ i1<...<i_k l_{i1,... ,ik} a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} = 0. (3.13)

úÎÁÞÉÔ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.13) ÎÁ ÌÀÂÙÈ v_1, . . . , v_k ÒÁŒÎÏ 0. œÏÚØÍÅÍ v_1 = a_{j1} , . . . , v_k = a_{jk} , ÇÄÅ j_1 < . . . < j_k. ôÏÇÄÁ

a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} (v_1, . . . , v_k) = det | | | | | d^{i1}_{j1} . . . d^{i1}_{jk} . . . . . . . . . . d^{ik}_{j1} . . . d^{ik}_{jk}

| | | | | . (3.14)

åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÎÄÅËÓ i_h ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ j_1, . . . , j_k, ÔÏ Œ h-Ê ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, Œ ∑ i1<...<i_k l_{i1,...,ik} a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} (a_{j1} , . . . , a_{jk} ) (3.15) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i_1, . . . , i_k ∈ ∈ {j_1, . . . , j_k}. á ÔÁË ËÁË i_1 < . . . < i_k É j_1 < . . . < j_k, ÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ i_1 = j_1, . . . , i_k = j_k. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ Œ (3.14) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÒÁŒÅÎ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ (3.15) ÒÁŒÎÁ l_{j1,...,jk} , É ŒŒÉÄÕ (3.13) ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ l_{j1,...,jk} = 0. îÏ j_1, . . . , j_k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ {1, . . . , n}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ j_1 < . . . < j_k, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ Œ (3.13) | ÎÕÌÅŒÙÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ (3.10) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (3.3) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^kV^∗ (ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÏÍ Ó

Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {a^i} Œ V^∗ É, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {a_i} Œ ÉÓÈÏÄ-

ÎÏÍ V ) ÓÌÕÖÁÔ C^k_n = ( n k ) ÞÉÓÅÌ a_{i1,...,ik} = a(a_{i1} , . . . , a_{ik} ) (1 ⩽ i_1 < . . . < i_k ⩽ n). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÎÅÛÎÉÅ k-ÆÏÒÍÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ĂŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉĄ k (ÔÅÎÚÏÒÙ Ó k ÎÉÖÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ). éÍÅÎÎÏ, ÆÏÒÍÅ a ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ a_{i1,...,ik} , ÇÄÅ^{[28]} a_{i1,...,ik} = a(a_{i1} , . . . , a_{ik} ) (1 ⩽ i_1, . . . , i_k ⩽ n). œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÁ i_1, . . . , i_k ÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ É ÏÄÎÉ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ a_{i1,...,ik} = 0). óÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÏÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÔÅÎÚÏÒÁ a_{i1,...,ik} ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ (ÉÌÉ, ËÁË ÅÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÙÊ); ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÁ ÉÎÄÅË- ÓÁ, ÔÏ Õ a_{i1,...,ik} ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÚÎÁË. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÙÍÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k É ŒÎÅÛÎÉ- ÍÉ k-ÆÏÒÍÁÍÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ (ÔÅÎÚÏÒ a_{i1,...,ik} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÎÅÛÎÅÊ k-ÆÏÒÍÅ a = ∑ i1<...<i_k a_{i1,...,ik} (a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} ). ðÏÄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ (ÅÓÌÉ ÉÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ) ÐÏÎÉÍÁÀÔ ŒÓÅ n^k ÞÉÓÅÌ a_{i1,...,ik} (ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ k).

ñ ÏÓÔÁÎÏŒÌÀÓØ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ (ÈÏÔÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ- ÇÏ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ), ÉÂÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ĂÁŒÔÏÎÏÍÎÏÊĄ ÔÅÏÒÉÉ ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ Œ ÏÂÝÅÍ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ É ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÇÏÄÉÔØÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÌÉ- ÔÅÒÁÔÕÒÙ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ Ó ĂÔÅÎÚÏÒÎÙÈĄ ÐÏÚÉÃÉÊ.

[28]ôÁË ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÍ ÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧; ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÔÅÎÚÏÒÕ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ k!. üÔÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÎÉÖÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k ÞÅÒÅÚ T_k(V ) (ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÕÐÏÔÒÅ- ÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ; ŒÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÎÉÖÅ). œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ T_k(V ) × T_l(V ) → T_{k+l}(V ) (T, S) → T ⊗ S, ÇÄÅ ÔÅÎÚÏÒ T ⊗ S ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÔÅÎÚÏÒÏŒ T É S: (T ⊗ S)_{i1,...,ik+l} = T_{i1,...,ik} S_{ik+1,...,ik+l} . (3.16) ïÐÅÒÁÃÉÑ ⊗ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ:

(lT + l^′T^′) ⊗ S = lT ⊗ S + l^′T^′ ⊗ S, T ⊗ (lS + l^′S^′) = lT ⊗ S + l^′T ⊗ S^′, T ⊗ (S ⊗ R) = (T ⊗ S) ⊗ R. åÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. œ (3.16) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÁËÉÅ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ. íÏÖÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ T_i′_{1,...,i}′_k S_i′_{k+1,...,i}′_{k+l} ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÅÎ- ÚÏÒÏŒ T É S ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÔÁÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.16), ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÎÁ- ÛÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ (ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÎÅÔ, Á ÎÉÖÎÉÈ k + l). îÏ ÐÒÏÝÅ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÁË ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (3.16) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ (T ⊗ S)(v_1, . . . , v_{k+l}) = T (v_1, . . . , v_k)S(v_{k+1}, . . . , v_{k+l}). úÄÅÓØ ÎÉËÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÕÖÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ, Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ T ⊗ S ÏÔ k + l ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

T_k(V ) = ⊗^kV^∗ := V^∗ ⊗ . . . ⊗ V^∗

k ÒÁÚ ,

ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ k ĂÜËÚÅÍÐÌÑ- ÒÏŒĄ V^∗ ÅÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

a^1 ⊗ . . . ⊗ a^k, ÇÄÅ ŒÓÅ a^i ∈ V^∗,

ÎÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÔÁËÉÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ⨂_k V^∗ ŒÍÅÓÔÏ T_k(V ) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÉÍÕÝÅ- ÓÔŒÏ Â«ÏÌØÛÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔÉ, ÉÂÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÅÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ Œ ÎÅÍ ÚÎÁË ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Ó ∧, Œ (3.16), ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ŒŒÅÄÅ- ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ŒÅÄØ k É L ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ), ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÎÙÈ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÚÎÁËÏÍ ⊗. éÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ Œ ÏÄÎÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ T_∗(V ) =^∞ ∑ k=0 ⊕T_k(V ), ÇÄÅ T_0(V ) ÅÓÔØ R (ÉÌÉ ÉÎÏÅ

ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ) É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÓŒÏÅ- ÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ). åÓÌÉ a^1, . . . , a^n | ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÓÅÊÞÁÓ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗, ÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ T_k(V ) ÓÌÕÖÁÔ n^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a^{i1} ⊕ . . . ⊕ a^{ik} Ó ÌÀÂÙÍÉ i_j = 1, . . . , n.

ôÅÎÚÏÒÕ T = {T_{i1,...,ik} } ∈ T_k(V ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÆÏÒÍÁ) T : V × . . . × V k ÒÁÚ → R T (v_1, . . . , v_k) = T_{i1,...,ik} v^{i1}_1 . . . v^{ik}_k . üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ- ÍÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ É ÌÉÎÅÊÎÏ; ÔÅÎÚÏÒÕ T ⊗ S ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÁ T ⊗ S(v_1, . . . , v_{k+l}) → T (v_1, . . . , v_k)S(v_{k+1}, . . . , v_{k+l}). ðÏÜÔÏÍÕ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÍÏÌÞÁÌÉŒÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ. œÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÑÓÎÙÍ, ÞÔÏ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ c ∈ S_k ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ T_k(V ):

(cT )(v_1, . . . , v_k) = T (v_{c(1)}, . . . , v_{c(k)}) = = T_{i1,...,ik} v^{i1}_{c(1)} . . . v^{ik}_{c(k)} = T_{ic−1(1),...,ic−1(k)} v^{i1}_1 . . . v^{ik}_k . (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÒÅÄÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ v^{ij}_{c(j)} ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ v^h_1 ŒÅËÔÏÒÁ v_1. ïÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ c(j) = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÏÍÅÒ ÜÔÏÊ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ h = i_j = i_c−1_{(1)}.) éÔÁË, Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÅÎ- ÚÏÒÏŒ ÄÅÊÓÔŒÉÅ c ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: (cT )_{i1,...,ik} = T_{ic−1(1),...,ic−1(1)} . œÐÒÏÞÅÍ, ÞÁÓÔÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ (cT )_{i1,...,ik} = T_{ic(1),...,ic(1)} ; ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ. œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ f ∈ ~^kV^∗, y ∈ ~^lV^∗

f ∧ y = 1 k! l! ∑ c∈Sk+l^e (c)c(f ⊗ y) ÐÒÉ 1-Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧, 1 (k + l)! ∑ c∈Sk+l^e (c)c(f ⊗ y) ÐÒÉ 2-Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ a^i ∈ V^∗

a^1∧· · ·∧a^k = ∑ c∈Sk^e (c)c(a^1 ⊗ · · · ⊗ a^k) ÐÒÉ 1-Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧, 1 k! ∑ c∈Sk^e (c)c(a^1 ⊗ · · · ⊗ a^k) ÐÒÉ 2-Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧.

ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ f = ∑ i1<...<i_k f_{i1,...,ik} a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} (3.17) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ĂÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏĄ ÂÁÚÉÓÁ a^{i1} ⊗ . . . ⊗ a^{ik} ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧ ÅÓÔØ f = f_{i1,...,ik} a^{i1} ⊗ . . . ⊗ a^{ik} . (3.18) äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ (3.17) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} ÞÅÒÅÚ a^{i1} ⊗ . . . ⊗ a^{ik} , ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ i_1 < . . . < i_k Œ ÓÕÍÍÕ ŒÏÊÄÕÔ k! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

e(c)f_{i1,...,ik} a^{ic(1)} ⊗ a^{ic(k)} = f_{ic(1),...,ic(k)} a^{ic(1)} ⊗ a^{ic(k)} ;

ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ŒÓÅ ÔÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ (3.18), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÄÅËÓÙ ÓÕÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÁÛÉÈ i_1, . . . , i_k. ðÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ∧ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} ÞÅÒÅÚ a^{i1} ⊗ . . . ⊗ a^{ik} Œ k! ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ a^{i1} ⊗ . . . ⊗ a^{ik} Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ f ÂÕÄÕÔ Œ k! ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ŒÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧ ÆÏÒÍÅ (3.17) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÔÅÎÚÏÒ { 1_k!f_{i1,...,ik} }.

ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÔÉÐÁ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÈ Œ (3.17) f_{i1,...,ik} ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË:

(f ∧ y)_{i1,...,ik+l} = 1_k!_l! ∑ c∈Sk+l^e (c)f_{ic(1),...,ic(k)} y_{ic(k+1),...,ic(k+l)} .

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ĂÔÅÎÚÏÒÎÙÈĄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ f, y (Ô. Å. ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ T_k(V ), T_l(V )) ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ f ∧ y ÏÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ÒÁÚ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ (3.17) É Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÄÌÑ y, f ∧ y. îÏ ÐÒÉ ŒÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∧ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ T ∧ S ÄŒÕÈ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ {T_{i1,...,ik} }, {S_{j1,...,jl} } ÉÍÅÅÔ ĂÔÅÎÚÏÒÎÙÅĄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (T ∧ S)_{i1,...,ik+l} = 1(_k +_l)! ∑ c∈Sk+l^e (c)T_{ic(1),...,ic(k)} S_{ic(k+1),...,ic(k+l)} .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÒÛÅÊ, Ô. Å. n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÄÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÉÓÅÌ i_1, . . . , i_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ i_1 < i_2 < . . . < i_n, | ÉÍÅÎÎÏ, ÓÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ 1, . . . , n. ðÏÜÔÏÍÕ Œ (3.10) ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÎÅÛÎÉÅ n-ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙ a^1 ∧ · · · ∧ a^n; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^nV^∗ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R. œ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ~^0V^∗. îÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^0V^∗ = R, ŒÅÄØ ÚÁ ~^0V^∗ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁË ÒÁÚ É ÐÒÉÎÉÍÁÌÏÓØ R, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^nV^∗ ≈ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a^1∧· · ·∧a^n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^nV^∗. äÁÌÅÅ, ÉÚ (3.4) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ, Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÙÞÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ a^1 ∧ · · · ∧ a^n

ÎÁ n ŒÅËÔÏÒÁÈ v_j Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x^i_j ÒÁŒÎÏ | | | a^1(v_1) . . . a^1(v_n) . . . . . . . . . . . . . . . . a^n(v_1) . . . a^n(v_n)

| | | = | | | x^1 . . . x^1_n . . . . . . . . . . x^n_1 . . . x^n

| | | . (3.19)

üÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂSSÅÍÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝(v_1, . . . , v_n), ĂÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏĄ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_1, . . . , v_n (ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË ∑ l_iv_i, ÇÄÅ 0 ⩽ l_i ⩽ 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i) Ë ÏÂSSÅÍÕ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝(a_1, . . . , a_n), ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ a_1, . . . , a_n^{[29]}. (ïÂSSÅÍÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. îÁÐÏÍ-

[29]A priori Œ V ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ (ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ V

ŒŒÅÄÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÉÎÑ- ÔÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ-ÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÂSSÅÍ). ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÂSSÅÍÏŒ | ÏÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÐÏÓÏÂÁÈ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ĂÏÂSSÅÍĄ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÏ ÆÏÒÍÅ É ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ (n-ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ; ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑÈ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÔ ÒÅÞÉ, É ÍÅÒÁ ŒÓÅÇÄÁ ¿ 0) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÅÓØÍÁ ÏÂÝÉÈ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÈĄ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ V (ÐÒÉ ĂÎÏÒÍÉÒÕÀÝÅÍĄ ÕÓÌÏŒÉÉ Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅÍÁ). ôÁÍ ÞÅÔ- ËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÔ ÏÂSSÅÍÁ, É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÞÔÏ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÅÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÏÂSSÅÍ ˝(v_1, . . . , v_n) ÏÂSSÅÍ ˝(a_1, . . . , a_n) = | det A|

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

œ ÒÁÍËÁÈ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÕÞÛÅ ÐÒÉÎÑÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂSSÅÍÁ ˝(v1, . . . , vn) (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÏÂSSÅÍ ˝(a1, . . . , an) ÚÁÄÁÎ- ÎÙÍ). œ ÐÏÌØÚÕ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÏŒÏÄÙ, ÓÓÙÌÁÑÓØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 1, 2, 3 ÏÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ, ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏ- ÇÒÁÍÍÁ, ÏÂSSÅÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ. îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ | ÜÔÏ, Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÉ, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, Œ ËÕÒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÅÎØÛÅÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÎÏ ÄÌÑ n = 2, 3 É ÎÅÔÏÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÕÍÅÓÔÎÙ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÜŒÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÉÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÑÝÅÊ ÎÁÕÞÎÏÓÔÉ ŒŒÏÄÑÔ ÎÅËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÏÂSSÅÍÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ (ÔÏÌØËÏ ÉÈ!) É Ó ÔÒÉÕÍÆÏÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ → ÅÇÏ ÏÂSSÅÍ

ÎÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ det(x^j_i ) > 0, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÙ v_1, . . . , v_n É a_1, . . . , a_n ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÏÒÉ- ÅÎÔÁÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÎÅÛÎÉÅ n-ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ ËÁË ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ă(ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ) ÏÂSSÅÍÙĄ Œ V | ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ n-ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ Œ V É ĂÅÄÉÎÉÃÁ ÏÂSSÅÍÁĄ. á ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÉÅ n-ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÒÏÄÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÁËÔ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÅÒÅÛÌÉ ÏÔ ÏÄÎÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V Ë ÄÒÕÇÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (úë) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÔÅÈ ÖÅ, ÞÔÏ É ÔÁÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (a_1, . . . , a_n) = (b_1, . . . , b_n)C, É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a_j Œ ÂÁÚÉÓÅ (b_1, . . . , b_n) ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ c^1_j , . . . , c^n_j j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ C. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÚÁÉÍÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ (a^1, . . . , a^n) É (b^1, . . . , b^n)

b^1 ∧ · · · ∧ b^n(a_1, . . . , a_n) = det(c^i_j ) = det C,

a^1 ∧ · · · ∧ a^n(a_1, . . . , a_n) = 1.

üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ

b^1 ∧ · · · ∧ b^n = det C · a^1 ∧ · · · ∧ a^n, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y = Cx.

(3.20)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÎÁÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÌÉÓØ (É ÂÕÄÕÔ ÅÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ) ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ãÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ) ÕÄÌÉÎÅÎÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ, É ÔÏÇÄÁ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det(x^j_i )_{i,j=1,...,n} ËÁË a^1 ∧ . . . ∧

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ (ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ˝(a1, . . . , an)) É ÄÁÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ | ÎÅ Œ ÅÅ ÓËÒÏÍÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÁÈ (Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ, ÞÅÍ ÏÎÉ ËÏÒÏÞÅ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ), Á Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ- ÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ŒÏÐÒÏÓÙ: ÏÔËÕÄÁ ŒÚÑÌÉÓØ ÜÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ? (ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÊ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ŒÙÛÅ ÓÓÙÌÁÌÉÓØ, ÎÅ ŒÏÚŒÙÛÁÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÄÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ); ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÔØ ÏÂSSÅÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍ, ÎÏ É ÄÒÕÇÉÍ ĂÆÉÇÕÒÁÍĄ? (ÍÏÖÎÏ, ÓÍ. ÔÅÏÒÉÀ ÍÅÒÙ, ÇÄÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ, Á ÎÅ ÉÇÒÕÛÅÞÎÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÁ).

∧ a^n(v_1, . . . , v_n), ÇÄÅ v_i = (x^1_i . . . , x^n_i ) ÓÕÔØ ŒÅËÔÏÒÙ-ÓÔÏÌÂÃÁ (ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ R^n ), Á a^i | (ËÏ)ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ R^∗ . ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ôÁËÏÅ ÉÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÌÏÇÉÞÎÙÍ. œ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÎÉÉ ÅÍÕ ÎÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ ÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÅÅ, Á Ó ŒÎÅÛÎÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÍÏÖÎÏ É ÐÏÄÏÖÄÁÔØ (ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ŒÅÝÅÊ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÄÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ ÒÁÎØÛÅ).

ðÕÓÔØ C: V → W | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÌÅÄÕÑ ÔÏÊ ÖÅ ÉÄÅÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (2.13) ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ C^∗ : W^∗ → V^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^kW^∗ → ~^kV^∗, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ C^∗, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÎÅÛÎÀÀ k-ÆÏÒÍÕ b ÎÁ W ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ k-ÆÏÒÍÕ C^∗b ÎÁ V , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ËÁË

(C^∗b)(v1, . . . , vk) = b(Cv1, . . . , Cvk). (3.21)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ C^∗b ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ k-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ V . ðÒÉ k = 1 ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (2.13). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ k = 0 ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ l ∈ ~^0W^∗ = R ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÞÉÓÌÏ l, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ~^0V^∗.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÚÎÁËÏÍ C^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n + 1 ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ~^kW^∗ → ~^kV^∗ Ó k = 0, . . . , n). éÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ C^∗ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~^kW^∗ → ~^kV^∗ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ~^kC^∗; ÔÏÇÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÑÓÎÏÓÔÉ ÎÁÓÞÅÔ ÔÏÇÏ, Ï ÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉ-

ÅÍ C^∗, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ

ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄ C^∗, ÍÏÖÎÏ ÓÕÄÉÔØ ÐÏ ÔÏÍÕ, ÎÁ ÞÔÏ ÉÍÅÎ- ÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ C^∗. (ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ĂÏÂSSÅÄÉÎÉÔØĄ ŒÓÅ ~^kW^∗ É ~^kV^∗ ŒÏ ŒÎÅÛÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ~^∗W^∗ É ~^∗V^∗, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÅÄÉÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

C^∗ : ~^∗W^∗ → ~^∗V^∗, (3.22)

ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ. óÍÏÔÒÑ ÐÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁÍ, ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ Ë k-ÆÏÒÍÁÍ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ k.)

ðÒÉ k ≠ 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ó C, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ C. ôÁË ÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ É ĂÅÄÉÎÏÅĄ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (3.21).

éÚ (3.21) ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∗ (ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ) | ÌÉÎÅÊÎÏÅ:

C^∗(aa + bb) = aC^∗a + bC^∗b (a, b ∈ R, a, b ∈ ~^kW^∗).

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ C^∗ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ:

C^∗(a ∧ b) = C^∗a ∧ C^∗b (a ∈ ~^kW^∗, b ∈ ~^lW^∗) (3.23)

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (3.22), ÔÏ ÚÄÅÓØ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÔÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ k, l É k+l). ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ C^∗, ÓÞÉ- ÔÁÑ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.21) b ÂÙÔØ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ k-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ W . îÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÛÁÇÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ a ∧ b ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ a, b ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ (k + l)-ÆÏÒÍÙ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ C^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÉÈ Œ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ (k + l)-ÆÏÒÍÙ ÎÁ V , ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ C^∗a, C^∗b. ðÒÏ- ÓÌÅÖÉŒÁÑ ÜÔÏ ÛÁÇ ÚÁ ÛÁÇÏÍ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ Œ (3.23).

îÁ ÑÚÙËÅ ĂÅÄÉÎÏÇÏĄ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (3.22) ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

C^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ~W^∗ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ~V^∗.

äÅÊÓÔŒÉÅ C^∗ ÎÁ ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÞÉÓÌÏ det C. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ C ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒÙ a_i ÂÁÚÉÓÁ Œ ŒÅËÔÏÒÙ b_i = Ca_i = ∑ j c^j_i a_j, ÔÁË ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ

C = (c^j_i ) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ C ÓÏÇÌÁÓÎÏ (ïâ) (É ÔÁËÖÅ (ïë)). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ C^∗ É (3.19), ÉÍÅÅÍ

(C^∗(a^1 ∧ · · · ∧ a^n))(a1, . . . , an) = a^1 ∧ · · · ∧ a^n(b1, . . . , bn) =_{= det(cj}

i ) = det C.

îÏ a^1 ∧ · · · ∧ a^n(a_1, . . . , a_n) = 1, Á ÔÁË ËÁË ~^nV^∗ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ n-ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ la^1 ∧ · · · ∧ a^n Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ l; ÏÔÓÀÄÁ É ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

det C^∗(a^1 ∧ · · · ∧ a^n) = det C · a^1 ∧ · · · ∧ a^n.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ Œ ËÏÎÃÅ Ð. 3 §2 ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÒÁŒÅÎ 1. óÏÈÒÁÎÑÅÍÙÊ C ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ B ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ Ë ŒÉÄÕ (2.19), ÇÄÅ k | ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ Œ ÄÁÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÏÊ). œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÂÁÚÉÓÁ a^1, . . . , a^n Œ V^∗, ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ Ë ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÍÕ Œ V , B ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉ- ÄÅ (3.7). ðÒÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÉ B ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÕÞÉÔ- ÓÑ k^k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ k ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ŒÉÄÁ a^{2i−1} ∧ a^{2i}. óÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÅÔÓÑ k! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É, ÚÎÁÞÉÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

(a^1 ∧ a^2) ∧ (a^3 ∧ a^4) ∧ · · · ∧ (a^{2k−1} ∧ a^{2k}).

œÓÅ ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ | ÞÅÔÎÏÊ (ŒÔÏÒÏÊ) ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÔÔÏÇÏ ÐÒÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÎÁË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. éÔÁË,

B^k = k! a^1 ∧ · · · ∧ a^n.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ B ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÉ C ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C^∗B = B. úÎÁÞÉÔ, É C^∗B^k = B^k. îÏ

C^∗(a^1 ∧ · · · ∧ a^n) = det C · a^1 ∧ · · · ∧ a^n, ÐÏÜÔÏÍÕ det C = 1.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏ- ÍÉÍÓÑ, | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ v a ŒÅË- ÔÏÒÁ v ∈ V É ŒÎÅÛÎÅÊ k-ÆÏÒÍÙ a ÎÁ V (ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ | i_va, i(v)a). üÔÏ ÅÓÔØ ŒÎÅÛÎÑÑ (k − 1)-ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÔÁË^{[30]}: (v a)(v_1, . . . , v_{k−1}) = a(v, v_1, . . . , v_{k−1}). (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ v a ∈ ~^{k−1}V^∗). ðÒÉ k = 0 ÐÒÉÎÉ- ÍÁÅÍ, ÞÔÏ v a = 0. ðÒÉ k = 1 Õ 0-ÆÏÒÍÙ v a ÎÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÏŒ; ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ v a ÅÓÔØ ÞÉ-

[30]îÅÒÅÄËÏ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÞÕÔØ ÉÎÁÞÅ: (v a)(v1, . . . , vk−1) = a(v1, . . . , vk−1, v). òÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ (−1)^{k−1}.

ÓÌÏ a(v)^{[31]}. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ v É ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ~V^∗ → ~V^∗.

ðÒÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ, ËÁË É ÐÒÉ ŒÎÅÛÎÅÍ, ÍÙ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÉÚ ~^kV^∗) Œ ÄÒÕÇÏÅ (Œ ~^{k−1}V^∗). îÁÚŒÁÎÉÅ ĂŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅĄ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÔÏ ĂÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØĄ v Œ ÐÏÎÑÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ĂŒÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒØĄ a.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a → v a | ÌÉÎÅÊÎÏÅ. (ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, v a ÌÉÎÅÊÎÏ É ÐÏ v, ÞÔÏ ÐÏÚÄÎÅÅ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ). îÅ- ÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ŒÎÅÛÎÉÍ:

v (a ∧ b) = (v a) ∧ b + (−1)^ka ∧ (v b) ÐÒÉ a ∈ ~^kV^∗, b ∈ ~^lV^∗.

(3.24)

äÏËÁÖÅÍ ÓÐÅÒŒÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ b^1, . . . , b^k ∈ V^∗, v ∈ V

v (b^1 ∧ · · · ∧ b^k) = k∑ i=1 (−1)^{i−1}b^1 ∧ · · · ∧ (v b^i) ∧ · · · ∧ b^k = = k∑ i=1 (−1)^{i−1}b^i(v)b^1 ∧ · · · ∧ ^b^i ∧ · · · ∧ b^k,

(3.25)

[31]œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

V^∗ → R (ÉÌÉ C ) a → i(v)a = v a = v(a).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i: V → V^{∗∗} (V^{∗∗} | ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ (V^∗)^∗), ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ĂŒ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍĄ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ i ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÅÓÌÉ v ≠ 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ a ∈ V^∗ Ó a(v) ≠ 0, Á ÚÎÁÞÉÔ i(v) ≠ 0 (ÒÁÚ i(v)a ≠ 0); ÎÁËÏÎÅÃ, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ V , V^∗ É V^{∗∗} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ (ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), ÔÏ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÀÔ ËÁË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ V É V^{∗∗}, Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÞÅÍ ÐÉÛÕÔ V = V^{∗∗}.

ÇÄÅ ÚÎÁË ĂËÒÙÛËÉĄ ^ ÎÁÄ b^i ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÞÌÅÎÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ b^i ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ. (3.25) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ v_1, . . . , v_k ∈ V det | | | | b^1(v) b^1(v_1) . . . b^1(v_{k−1}) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b^k(v) b^k(v_1) . . . b^k(v_{k−1})

| | | | = b^1 ∧ · · · ∧ b^k(v, v^1, . . . , v^{k−1}) = = k∑ i=1 (−1)^{k−1}b^i(v) · (b^1 ∧ · · · ∧ b^{i−1} ∧ b^{i+1} ∧ · · · ∧ b^k)(v_1, . . . , v_{k−1}) =

= n∑ i=1 (−1)^{i−1}b^i(v) det

| | | | | | | b^1(v_1) . . . b^1(v_{k−1}) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b^{i−1}(v_1) . . . b^{i−1}(v_{k−1}) b^{i+1}(v_1) . . . b^{i+1}(v_{k−1}) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b^k(v_1) . . . b^k(v_{k−1})

| | | | | | | .

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÕÍÍÁÈ Œ ÐÅÒŒÏÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÆÉÇÕÒÉÒÕ- ÀÔ ÎÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ b^0 É b^{k+1}, Á b^2, . . . , b^k É b^1, . . . , b^{k−1}) ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÌÅŒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÅÇÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (3.24) ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ a É b ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ 1-ÆÏÒÍ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a É b ÓÕÔØ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÆÏÒÍÙ):

a = b^1 ∧ · · · ∧ b^k, b = b^{k+1} ∧ · · · ∧ b^{k+l}, ÇÄÅ ŒÓÅ b^i ∈ V^∗.

éÓÐÏÌØÚÕÅÍ (3.25):

v (b^1 ∧ · · · ∧ b^{k+l}) = k+l∑ i=1 (−1)^{i−1}b^i(v)b^1 ∧ · · · ∧ ^b^i ∧ · · · ∧ b^{k+l} = = k∑ i=1 (−1)^{i−1}b^i(v)b^1 ∧ · · · ∧ ^b^i ∧ · · · ∧ b^k ∧ b^{k+1} ∧ · · · ∧ b^{k+l} + + k+l∑ i=k+1 (−1)^{i−1}b^i(v)b^1 ∧ · · · ∧ b^k ∧ · · · ∧ ^b^i ∧ · · · ∧ b^{k+l}.

ðÅÒŒÁÑ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁŒÎÁ

(v (b^1 ∧ · · · ∧ b^k)) ∧ (b^{k+1} ∧ · · · ∧ b^{k+l}).

œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÚÁÍÅÎÉÍ i ÎÁ k +j, ÇÄÅ j ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 1, . . . , l, É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ Œ ŒÉÄÅ

(−1)^k l∑ j=1 (−1)^{j−1}(b^1 ∧· · ·∧b^k)∧b^{k+j}(v)b^{k+1} ∧· · ·∧ ^b^{k+j} ∧· · ·∧b^{k+l} =

= (−1)^k(b^1 ∧ · · · ∧ b^k) ∧ (v (b^{k+1} ∧ · · · ∧ b^l)).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (3.24).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÎÅÛÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ. åÓÌÉ a = ∑ a_i, b = ∑ b_j, ÇÄÅ ÄÌÑ a_i É b_j ÆÏÒÍÕÌÁ (3.24) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÏÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ É ÄÌÑ a, b.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ (3.24) ÍÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ k + l ⩽ n, Á ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ (3.25) | ÞÔÏ k ⩽ n. ðÒÉ k + l > > n + 1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉ k > n + 1 ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ | É Œ ÐÒÁŒÏÊ, É Œ ÌÅŒÏÊ ÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ. îÏ ÐÒÉ k + l = n + 1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉ k > n + 1 Œ ÌÅŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Œ ÉÔÏÇÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÅËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ; ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÏ (É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÏ).

æÏÒÍÕÌÁ (3.24) ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÚÎÁË D, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ D(fg) = (Df)g + f(Dg). (3.26) ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÚÎÁËÅ (−1)^k Õ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.24). ðÏÄÏÂÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅÒÅÄËÏ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ, ÐÏÍÉÍÏ ÏÂÙÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ŒŒÅÄÅÎÙ ÅÝÅ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A → A: ÎÅ- ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ i (Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D, ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÅÔÓÑ ĂÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁĄ D(ab) = (Da)b + i(a)Db ÐÒÉ ŒÓÅÈ a, b ∈ A.

ôÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ D ÅÓÔØ ËÏÓÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ (ÉÌÉ ËÏ- ÓÁÑ ÄÅÒÉŒÁÃÉÑ; ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ ĂÁÎÔÉÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅĄ) Œ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ A (ËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ). åÓÌÉ ÖÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉ- ÅÍ (Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ ÓŒÏÅÍ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ŒÉÄÅ (3.26)), ÔÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ ĂËÏÓÏÅĄ ÏÐÕÓËÁÀÔ. œÐÒÏÞÅÍ, ÅÇÏ ÎÅÒÅÄËÏ ÏÐÕÓËÁÀÔ É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÓÏÅ.

œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ËÏÓÏÅ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÀ, ÉÂÏ ÏÎÉ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÅÖÅ, ÎÏ ŒÓÅ ÖÅ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÒÅÄËÏ. œ ÞÉÓÌÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ ÐÒÉ ÒÁÚŒÉÔÉÉ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ- ÑÈ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ, É ËÏÓÙÈ, É ÎÅ-ËÏÓÙÈ.

ðÏÓÌÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÕ (3.24) ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓÌÏŒÁÍÉ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : ~^∗V^∗ → ~^∗V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ~^∗V^∗, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÔÁËÏŒÁ:

ÅÓÌÉ a = ∑ a_k, ÇÄÅ a_k ∈ ~^kV^∗, ÔÏ ia = ∑ (−1)^ka_k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ÌÀÂÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [a, b] ÄŒÕÈ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, b ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ËÁË [a, b] = ab − ba. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → A b → [a, b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Œ A.

âÁÚÉÓ ~^{n−1}V^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÏÒÍ (3.3) Ó k = n − 1. ðÒÉ ÌÀ- ÂÙÈ ÎÅÒÁŒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÞÉÓÌÁÈ i_1, . . . , i_{n−1} ∈ {1, . . . , n} ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ {1 . . . , n}, ÓËÁÖÅÍ, k. ëÏÇÄÁ ÕËÁÚÁÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ i_1, . . . , i_{n−1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1 ⩽ i_1 < . . . < i_{n−1} ⩽ n, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. œÎÏŒØ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ĂËÒÙÛËÕĄ ^ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

a^{i1} ∧ · · · ∧ A ∧ a^{in−1} = a^1 ∧ · · · ∧ ^a^k ∧ · · · ∧ a^n.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_{i1,...,in−1} ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÏÒÏÞÅ ÞÅÒÅÚ a_k; ÔÏÇÄÁ a = n∑ k=1 a_ka^1 ∧ · · · ∧ ^a^k ∧ · · · ∧ a^n. (3.27)

óÒÁŒÎÉŒÁÑ (3.27) c ÆÏÒÍÕÌÏÊ

v (a^1 ∧ · · · ∧ a^n) = n∑ k=1 (−1)^{k−1}v^ka^1 ∧ · · · ∧ ^a^k ∧ · · · ∧ a^n

(ÜÔÏ ÅÓÔØ (3.25) ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a^k(v) = v^k), ÐÒÉ- ÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ŒÙŒÏÄÕ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ w = a^1 ∧ · · · ∧ a^n ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V^≈−→ ~^{n−1}V^∗ v → v w, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ v = Ax = = ∑ x^ka_k, ÔÏ v w ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (3.27) Ó a_k = (−1)^{k−1}x^k.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÇÄÁ ìÅÊÂÎÉÃ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÏÎ ÓÒÁÚÕ ĂÏÔËÒÙÌ, ÞÔÏ d(x + y) = dx + dy, É ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ- ÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÉÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÚÁÓÔÁŒÉÌÏ ÅÇÏ ÚÁÄÕÍÁÔØÓÑ, ÞÅÍÕ ÖÅ ÒÁ- ŒÅÎ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÏÓÔØÀ ÓŒÏÉÈ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÊ ÏÎ ÂÙÓÔÒÏ ÐÒÉÛÅÌ Ë ŒÙŒÏÄÕ, ÞÔÏ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌØÃÁ, Ô. Å. ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ d(xy) = dx · dy . . . ÄÌÑ ÓÈÏÌÁÓÔÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÔÁ- ËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÈÏÄ ÍÙÓÌÅÊ ÏÞÅÎØ ÔÉÐÉÞÅÎĄ (ÚÄÅÓØ ÃÉÔÉÒÏŒÁ- ÎÁ ÂÒÏÛÀÒÁ: œ.é. áÒÎÏÌØÄ, ĂçÀÊÇÅÎÓ É âÁÒÒÏÕ, îØÀÔÏÎ É çÕËĄ, í.: îÁÕËÁ, 1989.) ó ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÛÉÂËÁ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ ÐÒÑÍÏ-ÔÁËÉ ÎÅÌÅÐÁ, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Õ ÎÅÇÏ ÒÅÞØ ÛÌÁ ÎÅ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, Á Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÅ, Ô. Å. ÇÌÁŒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏ ÐÏ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÀ É ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ Ó ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. îÏ ìÅÊÂÎÉÃ ÍÙÓÌÉÌ ÉÎÁÞÅ. ïÎ ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ ÕÇÁÄÁÔØ ÏÔŒÅÔ, ÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÓŒÑÚØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÂÝÅÊ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÙÓÌØ ÎÅ ÔÁËÁÑ ÕÖ ÎÅÌÅÐÁÑ (ÄÁÖÅ, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ), ÎÏ ÂÅÄÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÂÙÌÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÂÙÌ

ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ŒÉÄ ÏÂÝÅÊ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓŒÑ- ÚÙŒÁÌÁ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, | ÔÁ ÓŒÑÚØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÈÏÔÑ ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÁËÏÇÏ ÔÅÒ- ÍÉÎÁ). á Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÄÒÕÇÏÊ ÔÉÐ ÓŒÑÚÉ, ŒÙÒÁÖÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.26), ìÅÊÂÎÉÃ ÎÅ ÚÎÁÌ, | ÅÍÕ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÅÝÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÏÑÌÏ ÏÔËÒÙÔØ.

íÏÒÁÌØ:

1) (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÂÅÓÓÐÏÒÎÁÑ, ÎÏ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÁÑ). åÓÌÉ ÂÙ ìÅÊÂÎÉÃ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÌ ÆÏÒÍÕÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ, ÔÏ ÏÎ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÎÁÐÉ- ÓÁÌ ÂÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ d(xy).

2) (ÎÅ ÓÔÏÌØ ÂÅÓÓÐÏÒÎÁÑ, ÎÏ É ÎÅ ÓÔÏÌØ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÁÑ). åÓÌÉ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÐÏÄÏÚÒÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÅËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÏÂÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÄŒÕÈ ÏÂÝÉÈ ÔÉÐÏŒ | ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ^{[32]}. œÁÒÉÁÎÔ: ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÏ- ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ E, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L: E → E É ÅÓÌÉ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ŒÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A (ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ, Ô. Å. ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÌÁÓØ ĂÈÏÒÏÛÁÑĄ ÓŒÑÚØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÇÏ L Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ), ÔÏ ÓÐÅÒŒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÏÄÕ- ÍÁÔØ, ÈÏÔÉÍ ÌÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ.

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ (ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ) ŒÏÐÒÏÓÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ | ÜÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^kV^∗, ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë ~^kV^∗ É ÏÐÅÒÁ- ÃÉÑ ∗.

ðÕÓÔØ (·, ·) | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ (ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏ) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ Œ V . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ V^∗ (ĂÏÂ- ÒÁÔÎÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌĄ) ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (·, ·). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, Œ ËÁÖÄÏÍ ~^kV^∗, k = 0, . . . , n, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏ (ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏ) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (·, ·), ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ V (ÂÏ- ÌÅÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ | ÉÌÉ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ V^∗). üÔÁ ÓŒÑÚØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ

[32]ðÒÉÞÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. äÌÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.

(f^1 ∧ · · · ∧ f^k, y^1 ∧ · · · ∧ y^k) = det((f^i, y^j))_{i,j=1,...,k} ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ f^1, . . . , f^k, y^1, . . . , y^k ∈ V^∗.

(3.28)

(ðÒÉ k = 1 ÚÄÅÓØ ÓËÁÚÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÏ, ÞÔÏ ĂÎÏŒÏÅĄ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^1V^∗ = V^∗ | ÜÔÏ ÔÏ ÓÁÍÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ V^∗. ðÒÉ k = 0 ÚÄÅÓØ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓËÁ- ÚÁÎÏ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ~^0 ÓÕÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÏÎÉÍÁÀÔ ËÁË ÏÂÙÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^kV^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

íÙ ŒŒÅÄÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^kV^∗ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÕ (3.3), Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (3.28). éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÐÅÒŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔ ÎÉÈ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÙÈ ÆÏÒÍ, ÉÂÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.28) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ, Á ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ É ÌÀÂÙÈ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ- ÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ).

îÁÞÎÅÍ Ó ĂÁÎÁÌÉÚÁ ÚÁÄÁÞÉĄ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ~^kV^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ (·, ·), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (3.28). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍÉ ÖÅ ÂÁÚÉÓÁÍÉ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (g_{ij}) ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎ- ÚÏÒ (Ô. Å. (g_{ij}) = (a_i, a_j); ÔÏÇÄÁ (g^{ij}) = (g_{ij})^{−1} | ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ V^∗ (Ô. Å. g^{ij} = (a^i, a^j)). óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^kV^∗ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Ô. Å. ÞÉÓÌÁÍÉ g^{i1,...,ik,j1,...,jk} = (a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} , a^{j1} ∧ · · · ∧ a^{jk} ), 1 ⩽ i_1 < . . . < i_k ⩽ n, 1 ⩽ j_1 < . . . < j_k ⩽ n. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ (3.28), ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ g^{i1,...,ik,j1,...,jk} = det((a^{ir} , a^{js} ))_{r,s=1,...,k} = det(g^{ir js} )_{r,s=1,...,k}. (3.29) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ V^∗ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÄÁÖÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (3.28). œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÏ (ÏÎ) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(f, y) = ∑ i1<...<ik j1<...<jk g^{i1,...,ik,j1,...,jk} f_{i1,...,ik} y_{j1,...,jk} . (3.30)

ôÅÐÅÒØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅ- ÍÉ ÖÅ ÂÁÚÉÓÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (·, ·) Œ l^kV^∗, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.30) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (3.29). (òÁÄÉ ÐÏÌÎÏÔÙ ÕÐÏÍÑÎÅÍ Ï ÓÌÕÞÁÅ k = 0, ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÐÒÏÓÔÏ Ï ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ; ÏÎ ÎÅ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔÓÑ (3.30), ÉÂÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÕÓÔÙÍ.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ, ÎÏ ÐÏËÁ ÎÅ ÑÓÎÏ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÏÎ ÏÔ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÉ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍ (Á ËÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ V ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÌÉ ÏÎ ÕÓÌÏŒÉÀ (3.28).

þÉÓÌÁ g^{i1,...,ik,j1,...,jk} ÐÏËÁ ÞÔÏ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉÛØ ÐÒÉ i_1 < < . . . < i_k É j_1 < . . . < j_k (ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÔÁ- ËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÔÅ- ÐÅÒØ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ i_1, . . . , j_k ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ (3.29). îÏŒÙÅ g^{i1,...,ik,j1,...,jk} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ i_1, . . . , i_k É ÐÏ j_1, . . . , j_k, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ i_r Œ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌÅ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÍ Œ (3.29), ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ, Á ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÄŒÕÈ j_s | ÄŒÁ ÓÔÏÌÂÃÁ. ôÅÐÅÒØ, ÄŒÁÖÄÙ ÐÏÌØÚÕ- ÑÓØ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÍ Ó (3.12) (É ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ k-ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ (3.3)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ f = f^1∧· · ·∧f^k, y = y^1 ∧ · · · ∧ y^k

(f, y) = ∑ i1<...<ik j1<...<jk g^{i1,...,ik,j1,...,jk} | | | | f^1_{i1} . . . f^1_{ik} . . . . . . . . . . . f^k_{i1} . . . f^k_{ik}

| | | | | | | | y^1_{j1} . . . y^1_{jk} . . . . . . . . . . . y^k_{j1} . . . y^k_{jk}

| | | | =

= | | | | g^{i1j1} . . . g^{i1jk} . . . . . . . . . . . . . g^{ikj1} . . . g^{ikjk}

| | | | f^1_{i1} . . . f^k_{ik} y^1_{j1} . . . y^k_{jk} =

= | | | | g^{i1j1} f^1_{i1} . . . g^{i1jk} f^1_{i1} . . . . . . . . . . . . . . . . . . g^{ikj1} f^k_{ik} . . . g^{ikjk} f^k_{ik}

| | | | y^1_{j1} . . . y^k_{jk} =

= | | | | g^{i1j1} f^1_{i1} y^1_{j1} . . . g^{i1jk} f^1_{i1} y^k_{jk} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g^{ikj1} f^k_{ik} y^1_{j1} . . . g^{ikjk} f^k_{ik} y^k_{jk}

| | | | = | | | | (f^1, y^1) . . . (f^1, y^k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . (f^k, y^1) . . . (f^k, y^k) | | | | . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ (3.28).

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (f, y) ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ f, y ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÁË ËÁË ÌÀÂÙÅ f É y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍ- ÍÁÍÉ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ, ÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ (f, y) ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ f, y. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ (·, ·).

ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {a_i} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ, Ô. Å. ŒÓÅ g_{ij} = (a_i, a_j) = ±d_{ij} (ÚÎÁË ĂÍÉÎÕÓĄ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÉÂÏ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ). ôÏÇÄÁ {a^i} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗ (ŒÅÄØ (g^{ij}) = (g_{ij})^{−1}). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ (3.3) | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ~^kV^∗. œÅÄØ ÅÓÌÉ g^{i1...ikj1...jk} ≠ 0, ÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ det(g^{irjs} ) ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á ÔÁËÏŒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØ- ËÏ ÐÒÉ i_r = j_s; ÉÔÁË, ËÁÖÄÏÅ ÉÈ ÞÉÓÅÌ i_1, . . . , i_k ÒÁŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ j_1, . . . , j_k, Á ÔÁË ËÁË ÏÂÅ ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÉÓÅÌ | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀ- ÝÉÅ, ÔÏ ŒÓÅ i_h = j_h. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ i_h = j_h, ÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ det(g^{ir js} ) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÁŒ- ÎÙÅ ±1, ÐÏÜÔÏÍÕ g^{i1,...,ik,j1,...,jk} = ±1. éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ Œ ~^kV^∗ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ (·, ·), ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ. á ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ (·, ·) Œ V | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ, ÔÏ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁË ĂÍÉÎÕÓĄ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ É Œ ~^kV^∗ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

ðÏÚÄÎÅÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓ | ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ, ÔÏ

g^{i1...iki1...ik} = ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ i_h, ÞÔÏ (a_{ih} , a_{ih} ) = −1. (3.31)

üÔÏ ÓÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ ÉÚ (3.29).

ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÅ ÏÂSSÅÍÁ. œÙÛÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ~^nV^∗ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R, ÎÏ ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

~^nV^∗ ≈ R^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a^1 ∧ · · · ∧ ∧ a^n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^nV^∗. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÓÎÏŒÁ- ÎÉÊ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÔØ ÏÄÉÎ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÒÕÇÏÍÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ~^nV^∗ ≈ R^n . ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓ- ÌÉ Œ V ŒŒÅÄÅÎÙ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ; ÔÏÇÄÁ Œ ~^nV^∗ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ĂÐÒÅÄÐÏÞÔÉÔÅÌØÎÙÊĄ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ĂÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁĄ.

ðÕÓÔØ (a_1, . . . , a_n) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏ- ÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V . åÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÎÅ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏ, Á ÔÏÌØËÏ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏ (Ô. Å. ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ (2.12) Ó k < n), ÔÏ ÎÁÄÏ ÕÓÌÏŒÉÔØÓÑ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÙ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ (a_i, a_i). ðÒÉÍÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ k ÓËÁ- ÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (a_i, a_i) ÒÁŒÎÙ 1, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ n−k ÒÁŒÎÙ −1 (ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁË ÒÁÚ É ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (2.12))^{[33]}. ðÕÓÔØ (a^1, . . . , a^n) | ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗. œÎÅÛ- ÎÑÑ ÆÏÒÍÁ w = a^1 ∧ · · · ∧ a^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÆÏÒÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁĄ (Ô. Å. ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ˝(v_1, . . . , v_n) ÒÁŒÅÎ |w(v_1, . . . , v_n)|, Á ÚÎÁË w(v_1, . . . , v_n) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏ- ÇÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓÏŒ (a_1, . . . , a_n) É (v_1, . . . , v_n)). ôÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ w ÄÅÌÁÅÔ ÐÏÎÑÔÎÙÍ, ÞÔÏ w ÎÅ ÄÏÌÖ- ÎÁ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÉÂÏ ÏÂSSÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÉÍÅÌÉ Œ ÓŒÏÅÍ ÒÁÓ- ÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂSSÅÍÁ É ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÉÅÊ ÍÅÒÙ (ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ), ÔÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÉÌÕ. îÏ ÅÓÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ É ÚÎÁËÏÍ ÓÏ ŒÓÅÍ ÜÔÉÍ, ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÔÅÏÒÉÀ ÍÅÒÙ ÒÁÄÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÁÖÅÔÓÑ ÎÅÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ. äÁ- ÄÉÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ðÕÓÔØ (b_1, . . . , b_n) | ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V , (b^1, . . . , b^n) | ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

[33]ïÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÁ ÎÁ ÓÅÊ ÓÞÅÔ ÎÅÔ. œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ

É ÔÁËÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÅÒŒÁ ÉÄÕÔ ai Ó (ai, ai) < 0, Á ÐÏÔÏÍ | Ó (ai, ai) > 0. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÚÎÁË ŒŒÏ- ÄÉÍÏÊ ÎÉÖÅ ĂÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁĄ w.

Œ V^∗; ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

a^1 ∧ · · · ∧ a^n = b^1 ∧ · · · ∧ b^n.

éÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ C: V → V , ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÅÅ (a_1, . . . , a_n) Œ (b_1, . . . , b_n). ïÎÏ ÐÓÅŒÄÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ (ÒÁÚ ÏÂÁ ÂÁÚÉÓÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ^{[34]}). ðÏÜÔÏÍÕ det C = ±1, Á ÒÁÚ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÏÂÏÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÔÏ det C > 0, ÔÁË ÞÔÏ

det C = 1. œ ÎÁÞÁÌÅ Ð. 4 §2 ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÞÔÏ C^∗b^i = a^i. ðÏÜÔÏ- ÍÕ a^1 ∧ · · · ∧ a^n = C^∗(b^1 ∧ · · · ∧ b^n) = det C · b^1 ∧ · · · ∧ b^n = b^1 ∧ · · · ∧ b^n.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÏŒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (b_1, . . . , b_n) É ŒÚÁÉÍÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (b^1, . . . , b^n), ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÅÅ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ (ÓÍ. (3.20))

b^1 ∧ · · · ∧ b^n = det C · a^1 ∧ · · · ∧ a^n = det C · w,

ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ (úë). ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÒÁÚÉÔØ w ÞÅÒÅÚ ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÆÏÒ- ÍÕ b^1∧· · ·∧b^n, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ w Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ det C, Á C ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÏÂÅÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ w Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÅÝÅ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É ÏÔ ÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ.

œ (úë) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÓÔÁÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÅÒÅÚ x^i É ÎÏŒÙÅ | ÞÅÒÅÚ y^i. óÅÊÞÁÓ Ñ ÂÕÄÕ Œ ÄÕÈÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÉÓÁÔØ

x^{i′} ŒÍÅÓÔÏ y^i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ( ∂xi^′ ∂xi ) | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ C

ÉÚ (úë). åÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÒÏÞÅ ÞÅÒÅÚ J, ÔÁË ÞÔÏ

J = det ( ∂xi^′ ∂xi ) . [34]ôÏÞÎÅÅ, ÒÁÚ ŒÓÅ (a

i, aj ) = (bi, bj ). œ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÄÅÓØ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉÎÑÔÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ Ï ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

îÁ ÍÉÎÕÔÕ Ñ ÄÁÖÅ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅ ÂÕÄÕ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ det(g_{ij}) ÞÅÒÅÚ g, Á det(g_i′_j′ ) | ÞÅÒÅÚ g^′. ðÏÓËÏÌØËÕ g_i′_j′ = g_{ij} ∂x^i ∂xi^′ ∂xj ∂xj^′ , ÞÔÏ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ŒÉÄÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

(g_i′_j′ ) = ( ∂xi^′ ∂xi ) (g_{ij}) ( ∂xj ∂xj^′ ) ,

ÔÏ g^′ = J^2g É |g^′| = |J|^2|g|. åÓÌÉ J > 0, ÔÏ J =

√_j gj jg′j , É √ |g^′| · b^1 ∧ · · · ∧ b^n = √ |g| · a^1 ∧ · · · ∧ a^n. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ŒÚÑÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ Ï ÎÕ- ÍÅÒÁÃÉÉ a_i Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ (a_i, a_i), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ w = √ |g^′| · b^1 ∧ · · · ∧ b^n. üÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÐÒÉ J > 0, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÎÏŒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÓÔÁ- ŒÌÑÑ ÐÒÅÖÎÀÀ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSÅÍÁ), ÔÏ ÐÒÉ ÎÅÍ J = −

√_j gj′ jgj É

w = − √ |g^′| · b^1 ∧ · · · ∧ b^n. úÁÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ g ÎÅÑŒÎÏ Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.28), g^{1...n1...n} = g. æÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ w ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

R^≈−→ ~^nV^∗ l → lw.

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÆÏÒÍÏÊ ÏÂSSÅÍÁ ŒŒÏÄÑÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ìÅ- ŒÉ { þÉŒÉÔÁ

e_{i1...in} = e ( 1 . . . n i_1 . . . i_n ) , ÅÓÌÉ {i_1, . . . , i_n} = {1, . . . , n} (Ô. Å. ÅÓÌÉ {i_1, . . . , i_n} ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÓÉÍŒÏÌÏŒ {1, . . . , n}), 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{in} = e_{i1...in} w, (3.32)

ÉÂÏ ÅÓÌÉ ÓÉÍŒÏÌÙ i_1, . . . , i_n ÎÅ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÉÔ 0, ÅÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ {i_1, . . . , i_n} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ {1, . . . , n} ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÔÏ

a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{in} = e ( 1 . . . n i_1 . . . i_n ) a^1 ∧ · · · ∧ a^n.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÉÍŒÏÌÁ ìÅŒÉ { þÉŒÉÔÁ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det(v^i_j)_{i,j=1,...,n}: | | | | v^{i1}_1 . . . v^{i1}_n . . . . . . . . . . . v^{in}_1 . . . v^{in}_n

| | | | = e_{i1...in} v^{i1}_1 . . . v^{in}_n , (3.33)

ÇÄÅ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ i_1, . . . , i_n, ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, . . . , n. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅ- ÆÒÁÚÉÒÏŒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. éÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÂÅ- ÒÅÔÓÑ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ (ÉÚ h-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÂÅÒÅÔÓÑ v^{ih}_h ) É ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ n^n ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ e_{...} É ÚÁÔÅÍ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ. ðÏ- ËÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÓËÌÀÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÂÕÄÕÔ ŒÙÂÒÁ- ÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÏËÅ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÁ ÓÉÍŒÏÌÁ i_h ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ e_{i1...in} = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.33) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ n! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÉÈÓÑ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏË ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ

Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÚÎÁËÉ ÒÁŒÎÙ ±1 Œ ÚÁŒÉÓÉ-

ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ( 1 . . . n i_1 . . . i_n ) , ËÁË

ÜÔÏ É ÅÓÔØ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. (íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ (3.12), ÐÒÉÎÑŒ ÔÁÍ k = n, a_{i1...in} = ei_1 . . . i_n. œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÍÍÁ ÐÏ i_1, . . . , i_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1 ⩽ i_1 < . . . < i_n ⩽ n, ÓŒÅÄÅÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ i_j = j.) ôÅÐÅÒØ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSÅÍÁ ĂŒ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÄÕÈÅĄ:

w(v_1, . . . , v_k) = ± √ |g|e_{i1...in} v^{i1}_1 . . . v^{in}_n (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ; ÚÎÁË ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ).

(3.34)

éÚ (3.34) ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ √ |g|e_{i1...in} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÓÅŒÄÏ- ÔÅÎÚÏÒ.

îÁÂÏÒ ÖÅ ÞÉÓÅÌ e_{i1...in} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÔÅÎÚÏÒÏÍ, ÎÉ ÐÓÅŒÄÏÔÅÎ- ÚÏÒÏÍ. îÏ ÎÅ ÔÏ ÞÔÏÂÙ ĂÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑĄ, Á ÓËÏÒÅÅ ĂÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑĄ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë e_{i1...in} ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ (2.16). ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ T^{...}_{...} ÎÁ e_{...} ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ

(2.16) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ e_{j1...jn}^{∂xj1}_{∂xj′1} . . .^{∂xjn}_{∂xj′n} . ðÏ (3.33), ÜÔÏ ÒÁŒÎÏ | | | | |

∂x1 ∂xj^{′1} . . . ∂x^1 ∂xj^{′n} . . . . . . . . . . . . . ∂xn ∂xj^{′1} . . . ∂x^n ∂xj^{′n}

| | | | | .

åÓÌÉ {j^′_1, . . . , j^′_n} ≠ {1, . . . , n}, ÔÏ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 0. åÓÌÉ {j^′_1, . . . , j^′_n} = {1, . . . , n}, ÔÏ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÓÔÏÌÂÃÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ

e ( 1 . . . n j^′_1 . . . j^′_n ) | | | | | |

∂x1 ∂x1^′ . . . ∂x^1 ∂xn^′ . . . . . . . . . . . . . ∂xn ∂x1^′ . . . ∂x^n ∂xn^′

| | | | | | .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅÇÄÁ

e_{j1...jn} ∂x^{j1} ∂xj^{′1} . . . ∂x^{jn} ∂xj^{′n} = e_j′_{1...j}′_n | | | | |

∂x1 ∂x1^′ . . . ∂x^1 ∂xn^′ . . . . . . . . . . . . . ∂xn ∂x1^′ . . . ∂x^n ∂xn^′

| | | | | .

åÓÌÉ ÂÙ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅÌÉÞÉÎ e_{i1...in} ÂÙÌÁ ÔÅÎÚÏÒÏÍ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ e_j′_{1...j}′_n , Á ÏÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ det ( ∂xi ∂xi^′ ) = J^{−1}. éÔÁË, e_j′_{1...j}′_n = Je_{j1...jn} ∂x^{j1} ∂xj^{′1} . . . ∂x^{jn} ∂xj^{′n} . (3.35)

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÁÒÑ- ÄÕ Ó ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÏÄÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ. ðÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Œ V ÎÁ- ÂÏÒ n^{k+l} ÞÉÓÅÌ T^{i1,...,ik}_{j1,...,jl} , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØÀ ŒÅÓÁ r, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^i É x^{i′} ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: T^{i′1,...,i′k} j^′1,...,j^′_l = J −rT^{i1,...,ik} j1,...,j_l ∂xi^′1 ∂xi^1 . . . ∂x^i ′ k ∂xi^k ∂xj^1 ∂xj^{′1} . . . ∂x^{jl} ∂xj^′l . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e_{i1...in} | ÜÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÅÓÁ −1. ïÄ- ÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ g_{ij}) ÏÔ e_{i1...in} ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÔÅÎ- ÚÏÒÕ, ŒÅÒÎÅÅ, ÐÓÅŒÄÏÔÅÎÚÏÒÕ.

ïÔŒÌÅËÁÑÓØ ÎÁ ÍÉÎÕÔÕ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÚÁÍÅÞÕ, ÞÔÏ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÉÍŒÏÌÁ ìÅŒÉ { þÉŒÉÔÁ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ [v, w]^i ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ [v, w] ŒÅËÔÏÒÏŒ v É w Ó ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ v^i, w^i. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ [v, w]^i = e_{ijk}v^jw^k. (ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÓÌÅŒÁ ÉÎÄÅËÓ i ÓÔÏÉÔ ÓŒÅÒÈÕ, Á ÓÐÒÁŒÁ | ÓÎÉÚÕ, ÓŒÑ- ÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅ-

ÄÅÎÉÅÍ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔÉ- ÒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ŒÏ- ÏÂÝÅ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÌÉ ÎÉÖÎÉÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë ~^kV^∗.

~^kV^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ f, ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ k ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, . . . , v_k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ F , ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ k ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ a^1, . . . , a^k; ÔÁËÉÅ F ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ k, Á ËÏÒÏÞÅ | k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏ- ÒÁÍÉ É ÅÝÅ ËÏÒÏÞÅ | k-ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ V É V^∗ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙ (ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÔÏÍ ÆÁËÔÅ, ÞÔÏ V = V^{∗∗}), ÔÏ ŒÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙ- ÛÅ Ï ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k-ÆÏÒÍÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁÍ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÙ ÄÁÖÅ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ k- ŒÅËÔÏÒÙ ËÁË k-ÆÏÒÍÙ, ÓÞÉÔÁÑ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÅ V , Á V^∗; ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï k-ŒÅËÔÏÒÁÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÏ- ÇÁÍÉ, ÎÏ É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï k-ÆÏÒÍÁÈ. k-ŒÅËÔÏÒÙ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

C^k_n = ( n k ) , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ~^kV ; ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉ-

ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^kV × ~^lV → ~^{k+l}V (F, G) → F ∧ G, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÅÒŒÙÍ; ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÙ a_{i1} ∧ · · · ∧ a_{ik} , ÇÄÅ 1 ⩽ i_1 < . . . < i_k ⩽ n É a_1, . . . , a_n | ÂÁÚÉÓ Œ V,

(3.36)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ~^kV . k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V . åÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ F = v_1 ∧ · · · ∧ v_k É ŒÅËÔÏÒÙ v_j ÉÍÅÀÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ a_1, . . . , a_n ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ v^i_j, ÔÏ F Œ ÂÁÚÉÓÅ (3.36) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

F^{i1...ik} = | | | v^{i1}_1 . . . v^{i1}_k . . . . . . . . . . v^{ik}_1 . . . v^{ik}_k

| | | . (3.37)

œ ÒÁÍËÁÈ ÞÉÓÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÎÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÐÒÉÄÁŒÁÔØ ÏÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k-ÆÏÒÍÁÍ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó k-ÐÏÌÉŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÇÄÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ T_xM (ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M Œ ÔÏÞËÅ x) É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ T^∗_x M ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÉÈ ÓŒÑÚÉ Ó M. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÏÌØ k-ÆÏÒÍ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÏÌØ k-ŒÅËÔÏÒÏŒ. ôÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÏ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ k-ÆÏÒÍÁÍÉ, Á Ï k-ŒÅËÔÏÒÁÈ ÂÅÇÌÏ ÇÏŒÏÒÉÍ ËÁË Ï ÞÅÍ-ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍ, ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ñ ÕÞÉÔÙŒÁÀ ÜÔÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÉÅ Œ ÉÈ ÂÕÄÕÝÅÊ ÒÏÌÉ. äÌÑ ÎÁÓ ÒÏÌØ k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ~^kV ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ~^kV^∗, ÔÁË ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÁË ŒÓÅÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (~^kV^∗)^∗, ÔÁË É ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ | ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ~^kV^∗. (îÏ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏŒÁÔØ É ÐÏ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÉÎÙÍ ÐÏŒÏÄÁÍ.)

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ a_1, . . . , a_n Œ V , ŒÏÚØÍÅÍ ŒÚÁ- ÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ a^1, . . . , a^n Œ V^∗ É ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ (3.3) É (3.36) Œ ~^kV^∗ É ~^kV . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ŒŒÏÄÑÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

~^kV^≈−→ R(^nk), ~^kV^{∗ ≈}−→ R(^nk)^∗ (3.38)

(k-ŒÅËÔÏÒÕ ÉÌÉ k-ÆÏÒÍÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ (ÅÅ) ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ ÓÅÂÅ R(^{nk}) ÉÌÉ R(^{nk})^∗ ËÁË ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÎÅ ÏÄÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 1 ÄÏ ( n k ) , Á k ÉÎÄÅËÓÁÍÉ i_1, . . . , i_k, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍÉ

ÕÓÌÏŒÉÑÍ 1 ⩽ i_1 < . . . < i_k ⩽ n.) ðÏÓËÏÌØËÕ R(^{nk})^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë R(^nk), ÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (3.38) ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ËÁÖÄÕÀ f ∈ ~^kV^∗ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ~^kV , É ~^kV^∗ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ~^kV ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ f = ∑ i1<...<i_k f_{i1...ik} a^{i1} ∧ . . . a^{ik} É F = ∑ i1<...<i_k F^{i1...ik} a_{i1} ∧ · · · ∧ a_{ik} , Ô. Å. ÅÓÌÉ F^{i1...ik} ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ F É f_{i1...ik} | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ f, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

f(F ) = ∑ i1<...<i_k f_{i1...ik} F^{i1...ik} . (3.39) ôÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

~^kV^∗ ≈ (~^kV )^∗. (3.40)

ðÒÉ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔ ÎÉÈ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v_1, . . . , v_k ∈ V

f(v_1 ∧ · · · ∧ v_k) = f(v_1, . . . , v_k). (3.41)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, F = v_1 ∧ · · · ∧ v_k ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (3.37), Á f | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ f_{i1...ik} = f(a_{i1} , . . . , a_{ik} ) (ÓÒ. Ó (3.10)). ðÏ (3.39),

f(F ) = ∑ i1<...<i_k f(a_{i1} , . . . , a_{ik} ) | | | | v^{i1}_1 . . . v^{i1}_k . . . . . . . . . . v^{ik}_1 . . . v^{ik}_k

| | | | . ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ f(a_{i1} , . . . , a_{ik} ) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ i_1, . . . , i_k, ÔÏ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë (3.12), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

f(F ) = f(a_{i1} , . . . , a_{ik} )v^{i1}_1 . . . v^{ik}_k = = f(a_{i1} v^{i1}_1 , . . . , a_{ik} v^{ik}_k ) = f(v_1, . . . , v_k).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ (3.41), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ f ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ k-ŒÅËÔÏÒÁÈ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. á ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ, ÔÏ É f(F ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (3.40) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÙ ŒÐÒÁŒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ~^kV^∗ Ó (~^kV^∗)^∗. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ~^kV = (~^kV )^{∗∗} = (~^kV^∗)^∗. íÏÖÎÏ, ÄÁÌÅÅ, ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÅÄÉÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ~V = (~V^∗)^∗ É Ô. Ä. ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÕÖÎÙ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ k-ÐÏÌÉŒÅË- ÔÏÒÙ, ÓËÏÌØËÏ k-ÆÏÒÍÙ, Á k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉŒÌÅËÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ ~^kV^∗.

ðÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÙ (3.3) É (3.36) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ ~^kV^∗, ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^kV . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔØ ÉÚ ÕÖÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ~^kV^∗ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ~^kV ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ~^kV^∗ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ Œ ~^kV ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ĂÏÂÒÁÔÎÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌĄ. üÔÉ ÄŒÁ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ~^kV ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ, ÔÁË ËÁË ÎÁÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ~^kV ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ; ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÓÁÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÄÅÔ ŒÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ~^kV^∗ ≈ ~^kV , ËÏÔÏÒÙÊ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ V . ìÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ k-ÆÏÒÍÁ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ f_{i1,...,ik} É k-ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ F Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ F^{i1,...,ik} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F^{i1,...,ik} = ∑ j1<...<j_k g^{i1...ik,j1...jk} f_{j1,...,jk} (3.42) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, f_{i1,...,ik} = ∑ j1<...<j_k g_{i1...ik,j1...jk} F^{j1,...,jk} , ÇÄÅ g_{i1...ik,j1...jk} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ~^kV Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÕ (3.36). üÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÄÎÉÍÁÎÉÑ É ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ,

ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ĂÉÎÄÅËÓĄ | ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, Á ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ. (úÄÅÓØ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÏŒ.) äÕÈÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏ- ÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÌÉÖÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ F^{i1,...,ik} = g^{i1j1} . . . g^{ikjk} f_{j1,...,jk} , f_{i1,...,ik} = g_{i1j1} . . . g_{ikjk} F^{j1,...,jk} (ÇÄÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅË- ÓÁÍ). üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁ- ÍÅÞÁÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó (3.12).

óÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÅÄÉÎÙÍĄ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ~V = ~V^∗, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ∧, Ô. Å., ÇÏŒÏÒÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ĂÅÄÉÎÏÇÏĄ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ. úÄÅÓØ ËÁË ÒÁÚ ÕÄÏÂÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. œÏÚØÍÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (a_1, . . . , a_n) Œ V É ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ a^1, . . . , a^n Œ ~V^∗. ðÕÓÔØ ÓÐÅÒŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ g^{i1...iki1...ik} = 1, Á ÐÒÏÞÉÅ g^{i1...ikj1...jk} = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ, ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ (3.42), ŒÎÅÛÎÅÊ ÆÏÒÍÅ f Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ f_{i1...ik} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ k-ŒÅËÔÏÒ F Ó ÔÁËÉÍÉ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ: F^{i1...ik} = f_{i1...ik} . (3.43) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ (3.3) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÊ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ (3.36) (Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ). ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ

(a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} ) ∧ (a^{j1} ∧ · · · ∧ a^{jl} )

ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÎÕÌØ (ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ a^h), ÌÉÂÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÓÎÏŒÁ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÓËÏÂËÉ É ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÉÎÄÅËÓÙ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ; ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. îÏ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÔÁË ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (a_{i1} ∧ · · · ∧ a_{ik} ) ∧ (a_{j1} ∧ · · · ∧ a_{jl} ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ. œ ÉÔÏÇÅ ÏÂÁ ÒÁÚÁ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÕÌØ, ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ (k +l)-ÆÏÒÍÁ É (k +l)- ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ ea^{h1} ∧ · · · ∧ a^{hk+l} É ea_{h1} ∧ · · · ∧ a_{hk+l}

Ó ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ h_r É ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ e = ±1. üÔÉ ÆÏÒÍÁ É ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ.

äÅÌÏ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÉÍ ÏÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÍÅÓÔÏ (3.43) ŒÎÅÛÎÅÊ ÆÏÒÍÅ f Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ f_{i1...ik} ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ k-ŒÅËÔÏÒ F , ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ f ÚÎÁËÁÍÉ: F^{i1...ik} = g^{i1...iki1...ik} f_{i1...ik} . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ a^{i1} ∧ a^{ik} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ g^{i1...iki1...ik} a_{i1} ∧ · · · ∧ a_{ik} . åÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ É ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. åÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÈ ÆÏÒÍ ÅÓÔØ

ea^{h1} ∧ · · · ∧ a^{hk+l} , (3.44)

ÇÄÅ e = ±1 ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ eg^{i1...iki1...ik} g^{j1...jlj1...jl} a_{h1} ∧ · · · ∧ a_{hk+l} , ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ËÁË ÆÏÒÍÅ (3.44) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ eg^{h1...hk+lh1...hk+l} a_{h1} ∧ · · · ∧ a_{hk+l} . îÏ ÜÔÏ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ, ÉÂÏ ÉÚ (3.31) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉ- ÓÌÁ h_1, . . . , h_{k+l} ÓÕÔØ i_1 . . . i_k É j_1 . . . j_l (ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g^{h1...hk+lh1...hk+l} = g^{i1...iki1...ik} g^{j1...jlj1...jl} . œÙÛÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ v a = i_va = = i(v)a ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V É ŒÎÅÛÎÅÊ k-ÆÏÒÍÙ a ÎÁ V . ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ i(F )f k-ŒÅËÔÏ- ÒÁ F ∈ ~^kV^∗ É l-ÆÏÒÍÙ f ∈ ~^lV^∗, ÇÄÅ l ⩾ k. üÔÏ ÅÓÔØ ŒÎÅÛÎÑÑ (l−k)-ÆÏÒÍÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÁ l−k ŒÅËÔÏÒÁÈ v_1, . . . , v_{l−k} ÚÎÁÞÅÎÉÅ (i(F )f)(v_1, . . . , v_{l−k}) = f(F ∧ v_1 ∧ · · · ∧ v_{l−k}). ðÒÉ l = k Õ i(F )f ÕÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ i(F )f ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ F (f) = f(F ). üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ V , ËÒÏÍÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ F É G ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÎÅÛ- ÎÅÊ ÆÏÒÍÙ f, ÔÏ (i(F )f)(G) = f(F ∧ G). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ G ÜÔÏ ÔÁË ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. œ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ G ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÏŒ. óÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. äÁÌÅÅ, ÕÖÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÕÓÌÏŒÉÑ Ï ÓÔÅÐÅÎÑÈ

i(F ∧ G)f = i(G)i(F )f. (3.45)

åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ F É G ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ f, ÔÏ Œ ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏ- ÎÁÈ (3.45) ÓÔÏÉÔ ÎÕÌØ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ f, ÔÏ (3.45) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÐÏÞÅÍÕ?) åÓÌÉ

ÓÔÅÐÅÎØ f − ÓÔÅÐÅÎØ F − ÓÔÅÐÅÎØ G = h > 0,

ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ v_1, . . . , v_h ∈ V

(i(F ∧ G)f)(v_1, . . . , v_h) = f(F ∧ G ∧ v_1 ∧ · · · ∧ v_h) = = (i(F )f)(G ∧ v_1 ∧ · · · ∧ v_h) = (i(G)i(F )f)(v_1, . . . , v_h).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔ- ÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. œÅÒÏÑÔÎÏ, ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ, ÎÏ ÏÎÉ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ.

åÓÌÉ a ∈ ~^rV^∗, b ∈ ~^{n−r+1}V^∗, v ∈ V, ÔÏ a ∧ i(v)b = (−1)^{r−1}i(v)a ∧ b.

(3.46) óÔÅÐÅÎØ ÆÏÒÍÙ a ∧ b ÒÁŒÎÁ n + 1, ÔÁË ÞÔÏ a ∧ b = 0. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ĂÆÏÒÍÕÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁĄ (3.24):

0 = i(v)0 = i(v)(a ∧ b) = i(v)a ∧ b + (−1)^ra ∧ i(v)b, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (3.46). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f ∈ ~^kV^∗, w ∈ ~^nV^∗, F ∈ ~^kV, ÔÏ f ∧ i(F )w = f(F )w.

(3.47) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ F (ÐÏÞÅÍÕ?), ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÁËÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ f ∈ ~^kV^∗, w ∈ ~^nV^∗, v_1, . . . , v_k ∈ V, ÔÏ f ∧ i(v_1 ∧ · · · ∧ v_k)w = f(v_1, . . . , v_k)w.

œŒÉÄÕ (3.45), ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË i(v_k) . . . i(v_1)w. ðÒÉÍÅÎÑÑ (3.46) c r = k, a = f, b = i(v_{k−1}) . . . i(v_1)w, v = v_k, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ (−1)^{k−1}i(v_k)f ∧ i(v_{k−1}) . . . i(v_1)w.

óÎÏŒÁ ÐÒÉÍÅÎÑÑ (3.46) c r = k−1, a = i(v_k)f, b = i(v_{k−2}) . . . i(v_1)w, v = v_{k−1}, ĂÐÅÒÅÂÒÏÓÉÍĄ ÎÁÌÅŒÏ i(v_{k−1}), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌØ (−1)^{k−2}. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÅÒÅÂÒÏÓÉÍ ÎÁÌÅŒÏ ŒÓÅ i(v_h), ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄÅÔ Ë ŒÙÒÁÖÅÎÉÀ (−1)^{(k−1)+(k−2)+...+1}i(v_1) . . . i(v_k)f ∧ w, ËÏÔÏÒÏÅ ŒŒÉÄÕ (3.45) ÒÁŒÎÏ

(−1)^{k(k−1)/2}i(v_k ∧ · · · ∧ v_1)f ∧ w = f((−1)^{k(k−1)/2}v_k ∧ · · · ∧ v_1)w, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (−1)^{k(k−1)/2}v_k ∧· · ·∧v_1 = = v_1 ∧· · ·∧v_k (ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ e ( k, k − 1, . . . , 1 1, 2, . . . , k ) = (−1)^{k(k−1)/2}).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ∗^{[35]}. ïÎ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁ- ÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ V É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ~^kV^∗, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÂÏÒ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ Œ V . åÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏ- ŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅÍ: ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ k-ÆÏÒÍÙ y ∈ ~^kV^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ (n − k)-ÆÏÒÍÁ ∗y ∈ ~^{n−k}V^∗, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

f ∧ ∗y = (f, y)w ÐÒÉ ŒÓÅÈ f ∈ ~^kV^∗. (3.48)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÙ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ∗y ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

∗ y = i(F )w, ÇÄÅ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒ F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ y ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ~^kV^∗ = ~^kV, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ.

(3.49)

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÕÀ ÄÒÕÇÕÀ (n − k)-ÆÏÒÍÕ ÎÅÌØÚÑ ŒÚÑÔØ ÚÁ ∗y Œ (3.48).

ðÅÒŒÏÅ ÎÁÍ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅ- ÎÑÑ ∗y Œ (3.48) ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.49), ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ f ∧ i(F )w = (f, y)w,

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (3.47), ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ (f, y) = f(F ). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÔÏÒÏÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ∗ ÚÁ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ~^kV^∗ → ~^{n−k}V^∗ y → i(F )w, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ y ÅÝÅ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ q ∈ ~^{n−k}V^∗ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ

f ∧ q = (f, y)w ÐÒÉ ŒÓÅÈ f ∈ ~^kV^∗.

[35]åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ-

ÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÎÏ ÔÁË ËÁË ÓÌÏŒÏ ĂÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØĄ ÞÁÓÔÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÐÏŒÏÄÁÍ, ÔÏ ∗ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ĂÚŒÅÚÄÏÞËÏÊĄ.

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ a = ∗y − q ∈ ~^{n−k}V^∗ ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

f ∧ a = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ f ∈ ~^kV^∗.

úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ f É a. á ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÚÑÔØ f = ∗b, ÇÄÅ b ∈ ~^{n−k}V^∗ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, | ŒÅÄØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ b ÂÕÄÅÔ f ∈ ~^kV^∗, | ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ a ∧ ∗b = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ b. œŒÉÄÕ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a = 0.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ∗ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ- ÅÔÓÑ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ËÎÉÇÁÈ (ÏÄÎÁËÏ ÓÏÍÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÁÑ ŒÅÝØ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÎÏŒÏÊ). œ ÎÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ∗ ÏÓÎÏŒÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÂÙÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ, ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ Ï ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ; ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÎÏ ÚÁÍÅÔÎÏ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÎÏ Œ ÎÅÍ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÙ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. íÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÐÏÌÉŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÌÉÛÎÅ É ÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÏÞÅÎØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÆÏÒ- ÍÙ ÔÏÖÅ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÀÔ ŒÎÉÍÁÎÉÑ, Á ŒÏÔ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÌÉŒÅËÔÏÒÁ É ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ ŒÁÖÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÏ ŒÅÄØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÐÏÔÒÁÔÉÔØ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÓÔÒÁÎÉÃ.

ðÒÉŒÅÄÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÁÀÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∗ (ÉÈ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÎÅ ÓÏÓÔÁŒÉÔ ÔÒÕÄÁ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ).

óÐÅÒŒÁ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ É ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ a_1, . . . , a_n Œ V , ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÎÁÛÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ (ÓÐÅÒŒÁ ÉÄÕÔ a_i Ó ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ (a_i, a_i), ÚÁÔÅÍ | Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ). ôÏÇÄÁ ∗a^{i1} ∧ · · · ∧ a^{ik} = e_{i1...ikj1...jn−k} g^{i1...iki1...ik} a^{j1} ∧ · · · ∧ a^{jn−k} , ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ {j_1, . . . , j_{n−k}} = {1, . . . , n} \ {i_1, . . . , i_k} (3.50) îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ (3.50) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (3.3); ÚÎÁÞÉÔ, i_1 < . . . < i_k É j_1 < . . . < j_{n−k}. îÏ ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÔÁ- ÎÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍŒÏÌÙ i_1, . . . , i_k, ÔÏ É ÌÅŒÁÑ, É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ (3.50) ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÉÚÍÅÎÑÔ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔ ÚÎÁË. åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÉÍŒÏÌÙ j_1, . . . , j_{n−k}, ÔÏ ÚÎÁËÉ

ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÚÎÁË Õ e_{i1...ikj1...jn−k} É Õ a^{j1} ∧ · · · ∧ a^{jn−k} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ i_1, . . . , i_k É j_1, . . . , j_{n−k} ÂÙÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ, ÒÁÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏ- ÒÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.50), ÔÏ (∗y)_{j1...jn−k} = e_{i1...ikj1...jn−k} g^{i1...iki1...ik} y_{i1...ik} , ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, {j_1, . . . , j_{n−k}} = {1, . . . , n} \ {i_1, . . . , i_k}. úÄÅÓØ ÔÏÖÅ ÞÉÓÌÁ i_1, . . . , i_k j_1, . . . , j_{n−k} ÓÐÅÒŒÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÀÔÓÑ ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÎÏ ÚÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ y_{...} É (∗y)_{...} Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÂÙÌÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉŒÅÄÕ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ∗ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ: (∗y)_{j1...jn−k} = ± √ |g|e_{i1...ikj1...jn−k} y^{i1...ik} , ÇÄÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ i_h É j_l, y^{i1...ik} ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÐÏÄÎÉÍÁÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÉÚ y_{i1...ik} , Á ÚÎÁË ± ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: (∗y)_{j1...jn−k} = ± 1_k! ∑ i1,...,i_k e_{i1...ikj1...jn−k} y^{i1...ik} . ïÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÓÐÒÁŒÁ ÓÔÏÉÔ ÓŒÅÒÔËÁ ÐÓÅŒÄÏÔÅÎÚÏÒÁ √ |g|e_{i1...ikj1...jn−k} ÐÏ ÐÅÒ- ŒÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ Ó y^{i1...ik} ; ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ± ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÐÓÅŒÄÏÔÅÎÚÏÒ Œ ÔÅÎÚÏÒ^{[36]}). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á Œ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ŒÙÛÅ ĂÈÏÒÏÛÉÈĄ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ (Œ ÎÉÈ √ |g| = 1 É y^{i1...ik} = g^{i1...iki1...ik} y_{i1...ik} ). [36]îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ (ÂÅÚ ÞÅÇÏ ÕËÁ-

ÚÁÎÉÅ Ï ± ÎÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÓÍÙÓÌÁ).

ïÔÍÅÔÉÍ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ (3.50) ÄÌÑ k = 0, n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i ÉÎÄÅËÓ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ V . ôÏÇÄÁ ∗w = (−1)^i (ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ (−1)^i ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ~^0V^∗), ∗1 = w.

(3.51)

œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Œ (3.50) ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ e_{1...n} = 1. œ ÐÅÒŒÏÍ, ËÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÝÅ ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ g^{1...n1...n} = (−1)^i ŒŒÉÄÕ (3.31). œÏ ŒÔÏÒÏÍ Œ (3.50) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ g Ó ÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ. éÚ ŒÙŒÏÄÁ (3.50) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ g^{...} ÅÓÔØ ÎÅËÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ k = 0 ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ (1, 1) = 1.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÔÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ:

∗∗f = (−1)^{k(n−k)+i}f ÄÌÑ f ∈ ~^kV^∗, (3.52)

f ∧ y = (−1)^{k(n−k)}(f, ∗y)w ÐÒÉ f ∈ ~^kV^∗, y ∈ ~^{n−k}V^∗, (3.53)

(f, ∗y) = (−1)^{k(n−k)}(∗f, y) ÐÒÉ f ∈ ~^kV^∗, y ∈ ~^{n−k}V^∗. (3.54) (3.52) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3.50), ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ g^{i1...ik} g^{j1...jn−k} = (−1)^i (ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3.31), ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ h Ó (a_h, a_h) < 0) É e_{i1...ikj1...jn−k} e_{j1...jn−ki1...ik} = (−1)^{k(n−k)} (ÅÓÌÉ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ e_{...} ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÇÒÕÐÐÙ ÉÎÄÅËÓÏŒ j_1 . . . j_{n−k} É i_1 . . . i_k, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÅÒŒÏÅ e_{...}, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ (−1)^{k(n−k)}). (3.53) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3.48) É (3.52):

f ∧ y = (−1)^{k(n−k)}f ∧ ∗∗y = (−1)^{k(n−k)}(f, ∗y)w. ôÅÐÅÒØ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É (3.54):

(∗f, y)w = (y, ∗f)w = (−1)^{k(n−k)}y ∧ f = f ∧ y = (−1)^{k(n−k)}(f, ∗y)w.

äÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ f = f^1 ∧ · · · ∧ f^k, ÇÄÅ f^1, . . . , f^k ∈ V^∗, (n − k)-ÆÏÒÍÁ ∗f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ q = q^1 ∧ · · · ∧ q^{n−k}, q^j ∈ V^∗, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E_q ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ q^1, . . . , q^{n−k}, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ E_f, ÎÁÔÑÎÕÔÏÍÕ ÎÁ f^1, . . . , f^k, (n−k)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ q^{j[37]}, ÒÁŒÅÎ k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÏÂSSÅÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ f^i, É n-ÆÏÒÍÁ f ∧ q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ (Ô. Å. ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ lw Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ l > 0). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ f É q Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ. á ÔÏ, ÞÔÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ∗, ÑŒÓÔŒÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Õ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒŒÙÅ k ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÅÖÁÔ Œ E_f, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | Œ E_q. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÛÉ f = la^1 ∧· · ·∧a^k É q = la^{k+1} ∧· · ·∧a^n Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏŒÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ l, Á Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÉÚ (3.50) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ∗a^1 ∧ · · · ∧ a^k = a^{k+1} ∧ · · · ∧ a^n.

íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÞÁÔØ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÚÄÅÓØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ∗ ÎÁ ÒÁÚ- ÌÏÖÉÍÙÅ ÆÏÒÍÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ∗ ÎÁ ÐÒÏÞÉÅ ÆÏÒ- ÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÆÏÒÍ. îÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÐÏÖÅÌÁÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ∗, ÔÏ ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ ÂÙ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÎÅÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ; ÐÏÞÅÍÕ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÚ- ÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ? ðÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ∗ ÔÁËÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∗ ÓÒÁÚÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k-ÆÏÒÍ.

œ ŒÉÄÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÕËÁÖÅÍ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ É ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ∧, ∗. ðÕÓÔØ (a_1, a_2, a_3) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, (a^1, a^2, a^3) | ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

[37]íÙ ŒÐÒÁŒÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅÍÅ, ÉÂÏ Œ E

q ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ Œ V^∗ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ Eq.

ëÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ,

∗(a^1 ∧ a^2) = a^3, ∗(a^2 ∧ a^3) = a^1, ∗(a^3 ∧ a^1) = a^2.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ f = ∑ f_ia^i, y = ∑ y_ja^j

∗(f ∧ y) = (f^2y^3 − f^3y^2)a^1 + (f^3y^1 − f^1y^3)a^2 + (f^1y^2 − f^2y^1)a^3,

Ô. Å. ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ∗(f ∧ y) Œ ÂÁÚÉÓÅ (a^1, a^2, a^3) ŒÙÒÁÖÁ- ÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ f, y Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÐÏ ËÁËÉÍ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ [v, w] Œ ÂÁÚÉÓÅ (a_1, a_2, a_3) ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v, w Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. á ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ Ï ËÏŒÅËÔÏÒÁÈ, Á ÄÒÕÇÏÊ | Ï ŒÅËÔÏÒÁÈ.

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ L É ~ ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ôÅÏÒÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÄÏÂÁŒÌÅ- ÎÉÉ, Œ ÓÁÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÅ ÒÏÌØ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÁË ÂÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÞÁÓÔØ ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÄÖÁ { ìÅÐÁ- ÖÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÉÐÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ŒÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ É ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ). üÔÕ ÞÁÓÔØ (ÍÏÄÅÌØ) ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ èÏÄÖÁ { ìÅÐÁÖÁ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓÌÏÖÅÎ (ÈÏÔÑ ÉÄÅÑ Ï ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÂÙÌÁ Œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ ŒÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ). œ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ É ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ñ ÎÅ ÓÔÁÌ ÐÒÏÔÉŒÉÔØÓÑ ÉÓËÕÛÅÎÉÀ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÈÏÔÑ ÅÄŒÁ ÌÉ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÏŒÙÍ.

îÉÖÅ V = C^n ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e_1, . . . , e_n. œ C^n ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ⟨z, w⟩ = ∑ z^jw^j, ÇÄÅ z^j, w^j | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ z, w Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ, Á ÞÅÒÔÁ ÓŒÅÒÈÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÑ V ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÂÕÄÅÍ ÏÔ- ÍÅÞÁÔØ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓØÀ VR. VR ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2n-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ a_1, b_1, . . . , a_n, b_n, ÇÄÅ a_j = e_j, b_j = ie_j. (âÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ.) œÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a^1, b^1, . . . , a^n, b^n. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÂSSÅÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˙ (ÔÁË ËÁË w ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ). åÓÌÉ

z^j = x^j + iy^j, w^j = u^j + iv^j, x^j, y^j, u^j, v^j ∈ R,

ÔÏ x^1, y^1, . . . , x^n, y^n ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ VR, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÅ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó R^{2n} . œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ⟨z, w⟩ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÁË: ⟨z, w⟩ = (z, w) + w(z, w), ÇÄÅ (z, w) = ∑ (x^ju^j + y^jv^j), w(z, w) = ∑ (x^jv^j − y^jv^j).

(z, w) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ R^{2n} , Á w = ∑ a^j ∧ ∧ b^j.

œ ~V^∗R ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

Lf = w ∧ f, ~f = ∗^{−1}L ∗ .

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

[L, ~]f = ~Lf − L~f = (n − k)f ÐÒÉ f ∈ ~^kV^∗R . (3.55)

åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P : ~V^∗R → ~V^∗R , ÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ f = ∑ f_k, ÇÄÅ f_k ∈ ~^kV^∗R ,

P f = 2n∑ 0 (n − k)f_k, ÔÏ [~, L] = P . úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ìÅÇ- ËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ [P, L] = 2L É [P, ~] = −2~. ôÁËÉÅ ÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎ- ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ËÁË ÄÌÑ P, L, ~, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ so(2), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÁ ~V^∗R . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ so(2) ÄÁŒÎÏ ÉÚÕÞÅÎÙ, É ÜÔÏ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁÛÉÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ÎÁ ~V^∗R . ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ Ë ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏ- ÇÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É ÎÁ ÔÁËÏÍ ÐÕÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ.

óÐÅÒŒÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄŒÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÐÏ- ÓÏÂÁÍÉ.

1) ~ = L^∗, ÇÄÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ Ë (·, ·). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

(f, ∗^{−1}L∗y) = (Lf, y) ÄÌÑ f, y ∈ ~^kV^∗R .

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∗, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f∧∗∗^{−1}L∗y = Lf ∧ ∗y, Ô. Å. f ∧ w ∧ ∗y = w ∧ f ∧ y. îÏ ÆÏÒÍÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ w ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

2) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w ∈ ~^2VR ÂÉŒÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ w ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ~V^∗R ↔ ~V^∗R , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ (·, ·). ôÁË ËÁË ÂÁÚÉÓ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ É ÍÅÔÒÉËÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, ÔÏ

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ a^i ↔ a_i, b^i ↔ b_i, Á ÔÁË ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ w = ∑ a^i ∧ b^i ↔ w = ∑ a_i ∧ b_i. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ~: ~f = i(w)f.

óÏÇÌÁÓÎÏ 1), ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ (i(w)f, y) = (f, Ly) ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ ~^kV^∗R , y ∈ ~^{n−k}V^∗R .

õÍÎÏÖÉŒ ÎÁ ˙, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÅ i(w)f ∧ ∗y = f ∧ ∗Ly = f ∧ ∗(w ∧ y).

åÓÌÉ y ↔ F , ÔÏ w ∧ y ↔ w ∧ F . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ i(w)f ∧ i(F )˙ = f ∧ i(w ∧ F )˙. (3.56) éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (3.47) Ó w ∧ F ŒÍÅÓÔÏ F (ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÐÏ- ÌÉŒÅËÔÏÒÁ ËÁË ÒÁÚ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÆÏÒÍÙ f): f ∧ i(w ∧ F )˙ = f(w ∧ F )˙ = (i(w)f)(F )˙.

óÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó i(w)f ŒÍÅÓÔÏ f (ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ k − 2, Ô. Å. ÓÔÅÐÅÎÉ F ): (i(w)f)(F )˙ = i(w)f ∧ i(F )˙, É (3.56) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ (3.55), ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ c_1, . . . , c_r, Á g^1, . . . , g^r | ŒÚÁÉÍÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ f ∈ ~^kW^∗ r∑ 1 g^j ∧ i(c_j )f = kf. (3.57) üÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÏÂ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÁË ÖÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ k-ÆÏÒÍ. ðÕÓÔØ f = g^{i1} ∧ · · · ∧ g^{ik} . åÓÌÉ j ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ i_h, ÔÏ i(c_j )f = 0 (ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ŒÉÄÎÏ ÉÚ (3.25)). åÓÌÉ ÖÅ j = i_h, ÔÏ

i(c_j )f = (−1)^{h−1}g^{i1} ∧ · · · ∧ ^g^{ih} ∧ · · · ∧ g^{ik} ,

g^j ∧ i(c_j )f = g^{ih} ∧ (−1)^{h−1}g^{i1} ∧ . . . ^g^{ih} ∧ · · · ∧ g^{ik} = = g^{i1} ∧ · · · ∧ g^{ih} ∧ · · · ∧ g^{ik} = f.

óÒÅÄÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ j Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (3.57) ÉÍÅÀÔÓÑ j = i_1, . . . , i_k; ÄÌÑ ÎÉÈ g^j ∧ i(c_j)f = f. äÌÑ ÐÒÏÞÉÈ j ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ g^j ∧ i(c_j )f = 0. ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (3.57).

ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ (W = VR, ÂÁÚÉÓ a_1, b_1, . . . , a_n, b_n) (3.57) ÄÁÅÔ ∑ a^j ∧ i(a_j)f + ∑ b^j ∧ i(b_j )f = kf. (3.58)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ~, ÄÁÎÎÏÅ Œ 2), É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ L, ÐÅÒÅ- ÐÉÛÅÍ (3.55) Œ ŒÉÄÅ

i(w)(w ∧ f) = w ∧ i(w)f + (n − k)f. (3.59)

ïÞÅŒÉÄÎÏ (ÓÍ, (3.45), i(w) = i (∑ a_j ∧ b_j ) = ∑ i(b_j)i(a_j ), i(a_j)w = i(a_j) ∑ h a^h ∧ b^h = b^j É i(b_j)w = −a^j

(ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ (3.24)). ðÏÜÔÏÍÕ (ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (3.24))

i(a_j)(w ∧ f) = i(a_j)w ∧ f + w ∧ i(a_j)f = b^j ∧ f + w ∧ i(a_j )f,

i(b_j)i(a_j )(w ∧ f) = i(b_j)(b^j ∧ f + w ∧ i(a_j)f) = = f − b^j ∧ i(b^j) − a^j ∧ i(a_j)f + w ∧ i(b_j)i(a_j)f,

ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ j (Ó ÕÞÅÔÏÍ (3.58) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∑ i(b_j)i(a_j ) = i(w)) ÄÁÅÔ (3.59).